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Resumo

Este trabalho de pesquisa trata de mostrar que as demonstragoes estao incorporadas
a pratica da Matematica, que sao ferramentas para provar as afirmacoes feitas nesta ciéncia e
procura verificar a importancia delas nas aulas de Matematica do Ensino Médio. Enfatiza-se
a apresentacao da definicao formal de uma Demonstracao Matematica e sua relacao com
os objetivos, conteliidos e processo de ensino. Esta dissertagao objetiva também identificar
e definir as Componentes do Ensino da Matematica, a Conceituacao, a Manipulacao e as
Aplicagoes, procurando mostrar que sao elementos importantes no processo de ensino da
Matematica, reforcando que seu uso bem equilibrado pode contribuir significativamente para
uma melhor aprendizagem dos conceitos acerca da Matematica. Para andalise da influéncia das
demonstracoes na melhoria da qualidade do ensino e da aprendizagem da Matemaética e para
a formacao geral do educando do Ensino Médio, versa-se também, no ambito desta pesquisa,
sobre as diferentes técnicas de demonstracoes em Matemaética e as suas adequagoes de acordo
com a necessidade para demonstrar resultados. Com foco nesse objetivo, apresenta-se uma
lista de alguns resultados e férmulas presentes no curriculo do Ensino Médio, acompanhadas,
¢é claro, de suas respectivas demonstracoes. Finalmente, conclui-se que as demonstragoes
em Matematica tém papel fundamental para sua verificacao como ciéncia e, desta forma,
vislumbra-se uma maior popularidade das demonstracoes entre os professores de Matemaética
do Ensino Médio e também despertar nos alunos desta etapa de ensino o desenvolvimento do

raciocinio logico dedutivo visando uma aprendizagem mais completa.

Palavras chaves: Demonstracoes, Matematica, Raciocinio Légico, Ensino, Aprendizagem.



Abstract

This research work tries to show that the demonstrations are incorporated into
the practice of Mathematics, which are tools to prove the affirmations made in this science
and try to verify the importance of them in the classes of Mathematics of High School. It
is emphasized the presentation of the formal definition of a Mathematical Demonstration
and its relation with the objectives, contents and teaching process. This dissertation also
aims to identify and define the Components of Mathematics Teaching, Conceptualization,
Manipulation and Applications, trying to show that they are important elements in the
teaching process of Mathematics, reinforcing that their well balanced use can contribute
significantly to a better learning of Mathematics. concepts about mathematics. In order to
analyze the influence of the demonstrations on the improvement of the teaching and learning
quality of Mathematics and for the general education of the High School student, the scope
of this research is also related to the different demonstration Techniques in Mathematics and
their adaptations according to the need to demonstrate results. Focusing on this objective, we
present a list of some results and formulas present in the High School curriculum, accompanied,
of course, by their respective demonstrations. Finally, it is concluded that the demonstrations
in Mathematics play a fundamental role for its verification as a science and, in this way, it is
possible to see a greater popularity of the demonstrations among the teachers of Mathematics
of High School and also to awaken in the students of this stage of teaching the development

of deductive logic for a more complete learning.

Keywords: Demonstrations, Mathematics, Logical Reasoning, Teaching, Learning.
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Capitulo 1

Introducao

A Matematica é uma ciéncia que se apresenta com linguagem prépria, é dotada
de defini¢oes, elementos e caracteristicas intrinsecas que lhes fazem uma drea muito especial
do conhecimento acumulado pela humanidade. E, por ser um tipo de conhecimento, deve
ser digna de se acreditar nela, mas nao apenas acreditar, é necessario que se tenha grandes
razoes para isso. Nesse sentido, as Demonstracoes Matematicas representam uma esséncia,
uma caracterizacao da Matematica, que nao é uma ciéncia experimental, suas leis que sao de
natureza peculiar devem ser logicamente demonstradas, pois é uma forma de comprovar a
veracidade de um fato nao apenas para uma quantidade finita de casos, mas sim, para todos
os casos no estudo de um determinado conceito.

As demonstragoes sao procedimentos de incorporacao a pratica da Matemaética,
pois as afirmacoes feitas nesta ciéncia devem ser provadas como forma de confirmagao de
sua verdade. “A nivel escolar, demonstrar é uma forma de convencer com base na razao,
em vez da autoridade” (LIMA, 2007, p. 158). Desta forma, o ensino e a aprendizagem da
Matematica requerem métodos e procedimentos peculiares e pertinentes a ela, que sejam
capazes de conceber aos seus aprendizes uma parcela significativa de todo o seu conhecimento.
Nesta linha de raciocinio, este trabalho visa apresentar uma pesquisa bibliografica onde busca
investigar os motivos que, nas ultimas décadas, causaram desvalorizacao das Demonstragoes
Matematicas, nas aulas de Matematica do Ensino Médio, em escolas brasileiras.

Outro foco do presente trabalho é responder a questionamentos, tais como: os

estudantes do Ensino Médio tém maturidades para compreender as etapas das Demonstracoes
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Matematicas que lhes possam ser mostradas? As Demonstracoes Matematicas, no Ensino
Médio, tém relevancia para o processo de ensino e de aprendizagem da Matematica e
contribuem de modo expressivo para a formacao geral do educando? A subestimacao das
demonstracoes pode ter ligacao com o fato de em consideravel ntimero de vezes, os livros
escolares destinados a educagao basica, e consequentemente para o Ensino Médio, nao
apresentarem ao seu publico leitor as demonstragoes das expressoes que expoem em seus
textos e proposta didatica. Outro fator a ser analisado é quanto a formacao do Professor e a
valorizacao que este profissional dispoe para o trabalho com demonstragoes em Matematica,
no Ensino Médio. Pode ser que estes sejam fortes motivos para que professores e alunos nao
vejam o valor delas nesse nivel de escolaridade.

O campo de estudos deste trabalho centrou-se em algumas demonstragoes inseridas
no conteudo programatico selecionado para serem trabalhados com estudantes da educacao
basica, especificamente no Ensino Médio. Desarte, dentre outras questoes, este trabalho
procura colher informacoes acerca das dificuldades encontradas no uso das Demonstragoes
Matematicas no Ensino Médio, como também visa diligenciar estudos quanto a julgamentos de
autores renomados que inquirem sobre o aporte que as Demonstracoes Matematicas oferecem
nesta etapa do ensino.

Esta pesquisa, de carater bibliografico, procura levantar fatos e teorias no sentido
de reforcar a ideia de que as Demonstracoes Matemadticas sao importantes no ensino e
aprendizagem da Matemadtica, pois conseguem agregar na formacao de capacidades intelectuais
e estruturacao do pensamento do aluno do Ensino Médio. Ela versard quanto ao mérito destas
demonstracoes para uma maior valorizacao da Matematica como ciéncia, ou seja, como um
conjunto de conhecimentos com caracteristicas estruturais inerentes a ela.

Como forma de fundamentacao, os textos de documentos oficiais, como por exemplo,
os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM), podem reforcar a ideia
supracitada em relacao a essa grande area do conhecimento. Neles encontram-se afirmagcoes
que mostram a importancia de a Matematica ser vista como uma ciéncia acompanhada de

caracteristicas especificas, pois os mesmos relatam que:
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[...] a matemé&tica no ensino médio ndo possui apenas o cardter formativo
ou instrumental, mas também deve ser vista como ciéncia, com suas
caracteristicas estruturais especificas. E importante que o aluno perceba
que as defini¢oes, demonstragoes e encadeamentos conceituais logicos
tém a fungao de construir novos conceitos e estruturas a partir de outros
e que servem para validar intuigoes e dar sentido as técnicas aplicadas
(BRASIL, 2000, p. 40; 41).

Assim, a Matematica pode ser apresentada no Ensino Médio, como um conjunto de
signos bem organizados e convencionados para possibilitar ao aluno desse nivel a construcao
e transmissao de mensagens numa linguagem peculiar, de comunicacao de ideias e com
capacidades de descrever um fenomeno da vida real seguido de sua interpretagao. Tem-se o
intuito de indagar como as Demonstragoes Matematicas podem favorecer o desenvolvimento e
agilizagao do raciocinio dedutivo do educando, de sua capacidade expressiva, da sensibilidade
estética e de sua imaginacao, da obtencao de precisao de linguagem nas argumentacoes em
solucoes matematicas, convergindo na construcao da prépria cidadania, na compreensao e
transformacao do mundo a sua volta.

No tocante a organizacao deste trabalho, primeiramente é feito uma descricao da
problematica que motivou a sua realizagao, sequenciada pelas hipéteses levantadas que serao
sustentaculos norteadores de sua escrita. Logo em seguida, no capitulo 2, serao apresentados
os motivos que sustentam a justificativa pela escolha do tema em debate, os objetivos geral
e especificos, num tentame em contextualizar toda a construgao do trabalho em uma visao
atualizada do assunto exposto. Adicionada a essa subdivisao do trabalho vem a metodologia
empregada, através da qual sao definidos os caminhos a serem percorridos na busca do éxito
de todo o planejamento previamente estabelecido nos objetivos delineados.

No terceiro capitulo, serao apresentadas trés participes de consideravel relevancia
na fundamentacao desta dissertacao: sao as chamadas Componentes do Ensino da Matematica.
Estas se apresentam com nomenclaturas bem caracterizadas e intituladas por Conceituagao,
Manipulacao e Aplicacoes, tendo ainda as suas respectivas defini¢oes, argumentacoes acerca de
sua esseéncia e as contribuicoes que as mesmas podem proporcionar na melhoria da qualidade
do ensino e da aprendizagem em Matematica.

O quarto capitulo sera dedicado a tarefa de exibir a definicao formal de uma
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demonstracao em Matematica, esse trecho visa esclarecer quais os elementos que estao
envolvidos com a magia de mostrar a validade de resultados. As Demonstragoes Matematicas,
nesse momento, serao conceituadas e caracterizadas em conformidade com as particularidades
que as compoem. Juntamente com isso, tem-se maiores informagoes acerca da existéncia de
uma variedade de defini¢coes de demonstragao segundo as ideias de diferentes autores que
integram a literatura pesquisada.

Em abordagem destinada a evidenciar as diferentes técnicas de demonstracao em
Matematica, o quinto capitulo vem trazer algumas destas, procurando apontar sua utilidade
pratica dentro de contextos onde sao mais adequadas, ou até mesmo onde serao a grande
valvula de escape para provar o quao é verdadeira uma determinada propriedade matematica.

Ainda no capitulo cinco, apresentam-se aplicacoes das técnicas de demonstracao
através de varias proposicoes, onde algumas se encontram em edigoes de livros didaticos
direcionados para o Ensino Médio e, outras proposi¢coes que mesmo ausentes na grande
maioria dos livros desta etapa do ensino, sao considerados, por muitos, como possiveis de
serem apresentadas ou, em ultimo caso, adaptadas de acordo com a maturidade do educando
do Ensino Médio. Neste momento, procurou-se através da amostragem de alguns resultados,
evidenciar as suas respectivas demonstracoes, pois muitos professores de Matematica desta
etapa de ensino, as consideram parte fundamental para o desenvolvimento do estudante de
um modo geral, dentro de um enfoque conceitual, reflexivo e contextualizado no mundo que o
cerca.

Finalmente, nas consideracoes finais, revelam-se as conclusoes de todo o estudo
realizado, tendo como base de apoio os objetivos antevistos. Nessa etapa, o trabalho tem
a funcao de apresentar afirmagoes conclusivas a respeito do assunto abordado, estas devem
ocorrer segundo uma andlise da fundamentacao tedrica encorpada ao trabalho, e também,
por meio de inferéncias no tocante ao que as Demonstracoes Matematicas podem agregar,
no presente e no futuro, considerando todo o suporte que a pesquisa ira fornecer para as
deducgoes e manifestacoes no que concerne a sua utilidade junto aos profissionais envolvidos e

comprometidos com o ensino da Matematica.



Capitulo 2

Justificativa, Objetivos e Metodologia

2.1 Justificativa

Comumente se encontram professores de Matematica do Ensino Médio, que em
seus estudos de formagao académica, durante a licenciatura, nao lhes foi fomentado um olhar
atencioso e voltado para o uso das Demonstracoes Matemaéticas no processo de ensino desta
disciplina a nivel médio. Assim, muitos desses professores acabam por desenvolver em suas
metodologias nas aulas de Matematica, praticas que fazem desta disciplina uma simples
colecao de técnicas, com um conjunto de férmulas prontas e suas respectivas aplicagoes em
exercicios de repeti¢ao, em resolucao de problemas montados para treinos, ou ainda em
tentativa de contextualizar o assunto no cotidiano do estudante.

Nesta perspectiva, o ensino da Matematica fica aparentemente mecanico, focado
em memorizacao, onde a criatividade perde espaco para uma transferéncia de conteidos
concentrada no uso de formulas e de regras sem suas correspondentes justificativas, e isso
provoca uma supervalorizacao na repeticao destas regras e féormulas em detrimento do devido
valor e do estimulo ao raciocinio légico dedutivo, elemento fundamental da Matematica e,
consequentemente, do seu ensino e aprendizagem.

No livro do autor Abramo Hefez, intitulado por ARITMETICA e adotado como
a principal fonte bibliografica da disciplina Aritmética, do curso de Mestrado Profissional
em Matematica - PROFMAT pelas Universidades credenciadas, abrange um quantitativo

de defini¢oes e proposicoes matematicas que contribuiram significativamente para escolha
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da temadtica deste trabalho. Em Hefez (2013, p. 72), encontra-se uma proposi¢ao que pode
ser reescrita como a seguir: Seja & = a,a0,_1...a2a1a9 um numero representado no sistema
decimal. Uma condigao necesséria e suficiente para que x seja divisivel por 3 (respectivamente
por 9) é que a, + ap_1 + ... + as + a; + ag seja divisivel por 3 (respectivamente por 9).

Ao se deparar com esta proposicao, o pesquisador, cursista da disciplina, remete-se
em pensamento ao inicio de sua docéncia nas chamadas séries finais do ensino fundamental,
quando ministrou as primeiras aulas com o tema critérios de divisibilidade com ntmeros
naturais. Duas coisas o faziam refletir sobre o assunto: primeiramente o fato de que os livros
didaticos aos quais tinha acesso nao contemplavam o critério de divisibilidade por sete, a
outra era que, nestes livros, as ilustracoes dos critérios de divisibilidade eram apenas através
de exemplos numéricos. Assim, ficava um vazio quanto a demonstrar que os critérios se
aplicariam a todos os niimeros naturais, pois mesmo apresentando uma grande quantidade
de exemplos numéricos, seja dez, cem ou até milhares deles, sempre ficard a duavida sobre a
possibilidade da existéncia de algum niimero natural tal que o um determinado critério de
divisibilidade nao seja verdadeiro.

Ainda em Hefez (2014, p. 114), encontra-se na parte de problemas a serem resolvidos
pelos cursistas, que estes deduzam o seguinte critério de divisibilidade por sete, o qual também
pode ser reescrito como a seguir: O nimero r = a,a,_1...a2a,a¢ representado no sistema
decimal é divisivel por sete se, e somente se, 0 nNUMero a,a, _1...a2a; — 2aq for divisivel por
sete. Esta ultima proposicao reforcou ainda mais a escolha do tema desta dissertacao no
sentido de fazer refletir do porqué de nao apresentar aos alunos da educagao basica e, de
forma mais especifica, aos alunos do ensino médio, as demonstracoes de proposi¢coes como
estas, dentre muitas outras, de acordo, é claro, com a maturidade dos alunos desta fase do

ensino basico.
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A LDB/96, ao considerar o Ensino Médio como tltima e complemen-
tar etapa da Educagao Bésica, e a Resolugdo CNE/98, ao instituir as
Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio, que organizam
as areas de conhecimento e orientam a educacao a promogao de valores
como a sensibilidade e a solidariedade, atributos da cidadania, apontam
de que forma o aprendizado de Ciéncias e de Matematica, ja iniciado no
Ensino Fundamental, deve encontrar complementagao e aprofundamento
no Ensino Médio. Nessa nova etapa, em que ja se pode contar com uma
maior maturidade do aluno, os objetivos educacionais podem passar a ter
maior ambicao formativa, tanto em termos da natureza das informagoes
tratadas, dos procedimentos e atitudes envolvidas, como em termos das
habilidades, competéncias e dos valores desenvolvidos (BRASIL, 2006, p.
6).

Desta maneira, acredita-se que o aluno do ensino médio ja dispoe de estruturais
mentais que o habilitam a assimilar, desde que com adaptacoes ao seu grau de desenvolvimento,
as demonstracoes de muitas das féormulas e leis matematicas que lhes sao apresentadas.

Recentemente, foi homologado pela Portaria n® 1570, publicada no Diario Oficial da
Unido de 21 / 12 / 2017, secao 1, pagina 146, um documento que objetiva ser uma referéncia
na construcao de curriculos em todas as redes de ensino no Brasil. Este, denominado Base
Nacional Comum Curricular — BNCC, dispoes de um conjunto de competéncias gerais e, assim
sendo, vem reforcar ainda mais a ideia de que seja possivel apresentar, no Ensino Médio,
a validacao de resultados em Matematica através de demonstracoes, isso tendo em vista
que nesta etapa da Educacao Basica os “estudantes, com maior vivéncia e maturidade, tém
condigoes para aprofundar o exercicio do pensamento critico, realizar novas leituras do mundo,
com base em modelos abstratos” (BRASIL, 2017, p. 537).

Outra grande parcela da motivacao para a escolha do tema Demonstragoes Ma-
tematicas com foco no Ensino Médio foi a sua desvalorizacao em escolas brasileiras nas ultimas
décadas, no processo de ensino e aprendizagem da Matemaética na referida etapa da educagao
basica. Em companhia a isso, vem a possibilidade de contribuir através da atividade de
investigar que acoes podem ser desenvolvidas no sentido de colaborar com a retomada da sua
significancia entre professores, alunos e o préprio processo de ensino. Isto posto, contribui para
o apoio e colaboracao com a expectativa de averiguar a utilidade e necessidade de reestabelecer

uma maior popularidade das Demonstracoes Matemaéticas nesta etapa da educagao basica.
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O presente trabalho também se fundamenta nas orientacoes curriculares para o

Ensino Médio, pois este documento contém informacoes que relata o dever de considerar que

a Matematica tem diferentes intengoes em sua formagao na educacao basica. Encontramos
nos relatos dessas orientagoes para o Ensino Médio que,

Ao final do ensino médio, espera-se que os alunos saibam usar a Ma-

temdtica para resolver problemas praticos do quotidiano; para modelar

fendmenos em outras areas do conhecimento; compreendam que a Ma-

tematica é uma ciéncia com caracteristicas préprias, que se organiza via

teoremas e demonstracoes; percebam a Matematica como um conheci-

mento social e historicamente construido; saibam apreciar a importancia

da Matemética no desenvolvimento cientifico e tecnolégico (BRASIL,
2006, p. 69).

Dessa forma, escolher este assunto é uma excelente maneira de oportunizar um
debate sobre a forma de trabalhar os conteudos de Matematica no Ensino Médio, levantando
questoes concernente ao interesse da comunidade escolar, em valorizar a utilizacao de um
ensino da Matemaética onde se vislumbra o respeito ao valor formativo em relagao ao progresso
do pensamento matematico.

Isso significa colocar os alunos em um processo de aprendizagem que
valorize o raciocinio matematico ? nos aspectos de formular questoes,
perguntar-se sobre a existéncia de solucao, estabelecer hipéteses e tirar
conclusoes, apresentar exemplos e contra-exemplos, generalizar situacoes,
abstrair regularidades, criar modelos, argumentar com fundamentacao
l6gico-dedutiva. Também significa um processo de ensino que valorize
tanto a apresentacao de propriedades matematicas acompanhadas de
explicagao quanto a de férmulas acompanhadas de dedugao, e que valorize
o uso da Matemaética para a resolucao de problemas interessantes, quer

sejam de aplicagdo ou de natureza simplesmente tedrica (BRASIL, 2006,
p. 69; 70).

Quando se estabelece, nas aulas de Matematica, procedimentos que levam esta
disciplina a um patamar de conjunto de conhecimentos prontos para serem aplicados, sem
questionamentos da veracidade das propriedades matematicas, pode acontecer a instauracao
de uma ideia fixa, que é a de lecionar Mateméatica apenas com propostas de resolucao de
exercicios. Assim, a pratica passa por uma aplicacao dos conceitos mateméaticos embutidos
nas formulas que sao utilizadas em exercicios para serem resolvidos pelos alunos e, nessa

conjuntura, desvaloriza-se a construcao passo a passo da modelagem destas expressoes, dos
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conceitos, dos axiomas ou teoremas, juntamente com as argumentacoes que as tornam como
se encontram, prejudicando a qualificacao de sua validade, seja na comunidade cientifica, no
ensino sistematizado ou mesmo em atividades do cotidiano dos estudantes.

Ainda segundo as orientacoes curriculares para o Ensino Médio é importante
haver aumento e aprofundamento em explicitar a Matematica com sua estruturagao légica,
pois ela é necessaria ao educando nessa fase do ensino, “devendo-se valorizar os varios
recursos do pensamento matematico, como a imaginacao, a intui¢ao, o raciocinio indutivo
e o raciocinio logico-dedutivo”e assim, certamente percebe-se “a distingao entre validagao
matematica e validacao empirica, e favorecer a construgao progressiva do método dedutivo
em Matemética” (BRASIL, 2006, p. 95).

As finalidades do ensino da Matemética no Ensino Médio, apontam que o aprendi-
zado do aluno deve corresponder de modo expressivo a aquisicao de uma gama de habilidades
referentes a esta disciplina, o que foi mais um incentivo a pesquisar o quao essas habilidades
podem ser encontradas na precisao da linguagem e nas peculiaridades das Demonstragoes
Matematicas, sendo que estas servem para nos dar uma garantia de que certas propriedades

matematicas sao verdadeiras.

2.2 Objetivo Geral

Diante das hipoteses ja levantadas sobre a importancia da utilizagao das demons-
tragoes voltadas para os alunos a nivel de Ensino Médio, o designio deste trabalho é realizar
uma pesquisa bibliografica capaz de promover reflexoes, discussoes e obter um conjunto de
respostas satisfatorias no que tange a aplicacao das demonstracoes nas aulas de Matematica
do ensino mediano. Nesta perspectiva, esta dissertacao tem como objetivo geral, analisar
a influéncia das Demonstracoes Matematicas, durante o Ensino Médio, para a melhoria da
qualidade do ensino e da aprendizagem da Matematica e para a formacao geral do educando.
Pretende-se identificar e explicitar fatores que comprovam de forma evidente a necessidade de
empregar as demonstragoes na educagao basica, principalmente no Ensino Médio, além disso,
objetiva-se concluir que mesmo tendo dificuldades em utilizacao, é possivel torna-las mais

populares nesta etapa do ensino e mostrar que estas tém relevancia no ensino da Matematica
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e na vida cotidiana do educando, pois as mesmas dispoem de recursos que contribuem para o
desenvolvimento do pensar matematico, do raciocinio logico dedutivo e poder de argumentacao,
consequentemente, sao grandes aliadas de professores e alunos na busca de uma maior e

melhor aprendizagem desta tao bela ciéncia, a Matematica.

2.3 Objetivos Especificos

No decorrer do desenvolvimento deste trabalho tem-se como um dos objetivos
especificos o intuito de identificar e caracterizar as chamadas Componentes do Ensino da
Matematica que sao a Conceituacao, a Manipulacao e as Aplicagoes, pois veremos como a
organizacao destas, segundo a natureza peculiar da Matematica, podem contribuir para a
melhoria da qualidade do seu ensino e de sua aprendizagem.

Objetiva-se, também, definir formalmente uma demonstracao em Matemaética,
analisar os elementos que as caracterizam e registrar qual a participagao de cada um em sua
composicao. Além disso, apds a exposicao de alguns dos diferentes métodos para demonstrar,
em Matematica, espera-se que defronte a alguma demonstracao, o leitor tenha adquirido
habilidades para identificar a técnica que foi empregada e ainda seja capaz de manipular os
entes matematicos conceituais e constituintes na construgao desta. Agregado a isso, pretende-
se uma reflexao quanto ao método da inducao finita e, avaliar a sua aplicacao como mais uma
opcao de método de demonstracao com possivel adequacao para o Ensino Médio.

Um outro objetivo integrante do presente trabalho é o de coletar e apresentar algu-
mas Demonstracoes Matematicas que possam ser desenvolvidas nas aulas com estudantes do
Ensino Médio, conjuntamente, pretende-se avaliar a adequacao destas ao nivel de escolaridade
em questao, sendo ainda acrescida algumas outras que para muitos profissionais da docéncia
em Matematica podem ser inclusas nas obras voltadas para o Ensino Médio.

Deste modo, a presente pesquisa bibliografica objetiva dentro dos caminhos a
percorrer, realizar estudos que em sua fundamentagao tedrica possam mostrar de maneira
evidente a importancia das Demonstracoes Matematicas para o processo de ensino e de
aprendizagem, calcular o valor que estas tém para a formacao geral do educando e, desta forma,

enfatizar uma maior popularidade das demonstracoes entre os professores de Matematica,
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entre os alunos da educacao basica e, consequentemente, nas aulas de Matematica do Ensino

Médio.

2.4 Metodologia

Na execucao das atividades que compoem o presente trabalho delineou-se um
procedimento sistematico. O caminho trilhado no processo de sua construcao apoiou-se em
uma pesquisa tedrica, pois se utilizou de fontes bibliograficas caracterizadas como secundarias,
tendo o propdsito de responder a um problema. Como procedimento procurou-se coligir
informacoes por meio de pesquisa bibliograficas sendo estas compostas por diversos materiais
elaborados e divulgados publicamente, com énfase em livros, revistas, artigos, monografias
e dissertacoes, todos fundamentados em resultados de publicagoes na area da Matemaética,
e de modo especifico, do seu ensino. Com esse modelo de investigacao, através do estudo
de dados ja publicados e analisados por outros pesquisadores, entende-se que a colheita de
elementos acerca das demonstracoes em Matematica seja capaz de reforcar a aquisicao de um
conhecimento mais amplo relacionado ao assunto, sendo portanto, uma base de sustentacao
para atender ao maximo os objetivos da investigacao proposta pela temética estabelecida.

A construcao do trabalho se configura em caracterizacao a publicacoes relevantes
de autores renomados, tais como Lima (2007), com o titulo Matemética e Ensino, uma obra
composta de capitulos independentes, onde alguns deles tratam do ensino da Matemaética,
mostrando analises criticas e sugerindo propostas de como o ensino desta disciplina pode ser
organizacao e praticado. E voltado para todos que gostam de Matemaética e se interessam
pela forma como ela é ensinada, principalmente para aqueles que pretendem seguir carreira
no magistério.

Na revisao de literatura, encontra-se em Filho (2013), contribuigoes importantissimas
para a realizacao deste trabalho, pois nos textos mostrados na sua obra “Um Convite a
Matematica”, principal referéncia na composicao especifica pesquisada, é encontrado uma
série de definicoes que fazem parte do conteido a ser construido no presente trabalho, tais
como: o que vem a ser uma Definicao Matematica e a linguagem especifica de sua escrita,

a conceituagao do que vem a ser um Teorema e uma Demonstracao em Matematica. E um
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livro que, entre outros objetivos, foca na formacao de professores para o magistério, tem
uma linguagem acessivel e pautada no uso da légica dentro da Matemética e, de modo muito
dinamico e esclarecedor apresenta as principais técnicas de demonstracao em Matemaética,
cada uma delas sequenciadas por uma série de exemplificagoes de proposicoes demonstradas e
seguida de comentarios a respeito destas demonstracoes.

Seguindo a temdtica das pesquisas em obras ja publicadas, Fossa (2009), contribui
com uma série de didlogos procurando despertar no leitor, linhas gerais das argumentacoes e
articulacoes sobre a naturalidade da Matematica, numa introducao informal as mais basicas
técnicas de demonstragado. Com Garbi (2010), tem-se o ensino da geometria numa visao
l6gico-dedutiva nao muito difundida nas escolas brasileiras, os textos tém leitura agradavel
e motivadora por seu rico conteido e pela linguagem clara, simples e precisa na qual foi
escrito, retratando explicacoes e demonstragoes, conceitos, teoremas e férmulas essenciais da
geometria e, se destina a todos que desejam entender a légica que hé por tras das férmulas
que utilizam.

O desenvolvimento da pesquisa bibliografica contou ainda com outros grandes
parametros, conforme exposicao na secao “referéncias bibliograficas”, sendo que através da
realizacao de leituras, fichamentos, resumos e anotagoes de pontos relevantes para a tematica
proposta, procurou-se atender, em grande parte, a marca registrada da linguagem matemaética,
levando em conta a natureza e a atualizagao das argumentagoes propostas em cada uma das

publicagoes revisadas.



Capitulo 3

Componetes do Ensino da Matematica

Neste capitulo, serao apresentadas trés denominagoes consideradas muito importan-
tes para o ensino e a aprendizagem da Matemadtica, para tanto fundamentou-se o argumento,
principalmente, nas ideias de Elon Lages Lima, professor, pesquisador e autor de mais de 30
livros de Matematica. Assim sendo, um maior aprofundamento nas informacgoes acerca do
assunto é encontrado em Lima (2007), intitulado “Matematica e Ensino”.

A busca pelo dominio da Matematica € justificada no seu estudo pelas suas aplicagoes
praticas e também pelo seu aspecto tedrico. A mais importante caracteristica da Matemaética,
para muitos, esta na sua beleza e intelectualidade em desafiar o seu apreciador, no entanto,
para outros estd na sua aplicabilidade pratica as atividades do homem em sua vida cotidiana.
E certo que, independentemente de qual seja a natureza do que se admira da Matematica e
do seu conhecimento, seja como individuo ou como estrutura social estabelecida, ela agrega
as duas caracteristicas com muito dinamismo e propriedades especificas desta ciéncia.

No entanto, no permeio destas duas importantes componentes se encontra uma
terceira de igualitario valor, esta tem capacidades que proporcionam simples produgoes mentais
instintivas, avangam do tratamento, com pericia, das equagoes e férmulas mateméticas e ainda
se mostra eficaz nas construcoes cujo objeto é o estudo do espago e suas formas. Com esse
olhar sobre a Matematica e com a intencionalidade do seu ensino de forma equilibrada, Lima
(2007) afirma que as trés importantes denominagoes citadas anteriormente sao a Conceituagao,

a Manipulacao e as Aplicagoes.

13
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Afim de familiarizar gradativamente os alunos com método matemético,
doté-los de habilidades para lidar desembaracadamente com os mecanis-
mos do calculo e dar-lhes condigoes para mais tarde saberem utilizar seus
conhecimentos em situagoes da vida real, o ensino da Matematica deve
abranger trés componentes fundamentais, que chamaremos de Concei-
tuacao, Manipulacao e Aplicagoes (LIMA, 2007, p. 153; 154).

E f4cil perceber que o autor defende o valor que essas trés componentes tém em
momentos diferentes dentro do processo de ensino e aprendizagem desta elegante ciéncia
chamada Matematica, cuja presenca é marcante e extremamente util na vida humana em
varios aspectos. E, ainda de acordo com uma utilizagao contrabalanceada delas, havera
um avanco que vai desde a familiarizagao com as ferramentas matematicas, passando pelo
manuseio destas e, chegando a evoluir ao ponto de conseguir aplicabilidade pratica de seus
ensinamentos, incorporando esses conhecimentos em sua vida cotidiana.

Considerando que investigagoes acerca da importancia e utilizagao das Demons-
tracoes Matematicas é parte integrante dentre os objetivos deste trabalho, entao elas dever
ser situadas em meio ao conhecimento matematico, inclusive tomar ciéncia sobre em qual das
trés componentes, Conceituagao, Manipulacao e Aplicacoes as demonstracoes estao inseridas.

Posteriormente, sera tratado que a estrutura de uma demonstracao matematica
requer a utilizacao de passos nos quais ha uma harmonia das argumentacoes validas de
entes matematicos, incluindo, é claro, as defini¢oes. Logo, percebe-se claramente, que as
demonstragoes estao inseridas na componente Conceituacao, pois a linguagem matemaética é
composta da lingua materna e de uma linguagem simbdélica, ou seja, ha uma interacao entre
elas para comunicar ideias, formular corretamente as definicoes matematicas, as conexoes
entre os varios conceitos e a apreciacao concentrada dos enunciados de resultados para uma
subsequente remodelacao das ideias.

Nas palavras de Lima (2007, p. 158), quanto a inclusdo das demonstragoes em uma
das componentes que o mesmo considera fundamentais para o ensino da matematica, encontra-
se de forma bem evidente que “as demonstragoes pertencem a componente Conceituagao.
Elas devem ser apresentadas por serem parte essencial da natureza da Matematica e por seu
valor educativo”.

Mesmo fazendo parte de um conjunto de valor indiscutivel para o ensino da
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Matematica a Conceituacao e consequentemente as Demonstracoes Mateméaticas devem ter
utilizacao com uma dose de prudéncia, o que certamente é uma defesa para esquivar-se de um
ocasional acontecimento semelhante ao que houve com o movimento da Matematica Moderna,
que teve inicio no final da década de 1950 e que influenciou o ensino de Matematica no
Brasil na década de 70. Este movimento fora implantado com argumento de que o ensino
de Matematica havia malogrado em funcao do modelo de ensino anterior ao da Matematica
Moderna, justificadamente por uma série de motivos.

Nessa perspectiva, as trés componentes ganham um relevante e oportuno papel na
aprendizagem da matematica, sendo que essa importancia se caracteriza mais significativa-

mente a partir do uso de uma porc¢ao ajustada de cada uma das componentes.

Da dosagem adequada de cada uma das trés componentes depende
o equilibrio do processo de aprendizagem, o interesse dos alunos e a
capacidade que terao para empregar futuramente, nao apenas técnicas
aprendida nas aulas, mas sobretudo o discernimento, a clareza das ideias,
o habito de pensar e agir ordenadamente, virtude que sao desenvolvidas
quando o ensino respeita o balanceamento das trés componentes basicas
(LIMA, 2007, p. 154).

Percebe-se que o ponderamento no uso das trés componentes é o que deve ser
levado em consideracao para que possam representar, no processo de ensino e aprendizagem
da Matematica, uma base de sustentagao capaz de promover uma harmonia, isto é, quando
cada uma delas tem seu valor de importancia qualitativa e quantitativa aumentam as chances

de estabelecer o sucesso da aprendizagem.

3.1 Definicao de Conceituacao

Claramente, nao se contesta que a Matemética preenche um consideravel espaco na
vida cotidiana das pessoas e ainda que a formulacao de suas ideias conceituais por meios de
palavras, simbolos ou recursos visuais se incluem nas atividades da vida em sociedade de tal
maneira que nem sempre € possivel ter a exata percepcao desse acontecimento. Nesse sentido,
o conhecimento matematico pressupoe o dominio das defini¢oes especificas que caracterizam a
sua essencia e, consequentemente, a sua utilizacao conforme o ensejo.

Por conseguinte, Lima (2007, p. 154) define conceituacao com a seguinte redagao:



Capitulo 3. Componetes do Ensino da Matematica 16

A conceituacdo compreende a formulagao correta e objetiva das definigoes
matematicas, o enunciado preciso das proposicoes, a pratica do raciocinio
dedutivo, a nitida conscientizagao de que conclusoes sempre sao prove-
nientes de hipdteses que se admitem, a distin¢do entre uma afirmacao
e sua reciproca, o estabelecimento de conexoes entre conceitos diversos,
bem como a interpretagao e a reformulagao de ideias e fatos sobre di-
ferentes formas e termos. E importante ter em mente e destacar que a

conceituacao é indispensavel para o bom resultado das aplicagoes.

Deste modo, as definigoes matematicas assumem um papel de grande importancia
para o ensino e aprendizagem da Matematica, tornando-se um elemento fundamental para
possibilitar a aplicagao do raciocinio dedutivo. Sendo que, em contextos formais elas protago-
nizam papel central no ensino da Matematica e, juntamente com as hipdteses admitidas, as
conexoes entre entes matematicos e os algoritmos disponiveis podem contribuir para se chegar
ao que vem a ser a apresentacao da verdade de um determinado resultado em Matematica.
Assim, a Conceituacao funciona na condigao de promover o processo de raciocinio dedutivo a
partir de uma ou mais afirmacgoes aceitas como verdadeiras, com objetivo de chegar a uma

certa conclusao logica através das ligacoes dessas premissas com as conclusoes.

3.2 Definicao de Manipulacao

Em consulta ao dicionario Aurélio, da Lingua Portuguesa, e atento aos seus
verbetes pode-se dizer que “Manipulagao”é o ato de manipular e, manipular tem os seguintes
significados: “1 - Preparar com a mao; imprimir forma (a alguma coisa) com a mao. 2 -
Preparar (medicamentos) com corpos simples. 3 - Engendrar, forjar, maquiar: manipular um
plano. 4 - Fazer funcionar; por em movimento; acionar”.

Se buscdssemos uma tentativa de esclarecer, conceitualmente, os variados empregos
que costumam fazer do termo Manipulacao, teriamos de contar com as contribuicoes de
autores que nos ultimos anos refletiram e escreveram a acerca do assunto. No entanto, o
objetivo, neste momento, se volta para a utilizacao do termo Manipulagao, segundo as ideias
de Lima (2007), que faz mengao ao seu valor matemético, num sentido de exercitar o manuseio
de elementos pertencentes a Conceituacao e, consequentemente, o seu uso no processo de

ensino da Matematica, caracterizando-se pelo formato de treinamento com repeti¢ao, num
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exercitar com ordem e exatidao para se apoderar de habilidades dos algoritmos envolvidos no

campo dos conhecimentos inerentes a esta ciéncia. Nesse sentido, o autor nos diz que:
A manipulacdo, de cardter principalmente (mas nao exclusivamente)
algébrico, esta para o ensino e o aprendizado da Matematica assim como
a pratica dos exercicios e escalas musicais estd para musica (ou mesmo
como repetido treinamento dos chamados 7fundamentos? esti para
certos esportes, como o ténis e o voleibol). A habilidade e destreza no
manuseio de equagoes, formulas e construgoes geométricas elementares, o
desenvolvimento de atitudes mentais automaticas, verdadeiros reflexos
condicionados, permite ao usudrio da Matematica concentrar sua atengao

consciente nos pontos realmente cruciais, poupando-lhe a perda de tempo
e energia com detalhes secundarios (LIMA, 2007, p. 154;155).

Dentre as trés componentes supramencionadas, temos no ensino da Matematica
em nossas escolas a Manipulagao com uma notavel comparéncia e, muitas vezes, até com
um certo grua de excesso da mesma nos livros didaticos adotados nas escolas brasileiras, se
apresentando caracterizada na forma como os conteudos estao incluidos no material teérico,
na maioria desses livros didaticos.

A Manipulagao, como definida acima nos causa a sensagao de que o ensino da
Matematica pode ser resumido em uma colecao de fatos e férmulas, onde na maioria das
vezes predomina a auséncia de justificativas, prevalecendo o ato de levar o aluno a praticar a
memorizacao desvinculada do raciocinio dedutivo e caminhando para um excessivo trabalho
com exercicios repetitivos. Lembrando que os exercicios de manipulacao sao indispensaveis, o
que deve ser considerado ¢é a dosagem de sua utilizacao e os critérios em suas escolhas, para
que possam fortalecer a aprendizagem em um dado momento e a mesma possa contribuir em

outras aprendizagens nos momentos futuros.

3.3 Definicao de Aplicacoes

Nao é de hoje que os seres humanos buscam incessantemente tomar poder do
entendimento e das explicagoes dos fenomenos da natureza por meio dos conhecimentos
matematicos, sejam eles da ordem de anotacoes, de desenhos, da contagem, das medidas,
enfim, de um conjunto de elementos capaz de permitir a modelagem de tais fenomenos em

linguagem matemaética e, consequentemente, obter sua aceitacao junto a comunidade cientifica
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e posteriormente sua utilidade junto a vida em sociedade. Toda essa preocupagao com a
utilidade pratica do conhecimento acerca da matematica é bastante louvavel, principalmente
quando esse conhecimento ¢ difundido e ensinado na educagao sistematizada de maneira sélida
e eficiente.
A esta maneira de agir, caracterizada pelo processo de fazer uso correto dos conceitos
e procedimentos matemdticos no dia a dia, Lima (2007), em nomenclatura peculiar, define-a
com o termo “Aplicagdes”. Isto posto, encontramos em sua definicdo para o termo que:
As aplicagbes sdo empregos das nogoes e teorias da Matemaética para obter
resultados, conclusoes e previsoes em situagoes que vao desde problemas
triviais do dia a adia a questOes mais sutis que surgem em outras areas,
quer cientificas, quer tecnoldégicas, quer mesmo sociais. As aplicagoes
constituem a principal razao pela qual o ensino da Matematica é tao
difundido e necessario, desde os primérdios da civilizagao até os dias de
hoje e certamente cada vez mais no futuro. Como as entendemos, as
aplicagoes do conhecimento matematico incluem a resolugao de problemas,
essa arte intrigante que, por meio de desafios, desenvolve a criatividade,

nutri a auto-estima, estimula a imaginacao e recompensa o esforco de
aprender (LIMA, 2007, p. 155).

As palavras do autor permitem inferir que é de fundamental importancia tomar
ciéncia dos conceitos presentes no conhecimento matematico e, a partir deles e toda essa gama
de processos aritméticos, algébricos e também no campo geométrico, alcancar bons resultados
em diferentes areas. Nessa linha de pensamento, percebe-se nos ensinamentos sobre os objetos
dos quais se ocupa o ensino sistematizado da Matematica, que nao devem de forma alguma,
tornarem-se obsoletos e isolados como um simples conjunto de regras, pois acima de tudo,
o conhecimento que os estudantes aprendem na escola devem estar presentes em situagoes
diversificadas do cotidiano.

Com essa mesma abordagem, o mesmo autor discorre sobre o assunto em outro
veiculo de comunicagao sobre o ensino da Matematica, a Revista do Professor de Matematica
(RPM), n°® 58, do ano 2005. Nela, o autor também afirma que Aplicagdo é o mesmo
que Contextualizacao, expressao muito divulgada em textos didaticos e nos discursos de
profissionais da educagao quando se referem ao ensino da Matemédtica em nossas escolas. A
esse respeito, encontra-se, também, em Garbi (2009), um alerta sobre o que ele chama de

dogma da contextualizacao.
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Ao negligenciar o emprego do raciocinio logico-dedutivo no ensino da
Matemadtica, ao conviver com inaceitdveis contradicoes entre a pregacao
contraria a memorizacao e a adogao de livros que pouco ensinam aos
jovens o pensamento matematicamente, ao criar um falso dilema entre
a compreensao e a memorizacao, ao abragar sem senso critico dogmas
como o da contextualizacao e dos conteudos exclusivamente préticos dos
curriculos, o Brasil estd perdendo preciosa oportunidade de melhorar
a desconfortavel posicdo em que se encontra em termos comparativos

internacionais no ensino da Matemética (Garbi, 2009, p. 5; 6).

Nessa perspectiva é necessario ressaltar um ponto bastante relevante em relagao ao
fato de aplicar conhecimentos dos conceitos matematicos nas atividades cotidianas. Para se
conseguir a Aplicagao de um conhecimento matematico é necessério entendé-lo e saber lidar
operacionalmente com ele, o que caracteriza a Conceituacao e Manipulacao, apresentando
assim, a importante ligacao entre os trés pilares de sustentacao capazes de equilibrar o sucesso

do processo de aprendizagem em matematica.

3.4 As Componetes do Ensino da Matematica e o En-
sino Médio

De um modo geral, o encadeamento das trés Componentes ja apresentadas, a
Conceituacao, a Manipulacao e as Aplicagoes, em consonancia com as recomendacoes de uso
equilibrado das mesmas, tém potencial para desenvolverem um papel relevante e decisivo no
ensino da Matematica. Consequentemente, em conformidade com as observagoes ja expostas a
respeito de sua utilizagao, estas componentes quando direcionadas para o estudante do Ensino
Médio elas também contribuem para que estes, a partir das defini¢oes, notagoes e toda uma
linguagem caracteristica, através da manipulacao desses elementos, possam aprender de forma
eficiente os conceitos matematicos desta etapa de ensino, e assim, construirem validacoes das
propriedades matematicas e, posteriormente, consigam aplicar os conhecimentos adquiridos
em situagoes novas e cotidianas.

O estudante do Ensino Médio ja acumula uma boa quantidade de experiéncias

no que diz respeito aos conhecimentos de Matematica. “Nessa nova etapa, em que ja se
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pode contar com uma maior maturidade do aluno os objetivos educacionais podem passar
a ter maior ambicao formativa” (BRASIL, 2000, p. 6). Nesse sentido, as pretensoes devem
considerar aspectos da “natureza das informacoes tratadas, dos procedimentos e atitudes
envolvidas, como em termos das habilidades, competéncias e dos valores desenvolvidos” nesta
etapa da educacao basica. Deve-se usar esta vantagem de maturidade do estudante para
ofertar a ele, um ensino de Matematica centrado nos métodos especificos desta ciéncia e que
sejam capazes de fornecer aprendizagens mais significativas do ponto de vista matematico e
com aplicacoes em outras areas do conhecimento.

Assim sendo, é importante ressaltar que o ensino da Matematica deve abordar em
seus preceitos a conjuntura ampla desta arte, que ela seja exposta por sua estrutura completa
e abrangente, que se valorize seu lado tedrico, a apaixonante beleza dos seus enlaces, o poder
quantitativo e qualitativo de sua objetividade, enfim, toda a sua magnitude como ciéncia e
como elemento necessario a humanidade e a sua constante evolugao, incluindo ¢é claro, o seu
poder pratico de resolugao de problemas do cotidiano através da aplicacao de seus conceitos.

Para LIMA (2007, p. 162), seria importante que os professores de Matemética,
independentemente do nivel escolar que estejam inseridos, “transmitissem a seus alunos que o
ensino dessa matéria ¢ uma das formas de preparacao para o futuro”’e, que pode tornar-se
ainda mais agradavel se levarmos em conta “que a matematica tem muitas faces”. E assim
sendo, o Ensino Médio é uma excelente oportunidade para apresentar ao aluno uma destas
caras, as Demonstragoes, pois a Matematica valoriza o tratamento das nocoes e verdades da
natureza abstrata, buscando atingir aprendizagens que permitam descrever a realidade por
meio da construcao de modelos bem elaborados.

A generalidade com que vale as proposigoes matemaéticas exige precisao,
proibe ambiguidades e por isso requer mais concentragao e cuidado
por parte do estudante. Por outro lado, o exercicio dessas virtudes
durante os anos de escola ajuda a formar habitos que serao tteis no
futuro. A perseveranga, dedicacdo e a ordem do trabalho sdo qualidades

indispensaveis para o estudo da Matematica. Note-se que nao se trata
de talentos e que nédo se nasce dotado delas (LIMA, 2007, p. 3).

Com aproveitamento destas caracteristicas a Matematica oportuniza uma aprendi-
zagem formadora, sélida e marcante no Ensino Médio. Nesta fase, o professor de Matematica

pode contar com estudantes num desenvolvimento mental consideravelmente avancado, com
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alguma aprendizagem, ainda que mecanicamente, dos procedimentos elementares de operacoes
com numeros e letras e também um dominio basico de nog¢oes conceituais dos conhecimentos
na area da Geometria.

Ainda segundo LIMA (2007, p. 197), é bastante “desejavel, e certamente possivel,
fazer com que, ao final dos seus trés anos, o aluno egresso da Escola Media tenha adquirido,
mesmo que seja mediante o estudo de temas elementares, uma ideia bastante clara do que é a
Matematica”. Isso significa que apds toda a pratica metodologica desenvolvida nesta etapa
do ensino basico, o estudante consiga entender que a Matematica tem suas praticas proprios,
tem “seu alcance, sua utilidade, sua relevancia social e sua beleza”. Nessa tarefa, é preciso
dar ao aluno a nocao do que seja o método matematico, pois assim, tera condigoes desenvolver
habilidades que o fagcam aplicar o conhecimento adquirido em situacoes da vida cotidiana.
Na busca de éxito das atividades de ensino e de aprendizagem da Matematica deve-se tomar
como base as trés componentes fundamentais, Conceituagao, Manipulagao e Aplicagoes.

Cada tépico apresentado na sala de aula, cada novo assunto tratado no
curso, cada novo tema estudado deve ser visto sob esses trés aspectos: o
conceitual, o manipulativo e o aplicativo. O professor deve submeter-se
ao desafio de completar esse tripé a cada nova etapa do seu trabalho. Nem
sempre vai ser ficil; por isso é um desafio. As vezes até parece impossivel:
nao ha muitas fontes bibliograficas nas quais se apoiar. No comeco, néao
se vai sempre poder apresentar cada assunto sob essa triplice abordagem.
Mas anote a dificuldade e busque, com diligéncia e determinagao, supera-
la mais tarde. Pesquise, indague, olhe em torno de si, procure exemplos,
exercga sua autocritica. No decorrer do processo tera muitas alegrias. Cada

éxito é um nutriente para a auto-estima; cada lacuna é uma motivagao
para o estudo e pesquisas adicionais (LIMA, 2007, p. 197; 198).

Tendo em vista tudo isso é muito importante que o professor consiga dar impulso a
uma postura critica inserida nas aulas de Matemaética no nivel do Ensino Médio, fazendo com
que este trabalho possa permitir maior qualidade do ensino desta matéria. Neste objetivo, a
organizagao do ensino de Matemaética de modo a propiciar um satisfatorio equilibrio entre as
trés componentes fundamentais, serd um passo avantajado rumo ao sucesso na sua incumbeéncia
de fornecer ao aluno, conhecimentos de Matematica que os facam chegar a conclusoes e obter
respostas para problemas reais e que lhes ponham em condi¢oes de suprir as exigéncias da

sociedade moderna.



Capitulo 3. Componetes do Ensino da Matematica 22

3.4.1 A importancia da Conceituagao

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio, o aluno nesta
etapa de da educacao basica deve ser capaz de “compreender os conceitos, procedimentos e
estratégias matematicas que permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma
formacao cientifica geral”. Adicionando ainda a estas posturas a capacidade de “expressar-se
oral, escrita e graficamente em situagoes matematicas e valorizar a precisao da linguagem e as
demonstragoes em Matematica” (BRASIL, 2000, p. 42).

Nessa perspectiva, a Conceituagao por ser uma componente que contém em sua
natureza, varios aspectos, ela desenvolve um papel de valor inestimavel no ensino da Ma-
tematica, principalmente por que, segundo Lima (2007, p. 158), “as demonstragoes pertencem
a componente Conceituacao”. Nessa importante componente inclui-se a necessidade de
compreender que as defini¢oes exprimem a ideia de nomear conceitos, uma situagao ou uma
condicao, saber que nessa tarefa, muitas vezes usa-se uma palavra ou algumas palavras para
substituir uma frase, tornando o discurso matematico o mais claro possivel, valorizando os

pontos essenciais e dando maior precisao nas afirmagoes, argumentacoes e raciocinios.

Com as definigoes nascem as terminologias apropriadas para ser usadas
ao desenvolver uma teoria matemaética. Defini¢oes sdo importantes, pois
evitam longas e desnecessarias repetigoes e, juntamente com as notagoes,
sao mais um aliado na ajuda com a economia da linguagem. Saber definir
e manipular corretamente as definigoes é uma habilidade essencial para
quem estuda matemética (FILHO, 2013, p. 134).

Ainda segundo o mesmo autor, independentemente de qual seja a ocasiao, é
necessario “conhecer os objetos com os quais trabalhamos e, para conhecé-los, é preciso saber
precisamente as propriedades que os definem”.

Na conceituacao deve-se aplicar, numa proporcao adequada, o raciocinio dedutivo,
indicando com precisao a diferenca daquilo que se concebe como verdade, denominado de
hipétese, do que se quer mostrar, denominado de tese, uma pratica constante na arte de
construir Demonstragoes Matematicas. No mesmo ensejo, deve-se distinguir com clareza
uma proposicao de sua reciproca, realcando que toda conclusao, necessariamente, aparece
como consequéncia de uma asser¢ao, ou seja, dos fatos iniciais a partir dos quais se inicia um

raciocinio, um estudo.
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Outro fator a ser considerado na componente em questao, a Conceituagao, por ser
de utilizagao proveitosa é o fato de certas nogoes e proposigoes matematicas serem definidas
por diferentes termos e, assim, se apresentarem com redacoes reformuladas de maneiras
distintas, porém com a mesma ideia conceitual. Em harmonia a esse entendimento, Filho

(2013) escreve que:

[...] se um objeto matemdtico é a unido de trés segmentos de retas que
ligam trés pontos nao colineares e que os tem como extremos, esse objeto
é um triangulo; e reciprocamente, se chamarmos um objeto de triangulo,
ele necessariamente tem de ser a uniao de trés segmentos de retas que
ligam trés pontos nao colineares e os tém como extremos (FILHO, 2013,
p. 135).

Com o mesmo ponto de vista do exposto acima e manifestacao favoravel através
da escrita, Lima (2007, p. 202) diz que ao admitir como verdadeiras “ideias e proposi¢oes
analogas, porém apresentadas sob aspectos e terminologias aparentemente diversas conduz
a uma importante pratica de estabelecer conexoes entre os varios temas da Matematica”.
Essa caracteristica da Conceituagao promove um efeito especifico desta disciplina, fazendo a
ligacao entre suas diferentes partes tender a ficar mais robustas, isto é, tornando cada vez
mais forte a sua “unidade e coesao”.

Outro ponto relacionado a Conceituacao e ja mencionado anteriormente, foi que
no fim da década de 1950 e inicio de 1960, surgiu a chamada Matematica Moderna, um
movimento internacional que visava uma grande e radical mudanca do ensino de Matematica.
Esse movimento tinha a intencao de avizinhar a Matematica desenvolvida na escola basica
com aquela produzida pelos pesquisadores da area. Ja se sabe também que esse movimento
influenciou o ensino de Matematica no Brasil, principalmente na década de 70, mas o quanto
e como influenciou é o que deve ser absorvido e posto sob reflexao com objetivo de reduzir
erros e aumentar os acertos em agoes educacionais presentes e futuras.

Para Lima (2007), esse movimento foi uma espécie de moda, e isso incentivado
pela vontade de ajustar “o ensino da Matematica aos padroes utilizados pelos matematicos
do século 20 (ou pelo menos por um grande nimero deles), foi proposta uma reformulagao
radical dos curriculos com a énfase nos métodos abstratos gerais”. Sobre os impactos dessa
onda em nosso ensino, o autor afirma ainda que “as consequéncias desse movimento em nosso

pais foram desastrosas” pois temos o tradicional mau habito de copiar tendéncias de outros
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paises e, muitas vezes, reproduzir o que parece ser uma solugao. Assim nao se considerou que
apenas uma fracao “das praticas propostas eram realmente aconselhdveis”’e sua implantacao
no Brasil acabou nao correspondendo as expectativas.

Por outro lado, é errado pensar que tudo que veio com a onda da
Matematica moderna deve ser posto de lado. Algumas de suas coisas
boas foram: o uso da linguagem de conjuntos, que facilita, da precisao e
assegura a generalidade & expressao das ideias matematicas (desde que
usada com moderacio) e a énfase na conceituacio adequada dos objetos
matematicos. Paradoxalmente, a conceituagao precisa é indispensavel
nas aplicagoes: numa situagao concreta em que se estuda um fenémeno
este nunca vem acompanhado de uma férmula matemdtica (LIMA, 2007,
p. 167).

Percebe-se, nas ideias expostas pelo autor, que a Conceituacao, uma das compo-
nentes do ensino da Matematica, foi um ponto positivo nesse movimento da Matematica
Moderna. Nesse sentido, vale ressaltar que o presente trabalho procura mostrar a importancia
das Demonstracoes como possibilidade de melhoras na aprendizagem desta matéria e, ainda
segundo o mesmo autor estas estao inseridas na componente Conceituagao, e consequente-
mente, “elas devem ser apresentadas por serem parte essencial da natureza da Matematica
e por seu valor educativo”, promovendo a validade de proposigoes e teoremas por meio do
raciocinio dedutivo através da pratica de Demonstracoes Matemaéticas.

Com a significacao que se expds em relagao a esta conceituada drea do conhecimento
humano, é necessario um enfoque especifico sobre a sua importancia na etapa do Ensino
Médio, e assim a Conceituacao juntamente com as outras componentes e o conhecimento
matematico, também representem um conjunto de ferramentas importantes e que fornegam
contribuig¢oes para o ensino e aprendizagem. Conceituar é necessario para que possamos
entender com o que estamos tratando, sabermos selecionar quais elementos podemos usar em

uma situacao onde queremos demonstrar a veracidade de alguma propriedade em Matematica.

3.4.2 Necessidade de Manipulacao

No processo de ensino e de aprendizagem da Matematica durante a etapa da
educagao basica que correspondente ao Ensino Médio, em um nimero considerdvel de vezes é
necessario colocar em pratica procedimentos onde a partir de elementos inclusos na Concei-

tuagao, através de um processo de técnicas com manuseio de férmulas ja modeladas e uso de
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algoritmos adequados, pratica-se o saber fazer em Matematica com objetivos de obtencao de
resultados de aprendizagem significativas.

Para Guimaraes (2010, p. 63), em relacao a linguagem caracteristica que tem a
Matematica, afirma que tal linguagem “é formada por um sistema de signos relacionados
com o conjunto de regras de manipulagao desses signos. O conhecimento adquirido nas
escolas, por intermédio principalmente dos professores e dos livros didéticos, é o que permitira
aprendizagem dessa linguagem”, consequentemente o resultado dessa acao de lidar com esse
conjunto de recursos disponiveis é o que promove a compreensao dos conceitos matematicos
envolvidos no objeto em estudo.

“Durante séculos, e ainda hoje, a manipulacao quase se monopolizou no ensino
da Matematica. A tal ponto que, para a maioria das pessoas (e até mesmo de professores
e autores de livros didaticos) a Matematica é essencialmente manipulacao” (LIMA, 2007, p.
204). E verdade que ja se vivenciou uma tentativa de desmanchar essa cultura no ensino,
isso aconteceu por volta dos anos 60 num movimento ja citado antes e que teve algumas
influéncias no Ensino Médio nas escolas brasileiras.

Quando eventualmente ou processualmente, surgem propostas inovadoras com
extrema modificacao de metodologias vigente na educacao basica e mais especificamente no
Ensino Médio, em qualquer &area e, é claro, na Matematica, deve-se langar nessas préaticas um
olhar analitico e dotado de criticidade e conseguir reduzir resultados insatisfatorios, como
por exemplo, os que se mostraram com a Matematica Moderna. Nesse periodo quase que se
aboliu por total o manuseio dos céalculos numa supervalorizagao da Conceituagao. Contudo,
percebe-se que nao ¢ tarefa tao facil estimar ou avaliar o valor que tem a Manipula¢ao no
desenvolvimento da fixagao dos conceitos e teorias da Matematica e, mais uma vez se evidencia
a importancia de equilibrar o emprego das componentes fundamentais para o sucesso do
ensino e aprendizagem do conhecimento matematico.

De acordo com Lima, (2007), atualmente o ensino proporciona uma situagao um
pouco mais tranquila, prevalecendo uma posi¢cao mais cautelosa quanto ao quase abandono
do manuseio dos cédlculos. Segundo o autor a manipulagao pode ser proporcionalizada para o
ensino como a pratica de treinamento estd para certos esportes. Ele afirma, ainda, acerca da

manipulagao, que:
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A influéncia no manuseio de equagdes, férmulas e operagdes com simbolos
e nimeros, o desenvolvimento de atitudes mentais automaticas diante de
calculos algébricos ou construgoes geométricas, a criacao de uma série de
reflex0es condicionadas sadios em Matematica, os quais sao adquiridos
através da pratica continuada de exercicios manipulativos bem escolhidos,
permite que o aluno (mais tarde, usudrio da Matemdtica) concentre sua
atencao consciente nos pontos realmente essenciais, salvando seu tempo
e sua energia de serem desperdicados com detalhes secundarios (LIMA,
2007, p.204).

O conhecimento que circunvala a Matematica inclui armazenamento de informacoes,
além disso, incorpora em sua construcao um alto niimero de operacoes e procedimentos de
rotina a serem empregados com atencao, precisao e ordem. Desprendendo-se do extremo
exagero das praticas manipulativas em detrimento de outros ingredientes do processo de
ensino em prol de boa desenvoltura sistematica dessas operacoes, com o efetivo manuseio de
propriedades e definicoes matematicas, ja é possivel afirmar que se tem uma demonstracao
do forte enlacamento das duas componentes fundamentais do ensino da Matematica, a
Conceituagao e Manipulagao. Desta forma, através da combinagao desses ingredientes tem-se
um passo inicial para um qualitativo desenvolvimento da aprendizagem dos conhecimentos

inerentes a Matematica na etapa mediana da educacgao basica.

3.4.3 Abplicagoes e contextualizagao

A educagao escolar a nivel de Ensino Médio abrange dentre os seus objetivos o
propésito de criar condi¢oes para que o aluno amplie suas potencialidades relacionadas a
cognicao. Seguindo esse mérito e rumando para o ensino da Matematica espera-se que o
estudante desta etapa do ensino aprenda os elementos necessarios para a compreensao dos
conceitos, que seja capaz de usar as ferramentas matematicas disponiveis dentro do proéprio
processo de ensino e ainda em outras diversas situacoes, fazendo uso do conhecimento para
manipulagao da realidade. Desta forma ele pode tornar-se socialmente critico, participativo
das relacoes e transformacoes sociais, dos acontecimentos da vida politica, da cultura e de
modo geral da vida em sociedade.

De acordo com as defini¢oes propostos por Lima (2007, p. 162), a Matematica
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“é como uma arte, onde o enlace das proposicoes, as conexoes entre as diversas teorias, a
elegancia e a limpidez de seus raciocinios”, entre outras caracteristicas, como por exemplo, a
desenvoltura das palavras em suas defini¢oes, sao uma cordialidade ao nosso entendimento do
que é belo. Nessa mesma linhagem a Matematica “é uma linguagem precisa e geral, tao bem
sucedida que o fato de poder exprimir principios cientificos por meio dela é uma prova do
estado avancado dessa ciéncia”. Sendo assim, é de fundamental importancia que os professores
além de terem uma boa nocao do significado desta disciplina que eles lecionam, consigam

ainda, repassar para os seus alunos a importancia do seu aprendizado, pois:

Ela é também um eficaz instrumento, as vezes simples em suas aplicagoes
cotidianas, as vezes sutil e complexo quando empregado na solugao de
problemas tecnolégicos ou na formulagao de teorias cientificas, pois
dispoe de um inesgotavel repertério de modelos abstratos que podem ser

usados nas mais diversas situagées concretas (LIMA, 2007, p. 162; 163).

Dessa forma, o professor que propiciar ao seu aluno um bom entendimento do é o
aprendizado da Matematica fara com que ele possa tornar-se socialmente critico, participativo
das relagoes e transformacoes sociais, dos acontecimentos da vida politica, da cultura e de
modo geral da vida em sociedade.

Seguindo em andlise no sentido das Aplicagoes dos conhecimentos em Matemaética,
encontra-se documentos oficiais que oferecem um conjunto de agoes como caminhos a serem
seguidos na educacao basica no Brasil como por exemplo, a Lei de Diretrizes e Bases da
Educacao Nacional (LDB/96), dentre outros, que evidenciam de forma bastante persistente
em suas orientagoes para o Ensino Médio, a contextualizagao do ensino da Matematica. Em
Brasil (2000), sobre estas propostas para praticas nesse nivel de ensino, lé-se:

No sentido desses referenciais, este documento procura apresentar, na
secao sobre O Sentido do aprendizado na area, uma proposta para o
Ensino Médio que, sem ser profissionalizante, efetivamente propicie um
aprendizado 1til a vida e ao trabalho, no qual as informagoes, o conheci-
mento, as competéncias, as habilidades e os valores desenvolvidos sejam
instrumentos reais de percepgao, satisfacao, interpretacao, julgamento,
atuagao, desenvolvimento pessoal ou de aprendizado permanente, evi-
tando tépicos cujos sentidos s6 possam ser compreendidos em outra etapa

de escolaridade. A recomendacdo de contextualizagao serve, dessa forma,

a esses mesmos propositos (BRASIL, 2000, p. 4).
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Com essa maneira de enxergar as finalidades do Ensino Médio, é notério que as
intencoes nessa fase da educacao basica, na drea da Matematica é de dar um sentido pratico
ao que se aprende na escola. O estudante envolvido nesse contexto necessita de desenvolver
um conjunto de atitudes que usam o conhecimento com valor de utilidade na vida cotidiana,
também ¢ de grande valia tornar-se proprietario de saberes abstratos com capacidades culturais
abrangentes, dotadas de possibilidades de transformacao da realidade na vida em sociedade.

Porém, a contextualizacao do ensino da Matemadtica e todo o seu involucro, esteve
e ainda se faz presente em pautas educacionais, em muitas vezes, de forma exageradamente
tedrica ou até mesmo vaga de significado. Este fato chega a causar certa confusao no tocante
ao real significado desta expressao em si, da sua aplicabilidade e do quanto professores estao
ou nao preparados para o seu desenvolvimento em sala de aulas no Ensino Médio, adicionado
a tudo isso tem-se também a questao da necessidade de construcao de material didatico de
qualidade e aceitacao pela comunidade escolar.

“Nos ultimos 30 anos, implementou-se no Brasil a politica da supervalorizagao
de métodos pedagogicos em detrimento do conteiido matematico na formacao dos professo-
res” Druck (2003, p. 2). Tudo isso pode estar ligado a questao de buscar de modo exagerado
fugir do chamado ensino tradicional, onde a Matematica se torna excessivamente mecanica
através de metodologia de ensino que nao privilegia o pensar matematico, dai a superestimagao
de técnicas que fazem com que professores fiquem presos a métodos pedagogicos, incluindo
nesse pacote, segundo a autora, uma interpretacao equivocada dos Parametros Curriculares
Nacionais, “como se a matematica s pudesse ser tratada no ambito de situagoes concretas do

dia-a-dia, reduzindo-a a uma sequéncia desconexa de exemplos o mais das vezes inadequados”.

Além disso, eles se deparam com a exigéncia da moda: a contextualizacao.
Se muitos de nossos professores nao possuem o conhecimento matematico
necessario para discernir o que existe de matemaética interessante em deter-
minadas situagoes concretas, aqueles que lhes cobram a contextualizagao
possuem menos ainda. Forma-se, entao, o pano de fundo propicio ao
surgimento de inacreditaveis tentativas didatico-pedagdgicas de construir
modelos matemadticos para o que nao pode ser assim modelado (DRUCK,
2003).

Em compatibilidade com a visao de Druck (2003), sobre a interpretagao erronea dos

parametros que orientam o ensino da Matematica a nivel nacional, onde por muitas vezes se
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entendeu que contextualizar se concentrava radicalmente em aplicar os conceitos aprendidos
em situagoes cotidianas da vida real, encontra-se nas palavras de Agostinho (2014, p. 14), que
tal pensamento tem certa relevancia, “porém nao é a Unica e nem sempre a mais importante
na contextualizacao como um todo porque contextualizar carrega uma polissemia de sentidos
principalmente os que estao atrelados a forma de ensinar”.

Quando se faz tentativas de solucionar problemas de aprendizagem através de
grandes mudancas em relacao aos procedimentos usuais ou tradicionais, e estes nao correspon-
dem aos objetivos tracados ou pelo menos a maioria deles, ainda sim, é possivel visualizar
ensinamentos importantes relacionadas a esses fatos. Estabelecendo um paralelo entre a
Contextualizacao no ensino da Matematica no Brasil segundo as palavras de Druck e o
movimento da Matematica Moderna nas palavras de Lima, é conveniente e salutar apresentar
algumas das aprendizagens ja deixadas por estas, ou em processo de construgao, sejam elas
moldadas por resultados positivos ou negativos. No caso da Matemética Moderna e as ligoes
ocasionadas, uma delas foi a percepcao de que:

[...] a matemdtica é muito mais do que um encadeamento légico de
proposicoes referentes a conceitos abstratos, a partir das quais se pode
chegar a conclusoes de rara beleza e vasto alcance. Nao apenas por isso
que ela é universalmente ensinada. Nem tao pouco é verdade que a
aprendizagem se faz sob a forma de silogismo, do geral para o particular.

O lado pratico, algoritmico e utilitario de certos topicos da Matematica

elementar nao pode ser menosprezado (LIMA, 2007, p. 167).

Ainda sobre os instrumentos educacionais que norteiam o ensino no Brasil, também
se encontram outras relevantes orientacoes a respeito do ensino da Matematica nos Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio. No referido documento, esta disciplina é parte
integrante na composicao da area das Ciéncias da natureza, Matemadtica e suas Tecnologias.
Ainda segundo o documento, a Matematica é parte muito importante do conhecimento, pois
seu ensino e aprendizagem é de grande relevancia para a vida do ser humano e das relacoes

constantes da vida em sociedade, tendo em vista que:
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A Matemdtica, por sua universalidade de quantificacdo e expressdo, como
linguagem portanto, ocupa uma posi¢ao singular. No Ensino Médio,
quando nas ciéncias torna-se essencial uma construcao abstrata mais
elaborada, os instrumentos matemaéticos sao especialmente importantes.
Mas nao é sé nesse sentido que a Matematica é fundamental. Possivel-
mente, nao existe nenhuma atividade da vida contemporanea, da musica
a informatica, do comércio a meteorologia, da medicina a cartografia, das
engenharias as comunicagoes, em que a Matemadtica nao comparecga de
maneira insubstituivel para codificar, ordenar, quantificar e interpretar
compassos, taxas, dosagens, coordenadas, tensoes, frequéncias e quantas
outras varidveis houver. A Matemética ciéncia, com seus processos de
construgao e validagao de conceitos e argumentagoes e os procedimentos
de generalizar, relacionar e concluir que lhe sao caracteristicos, permite
estabelecer relagoes e interpretar fenomenos e informagoes. As formas de
pensar dessa ciéncia possibilitam ir além da descricao da realidade e da
elaboracao de modelos (BRASIL, 2000, p. 9).

Nessa mesma conjuntura e objetivando mais abordagens de dados a respeito desse
incremento aos conhecimentos matematicos, € importante destacar o trato das componentes
fundamentais do ensino da Matematica segundo as ideias de Lima (2007). Nesse contexto, a
componente Aplicagoes, termo usado pelo autor mencionado como equivalente ao que se usa
hoje em dia como contextualiza¢do. Na Revista do Professor de Matematica (RPM), n° 58,
em relato sobre uma conversa a respeito de Contextualizacao e a preocupagao exagerada em

estabelecer um contexto para os conceitos matematicos, 1é-se:

[...] Mas vocé estava falando sobre contextualizacio. ? E verdade, Contex-
tualizagao estd na ordem do dia. De minha parte, concordo plenamente
com a preocupagao em utilizar o conhecimento matematico que se adquire
na escola para interpretar melhor os fatos e as experiéncias da vida. Mas,
segundo vocé corretamente apregoa, a estrutura da Matematica que se
ensina deve ser montada em trés pilares: conceituacao, manipulagao
e aplicagdo. Contextualizacao é aplicagdo. Vocé sé pode aplicar um
instrumento matematico quando o entende (conceituacdo) e sabe operar
com ele (manipulagao). O papel da conceituagao é fundamental, pois
sem ela vocé nao saberia qual instrumento matematico iria usar para
resolver o seu problema (LIMA, 2005, p.28).

Percebe-se nas palavras do autor que além da importancia da Conceituagao, com-
ponente que engloba as Demonstragoes Matematicas (elemento central desta pesquisa bi-

bliografica), ha um forte destaque de um termo muito presente na educagao brasileira nos
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ultimos anos, a contextualizagao. Outro fator expressivo na citacao acima é que os termos
contextualizacao e aplicacao sao equivalentes, portanto sempre que mencionado a componente
Aplicagoes, esta sera referenciada também como contextualizacao do ensino.

No manejo dos conhecimentos matematicos a serem trabalhados em sala de aula
com a finalidade de aprendizagem, deve sim ter énfase no conceito, nas suas propriedades,
nas interpretagoes geométricas, quando for o caso e, nas Aplicagoes. Com essa configuracao,
torna-se possivel uma abertura de espago para a valorizar da Conceituacao, caracterizada
pelas boas notacoes, pelas defini¢oes e articulacoes de conceitos e, é claro, as Manipulacoes
algébricas dentro de uma linguagem formal adequada ao nivel de escolaridade do aluno de
ensino Médio.

No final das contas a grande aprendizagem que fica de tudo isso é que a melhor
saida é promover um ensino que seja balanceado, que no uso de metodologias e técnicas, seja
possivel retirar de todas as manifestagoes propostas para o ensino e aprendizagem a ideia de
proporcionalizar o emprego das componentes fundamentais no sentido de garantir um bom
ensino e uma aprendizagem sélida na Matematica

A solugao é desenvolver um ensino equilibrado, isolar nessas tendéncias
trés componentes bésicos cuja equilibrio determina o éxito do bom ensino
da matematica: conceituagao, manipulagao e aplicagao, uma espécie de
tripé que sustenta o ensino da matematica. Sem um deles, a coisa desaba,
nao se equilibra. O mais interessante é que para as aplicagoes, para o
que denominam hoje em dia de contextualizagao, a conceitualizagao é
mais importante do que a manipulagao, ja que, para se poder aplicar
Matematica, tem de se ter a teoria subjacente; quando se quer modelar

um fendmeno matematicamente, tem que se conhecer as propriedades
caracteristicas da func¢ao que vai usar (LIMA, 2007, p. 233)

Com esta abordagem conclui-se que a Conceituagao é uma personagem fundamental
no processo de ensino e aprendizagem fortalecido através das Aplicagoes. Ela pode fornecer
propriedades validas, definicoes bem elaboradas e, ajudar a construir conceitos capazes de
conduzir o estudante rumo ao conhecimento de ferramentas matematicas adequadas a uma
determinada situagao.

Com todo esse conjunto de elementos fornecidos pela Conceituacao e através da
Manipulacao destes, juntamente com os simbolos e algoritmos, dentro de uma linguagem

pertinente a Matematica, o estudante do ensino Médio tem plenas condi¢oes de realizar
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Demonstracoes para validar resultados matematicos que, consequentemente, serao aplicados
para solucionar problemas, configurando de forma evidente a Aplicacao do conhecimento
matematico e mostrando a bela relagao entre as trés componentes do ensino da Matematica,

Conceituacao, Manipulacao e Aplicacoes.



Capitulo 4

Demonstracoes

No capitulo anterior foi bastante mencionada a questao das componentes do ensino
da Matematica e o quanto elas podem contribuir no seu ensino e aprendizagem, principalmente
para os estudantes a nivel de Ensino Médio. Notou-se que, das trés componentes em questao,
a Conceituacao compreende varios aspectos a serem observados acerca da Matematica, pois
sendo que a mesma contempla as demonstragoes. Sendo assim, ela envolve elaboracao correta
de definicoes matematicas e também se propoe a empregar de forma bem dosada “raciocinio
dedutivo, deixando clara a distingdo entre o que supoe (hipdtese) e o que se quer provar
(tese), diferenciando uma proposicao de sua reciproca e enfatizando que toda a conclusao
necessariamente advém de uma premissa”’ (LIMA, 2007, p. 201).

Este capitulo, dentre muitos objetivos, tem a incumbéncia de mostrar o grande
valor que tém as demonstragoes na validacao de resultados matematicos, contribuindo de
modo significativo para o ensino e a aprendizagem da Matemaética e que a sua aplicagao no
Ensino Médio tende a melhorar a assimilacao de conceitos pelos alunos dessa modalidade do
ensino basico, pois demonstrar é acao eficaz para estabelecer uma certeza. “Em Matematica,
a validagao de ideias deriva da busca de certeza” (Brasil, 2017, p. 520). Em confirmacao a
esse respeito, Filho (2013), afirma que “demonstrar é um ato de persuasao, de convencimento,
baseado em argumentacoes 16gico-dedutivas, por isso é tao importante”. O mesmo autor

afirma ainda que,

33
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Muitas vezes esse convencimento é para vocé mesmo, mas, na grande
maioria das vezes, a demonstracao é para convencer outra pessoa da
validade do fato. As demonstragées sao como rituais indispenséaveis,
usados para provar resultados matematicos, o que garante a validade
deles, mesmo os que a principio possamos nao acreditar, nem aceitar ou
nao sermos capazes de dar opinido decisiva sobre eles (FILHO, 2013, P.
195).

Quando se diz que as demonstracoes podem contribuir e muito para que o aluno do

Ensino Médio tenha melhores rendimentos no desempenho com o conhecimento matematico e

que ainda pode ajudar em uma postura mais autonoma frente as necessidades de tomada de

decisoes, significa dizer também, que tais demonstragoes devem estar de acordo com a sua
maturidade de entendimento.

E inegavel que submeter principiantes a aridas demonstragoes sobre temas

excessivamente abstratos, utilizando nao raro uma linguagem peculiar e

pedante, como se fazia no passado, certamente produz efeitos traumaticos.

Muitas pessoas detestam a Matemadtica, julgam-se incapazes de aprendé-

la e afastam-se dela exatamente devido a isso. Mas parece-me também um

grave erro perder-se qualquer oportunidade que surja de ensinar os jovens

a deduzir por meio de raciocinio légico algumas férmulas importantes e

simples, [...] cujas provas dependem apenas de alguns teoremas facilmente
demonstréveis (GARBI, 2010, p. 10).

Ainda sobre a mesma questao, Garbi (2010, p. 10), diz que, no Brasil, “o ensino
de Matematica aos adolescentes simplesmente passou de um extremo a outro: antigamente
demonstrava-se demais; hoje demonstra-se de menos”, deixando assim, escapar a oportunidade
de promover aos jovens a possibilidade de pensar de maneira propria, légico-dedutiva e
consequentemente aumentar o conhecimento cientifico e interagir melhor com o mundo que o
cerca.

A importancia de demonstrar com o intuito de validacao para resultados, encontra
em Brasil (2017) um ponto de apoio nesse sentido, reforgando ainda mais a ideia da temadtica,

pois:
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Essa importancia também decorre do fato de que é necessario que os
estudantes adquiram uma compreensao viva do que é a Matemaética,
incluindo a sua relevancia. Para tanto, é indispensavel que os estudantes
experimentem e interiorizem o carater distintivo da Matematica como
ciéncia, ou seja, a natureza do raciocinio hipotético-dedutivo, em contra-
posicao ao raciocinio hipotético-indutivo, caracteristica preponderante de
outras ciéncias. Assim, a construgao de uma argumentacao, incluindo o
desenvolvimento de algumas demonstracoes matematicas, proposta por
esta Base, é uma importante contribuicao para a representatividade da
Matematica como drea do conhecimento (BRASIL, 2017, p. 532)

Isto posto, vale ressaltar também, que o desenvolvimento da habilidade de demons-
trar e o manuseio com o processo dedutivo caracteriza a mateméaticas como uma grande
atividade humana, em que estd presente acertos e erros, em que se vivencia a agao de pro-
curar descobrir ou confirmar verdades, questionamentos, conjecturar e investigar, procurar
contraexemplos, de nao aceitar tudo a qualquer aparencia inicial e, ainda, de aplicar uma
linguagem propria para comunicar e caracterizar o conhecimento matematico.

Além de contemplar sobre a importancia das Demonstracoes matematicas, outro
objetivo deste capitulo, conforme serd visto nas préximas secoes ¢ apresentar de forma
bastante compreensivel uma definicao formal do que vem a ser uma demonstracao em
Matematica. Reservar-se-a também, espago para colocar a mostra definigdes de elementos que
sao fundamentais para construir uma demonstracao, tais como proposicao, axioma, hipotese,

tese, teorema, além de outros componentes que compoem o processo dedutivo.

4.1 Proposicoes e Axiomas

No capitulo 3 deste trabalho, na secao “A importancia da Conceituacao”, ja
foi mostrado o quanto é importante o papel que as definicoes assumem para o ensino
e aprendizagem dos conhecimentos matematicos. Naturalmente, no desenvolvimento de
atividades das quais se propoe o presente trabalho, é necessario que se conheca os objetos
envolvidos no manuseio com as demonstracoes e, para se ter um bom conhecimento sobre estes
¢ fundamental que se conheca as propriedades que os definem, desta forma se possibilita maior

chances do bom desenvolvimento da habilidade de demonstrar resultados em Matematica.
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“As definicoes matematicas consistem em atribuir nomes a objetos que gozam de
certas propriedades particularmente interessantes” (LIMA, 2012, p. 8). Outra fundamental
nogao do que vem a ser as defini¢des é encontrada em Filho (2013, p. 134), quando afirma que
“definir é dar nomes a objetos matematicos, mediante determinadas propriedades interessantes
que possuam e que os caracterizem”, e assim, em contextos formais, as defini¢oes também sao
protagonistas no processo de aplicacao do método dedutivo.

Desse modo, visualiza-se que a Matematica tem uma linguagem desprovida de
ambiguidades ou frases de efeito, pois sempre poe em primeiro lugar a exatidao dos seus
resultados de maneira muito eficaz. De acordo com Filho (2013, p. 28), através de um
exemplo por mais béasico que seja, é o suficiente para tomar percepgao de que “na Matematica
as mensagens devem ser expressas com linguagem e os cuidados especificos, muitas vezes,
diferentes daqueles que estamos acostumados a usar e a interpretar na linguagem coloquial”.
O autor publica também que denominamos por “frase a um conjunto de palavras ou de
simbolos matematicos, incluidos os sinais de acentuacao e pontuacao, que se relacionam para
comunicar uma ideia”. A esse grupo de palavras atribui-se o valor de um pré-requisito para

definir uma proposicao, pois encontra-se na literatura do mesmo autor que:

Uma sentenc¢a ou proposi¢ao é uma frase, expressa em linguagem
matematica, podendo conter apenas simbolos matematicos, que cumprem

as condigoes:

(1) Apresenta-se estruturada como oragéo, com sujeito e predicado, in-

cluindo o verbo.
(2) E afirmativa declarativa (ndo é interrogativa, nem exclamativa).
(3) Satisfaz os seguintes principios:

(3.1) Principio do Terceiro Excluido: uma sentenga é falsa ou é

verdadeira, excluindo-se uma terceira alternativa.

(3.2) Principio da nao-contradi¢do: uma sentenga nao pode ser falsa
e verdadeira ao mesmo tempo, nao podendo contradizer-se (FILHO, 2013,
p. 28; 29).

Todas estas caracteristicas levam a considerar que uma proposicao é uma afirmagao
realizada com seguranca cujo contetdo é devotamente aceito, sendo que seu significado tem
interpretacao Unica e mostra a precisao das ideias matematicas. Em compartilhamento

da mesma ideia sobre o ente em questao, Oliveira e Fernandez (2012, p. 2), definem uma
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proposicao como sendo uma “frase afirmativa em forma de oragao, com sujeito, verbo e
predicado, que ou é falsa ou é verdadeira, sem dar lugar a uma terceira alternativa”.

E importante frisar que as proposicoes podem se apresentar como condicionais ou
implicativas. Nesse caso, elas sao proposicoes formada a partir de duas outras proposigoes, as
quais pode ter as notacoes P e Q, por exemplo. Assim, uma proposicao condicional é uma

sentenca composta do tipo

“Se P, entao Q7.

De modo analogo, uma proposicao implicativa é uma sentenca composta do tipo

“P implica @Q”.

No caso desta ultima, por questao de simplificacao de linguagem, pose-se usar
apenas a notacao P = (), em vez de escrever a proposicao P implica a proposi¢ao Q. Em
verdade, a sentenca P = () “é apenas outra maneira de escrever uma sentenga condicional
Se P entao (. [...] sentencas implicativas e condicionais representam a mesma ideia, sé que
escritas de formas diferentes” (FILHO, 2013, p. 75).

Nas proposicoes condicionais e implicativas formadas a partir das proposigoes P
e Q, a proposicao P é chamada de hipétese e a proposi¢cao @ de tese. “A hipotese também
é chamada de proposicdo antecedente e a tese, de proposicio consequente” (OLIVEIRA e
FERNANDEZ, 2012, p. 3).

Definicao 4.1. Um numero natural n é divisivel por 3, se existe um natural k tal
que n = 3k.

Denominando com P a propriedade de um nimero natural n ser divisivel por 3
e designando por @) a propriedade de a soma dos algarismos de n ser um nimero divisivel
por 3, entao pode-se escrever que “Se P, entao ()7, obtendo, assim, a forma positiva de uma
proposicao condicional, ou mesma a forma positiva de uma proposicao implicativa do tipo
P = (@ , como a seguir:

Proposicao 4.2. Se o numero natural n for divisivel por 3, entao a soma dos

algarismos de n € divisivel por 3.
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Agora, trocando-se a hipotese pela tese, na forma positiva de uma proposicao
condicional ou implicativa, como por exemplo, na proposi¢ao 4.2, obtém-se a chamada forma
reciproca de uma proposi¢ao, assim, pode ser escrita como Se (), entao P ou ainda () = P,
exemplificada pela proposicao 4.3 a seguir:

Proposicao 4.3. Se a soma dos algarismos de um niumero natural n for divisivel
por 3, entao o numero natural n € divisivel por 3.

Ja para obtencao da forma contrapositiva de uma proposicao condicional ou
implicativa, e tomando ainda a proposicao 4.2 como exemplo, procede-se como a seguir:
inicialmente toma-se sua forma reciproca, conforme a proposicao 4.3, em seguida nega-se
as sentencas antecedente e consequente da forma reciproca, o que ¢é equivalente a negar a
sentenca antecedente e consequente da forma positiva e é claro, fazer a forma reciproca desta
ultima. Em qualquer das situagoes escolhidas, tem a contrapositiva conforme a seguir:

Proposigcao 4.4. Se a soma dos algarismos de um nimero natural n nao for
divisivel por 3, entdo o numero natural n nao € divisivel por 3.

Sabendo que a implicacao () = P é chamada reciproca de P = (), vale ressaltar
que a reciproca de uma proposicao verdadeira poder ser falsa. Esse fato é exemplificado pela
proposicao 4.6 na sequéncia, logo apds a definicoes 4.5 a seguir:

Definicao 4.5. Um niumero natural n € par se existe um numero natural k tal que
n = 2k.

Proposicao 4.6. Se a e b sao dois niumeros naturais pares, entdo seu produto ab
¢ um numero natural par.

Para verificar a falsidade da reciproca da proposicao 4.6, basta tomar, por exemplo,
os naturais 4 e 5 cujo produto é 20. Dai teremos 20 = 4 x 5, isto ¢, o produto ab sendo um
nimero par, porém, o nimero a = 4 é par e b = 5 é impar.

Sabendo que uma sentenca condicional do tipo Se P entao (), pode ser apontada
como uma sentenca implicativa do tipo P = (), onde se lé P implica (@), e vice-versa, entao

mostrar-se-a, agora, outras maneiras de apresentar uma sentenga implicativa do tipo P implica

Q:
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P é condicao suficiente para @
ou

(Q ¢é condigao suficiente para @

Um bom exemplo para ilustrar as duas ultimas situacoes é a proposigao ja mencio-
nada anteriormente referente a divisibilidade por 3.

Nesse caso, considera-se:

P Um nimero natural n é divisivel por 3
e

() : asoma dos algarismos de n é divisivel por 3

Considerando verdadeira a implicacao P = (), e observando o que ja se expos,
vem a seguir duas outras maneiras de enunciar a mesma proposicao. Desta forma tem-se a
seguinte representacao:

Proposicao 4.7. Um numero natural n ser divisivel por 3 é condi¢ao suficiente
para que a soma dos algarismos de n seja divisivel por 3.

Proposicao 4.8. A soma dos algarismos de um nimero natural n ser divisivel por
3 € condig¢ao necessaria para que o numero natural n divisivel ser por 3.

Em qualquer das versoes acima apenas esta sendo mostrado a mesma proposicao

com duas opc¢oes diferentes de apresentacao das mesmas.

Para justificar essa terminologia, recordemos que uma sentenga implica-
tiva P = @ ou condicional Se P entao Q é valida, caso seja possivel provar
a sentenca Q, todas as vezes que se considerarmos que P vale. Quando
isso acontece, observe ser suficiente, ou seja, é bastante a sentenca P
valer, para que a sentenca Q valha; ou ainda, é necessario a sentenga Q
valer, todas as vezes que a sentenga P valer (FILHO, 2013, p. 84; 85).

A respeito dessa forma de apresentar as proposicoes condigoes ou implicativas,

Lima (2012, p. 7), afirma caso sejam verdadeiras tanto a proposigdo P = ) como a proposigao
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@ = P, pode-se escrever como P < () e lé-se “P se, e somente se, ()7, “P é equivalente a
"ou “P é necessaria e suficiente para Q7.

Dando sequéncia na temaéatica central deste capitulo, que é fornecer uma notavel
ideia do que seja uma demonstracao, pode-se entao dizer que demonstrar é oferecer motivos
que venham a garantir a veracidade da proposi¢ao demonstrada. Sendo assim, e levando em
conta que toda conclusao, inevitavelmente, decorre de uma premissa, ou seja, do fato inicial a
partir do qual se inicia um raciocinio ou um estudo, ou ainda onde come¢am os argumentos
e raciocinios, surge entao, justificadamente, uma duvida sobre a verdade e validade das
premissas estabelecidas para compor a argumentacao. “Precisamos, portanto, demonstrar
todas as premissas? Claramente, isto é impossivel porque cada demonstracao destas premissas
tera novas premissas que precisariam ser encontradas, e assim por diante sem nunca chegaram
ao fim”Fossa (2009, p. 47). Em relacdo ao surgimento de tais dividas quanto a validade das

premissas, temos que:

Ao enfrentar essas e outras perguntas pertinentemente levantadas nas
primeiras tentativas de provar afirmagoes sobre Aritmética e a Geometria,
os pioneiros da Matematica Dedutiva certamente concluiram que era
necessario fazé-lo de maneira ordenada, ou seja, comegando pelas mais
simples e, sucessivamente, a partir delas, ir demonstrando as demais.
Nessa sequéncia demonstrativa, resultados obtidos anteriormente servi-
riam de base para novas provas. Em outras palavras, a Matematica
Nativa Dedutiva deveria ser construida como um edificio. Desse
fato decorre, entdo, uma pergunta natural:por onde comegar? (GARBI,
2010, p. 30).

Procurar elementos que sejam satisfatoriamente capazes de sanar duvidas desse
tipo é tarefa que ao longo dos tempos ja foi motivo de inquietacao de muitas pessoas que, de
alguma forma se vincularam ao conhecimento matematico, seja como profissional da area,
tais como pesquisadores, professores, ou mesmo um estudante dedicado, ou inda um leitor
curioso e admirador da Matematica. Sendo assim, o aconselhavel é “comecar por objetos mais
simples, que independam da definicao de outros objetos. Esses objetos precisam ser evidentes
por si mesmos, cujos conceitos se aceitem naturalmente, sem explicagoes” (FILHO, 2013, p.
152).

Muitas vezes é necessario partir de entes matematicos que, segundo Garbi (2010, p.

33), “sao indefiniveis: nossa mente os vislumbra independentemente de qualquer descri¢ao
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por meio de palavras”, e por conta disto sao denominados por conceitos primitivos ou nocoes
primitivas. Consequentemente, chamam-se por conceitos primitivos aqueles escolhidos como
sendo os primeiros a serem adotados sem a necessidade de uma definicao e que sao usados
através da imitacdo e da experiéncia acumulada anteriormente. Para Filho (2013, p. 153),
os conceitos primitivos “nao sao escolhidos”de qualquer maneira, onde se possa fazer até de
forma isolada, na verdade sao oriundos de trabalho e da experiéncia, de construgoes ao longo
do tempo e de um certo “consenso coletivo”.

Com o intuito de apresentar uma situacao com capacidade de caracterizar as
ultimas tematicas e que possa contribuir com a obtencao de um melhor entendimento a esse
respeito, pode-se tomar algumas proposicoes onde, dependendo da técnica de demonstracao
empregada para comprovar os seus resultados, tem-se uma certa relacao de dependéncias
entre as argumentagoes envolvidas. Filho (2013, p. 153), afirma que para se demonstrar
um determinado teorema, proposicoes que serao definidas na préxima secao deste capitulo,
“muitas vezes precisamos usar outros teoremas, os quais, por sua vez, também devem ser
provados, e assim por diante”. Nesse sentido, as proposicoes a seguir, juntamente com as

inter-relagoes que as envolvem, conforme a sequéncia, ilustram o que foi dito.

Proposicao 4.9. Se r e s sao retas cortadas por uma transversal t, de modo que
um par de angulos alternos internos (respectivamente correspondentes) sao congruentes, entio

as retas r e s, sao paralelas.

Para apresentar uma demonstracao que garanta a veracidade desta proposicao, por

exemplo, pode-se fazer uso de uma outra proposicao, que vem logo a seguir.

Proposicao 4.10. Em qualquer triangulo, a medida de um angulo externo € igual

a soma das medidas dos angulos internos que nao lhe sao adjacentes.

De maneira semelhante ao caso anterior, onde se usa uma outra proposicao ja aceita
como verdadeira para realizagao da demonstragao, ao realizar os procedimentos para provar a

verdade da proposi¢ao 4.10, pode-se, por exemplo, usar a seguinte proposicao.
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Proposicao 4.11. A soma dos angulos internos de um triangulo qualquer vale
180.
Continuando na mesma linha de discurso, esta tltima, também pode ser demons-

trada usando o fato de que seja valida a proposicao que vem na sequéncia.

Proposicao 4.12. Se r e s sao retas paralelas e t é uma reta transversal a r e s, entao
0s angulos alternos internos (respectivamente correspondentes) formados por essas retas sao

congruentes.

Percebe-se, pelo exposto, que na demonstracao da proposicao 4.9 pode-se recorrer
a proposicao 4.10. Para demonstrar a proposicao 4.10 faz-se o uso da proposicao 4.11 que em
sua demonstragao pode-se recorrer a proposicao 4.12, e assim sucessivamente.

Desta maneira torna-se evidente a necessidade de um ponto de partida para dar
inicio ao processo dedutivo. Por conseguinte, esse ponto de largada sao as premissas, aceitas
como validas mesmo na auséncia de uma demonstragao para elas, isto é, os Axiomas ou
Postulado (tratados neste trabalho como termos sinénimos). Para Filho (2013, p. 154), estas
" - L. - ) .. .
afirmacoes, com caracteristicas de teoremas, sao escolhidas para ser as primeiras, a partir
das quais seja possivel deduzir os demais resultados. Tais afirmacoes devem ser evidentes por
si mesmas e nao depender de outras afirmagoes”. Segundo Fossa (2009, p. 47), os axiomas

I ., . . e~ e - )
sao “os principios fundamentais de uma teoria matematica: sao as ultimas razoes, das quais
todo o resto depende”. Portanto, pode-se definir um Axioma ou Postulado como sendo uma
proposicao que deve ser aceita como verdadeira sem uma demonstracao, a partir das quasi se
deduz todas as outras.

O processo de provar em Matematica seria uma tarefa impossivel de
marchar para tras indefinidamente, a nao ser que se estabelecesse um
ponto de partida. Esse ponto inicial deve conter um certo ntimero de
afirmacoes, chamadas de postulados ou axiomas, que devem ser aceitas
como verdadeiras e para as quais nao se exige nenhuma prova. Toda vez
que um campo do conhecimento se organiza a partir de algumas verdades

eleitas, preferivelmente poucas, simples e evidentes, entao se diz que esse
campo estd apresentado de forma axioméatica (BRASIL, 2002, p. 124).
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Com o propésito de ilustrar o que foi aludido, vem em amostra, a seguir, uma
relacao de axiomas famosos e importantes na construcao do conjunto dos niimeros naturais,
os Axiomas de Peano. “Este sistema axiomatico, proposto pelo matematico italiano Giuseppe
Peano, no final do século XIX, foi a primeira constru¢cao matematica formal do conjunto
dos naturais” (RIPOLL, 2015, p. 41). O préprio autor, na mesma publicacdo, cita os quatro

axiomas, os de Peano, como sendo os seguintes:

Axioma 4.13. Todo nimero natural tem um unico sucessor, que ainda € um
numero natural;
Axioma 4.14. Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes;
Axioma 4.15. Existe um unico nimero natural, chamado 0 (zero), que nao é
sucessor de nenhum outro;
Axioma 4.16. Se X é um conjunto de nimeros naturais com as sequintes proprie-
dades:
(1) 0 € X;
(2) Se um nimero natural n pertence a X, e o sucessor de n também pertence a X; entao

X € o conjunto de todos os numeros naturais.

O delineamento dos Axiomas de Peano tem como base principal a ideia de sucessor.
Ainda de acordo com Ripoll (2015), fundamentalmente “o conjunto dos nimeros naturais é
construido tomando-se progressivamente sucessores, a partir de um elemento inicial”. Em
linhas gerais pode-se dizer que o conjunto nos nimeros naturais N “é obtido como resultado do
processo que parte de um elemento, acrescenta seu sucessor, o sucessor de seu sucessor, e assim
por diante”. Nao serao empreendidos, neste trabalho, os detalhes formais da construgao do
conjunto dos nimeros naturais N, tendo em vista a considerar que o leitor tem conhecimento
das propriedades operacionais e a respeito da ordem. Além disso, vale também salientar que
os Axiomas de Peano viabilizam a definigao das operagoes em N, sua estrutura algébrica e de
ordem e ainda a deducao de todos os teoremas da aritmética.

Por outro lado, em Lima (2012, p. 35), encontra-se os mesmos quatro Axiomas de

Peano com a seguinte estrutura textual:
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Axioma 4.17. Todo numero natural tem um unico sucessor;

Axioma 4.18. Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes;

Axioma 4.19. FExiste um unico numero natural, chamado um e representado pelo
simbolo 1, que nao € sucessor de nenhum outro;

Axioma 4.20. Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto é, X C N). Se 1 €

X e se, além disso, o sucessor de todo de todo elemento de X ainda pertence a X, entao X = N.

Ao se deparar com as formas de escrever os Axiomas de Peano conforme supra,
percebe-se que sao equivalentes os axiomas 4.15 e 4.19 e, ainda, os axiomas 4.16 e 4.20, porém,
nota-se uma sttil diferenca entre elas por conta das seguintes notagoes do préprio conjunto N,
dos nimeros naturais:

Notagao 1: N =1{0,1,2,3,4,...};
Notagao 2: N ={1,2,3,4,...}.
Sendo assim, surge um questionamento sobre o fato do zero ser ou nao um nimero

natural. A esse respeito, Lima (1991), diz que:

Sim e nao. Incluir ou nao incluir o 0 no conjunto N dos nimeros naturais
é uma questao de preferéncia pessoal ou, mais objetivamente de con-
veniéncia. O mesmo professor o autor pode, em diferentes circunstancias,
escrever 0 € N ou 0 ¢ N. Como assim?

Consultemos um tratado de Algebra. Praticamente em todos eles encon-
tramos N = {0,1,2,3,...}. Vejamos um livro de anélise. L4 acharemos
quase sempre N = {1,2,3,...}.

Por que essas preferéncias? E natural que o autor de um livro de Algebra,
cujo principal interesse é o estudo das operacoes, considere zero com um
ntmero natural pois isto lhe dard um elemento neutro para adigao de
ntmeros naturais e permitird que diferenga x — y seja operagao com
valores em N nao somente quando x > y mas também se x = y. As-
sim, quando o algebrista considera zero como um nimero natural, estd
facilitando a sua vida, eliminando algumas excecoes (LIMA, 1991, p.
150).

No entanto, a Matemaética se apresenta em muitas situacoes em que é de funda-
mental importancia para o bom funcionamento de suas estruturas e contribuir para o bom
entendimento dos seus conceitos que o ponto de partida desse conjunto nao seja o zero. E

assim o mesmo autor afirmar o seguinte:
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Por outro lado, em Anadlise, os nimeros naturais ocorrem muito frequen-
temente como indices de termos numa sequéncia.

Uma sequéncia (digamos, de niimeros reais) é uma fungdo N — R, cujo
dominio é o conjunto N dos nimeros naturais. O valor que a fungao x
assume no numero natural n é indicado com anotagao x, (em vez de
x(n)) e é chamado o “n-ésimo termo”da sequéncia.

A notagéo (x1, X2, ..., X , ...) 6 usada para representar a sequéncia. Aqui
o primeiro termo da sequéncia xj, o segundo é x5, e assim por diante.
Se fossemos considerar N = {0,1,2,3,...} entdo a sequéncia seria (xq,
X1, X2, .y Xp 5 -..), 1A qual o primeiro termo é xg, o segundo x; etc. Em
geral, x,,, ndo seria o n-ésimo e sim o (n + 1 )-ésimo termo (LIMA, 1991,
p. 150; 151).

Sobre este assunto, percebe-se realmente, que a melhor resposta é mesmo “Sim e
Nao”, sendo isto uma questao de escolha e que, na Matematica, isso nao é um problema ao
qual se deve dar muita atencao. Vale lembrar dois pontos relevantes, o primeiro ¢ o fato do
zero ter sido empregado, inicialmente, nao como um numero e sim como algarismo, tendo um
objetivo de representar ordens decimais ausentes. O outro é a existéncia de um genial recurso
denominado Sistema de Numeracao Decimal, que através dos seus procedimentos possibilita
representar simbolicamente todos os niimeros naturais através dos simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,

7, 8 € 9, conhecidos como algarismos hindu-ardbicos.

4.2 O que é um Teorema

Em se tratando da linguagem e também das palavras usadas para descrever um
teorema, pode-se afirmar, com certeza, que ja foi mencionado e exibido neste trabalho
alguns teoremas que fazem parte do conhecimento de muitas pessoas ligadas diretamente
a Matematica, tais como professores e alunos, sejam de nivel universitario ou mesmo de
ensino basico. Assim, convém destacar o fato de que os Teoremas e as Demonstracoes estao
diretamente relacionados.

Considerando a finalidade de evidenciar claramente a definicao de teorema e tendo
em vista que ja se tem o conhecimento do conceito de axioma pela tematica da se¢ao anterior,
procura-se, neste momento, apresentar a ideia do que vem a ser um teorema. Para tanto,

Lima (2012), afirma que:



Capitulo 4. Demonstragoes 46

Uma vez feita a lista dos conceitos primitivos e enunciado os axiomas de
uma teoria matematica, todas as demais nogoes devem ser definidas e as
afirmagoes seguintes devem ser demonstradas. Nisto consiste o chamado
modelo axiomético. As proposicoes e a serem demonstradas chamam-se
teoremas e suas consequéncias imediatas sao denominadas corolarios.
Uma proposicao auxiliar, usada na demonstracao de um teorema, é
chamada um lema (LIMA, 2012, p. 32).

Além do mais, para Lima (2012, p. 32), o fato de uma determinada proposicao ser
considerada como um axioma ou como um teorema ¢é algo que vai depender “de quem organiza
a apresentacao da teoria, uma determinada proposicao pode ser adotada como axioma ou
entdo provada como Teorema”. Uma boa ilustragao deste fato é encontrada em Neto (2013,
p. 29), ao apresentar a seguinte proposi¢ao e classificad-la como axioma: “Se dois lados de
triangulo e o angulo formado por esses dois lados forem respectivamente iguais a dois lados
de outro triangulo e ao angulo formado por esses dois lados, entao os dois triangulos sao
congruentes”, configurando o caso LAL da congruéncia de triangulos. Por outro lado, Garbi
(2010, p. 55), define a mesma proposigao como sendo um teorema, conforme a seguir: “Se dois
triangulos téem dois lados respectivamente congruentes e os angulos entre eles congruentes,
entao os terceiros lados também serao congruentes, assim como os pares de angulos, um em
cada triangulo, que se opoem aos pares de lados congruentes”, também configurando o caso
LAL da congruéncia de triangulos.

Isso também acontece, caso seja oportuno e vantajoso, com muitas outras sentengas
mateméticas. A exemplo disso, Oliveira e Ferndndez (2012), trazem uma boa ilustracao desse

fato quando afirmam que:

O principio da boa ordenagéo dos naturais, [...] e o axioma da indugao nao
sao independentes e sem nenhuma conexao. De fato, eles sao equivalentes,
ou seja, se consideramos o principio da boa ordenagao como sendo um
postulado podemos deduzir o axioma da indugao e, reciprocamente, se
considerarmos o axioma da inducao como sendo um postulado podemos
deduzir o principio da boa ordenagao (OLIVEIRA e FERNANDEZ, 2012,
p. 204).

Neste trabalho, por exemplo, para celebrar esta explicacao e por efeito de con-
veniéncia, considera-se como um axioma a proposicao que vem logo a seguir e recebe a

denominada de Principio da Boa Ordenacao - PBO ou apenas Principio da Boa Ordem.
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Axioma 4.21 (Principio da boa ordem). Todo subconjunto nao vazio A C N possui
um elemento menor que todos os outros elementos deste, ou seja, existe a € A, tal que a < n
para todo n € A.

Em continuacao das exposicoes que configurem cada vez mais a definicao de um
teorema, tem-se mais uma contribuicao para reforgo da maneira de classificar e apresentar as

proposigoes demonstradas, Fossa (2009), considera que:

1. Um teorema é uma proposicao demonstrada.

2. Um corolario de um determinado teorema é uma proposicao

de facil demonstragao a partir do referido teorema.

3. Um lema para um determinado teorema é uma proposicao
demonstrada, nao tanto pelo seu interesse intrinseco, mas a
propésito de demonstrar o referido teorema (FOSSA, 2009, p.
49).

Em conformidade com estas defini¢oes apresentadas, percebe-se facilmente que os
corolarios e os lemas sao na verdade teoremas. Em termos formais, é notavel que os teoremas,
os coroldrios e os lemas, todos sao proposicoes demonstradas, o que nao caracteriza diferenca
entre eles. “Portanto, os dois ultimos termos sao supérfluos e podem ser eliminados em
favor do primeiro” (FOSSA, 2009, p. 49). O mesmo autor afirma ainda que, apesar disso,
“prestando atencao ao uso destes termos, podemos discernir melhor a estrutura de um texto
matematico que, por sua vez, nos permite organizar e aprender com mais eficiéncia a matéria
apresentada’”.

Sendo a Matematica uma ciéncia com capacidade de assumir caracteristicas préprias,
a mesma dispoe de uma pratica muito natural de mostrar os seus resultados encontrados,
mesmo que estes sejam bem elementares, através dos teoremas. Segundo Filho (2013, p.
104), os teoremas sao integrantes da linguagem matemaética, e por conta de tal caracteristica
é relevante estuda-los. E sobre a forma de descrever o que é um teorema, o mesmo autor
afirma que um “teorema é uma sentenca matematica valida, cuja validade é garantida por
uma demonstragdo matematica”. Para Oliveira e Fernandez (2012, p. 9), “sempre que, via
demonstracao, comprovemos a veracidade de uma proposi¢ao passamos entao a chamar esta de
teorema”. Desta forma, define-se Teorema como sendo uma proposicao verdadeira assegurada

por uma demonstragao com fundamentacao em proposicoes anteriores também verdadeiras.
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Em Brasil (2011), uma publicac¢do cujo objetivo além de contribuir com os profes-
sores na escolha de livros adotados no Ensino Médio, em certo periodo, também contém em
sua literatura subsidios para a formacao continuada de professores. Percebe-se na exposicao
dos seus textos um olhar atento para a pratica das demonstragoes em salas de aula a nivel de

Ensino Médio.

Nos niveis de maior sistematizacao da Matematica, seus teoremas podem
ser todos escritos na forma “Se p, entdo ¢” . Uma proposicao deste tipo
é chamada de implicacao. Em um teorema, dizemos que p é a hipotese e
q é a tese. Tomemos, por exemplo: “Se dois niumeros r e s sao impares,
entao seu produto € impar”. Nesse caso, a hipétese do teorema é “r e s
sao dois numeros impares quaisquer” e sua tese: “o produto rs é impar”
(BRASIL, 2011, p. 25).

Além de grande contribuicao para um melhor entendimento do que seja um teorema,
este documento traz boas orientacoes no sentido de alertar ouso bem dosado de formalizacao
da Matematica no Ensino Médio. “Por um lado, evitar excesso de formalismo que afaste o
interesse do aluno; por outro lado, desenvolver a capacidade de argumentacao matematica,
recorrendo a demonstragoes simples e sugestivas” (BRASIL, 2011, p. 25).

Para ampliar as informagoes acerca dos teoremas é pertinente saber que, as vezes,
estes podem ser apresentados de maneira diferente da forma condicional ou implicativa como
visto na secao 4.1 através das proposicoes 4.9 e 4.10, as quais serao mostradas no proximo
capitulo deste trabalho, suas respectivas demonstragoes, configurado assim a denominacao de
teorema para estas proposicoes. Outra possibilidade é “escolher”uma forma nao condicional
ou nao implicativa na escrita de um algum teorema. Por exemplo, a proposicao 4.3 da secao
4.1, que posteriormente serda demonstrada confirmando a sua condicao de teorema, pode ser

naturalmente reescrita como a seguir:

Teorema 4.22. Um ndmero natural n cuja soma dos algarismos € divisivel por 3

também é divisivel por 3.

Mesmo reescrito nesse formato, é notavel a identificacao da hipdtese e da tese no
teorema 4.22, a proposicao P: Um numero natural n cuja soma dos algarismos é divisivel por

3 € a hipdtese e a tese pode ser representada pela proposicao Q: o niumero natural n € divisivel
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por 3. Veja a seguir, outro teorema, que é uma outra versao da proposicao 4.2 da secao 4.1.

Teorema 4.23. Seja n um numero natural. Se n for divisivel por 3, entao a soma

dos algarismos de n € divisivel por 3.

Em situagoes como esta, as hipdteses do teorema, pois sao mais de uma (duas
hipdteses, no caso), devem necessariamente serem identificadas, assim como nos demais
teoremas, pois elas, segundo Filho (2013, p. 105), “sdo condigoes indispenséveis que aparecem
no enunciado do teorema e devem ser usadas na demonstragao desse teorema. Ja a tese, que
também aparece no enunciado do teorema, é a conclusao que se deve deduzir na demonstragao”.

Na intencao de consumar a definicao de teorema ja vista até aqui, é fundamental
saber que as proposicoes do tipo P < (@), onde lé-se “P se, e somente se, Q”sao também
teoremas, bastando para isso que ambas as proposicoes P = @) e () = P sejam também
teoremas.

Teorema 4.24. Se o numero r = a,0,_1...a2a1a9 representado na base 10 for

divisivel por 7, entao o numero a,a,_1...asa1 — 2ag € divisivel por 7.

Teorema 4.25. Se o numero a,a,_i...asa; — 2ag representado na base 10 for

divisivel por 7, entao o niumero r = G,0,_1...asa1aq € divisivel por 7.

Teorema 4.26. O nimero x = a,0,_1...a2a1a9 representado na base 10 é divisivel

por 7 se, e somente se, 0 NUMEro Apay,_1...a2a1 — 2ag € divisivel por 7.

Considerando o teorema 4.26 para representar o que acontece em muitos casos,
nota-se, que este teorema se constitui de duas partes, uma delas, o teorema 4.24, que representa
um resultado matematico e, a outra, o teorema 4.25, é o teorema reciproco. Nessa mesma
linhagem e sendo que as proposicoes 4.2 e 4.3 sao teoremas, entao pode-se enunciar o seguinte
teorema:

Teorema 4.27. O nimero x = a,0,_1...a2a1a9 representado na base 10 € divisivel

por 3 se, e somente se, 0 NUMEro G, + G,_1 + ... + as + a1 + ag € divisivel por 3.
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Quando as proposicoes matematicas se apresentam conforme o tltimo Teorema
evidenciado, é necessario que ambos os resultados sejam validos. Frequentemente, para se
construir a demonstracao de um resultado como este, ela é dividida em dois passos, ou seja,
cada passo é a demonstracao de cada um dos resultados constituintes do Teorema, onde
pode acontecer da demonstracao de um dos resultados ou implicacao ser completamente
autonoma em relacao a demonstracao do outro resultado ou implicagao. Além disso, é bastante
relevante destacar que, em tais demonstragoes, fica livre a escolha da técnica ou método de

demonstracao, assunto que sera tratado no capitulo subsequente deste trabalho.

4.3 O que é uma Demonstracao

A principio, precedendo a definicao de uma demonstracao em Matemaética, pretende-
se evidenciar a sua importancia para o ensino e a aprendizagem desta ciéncia, especificamente
na etapa mediana da Educacao Basica. Para tanto, inicialmente mostrar-se-a uma observacao
proposta por Lima (2012, p. 33), quando diz que do “ponto de vista do Ensino Médio, nao
tem cabimento expor a Matematica sob forma axiomatica. Mas é necessario que o professor
saiba que ela pode ser organizada”desta maneira e que isso é fundamental para realizagao do
ato de demonstrar.

Nesse sentido, o autor afirma que para manter, em sala de aula, uma linha de
equilibrio é recomendavel a pratica de orientagoes tais como: “Nunca dar explicacoes falsas
sobre o pretexto de que os alunos ainda nao tém maturidade para entender a verdade”. Para
ele, isto seria equivalente a dizer para uma crianca que “bebés sao trazidos pela cegonha”.

Outra situacao que se recomenda ¢ nao “insistir em detalhes formais para justificar
afirmacoes que, além de verdadeiras, sao intuitivamente 6bvias e aceitas por todos sem
discussao nem duvidas” (LIMA, 2012, p. 33).

Ainda a esse respeito, Lima (2012), diz também que “fatos importantes cuja veraci-
dade nao é evidente, como o Teorema de Pitagoras”, por exemplo, devem ser demonstrados.
Porém, nao se deve insistir com aquelas demonstragoes muito longas, muito elaboradas ou
mesmo aquelas que nao estao de acordo com os conhecimentos e, consequentemente, ao alcance

dos alunos dessa etapa de ensino.
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Uma demonstragao tem por finalidade o convencimento da veracidade de uma
proposicao. Ao realizar um procedimento de demonstrar um resultado, usa-se, inicialmente,
algumas defini¢coes de proposigoes basicas e necessarias chamadas axiomas, aceitas como
verdadeiras conforme j4 frisado anteriormente. Para Garbi (2010), as nomenclaturas usuais
tais como Prova, Demonstracao e Justificativa Logica sao equivalentes, e sendo assim, o ato
de demonstrar é essencial, é “a verdadeira marca registrada da Matematica. E ela que
distingue a Rainha das Ciéncias de todos os demais campos do conhecimento” (GARBI, 2010,
p. 21).

Um outro bom exemplo da valorizacao do uso das demonstragoes, no ensino Médio,
é encontrado em Brasil (2002), quando este retrata o ensino de Geometria, pois é necessério
dar continuidade, nessa etapa da educacao basica, ao conhecimento que o aluno traz do ensino
fundamental nesta area da Matematica. Nesse momento em que o estudante ja teve contato
por meio de “experimentacoes e de dedugoes informais sobreas propriedades relacionadas a
entes matematicos, tais como, “lados, angulos e diagonais de poligonos, bem como o estudo de

congruéncia e semelhanca de figuras planas”. Nesse sentido, o documento afirma ainda que:

Para alcangar um maior desenvolvimento do raciocinio 1égico, é necessario
que no ensino médio haja um aprofundamento dessas ideias no sentido de
que o aluno possa conhecer um sistema dedutivo, analisando o significado
de postulados e teoremas e o valor de uma demonstragao para fatos que
lhe sao familiares.

Nao se trata da memorizagao de um conjunto de postulados e de demons-
tragoes, mas da oportunidade de perceber como a ciéncia Matematica
valida e apresenta seus conhecimentos, bem como propiciar o desenvolvi-
mento do pensamento légico dedutivo e dos aspectos mais estruturados
da linguagem matemadtica. Afirmar que algo é “verdade”em Matemética
significa, geralmente, ser resultado de uma deducgao ldgica, ou seja, para
se provar uma afirmacao (teorema) deve-se mostrar que ela é uma con-
sequéncia légica de outras proposigoes provadas previamente (BRASIL,
2002, p. 124).

Acentuando estas ideias acerca do ensino de Geometria e, semelhantemente a outras
areas da Matematica, no que diz respeito as habilidades propostas para a serem desenvolvidas
nesta etapa de ensino, encontra-se ainda em Brasil (2002, p. 125), que é importante o fato do
estudante do Ensino Médio ter a oportunidade de “compreender o significado de postulados
ou axiomas e teoremas e reconhecer o valor de demonstracoes para perceber a Matematica

como ciéncia com forma especifica para validar resultados”.
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Por conseguinte, para saber se informar da definicdo de uma demonstragao em
Matematica, é significativo saber que esta ciéncia tem a virtude educativa de instruir os
estudantes no sentido de que toda conclusao tem como base as hipdteses e, estas, devem ser
aceitas como verdadeiras para as argumentacoes finais serem validas.

Lima (2007, p. 158), define uma demonstragao como sendo “o processo de passar,
mediante argumentos logicamente convincentes, das hipdteses para a conclusao”. O mesmo,
diz ainda que o “seu uso sisteméatico na apresentacao de uma teoria constitui o método
dedutivo. Este é o método matematico por exceléncia e a Geometria Elementar tem sido,
desde a remota antiguidade, o lugar onde melhor se pode comecar a pratica-lo”.

Sendo que o proposito vai além de encontrar uma tnica resposta para a definicao
do termo central em debate, ou seja, o que vem a ser uma demonstracao, tem-se também
uma contribuicao para elaboracao deste conceito nas palavras de Fossa (2009, p. 47),
quando segundo o autor “uma demonstragao ¢ um argumento, cuja conclusao é o teorema
demonstrado”.

A Base Nacional Comum Curricular - BNCC, ja mencionada anteriormente, traz
para a area de Matematica e suas Tecnologias, no Ensino Médio, uma proposta de ampliar e
aprofundar aprendizagens importantes desenvolvidas no Ensino Fundamental, nesse intuito
busca possibilitar que o aluno possa construir uma visao mais globalizada da Matematica, ou
seja, mais integrada, num panorama onde possa acontecer a sua aplicagao a realidade.

Para que esses prop0sitos se concretizem nessa area, os estudantes de-
vem desenvolver habilidades relativas aos processos de investigagao, de
construcao de modelos e de resolucao de problemas. Para tanto, eles
devem mobilizar seu modo préprio de raciocinar, representar, argumentar,
comunicar e, com base em discussoes e validagoes conjuntas, aprender

conceitos e desenvolver representagoes e procedimentos cada vez mais
sofisticados (BRASIL, 2017, p. 519).

Isto posto, a BNCC também se configura como mais um documento oficial onde
se vislumbra uma valorizagao dos procedimentos de demonstrar, mesmo que se remetendo a
essa acao de modo equilibrado, e assim tendo como objetivo a validacao de resultados em
Matematica, pois encontra-se em seus textos que no processo para desenvolver competéncias
onde se evidencia o raciocinio “é necessario que os estudantes possam, em interagao com seus

colegas e professores, investigar, explicar e justificar os problemas resolvidos, com énfase nos
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processos de argumentagao matematica” (BRASIL, 2017, p. 519).

Complementando ideias como estas, Lima (2012, p. 33), diz que as “demonstragoes,
quando objetivas e bem apresentadas, contribuem para desenvolver o raciocinio, o espirito
critico, a maturidade e ajudam a entender o encadeamento das proposi¢coes matematicas”.

Continuando com a tematica a respeito da importancia das demonstracoes para
a aprendizagem da Matematica no ensino mediano, acrescenta-se ao que ja foi mencionado,
uma andlise publicada em Brasil (2011), quando diz que, no Ensino Médio, a formaliza¢ao do
ensino da Matematica deve manter-se equilibrada. “Por um lado, evitar excesso de formalismo
que afaste o interesse do aluno; por outro lado, desenvolver a capacidade de argumentacao
matematica, recorrendo a demonstragoes simples e sugestivas” (BRASIL, 2011, p. 25).

Tanto quanto apresentar argumentos convincentes da importancia das demons-
tracoes em Matematica, especificamente no Ensino Médio, é relevante também mostrar
diferentes defini¢oes das mesmas e, para ampliar a no¢ao desse conceito, Brasil (2011) também
apresenta uma definicao para o termo, no momento em que relata:

Em todo teorema de Matematica, uma pega-chave é a demonstracao, ou
prova, que € uma sequéncia finita de passos légicos que permite partir de
p e chegar a q. Nesses passos 16gicos, s6 podemos utilizar: a hipétese;
teoremas ja demonstrados; os axiomas aceitos; e as defini¢oes ja feitas.

Algumas demonstragoes sao extremamente curtas, outras muito longas;

umas bem simples, outras mais complexas (BRASIL, 2011, p. 25; 26).

Na busca de mais defini¢oes para o termo em questao, Garbi (2010), também
contribui com essa tarefa, e assim como em Brasil (2011), ainda acrescenta um outro termo
considerado, como sinonimo de demonstragao, pois no presente trabalho de pesquisa, os

termos provar e demonstrar sao tomados como equivalentes.

Prova de uma afirmacgcao referente a um ou mais entes ma-
temdticos € o processo pelo qual, partindo exclusivamente de
defini¢coes, conceitos primitivos e postulados, evidencia-se a
veracidade da afirmacao por meio de uma sequéncia de con-
cluséoes (inferéncias) légicas vdlidas.

(Naturalmente, para que nao se necessite em cada demonstragao retornar
aos postulados e conceitos primitivos, pode-se utilizar em uma prova

outros fatos demonstrados anteriormente) (GARBI, 2010, p. 33).

Adicionando mais uma contribuicao na tarefa principal desta secao, que é apresentar

uma definigdo de Demonstragdo Matematica de uma proposicao, Oliveira e Fernandez (2012,
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p. 9) definem que uma “demonstracao em Matematica é o processo de raciocinio l6gico e
dedutivo para chegar a veracidade de uma proposicao condicional. Nesse processo sao usados
argumentos validos”, isto ¢, argumentos que permitam deduzir fatos verdadeiros partindo de
proposicoes verdadeiras.

Portanto, diante do exposto, pode-se concluir que as Demonstracoes em Matematica
sao imprescindiveis, tendo em vista que uma demonstragao completa um argumento valido e
preciso, se utilizando de elementos da légica, porém através de uma linguagem natural capaz
de garantir a veracidade de uma sentenca matematica configurando-a com a denominacao de
Teorema, pois como ja mostrado anteriormente, um Teorema é exatamente uma proposicao

demonstrada.
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Técnicas de Demonstracao

As demonstragoes em Matematica sao personagens que exercem um papel fundamen-
tal no desenvolvimento do raciocinio dedutivo, elas se postam num patamar de centralidade
para a formalizagao e validagao de resultados. Ao realizar demonstracoes em Aritmética,
Algebra, Geometria ou em quaquer que seja a ramificacdo da matemadtica, tem-se a pos-
sibilidade de fazer uso de varias técnicas disponiveis para tais procedimentos. Ademais,
¢ importante saber que nem sempre um mesmo método ou técnica se aplica a diferentes
problemas, isto €, dependendo do que se quer demonstrar pode-se lancar mao da técnica mais
adequada, ou até mesmo observar que, em alguns casos, deve-se usar a op¢ao de método de
demonstracao que seja possivel de aplicar a situacao envolvida.

Sobre as intensamente aprecadas Técnicas de Demonstragoes Matematicas, costumam-
se classifica-las em Diretas e Indiretas. Neste trabalho serao exibidas algumas das principais
técnicas para se demonstrar e que se enquadram nas classificagoes mencionadas. Além disto,
para cada uma das técnicas que serao evidenciadas, reservar-se-a algumas proposicoes e suas
respectivas demonstracoes, que irao caracterizar a técnica empregada. No vasto conjunto das
técnicas disponiveis, destacam-se o método Direto, a Contrapositiva e Reducao ao Absurdo.
Também serd tratado aqui, uma técnica de demonstracao direta muito 1til e, consequente-
mente, bastante difundido no permeio das validacoes de resultados matematicos, esse método

¢ denominado Principio da Inducao Matemaética.

95



Capitulo 5. Técnicas de Demonstracao 56

5.1 Demonstracao Direta

Nesse tipo de demonstragao podem ser utilizados além dos conceitos primitivos,
as proposicoes ja consagradas como verdadeiras, sejam elas um axioma ou um resultado ja
demonstrado que justificam a veracidade do que se quer demonstrar como verdadeiro. Assim,
chama-se de Hipétese (H) o que se assume como verdade e através da manipulacao destes,
constrdi-se os argumentos e as dedugoes cabiveis para se concluir uma outra verdade desejada,
chamada de Tese (T).

Na visao de Oliveira e Fernandez (2012, p. 11), o que caracteriza uma demonstragao
direta é o fato de que “assumimos a hipdtese como verdadeira e através de uma série de
argumentos verdadeiros e dedugoes logicas concluimos a veracidade da tese”.

Nesta secao, assim como nas demais sobre as técnicas de demonstracoes tratadas
aqui, serao relacionadas algumas defini¢oes de elementos da matematica que sao muito
importantes para o conhecimento matematico, estes servirao de alicerce para a construcao
de muitas das demonstragoes que se seguem. Inicialmente serao apresentadas defini¢oes
relacionadas aos numeros inteiros, lembrando ¢é claro, que nao se deseja expor detalhadamente
a evolucao do conceito desse conjunto de numeros e nem dar explicagoes a respeito de
sua natureza, sendo que a ideia é apenas fazer uso das suas operacoes e propriedades nas
argumentagoes e algoritmos utilizados na construgao das demonstracoes aqui apresentadas.

Sendo assim, denota-se por Z o conjunto dos niimeros inteiros, ele é constituido
pelo conjunto dos nuimeros naturais N = {0, 1,2,3,4,5,...}, provido do zero e dos nimeros
negativos. Desta maneira, tem-se Z = {...,—=5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...} e, além
disso, serao admitidas como validas, as operacoes de adi¢ao, subtracao e multiplicacao em
Z, isto é, a soma, a diferenca e o produto de niimeros pertencentes ao conjunto dos inteiros
também serao nimeros inteiros. Porém, sobre a divisao de niimeros inteiros nao se pode

afirmar o mesmo, pois o quociente de dois nimeros inteiros pode ser ou nao um numero inteiro.

Definigao 5.1. Sejam a e b dois niumeros inteiros, com a # b. Dizemos que a

divide b se existe um inteiro q tal que b = a - q.
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Além do mais, também se usa as frases: a é divisor de b ou b é miltiplo de a para
exprimir esta mesma situacao e, da mesma forma usa-se a notacao a | b (a divide b) para
representar as frases equivalentes ditas acima. Caso a nao seja divisor de b, entao pode-se

representar as frases anteriores da seguinte forma: a b (a nao divide b).

Proposicao 5.2. Sejam a,b e ¢ numeros inteiros. Se a divide b e b divide c,

entao a divide c.

Demonstracao: Tem-se, pelas hipoteses, que a, b e ¢ sao niimeros inteiros e, ainda,

que a | b e b | c. Diante disto, pose-se afirmar que existem nimeros inteiros p e ¢ tais que,

b = ap (5.1)
c = bg (5.2)

Assim, substituindo (5.1) em (5.2), obtém-se

¢ = (ap)g
= ¢ =a(pq)
= c=uak
para k = pq, com k € Z
Portanto, ¢ | a. O

Proposicao 5.3. Se n é um nimero par, entdo n* também € um nimero par.

Demonstracao: Como n é um nimero par, logo n é da forma n = 2k , para algum
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inteiro k. Assim,

n? = (2k)?
= (4k?)
= 22k
= 2m
para m = 2k2.
Portanto, n? é par. O

Proposicao 5.4. Sejam a e b niumeros inteiros com b > 0. Ezistem dois unicos

numeros inteiros q e r tais que a =b-q+7r, com 0 < r < b.

Demonstracgao: Considere o conjunto dos nimeros inteiros Z como sendo a uniao

de intervalos conforme a seguir:

Z=... U {-2b,—-2b+1,-2b+2,...,—b—1}
U {-b—-b+1,-b+2,...,—1}
u {0,1,2,...,b—1}
U {bb+1,b+2,...,20—1}
U {2b,2b+1,26+2,...,3b—1}
U {3b,3b+1,3b+2,...,4b—1} U...

U {gb,gb+1,gb+2,...,(¢g+1)b— 1} U...

Seja A C Z, onde A = {q¢b,qgb+ 1,¢b+2,...,(¢+1)b—1; comb e NegqeZ}
um intervalo genérico dentre os intervalos que compoem o conjunto Z. Assim, tomando um
numero inteiro a qualquer, tem-se que a pertence a algum dos intervalos que compoem o

conjunto Z, digamos que a € A.
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Logo,

¢h<a<(g+1)b—1 (5.3)

Considerando @ = b+ ¢+ r, para algum inteiro r na desigualdade (5.3), tem-se,

@<b-g+r<(¢g+1)b—1 (5.4)

Dai, subtraindo gb na desigualdade (5.4), obtém-se,

0<r<b—-1 = 0<r<d

Portanto, existem inteiros q e r, taisa =b- g+ r.

Y

Vejamos a unicidade: Suponha que existem inteiros ¢,¢',r e ' com 0 < r, r

< b, tais que

a = gb+r (5.5)
e
a = ¢b+r (5.6)

Subtraindo a igualdade (5.5) da igualdade (5.6), tem-se

(db+71")—(gb+71)=0
=qdb+r —qgb—r=0
S b )~ () =0

=0 —q)=(r—1"). (5.7)

Pela igualdade (5.7), tem-se que

b|r—r
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o que implica r — 7’ ser multiplo de b. Dai,

0<r<be0<7r <b

=|r—7r|<b

=-b<r—r' <b

=r—r' =0 (5.8)

=r=r
De (5.7) e (5.8), tem-se
b —q)=0 = ¢—q=0 =q=gq

o que encerra a demonstracao.

Observagao: A proposigao 5.4 é valida para todo ntmero inteiro b # 0. A

demonstracao do caso b < 0 é encontrada em consequéncia do Teorema provado.

Definicao 5.5. Dadas, no plano, duas semirretas O¢ e Oﬁ, um angulo de vértice
O e lados O? € Oﬁ € uma das duas regioes do plano limitadas pelas semirretas O? e Oﬁ

Figura 5.1: Tlustracao da definicao de angulo

Um angulo pode ser convexo ou nao convexo, na figura apresentada acima temos
que o angulo a esquerda é convexo enquanto que o angulo a direita é nao convexo. Denotamos
um angulo de lados OP e OQ) escrevendo PO(Q). Em situacoes onde seja necessério a utilizagao

dessas regides angulares, o contexto esclarecera se o angulo referido é convexo ou nao convexo.
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- R ~_ , R —
Definigao 5.6. Um angulo AOB € denominado de angulo raso quando OA e @
forem semirretas opostas, isto é, A,O e B estejam sobre uma mesma reta, com O € AB
(figura 5.2). A medida, em graus, de um angulo raso € iqual a 180°.

A 0 B

Figura 5.2: Angulo raso.

Definicao 5.7.  Dois angulos AOB e C@D, que tém o mesmo vértice, sao

chamados opostos pelo vértice (OPV) se seus lados forem semirretas opostas (figura 5.3).

I

Figura 5.3: Angulos opostos pelo vértice.

Preposicao 5.8. Se dois angulos AOB e COD sio opostos pelo vértice, entao

eles tem a mesma medida.

Demonstragao: Sejam os angulos AOB e COD opostos pelo vértice (figura 5.3).
Pela definicao 5.6, BOD e AOC sio angulos rasos, logo BOD = AOC. Segue que,

BOD = AOB + AOD ¢ AOC = AOD + COD
=~ AOB+ AOD = AOD + COD
-~ AOB=COD

Portanto, dois angulos opostos pelo vértice tém a mesma medida. 0

Definigao 5.9. Duas retas sao paralelas (simbolo: ||) quando s@o coincidentes ou

sao coplanares e nao se interceptam, isto €, nao tém nenhum ponto em comum.
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Definicao 5.10. Quando duas retas distintas r e s, nao necessariamente paralelas,
sao cortadas por uma transversal ¢ formam-se oito angulos como indicados na figura 5.4 a

seguir.

Figura 5.4: Retas r e s cortadas pela reta transversal ¢.

Denominam-se angulos:

e correspondentes: aee,be f,ce g, deh.

e opostos pelo vértice: aec,bed,eeq, f e h.
e alternos internos : a e g, b e h.

e alternos externos : cee, d e f.

e colaterais internos: a e h, b e g.

e colaterais externos: ce f, d e e.

Axioma 5.11 (Caso de congruéncia LAL). Se dois lados de triangulo e o angulo
formado por esses dois lados forem respectivamente iguais a dois lados de outro triangulo e

ao angulo formado por esses dois lados, entao os dois triangulos sao congruentes.

Proposicao 5.12 (Teorema do angulo externo). A medida de cada dangulo externo

de um triangulo, é maior do que as medidas dos angulos internos a ele nao adjacentes.

Demonstracao: Seja ABC um triangulo qualquer e seja ACD um angulo externo
de ABC conforme a figura 5.5. Mostraremos que ACD > BA\C’, o caso ACD > ABC ¢

analogo.
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A E

B C D

Figura 5.5: Tlustracao teorema do angulo externo

Considere o ponto médio M do segmento AC' e prolongue a semirreta BM até o
ponto E, tal que BM = ME.

Desta forma, nos triangulos ABM e CEM temos que AM = MC, BM = MFE e
AMB = CME (angulos OPV).

Logo, temos pelo caso de congruéncia LAL, que os triangulos ABM e CEM sao

congruentes, consequentemente, tem-se BAM = MCE

Note que,
ACD > ACE = MCE
— BAM
— ACE
— BAC
o que nos remete a conclusao de que ACD > BAC O

5.2 Demonstracao por contrapositiva

No processo de aprendizagem da Matemética, segundo Filho (2013, p. 220), “é
imprescindivel saber negar defini¢oes e saber negar sentencas, pois varias ideias bastante
relevantes advem dessas negagoes”. Nesta secao estudaremos demonstragoes que fazem uso
de argumentos por contraposicao, o que vem ao encontro de saber exprimir a negacao de

sentencas Matematicas.
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A negacao de uma sentenga P é a sentenca nao P, cuja notacao é
~ P. Definimos o valor 1égico da sentenga ~ P como o oposto do valor
l6gico da sentencga P.
Assim, conforme o Principio da Nao Contradigao [...], resultam as im-
plicagoes:

P é verdadeiro = ~ P ¢ falso

~ P é verdadeiro = P é falso.

Consequentemente, dada uma sentenga qualquer P, ou P é verdadeira
ou ~ P é verdadeira, excludentemente. Da mesma forma, ou P é falsa

ou ~ P é falsa, excludentemente (FILHO, 2013, p. 220-221).
Elevando o modelo acima para uma sentenca ou proposicao implicativa ou mesmo
proposicao condicional, significa encontrar a sua contrapositiva, ou seja, onde a Hipdtese e
a Tese sao invertidas e negadas, pois “a veracidade da forma positiva de uma proposicao é
equivalente a veracidade de sua forma contrapositiva, podendo ser esta ultima, eventualmente,
mais fécil de se provar” (OLIVEIRA e FERNANDEZ, 2012, p. 12). A seguir serd dado um
exemplo para ilustrar claramente o que foi dito, ou seja, uma proposi¢ao e sua contrapositiva.

Sendo assim, a proposigao
“Se sou aluno do PROFMAT na UFPI, entao estudo no Piaui”
¢ equivalente a proposicao
“Se nao estudo no Piaui, entao nao sou aluno do PROFMAT na UFPI”.

Nessa perspectiva, pode-se afirmar que que a implicacao “Se H, entao T”¢é equiva-
lente a sua contrapositiva, ou seja, equivalente a implicacao “Se ~ T', entao ~ H”. Existem
muitas situacoes que para construir a demonstracao de um resultado é necessario substituir
uma implicagao por sua contrapositiva. A partir dessas informacoes pode-se dizer que demons-
trar usando a contrapositiva significa nao partir exatamente da Hipdtese para se concluir a
Tese. Esta técnica ou método de uso muito frequente nas demonstracoes em Matematica, tem
uma caracteristica bem particular, pois para provar a veracidade da Tese, nega-se a prépria
Tese e com este procedimento o foco principal nao é provar a Tese, mas sim provar a negacao

da Hipdtese.
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Tudo isso faz com que o método de demonstracao por contraposicao também tenha
como base, evidenciar a equivaléncia entre uma implicacao e sua contrapositiva, e assim sendo,
se torna, ocasionalmente, mais simples para construir a demonstracao.

A seguir, serao mostradas algumas proposi¢oes juntamente com as suas respectivas

demonstracgoes.

Proposigao 5.13. Se a? é um nimero par, entdo a é um nimero par.

Nota-se, neste caso, que:

2 ¢ um nimero par

Hipdtese: a
e

Tese: a é um nuimero par.

Nos procedimentos para validar uma proposi¢ao como esta, percebe-se rapidamente
que partindo inicialmente da Hipé6tese (H) para através de dedugoes légicas chegar a concluir a
Tese (T) serda uma atividade sem sucesso e, consequentemente, cabivel de abandono em fungao
de outra estratégia. Sendo assim, dar-se prosseguimento com a demonstracao da seguinte

forma:

Proposicao 5.14. Se a nao € par, entio a®> nao € par.

Neste caso, temos:

Hipdtese: a nao é um ntmero par
e

Tese: a? nao é um ntimero par.

Demonstracao: Como estamos supondo que a nao é um nimero par, logo a tem
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que ser impar, ou seja, existe um inteiro p, tal que a = 2p + 1. Logo,

> = (2p+1)
= (2p+1)-(2p+1)
= 4p*+2p+2p+1
= 4p2+4p+1
= 2-(2p*+2p) +1

= 2k+1

onde k € Z de modo que k = 2p? + 2p.

Portanto, a® é fmpar. O

Proposicao 5.15. Sejam p e q niimeros inteiros. Se a soma p + q € par, entdo p

e q tém a mesma paridade.

Demonstracao: A contrapositiva da proposicao 5.15 é:
Sejam p e q numeros inteiros. Se p e q tém paridades diferentes, entdo a soma p + q € impar.

Assim, pela contrapositiva, tem-se que p é par e ¢ é impar ou p é impar e ¢ é par.
Considere que p é par e ¢ é impar, o outro caso é analogo. Logo, existem inteiros k e k& tais
que

p=2k e q=2K +1.

Dai, tem-se
pt+q = 2k+ 2K +1) = 2(k+k)+1 = 2m+1

param =k + k'.

Como 2m + 1 é impar, segue dai que p + ¢ é impar. O]
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Definicao 5.16. Numero racional € todo aquele que pode ser representado por
uma razao entre dois numeros inteiros, sendo o sequndo nao nulo. Indicamos o conjunto de

todos 0s niumeros racionais pela letra Q de tal modo que:

Q:{%MEZebEZ*}

Assim como no caso dos conjuntos dos niimeros naturais e inteiros, serao admitidas
como validas, as propriedades operacionais no conjunto @, ou seja, as operacoes de adigao,
subtracao, multiplicagao e divisao. Logo, a soma, a diferenca, o produto e o quociente de
nimeros pertencentes ao conjunto dos racionais também serao nimeros racionais.

Em continuidade a apresentacao de definicoes fundamentalmente importantes no
estudo da Matemadtica e, relacionado aos conjuntos numéricos, deve-se considerar as palavras
de Neto (2013), quando afirma que: “todo nimero racional admite uma representagao decimal,
mas nem toda representacao decimal representa algum racional. Nesse ponto, afim de suprir
tal deficiéncia, postulamos a existéncia de um conjunto, o qual denotamos R, contendo Q”
(NETO, 2013, p. 6). Nesse caso, os elementos pertencente a R sao chamados de ntimeros
reais e o conjunto R denominado como sendo o conjunto dos nimeros Reais.

De maneira semelhante ao conjunto Q, serao admitidas como vélidas as propriedades
operacionais no conjunto R, ou seja, as operagoes de adigao, subtracao, multiplicacao e divisao.
Desta forma, a soma, a diferenga, o produto e o quociente de niimeros pertencentes ao conjunto
dos reais também serao nimeros reais.

Da definicao de ntimeros racionais, suas propriedades e suas operacoes e, sendo
que Q esta contido em R, e ainda com base nas palavras de Neto (2013, p. 18), pode-se
concluir que “um nimero real é racional exatamente quando sua representacao decimal for
finita ou infinita e periddica”, também chamado de dizima periddica. O mesmo autor define
numeros irracionais como sendo todos os niimeros reais “que nao podem ser escritos como
quocientes de dois niimeros inteiros ou, ainda, aqueles cuja representacao decimal” além de
infinita também é nao periddica, isto é, um numero real é irracional quando sua representagao
decimal for uma dizima nao periédica. Neste trabalho adota-se o simbolo Q' para representar

o conjunto dos nimeros irracionais.
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1
Proposicao 5.17. Sen € um numero positivo, entio n + — > 2.
n

Demonstracao: A contrapositiva da proposicao 5.17 é:
1 . , . .
Para n # 0, se n + — < 2, entao o nimero n é negativo.
n

Assim, unsando a contrapositiva, temos que,

2 1 _12
n n

1
n+-—<?2 < 0.
n

Desta forma, obrigatoriamente
(n—12<0en>0 ou (n—1*>0en<0

O primeiro caso é impossivel, pois V n # 0, temos que (n — 1)? > 0. Sendo assim,
nos resta que

(n—1°>0en<0.

Donde, concluimos que n < 0. O

Usando a contrapositiva, provamos que: Se n 4+ — nao é maior do que ou igual a 2,

- . . . 1 . . .
entao n nao é positivo. Ou ainda que: Se n + — < 2, entao n é negativo. Mostrando assim
n

que uma proposicao e sua contrapositiva sao equivalentes.

5.3 Demonstracao por Reducao a um Absurdo

Redug¢ao a um Absurdo, Reduc¢ao ao Absurdo ou Redugao por Absurdo sao no-
menclaturas usadas para esta técnica de demonstracao considerada uma poderosa ferramenta
matematica. Ha também quem tenha preferéncia por chama-la de demonstracao por Con-
tradicao. Esta estratégia para provar resultados em Matematica tem como fundamento bésico
o fato de que se uma proposicao tomada como premissa levar a uma conclusao contraditéria,

isto é, a um absurdo ou uma contradicao, entao tal premissa é falsa.
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Veja as proposicoes a seguir:

A) Todo professor de Matemética é um bom jogador de futebol;

B) Nenhum professor de Matemética é um bom jogador de futebol.

Seriam contraditorias, as duas proposi¢oes? Fazendo uma andlise, pode-se concluir
que a proposicao A) sendo verdadeira, entao a proposicao B), necessariamente, é falsa. Agora,
sendo falsa a proposigao A), a proposi¢ao B) pode ser falsa ou verdadeira. Sendo assim, as
duas proposicoes acima nao sao contraditérias. Para entender o motivo disso veja mais duas
proposicoes a seguir:

C) A professora de Matematica pratica esportes;

D) A professora de Matemética nao pratica esportes.

E neste ultimo caso, seriam contraditorias, as duas proposicoes? Novamente
analisando, pode-se concluir que a proposi¢ao C) sendo verdadeira, entao a proposi¢ao D),
obrigatoriamente, é falsa. Por outro lado, sendo falsa a proposi¢ao C), a proposigao D) é,
com certeza, verdadeira. Sendo assim, pode-se afirmar que as duas proposigoes, C) e D), sao
contraditorias, ou seja, seus respectivos valores logicos sao necessariamente opostos, o que é
uma contradi¢ao ou um absurdo.

Em linhas gerais, o principio que acompanha uma demonstragao por Redugao a um
Absurdo, de uma proposicao condicional do tipo Se H, entdao T, é a suposicao proviséria, da
nao ocorréncia da proposicao Se H, entao T, para tanto, deve-se assumir a validade da hipotese
e supor que a tese é falsa. Com posse desta nova configuracao deduzir uma proposi¢cao que
contradiz a suposicao levantada, ou seja, um absurdo.

Sendo assim, para uma melhor compreensao da técnica de demonstracao por
Reducao a um Absurdo, explicitada acima, mostrar-se-a4 algumas proposigoes e também suas
respectivas Demonstracoes onde seja possivel a sua aplicagao.

Apresenta-se, agora uma outra demonstragao da Proposicao 5.17. Desta vez através

d reducao a um absurdo.

Demonstracao da Proposicao 5.17:
Seja n um numero positivo. Suponha, por absurdo, que a tese é falsa, ou seja,

1 1
n+ — < 2. Como n > 0, entao podemos multiplicar a desigualdade n + — < 2 pelo numero n.
n n
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Logo, obtemos:

n>+1<2n
=n’—2n+1<0

= (n-1)2%<0

o que é um absurdo.

1
Portanto, n + — > 2. O
n

No quarto capitulo, falou-se sobre a proposicao 4.9, onde a mesma afirma que:
Se r e s sao retas cortadas por uma transversal t, de modo que um par de angulos alternos

internos (respectivamente correspondentes) sao congruentes, entdo as retas r e s, sio paralelas.

Demonstracao da Proposigao 4.9.

Sejam « e [ os angulos alternos internos congruentes. Suponhamos, por absurdo,
que r e s nao sejam paralelas. Assim, r e s se interceptam num ponto P. Seja A o ponto de
intersecao de s com t e B o ponto de intersecao de r com t, os trés pontos A, B, P definem o

triangulo ABP (figura 5.6).

Figura 5.6: Angulos alternos internos

Note que, a é angulo externo ao triangulo ABP e, pelo Teorema do angulo externo,
temos que o > (3, o que é um absurdo, pois pela hipdtese, a = 3, por serem angulos alternos
internos.

Logo, r e s nao se interceptam e, portanto, sao paralelas.

Observacgao: Um angulo correspondente ao angulo «, neste caso, é angulo OPV

em relacao ao angulo 3 e portanto igual a § = «, o que encerra a demonstracao.
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Proposicao 5.18. O nimero real \/2 € irracional.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que v/2 é racional, isto é, existem dois

numeros inteiros p e ¢, com ¢ # 0 tais que

V2 = (5.9)

<3

onde £ ¢ fracao irredutivel, ou seja, p e ¢ nao tém divisor comum maior do que 1.
q
Elevando a igualdade (5.9) ao quadrado, obtemos que

mostrndo que p? é par e, pela proposicao 5.13, p também ¢é par. Logo, p = 2k para algum

inteiro k. Dai, tem-se

2¢* = (2k)°
= 2¢° = 4k*
= ¢° = 2k%

Assim concluimos, como no caso de p, que o numero ¢ também deve ser par. Isso
~ c e . . ~ P . ,
mostra que p e ¢ sao ambos divisiveis por 2, contrariando a hipotese da fracao = ser irredutivel.
q
O que é um absurdo.

Portanto, concluimos que v/2 é irracional. O

5.4 Demostracao por Inducao Matematica

Inicia-se, esta secao, com a mostragem de um jogo de compreensao bastante simples e
que pode ser praticado com utilizagao de moedas, o mesmo possui regras de facil aprendizagem
e possibilita um passo atrativo para a introducao do método da Inducao Matematica numa
abordagem pitoresca, com capacidade de entreter pela sua esséncia prépria e diferente.

A ilustragao do jogo se dara tomando uma quantidade de 8 moedas para exempli-

ficacao de como o jogo deve proceder. Inicialmente colocam-se as moedas em fila conforme a
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figura 5.7.

Figura 5.7: Tlustracao do jogo usando moedas.

O jogo tem como finalidade juntar as moedas em duplas e sobrepostas fazendo
com que, no final, seja possivel obter quatro pares de moedas dispostas conforme aparecem

conforme a figura 5.8.

Figura 5.8: Tlustracao do jogo usando moedas com finalidade alcancada.

Na busca do sucesso no cumprimento do objetivo final deste jogo, o jogador podera
realizar movimentos com as moedas da seguinte forma: escolher uma moeda qualquer entre
as oito disponiveis e promover um salto sobre apenas duas das outras moedas restantes em
qualquer das diregoes direita ou esquerda e, sobrepor a moeda seguinte, de acordo com a

figura 5.9 (caso se queira enumerar as posi¢oes das moedas fica como op¢ao de quem pratica

0 jogo).

Figura 5.9: Ilustragao do jogo usando moedas apds 1 jogada.

Note que, da figura 5.7, foi escolhida a moeda da posicao cinco e dado um salto

sobre as duas a esquerda sobrepondo a moeda de posi¢ao dois. Outro ponto a ser observado
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com atencao é o fato de que saltar sobre uma moeda ja sobreposta em outra é equivalente a
saltar sobre duas moedas. Veja agora a figura 5.9, considerando a sua disposigao, escolhe-se a
moeda da posicao um e saltando sobre o par a direita sobrepondo a moeda da posicao trés,

obtenso a figura 5.10.

Figura 5.10: Ilustracao do jogo usando moedas apds 2 jogadas.

Dando sequéncia e com o objetivo de caracterizar uma situagao de jogo, realiza-se
mais um movimento, agora de acordo com a disposi¢ao das moedas na figura 5.10. Escolhendo
a moeda da posicao trés e dando um salto sobre as duas a direita, sobrepondo a moeda da

posicao seis, obtendo a figura 5.11.

Figura 5.11: Tlustragao do jogo usando moedas com finalidade nao alcancada.

Nesse caso temos a impossibilidade de sucesso nessa exemplificacao de uma partida,
pois em conformidade com a disposicao das moedas na figura 5.11, nao ha como sobrepor
a moeda da posicao trés na moeda da posicao quatro ou virse-versa, seguindo as regras
supracitadas. Nao sera apresentada, neste trabalho, uma exemplificacao com a finalidade
alcancada, seja para o caso de oito moedas, dez moedas ou para algum caso com um nimero
maior que 10 moedas.

Pelo exposto até aqui e, considerando a validade do jogo para ocaso de jogar com 8
moedas ou oito pecas, caso assim se queira falar, percebe-se facilmente que a quantidade de
moedas suficiente para a realizagao do jogo é 2n, para algum nimero natural n, ou seja, um
numero par, tendo em vista que a finalidade é formar pares de moedas, uma sobrea outra.

Desta forma, é natural surgirem perguntas, tais como: pode-se jogar com 2n moedas para
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qualquer n natural? Existe algum n = ng, de modo que seja o menor nimero natural tal que
0 jogo seja possivel?

Este jogo é uma variante ou mesmo uma adaptagao de um jogo com utilizagao de
palitos, divulgado por Aldo Vignatti e Patricia Fonseca de Brito, na Revista do Professor de
Matematica (RPM), n°® 84, no segundo quadrimestre de 2014. Para eles, caso um jogador ao
realizar o primeiro movimento e este, por exemplo, coincidir com “o palito de posicao 2n — 3
sobre o da posicao 2n , entao o jogo sera reduzido para o caso de 2n — 2 palitos, ou seja, se o
jogador souber como alcancar o objetivo do jogo com 2n — 2 palitos entao ele sabera com 2n
palitos” (VIGNATTI, BRITO, 2014, p. 8). Lembrando que a afirmacao acima também se
aplica igualmente ao caso do jogo com as pecas sendo moedas ao invés de palitos.

Voltando as perguntas acima, sobre o nimero minimo de moedas para que seja
possivel chegar ao objetivo final do jogo e, também, se ha a possibilidade de jogar com qualquer
numero natural par de moedas, tem-se, exatamente nesse ponto, a relagao do jogo com a
Inducao em Matematica ou Principio da Inducao Finita, pois esta técnica busca demonstrar
a veracidade de uma proposi¢ao P(n) aplicavel a todo nimero natural n ou mesmo para
qualquer natural n a partir de um numero natural fixado n = ny.

Segundo Oliveira e Ferndndez (2012), o matemético italiano, Giuseppe Peano
(1858-1932) estabeleceu uma lista de axiomas, baseado na nogao de sucessor, estes axiomas
sao necessarios para nos permitirem, atualmente, representar de modo preciso o conjunto dos
naturais. Dentre estes axiomas, num total de quatro, o ultimo deles se destaca, podendo ser

enunciado como se segue.

Axioma 5.19 (Azioma da Indugao). Seja X um conjunto de nimeros naturais

(isto €, X CN). Sel e X e se, além disso, o sucessor de todo elemento de X ainda pertence

a X, entao X = N.

“Este axioma é conhecido como axioma da inducao e serve como base do método
de demonstracao por inducao, o qual é de grande utilidade para estabelecer provas rigorosas
em Matemética” (OLIVEIRA e FERNANDEZ, 2012, p. 204).

Para Morgado e Carvalho (2013, p. 3), ainda que todos os quatro axiomas tenham
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um valor fundamental para caracterizar os nimeros naturais, o Axioma da Inducao tem
valor evidenciado, pois “fornece mecanismos para garantir que um dado subconjunto X de
N inclui, na verdade, todos os elementos de N”. Desta forma percebe-se que ele é uma
ferramenta fundamental para a formulacao de definicoes em Matematica nas demonstragoes
de importantes teoremas referentes a niimeros naturais.

Ainda segundo os mesmos autores, para demonstrar que uma propriedade P(n)
relacionada ao nimero natural n, é verdadeira para todos os valores de n, isto é, caso se
queira demonstrar que o certo conjunto X = {n | P(n)}, onde X C N, é na verdade, igual
ao proprio N.

Desta forma, o axioma da indugao proporciona dizer que “basta mostrar que e que
o sucessor de cada elemento de X também estd em X7. Nesta configuracao pode-se afirmar
que, em se tratando da propriedade P(n), isto é equivalentemente a “mostrar que: i) P(1)
¢ valida; ii) Para todo n € N a validez de P(n) implica na validez de P(n + 1). Verificados
esses dois fatos, conclui-se a validez de P(n) para todos os valores de n” (MORGADO e
CARVALHO, 2013, p. 3).

O principio da Indu¢ao Matemética, conforme Garbi (2010), pode ser expresso
da seguinte forma: Se uma propriedade que diz respeito a niimeros naturais for verdadeira
para o numero natural 1 e ainda se, da hipdtese que ela é verdadeira para o natural n for
possivel demonstrar que ela é obrigatoriamente verdadeira para o natural seguinte, n + 1,
entao pode-se afirmar que tal propriedade é verdadeira para todos os naturais.

Um outro enunciado do Principio de Inducao e muito utilizada nas demonstragoes
em Matematica é encontrada em Filho (2013, p. 315), para o autor, ao supor a intengao
de demonstrar uma certa propriedade P(n) abrangendo niimeros e, para conseguir tal feito,
“basta verificar a validade de P(1), e mostrar que, se P(k) é védlida para algum nimero natural
k > 1, entao P(k+ 1) é também valida”. Sobre o exposto nas palavras dos autores ja citados,
o processo de indugao garante a afirmagao de que a validade de P(1) implica na validade
de P(2), onde P(2) = P(1+ 1), que implica na validade de P(3), pois P(3) = P(2+ 1) que
resulta na validade de P(4) ja que P(4) = P(3 + 1) e assim sucessivamente.

E de fundamental importancia ressaltar que, nas demonstracoes por Inducao Finita

nem sempre uma propriedade P(n) com n € N é verdadeira para n = 1, em muitos casos,
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a propriedade sé se verifica como verdadeira a partir de um certo ntimero natural n > ny,
onde ¢ maior do que 1. Esta ultima observacao permite voltar ao jogo das moedas e rever
os questionamentos sobre a quantidade minima de modo a ser possivel cumprir a finalidade
do jogo. Consequentemente percebe-se na relacao com a inducao, o fato de nao ser possivel
obter a finalidade do jogo com 4 ou 6 moedas, pois verifica-se que a quantidade minima
possivel é de 8 moedas. Uma outra excelente exemplificagdo desta observagao é a proposicao

a seguir, um resultado da geometria plana referente a angulos internos de um poligono convexo.

Proposigao 5.20. Se n > 3, entao a soma S,, das medidas dos angulos internos

de um poligono convexo de n lados é igual a (n — 2) - 180°, isto €, S, = (n — 2) - 180°.

Num texto sobre outras formas do Principio da Inducao e ao mesmo tempo com
redagao assemelhada ao exposto até aqui, neste trabalho, Morgado e Carvalho (2013, p. 27)
afirmam que, tendo como ponto de partida o Principio da Inducao é possivel a obtencao de
“variantes tuteis para construir determinadas demonstracoes”, claro que levando em conta
a “sempre possivel” utilizacao de sua forma de origem. E assim encontra-se nesse mesmo
texto “uma variante que é 1util para demonstrar propriedades que sao validas para nimeros
naturais a partir de um certo natural ng (o valor de ng pode ser 0, naqueles casos em que seja
interessante considerar o 0 como um nimero natural)”. Ainda segundo os mesmos autores,
essa variante equivalente a proposi¢ao que vem a seguir, sendo esta uma versao mais geral

que o Principio da Inducao Matematica.

Proposicao 5.21. Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n e seja

ng um numero natural. Suponhamos que

(i) P(ng) € vdlida;

(ii) Para todo n > ny a validez de P(n) implica na validez de P(n + 1).

Entao P(n) € vdlida para todo n = ny.
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Demonstragao: Defina o conjunto

A={a€eN;a>nge P(a) é verdadeira}.

Note que, o conjunto A é nao vazio, pois a condi¢ao (i) garante que ng € A. Logo,

tem-se o objetivo de mostrar que o conjunto

A= {no,n0+ 1,n0+2,n0+3,...}

ou de modo equivalente, mostrar que o conjunto

B ={aeN;a>ngye P(a) ¢ falsa}

é vazio.
Suponha ainda, que B é nao vazio. Pelo Principio da Boa Ordenag¢ao (PBO), o

conjunto B tem um elemento minimo, digamos ay onde P(ag) é falso. Observe que,

(I) ap = no + 1. De fato, ag = ng, porém a possibilidade ay = ny contradiz a

condigao (i);

(I1) ap— 1 € A. Com efeito, P(ag— 1) é verdadeira pois, caso contrério, ap—1 € B
e, além disso, ag — 1 < ag, o que contradiz a minimalidade de aq.

Finalmente, como P(ag — 1) é verdadeira, segue da condicao i) que P(ag) também
¢é verdadeira, o que é impossivel pela definicao de ag. Logo, o conjunto B é vazio.

Portanto, P(n) é valida para todo nimero natural n > ny . O

Para evidenciar um grande leque de opcoes na maneira de enunciar o Principio
da Indugdo Matematica, encontra-se ainda segundo as ideias de Filho (2013, p. 316), o que

segue:
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Principio de Inducgao

Uma propriedade P(n) dependendo de um nidmero natural n, é vdlida
para todos 0s niumeros n = ng, S€ Provarmos:

(i) P(no) € vdlida;

(i1) Se P(k) for vdlida para algum nimero natural k > ng, entio P(k+1)
€ vdlida.

A suposi¢ao de que P(k) é vdlida chama-se hipétese de indugao.

Em complementacao e reforco ao que foi dito anteriormente, é interessante observar
que numa Demonstracao por Indugao, a agao de averiguar que P(ng) é verdadeira geralmente
¢ chamada de caso base, ao passo que a Demonstragao da veracidade de P(n) implica na
veracidade de P(n + 1) é denominada de passo indutivo.

Ainda sobre o jogo de moedas referido em trecho anterior, pode-se verificar a sua
relagao com o Principio de Indugao em Matematica pelo fato deste ter a intencionalidade
de mostrar a veracidade de uma propriedade P(n) para todo n natural a partir de um
determinado e para tanto usa um procedimento em dois passos. Primeiramente mostrar que
P(ng) é verdadeira, isto é, o caso base, depois mostrar que a veracidade de P(n — 1) implica
na veracidade de P(n) para algum (n — 1) > ng. De modo equivalente, no caso do jogo, a

propriedade seria como a seguir:

P(n) : Pode-se alcancar a finalidade do jogo com um nimero 2n de moedas, onde n > 4.

Assim, o caso base da indugao seria verificar que é possivel jogar com um niimero
minimo de 2n moedas sendo n = 4. O passo indutivo equivale a mostrar a possibilidade de
jogar com um numero de 2n moedas sendo n > 4, o que ja foi observado em comentario
anterior quando se diz que, no caso de um jogador escolher como movimento inicial a moeda
de posicao 2n — 3 e sobrepor na de posicao 2n , entao o jogo serd reduzido ao caso de
2n—2 =2-(n—1) moedas. Se o jogo cumprir sua finalidade com 2n —2 = 2 (n — 1) moedas,
ou seja P(n — 1) entdo cumprird também com 2n moedas, isto é, P(n), mostrando que a

verdade de P(n — 1) implica na verdade de P(n).



Capitulo 5. Técnicas de Demonstracao 79

Em sequéncia, tem-se a aplicacao da técnica de demonstracao por Inducao Ma-

tematica através de algumas proposicoes acompanhadas de suas respectivas demonstracoes.

Proposicao 5.22. Para todo natural n > 1,10" é da forma 3q + 1 para algum
natural q.
Demonstragao: Provaremos o resultado por inducao.

Seja P(n) : 3¢ + 1. Claramente P(n) vale para n = 1, pois 10! =3-3 + 1 = 10.

Suponhamos que P(n) vale para um certo n = k, ou seja, 10* = 3. ¢+ 1.

Queremos mostrar que P(n) vale para n = k + 1, isto é, 10"t =3 . ¢ + 1.

De fato,

10%+1 10% - 10

= (3-¢g+1)-10
pela hipotese de indugao. Assim,

101 = 3.10¢+ 10
= 3-10¢+9+1

= 3(10g+3) + 1.
Fazendo 10g + 3 = ¢/, temos que
10" =3.¢ + 1.

Portanto, 10™ = 3¢ + 1 para todo natural n > 1. O

Defini¢ao 5.23. Uma Progressio Aritmética (PA) € toda sequéncia de nimeros
reais (a,) em que cada termo, a partir do sequndo, € igual a soma do termo precedente com

numero real fizo r, onde o numero real r € chamado de razao da Progressao Aritmética. Numa
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PA de termos (a,), dado o primeiro termo a1, para todo n € N, tem-se que any1 = a, + 7.

Proposigao 5.24. Se uma sequéncia de nimeros reais (a,) € uma Progressao
Aritmética (PA), entdo cada termo da sequéncia é dado pela expressio a, = a; + (n — 1)r,

comn € N.

Demonstragao: Seja a proposi¢do P(n) : a, = a; + (n — 1)r. Temos que a

proposicao é valida para n = 1, pois

a=a+(1-1r=a+0=0q

Suponhamos que P(n) é valida para um certo n = k, ou seja,

ap = aq + (k— 1)7’.

Queremos mostrar que P(n) é vélida para um n = k+1, isto é,

g1 = Aaq —+ [(k} + 1) — 1]7“

Por definicao de PA e usando a hipdtese de inducao, temos que

Apy1 = ax + 7 = app1 = ay + (b — r + .

Dali, obtemos que

g1 = ay+kr—r+r
= a1 = ap+(k+1)r—r

= Akp+1 = a1+[(k+1)—1]r.

Portanto, a féormula a, = a; + (n — 1)r é verdadeira para todo n € N. O
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Defini¢ao 5.25. Uma Progressio Geométrica (PG) é toda sequéncia de nimeros
reais (a,) em que cada termo, a partir do sequndo, € igual ao produto do termo precedente
com numero real fixo q, onde o numero real q é diferente de 0 e de 1, chamado de razao
da Progressao Geométrica. Numa PG de termos (ay,), dado o primeiro termo ay, para todo

n € N, tem-se que a,11 = a, - q.

Proposicao 5.26. Se uma sequéncia de nimeros reais (a,) é uma Progressao
Geométrica (PG), entao cada termo da sequéncia é dado pela expressio a, = aj - q"~*, com

n € N.

Demonstragao: Seja a proposi¢ao P(n) : a, = a;-¢" . A proposicao é obviamente

verdadeira n = 1, pois

1-1 0
a; =ap g =a1-q¢ =a;-1=ay.

Suponhamos que P(n) é verdadeira para um certo n = k, ou seja,

k—1
ag = ay-q .

Queremos mostrar que P(n) é verdadeira para um n = k + 1, isto é,

_ k+1)—1
ak+1—al'q( =1

Por definicao de Progressao Geométrica e usando a hipétese de inducao, temos que

ag+1 = Q- g

n—1

Portanto, a férmula a,, = a1 - ¢~ é verdadeira para todo n € N. O
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5.5 Outras Aplicacoes

Esta secao sera destinada a apresentar uma série de proposigoes e suas respectivas
demonstracoes. Também incorpora-se a estas, algumas defini¢oes e axiomas importantes no
estudo e na aprendizagem da Matemaética e que compoem uma engrenagem fundamental
frente as demonstragoes de muitas das proposicoes que aqui serao mostradas. Procurou-se
incluir tanto as defini¢oes, axiomas e as demonstragoes numa linguagem que seja a0 mesmo
tempo formal e com um detalhamento cuja compreensao esteja ao alcance de um estudante
da educagao basica, especificamente, o aluno do Ensino Médio.

No quarto capitulo deste trabalho, mostrou-se algumas proposicoes cujas demons-
tracoes, dependendo do método escolhido, careciam de uma demonstragao pré-requisito ou
proposigoes ja aceitas como verdadeiras. Sao elas: proposigao 4.9 (j4 demonstrada na
segao 5.1), proposicao 4.10, proposicao 4.11 e proposigao 4.12, onde a trés ultimas tém,

respectivamente, as seguintes redacoes:

e Em qualquer triangulo, a medida de um angulo externo € igual a soma das medidas dos

angulos internos que nao lhe sao adjacentes;
e A soma dos angulos internos de um triangulo qualquer vale 180°;

e Sejam r e s retas paralelas e t uma reta transversal a r e s. Os angulos alternos internos

formados por essas retas sao congruentes.

Axioma 5.27 (Azioma das paralelas). Dados, no plano, uma reta r e um ponto

A ¢ r, existe uma unica reta s, paralela a r e passando por A.

Demonstracao da Proposicao 4.12:

Sejam r e s retas paralelas e ¢ uma transversal a r e s. Suponha, por absurdo,
que os angulos alternos internos « e 3 determinados por r e s e a transversal ¢, que as toca,
respectivamente, nos pontos A e B, s@o diferentes, ou seja, a # § (figura 5.12).

Trace uma reta s’ passando pelo ponto A tal que os angulos alternos internos

determinados por s, s e a transversal ¢ sejam iguais. Assim, pela proposicao 4.9, as retas
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Figura 5.12: Retas paralelas r e s cortadas pela reta transversal t.

s’ e s sao paralelas. Mas, por hipétese, r é paralela a s. Como s’ e r passam pelo ponto A,
terfamos por esse ponto duas retas (s’ e r) paralelas a reta s, contrariando o axioma 5.27,
pelo qual, por um ponto fora de uma reta passa um a tnica paralela a tal reta.

Portanto, os angulos alternos internos, « e 5 tém medidas iguais. 0
Demonstracao da Proposicao 4.11:

Seja ABC' um triangulo qualquer e seja DFE a reta paralela ao lado AB e passando

por C' (figura 5.13).

A B

Figura 5.13: Ilustracao da soma dos angulos internos de um triangulo qualquer.

Pela proposicao 4.12, temos que
BAC = ACD e ABC = BCE
de sorte que
BAC + ABC + ACB = ACD + BCE + ACB = DCE.

E, como DCE é um angulo raso, entao BAC + ABC = 180°

Portanto, a soma dos angulos internos de um triangulo qualquer vale 180°. ([l
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Demonstracao da Proposicao 4.10:

Sejam «, (3, e v os angulos internos do triangulo ABC (figura 5.14) e seja 6 um

angulo externo ao referido triangulo. Queremos mostrar que 0 = o + 5.

Figura 5.14: Angulo externo de um triangulo ABC.

Pela proposicao 4.11, temos que a + 5+ v = 180°.

Note que, BCD =0+ ~ é um angulo raso, ou seja, vale 180°. Assim, tem-se:

O+v=a+p+7.

Subtraindo v em ambos os lados da igualdades, obtemos que 8 = a + 5. O
Proposicao 5.28. A soma de dois nimeros pares quaisquer € um numero par.

Demonstracgao: Sejam a e b dois niimeros quaisquer. Pela definicao 4.5, a e b sdo

da forma 2q e 2¢’, respectivamente, com ¢ e ¢’ inteiros. Assim, temos:

a+b = 2¢+2

=a+b = 2-(¢+¢).
Tomando k = ¢+ ¢/, com k inteiro, temos que

a+b=2k
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Proposicao 5.29. Se a e b sdo dois numeros naturais pares, entao seu produto ab

€ um numero natural par.

Demonstragao: Sejam a e b dois nimeros naturais pares tais que

a=2q e b=2p

com ¢, p pertencentes a N. Logo,

ab = (2q) - (2p)

= 4dgp
= 2k
para k = 2qgp.
Portanto, ab é um nimero natural par. O

Proposicao 5.30. O produto de dois nimeros naturais consecutivos é sempre um

numero natural par.

Demonstracgao: Sejam n; e ny dois nimeros naturais consecutivos de tal modo
que ny = ny; + 1. Sem perda de generalidade, suponha que n; seja par, ou seja, n; = 2q,

q € N. No caso de n; ser impar, a demonstracao ¢ analoga. Segue dai que

ny-ng=ng-(ng+1)
= ny-ng =2q- (2 +1)
= ny-ny =4¢* + 2¢
=ny-ny =2-(2¢° + q)

= np-ng =2k
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onde 2¢*> + ¢ =k € N.

Portanto, o produto de dois niimeros naturais consecutivos é sempre par. 0

Definicao 5.31. Dado uma lista de nimeros x1, X2, X3, ..., Tn, 6 média aritmética

: . . T+ To+ T3+ ...+ Ty L.
stmples entre eles € um numero m,, tal que m, = e a média
n

eométrica entre eles € o nimero m,, tal que m, = Vx| -To-T3-... T, OU ainda
gs g 3

(mg)" =21 -2y - T3 - ... - Ty

Proposicao 5.32. A média aritmética entre dois numeros racionais, a € b, com

a < b, € um numero maior do que a e menor do que b.

+b

a média aritmética entre os nimeros racionais a e b.

Demonstracao: Seja

Considere duas situagoes:

(I) Como a < b, somando o nimero racional a em ambos os membros da

desigualdade anterior, obtemos que

ata<a-+b

= 2a<a+b

N <a+b
a .
2

(IT) Analogamente, somando o nimero racional b em ambos os lados da desigual-

dade a < b, obtemos que

a+b<b+d
= a+b<2b
a—l—b<b.

b
Portanto, de (I) e (II) temos que a < % < b. O
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Definicao 5.33. Um angulo cuja medida € igual a 90° € chamado de angulo reto.

Definicao 5.34. Um triangulo que possui um angulo reto é chamado triangulo
retangulo. O lado oposto ao angulo reto é chamado hipotenusa, e 0s outros dois lados sao

denominados catetos.

Proposicao 5.35. Em todo triangulo retangulo a altura relativa ao vértice do

angulo reto € a média geométrica entre as projecoes dos catetos sobre a hipotenusa.

Demonstracao: Seja ABC' um triangulo retangulo em A e, sejam CH = m e
HB = n, as projecoes dos catetos AC = b e AB = ¢, respectivamente, sobre a hipotenusa.

Pelo ponto A, trace a altura AH = h relativa a hipotenusa BC = a (figura 5.15).

C My T B

o

Figura 5.15: Triangulo retangulo ABC'. Fonte: Wagner (2017).

Dai, temos que ABH e ACH sao triangulos retangulos com angulo reto no vértice
H e ainda que ABC = ABH e ACB = ACH.

Temos que ACH + HAC = 90° e ABC + ACB = 90°, entdo HAC = ABC = ABH.

De modo andlogo, ABH + HAB = 90° ¢ ABC + ACB = 90°, o que implica
que HAB = ACB = ACH. Logo, os triangulos ACH e ABH sao semelhantes e estes sao

semelhantes ao triangulo ABC'. Desta forma, tem-se

= h*=mn. (5.10)

=3

Donde, h é a média geométrica entre m e n. 0
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Proposicao 5.36. Em todo triangulo retangulo cada cateto € a média geométrica

entre a hipotenusa e a sua respectiva projecao sobre a hipotenusa.

Demonstragao: Pela proposicao 5.35, podemos garantir que os triangulos ABC, ABD
e AC'D sao semelhantes entre si (figura 5.16).

Figura 5.16: Triangulo retangulo ABC. Fonte: adaptada de Iezzi (2008).

Tomando os triangulos ACD e ABC, temos:

b

Analogamente, usando os triangulos ABD, ABC temos:

S8 2o, (5.12)
a C

o que encerra a demonstracao.

Proposicao 5.37. Em qualquer triangulo retangulo o produto dos catetos € igual

ao produto da hipotenusa pela altura relativa a ela.

Demonstracgao: Utilizando a nomenclatura da figura 5.16 queremos mostrar que
bc = ah. Tomando as equagoes 5.11 e 5.12 demonstradas na proposicao 5.36 e multiplicando

membro a membro estas igualdades, obtemos que

b2 =am-an

= b’ = a’mn. (5.13)
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Substituindo a igualdade 5.10 (demonstrada na proposi¢ao 5.35) na igualdade 5.13

temos que

b’ = a’h?® = be=ah

como queriamos demonstrar.

Proposicao 5.38 (Teorema de Pitdagoras). Em todo triangulo retangulo o quadrado

da medida da hipotenusa € igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Demonstracao: Seja ABC' um triangulo retangulo em A. Como ja provado
anteriormente, cada cateto é a média geométrica entre a hipotenusa e a sua projegao sobre a

hipotenusa, ou, seja, b*> = am e ¢* = an (figura 5.17).

]
I

B

Figura 5.17: Ilustracao do Teorema de Pitagoras.

Sendo assim, somando membro a membro, as duas igualdades, temos

VV+c = am+an = b+ = a(m+n). (5.14)

Como a = m + n, substituindo esta ultima igualdade em 5.14, obtemos que

¥+ =a-a

= a2 = ¥+

Portanto, em todo triangulo retangulo no qual a hipotenusa mede a e os catetos

medem b e ¢, temos que a? = b% + 2. O
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Proposicao 5.39. Se em um triangulo ABC', as medidas dos lados sao dadas por
a,b e c de tal modo que a®> = b + ¢, entdo o triangulo ABC ¢é retangulo de hipotenusa a, e

catetos b e c.

Demonstracao: Seja o triangulo ABC, com BC = a, AC = b e AB = ¢, onde
a’? = b+ 2.

Caso I: BAC < 90°.

Considere que b < ¢, assim a proje¢ao D do vértice C' sobre o lado AB acontece no

interior de AB. Sejam ainda AD =z e CD = h (figura 5.18).

C

A X D =X H

Figura 5.18: Ilustracao da proposigao 5.39, caso 1. Fonte: Wagner (2017).

Como os triangulos BCD e AC'D sao retangulos, entao

a?=(c—2)*+h? = h=d>—(c—2x)? (5.15)
e
V=2"+h* = h*=0" -2 (5.16)

De (5.15) e (5.16), temos que

a®—(c—x)* = b* —2?
= a2 =+ 2z —2> = b? —2?
= a®> = VP’+* -2z

= a’ < V¥ +

o que contradiz a hipétese de que a? = b + 2.
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Caso II: BAC > 90°.

Nesse caso, o ponto D se projeta fora do lado AB (figura 5.19).

C

hé

B

Figura 5.19: Tlustragao da proposigao 5.39, caso II. Fonte: Wagner (2017).

Assim como no caso I, os triangulos BCD e ACD também sao retangulos. Dali,

temos

a?=(x+c)+h? = hP=d—(v+c)? (5.17)
e
V=2>+h = h*=0 2" (5.18)

De (5.17) e (5.18), temos que

a® — (z+¢)? = b —2?

2

= -2 —2cx - = V¥ — 22

= a2 = P+ + 2z

= a® > ¥+

o que contradiz novamente a hipétese de que a? = b? + 2.

Das consideracoes feitas, temos que BAC nao pode ser menor que 90°, tampouco

BAC pode ser maior do que 90°, o que nos leva a concluir que BAC = 90°. 0

Portanto, ABC' é um triangulo retangulo, com hipotenusa a, e catetos be c. [
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Observacao: Pelas proposicoes 5.38 e 5.39, percebe-se que os dois resultados
podem ser reunidos em uma tnica proposicao do tipo “P se, e somente se, ()7, apresentando
uma outra redacao para os resultados. Esta redacao que se segue representa um resultado

mateméatico muito conhecido em todo o mundo, o Teorema de Pitagoras.

Um trigngulo ABC, de lados BC' = a, AC =b e AB = ¢, ¢ um triangulo retingulo

se, e somente se, a®> = b* + 2.

Na se¢ao 5.4 do capitulo 5, foi apresentada a proposicao 5.20 cuja demonstragao
pode ser feita por inducao sobre n, com n € N, porém, nesse caso, n nao é o primrose elemento

do conjunto N, dos niimeros naturais. Segue a redacao da citada proposigao.

Sen > 3, entao a soma S,, das medidas dos angulos internos de um poligono

convezo de n lados € igual a (n —2) - 180°, isto é, S, = (n — 2) - 180°.

Demonstracao da Proposigao 5.20:
Provaremos por indugao. Seja a proposicao P(n) : S, = (n—2)-180°. Desta forma,
temos que:

A proposicao é verdadeira para n = 3, pois

S = (3—2)-180°
= 1-180°

= 180°,

onde 180° é a soma dos angulos internos de um triangulo, poligono convexo com exatamente
3 lados.

Suponha que a proposigao é verdadeira para um certo n = k, sendo k > 3, ou seja,

Sp = (k—2) - 180°.
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Queremos mostrar que a proposicao vale para n = k + 1, isto é,

Sppr = [(k +1) — 2)] - 180°.

De fato, tomando a diagonal A; A no poligono convexo Ay AsAs...ApAp1 de k+1
lados, entao este fica divido em dos poligonos: o triangulo A; A Ax.1 e o poligono convexo

A1 Ay As.. Ay de k lados (figura 5.20), o qual a proposigao é valida, pela hipdtese de inducao.

A

Ak

A s

Figura 5.20: poligono convexo.

Assim, podemos escrever:

Sks1 = Sy + 180°
= (k—2)-180° + 180°
= [(k—2)+1]-180°
— [k—2+1]-180°

= [(k+1)—2] - 180°.

Portanto, pelo Principio da Indugao Matematica, concluimos que a formula é vale

para todo natural n > 3. 0

Proposigao 5.40. Se n+1 senhas diferentes foram distribuidas para n alunos,

entao algum aluno recebeu duas ou mais senhas.

Demonstracao: A contrapositiva da proposicao 5.40 é:
Se todo aluno recebeu menos que 2 senhas, entdo nao foram distribuidas n+1

senhas”.



Capitulo 5. Técnicas de Demonstracao 94

Pela contrapositiva, tem-se que cada aluno recebeu menos que 2 senhas. Logo,
tem-se obrigatoriamente que cada aluno recebeu 1 senha ou nenhuma senha. Desta forma,
com um total de n alunos, terifamos uma quantidade de senha menor do que n ou no maximo

igual a n. Portanto, nao foram distribuidas n + 1 senhas. 0J

1
Proposicao 5.41. Para todon € N, a soma 1+2+3+...4+n ¢é dada por %
~ : : (1+n)n
Demonstragao: Seja a propriedade P(n) : 14+2+3+...4+n = — Vn € N.
1+1)-1
A propriedade é verdadeira para n = 1, pois 1 = %

Suponhamos que P(n) seja verdadeira para algum n = k, ou seja,

(1+k)k

1+24+3+ ... +k= 5

Vamos mostrar que que P(n) é verdadeira para n =k + 1, isto é,

L+ (k+ 1) (h+1)

142434+ .. +k+(k+1)=

2
Ora, usando a hipotese de indugao, temos que
1+ k)k 1+k)k  2(k+1
14243+ +k+(k+1) = %Jr(/wd) — ( 2) + (2 )
 k+E+2k+2 1+k+kE+2k+1
B 2 B 2
M+ +k+1)2 A+ R+ D)(k+1)
2 B 2
o que encerra a demonstracao.
Portanto a férmula é verdadeira para todo n € N. O

Proposicao 5.42. Sejam a, b e ¢ nimeros reais com a # 0. Se b*> — 4ac > 0,
—b+ Vb — dac
e

2a

entdo as raizes da equacdo ax® + bx + c¢ = 0 sdo dadas por ¥, =

_ —b— Vb2 — 4dac

To =
2a
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Demonstracao: Podemos multiplicar a equacao ax? + bz + ¢ = 0 por 4a. Assim,
obtemos,
4a’x* + dabx + dac = 0.
Somando b? em ambos os membros da igualdade anterior, temos que
4ax* + dabx + b* + dac = b*
= (2ax)* +2-2ax-b+b* = b* — dac
= (2ax + b)* = b* — dac.
Temos, por hipdtese, que b> — 4ac > 0. Dai, podemos escrever:
2ax +b=Vb>—4ac ou 2axr+b=—vb*—4dac
= 2ax = —b+ Vb* —4ac ou 2ax =—b— Vb>—4dac
—b+ Vb? — dac o —b—Vb? — dac
T = u xr=
2a 2a
Portanto, as raizes da equacao ax? + bz + ¢ = 0, sao dadas por
—b+ Vb — dac —b —/b? — dac
T = e Ty = O

2a 2a

Proposicao 5.43. Um ndmero natural n, quando dividido por 5, deiza resto 3 se,

e somente se, o dobro de n deixa resto 1, quando dividido por 5.

Demonstragao: Suponha que o nimero natural n deixa resto 3 qunado dividido

por 5, isto é, existe um numero natural ¢, tal que n = 5q + 3.
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Multiplicando ambos os membros da tltima igualdade por 2, obtemos

2n = 10q+6
= 10¢g+5+1
= 5(2¢q+1)+1

= 5k+1

para k = 2g + 1, com k € N. Logo, o dobro de n deixa resto 1, quando dividido por 5.

Reciprocamente, suponha que 2n deixa resto 1 quando dividido por 5, ou seja,

2n = by + 1 (5.19)

onde y € N.

Pela igualdade (5.19) tem-se que 5y é impar, logo y também é fmpar. Assim, existe

um natural » de modo que

y=2r+1. (5.20)

Substituindo (5.20) em (5.19), obtemos

2n = 5(2r+1)+1
= 10r+5+1
= 10r+6
= 2(5r+3)

=n = br+3.

Portanto, n deixa resto 3, quando dividido por 5. 0
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Outro resultado ja citado anteriormente foi o Teorema de ntimero 4.27, 0 mesmo
afirma que: O numero r = a,0,_1...a2a1aq representado na base 10 € divisivel por 3 se, e

somente se, 0 nUMEro A, + ap_1 + ... + as + a1 + ag € divisivel por 3.

Demonstracao do Teorema 4.27:
Primeiramente suponha que x = a,a,_1...a2a1aq seja divisivel por 3, ou seja, existe

um ¢’ € N de tal modo que:

r = apap—1..-G201040
= 10"a, + 10"a,_1 + ... + 10%ay + 10'a; + ag

= 3¢.

Usando a proposi¢ao 5.22 na tultima igualdade, temos que

(3¢n + Day, + (3¢n—1 + a1 + ... + (3g2 + Das + (3¢1 + 1)ay + ag = 3¢
= 3qnan + 3qn_1an_1 + ... + 3¢2a2 + 3q1a1 + (an + an_1 + ... + a2 + a1 + ag) = 3¢’

= 3(quan + gn_1an-1+ ... + as + qra1) + (an + apn_1 + ... + ag + a1 + ag) = 3¢’

Fazendo, ¢,a, + ¢un_1an_1 + ... + goas + q1a1 = ¢”, onde ¢” € N e usando a hipétese,

temos

3¢ +an+an_1+...+as+a, +ay=3q¢

= A+ ap1+..+at+a+a=3¢ —3¢"=3(¢ —¢") =3¢

onde ¢ = ¢ — ¢”, com ¢ € N.

Logo, a, + a,_1 + ... + as + a1 + ag ¢é divisivel por 3.

Reciprocamente, suponha que a,, + a,_1 + ... + as + a1 + ag seja divisivel por 3, ou
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seja, existe k' € N, tal que

p 4+ ap1+...+as+a+ay = 3kK.

Agora, seja x um nimero no sistema decimal, de modo que

r = apQp—1..-G201040

= 10"a, + 10"a,_1 + ... + 10%ay + 10%a; + ao.

Novamente pela proposicao 5.22, temos que

r = (3¢, + Dan+ 3qn-1+ )an—1+ ... + (3g2 + Daz + (3¢1 + 1)as + ag
= 3¢nan + 3Gn—10n_1 + ... + 3q2a2 + 3q1a1 + (ap, + ap_1 + ... + as + ay + agp)

= 3(qnn + Gn-1an-1 + ... + @2as + qray) + (an + apn-1 + ... + a2 + a1 + ayp).

Tomando ¢,a, + ¢n_10p_1 + ... + qaas + qra; = k", com k" € N e usando a hipétese,

obtemos que

x = 3k" + 3K
=z =3(k'+ k)

= x =3k

onde k =k +k ek eN.
Portanto, x = a,a,_1...asa1aq é divisivel por 3. O
Assim como o Teorema 4.27, outro resultado ja mencionado neste trabalho foi o
Teorema 4.26, cuja redagao ¢ a seguinte: O numero r = a,a,_1...asa1a¢ representado na base

10 € divisivel por 7 se, e somente se, 0 NUMETO QpQy_1...A201 — 2ag € divisivel por 7.

Demonstracao do Teorema 4.26:
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Suponha que x = a,a,_1a2a1aq seja divisivel por 7.

QpQp_1...000109 = T1q.

Como,

Assim, existe um ¢ € N tal que

ApQp—_1...020100 = 10"an + 1O”an,1 + ...+ 102a2 + 10(11 + ap

i=0
= Z 1OZCL1 + ao,
i=1
temos que
Z 1()1@1 +ayg = 7q
i=1
Multiplicando a ultima igualdade por 2, obtemos:

2 "10%a; + 2ag = 14q,

=1

= 2aq9 = 14q — 2 Z 10%a;.

=1

Note que,

Anln_1...a201 — 2a9 = 10" a, + 10" 2a,_1 + .

n
= ApQp_1...0201 — 209 = g 10 a; — 2aq.
i=1

(5.21)

.. —f- ]_OICLQ —|— ap — 2@0

(5.22)
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Substituindo (5.21) em

Anlp—_1..-0207 — 200

(5.22) obtemos:

= En: 107 a; — (14q —2 En: 10’@)
=1 =1

= zn: 107 a; — (14(] —2 zn: 10 - 10i_1ai>
=1

=1

= Zn: 10 a; — <14q —2-10 Xn: 10“ai>
=1

=1

= 21 Z 10" ta; — 14q
=1

=7 (32 107 a; — Zq) .
i=1

O que prova que a,a,_1...a2a; — 2ay € divisivel por 7.

(<) Suponha que o nimero

Anln_1...a2a1 — 2a9 = 10" Ya, + 10" 2a,_1 + ... + 10'ay + a1 — 2ay

seja divisivel por 7. Assim, existe um ¢’ € N tal que

Aplp_1..-Q001 — 209 =

> 107a;— 200 = > 107'a; — 2a0 = Tq
i=1 i=1
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Multiplicando a ultima igualdade por 10, obtemos:

10 Z 10 a; — 20ag = 10 - 7¢

i=1

= ) 10'a; — 20 = 10 - 7¢/

=1

= ) 10'a; +ag — ag — 20ap = 10 - 7¢'

i=1

- Z 10%a; — 21ag = 10 - 74’

=0

= Y 10'a; =10-7¢ + 2lag
=0

= Y 107a; =7 (10¢' + 3ap)

1=0

Portanto, 7 | ayan,_1...a2a1a0 < 7 | apna,_1...asa; — 2ag O



Capitulo 6

Comnsideracoes Finais

No decorrer deste trabalho procurou-se estabelecer situagoes e evidenciar elementos
que vislumbram a importancia das Demonstracoes Matematicas para o ensino e a aprendizagem
dos saberes acerca desta ciéncia, especificamente no Ensino Médio. Nao seria exagero dizer
que, atualmente, o Ensino Médio brasileiro carece de valorizar mais a aprendizagem de um
modo geral e, consequentemente, da Matematica. E preciso entender que esta ciéncia tem
métodos peculiares de expor suas descobertas, de provar a verdade destas e suas respectivas
aplicacoes, necessitando de uma melhoria no saber ler e escrever matematicamente.

Observou-se na literatura pesquisada, que existem documentos oficias que dao
abertura para a pratica das demonstracoes nas aulas de Matematica do Ensino Médio, tais
como Brasil (2002) e Brasil (2006), dentre outros, embora eles ndo apontem as Demonstragoes
Matematicas como uma pratica obrigatéria. Um outro exemplo de documento oficial com tal
caracteristica é a Base Nacional Comum Curricular - BNCC, ja mencionada anteriormente
e que objetiva dar suporte na construcao dos curriculos em todas as redes de ensino no
Brasil, essa base comum visa assegurar ao estudante da educacao basica o desenvolvimento
de competéncias gerais e competéncias em areas especificas, exatamente ai, ela contempla o
raciocinio dedutivo que tanto se emprega nas Demonstracoes Matematicas.

Dado o exposto e considerando as competéncias propostas para o ensino da Ma-
tematica a nivel mediano, temos que a Matematica tem uma grande responsabilidade para
com o aluno do Ensino Médio no sentido de aproveitar o seu conhecimento ja adquirido e

desenvolver um ensino baseado em métodos que estimulem os processos de reflexao e de

102
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abstracao, que promova o pensamento criativo, analitico, indutivo, dedutivo e sistematico
contribuindo para a tomada de decisoes.

Sobre as hipdteses levantadas na pesquisa, no que diz respeito aos livros de Ma-
tematica escolhidos para uso no Ensino Médio, constata-se que muitos deles nao incentivam
os jovens a pensarem matematicamente, criando um impasse entre a compreensao e a memo-
rizacao, defendem sem uma anélise critica mais detalhada, muitas vezes, algo dogmatizado
como por exemplo a exagerada busca pela contextualizacao e uma obsessiva simpatia por
conteudos exclusivamente praticos dos curriculos, isso se caracteriza na medida em que os
livros abrem mao de atividades que exercitem as demonstragoes.

Dentre os motivos que levam as demonstracoes a serem ainda pouco praticadas no
Ensino Médio, encontra-se nas palavras de Druck (2003), um fator que somado aos livros e
suas ausencias de validacoes, refletem um ensino limitado em enunciar defini¢oes, teoremas e
formulas Matemaéticas sem suas justificativas. Nas palavras da autora, compreende-se que
deve-se evitar o grave erro de abordar o ensino de Matemética tao somente com uma visao
pedagdgica. Sobre a formagao do professor e seu valor para o ensino, ela diz que é “necessario
encarar primordialmente as deficiéncias de contetido dos que lecionam matemaética. E preciso
entender as motivacoes dos que procuram licenciatura em matemaética, a formacao que a
licenciatura lhes propicia e as condicoes de trabalho com que se deparam”.

Avalia-se que a auséncia das demonstracao em boa parte de livros didaticos,
evidenciada por Lima (2013), tanto em relagdo a exposigao tedrica dos conteidos como nos
seus exercicios sao pontos de baixa para incentivo aos estudantes do Ensino Médio. Porém,
¢é importante refletir sobre as palavras de Avila (2010), quando relata ser verdade que os
livros apresentem pontos negativos, mas que também “devemos reconhecer o que eles tém de
bom”, pois mesmo que antigamente houvesse maior énfase em teoremas e demonstragoes, os
livros nao tinham grande preocupacao com uma boa didatica e com um estilo de escrever
direcionado ao jovem, o que acontece hoje e, além disso, em varias ocasioes o professor de
Matematica dispoe de um bom livro, porém, nao faz utilizacao de forma mais adequada, ou
apenas toma o livro para listar exercicios e problemas direcionados aos estudantes.

As demonstragoes garantem a verdade dos fatos matematicos, proporcionam cons-

trugao de novos conceitos e com eles pode-se fazer uma combinacao entre resolucao de
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problemas e demonstragoes, mostrando ao aluno que os conteiidos matematicos sao utilizaveis
nos diversos campos do conhecimento e aplicaveis a pratica social.

Outro ponto notavel foi a constatacao dos termos Prova, Demonstracao e Justifi-
cativa Logica como sinonimos e que a acao de demonstrar constitui a marca registrada da
Matematica, pois as demonstragoes garantem a verdade dos resultados matematicos. Elas
devem ser apresentadas aos alunos do nivel Médio, de maneira compreensivel, com o rigor
logico adequado, sendo necesséario atentar para os requisitos didaticos. Portanto, é necessario
aproveitar cada oportunidade para ensinar aos jovens a deduzir por meio de raciocinio légico
algumas férmulas importantes e simples, cujas demonstragoes estao ao seu alcance. Nao
se deve deixar escapar uma ocasiao de promover aos alunos do Ensino Médio a chance de
pensarem de maneira propria e logico-dedutiva, para ampliem os conhecimentos cientificos
que os fagam interagir melhor com o mundo que os cercam.

Em virtude dos fatos mencionados, afirma-se que demonstrar proposi¢oes ma-
tematicas exige exatidao, requer concentracao e cuidado, a pratica dessas virtudes no Ensino
Médio contribui na formacao de habitos que serao uteis no futuro. A perseveranca, dedicagao
e a ordem no trato com a Matematica sao qualidades indispensaveis no trato com uma
demonstragao matematica e estas devem ser apresentadas por serem parte fundamental da
natureza da Matemadtica e por seu potencial educativo. As demonstracoes, quando expressas
de forma clara e bem apresentadas, sao um bem para desenvolver o raciocinio, o espirito
critico, a maturidade do estudante e ajudam a entender o encadeamento das proposicoes
matematicas, elas proporcionam aos alunos condigoes para mais tarde saberem utilizar seus
conhecimentos em situacoes da vida real.

Conclui-se que as Demonstragoes Matematicas, no Ensino Médio, devem ser ter
presenca marcante, pois elas contribuem significativamente para ensinar aos jovens as mais
fundamentais aprendizagens pertinentes a essa notavel e valiosa drea do conhecimento humana
e da pratica social. A Matematica deve ter valor um formativo, deve ser frutifera na construcgao
das estruturas do pensamento e do raciocinio dedutivo, ela tem que ser capaz de desempenhar
um papel instrumental, constituindo-se em um mecanismo com utilidade pratica, que sirva
para a vida cotidiana e, além disso, ser uma ferramenta 1til em outras tarefas especificas nas

diversificadas atividades humanas.
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