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Resumo

Procuramos por meio deste trabalho salientar a importancia dos fractais no
que se refere & sua definicao, teoria e suas aplicacoes na educacao béasica. Neste tra-
balho procurar-se-4 mostrar o que os fractais apresentam neste campo, sua utilizacao,
seus principais autores e possiveis aplicacoes nessa etapa do ensino. Neste trabalho é
também destacada a definicao de fractal, sua transcorréncia historica e sua utilizacao na
sala de aula como consolidador do conhecimento. Varios exemplos de fractais naturais
e matematicos sao destacados mostrando uma propriedade particular dos fractais “a au-
tossimilaridade”. A dimensao dos fractais, assim como sua construcao, é vista aqui com
relevante importancia, pois esta dimensao nao inteirica ultrapassa a topologia da geo-
metria euclidiana, encontrando-se, por exemplo, entre zero e um, um e dois, dois e trés.
Neste trabalho vamos nos deter a uma aplicagao com maior direcionamento ao ensino ba-
sico, buscando assim um manuseio de célculos que nao necessite do uso direto de recursos
computacionais.

Palavras-Chave: Curva de Koch. Dimensao Fractal. Sequéncias. Contagem. Perimetros.
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Abstract

We try to highlight the importance of fractals in their definition, theory and
applications in basic education. In this work we will try to show what the fractals present
in this field, its use, its main authors and possible applications in this stage of teaching.
In this work is also highlighted the definition of fractal, its historical transcurrence and
its use in the classroom as a consolidator of knowledge. Several examples of natural and
mathematical fractals are highlighted showing a particular property of fractals “autosi-
milarity”. The dimension of the fractals, as well as their construction, is seen here with
relevant importance, since this dimension is not one-dimensional beyond the topology of
Euclidean geometry, for example, between zero and one, one and two, two and three. In
this work we will focus on an application with a greater focus on basic education, thus
seeking a handling of calculations that do not require the direct use of computational
resources.

Keywords: Koch curve. Fractal Dimension. Sequences. Score. Perimeters.
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Introducao

Estamos acostumados a nos contentar com o que a Geometria Euclidiana nos
apresenta a vé representado por pontos, retas, planos, cubos entre outros objetos que
estao ao nosso redor. A percepcao do novo e do extraordinario fica atrelado a concepcao
de definicao desses elementos, nao nos permitindo ver a beleza de varios fenémenos que
estao em proximidade com nosso convivio, em nosso dia a dia.

Porém se olharmos com bastante atencao poderemos perceber que nao é tao
simples e regular as coisas como pensamos, a natureza presente em nosso cotidiano nos
permite ter essa visao. Uma nuvem, uma couve-flor e uma ilha nao apresentam formas
circulares regulares, no entanto esses objetos naturais apresentam uma particular autos-
semelhanca de forma tal que uma parte do mesmo é similar ao todo.

Existem alguns comportamentos na natureza que sao tao irregulares, tao sem
forma que fogem completamente da Geometria Euclidiana. Essas formas na Geometria
sao chamadas amorficas e foram estudadas e analisadas por varios pesquisadores e em
1960, Benoit B. Mandelbrot apresentou uma posi¢ao concreta sobre o que seriam essas
“nao formas”. Refazendo alguns estudos e conhecendo as ideias de outros pesquisadores,
apresentou estudos sobre fractais criando assim a teoria dos fractais.

Fractais caracterizam-se por terem uma aparéncia “confusa e baguncada”’, mas
quando olhadas matematicamente sua anélise denota figuras regulares e apresentam com-
portamentos curiosos como o de se assemelharem a elas mesmas quando observadas de
diferentes escalas de tamanho.

O objetivo deste trabalho é caracterizar fractais, a matemética envolvida em
seus calculos e seus principais autores, tendo como objetivo principal suas aplicagoes na

sala de aula em contexto com contetidos do ensino bésico e suas aplicagoes nesses campos.
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Fractal

A palavra fractal vem da juncao das palavras latinas fractus que significa “ir-
regular” e frangere que significa “quebrar” e a pronuncia correta é “frac’tal”. Fractais sao
comumente conhecidos por serem geradores de figuras, aparentemente irregulares. Mas
possuem muitas outras aplicagoes cientificas, tais como compreensao de dados, simula-
cao de filmes, analise de pulsos elétricos no cérebro e dos batimentos cardiacos, estudos
demograficos entre outros.

A geometria fractal é relativamente nova. Entretanto teorias de conjuntos de
dimensoes fractais e equacoes nao lineares diferenciais datam de mais de um século.

A geometria fractal é o ramo da matemaética que estuda as propriedades e
comportamento dos fractais. Descreve muitas situacoes que nao podem ser explicadas
facilmente pela geometria classica, e foram aplicadas em ciéncia, tecnologia e arte gerada
por computador. As raizes conceituais dos fractais remontam as tentativas de medir
o tamanho de objetos para os quais as defini¢coes tradicionais baseadas na geometria
euclidiana falham.

Um fractal (anteriormente conhecido como curva monstro) é um objeto geomé-
trico que pode ser dividido em partes, cada uma das quais semelhantes ao objeto original.
Diz-se que os fractais tém infinitos detalhes, sdo geralmente autossimilares e indepen-
dem de escala. Em muitos casos um fractal pode ser gerado por um padrao repetido,
tipicamente um processo recorrente ou iterativo.

Os fractais foram realmente reconhecidos quando Mandelbrot conseguiu juntar
tanto os estudos nessa area quanto seus estudos provando que existia regularidade por traz

das figuras, aparentemente, amorficas. Um importante recurso utilizado por Mandelbrot
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foi o computador. Através dele foi possivel fazer as simulagoes necessarias, algo que os
matematicos anteriores a ele nao possuiam. Vale lembrar que fractais sao praticamente
impossiveis de serem gerados sem recursos computacionais, devido 4 quantidade quase

infinita de passos de iteracoes que estes necessitam.

Figura 1.1: Conjunto de Mandelbrot

O conjunto de Mandelbrot é um exemplo de fractal.

1.1 Histoéria

Durante séculos, os objetos e os conceitos da filosofia e da geometria euclidiana
foram considerados como os que melhor descreviam o mundo em que vivemos. A des-
coberta de geometrias nao euclidianas introduziu novos objetos que representam certos
fendmenos do Universo, tal como se passou com os fractais. Assim, considera-se hoje que
tais objetos retratam formas e fenémenos da natureza.

A ideia dos fractais teve a sua origem no trabalho de alguns cientistas entre
1857 e 1913. Esse trabalho levou ao conhecimento de alguns objetos, catalogados como
“demonios”, que se supunha nao terem grande valor cientifico.

Em 1872, Karl Weierstrass encontrou o exemplo de uma funcao com a propri-
edade de ser continua em todo seu dominio, mas em nenhuma parte diferenciavel. O
grafico desta funcao é atualmente chamado de fractal. Em 1904, Helge Von Koch, nao
satisfeito com a definicao muito abstrata e analitica de Weierstrass, deu sua definicao mais
geométrica de uma fungdo similar, atualmente conhecida como Koch snowflake (ou floco
de neve de Koch), que é o resultado de infinitas adi¢oes de tridngulos ao perimetro de
um tridngulo inicial. Cada vez que novos triangulos sao adicionados, o perimetro cresce,
e fatalmente se aproxima do infinito. Dessa maneira, o fractal abrange uma area dentro
de um perimetro infinito.

Também houve muitos outros trabalhos relacionados a estas figuras, mas esta
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ciéncia s6 conseguiu se desenvolver plenamente a partir da década de 60, com o auxilio da
computacao. Um dos pioneiros a usar esta técnica foi Benoit Mandelbrot, um matematico
que ja tinha estudado tais figuras. Mandelbrot foi responsavel por criar o termo fractal, e

responsavel pela descoberta de um dos fractais mais conhecidos, o conjunto de Mandelbrot.

1.2 Categorias de fractais

.o e

Figura 1.2: Conjunto de Mandelbrot ampliado

Os fractais podem ser agrupados em trés categorias principais. Estas categorias

sao determinadas pelo modo como o fractal é formado ou gerado:

e Sistemas de funcoes iteradas - Estas possuem uma regra fixa de substituicao geomé-
trica. Conjunto de Cantor, tapete de Sierpinski, Sierpinski gaster, curva de Peano,
floco de neve de Koch, curva do dragao de Harter-Heighway, T-Square, esponja de

Menger, sao alguns exemplos deste tipo de fractal.

e Fractais definidos por uma relacao de recorréncia em cada ponto do espago (tal como
o plano complexo). Exemplos deste tipo sdo o conjunto de Mandelbrot e o fractal

de Lyapunov. Estes também sao chamados de fractais de fuga do tempo.

e Fractais aleatdrios, gerados por processos estocasticos ao invés de deterministicos,
por exemplo, terrenos fractais e o voo de Lévy. Estes, também podem ser classifi-

cados de acordo com sua autossimilaridade.
Existem trés tipos de autossimilaridade encontrados em fractais:

e Autossimilaridade exata: é a forma em que a autossimilaridade é mais marcante,
evidente. O fractal é idéntico em diferentes escalas. Fractais gerados por sistemas

de funcoes iterativas geralmente apresentam uma autossimilaridade exata.
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e QQuase autossimilaridade: é a forma mais solta de autossimilaridade. O fractal apa-
renta ser aproximadamente (mas nao exatamente) idéntico em escalas diferentes.
Fractais quase autossimilares contém pequenas coépias do fractal inteiro de maneira
distorcida ou degenerada. Fractais definidos por relacoes de recorréncia sao geral-

mente quase autossimilares.

e Autossimilaridade estatistica: é a forma menos evidente de autossimilaridade. O
fractal possui medidas numéricas ou estatisticas que sao preservadas em diferentes
escalas. As definigoes de fractais geralmente implicam em alguma forma de autosimi-
laridade estatistica (mesmo a dimensao fractal é uma medida numérica preservada
em diferentes escalas). Fractais aleatorios sao exemplos de fractais que possuem

autossimilaridade estatistica, mas nao sao exatamente nem quase autossimilares.

Entretanto, nem todos os objetos autossimilares sao considerados fractais. Uma
linha real (uma linha reta euclidiana), por exemplo, é exatamente autossimilar, mas o
argumento de que objetos euclidianos sao fractais é defendido por poucos. Mandelbrot
argumentava que a definicdo de fractal deveria incluir nao apenas fractais “verdadeiros”,
mas também objetos euclidianos tradicionais, pois ntimeros irracionais em uma linha reta
representam propriedades complexas e nao repetitivos.

Pelo fato do fractal possuir uma granulométrica infinita, nenhum objeto natural
pode sé-lo. Os objetos naturais podem exibir uma estrutura semelhante ao fractal, porém

com uma estrutura de tamanho limitado.

1.3 Definicoes

Figura 1.3: Fractal de Julia Set

Os fractais podem ser definidos segundo algumas caracteristicas intuitivas, pois

se torna dificil & conversao da definicaio mateméatica para a linguagem ordinéaria devida
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a falta de termos adequados & sua traducao. Mandelbrot definiu fractal como “um sis-
tema organizado” para o qual a dimensao de Hausdorff-Besicovith excede estritamente
a dimensao topologica (nimero inteiro que caracteriza a geometria de um objeto eucli-
diano, por exemplo: zero para um ponto, um para uma linha, etc.), onde fractais cujas
estruturas sejam ego-semelhantes, ou a dimensao de Hausdorff é igual a dimensao de
Minkowki-Bouligand. Uma definicao mais simples é esta: “Fractais sao objetos gerados
pela repeticao de um mesmo processo recursivo, apresentando autossemelhanca e comple-
xidade infinita”.

Na definicao de fractal, os problemas de linguagem incluem:
e Nao ha nenhum significado para o termo “muito irregular”.

e Quando se diz “dimensao”, pode haver duvida na defini¢ao do conceito, pois o termo
pode ter diversos significados (por exemplo, “tamanho”, “importancia, no sentido

de valor”, “ordem de matrizes na representacao matricial do grupo”, “grau”, “num

espaco vetorial, o niimero de valores de sua base”, “num espacgo, o niimero minimo de
coordenadas necessarias a determinacdo univoca de seus pontos”, etc.). Porém no
caso dos fractais, dimensao significa estritamente o “niimero fracionario ou irracional

que caracteriza a geometria de um fractal.”

e Ha muitos modos que um objeto pode ser ego-semelhante. Pode-se tentar explicar
como uma espécie de fractais “irmaos gémeos idénticos”, onde existe a igualdade na
semelhanca fisica, porém suas “personalidades” sao diferentes. Isto ocorre quando
inicialmente as curvas sao alimentadas pelos mesmos dados, mas em determinado
momento, hd um desvio nos valores dos dados, por exemplo, quando observamos
dois fractais numa escala 1:1, estes tém exatamente a mesma aparéncia, mas se
observamos numa escala 1:1.000.000, as figuras observadas sao completamente dife-

rentes.

e Nem todo fractal possui repetitividade, dependendo dos dados inseridos (principal-
mente no dominio do tempo) este nao tera em escalas menores a mesma aparéncia,

aparecendo distorcoes da figura.
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1.4 Exemplos

Duas folhas de acrilico cobertas de cola, quando espremidas formam um fractal

natural.

Figura 1.4: Folhas de Acrilico

Uma perturbacao causada por alta tensao em um bloco de acrilico cria um

fractal. (Figura Lichtenberg)

Figura 1.5: Bloco de acrilico

Arvores e samambaias (ou fetos) sdo fractais naturais que podem ser modelados
em computadores que usam algoritmos recursivos. Esta propriedade de repetitividade esté
clara nestes exemplos, pois num ramo de uma arvore ou na folhagem de uma samambaia
pode ser observada uma réplica em miniatura do todo. Nao idéntico, porém semelhante
na estrutura.

Uma classe relativamente simples de exemplos é o Conjunto de Cantor que
observado num intervalo (digamos 1:1) e entdo em outro (1:10) mais curto (ou aberto),
visto numa escala de 0,1 é uma figura que pode (ou nao pode) ser “ego-semelhante” em
determinado amplificacdo, e pode (ou nao pode) ter uma dimensao d, com 0 < d < 1.

Os fractais sao geralmente corrugados na sua forma (tanto em célculos quanto
nas imagens resultantes destes). Portanto, ndo sdo objetos definiveis pela geometria tra-
dicional. Isso quer dizer que os fractais tendem a ter detalhes significativos, visiveis sob
qualquer ponto de vista (ou seja, suas variagoes visuais sao perfeitamente mensuraveis),
quando houver uma ego-semelhanca, isto pode ocorrer porque ao se observar sob “zoom”
figuras semelhantes observamos a recursividade, ou repetitividade destes.

Um broécolis romanesco como exemplo de um belo fractal natural.
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Figura 1.6: Brocolis Romanesco

Por exemplo, numa forma euclidiana normal (como um circulo) esta parece
mais ampliada e alisada quando é amplificada. Numa ampliagao infinita seria impossivel
se diferenciar entre o circulo e uma linha reta. No caso dos fractais, isto nao acontece
(embora, quanto mais amplificarmos, mais nos aproximaremos da linha reta também, isto
ocorre devida perda de dados em miltiplas amplificacoes, ou seja, os desvios acontecem
devida imprecisao das inser¢oes sequenciais dos dados).

A ideia convencional de curvatura representada pela reciprocidade radial (em
radianos) num circulo por aproximag¢iao, nao pode ser usualmente aplicada em escalas
muito grandes (neste caso, o “raio” de curvatura ficara fora de escala, dai a “aparéncia”
de uma linha reta).

Ao contrario com fractais, ao se aumentar a amplificacdo, se revelarao mais e
mais detalhes. Estes dependerao do grau de precisao e da quantidade de casas decimais
dos dados inseridos. As distor¢oes tendendo para a linha reta, ocorrem justamente pelo
fato de haver “falta de memoria” nas maquinas que executam o calculo. Portanto, um
fractal jamais alcancarad uma linha reta, salvo quando a férmula que o constitui assim o
permita.

Alguns exemplos comuns de fractais:

Conjunto de Mandelbrot.

Fractal de Lyapunov.

Tapete de Sierpinski.

Sierpinski gaster.

e Menger sponge.

Curva de dragao.

Curva de Peano.
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e Curva de Koch.
e Curva de Cantor.
e O Conjunto de Cantor.

Os fractais podem ser deterministicos ou estocasticos.

No caso da Teoria do Caos, podemos associé-la aos fractais, também conhecido
“Mandelbrot set”. No Conjunto de Mandelbrot podemos observar discos inteiros, cuja
dimensao é 2. Isto nao ¢ de surpreender, porém o que é verdadeiramente surpreendente é

que o limite do Conjunto de Mandelbrot também tem uma dimensao de Hausdorff de 2.

Figura 1.7: Conjunto de Julia

Um conjunto de Julia é um fractal relacionado ao conjunto de Mandelbrot.

Aproximagoes de fractais (fractais naturais) sao encontradas frequentemente na
natureza. Estes objetos exibem uma estrutura complexa préxima aos objetos mateméati-
cos, porém finitas se as observamos em maiores escalas.

Os fractais naturais estao a nossa volta, basta observarmos as nuvens, as mon-
tanhas, os rios e sues afluentes, os sistemas de vasos sanguineos, os feixes nervosos, etc.
Com maiores ou menores graus, estas figuras estao classificadas em diversas magnitudes.
Apesar de existirem por toda a natureza, e serem onipresentes, estes objetos somente
foram realmente estudados a fundo no século XX.

Harrison estendeu o calculo Newtoniano para o dominio fractal, também inseriu
os Teoremas Gauss da divergéncia, o Teorema de Green, e o Teorema de Stoke.

Os fractais sao normalmente gerados através de computadores com softwares
especificos. Através de seu estudo podemos descrever muitos objetos extremamente irre-
gulares do mundo real. Como exemplo de software temos o Xaos.

Os meteorologistas utilizam o cdlculo fractal para verificar as turbuléncias da

atmosfera incluindo dados como nuvens, montanhas, a propria turbuléncia, os litorais e



Capitulo 1. Fractal 10

arvores. As técnicas fractais também estao sendo empregadas para a compactacao de
imagens através da compressao fractal, além das mais diversas disciplinas cientificas que

utilizam o processo.

Montanha Fractal

A superficie de uma montanha pode ser modelada num computador usando um
fractal: comegamos com um tridngulo no espaco 3D. Acham-se os pontos centrais das 3
linhas que formam o tridngulo e criam-se 4 novos triangulos a partir desse tridngulo.

Deslocam-se depois aleatoriamente esses pontos centrais para cima ou para
baixo dentro de uma gama de valores estabelecido. Vai-se repetindo o mesmo procedi-
mento, mas fazendo os deslocamentos dos pontos centrais dentro de uma gama de valores

que em cada iteragao é igual a metade da anterior.

Figura 1.8: Montanha Fractal
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A dimensao de um fractal

Dimenséao Euclidiana Dimensao Fractal
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Figura 2.1: Dimensao Fractal

Sabemos que os elementos da Geometria Euclidiana usual possuem dimensoes
zero, um, dois e trés, respectivamente, para um ponto, uma reta, um quadrado e um
cubo. Ao dividimos uma reta, um quadrado ou um cubo em partes iguais essas figuras
apresentarao uma autossimilaridade para cada uma dessas subdivisoes em relacao a figura
original. Dessa forma se dividirmos um segmento de comprimento (C) em cinco partes
iguais o fator de redugao de cada uma dessas partes menores pode ser dado por r = 1/5 tal
que o comprimento de cada parte é C/5 e N = 5 é o ntimero total de pecas (ou redugoes)
nesse procedimento. Podemos entao inferir que N = (1/7)P, onde D é a dimensdo do
elemento tomado como ponto de partida nessa aplicagao, em nosso caso tomamos um
segmento cuja dimensao D = 1.

Podemos aplicar um procedimento andlogo para um quadrado e para um cubo.
Dividindo o quadrado e o cubo respectivamente em nove e oito partes iguais teremos os

fatores de redugdao r = 1/3 no quadrado e r = 1/2 para o cubo. Daf temos que N = (1/7)P

11
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tanto para o quadrado, quanto para o cubo alterando apenas o fator de reducao “r”, quando
nos referirmos a um ou ao outro.

Notemos entao que a dimensao de um fractal pode ser vista como o valor D tal
que N = (1/7)P, em que 1 é o fator de reducdo da iteracdo que o gera e N é o nimero

total de reducoes que constituem essa iteracao. Dai aplicando logaritmo na igualdade

N = (1/7)P, obtemos:

logN = log(1/7)P
= logN = D.log(1/7)
= D = logN/(log(1/7)).

Por exemplo, no caso da curva de Peano (figura 3.5), utilizamos nove segmentos
(N = 9) que sao a reducao de fator 1/3 (r =1/3) do segmento anterior.

Entao:

D = logN/(log(1/7))
= log9/(log(1/(1/3))
= log9/log(3)
= (log3?)/log(3)
= 2.10og3/log(3)
=2.

Apenas podemos aplicar esta construcao da nocao de dimensao de fractal a

fractais constituidos por reducoes de igual fator de reducao.
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2.1 Outra forma de determinarmos a dimensao de um

fractal

Dimensao de Hausdorff

O triangulo de Sierpinski tem dimensao de Hausdorft:

Figura 2.2: Triangulo de Sierpinski

d = (log(L/N))/log(R))
(1/2)/3))/log(1/2)

log

(
(log(1/3))/log(1/2)
(log(3))/log(2)
1,58.

(
(
(
(

Existem muitas abordagens sobre dimensoes fractais de imagens e/ou objetos.
Entre estas, a Dimensao de Hausdorff considera-se a mais utilizada. Ela foi apresentada
em 1918 pelo matemético Felix Hausdorff.

Os fractais devido as suas formas geométricas nao sao classificados segundo
a geometria euclidiana. As estimativas encontradas pela dimensao fractal podem assim
determinar as complexidades dos objetos fractais. Estas podem ser aplicadas nas mais
diversas situacoes. Portanto, através das comparagoes experimentais, entre fractais e
formas geométricas, é possivel realizar estudos no sentido de encontrar técnicas diversas
baseadas em resultados experimentais.

Para determinar a dimensao de Hausdorff, divide-se uma linha em N partes
iguais onde N = N1, assim, ¢ sabido que o tamanho dos fragmentos de reta sao 1/N.
Ao se dividir os lados de um quadrado em N partes iguais, dividimos o quadrado em N2
partes iguais. Analogamente, ao se dividir as arestas de um cubo em N partes iguais,

dividimos o cubo em N2 partes iguais.
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Generalizando, se tivermos um hipercubo de d dimensoes, este podera ser divi-
dido em N¢ partes iguais.

Assim fica demonstrado que na geometria convencional a dimensao é igual ao
valor do expoente de N.

Logo, podemos afirmar que R = (L/N)~4, onde o segmento L pode ser afirmado
comprimento da linha, e N é definido como o ntamero das partes em que a linha pode ser
dividida numa interacao n da construcao do fractal, assim, R serd o comprimento do
segmento na interagao n, onde n ¢ um ndmero natural.

Logo, a dimensao do fractal chamada “d” serd ao aplicarmos o logaritmo a

ambos os membros na igualdade R = (L/N)~¢, obtendo:

logR = log(L/N)~¢
= logR = (—d)log(L/N)

_ (logR)
= —d= g

_ (log(L/N))
= d="7m

Portanto, “d” é a dimensao de Hausdorff.
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Fractails, contagem, perimetros, areas,

volumes e sequéncias.

3.1 A curva de Koch

A curva de koch é uma curva geométrica e um dos primeiros fractais a serem
descritos.

Aparece pela primeira vez num artigo de 1906, intitulado “Une méthode geomé-
trique pourl’étude de certaines questions de la théorie dés courbes planes”, de autoria do
matematico sueco Helge Von Koch. O mais conhecido Floco de neve de Koch (ou estrela
de Koch) corresponde a mesma curva, tirando que se inicia a sua construgao a partir de
um triangulo equilatero (em vez de segmento de reta). Eric Haines desenvolveu o mesmo
conceito, a trés dimensoes, o que resultou num fractal com volume de um floco de neve.

Podemos imaginar a sua construcao a partir de um segmento de reta que sera

submetido a alteragoes recorrentes (iteragbes), como a seguir se descreve:
1. Divide-se o segmento de reta em trés segmentos de igual comprimento.

2. Desenha-se um triangulo equilatero (fazendo um angulo de 60 graus), em que o

segmento central, referido no primeiro passo, servird de base.
3. Apaga-se o segmento que serviu de base ao triangulo do segundo passo.

Depois disto feito, o resultado serd semelhante & seccao longitudinal de um

chapéu de bruxa.

15
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Procedendo da mesma forma para cada um dos quatro segmentos que ficam,
formam-se dezesseis novos segmentos menores. A curva de Koch é o limite para o qual
tende esta construcao, repetindo as operacoes referidas, sucessivamente, para cada seg-
mento.

A figura seguinte representa as seis primeiras etapas da construgdo. A tltima

curva é uma boa aproximacao da curva final. Dimensao D, onde D = 1,262...

T
e

Figura 3.1: A curva de Koch

Se considerarmos cada passo, notamos que para passar de uma linha para a
seguinte, substituimos trés segmentos por quatro de igual comprimento, ou seja, o com-
primento total é multiplicado por 4/3. O limite da sucessdo geométrica de razdo 4/3 é
o infinito, o que significa que a figura final (ou para que tende esta sucessdo) terd um
comprimento infinito (designado por Mandelbrot como “infinito interno”).

Esta caracteristica tipica dos fractais, acrescentada ao fato de a curva parecer
ter certa espessura devido as constantes mudancas de dire¢do, sugere que esta figura
nao é unidimensional (ndo é apenas uma linha, dotada apenas de comprimento). A sua
dimensao estara entre 1 (da reta) e 2 (do plano).

Entao:

D = logN/(log(1/7))
= log4/(log(1/(1/3)))
= (log2?)/log(3)
=2.10g2/log(3)
=1,262...
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3.1.1 Curva de Koch e contagem

Em contexto direcionado ao ensino médio tomaremos o comprimento inicial do

segmento igual a “C” podemos perceber que:

e Na iteragao zero, temos 1 segmento (ou 4° segmento);

Na iteragao um, temos 4 segmentos (ou 4! segmentos);

Na iteragao dois, temos 16 segmentos (ou 4% segmentos);

Na iteragao trés, temos 64 segmentos (ou 4* segmentos);

Na iteragdo quatro, temos 256 segmentos (ou 4* segmentos) e assim por diante, o

que nos faz inferir que na iteracao “n” teremos 4™ segmentos.

Como 4 > 1, percebemos que a partir do momento que “n” tende ao infinito, o
nimero de segmentos tende ao infinito.

Dessa forma a quantidade de segmentos provenientes em cada iteragao na Curva
de Koch, constituira uma sequéncia do tipo P.G. (progressao geométrica) de razao 4, assim
temos que a quantidade de segmentos no conjunto de todas as iteragoes serd dada pela

soma dos termos dessa sequéncia.

3.1.2 Perimetro na curva de Koch

Tendo conhecimento que em cada iteragao a partir da primeira, os segmen-
tos anteriores sao substituidos por quatro segmentos menores de mesmo comprimento,

podemos entao inferir que:
e Na iteracao zero, temos 1 segmento de comprimento C cujo perimetro é:
PQ - C
e Na iteracao um, temos 4 segmentos de comprimento % cujo perimetro é:
4
P1 - §C

e Na iteracao dois, temos 16 segmentos de comprimento % cujo perimetro é:

16
P2 - —C
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e Na iteragao trés, temos 64 segmentos de comprimento 2—(:7 cujo perimetro é:

64
P3 = ﬁC

e Na iteragao quatro, temos 256 segmentos de comprimento 8% cujo perimetro é:

256
P, =——0C
81

Como 4/3 > 1 temos que o perimetro tende ao infinito, quando o nimero “n”

de iteracoes tende ao infinito.

A curva de Koch deu origem a um outro fractal, conhecido como floco de neve

ou ilha de Von Koch.

Este ultimo modelo é constituido partindo de um triangulo equilatero.

3.2 O floco de neve de Koch

Construcao da ilha de Von Koch
Constroéi-se a ilha de Von Koch em cada aresta das trés do triangulo.

Dimensao D, onde:
D = logN/(log(1/7))

= log4/(log(1/(1/3)))
= (log2%)/(log(3))
= (2.log2)/(log(3))

=1,262...

Observe que a determinagao da dimensao D da ilha de Von Koch é analoga a

determinacao da dimensao da curva de Koch, conforme apresentado acima.
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Figura 3.2: A ilha de Von Koch

Figura 3.3: A ilha de Von Koch ampliada

Quanto a autossemelhanca, o modo de construcao da curva de Von Koch sugere

que ela seja autossemelhante.

Em cada passo, uma quarta parte da curva é semelhante & curva obtida no passo

anterior, logo, nao existe autossemelhanca nas curvas que se vao obtendo em cada passo.

Contudo, pode-se prever a autossemelhanca na curva limite, embora uma demonstracao

fosse necessaria para demonstra-la.

Sejam n e C, respectivamente, o nimero de iteracoes e o comprimento e d o

comprimento de cada parte apos n iteracoes e L(8) o comprimento total.

Sejam & e L(0) definidos por 8 =3 ™ e L(d) = (4/3)™.
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Assim:
) 3
= loged log.3™ ™
= Ind -—n.ln3
=n (—Ind)/In3.
Entao:
L(5) (4/3)"
= L(S) (4/3)71716/1113
= InL(d) In(4/3)"ne/in3
—Ind
——.1In(4
3 n(4/3)
—Ind
——(Ind -1
T3 (In n3)
—nd Ind—1n3
- elnL(®) e In3 -(Ind—1n3)
—nd (Ind—1n3)
= L(8) e In3
—Ind.In4 + Inbd.In3
e n3
—Ind.ln4
e n3 .elné
—In4
elné'(elné) ],T‘I.3
§.(6)"™/3. D = n4/In3
= L(5) 5.(6)7P
= L(8) (5P

Tomemos agora N(8) como o nimero de partes apos cada iteragao, sendo defi-

nido por N(8) = 4™".
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Entao:

= InN(d) =
= InN(d) =

InN(d)

= e =

= N(§) =

Logo:

L(3)
= L(d)

4m
4(—1n6)/ln3

ln4(—ln5)/ln3

nd
MO 4
g )
nd
—.(—1ln4
elna Y

(elné ) (—In4)/1n3

(6)(7ln4)/ln3

— 5.N(§)

Para construimos o floco de neve de Koch seguiremos as etapas abaixo:

1. Tomemos um triangulo equilitero na iteracao zero.

2. Para a iteragao um dividimos cada lado do triangulo em trés partes iguais e proce-

deremos de modo anélogo a etapa dois e trés da construcao da Curva de Koch, para

cada lado desse triangulo, procedendo dessa forma para as “n” etapas de construcao

desse fractal.

3.2.1 O floco de neve de Koch e contagem

Pelo que foi visto da construcao do floco de neve de Koch e tomando o compri-

mento do lado do tridngulo equilatero igual a “C”, obteremos:

e Na iteragio zero, 3 segmentos (ou 3.4° segmentos);

e Na iteragio um, 12 segmentos (ou 3.4! segmentos);

e Na iteragao dois, 48 segmentos (ou 3.4% segmentos);

e Na iteragio trés, 192 segmentos (ou 3.4° segmentos);
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e Na iteragiao quatro, 768 segmentos (ou 3.4* segmentos), desta forma para “n” itera-

¢oes temos 3.4™ segmentos.

Como 4 > 1, percebemos que a partir do momento que “n” tende ao infinito, o
nimero de segmentos tende ao infinito.

Analogamente a curva de Koch a quantidade de segmentos provenientes em cada
iteracao no floco de neve de Koch, constituird uma sequéncia do tipo P.G. (progressao
geométrica) de razao 4, assim temos que a quantidade de segmentos no conjunto de todas

as iteracoes sera dada pela soma dos termos dessa sequéncia.

3.2.2 Perimetro no floco de neve de Koch

Analisando as etapas de construcdo apresentadas anteriomente segue-se que:
e Na iteracao zero, temos 3 segmentos de comprimento C cujo perimetro é:

P =3C

e Na itera¢do um, temos 3.4 (ou 3.4') segmentos de comprimento 3 cujo perimetro

é:

C
e Na iteragao dois, temos 3.16 (ou 3.4?) segmentos de comprimento 9 cujo perimetro
é:

C
P = 3.16.—
9

C
4 2
= 3C.(§)

C
e Na iteragao trés, temos 3.64 (ou 3.4%) segmentos de comprimento 27 cujo perimetro

é:

P = 364.—
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C
e Na iteragio quatro, temos 3.256 (ou 3.4') segmentos de comprimento 3L cujo peri-

metro é:

P = 3.256.—

e Desta forma para “n” iteragoes temos 3.4™ segmentos cujo perimetro é dado por:

<
=

= 3C.(§)“

P = 34"

Como 4/3 > 1 temos que o perimetro tende ao infinito, quando o nimero “n”
de iteragoes tende ao infinito. Observamos tanto na curva de Koch quanto no floco de

neve de Koch que apos cada iteragao o perimetro é dado por uma P.G. de razao 4/3.

3.2.3 Area no floco de neve de Koch

Inicialmente para a iteragao zero tomaremos a area do triangulo equilatero igual
a “A”. Seguindo nosso processo de construcao desse fractal, poderemos perceber que em
cada lado desse tridngulo haverad um aumento em sua area equivalente a 1/9 da original
para proxima iteracao.

Assim na iteracdo um, para um dos lados teremos uma area A; = %A

Dando sequéncia a esse procedimento, teremos:

1 4
e Na iteracio dois uma area A, = A, + 4.§A1 = (1+ §)A1
L . 4 16 4, (42
e Na iteracao trés uma area Az = A + §A1 + 8—1A1 =1+35+(5)°)A

Dessa forma para "n'"iteragoes teremos uma area respectivamente dada por:

An=(14+4/9+ (4/9%+ ...+ (4/9)™ HA,
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Observamos que a sequéncia (1,4/9, (4/9)?, ..., (4/9)™ ') é uma P.G. de razao
4/9, da:

Como esse procedimento deve ser feito para os trés lados do triangulo, para
obtermos a area do floco de neve de Koch, basta multiplicarmos A, pelo fator trés e
adicionarmos a area inicial “A”.

Assim, temos que a area total desse fractal é dada por:

Ar = 3AL+A

Por outro lado poderiamos ter feito esse procedimento considerando ambos os

lados desse triangulo obtendo para a iteracao um uma area

1
Al = A+ 3.§.A

1
= A+-A
T3

Dando sequéncia a esse procedimento, teremos:
e Na iteracao dois uma area

1 1
= . 12.—.
Ay A+39A+ 81A
1 4
= A+-A+=A
+3 +27

1 4

= A+(C+0)A
T

1 14

= A+(c+--)A
3139
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e Na iteracao trés uma area

A, = A+%A+;7A+48.%A
= A+%1A+517A71LG%A
= A+(§+§+E)A
= A+((1+%.g+%.(é)2)./z\

Dessa forma para “n” iteracoes teremos uma éarea respectivamente dada por:

_ 1 14 1 4, 1 4, 1 4.,
An = A+(3+3.9+3.(9) +3.(9) +...+3.(9) ).A
1 4 4 4 4
= A+ =(14+=4+ =P+ + .+ H))A

+(3(+9+(9)+(9)+ +(9) ))

Como a sequéncia (1,4/9, (4/9)?, ..., (4/9)™ 1) é uma P.G. de razao 4/9, temos

que:
. 1
A, = A+—.<—4)A
37\1—-2=
9
_ 1 /1 N
= Ats 5/9
19
- A+-.-A
*t35
3
— A+ZA
tg
_ 8
5
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3.3 O conjunto de Cantor

0 1
0 1 0 1
— — — —
0 1 0 1 0 1 0 1
- - - - - - - -
01 o1 01 o1 01 o1 01 o1
EE mm EE mm EE mm EE mm
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Figura 3.4: O conjunto de Cantor

Dimensao D, onde

D = logN/(log(1/r))

= log2/(log(1/(1/3)))
= (log2)/(log(3)
=0,6309...

Temos aqui um exemplo de um fractal com dimensao entre zero e um.

De forma bem singular para construirmos o conjunto de cantor em contexto
com o ensino aprendizagem na educacao basica direcionada ao ensino médio, inicialmente
consideraremos um segmento de comprimento “C”, a partir deste o dividiremos em trés
partes iguais de comprimento C/3 cada uma. Considerando este procedimento inicial
vamos suprimir a parte central obtendo assim as duas partes laterais, dai procederemos
da mesma forma para os dois segmentos restantes. Repetindo infinitamente esse processo

de iteracao para os demais segmentos subsequentes obtemos o conjunto de Cantor.

3.3.1 O conjunto de Cantor e contagem.

Ao observamos esse processo iterativo podemos notar que:

Na iteracao zero, temos um segmento (ou 2° segmento);

Na itera¢ao um, temos dois segmentos (ou 2! segmentos);

Na iteragao dois, temos quatro segmentos (ou 22 segmentos);

Na iteragao trés, temos oito segmentos (ou 2% segmentos);
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e Na iteragio quatro, temos dezesseis segmentos (ou 2* segmentos) e assim sucessiva-

mente.

Dessa forma para a iteracao “n” teremos 2™ segmentos.

A partir desse momento os discentes poderao perceber que a quantidade de
segmentos restantes no conjunto de Cantor apos cada iteracao, constituird uma sequéncia
do tipo P.G (progressdao geométrica) de razdo 2, de onde a quantidade de segmentos no
conjunto de todas as iteracoes serd dada pela soma dos termos dessa sequéncia.

Como 2 > 1, podemos inferir que a partir do momento que “n” tende ao infinito,

o nimero de segmentos tende ao infinito.

3.3.2 Perimetro no conjunto de Cantor.

Nessa etapa é de nosso conhecimento que tomando um segmento de compri-
mento “C”, temos para a iteragdo zero um perimetro (P) de tamanho “C”. Como cada
segmento a partir da iteracao um, é dividido em trés partes iguais e suprimida a central

segue-se que:
e Na iteracao zero, temos 1 segmento de comprimento C cujo perimetro é:

P():C

e Na iteracao um, temos 2 segmentos de comprimento % cujo perimetro é:

2
P1 - §C
e Na iteracao dois, temos 4 segmentos de comprimento % cujo perimetro é:
4
P2 - §C
219
= (-)°C
5)
e Na iteragao trés, temos 8 segmentos de comprimento % cujo perimetro é:
8
P; = —C
’ 27
2
= (5)°C

3
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e Na iteragao quatro, temos 16 segmentos de comprimento 8% cujo perimetro é:
16
—C

81

- (3)C

P, =

Desta forma para “n” iteracoes temos que o perimetro é dado por:

P=(3)C

Como (2/3) < 1 temos que o perimetro tende a zero, quando o ntimero “n” de
iteragoes tende ao infinito.

Podemos observar ainda que a cada iteracao o perimetro é definido por uma

P.G. de razao 2/3.

3.4 Curva de Peano

A curva que se seguem constroem-se de uma forma idéntica & curva de Koch,
variando o fator de reducao de cada um dos segmentos relativos ao segmento inicial e
automaticamente, o angulo entre estes segmentos. A curva de Peano, apresentada em
1890, ¢ um exemplo de um fractal que preenche o plano. Uma curva que preenche o
plano passa por todos os pontos de uma determinada area, acabando por, gradualmente,
a ocupar na totalidade. O ponto de partida para a construcao da curva de Peano é um
segmento. Na 1% iteracao, o segmento é substituido por 9 segmentos de comprimento
igual a um terco do comprimento do segmento inicial, e colocados como indica a primeira
imagem da figura 3.5. Esses 9 segmentos constituem a 1* iteracao da construcao recursiva
da curva de Peano.

Depois, o processo recursivo aplica-se a cada um dos noves segmentos, até o
infinito. Observa-se que as curvas obtidas nas diferentes iteracoes da recursao, a partir
da primeira, intersectam-se a si proprias nos vértices dos pequenos quadrados que se vao
formando em cada iteracao. Pode-se demonstrar que no limite, isto é, na curva de Peano,

se passa o mesmo, dando-se o preenchimento do plano.
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Figura 3.5: Curva de Peano
Dimensao D, onde
D =1ogN/(log(1/7))

= log9/(log(1/(1/3)))
= (log3?)/(log(3)

= (2.log3)/(log(3)
=9

3.4.1 Curva de Peano e contagem

Dessa forma podemos perceber que nesse processo iterativo de construcao da

curva de Peano temos:

e Na iteragio zero, um segmento (ou 9° segmento);

Na iteracao um, nove segmentos (ou 9' segmentos):
b )

Na iteracao dois, oitenta e um segmentos (ou 9% segmentos);

Na iteragao trés, temos 729 segmentos (ou 9 segmentos);

Na iteragao quatro, temos 6561 segmentos (ou 9* segmentos) e assim sucessivamente,

obtendo para “n” iteracoes 9™ segmentos.

Como 9 > 1, podemos inferir que a partir do momento que “n” tende ao infinito,
o nimero de segmentos tende ao infinito.

Nesta curva de Peano perceberemos que a quantidade de segmentos restantes
apos cada iteracdo, constituird uma sequéncia do tipo P.G (progressdo geométrica) de
razao 9, de tal forma que a quantidade de segmentos no conjunto de todas as iteragoes

serd dada pela soma dos termos dessa sequéncia.
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3.4.2 Perimetro na curva de Peano

Como o ponto de partida para a construcao da curva de Peano é um segmento
e sabendo que em cada iteracao a partir da primeira, os segmentos anteriores sao substi-
tuidos por nove segmentos menores de mesmo comprimento e assim infinitamente, neste

contexto tomando “C” como o comprimento inicial na iteracao zero podemos entao inferir

que:

e Na iteragio zero, temos um segmento (ou 9° segmento) e o perimetro é dado por:

P():C

e Na iteragio um, temos nove segmentos (ou 9' segmentos) cujo perimetro é:

P1 = 9—

e Na iteragao dois, oitenta e um segmentos (ou 9% segmentos) de perimetro:

9

= C.3°

e Na iteragio trés, temos 729 segmentos (ou 9° segmentos) de perimetro:

C
Py = 729.—
s = 120

= 27C
= C.3°

e Na iteracdo quatro, temos 6561 segmentos (ou 9 segmentos) de perfmetro:

C
P, — 1.—
4 656 a1

= 81C
= C.3*
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Podemos agora inferir para “n” iteracoes que o perimetro pode ser obtido por:

C
P, = 9".—
3
C
-

= CJ3"

3211

Como 3 > 1 temos que o perimetro tende ao infinito, quando o nimero “n” de
iteragoes tende ao infinito.

Podemos observar ainda que a cada iteracao o perimetro é definido por uma

P.G. de razéo 3.

3.4.3 Area na curva de Peano

Para determinamos a area ocupada por essa curva, observamos que na iteragao
um temos dois quadrados, na iteracao dois temos 32 quadrados, na iteragao trés temos 338
quadrados. Dessa forma a cada iteracao a curva vai ocupando uma regiao quadrangular
(quadrada) do plano (figura 3.5), de onde o segmento inicial na iteragio zero tornar-se-a a
diagonal dessa regido para “n” muito grande. Assim obtemos que a area (A) dessa regido

pode ser denotada por A = L2, de onde temos pelo Teorema de Pitidgoras que L = 1/C/2.
Dai A = (,/C/2)? =C/2

3.5 A i1lha de Minkowski

oL
o

Figura 3.6: A ilha de Minkowski
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Dimensao D, onde

D = logN/(log(1/7))

= log8/(log(1/(1/4)))
= (log2?)/(log(4)
= (3.1092)/(log(2*)
= (3.10g2)/(2.10g(2)
=3/2
=1,5
Para a construcao dessa curva partiremos de um quadrado com lado de com-
primento “C” que sera submetido a alteragoes recorrentes (iteracoes), como a seguir des-

crevemos:
o e . . C
1. Divide-se cada lado desse quadrado em quatro segmentos de igual comprimento ()

2. A partir dos dois segmentos centrais construiremos dois quadrados, um interno e
outro externo a regiao do quadrado inicialmente considerada. Cada um destes novos

quadrados com lado de comprimento %
3. Suprimimos os dois segmentos centrais de cada lado considerado no passo dois.

4. Procederemos agora repetindo as operacoes referidas nas etapas um, dois e trés para

cada um dos segmentos restantes.

3.5.1 A ilha de Minkowski e contagem

Analisando as etapas de construcao dessa curva inferimos que:

Na iteragao zero, teremos 4 segmentos (ou 4.8° segmentos);

Na itera¢ao um, teremos 32 segmentos (ou 4.8 segmentos);

Na iteracao dois, teremos 256 segmentos (ou 4.82 segmentos);

Na iteragao trés, teremos 2048 segmentos (ou 4.8% segmentos);

Na iteragao quatro, teremos 16384 segmentos (ou 4.8* segmentos) e assim por diante,

o que nos faz inferir que na iteracao “n” teremos 4.8™ segmentos.
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Como 8 > 1, percebemos que a partir do momento que “n” tende ao infinito, o
nimero de segmentos tende ao infinito.

Dessa forma a quantidade de segmentos provenientes em cada iteracao na ilha
de Minkowski, constituird uma sequéncia do tipo P.G. (progressao geométrica) de razao 8,
assim temos que a quantidade de segmentos no conjunto de todas as iteracoes serd dada

pela soma dos termos dessa sequéncia.

3.5.2 Perimetro na ilha de Minkowski

Analisando o procedimento de construcao desse fractal percebemos que em cada

iteracdo, o perimetro da linha aumenta (tendendo para o infinito), assim:

e Na iteragao zero, teremos 4 segmentos (ou 4.8° segmentos) de comprimento C cada

um, cujo perimetro ¢ dado por:

PO - 4C
= 22.C

— 20+2.C

e Na iteragdo um, teremos 32 segmentos (ou 4.8! segmentos) de comprimento C/4

(4%) cada um, cujo perimetro ¢ dado por:

C
= 8C
= 22.C

— 21+2.C

e Na iteragao dois, teremos 256 segmentos (ou 4.8% segmentos) de comprimento C/16

(4%) cada um, cujo perimetro é dado por:

C

Py, = 256.(—
: ()

= 16C
= 2'.C

— 22+2.C



Capitulo 3. Fractais, contagem, perimetros, areas, volumes e sequéncias. 34

e Na iteragao trés, teremos 2048 segmentos (ou 4.8% segmentos) de comprimento C/64

(5) cada um, cujo perimetro é dado por:

43

Ps

C

= 2048.(—)

64

= 32C
= 2°C

— 23+2.C

e Na iteragdo quatro, teremos 16384 segmentos (ou 4.8% segmentos) de comprimento

C/256 (4%) cada um, cujo perimetro é dado por:

Py

C
1 4.(—
638 (256)
64C
20.C
24+2.C

Desta forma podemos inferir que na iteragao “n” teremos 4.8™ segmentos de

C

comprimento (-=) cada um, cujo perimetro é dado por:

41’1

P =

C

4.8™ (—

8 (4n)
8 n

4.(1) .C
22 9n C

2T1+2' C

Como 2 > 1, percebemos que a partir do momento que “n” tende ao infinito, o

perimetro desse fractal tende ao infinito.

Notemos que o perimetro dessa curva proveniente de cada iteracao na ilha de

Minkowski, constituird uma sequéncia do tipo P.G. (progressao geométrica) de razao 2.

3.5.3 Area na ilha de Minkowski

Analisando as etapas de construcao dessa curva, perceberemos que & medida

que o nimero de iteragoes “n”

cresce 0 perimetro aumenta e a area permanece constante.
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3.6 O triangulo de Sierpinski

Waclaw Sierpinski (1882 - 1969), matematico polonés, que foi professor em
Lvov e Warsaw, em 1915 descreveu o Triangulo de Sierpinski. Este triangulo é obtido
como limite de um processo recursivo. Para comecar o processo partimos de um triangulo
equilatero. Em seguida unem-se os pontos médios de cada lado do triangulo, formando
quatro triangulos cujos lados estao ligados. Retira-se agora o triangulo central. A recursao
consiste em repetir indefinidamente o procedimento anterior em relagao a cada um dos
triangulos obtidos. O tridngulo de Sierpinski tem varias propriedades curiosas como a
de ter tantos pontos como o dos conjuntos dos nimeros reais, ter adrea igual a zero, ser
autossemelhante (isto é, uma pequena por¢ao do triangulo ¢ idéntica ao tridngulo todo
a menos de uma escala adequada) e ndo perder a sua defini¢cdo inicial & medida que é

ampliado.

La :
Lad £a
Ab Aa

da A
dadadadi Al 4

-
.h: a2
E'b'

>

Figura 3.7: O triangulo de Sierpinski

Dimensao D, onde

D = logN/(log(1/7))

= log3/(log(1/(1/2)))
= (log3)/(log(2)
=1,584...
Uma das maneiras de se obter um triangulo de Sierpinski é através do seguinte

algoritmo:

1. Comece com qualquer tridngulo em um plano. O tridngulo de Sierpinski can6nico
utilizava um triangulo equildtero com a base paralela ao eixo horizontal, mas qual-

quer triangulo pode ser usado. (ver figura 3.7.1).

2. Marque o ponto médio em cada lado desse triangulo, interligue esses pontos e retire

a regido delimitada por eles. (ver figura 3.7.2).
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3. Repita o passo 2 para cada figura obtida, indefinidamente. (ver a partir da figura

3.7.3)

Embora no processo acima a figura inicial seja um triangulo, ndo é necessério
partir de um para se chegar ao triangulo de Sierpinski. E possivel utilizar qualquer figura

geométrica (ver figura abaixo), o triangulo s6 é utilizado para facilitar a visualizacao.

_ [ ¥- ¥

Figura 3.8: O triangulo de Sierpinski a partir de um quadrado

O fractal propriamente dito s6 é obtido quando o processo de algoritmo é repe-
tido infinitas vezes, mas conforme o nimero de iteracoes aumenta, a imagem obtida tende

a se tornar cada vez mais parecida com o fractal.

3.6.1 O triangulo de Sierpinski e contagem

Acompanhado as etapas de construcao desse fractal, perceberemos que:

Na iteracao zero, temos 1 triangulo (ou 3° triangulo);

Na itera¢ao um, trés triangulos (ou 3! tridngulos);

Na iteragao dois, nove triangulos (ou 3? triangulos);

Na iteragdo trés, vinte e sete triangulos (ou 33? triangulos);

(1))

Na iteragdao quatro, 81 triangulos (ou 3? triangulos), desta forma para “n” iteragoes

temos 3™ triangulos.

Como 3 > 1, percebemos que a partir do momento que “n” tende ao infinito, o
ntmero de tridngulos tende ao infinito.

Desta forma a quantidade de triangulos provenientes apos cada iteracao, cons-
tituird uma sequéncia do tipo P.G. (progressdo geométrica) de razdo 3, assim temos que
a quantidade de triangulos no conjunto de todas as iteracoes sera dada pela soma dos

termos dessa sequéncia.
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3.6.2 Relacao entre o triaAngulo de Sierpinski e o triAngulo de

Pascal

Também existe uma relagao com o triangulo de Pascal. Montando o triangulo
de Pascal com 2™ linhas, e pintando os niimeros pares de branco e os ntimeros impares de

preto, a figura obtida a seguir serd uma aproximacao do triangulo de Sierpinski.

Figura 3.9: O triangulo de Sierpinski/Pascal

O triangulo de Pascal “transforma-se” assim no triangulo de Sierpinski.

Mas esta nao € a tnica relacao interessante que podemos obter com o triangulo
de Pascal. Considerando, por exemplo, os restos da divisao por cinco dos elementos do
triangulo de Pascal. Se retirarmos os elementos cujos restos sao zero e colorirmos de
vermelho, verde, azul e amarelo os elementos cujos restos sao 1, 2, 3 e 4 respectivamente,

obtemos a figura 3.10. Mas estes sao apenas dois exemplos, podemos encontrar muitos

Figura 3.10: O triangulo de Sierpinski/Pascal (divisao por cinco)

outros.

3.6.3 Perimetro no tridngulo de Sierpinski

Acompanhado as etapas de construcao desse fractal e tomando “C” como o

comprimento do lado deste triangulo (figura 3.5), perceberemos que:
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e Na iteragio zero, temos 1 triangulo (ou 3° triangulo de lado C) cujo perimetro é:

PUZSC

e Na iteragdo um, teremos trés triangulos (ou 3! triangulos de lado %) de perimetro:

10

P1:

2
o

I

w

@)
NCYRSC

)1

e Na iteracdo dois, teremos nove triangulos de lado § (ou 3% triangulos de lado 5 )

de perimetro:

e Na iteracao trés, vinte e sete triangulos de lado % (ou 33triangulos de lado 2%) de

perimetro:

e Na iteracao quatro, 81 triangulos de lado % (ou 3* triangulos de lado

C

1) de peri-

metro:

Py = 813.—

Desta forma para “n” iteracoes teremos 3™ triangulos de lado 2% cujo perimetro serd dado

por:
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[ )]

Como (3/2) > 1, percebemos que a partir do momento que “n” tende ao infinito, o
perimetro tende ao infinito. Podemos observar ainda que apés cada iteracao o perimetro

fica definido por uma P.G. de razao 3/2.

3.6.4 Area no triangulo de Sierpinski

Acompanhado as etapas de construcao desse fractal e tomando “A” como a area

do triangulo equilatero na iteracao zero, perceberemos que:

e Na iteragio zero, temos 1 triangulo (ou 3° triangulo) de 4rea

A():A

e Na iteragio um, temos trés triangulos (ou 3! triangulos) de area % cada um, daf:

>

A1:

o W

4
= “A

e

e Na iteracdo dois, nove triangulos (ou 3* triangulos) de area £ cada um, dai:

A
A.2 - 9%
A
2
S
32
= (5)2A
)

e Na itera¢ao trés, vinte e sete triangulos (ou 3% triangulos) de drea £ cada um, daf:

A
A = 27.—
3 64
A

_ 3
BT

- ()'A

A

& cada um, datf:

e Na iteragiao quatro, 81 triangulos (ou 3* tridngulos) de area

A
Ay = 81—
4 256
A
4
3' 0
3 4
= (2)A
(4)
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Desta forma para "n"iteracoes temos 3™ triangulos de area 4% cada um, daf:

A
o

= OrA

An = 3"

Como (3/4) < 1, percebemos que a partir do momento que “n” tende ao infinito, a area
de um triangulo de Sierpinski tende a zero. Isso pode ser percebido quando observamos
que, a cada iteracdo, a area da figura obtida foi reduzida em 25% em relacao a area da
figura original.

Desta forma a area de todos os triangulos provenientes apo6s cada iteracao,

constituird uma sequéncia do tipo P.G. (progressao geométrica) de razao 3/4.

3.7 A esponja de Menger

Figura 3.11: A esponja de Menger

Dimensao D, onde D = logN/(log(1/1))
= 10g20/(log(1/(1/3)))
= (log20)/(log(3)
=2,726...
Podemos iniciar a construcao deste fractal a partir de um cubo de aresta “A” para a
iteracao zero, que serd submetido a alteracoes recorrentes, de acordo com as seguintes

etapas:

1. Divide-se o cubo em 27 cubos menores congruentes de aresta A/3, em seguida

retiramos o cubo central e os cubos centrais de cada face.

2. Repetiremos esse procedimento para os 20 cubos restantes e continuamos a fazer

esse processo recursivo infinitas vezes.
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3.7.1 A esponja de Menger e contagem

Considerando o procedimento descrito acima, obtemos:
e Para a iteragao um, 20 (ou 20') cubos;
e Para a iteragao dois, 400 (ou 20?) cubos;

e Para a iteracao trés, 8000 (ou 20%) cubos, assim para a iteragao “n” teremos 20™

cubos.

Como 20 > 1, percebemos que a partir do momento que “n” tende ao infinito,
o nimero de cubos tende ao infinito.

Desta forma a quantidade de cubos provenientes apds cada iteracao, constituira
uma sequéncia do tipo P.G. (progressao geométrica) de razao 20.

Outra contagem que poderiamos apreciar diz respeito a retiradas dos cubos em

cada iteracao, o que nos faz concluir que:
e Para a iteracao um, 7 cubos;

e Para a iteracao dois, 7. 20 cubos;

e Para a iteragdo trés 7. 400 (ou 7.20%) cubos, assim para a iteragdo “n” teremos

7.20™ ! cubos.

Como 20 > 1, percebemos que a partir do momento que “n” tende ao infinito,
o niimero de cubos retirados também tende ao infinito.
Desta forma a quantidade de cubos retirados provenientes apos cada iteragao,

constituird uma sequéncia do tipo P.G. (progressao geométrica) de razao 20.

3.7.2 Perimetro na esponja de Menger

Observando a construcao da esponja de Menger, concluimos que:

e Na iteracao zero obtemos doze arestas de comprimento “A” cada uma, assim teremos
um perimetro:

P() - 12A
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e Na iteracao um devemos considerar apenas os seis cubos das faces cuja aresta é
de A/3 cada uma, como cada cubo menor tem doze arestas com comprimento A /3

teremos um aumento no perimetro inicial de 6.12.%. Dai o perimetro seré dado por:

A
PL=12A+612.5

e Na iteragao dois sao retirados 7.20 cubos de aresta A /9 cada um, no entanto devemos
considerar apena os 6.20 cubos retirados, como cada cubo menor nessa iteracao tém
doze arestas com comprimento A /9 teremos um aumento no perimetro anterior de

6.20.12.%. Dai o perimetro serda dado por:

A A
P, = 12A+ 6.12.5 + 6.20.12.5
1 20

e Na iteragio trés sao retirados 7.20° cubos de aresta A /27 cada um, novamente vamos
considerar apenas os 6.20% cubos retirados, dessa forma cada cubo menor nessa
iteracao tém doze arestas com comprimento A /27, assim teremos um aumento no

perimetro anterior de 6.(20)2.12.%. Dai o perimetro sera dado por:

A A A
P, = 12A+ 6.12.E + 6.20.12.5 +6.(20)%.12.—=

27

120 207

= 12 A2A(- 4+ — + —
A+6 A(3+9+27

Assim para a iteracdo “n” sao retirados 7.20™"! cubos dos quais devemos con-
siderar 6.20™ ! cubos de aresta 3% cada um.

Dessa forma a cada iteracao teremos um aumento do perimetro em relacao ao

anterior de 6.(20)“_1.12.3%. Dai o perimetro da esponja de Menger ¢ dado por:

A A A
P, = 12A+ 6.12E + 6.20.12.5 +..+ 6.(20)“—1.12.3—n
1 20 20)n!
= 12A+6.12.A(§+§+...+ ( 3)71 )

1 20 (20!

37 97 3n

Observamos que a sequéncia ¢ uma P.G. de razao 20/3, assim

temos:

Po = 12446124 (4 (H)H)

= 12A+612A. (1 ()2
E

20

— 12A +6.12A. ((?1);‘*1

N——
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[{}]

Como (20/3) > 1, percebemos que a partir do momento que “n” tende ao

infinito, o perfimetro também tende ao infinito.

3.7.3 Area na esponja de Menger

Tomemos agora “S” como sendo a area de uma das faces quadradas do cubo,

dai temos na iteracao zero uma area So = 6S.

e Na iteracao um devemos considerar os seis cubos menores retirados das seis faces
laterais do cubo original, dessa forma serao retirados da area inicial 6%, pois cada
quadrado menor em cada face tem area S/9 em relacao area do quadrado da face
inicial do cubo original. No entanto ao retirarmos os seis cubos menores, cada
um deixa uma vala quadrada na respectiva face de onde o mesmo foi removido,
deixando assim uma &rea a ser acrescentada de 6.4.%. Inferimos entao que a area

nessa iteracao é dada por:

S
Sl — 65 + 64— -

D

= 6S+6S.

NeJ TN
O =

= 6S+6S.

= 6S+6S.

WOl w

+

)

= 6S(

Wl =
W —
—

= 6S(
— 8S

e Naiteragao dois devemos considerar os 6.20 cubos retirados das faces dos vinte cubos
que restaram da iteracao um, cada um deixa uma vala quadrada na respectiva face de
onde o mesmo foi removido, deixando assim uma éarea a ser acrescentada de 6.20.495—2
e devemos retirar uma area de 8.6.95—2 e 4.6.95—2 referentes aos quadrados suprimidos das

faces da iteracao dois e da supressao dos quadrados das valas inseridas da iteracao
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um. Dai concluimos que a area nessa iteracao é dada por:

Se = S+ 6.20.498—2 - 8.6.98—2 - 4.6.%
= S+ 6.20.4.% - 12.6.98—2
= S+ 6.20.4.% — 6.3.498—2
= S+ 6.4.5.(3—8 — %)
= 6S+ 68.% + 6.4.5.(5)
= 6S+ 68.(% - 4.3—2)

e Na iteracdo trés devemos considerar os 6.20° cubos retirados das faces dos qua-
trocentos cubos que restaram da iteracao dois, cada um deixa uma vala quadrada
na respectiva face de onde o mesmo foi removido, deixando assim uma Aarea a ser
acrescentada de 6.202.4.53 e devemos retirar uma area de 8.8.6.9%, 8.4.6.9§3 e 4.4.6.;3
referentes aos quadrados suprimidos das faces da iteracao trés e da supressao dos
quadrados das valas inseridas da iteracao dois e da iteracao um. Dai concluimos

que a area nessa iteracao ¢ dada por:

S3 = Sy 6.202.4% — 8.8.6.95—3 — 8.4.6.% — 4.4.6.98—3
2024 88 84 44

93 9 93 93
= 6S+ 68.(% + 4.%) - 6.5.(1358
= 6S+ 65.(l + 4.H + 1488)
1 417 4.372

3 92 93
= 6S+6S.(z +—
* (3 * 92 * 93

= S, +6.5.(

)

Assim para a iteracao “n” devemos considerar os 6.20" ! cubos retirados das
faces dos 20™ ! cubos que restaram da iteracio anterior, cada um deixa uma vala qua-

drada na respectiva face de onde o mesmo foi removido, deixando assim uma area a ser

A1 6. S refe-

acrescentada de 6.20"7!.4. 2 e devemos retirar 8™ 1.6, 5, 8™ 2.4.6. o

91’1 ) 9'”- b
rentes aos quadrados suprimidos das faces da iteragao “n” e da supressao dos quadrados

das valas inseridas da iteracao n-1, n-2,..., 2 e da iteragao um.

Dai concluimos que a area na iteracao “n” é dada por:

S S S S S
Sh=S,1+620" 14— — (8" 16— +8"246.— + ... +4"2.8.6.— + 4™ 16—
1+ on ( on + on + ...+ on + 9n)
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Dessa forma a cada iteracao teremos um aumento da area posterior em relacao
a area anterior, inferindo assim que a area da esponja de Menger tende ao infinito quando

“n” tende ao infinito.

3.7.4 Volume na esponja de Menger

Seja “V” o volume do cubo considerado para a construcao da esponja de Menger,

obtemos que:

e Na iteracao zero temos um volume Vo =V

e Na iteracao um observamos que foram retirados sete cubos de volume v; = 2—\; cada
um, pois nessa iteragao a aresta de cada cubo menor é A /3. Dessa forma na iteragao
um serd retirado um volume equivalente a 7v{, logo podemos denotar o volume na

iteracao um por:

V1 = V—7\)1
V

7
= V.1——=
(1-5)

e Na iteragdo dois sdo retirados 7.20 cubos de aresta A/9 dos vinte cubos restantes

A%

g = % . Dessa forma na iteracao

da iteracao anterior, cada um com volume vy =

dois sera retirado um volume da iteragao anterior equivalente a 7.20.vy, dai temos:

V2 = V- 7\)1 — 7.20\)2

Vv Vv
= —7.— —7.20.—
V-7 57 7.20 572
1 20
= V_7V'(§+ﬁ)

e Na iteragao trés sio retirados 7.20% cubos de aresta A/27 dos quatrocentos cubos

restantes da iteracao anterior,cada um com volume v = % Dessa forma nessa

iteracao sera retirado um volume da iteracdo anterior equivalente a 7.202.vs, daf

temos:

V3 = V- 7\)1 — 7.20\)2 — 7.202.\)3

\% \% \%
= V—7——720.— —7.20>°.—
27 272 273
1 20 202
= V-7V.(—+ — 4+ =—
(27 + 272 + 273)
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LL 7

Assim para a iteracao “n” sao retirados 7.20™ !cubos de aresta A dos 20m!

cubos restantes da iteracao anterior, cada um com volume v,, = . Dessa forma sera

27“

retirado um volume da iteracdo anterior equivalente a 7.20™!.v,,, dai temos:

V, = V—=Tv;—T7.20vy —7.20%v3 — ... — 7.20" ‘v,
\% \% \%
= V—-7——720.— —720%— — ... — 720" —
727 70272 70273 720 om
20 202 20n—1
= V—-7V. — 4+ ==
7 (27+272+273+ o)

1 20 202 20m—1

570 577 5780 ey o ) & uma progressao geométrica de

Notemos que a sequéncia (

razao 20/27, dai:

Vo, = V=1V @ (@Ei):l))

Desta forma podemos perceber que quando “n” tende ao infinito o termo (3—2)“

tende a zero, nesse contexto podemos escrever:

Vo = V=TV

()

w‘
S

AA

- v (s ()
1 27
= V-TV(=.—
(=)
= V-V
= 0
Portanto concluimos que quando o niimero de iteragoes “n” tende ao infinito o

volume da esponja de Menger tende a zero.
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3.8 O tetraedro de Sierpinski

Figura 3.12: O tetraedro de Sierpinski

Dimensao D, onde D = logN/(log(1/7))
= log4/(log(1/(1/2)))
= (log2®)/(log(2)
= (2.log2)/(log(2)
=2
O tetraedro de Sierpinski é uma generalizacao no espaco do tridngulo de Sier-
pinski. Neste caso temos um objeto no espaco tridimensional, com dimensao 2.
Para construimos o tetraedro de Sierpinski, considere um tetraedro regular de
aresta “A”, em cada aresta marque seu ponto médio interligando esses pontos. Retire
o solido delimitado por tais linhas, obtendo assim a primeira etapa na construcao desse

fractal. Repita esse procedimento para as demais etapas obtendo assim o fractal desejado.

3.8.1 O tetraedro de Sierpinski e contagem

Seguindo o método de construcao desse fractal podemos inferir que:
e Na iteragio zero temos um tetraedro (ou 4° tetraedros).

e Na iteragdo um temos quatro tetraedros (ou 4! tetraedros).
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e Na iteragao dois temos dezesseis tetraedros (ou 4% tetraedros).
e Na iteragio trés temos sessenta e quatro tetraedros (ou 43 tetraedros).

Seguindo as etapas de construcao, para “n” iteracoes teremos 4™ tetraedros.

Como 4 > 1, percebemos que a partir do momento que “n” tende ao infinito, o
ntumero de tetraedros tende ao infinito.

Dessa forma a quantidade de tetraedros provenientes em cada iteragao, cons-
tituird uma sequéncia do tipo P.G. (progressao geométrica) de razao 4, assim temos que
a quantidade de tetraedros no conjunto de todas as iteracoes serd dada pela soma dos

termos dessa sequéncia.

3.8.2 Perimetro no tetraedro de Sierpinski

Retomando o processo de construcao desse fractal, perceberemos que na itera-
¢ao zero teremos um perimetro Py = 6A = 3.2.A, pois temos um (ou 4°) tetraedro com

seis arestas cada uma medindo 2%.

e Para a iteragao um teremos um perimetro P; = 4.6.§1 = 12A = 3.22A, pois nessa
iteragao temos quatro (ou 4!) tetraedros menores, cada um com seis arestas de

: A
comprimento .

e Na iteracao dois teremos dezesseis (ou 4?) tetraedros, cada um com seis arestas de

comprimento %. Dai o perimetro pode ser dado por: Py, = 16.6.% = 24A = 3.23A.

e Na iteragao trés teremos 64 (ou 43) tetraedros, cada um com seis arestas de com-

primento 2% . Dai o perimetro pode ser dado por: P3 = 64.6.% = 48A = 3.2*A.

Dessa forma para a iteracao “n” teremos 4™ tetraedros cada um com seis arestas de

A

5w > logo teremos um perimetro dado por: P, = 4“.6.2% = 32" LA,

comprimento
Como 2 > 1, percebemos que a partir do momento que “n” tende ao infinito, o
perimetro desse fractal tende ao infinito.
Dessa forma o perimetro desse fractal apds cada iteracao, constituird uma

sequéncia do tipo P.G. (progressdo geométrica) de razao 2, ou seja o perimetro dobra

apo6s cada iteracao.
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3.8.3 Area no tetraedro de Sierpinski

Como o tetraedro de Sierpinski é uma generalizagao do triangulo de Sierpinski

no espaco, seque-se que suas faces sao formadas por triangulos equilateros. Seja ainda “S”

V3

a area de uma dessas faces, logo podemos inferir que S = AQ(T). Portanto a area desse

fractal na iteracao zero é Sy = 4S = 4.A2(‘/T§) = A2\/3

Assim podemos concluir que:

e Na iteracao um teremos uma area S; = 4.4.(%)2.(%5) =A2./3

e Na iteragio dois teremos uma area S, = 16.4.(4)%.(%42) = A2.V/3
e Na iteragio trés teremos uma area Sy = 64.4.(4)%.(42) = A2.V/3

Portanto, na iteracao “n” teremos uma area para o tetraedro de Sierpinski dada

por: S, = 4“.4.(2%)2.(*/75) = A%.1/3, ou seja, a area nesse fractal é constante.

3.8.4 Volume no tetraedro de Sierpinski

Seja “A” a aresta do tetraedro na construcao do tetraedro de Sierpinski na

iteracao zero, seja ainda “V” o volume desse tetraedro, assim temos que:

Vo= 5 ((ees) ()
1
= 5 (o)
- 5 (wes)
- ()

Portanto o volume desse fractal na iteracao zero é Vo =V = <A3(\1/—2§)>.

Seguindo esse procedimento:

e Na iteracao um temos que a aresta é QA“ dai:

—
2>
—
w
—
SIS
N
~

NN
>
w
—
S
—r
~—

[\D.Ir—t e
N
>
e
Sl
o
N———
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e Na iteracao dois temos que a aresta é 2%, dai:
V, = 42, (
: (
22
e Na iteracao trés temos que a aresta é %, dai:

Vi = 2 ((2).08)
( V)
12

Analogamente para a iteracdo “n” teremos que a aresta mede 2 2w, daf:

Em cada iteracao, podemos perceber que a area total mantém-se constante a

medida que o volume tende a zero.



Capitulo 4

Fractais versus alunos: construcao e

aprendizado

4.1 Coleta de dados

As informacoes que serao apresentadas foram coletadas na Escola de Ensino
Médio Nazaré Severiano, no Municipio de Santana do Acaratu, Ceara, no periodo de
fevereiro a setembro de 2018, tendo como publico-alvo os alunos matriculados no ensino
médio, em especial, discentes do primeiro ano dessa etapa de ensino.

Buscamos nessa pesquisa verificar as dificuldades, conflitos e desinteresses que
desvincule o aprendizado do aluno e sua aceitagao da introducao dos fractais como ele-
mento facilitador dessa forma de aprendizagem.

Foram aplicadas aos alunos, em provas parciais ou bimestrais, questoes envol-
vendo fractais em contexto com contetidos usuais do ensino médio, buscando verificar
a melhoria do aprendizado. Foram desenvolvidas também atividades de construcao dos

fractais envolvendo contetidos dentre outros como contagem, perimetros, areas e volumes.

o1
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4.2 Apresentacao dos dados

Apos o levantamento de todas as informacoes adquiridas foi possivel detectar
recursas, dificuldades e barreiras que delimitam o ensino-aprendizagem no que diz respeito
4 introducao do novo em consonancia com a forma tradicional de ensino. Dessa forma
iremos apresentar os dados referentes a4 pesquisa feita com os alunos envolvidos nesse

processo.

4.3 Dificuldades do professor facilitador

Nessa perspectiva de aprendizagem por intermédio de um simples balbuciar do
aluno em aula pode influenciar negativamente no processo de aplicacao dos fractais e na
propria Matematica em si, inserindo quebras na conciliacao desse aprendizado entre os
alunos através de assuntos desvinculados do contexto apresentado.

As salas de aula sao excessivamente miscigenadas, com desenvolvimento cog-
nitivos diferenciados tendo alunos que apresentam uma maior aceitacao pelo o que esté
sendo proposto, enquanto outros sao totalmente indiferentes, prejudicando a si mesmo
como também aos colegas de sala e o bom desenrolar da proposta programética. Alunos
inquietos, cheios de hormonios e energia, mas que infelizmente é direcionada para assun-
tos alheios a componentes educacionais, novelas, filmes, violéncia, sexo sao os didlogos
frequentes entre esses jovens que nao veem o estudo como ponto de partida inicial para
uma boa formacao pessoal e profissional. Até mesmo bullying é praticado em sala de aula
desvinculando o professor da sua abordagem pedagdgica inicialmente programada para
um direcionamento de aula voltada ao respeito mutuo e as diferencas entre as pessoas.

O desinteresse é um fator contundente a boa assimilacao dos conteiidos ministra-
dos, seja ele no campo dos fractais ou numa simples memorizacao de tabuada instrumento
tao antigo, mas que ainda tem tolerancia no aprendizado matematico.

O aluno em muitos casos se apresenta sem “base”, sem os conhecimentos mini-
mos desejados e necessarios para adentrar e acompanhar com eficiéncia um novo contetdo
exposto. Ha grande dificuldade para motivar os alunos pelo gosto & Matematica, pois mui-
tos ja trazem consigo essa antipatia desde cedo que surge em alguns casos de seu proprio

lar. Heranca dos pais? A escola também gera essa antipatia aos conteudos matematicos?
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O linguajar com o qual é apresentado o contetido também é um fator que interfere na boa
aprendizagem do discente, percebe-se nos sistemas de monitoria que alunos que tém mui-
tas dificuldades na sala de aula sentem-se mais livres para perguntar e fazer indagacoes
sobre a disciplina exposta pelo colega aluno-monitor do que com o professor na sala de

aula do cotidiano.

4.4 Dificuldades apresentadas pelos alunos na aplica-
cao dos fractais em consonincia aos assuntos pro-
gramaticos da educacgao basica

No inicio dessa pesquisa nos deparamos com tantas divergéncias minuciosas
dentre os alunos envolvidos na pesquisa em contra partida aos objetivos tracados para a
construcao desse trabalho. Vérias sao as indagacoes dos alunos ao buscarem relacionar
os fractais em seu contexto didrio de aprendizagem. Um questionamento muito frequente
entre muitos alunos sempre surgia: em que nés vamos usar isso em nossa vida. Sentimentos
de incapacidade, nervosismo, apreensao e muitas vezes desespero por nao encontra uma
solucao adequada para a situacao proposta. O medo de que o resultado se apresentasse
errado em alguns alunos ocasionava segundo relato deles, dores de cabeca por inseguranca
e ineficiéncia para resolver as atividades propostas. A fuga dos elementos era perceptivel
e certo ar de culpa transparecia por buscar um ponto referencial que nao fosse aquele
direcionado & atividade proposta. A irresponsabilidade também surgia em virtude da
sensagao de nao saber “nada”, o medo de errar para alguns alunos estava presente e nesses
casos os alunos se viam estaticos. Porém surgem alunos que transmitem tranquilidade,
alegria, ar de superacao perante a atividade proposta, o desafio pelo proposto e satisfacao
pelo encontro do objetivo alcancado.

Como conciliar os fractais de forma tal a termos a atividade proposta resolvida,
interpretando o que estd sendo estimulado pela mesma? Era uma pergunta frequente. A
incerteza de uma construcao fractal ou outra ser mais viavel ou nao, descobrir a recor-
réncia correta o raciocinio adequado se apresentava como uma nova barreira buscando
adequar a inferéncia as informacoes descritas na atividade. A lembranca de um contetdo

anteriormente visto ¢ repensado para que de alguma forma possa auxiliar e estimular o
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desenrolar da atividade proposta.

Alguns alunos afirmam ainda que ndo tém interesse nas aulas de Matemética
ou que nao morrem de amores pela mesma nem sabem a onde vao aplicd-la. Por que
entao aprender uma nova Matematica em paralelo com a usual que ja nao gostamos?

Outros sao de certa forma “realistas”, pois afirmam:

Eu nao prestei atencao a aula durante a explicacao do professor;

Eu estava fazendo bagunca;
- Eu conversava com meus amigos;

- FEu fico na aula jogando papel;

Eu estava mexendo no celular. (Hoje uma das principais fontes de desatengao em

relagao ao aprendizado)

Infelizmente ainda temos alunos com essa falsa realidade, cujas dificuldades para
aceitar o novo sao enormes ou até mesmo na Matematica usual é grande essa recursa, em

alguns partem de uma incumbida indisciplinaridade.

4.5 Relatos de aprendizados: A influéncia dos fractais
no ensino.

As construgoes, opinioes e calculos apresentados em imagens neste capitulo
foram desenvolvidos pelos alunos demonstrando o conhecimento adquirido em consonancia
com os fractais e sua influéncia na aprendizagem.

Algumas dessas construgoes representadas em imagens trazem em destaque con-
tagens, sequéncias, perimetros e areas dos fractais em contexto com assuntos da educac¢ao

béasica desenvolvidas pelos alunos ao longo do processo da aplicagao desse aprendizado.

Aluno A - St

Os fractais sao objetos em que cada parte é semelhante ao objeto como um

todo. Fles sao considerados figuras que nao fazem parte da Geometria Euclidiana.
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Acreditam que essas figuras despertam a curiosidade e o intelecto do aluno.
Com varios passos a serem tomados e a necessidade do raciocinio 16gico para concluir e
dar formas a imagens infinitas, transforma a aprendizagem do estudante em sala de aula
ainda mais satisfatoria.

Os fractais estao presentes na natureza e na nossa vida cotidiana, assim eles
merecem ter sim uma parte do nosso estudo escolar. Acredito que seja satisfatério o
ensino sobre esse assunto, pois uma carga maior de conhecimento beneficia cada vez mais

o aluno.

Aluno B - Nik

Fractais sao figuras geométricas “muito loucas”, produzidas por meio de equa-
coes matematicas que podem ser feitos a mao ou por programas de computador. O mais
interessante é que eles contém, dentro de si, copias menores deles mesmos. Essas copias,
por sua vez, contém copias ainda menores e assim sucessivamente.

A curva de Koch é um bom exemplo de fractal, para cria-la é simples e repeti-
tivo: adicionar triangulos ao perimetro de um triangulo inicial (que se dirige a um floco
de neve).

Quando comecei a estudar sobre fractais, percebi que eles estao ao nosso redor.
Na natureza existem varios exemplos de imagens que se aproximam muito de fractais,
como as folhas de uma samambaia ou de um brocolis.

Nessa etapa o aluno ja desenvolveu a ideia de contagem, perimetro, sequéncia
e area, embora nao desenvolva adequadamente a construcao desses fractais para obter de

uma forma mais estética sua formulacao generalizada. Observar as figuras 4.1 e 6.1.

Aluno C

A partir desse estudo, vimos nos fractais uma alternativa para trabalharmos
com numeros de uma forma mais complexa, no entanto, percebemos que este tema é
muito mais amplo do que pensavamos inicialmente, podem ser explorados varios conceitos
através dessa geometria. Além disso, a Geometria dos fractais é a Matematica do futuro,
e assim ela é mais interessante para alguns jovens. Na atualidade, atrair os alunos para a

sala de aula nao é uma tarefa facil.
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Aluno D - Kl

Estudar esse ramo tao importante da Mateméatica pode trazer alguns benefi-
cios, pois, sua compreensao ¢ importante para que se tenha um bom desenvolvimento na
matéria, seja na escola ou na universidade, ajudando-nos a entender melhor os objetos e
cenarios do nosso dia a dia, com uma ampliacao da nossa consciéncia, a termos uma visao
mais microscopia de tudo ou até mesmo para que tenhamos muitas analises matematicas
de coisas que podem ser bastante tteis, como as previsoes metereologicas, por exemplo.

Considero os fractais uma arte, assim como as outras formas de expressao, pois
se destacam mais ainda por serem verdadeiros espetaculos de autossimilaridade e que
resultam de fatores diferentes, como das relagoes de recorréncia em cada ponto do espago
ou principalmente por sistemas de funcgoes.

Estudar fractais também é importante para conhecermos alguns grandes nomes
da Matematica que tiveram os mais conhecidos fractais patenteados com seus nomes. O
triangulo de Sierpinski por exemplo, que foi descrito pela primeira vez pelo matemético
polonés Waclaw Sierpinski. Assim cada fractal possui uma historia diferente. Observar

as figuras 6.2; 6.3; 6.4 e 6.5.

Aluno E

A influéncia é muito boa, os fractais fazem os alunos aprenderem muitas coisas,

tipo como usé-los, e os desenhos sao muito legais, mas um pouco complicado para fazer.

Aluno F

Apesar de todas as coisas, considero que os fractais nao é algo tao importante
a ser estudado, nao ha utilidade no ensino nas escolas, mas podendo ser importante

dependendo da carreira a ser seguida. Obeservar a figura 4.7.

Aluno G

Em minha opinido, é essencial a aprendizagem dessas figuras da Geometria nao
euclidiana, pois nos mostra como elas estao presentes de varias formas no nosso cotidiano.

Sua utilizagao contribui para o desenvolvimento da Matemaética e da humanidade. Além



Capitulo 4. Fractais versus alunos: construcao e aprendizado o7

disso, estudar sobre fractais na escola estimula nossa curiosidade e nos faz ter interesse

em saber como eles estao presentes na nossa vida e de forma tao fascinante.

Aluno H

O ensino da Geometria dos fractais nas escolas é importante, pois conduz o
aluno a refletir ao observar a estética presente nessas figuras tais como o floco de neve e

a curva de Koch.
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Figura 4.7: Construcao 7 - Tetraedro de Sierpinski - Aluno F



Capitulo 5

Fractais e suas aplicacoes em outras

areas do conhecimento

Ao contréario do que se pensava no passado, sistemas simples nem sempre pro-
duzem comportamentos igualmente simples. Fruto desta nova realidade cientifica, a teoria
dos fractais estende suas ramificacoes nos mais diversos campos do conhecimento cienti-

fico.

5.1 Medicina e Biologia

Varias patologias cardiacas nada mais sao que a falta de regularidade nas bati-
das do coracao. Taquicardia, batidas ectopicas, ritmos de Wenckebach, varias sao as irre-
gularidades, entre as quais a mais preocupante ¢ a fibrilagao. Este ¢ um caso interessante:
geralmente cada componente individual do coracao cumpre sua funcao normalmente, po-
rém, o coracao como um todo nao apresenta a coordenacao periodica contracao-distensao.
O orgao se contorce freneticamente e sangue nao é bombeado. Pesquisadores tém estu-
dado a dinamica do coracao, bem como condicoes de suspensao e inducao da fibrilacao.
Isto tem permitido a criacao de equipamentos desfibriladores mais eficientes.

O cancer ainda é uma moléstia a ser vencida. Além de novas terapias, os cientis-
tas estudam novas formas de diagnostico para que a identificagao de tumores seja precisa
e cada vez mais prematura. Bem, uma das diferencas entre células sadias e doentes esté
nos diferentes padroes de crescimento de cada tipo. O exame destes padroes, utilizando

recursos de geometria fractal, pode ser a chave para a criacao de um sistema de detecgao
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do cancer por computador.

O grupo de Pesquisa em Visao Cibernética do Instituto de Fisica de Sao Carlos
(IFSC), da Universidade de Sao Paulo (USP), estuda as propriedades e as aplicagoes dos
fractais. Este estudo tem permitido aos cientistas a caracterizacao da complexidade das
células nervosas e neuronios. O grupo também aplica os conceitos de dimensao fractal
no estudo de particulas de aerossol (solugao na qual particulas solidas ou liquidas estao
dispersas em um gas). “A complexidade de uma particula de um aerossol determina suas
caracteristicas aerodinamicas”.

Um aerossol constituido por particulas mais lisas apresentara menor viscosidade
para escoamento dentro de tubulacdes. Ja um aerossol composto por particulas mais
rugosas apresentara fluxo mais erratico, permitindo maior possibilidade de choque com
as paredes nas quais é injetado, por exemplo, é interessante que um aerossol usado para
transporte de medicamentos via inalagao apresente fluxo bastante irregular, aumentando
assim a sua efetividade da assimilagao, através de choques, pelas paredes dos alvéolos
pulmonares. Assim, fica clara a importancia de caracterizarmos de modo objetivo e
efetivo a rugosidade dessas particulas, o que pode naturalmente ser feito utilizando-se a
dimensao fractal.

Na Biologia, a equac¢ao nao linear x,, 1 = k.xn (1 —xy,) é utilizada amplamente

na descri¢ao populacional de varios tipos de animais em diferentes habitats.

5.2 Artes graficas

Os fractais se apresentam em forma de figuras e o inverso também é verdadeiro,
ou seja, as imagens podem ser convertidas em fractais. Vocé deve se lembrar de que
os fractais sao obtidos a partir de poucas instrucoes simples. Aplicando este principio,
podem-se comprimir grandes imagens e mesmo videos (que sao sequéncias de imagens),
numa razao de até 10000 para um.

A criacao de texturas é outra aplicacao deste principio. As texturas sao utiliza-
das nos softwares de edicao de imagens, possibilitando a criacao de paisagens que beiram
a realidade. A figura da copa de uma arvore, por exemplo, nao sera superficie de tinica
cor verde, mas uma estrutura constituida de um conjunto aleatorio de milhares de folhas,

imitando quase que fotograficamente uma arvore real. Aplicacdes disto sdo os efeitos
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especiais utilizados no cinema e a fabricacao de desenhos animados cada vez mais “reais”.

5.3 Geografia

A descricao e caracterizacao de falhas sismicas e, por conseguinte, terremo-
tos sao obtidos através do estudo de sua estrutura fractal. Além de terremotos, outros

fenomenos geolégicos podem ser estudados como, por exemplo, a dinamica dos vulcoes.

5.4 Economia

Na economia, as anélises de comportamento globais ajudam a entender os com-
portamentos locais e vice-versa. O estudo destas anélises permite criar estratégias comer-

ciais de médios e longos prazos.

5.5 Arte Fractal

Figura 5.1: Fractal gerado por computador

Arte fractal é a criada utilizando-se funcoes matemaéticas chamadas fractais e
transformando os resultados dos calculos em imagens, animagcoes, miisica ou outro tipo de
midia. Imagens fractais sao os graficos resultantes dos calculos, a animacao sao sequéncias
desses graficos. Misica fractal transforma os resultados do calculo em sons. Geralmente,
mas nao exclusivamente, utilizam-se computadores para processa-los, devido a complexi-

dade da matemética envolvida.
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5.5.1 Classificacao

Existem quatro categorias relevantes de arte fractal, divisao baseada no tipo
de matemaética envolvida no processo, onde o nome normalmente aparece associado ao do

matematico que o desenvolveu.

Figura 5.2: Experimento com fractal de Mandelbrot

e Aquela onde cada ponto do grafico pode ser determinado pala aplicagao iterativa de
uma funcao simples (Exemplos sao o conjunto de Mandelbrot, o fractal de Lyapunov

e o fractal do navio queimado);

e Aquela onde existe uma regra de substitui¢do geométrica (Exemplos incluem a po-

eira de Cantor, o triangulo de Sierpinski, a esponja de Menger);
e Aquela criada com sistema fractais iterativos (Exemplo, as chamas fractais);

e Aquela gerada por processos com razao aleatoria, em vez de processos deterministas

(Como as paisagens fractais).

Fractal dos quatro tipos tem sido utilizado como base de arte e animacao digi-
tal. Comecando com detalhes bidimensionais, os fractais encontram aplicacoes artisticas
variadas, como gerar texturas, simulacao de vegetacao e confeccao de paisagens. Podem
entao evoluir para representacoes tridimensionais complexas. Na misica, sons baseados
em fractais sao supreendentemente realistas e parecem mais capazes de produzir sons

parecidos com os naturais que outros processos artificiais.

5.5.2 Paletas de curva

Sendo um tipo de arte que usa basicamente o computador como suporte pri-

méario, nao ¢ de admirar que a internet seja o maior repositorio deste tipo de arte. Sao
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particularmente interessantes também as relagoes entre fractais e a chamada sequéncia
de Fibonacci e a proporgao aurea (... ), tdo rara aos artistas de Antiguidade cléssica e do
Renascimento. Com fractais aplicados ao conhecimento do funcionamento do universo,
calculados com potentes computadores, podemos nao s6 simular o nascimento de mundos
e o crescimento celular do DNA, mas pode o artista usar sua sensibilidade para selecionar

nessa nova paleta eletronica, as imagens ou sons que deseja para representar sua arte.

5.5.3 Metafisica fractal

Metafisica fractal é uma forma de compreender que existe um ritmo e uma
formula para o caos, que ha uma ordem nele.

Se vocé tem um padrao de ondas celebrais que é ritmica e outra desconexa,
qual vocé prefere? Presumo que a primeira, a primeira vista. Mas se pensarmos direito, a
outra, a cadtica, seria a correta. Porque a mente e a memoria sao fractais por exceléncia,
elas nao seguem uma linha reta, uma aparente ordem, uma sequéncia. Por exemplo,
quando vocé pensa na primeira vez que teve um cigarro aceso em seus dedos, que foi num
jogo de futebol que assistiu ai vocé se lembra de um dia chuvoso, depois num acidente
que vocé presenciou quando tinha 13 anos. . .e por ai vai, de associagao em associacao, de
forma logica ou ao acaso. A coisa nao funciona digamos, sob controle, cronologicamente,
ordenadamente. E aos saltos e, para isto, para a nossa mente trabalhar assim, é preciso
que exista o Caos e, simultaneamente, alguma espécie de ordem. O coracao e os pulmoes

sao ritmicos, mas a mente é cadtica.

5.5.4 Moisica fractal

A musica fractal, tal como os fractais, é o resultado de um processo repetitivo no
qual um algoritmo ¢é aplicado miltiplas vezes para elaborar a sua anterior producao. Numa
perspectiva mais ampla, todas as formas musicais, tanto a nivel micro como a nivel macro
podem ser elaborados por este processo. Nos dias de hoje, os fractais tém vindo a fornecer
resultados extremamente interessantes, por isso cada vez mais se pesquisa em busca de
novas misicas, De fato, a musica fractal tem vindo a ganhar entusiasmo e apreciadores.
Uma ligagao entre as artes musicais e a natureza foi finalmente descoberta em 1975 quando
Voss e Clark descobriram que uma grande variedade de misica de diferentes periodos

historicos e culturais, segue a mesma regra: “1/f” (f = frequéncia); tal como em muitos
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fenomenos naturais. Isto nao s6 promove uma ligacao entre as artes musicais e a natureza
como também tem uma grande importancia no estabelecimento de principios, pelos quais
se vai reger a beleza e o bom gosto. Este fenomeno “1/f” existe algures entre aquilo que
¢ rigorosamente previsivel e os fenomenos aleatérios. A maioria dos musicos concordaria
até que a melhor musica nao e demasiado previsivel, nem demasiado imprevisivel.

Assim, uma aplicacao visivel de que a musica, natureza e Matematica sao trés
areas extremamente interligadas, é o fato dos fractais poderem ser convertidos em misica,
apesar de este ser um processo muito longo e complicado. Apesar de poder parecer muito
estranho, desde ha muito tempo que a musica e a Matematica se encontram associadas.
Hoje em dia, os modernos computadores perpetuam essa ligacao.

A primeira area em que a Matematica revela a sua influéncia sobre a misica é
na escrita das partituras. Depois, o andamento, o ritmo, a duracao das notas, tudo isso
se relaciona com estudos matematicos. Também existem instrumentos que tém formas
e estruturas relacionadas com varios conceitos mateméaticos. Pode ainda dizer-se que a
miusica esta relacionada com razoes, curvas exponenciais, fungoes periddicas e ciéncias da
computacao.

Deste modo, pode-se concluir, que hoje em dia todos os musicos e matematicos
continuam a desempenhar papéis igualmente importantes na producao e na reproducao
musical.

Existem trés observagoes pertinente que relacionam a misica com os fractais:

1. Uma das caracteristicas dos fractais que foram encontrados com um relativo interesse

musical é autossemelhanca.

2. As técnicas analiticas da musica classica de Henrich Schenker refletem as partes de

uma forma musical como estruturas autossemelhantes.

3. Certos procedimentos composicionais que constroem o novo material musical atraveés
de transformacoes sisteméticas de certos materiais podem resultar em estruturas

musicails claramente autossemelhantes.

Existem varios métodos para converter imagens em musica. No entanto, este
processo s6 pode ser feito com recurso a algum do mais avancado software e de tecnologia

de informatica.
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De uma forma resumida, pode dizer-se que um dos principais fractais e também

aquele que é mais utilizado na criacao de misica é o conjunto de Mandelbrot.
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Consideracoes finais

Ao término deste trabalho nao esperavamos encontrar tantas divergéncias, de-
vido principalmente a indisponibilidade das aulas correntes serem cedidas para aplicacao
deste trabalho, onde as mesmas foram ministradas aos sabados, dificultando o processo de
consolidar fractais em contexto com os contetidos da educacao basica. Alunos em muitas
ocasioes apresentavam-se apaticos, receosos a esta forma de aprendizagem. Sentimentos
de incerteza e medos surgiam nos alunos ao se depararem com algo tao extraordinario
mais devera complexo. Varias dificuldades ao longo desse trabalho foram detectadas e
registradas de forma que posteriormente sejam utilizadas para uma melhor apresentacao
dos fractais num aprendizado mateméatico mais contextualizado ao cotidiano do aluno.
Devemos considerar de grande importancia as aplicagoes matematicas em seu contexto
cientifico, mas nao podemos deixar de lado o conhecimento adquirido pelo aluno no seu
dia a dia. Fazer vir a tona esses conhecimentos em paralelo com a Matemética usual e os
fractais é aumentar a capacidade do ser discente em querer raciocinar, pensar e adquirir
uma nova visao pelo simples fato de buscar o que para ele é desconhecido, extraordinério
ou até mesmo “assustador”.

O desinteresse do aluno gera ainda um descaso do professor em relagao a apren-
dizagem daquele aluno, e esse tipo de sentimento se torna reciproco ficando a Matema-
tica marcada cada vez mais como dificil, o que deixa cada aluno mais desestimulado a
aprendé-la, independentemente do contetdo a ser explorando criando assim uma barreira
a abertura e aplicacao do novo. Esses sentimentos de adversidades entre professor e aluno
deve assim ser analisado e repensado, direcionando a um novo comportamento de apren-

dizagem dentro e fora da sala de aula. Os fractais estao em nosso meio é preciso incentivar
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os discentes a verem essas formas tao extraordinarias com uma visao mais perceptivel do

mundo e da Matematica que envolve a Geometria Fractal.
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