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RESUMO

PEREIRA, Luis Henrique. A Derivada Segundo Silvanus Thompson. 68 f. Dissertacdo -
Programa de Mestrado Profissional em Matemadtica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade

Tecnoldgica Federal do Parand. Curitiba, 2018.

Este trabalho tem por finalidade mostrar uma possibilidade de abordagem das derivadas para
estudantes do Ensino Médio, utilizando um relato historico de como desenvolveu-se o estudo do
Célculo, mais especificamente, da derivada ao longo do tempo, bem como problemas motivadores
que impulsionaram tal conteido. Sdo apresentadas defini¢des que envolvem derivadas com
aplicacdes, seja no processo geométrico-algébrico, como no caso da reta tangente, ou ainda,
no campo da Fisica, através da velocidade e aceleragdo, todos associados ao conceito de taxa
de variagdo. Ao definir a empregabilidade da derivada, se faz um elo entre a derivada e sua
aplicacdo com contetdos do Ensino Médio, no qual podem ser explorados topicos relativos ao
estudo de fungdes como: crescimento e decrescimento, pontos de mdximo € minimo, e também,
investigar por intermédio da andlise visual, parametros pertinentes a func@o. Analisado, também
a maneira como Silvanus Thompson desenvolvia o raciocinio da resolu¢do de algumas derivadas,
tais como as de polindmios, seno, cosseno e tangente, sendo que esse estudo diferencia-se da
maneira tradicional para obter a derivada uma vez que nao emprega o uso de limites para sua
obtenc¢do. Finalmente, apresenta-se demonstra¢des efetuadas por Silvanus Thompson de como
diferenciar soma, produto, quociente e a regra da cadeia. Aponta-se no Projeto Gutemberg, de

dominio publico, o livro Calculus Made Easy.

Palavras-chave: Derivada. Coeficiente Angular. Taxa de Variacdo. Infinitésimos. Incremento.

Quaciente Diferencial.



ABSTRACT

PEREIRA, Luis Henrique. The Derivative According to Silvanus Thompson. a teaching
proposal. 68 pg. Dissertation - Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2018.

The purpose of this project is to show a possibility of approach of the derivatives to the high
school students, using a historical report by how the study of the Calculus was developed, more
specifically, of the derivative over time, as well as motivating problems that have boosted such
content. Definitions are presented involving derived with applications in the geometric-algebraic
process as in the case of tangent line, or at physics area, through the speed and acceleration, all
of them associated with the rate of change concept. When defining the derivative employability,
it makes a link between the derivative and its application with the high school contents, in
which they can be explored relative topics with the studies of functions: as growth and decrease,
maximum and minimum points, and also, investigate through visual analysis, parameters relevant
to the function. Also analyzed how Silvanus Thompson developed the reasoning of the resolution
of some derivatives, such as of polynomials, sine, cosine and tangent, being that this study
differs from the traditional way to obtain the derivative, once it does not use the limits for its
achievement. Finally, is presented demonstrations realized by Silvanus Thompson, of how to
understand addition, product, quotient and the chain rule. Is showing at Gutemberg Project, from
public domain, Calculus Made Easy book.

Keywords: Derivative. Angular Coefficient. Variation Rate. Infinitesimal. Increments. Differen-

tial Quotient.
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1 INTRODUCAO

A revista Cdlculo comegou a apresentar, a partir da edi¢do de nimero 31 (THOMPSON,
2013b), a tradu¢ido de um livro bastante curioso publicado no comego do século XX, cujo
conteudo referia-se ao estudo do Célculo para estudantes de Ensino Técnico na Inglaterra, e
fez bastante sucesso no decorrer deste século, mas que foi julgado pela comunidade académica
como uma fonte sem confiabilidade, pois ndo tratava o assunto com o rigor matemaético que a

academia cobrava.

Esse livro, Calculus Made Easy de Silvanus Thompson (THOMPSON; GARDNER,
1998), foi apresentado em capitulos ao longo das edigdes mensais aos leitores dessa revista. Esta
obra apresenta tépicos de Matematica de uma forma no tao rigorosa, onde as demonstracdes
sdo realizadas por aproximagdes e conjecturas, dando €nfase a uma abordagem mais intuitiva do

que a formal.

E, sobre essa apresentacdo mais intuitiva, que serd retratado o estudo sobre o ensino do

Célculo no Ensino Médio, mais particularmente, a derivada.

Ao longo do trabalho serd relatado a trajetéria histérica do Célculo, suas concepgdes,
bem como seus idealizadores, a definicdo cldssica de derivada, e também, como ela pode ser
apresentada, seja através da taxa de variagdo, como coeficiente angular da reta tangente a um
ponto de uma funcao, ou ainda, como velocidade instantdnea de um ponto material. Algumas
aplicagdes onde a derivada aparece serdo expostos ao longo do trabalho, e a defini¢cdo de derivada
segundo Silvanus Thompson, onde o autor mostra através de exemplos de algumas funcdes as
estratégias utilizadas. Além disso, serd apresentada a derivada da soma, do produto, do quociente

e também a regra da cadeia de acordo com a resolu¢do de Silvanus Thompson.

Um dos objetivos deste trabalho é mostrar a possibilidade de abordar o uso da derivada

nos contetidos do Ensino Médio, segundo a versao de Silvanus Thompson.

Outro objetivo é expor as ideias do Professor Geraldo Avila, de que a derivada pode ser

inserida no curriculo do Ensino Médio no que diz respeito ao estudo de fungdes.

Outra situacao, € utilizar a aplicabilidade da derivada na Fisica como por exemplo, na

defini¢do de velocidade média e instantanea.

Visando uma aprendizagem mais significativa que evidencie respostas para inquietacdes
dos alunos em relagdo aos conteddos, suas aplicagdes, suas contribui¢des para o aprendizado

significativo.

De acordo com (AVILA, 2007), ndo se trata de uma inicializa¢c@o ao estudo do Célculo,
como se faz dentro da academia, mais uma apresentacdo sucinta, sem aprofundamento de

definicdes rigorosas, reforcando mais a maneira intutiva do que a formal. Dentro dessa andlise
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exple-se as argumentacdes de Silvanus Phillips Thompson apresentadas na obra Calculus Made
Easy de 1910.

Segundo (LARSON; HOSTETLER; EDWARDS, 1998), Célculo ¢ a Matematica da

variagao:

Quando Isaac Newton e outros matematicos do século XVII criaram o Calculo,
tinham por objetivo descrever variagdes em objetos em movimentos, como os plane-
tas. Na medida que suas pesquisas se aprofundavam, suas questdes nao resolvidas
passaram a abranger quatro problemas: o problema da tangente, o problema da
velocidade e aceleragdo, o problema de maximos e minimos e o problema da area.
No que veio a ser a mais famosa descoberta Matematica da histéria, Newton verifi-
cou que todos esses quatro problemas estavam intimamente ligados e podiam ser

resolvidos mediante o calculo de derivadas e antiderivadas.

O coeficiente angular, inclinacdo, da reta tangente em um ponto do gréfico de uma funcao,
ou ainda, a velocidade de um objeto em um movimento retilineo sdo exemplos de aplicagdes

distintas, mas que remetem ao conceito de derivada.

Segundo (SWOKOWSKI, 1994), o conceito de derivada pode ser empregado a qualquer
grandeza que possa ser representada por uma funcao. Essas grandezas aparecem nas diferentes
areas do conhecimento, sendo que as aplicacdes das derivadas estdo sempre envolvidas com

questdes referentes a taxa de variagao.

Segundo (AVILA, 2007), derivada e integral deveriam fazer parte do curriculo do Ensino

Médio, pois sao de fundamental importancia dentro da ciéncia moderna.

Entretanto, ainda segundo o mesmo autor, a apresentacao destes conceitos no Ensino
Médio deve ser fundamentalmente diferente do que € ensinado nos cursos universitarios. A
sugestdo para introducdo de derivada no Ensino Médio € de que seja de forma simples o suficiente
para que o estudante perceba suas aplica¢des e reconheca sua importancia dentro do ensino em

Matematica.

De acordo com (AVILA, 2007), essa explanacdo simples e concisa pode ser feita no
contexto do ensino das funcdes, que costuma ser apresentada no primeiro ano do Ensino Médio,
de forma totalmente desassociada da geometria analitica, que s6 aparecerd no terceiro ano do
Ensino Médio. Atualmente, esses conceitos ainda sdo ensinados separadamente, carregados de
terminologias e notacdes, de maneiras artificiais e descontextualizadas, tomando bastante tempo

e apresentando poucas chances de apreensoes significativas.

Outra sugest@o do autor, € introduzir, ja no ensino fundamental, o contetudo referente a
equacao da reta, através de graficos, nos quais o estudante iniciard suas primeiras percepcoes,

construindo vinculos, como por exemplo, retas que passam pela origem do sistema cartesiano,
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com proporcionalidade e regra de trés,ou ainda, o coeficiente angular, que tem relacio direta

com a inclinacdo da reta. Fundamentado-se assim na visualiza¢do geométrica.

De acordo com (AVILA, 2007), proporcionalidade e regra de trés deveriam ser retomados
na primeira série do Ensino Médio, afim de mostrar a relacdo existente de grandezas proporcionais
com duas varidveis, uma dependente e outra independente, cujo grafico € uma reta que passa
pela origem, de equagdo y = m - x. Pode-se enfatizar uma possivel translacio da reta de equacio
y = m - x, para reta de equagdo y = m - x + n, a qual sofreu uma variagdo de magnitude na

direcdo vertical.

Outra observacao do autor é de que, para a implementacdo do estudo da derivada
no Ensino Médio é de suma importancia a insercao de termos referentes aos acréscimos ou
e c . . A
decréscimos, (também chamados de incrementos), como Az e Ay, cuja razdo Ay tém a ver
x

com a inclinacao da reta que passa por dois pontos quaisquer.

Quando for acrescentar o incremento Ax a varidvel independente x, haverd como con-

sequéncia, uma variagcdo Ay a variavel dependente y. O que se procura é a razdo incremental

A—y, que quando, o valor de Ax tender a zero, essa relacdo entre os incrementos serd designada
x
como coeficiente angular da reta tangente no ponto (z, f(x)), ou ainda, a derivada da fungao

nesse ponto.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 UM POUCO DA HISTORIA DO CALCULO

Para uma melhor compreensao das dificuldades enfrentadas na abordagem do ensino do
Calculo no Ensino Médio, € interessante um apanhado histérico da sua evolucao, bem como,

uma visao panoramica de como se desenvolveu seu significado e sua ideia.

Segundo (MACHADO, 1990), o objeto de estudo do célculo é abordado abaixo:

O Cilculo Diferencial e Integral trata de questdes relacionadas com a medida de
rapidez com que as grandezas aumentam ou diminuem, 0s objetos se movem ou
as coisas se transformam. Trata também de questdes envolvendo a interpretacao
de grandezas que variam continuamente como se variassem através de pequenos
patamares onde se manteriam constantes, conduzindo a somas com nimero cada
vez maior de parcelas cada vez menores. A medida de rapidez de variacdao conduz
a nocdo de Derivada; o estudo das somas com muitas pequenas parcelas conduz
a nocdo de Integral. Ambas as no¢des t€m que ver, em suma, com aproximagao
de curvas por retas, ou de fendmenos nao-lineares por descricdes lineares, recurso
fundamental em multiplas e distintas situagdes. O processo através do qual uma
curva é aproximada por uma reta que lhe € tangente € diferenciacdo ou derivagdo;
aproximacao de curvas por retas com a que tem lugar, por exemplo, no cédlculo de

areas, d4 origem ao processo de integragao.

Segundo (MOL, 2013), o grego Eudoxo (408 - 355 a.C.) contribuiu para o desenvolvi-
mento da Matemdtica quando formalizou técnicas rigorosas para calcular comprimentos, areas e

volumes de figuras com contornos curvilineos utilizando o Método de Exaustdo.

Conforme (PEDROSO, 2009), Arquimedes (287 — 212 a.C.) deu continuidade aos traba-
lhos de Eudoxo aprimorando o Método de Exaustdo para calcular dreas e volumes. Contribuiu

também com fundamentos da mecanica e introduziu avangos na Algebra.

De acordo com (PEDROSO, 2009), Pierre de Fermat (1601 — 1665) descobriu o principio
fundamental da geometria analitica. Foi com o advento das coordenadas cartesianas, que se

tornou possivel transformar problemas geométricos em problemas algébricos.

Segundo (MOL, 2013), foi atribuido a Fermat descobertas significativas descritas no
seu tratado, Método para achar mdximos e minimos. Foram estudadas por Fermat, curvas do
tipo y = 2™, com n € Z, conhecidas hoje como “pardbolas de Fermat”, quando n é positivo, ou
,“hipérboles de Fermat”, quando n € negativo. Desenvolveu também um método para encontrar

os pontos de maximo e minimo para curvas polinomiais da forma y = f(z). E imputado a
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Fermat, que em certas fungdes, cujo grafico é uma curva, existam certos pontos que assumem

valores extremos, sendo que a tangente nesses pontos serd uma reta horizontal.

Fermat desenvolveu um método para determinar maximos e minimos. Segundo (MOL,
2013):

O método utilizado por Fermat para encontrar maximos € minimos de uma funcao
polinomial f parte do pressuposto que, em um ponto de maximo ou de minimo, o0s
valores de f(x) e f(x + e) sdo muitos préximos para um e muito pequeno. Fermat,

entdo, fez f(x) = f(x + e), para em seguida dividir o resultado por e e fazer e = 0.

flz+e) = fx)

e e=0

g(z) =

Essa expressdo é, de fato, igual a derivada da fungdo f(z), ou seja

e—0 e

Segundo (PEDROSO, 2009), Fermat e outros estudiosos da época ndo perceberam a
relacdo entre a diferenciacdo e a integragao.

Ja Isaac Barrow (1630 — 1677), conforme (PEDROSO, 2009), publicou Lectiones:
Opticas de 1669 e Lectiones: Geometriae de 1670, ji com a colaboracio de seu aluno Isaac
Newton. Esses dois trabalhos apresentavam um método para encontrar tangentes e que ele
cunhou como triangulo diferencial similar ao que € usado hoje no Célculo. Barrow reconheceu a
relacdo inversa entre os problemas das tangentes e das quadraturas, porém seu forte vinculo com
métodos geométricos, impossibilitou-o da utilizagdo dessa relacio e seus trabalhos tornaram-se

dificeis de serem compreendidos e suas regras nao eram tao plenas.

De acordo com (PEDROSO, 2009) Isaac Newton (1642 — 1727), escreveu em 1671
Methodus fluxionum et serierum in finitorum (O método de fluxdes e séries infinitas), que
sO seria publicada em 1742. Newton representou as quantidades fluentes por v, z, v, z; as fluxdes

ou fluxos por v, &, 9, 2 e os fluxos dos fluxos por o, &, ¥, 2.

A descoberta das “fluxdes”’estava vinculada aos seus estudos sobre séries infinitas na
Arithmética dos Infinitos de Wallis. Isso acarretou a estender o teorema binomial aos expoentes
negativos e fraciondrios e, assim, a descoberta das séries binomiais. Esse episiddio favoreceu a

constitucao de sua teoria para todas as fungdes algébricas ou transcendentes.

Segundo (MOL, 2013), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) entre o periodo de
1673 e 1676, desenvolveu o seu Célculo, influenciado por Huygens e pelos estudos de Pascal
e Descartes. Leibniz obteve resultados em cdlculo infinitesimal equivalente aos que Newton
obtivera alguns anos antes, tendo escrito de forma segmentada, em uma série de artigos. A

noc¢ao do diferencial era o alicerce do Calculo de Leibniz, cuja operagdo principal, cdlculo de
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diferencas — derivada — e sendo a soma - integral - sua operacdo inversa. As notacdes dy e [

foram estabelecidas por Leibniz e indicavam respectivamente diferencial e soma.

Newton foi quem primeiro apresentou as ideias que hoje é chamado de Célculo, mas foi

Leibniz quem primeiro publicou esses estudos.

Segundo (PEDROSO, 2009), a abordagem efetuada por Newton foi a cinematica, a de
Leibniz foi geométrica, fundamentada em cima do tridngulo caracteristico conforme Figura 1,
um recurso que ndo era novidade, — j4 aparecera em outros escritos como os de Pascal e Barrow

— sendo que esse método ndo apresentava restricdes para fungdes irracionais e transcendentes.

Conforme (MOL, 2013), que relata:

O primeiro artigo de Leibniz sobre o calculo diferencial foi publicado em 1684 com
o sugestivo tittulo de Um Novo Método para Mdximos e Minimos, e Também para
Tangentes, que ndo é Obstruido por Quantidades Irracionais. Leibniz percebeu
que a busca da tangente a uma curva dependia das relagdes entre as ordenadas e as
abscissas quando elas se tornam infinitesimalmente pequenas e que a quadratura
dependia da soma de retangulos de bases infinitesimalmente pequenas apoiadas
sobre o eixo das abscissas. O ponto de partida de Leibniz para o estudo do cédlculo

diferencial foi, mais uma vez, o tridngulo caracteristico.

De acordo com (MOL, 2013), Leibniz representou o tridngulo AM RN como infinite-
simalmente pequeno, sendo caracteristico da curva que representa uma determinada funcao,
conforme Figura 1. Pela semelhanca existente entre os triangulos AT PM e AM RN, seus lados

infinitesimalmente sdo determinados.

Figura 1 — Tridngulo caracteristico.

diy

5 i

Fonte — (MOL, 2013)
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d
Apesar de que dx e dy sejam quantidades infinitesimalmente pequenas, a relacao d—y
x

sera um valor determinado e finito, idéntico a razao TP permitindo assim, obter uma relacao
entre os diferenciais
dy _y

dr s
onde, y e s sdo, respectivamente o valor da ordenada e da subtangente.

Segundo (MOL, 2013) o método exposto acima, falhava pela falta de uma defini¢ao
rigorosa de tangente, pois considerava de forma imprecisa, uma reta que liga pontos infinitesi-

malmente préximos.

Conforme (PEDROSO, 2009) Fermat, para muitos, foi considerado o verdadeiro criador
do Calculo, mas, outros como Descartes, Pascal, Cavalieri, Barrow, Wallis, colaboraram tanto
para o Célculo Integral (quadraturas), como para o Célculo Diferencial (encontrar tangentes a

curvas).

Entdo, por que sdo considerados, Newton e Leibniz, os inventores do Célculo? Segundo
(PEDROSO, 2009) a defesa dessa ideia se baseia em trés argumentos:

1°. Os métodos infinitesimais utilizados pelos antecessores de Newton e Leibniz eram
reduzidos para uma classe especial de curvas. Newton e Leibniz elaboraram um sistema de

métodos mais amplos e coerentes, que ndo dependiam da natureza das curvas.

2°. Com o advento do Teorema do Célculo, relacio inversa entre diferenciacio e integra-

¢do, conseguiu-se a coeréncia dos sitemas de Newton e Leibniz.

3°. Os sitemas de notagdes criados por Newton e Leibniz possibilitaram a aplicacdo
analitica de seus métodos e revelaram-se na forma de algoritmos mais evidentes e por um

conjunto de férmulas para as regras do Célculo.

Conforme (MACHADO, 1990), que faz um relato do inicio do Calculo Diferencial e
Integral:

Inicialmente, as idéias bésicas do Célculo nao eram muito claras, nem pareciam bem
fudamentadas, sendo recebidas com profunda desconfianca pelos matemaéticos em
geral. Newton lidava com entidades como fluentes e fluxoes, nogdes que s6 bem mais
tarde, ja no século X VIII, seriam convenientemente depuradas, conduzindo as nocoes
de funcdo e derivada. Leibniz chamava de infinitésimos as pequenas parcelas a serem
somadas no processo de integracdo, a0 mesmo tempo que imaginava as curvas sendo
constituidas de partes infinitesimais, como se fossem pequenos segmentos de reta.
Tais infinitésimos, em alguns célculos, eram considerados relevantes, enquanto em
outros eram desprezados, sem que as razoes de tais procedimentos fossem bem
explicadas. Embora a eficacia do Célculo enquanto técnica fosse reconhecida e

devidamente comprovada desde os primoérdios, a falta de coeréncia nas justificativas
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apresentadas para os diversos procedimentos revelava-se desconfortdvel para todos

os que dele faziam uso.

De acordo com (REIS, 2001), apds a publicagdes de seus trabalhos, Newton em 1671 e
Leibniz em 1686, receberam criticas por nao apresentarem uma formulagao rigorosa para suas

interpretacdes e aplicacdes do Célculo.

Conforme (MACHADO, 1990), os processos de deriva¢do e integracio foram explanados
de maneira mais rigorosa mediante os estudos de D’ Alembert (1717 — 1783) e Cauchy (1789 —

1857), especialmente através do conceito de limite.

O conceito de limite foi definido de modo mais rigoroso com o uso de ¢ (épsilons) e
0 (deltas), por Weierstrass (1815 — 1897), possibilitando assim, seu emprego na definicdo da

derivada e integral.

Segundo (AVILA, 1999 apud REIS, 2001), no prefacio do livro Introducdo a Andlise
Matemdtica, seu autor, o professor Geraldo Avila, diz acreditar que durante evolucdo do Calculo,
desde Leibniz e Newton no século XVII, matematicos como os irmaos Bernoulli, D’ Alembert,
Euler e Lagrange batalharam em apresentar uma formulacio conceitual e procedimental rigorosa
para o Célculo, que s6 foi atingida no inicio do século XX com Dedekind e Peano, ap6s trabalhos

imprescindiveis de Cauchy e Weierstrass.

Conforme (AVILA, 1999 apud REIS, 2001), o professor Avila acredita que essa evolugio
de importantes resultados foi obtida em decorréncia da concepg¢ao intuitiva adotada por esses
estudiosos, e reafirma, que deve haver um equilibrio entre o rigor, essencial a andlise e a intuicao,

tao relevante as concep¢des matematicas.

2.2 CALCULO NOS DIAS ATUAIS

De acordo com (AVILA, 1991), no final da década de 50 e comeco da década de 60,
houve uma mudanca relevante — movimento da Matematica Moderna — no ensino da Matemadtica
no Brasil. Segundo seus adeptos, era necessario uma mudan¢a dando uma maior €nfase ao
rigor € no formalismo das apresentacdes em que foram incorporados o ensino da teoria dos
conjuntos e varios detalhamentos axiomaticos, que acarretou a supressao de alguns tépicos,
como a Geometria e o Célculo, uma vez que demandavam tempo e, no caso da Geometria, suas

apresentagcdes eram pautadas no rigor matematico.

Ainda segundo Avila (1991), a reforma realizada nos anos 60, contribuiu para o inchago
dos programas, pelo excessivo formalismo, como por exemplo, no ensino das funcdes, em que
gastava -se um tempo excessivo na apresentacdo da terminologia, contradominio, fungdes inversa,
composta, injetiva, sobrejetiva, de poucos resultados, pois tais conceitos nao serdo utilizados por

um bom tempo e gerando pouco interesse dos alunos.

Conforme (AVILA, 1991), que relata:
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Portanto, para podermos mostrar ao aluno a importancia do conceito de fungdo,
temos de ensinar-lhe os conceitos de derivada e integral e para que servem esses
conceitos. A medida que vamos avangando com a apresentacdo de ideias, com o
desenvolvimento de métodos relevantes no tratamento de problemas significativos, ai
sim, vao surgindo, a cada passo, gradativamente, a necessidade de defini¢des novas,
e dessa maneira o ensino pode tornar-se interessante, o aluno se sentird estimulado
porque entende a razdo de ser do que estd aprendendo. Seria muito mais proveitoso
que todo o tempo que hoje se gasta, no 2° grau, ensinando formalismo e longa
terminologia sobre funcdes, que todo esse tempo fosse utilizado com o ensino das
nocdes basicas do cdlculo e suas aplicagcdes. Entdo, ao longo desse desenvolvimento,
o ensino das fungdes seria feito no contexto apropriado, de maneira espontanea,
progressiva e proveitosa. Como se v€, o problema ndo € encontrar mais espago nos
atuais programas trata-se, isto sim, de bem utilizar o espaco ja disponivel, com uma

melhor distribuic@o e apresentacdo dos diferentes topicos.

De acordo com (AVILA, 1991), na evolucio cientifica-tecnolégica o Calculo apresentou
enorme relevancia. Suprimir esse importante tépico do ensino € procupante, porque trata-se de
um componente fundamental para o desenvolvimento do aluno num ambiente de ensino moderno
e atual. A insercao do ensino do Cdlculo no Ensino Médio pode ser efetivada desde que se faca
um reordenamento dos programas de forma adequada. Quando apresentada de forma conveniente,
serd bastante gratificante, pois oferece novas ideias e seus métodos possibilitam um poder de
alcance maior. E possivel uma introducio do estudo das derivadas ainda no Ensino Médio
partindo-se de nocdes como as grandezas constantes, varidveis, proporcionalidades, velocidades,

retas tangentes e taxas de variagao.

E importante, que no estudo das derivadas sejam apresentadas algumas de suas aplica-
¢Oes como na cinemdtica. O emprego da no¢do de derivada, quando se estuda 0 movimento
uniformemente variado, facilitaria, em muito, a apresentacao de tal contetido, ja que a derivada,

nesse caso, € interpretada como a velocidade instantanea.

De acordo (MACHADO, 1990), desde muito cedo sdo apresentadas algumas ideias

basicas presentes no cotidiano das pessoas.

O conceito de derivada é uma generalizacdao da no¢ao de velocidade, com a qual
familiarizamo-nos desde muito cedo. Embora ndo seja facil definir velocidade de
maneira geral e precisa, todos parecem capazes de entender e utilizar intuitivamente
informacdes envolvendo tal nocdo, pouco ou nada contribuindo para isso afirmacdes
que a caracterizam como o limite de i quando At tende a zero. Para uma com-
preensdo mais efetiva, a referéncia natural € o significado cristalino da velocidade

nos movimentos uniformes. Nesses movimentos, onde o mével percorre distancias
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iguais sempre em tempo iguais, a velocidade representa a distancia percorrida na

unidade de tempo.

Conforme (AVILA, 1991), a utilizacdo da derivada em Fisica tem significativa relevancia
na introdugdo de outros conceitos, como pressdo, densidade de massa, densidade de carga
elétrica, entre outros, sendo que, esse saber — derivada — deve preceder ou entdo realizar-se

simultaneamente com o estudo desses conteddos na Fisica.

Uma forma de estimular a curiosidade dos alunos € a apresentacdo das aplicacdes da
derivada em problemas, envolvendo méximos e minimos, crescimento de populacdes e taxas de

decaimento radioativos, entre outros.

Um exemplo apresentado por (AVILA, 2007) é o da fungdo f(x) = x°. Nesse exemplo
pode ser abordado, durante a construcao do grafico, conforme Figura 2, a simetria existente em
relac@o ao eixos das ordenadas, ou seja, elucidando, nesse caso, o conceito de funcio par. Outros
conceitos relevantes que podem ser explorados sdo: o crescimento e decrescimento da fungao,

ponto critico e também a concavidade.

Figura 2 — Gréfico da fungdo f(z) = z2.

Fonte — (AVILA, 2007)

Uma fung¢do pode ou ndo apresentar simetria em relagdo ao eixo das ordenadas. Essa
simetria vai ocorrer de fato quando forem escolhidos valores simétricos para a varidvel inde-
pendente x, e o resultado encontrado for igual para a varidvel dependente y, ou seja, valores
simétricos quando substituidos em x apresentar a mesma imagem. Quando tal fato ocorrer, esta

funcdo € classificada como fungdo par.
f(z) = f(—x) = f é fungdo par.

Para responder o questionamento da concavidade, recorre-se a inclinag@o da reta tangente.
Falar que a concavidade estd voltada para cima, quer dizer que a inclinacdo da reta tangente

cresce a medida que crescem os valores conferidos a x > 0.

Na Geometria, a reta tangente r, em um ponto P de um circulo, pode ser interpretada

como aquela que intercepta o circulo em apenas um ponto, conforme Figura 3.
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Figura 3 — Reta tangente.

Fonte — Adaptado de (STEWART, 2013)

Segundo (AVILA, 2007), ndo se pode estender essa interpretacio de reta tangente ao
grafico de uma funcdo f qualquer, pois as retas tangentes, aos graficos nao circulares, podem
interceptar o grafico em mais de um ponto, ou seja, a reta r pode tangenciar o grafico de f
em um determinado ponto P e interceptd-lo em um outro ponto (), conforme é mostrado na

Figura 4. Para definir reta tangente, a uma curva qualquer, cuja fun¢io seja y = f(x), o ponto

Figura 4 — Reta secante no ponto () e tangente no ponto P.

Fonte — Adaptado de (STEWART, 2013)

P(z, f(z)) , serd identificado, como sendo aquele onde se pretende tragar a reta tangente, que
ainda ndo foi definida. Atribuindo um incremento Ax a variavel independente x, a varidvel
dependente y sofrera um incremento correspondente, igual a Ay, e obtendo assim o ponto (),
cujas coordenadas Q(x + Ax,y + Ay), sdo apresentadas conforme Figura 5. E importante
salientar que o acréscimo atribuido a f(x) é dado por Ay = f(z + Ax) — f(x). Tracando uma

reta que passa pelos ponto P e (), essa referida reta serd chamada de reta secante.

Tomando-se ainda como exemplo a fun¢do f(z) = 2, e aplicando um pouco de dlgebra
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Figura 5 — Gréfico da funcdo f(z) = z2.

f(x) + Ay 0

Ay

IJ

T £L 1 .l-! £

A

Fonte — (AVILA, 2007)

Ay
sobre essa funcao, € esperado chegar a expressao AL conforme a equagdo 2.1 :
x

y =2’ = f()
y+ Ay = f(x + Ax)
= y+Ay=(r+ Az)’
= y+Ay=2"+2 -2 Az + (Az)?
= Ay=2"+2-2-Av+ (Az)* —y
= Ay=2"+2-2 Az + (Az)* — 22
= Ay=2-z-Az+ (Az)?

= Ay=Azx-(2-z+ Ax)

A
-~ Y _9 4 @2.1)
Ax

A—y ¢ ainclinagdo da reta secante que passa pelos pontos P e (), sendo que, esse quociente
é conhecidxo como razdo incremental e estd esbocado na ilustracdo da Figura 5. Fazendo com
que o ponto () desloque-se até P sobre a curva, ou seja, o incremento Ax vai tendendo a zero, a
reta secante passa por vdrias posi¢coes, e aproxima-se de uma posi¢do limite, que € identificada

como reta tangente a curva no ponto P . A inclinag¢do dessa reta é o limite do declive, 2z + Ax
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quando Az tende a zero. Esse valor limite é chamado de derivada da funcdo no valor x, cuja

notacdo € indicada por ¥’ ou f'(z) , que neste caso é 2 .

A
f(z) = AlaicIEO A—i = Alirilo(Qm + Azx) = 2z. (2.2)

Uma observacdo importante: o incremento Ax nunca assume o valor zero, pois a razao

. A . . A ) . . . d
incremental A—y nao faria sentido. A razdo A—y vai tender ao quociente diferencial d—y quando
x x

T
Az tende a zero, se tal limite existir.

A interpretacdo geométrica para derivada € a inclinacio da reta tangente e o fato da

funcgdo ser crecente ou decrescente estd condicionado a essa derivada.

Generalizando-se f'(z) > 0 para todo x, pertencente ao intervalo ]a,b[, entdo a fungéo

serd estritamente crescente no intervalo Ja,b[. Uma funcdo estritamente crescente implica em uma

. A . :
razao incremental A—y positiva. Se f'(x) < 0 para todo z, pertencente ao intervalo ]Ja,b[, entdo a
x

funcdo sera estritamente decrescente no intervalo ]a,b[. Uma funcio estritamente decrescente

.. ) Ay )
implica em uma razio incremental Ar negativa.
T

No caso da fungdo f(z) = 2?2, a derivada se anula quando x = 0, ou seja, a inclinagdo

da reta tangente é zero, resultando em uma reta horizontal.

Conforme (AVILA, 2007), para o aluno da 1* série do ensino médio, o professor devera
fazer uma iniciagdo sobre fungdes, por exemplo, como achar f(z), quando sdo atribuidos
determinados valores para x, ou, como encontrar x, quando sdo conferidos valores para f(x).
Ainda segundo o mesmo autor, na apresentacdo da derivada, deve-se priorizar o estudo da
inclinacdo da reta e ignorar o conteido referente ao estudo da reta, pois tal conteiido sera

abordado em sistemas de equacdes lineares.

Outro objetivo é buscar subsidios para um melhor aprendizado da cinemaética na disci-
plina de Fisica. Por isso € de fundamental relevancia o planejamento mutuo das disciplinas de
Matemadtica e Fisica. Essa interagdo ¢ um modo de promover a interdisciplinaridade tao almejada

por muitos educadores.

O autor discorre sobre 0 movimento de um ponto material, massa desprezivel, sobre uma
trajetdria qualquer, como mostra a Figura 6. O espago percorrido pelo mével durante o intervalo

de tempo, que vai do instante ¢ ao instante ¢t + At .

Nesse intervalo de tempo a velocidade média v,, € definida como a razao incremental:

 As s(t+ At) - s(2)
= A At . (2.3)

Um

Quando a velocidade média apresentar o mesmo valor durante todo o tempo 0 movimento

serd dito uniforme. Pode-se descrever a velocidade média como sendo o incremento espacial

. ) , s(t) — s
As = s(t) — 50, correspondente ao incremento de tempo At =t —0 = ¢, isto é, v, = ()to’
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Figura 6 — Trajetéria de um ponto material.

Mg

Fonte — (AVILA, 2007)

chegando a equacdo s = sy + vt, designada como equagdo horaria do movimento uniforme, onde
50 € denotado como o valor do espaco inicial (que € o espago ja percorrido quando se comega a
contar o tempo). Esta equacdo horéria estd representada pelo grafico da Figura 7.

Figura 7 — Gréfico da fun¢@o horédria do movimento uniforme.

.‘i‘

Fonte — (AVILA, 2007)

A velocidade média serd utilizada quando o movimento for uniforme. Segundo (AVILA,
2007), quando fala-se em velocidade média € preciso reparar o movimento e este s faz sentido
em intervalos de tempo. Fazendo esses intervalos de tempo, cada vez menores, tem-se uma
melhor leitura de quanto pode ser a velocidade instantanea. Fazendo At tender a zero, tem-se

como resultado o valor limite da velocidade média, a qual chama-se de velocidade instantanea
no instante ¢, e dada por:

v(t) = lim as = lim s(t+ A1) = S(t).

At—0 At At—0 At 24
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A velocidade instantanea, do ponto material no instante ¢, € a derivada da funcao deslo-

camento em relacdo ao tempo.

Uma situagdo distinta, mas similar, ocorre quando hd varia¢do da velocidade. Neste caso,
o ponto material possui aceleracio, e se esse valor for constante e diferente de zero, o movimento

sera chamado de movimento uniformemente variado.

A aceleracdo média, nesse intervalo de tempo, € definida como razio incremental:

_Av ot + AL — (1)
=5 = N . 2.5)

A

Diz-se que o movimento € uniformemente variado quando a aceleracdo média apresenta
0 mesmo valor durante todo o movimento. Pode-se escrever que a aceleragao média a,,,, como
sendo o incremento de velocidade Av = v(t) — vy, correspondente ao incremento de tempo
At =t—0=1¢,istoé, a,, = U(t)t—vo’ chegando a equagdo v = vy + at, conhecida como
equacdo horédria da velocidade do movimento uniformemente variado, onde v, é denotado como
o valor da velocidade inicial (que € a velocidade do ponto material, quando se comega a contar o

tempo). Esta equacado hordria esta representada pelo gréfico da Figura 8.

Figura 8 — Gréfico da fun¢do horédria do movimento uniformemente variado

v =ty + at

Fonte — (AVILA, 2007)

Fazendo At tender a zero, tem-se como resultado o valor limite da aceleracdo média, a

qual chama-se de aceleracdo instantanea no instante ¢, e dada por:

a(t) = lim av = lim olt + A1) - U(t).

At=0 At At=0 At (2.6)

Uma observacdo importante € a de que no movimento uniforme, como a velocidade é

constante, sua aceleracdo € igual a zero.
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As fungdes horarias do movimento uniformemente variado e do movimento uniforme
apresentam uma certa similiaridade algébrica, por se tratarem de func¢des afins. No movimento
uniformemente variado, a aceleracdo é para a funcéo velocidade v(), o mesmo que a velocidade
¢ para a fungdo deslocamento s(¢) no movimento uniforme, sendo essa relagdo entre as grandezas

nos dois tipos de movimentos, nada mais que a derivada.

Do mesmo modo, os graficos das Figuras 7 e 8 apresentam grandezas que variam com o
tempo, que sdo respectivamente a posi¢do e velocidade. Em ambas as situagdes, essas grandezas
que variam com o passar do tempo, apresentam com esse, uma proporcionalidade, sendo que,
o valor dessa constante, é igual a velocidade no caso da Figura 7 (movimento uniforme) ou a
aceleracdo no caso da Figura 8 (movimento uniformemente variado). Essa similaridade existente
ocorre em razdo das caracteristicas dos graficos, que nesses casos sdo uma reta, devido a

proporcionalidade existente entre as grandezas envolvidas.

Existe uma familiaridade entre as definicdes apresentadas até o presente momento:
coeficiente de inclinacdo da reta tangente, velocidade e acelerac@o. Independentemente da razao
incremental que define tal grandeza acima citada, fazendo a varidvel independente tender a zero,

tem-se como resultado o valor limite de tal grandeza, que € definida como derivada.

Por exemplo, o conceito de derivada € uma generalizacido da no¢do de velocidade com a
qual, desde cedo, € apresentada fazendo parte do cotidiano. Embora o conceito de velocidade
ndo esteja elaborado no pensamento das pessoas, todos parecem capazes de entender e utilizar

intuitivamente, informacdes envolvendo tal grandeza.

De acordo com (AVILA, 2007), existe certa reserva por parte de muitos professores em
apresentar o conteido de derivadas no Ensino Médio, por ter sido criado o hdbito de que esse
conteudo deva ser precedido pelo estudo de limites, o que, ndo necessariamente, deva ser. O
ensino de derivadas auxilia em vérias particularidades das funcdes e deveria ser abordado ja
na 1? série do ensino médio, quando pode ser, consonantemente, incluido com o estudo dos

movimentos em Fisica.

Uma observacao bastante pertinente € citada por (AVILA, 2007):

Os reformadores do ensino da matemaética da década dos anos sessenta criticavam
o fato de que a matematica ensinada na escola bésica nao ia além do que se havia
desenvolvido até 1700. Mas vejam que ironia: a derivada, que € anterior a 1700, essa

eles deixaram de fora do ensino!...

De acordo com (AVILA, 2007), as aulas expositivas ndo devem ser prolongadas, no
maximo trinta minutos, seguidas de atividades propostas pelo professor e executadas pelos alunos

de forma individual ou coletiva, a fim de estimular o interesse pelo contetido apresentado.
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2.3 DERIVADA

Antes mesmo de definir o que é uma derivada de uma func¢ao, se faz necessério apresentar

situacdes em que tal conceito ocorre.

2.3.1 TAXA DE VARIACAO

As taxas de variacdo ocorrem em varios ramos da ciéncia. Segundo (STEWART, 2013),
pode ocorrer na geologia, onde se pretende determinar a taxa de resfriamento de uma rocha
devido a conducdo de calor, na engenharia, para determinar a taxa de escoamento de um
determinado liquido dentro de um reservatério, ou ainda, saber qual a taxa de varia¢do da pressao
hidrostatica em relagdo a altura, ou, a taxa de variacdo em relacdo ao tempo. Sdo formas de
taxas de variacdo presentes nas ciéncias da natureza. Outros exemplos de taxas de variacio
ocorrem nas ciéncias humanas, como o estudo de um gedgrafo, preocupado em descobrir a taxa
de variacdo da densidade populacional, a medida que se distancia do centro da cidade, ou ainda,
nas ciéncias econdmicas, como por exemplo, descobrir a taxa de variacdo do débito em relacdo

ao tempo

Entdo, antes de definir taxa de vari¢cdo, apresentamos uma no¢ao intuitiva desse fendmeno,
conforme (AQUINO, 2011).

Considere que certo movel deslocando-se do ponto B para um ponto C, ilustrado na

Figura 9. Qual serd o valor da velocidade média nesse trajeto?

Figura 9 — Deslocamento de um ponto material sobre uma trajetdria.

08 00 h
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200 kre

Fonte — (AQUINO, 2011)

De acordo com a equacdo 2.3 tem-se que:

As 200 — 50
=28 AT s /b
Ar T 10-s C ok/

Conforme (HUGHES-HALLETT, 2005), um outro exemplo de taxa de variagdo €
relatado a seguir:

Um

A tabela 1, mostra as marcas obtidas pelos vencedores do salto com vara, nas olimpiadas

durante as décadas de 1960 e 1980. Qual serd a taxa de varia¢ao de altura entre 1960 e 1968 e,
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também, entre 1980 e 1988?

Tabela 1 — Altura (aproximada) obtida pelos vencedores do salto com vara.

Ano 1960 | 1964 | 1968 | ... | 1980 | 1984 | 1988
Altura (em polegadas) | 185 | 201 | 212 | ... | 227,5 | 226 | 237
Fonte — (HUGHES-HALLETT, 2005)

A taxa de variagdo da altura obtida na modalidade de salto com vara, entre os anos de
1960 e 1968, serd dada por:

. . variacao na altura 212 — 185
taxa d = = = 3,375 polegad :
axa de vaflagao variagao no tempo 1968 — 1960 ’ polegadas /ano

J4 a taxa de variagdo da altura obtida na modalidade de salto com vara, entre os anos de
1980 e 1988, serd dada por:

variagao na altura 237 — 227,5

taxa de variacdo = = 1, 1875 polegadas/ano.

variacio no tempo 1988 — 1980

Para o cédlculo da taxa de variacdo, duas sdo as varidveis envolvidas: altura e tempo.
Comparando as duas taxas de variagdo da altura em relagio ao tempo, observa-se que a primeira
taxa, referente ao periodo 1960 — 1968 é maior que a segunda taxa referente ao periodo 1980 —
1988. O periodo de observagdo foi o mesmo, diferenca de oito anos, usado para calcular as duas

taxas, entdo a varidvel responsdvel por essa diferenca foi a altura obtida pelos atletas.

(MANOEL, 2013) relata o advento de um novo estilo de salto, flop. Nessa época,
responsavel pelos melhores resultados dos saltadores. Essa técnica que foi utilizada na década
de 60 e perdura até nossos dias, sendo que a maior diferenca de comparacao dos resultados,

aconteceu naquele periodo préximo ao advento desse estilo de salto.

Um outro exemplo que explora o conceito de taxa de variagdo € apresentado abaixo
segundo (HUGHES-HALLETT, 2005).

A quantidade em mg de um medicamento na corrente sanguinea no instante ¢, em
minutos, é dada por Q = 25 - (0, 8)'. Estimar a taxa de varia¢do desta quantidade em ¢t = 3 € 0

que representa essa resposta.

Para estimar a taxa de variagdo em ¢t = 3, deve-se calcular a taxa de variagao média, no
intervalo 3 <t < 3,01.
AQ  25-(0,8)3% —25.(0,8)3
At 3,01 -3
O valor encontrado para a taxa de variacdo foi negativo, o que significa dizer que a

taxa de variagio = ~ — 2,85 mg/min.

quantidade de medicamento no corpo apos 3 minutos estd diminuindo segundo uma taxa média

de 2,85 mg por minuto.

No calculo da taxa de variacdo referente a quantidade de certo medicamento em mg

na corrente sanguinea em ¢ = 3 minutos foi utilizado um valor de tempo posterior a t = 3
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minutos, ou seja, t = 3,01 minutos. O valor utilizado poderia ser anterior a ¢t = 3 minutos, ou

seja, t = 2,99 minutos.

Assim, para estimar a taxa de variacdo em ¢t = 3 deve-se calcular a taxa de variagcdo
média, no intervalo 2,99 <t < 3.
AQ  25-(0,8)% —25-(0,8)%%
At 3—2,99
Constatou-se que independentemente dos valores escolhidos de intervalo tempo, 3 <

taxa de variacio = ~ — 2,85 mg/min.

t <3,0lo0u2,99 <t <3, oresultado obtido para a taxa de variagao foi o0 mesmo.

Conforme (MACHADO, 2008), sempre que se investiga grandezas que variam com
o passar do tempo, podendo ser ou ndo na mesma proporcao, debate-se um conteido muito
intrigante no cdlculo, que € a ideia de derivada. Considerando o estudo de uma grandeza varidvel,
perguntas como, se ela cresce ou decresce, de maneira lenta ou rdpida sdo inevitaveis. A ideia
elementar de crescimento ou decrescimento, remete a proporcionalidade entre as variagdes de

grandezas envolvidas, assunto que € discutido 14 no ensino fundamental.

Imaginando a seguinte situagdo ocorrendo, conforme apresentado na Tabela 2 por (MA-
CHADO, 2008).

Tabela 2 — Relacao ocorrida entre as grandezas x e .

1] 23| ..1101102]..]1203]1204 | .. v/3 | V3+1

y | 5010 15| ..]505|510 ] ..| 6015|6020 | .. |5vV3 | 5V/3+5

Fonte — (MACHADO, 2008)

De acordo com (MACHADO, 2008), quando propor¢ao € apresentada no ensino funda-

N = Y .
mental, a esséncia é na razao = = 5 ou ainda y = Hx.
x

Observando os valores da Tabela 2, verifica-se, que quando x varia de 1, y varia de 5.

Essa € a caracteristica da proporcionalidade: (mais 1 em x) = ( mais tanto em y).

Segundo o autor, o termo declarado como esse “tanto” € o que se chama de taxa de
variag¢do de y em relagdo a x. Quando este for uma constante, o gréifico de y = f(x) serd uma

reta. O que € fundamental nesse caso, € a relacdo entre a variagdo de x e a de y.

A relagdo entre as grandezas x e y pode e deve ser representada no plano cartesiano,

escolhendo a varidvel independente sobre o eixo x e a varidvel dependente sobre o €ixo y.

Conforme (MACHADO, 2008), na Figura 10, tem-se trés configuracdes referentes ao

crescimento das variacdes que ocorrem entre as grandezas envolvidas.

Na situacdo 1, ocorre uma taxa de crescimento da grandeza y em relagdo a grandeza x de
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Figura 10 — Relagao entre as grandezas z e .

Vi l

Fonte — (MACHADO, 2008)

maneira rdpida, taxa crescente, ou seja, para uma unidade em z, a variagdo em y € superior a 1.

Na situacao 3, ocorre uma taxa de crescimento da grandeza y em relacdo a grandeza x
de maneira lenta, ou seja, cresce a uma taxa decrescente, para uma unidade em x, a variacdo em

y € um valor entre O e 1.

Ja na situagdo 2, a taxa de variacdo da grandeza y em relacdo a x cresce a uma taxa

constante.

Por comparacao com a situacdo 2, fica evidente que, neste caso, quando a curva estiver
localizada na regido superior, trata-se de uma taxa de crescimento rdpida. Quando ocorrer da

curva estiver localizada na regido inferior, trata-se de uma taxa de crescimento lenta.

Considerando uma grandeza y dependente de outra x. Supondo que, quando a grandeza
x varie de x( para x1, a variavel y variara de y, para ¥y, a taxa de varia¢do de y em relagdo a =
serd dada por:
yi—% Ay

taxa de variagdo = —— = —.
1 — 29 Ax

Apresenta-se para tal fendmeno descrito acima uma interpretacao geométrica, conforme

Figura 11 apresentado por (AQUINO, 2011). Considerando que y € uma fung¢do de x, ou seja,

y = f(x), a taxa de variagdo de y em relacdo a x serd:

: A x1) — flx
taxa de variacdo = 29 M =tg Q.
Az 1 — T
A taxa de variacdo corresponde a tangente do angulo «, representado na Figura 11, isto
¢, determinar a taxa de variagdo, € equivalente a calcular coeficiente angular da reta secante ao
gréafico de uma fungdo nos pontos (zo, f(xg)) e (z1, f(z1)). Para determinagdo da equagdo dessa

reta tem-se:

y—yo=m-(x— x). (2.7)
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Figura 11 — Gréfico referente a tangente do angulo.

iLE

Fonte — (AQUINO, 2011)

onde m € o coeficiente angular da reta secante, e (¢, 7o) as coordenadas do ponto onde a reta

intersecta a funcao.

As informacdes dadas pela taxa de variagdo média ndo retratam com fidelidade o com-
portamento de uma fun¢do. Com o desejo de atingir esse objetivo, muitas vezes se faz necessario
conhecer a taxa de variacdo em intervalos cada vez menores. O ideal € conhecer a taxa de varia-
¢do em cada ponto, ou seja, a taxa de variacdo instantdnea, que serd apresentada, no exemplo
abaixo, de acordo com (AQUINO, 2011).

Considere que um mével, inicialmente em repouso no ponto A, desloca-se para o ponto
B, de modo que, t segundos ap6s deixar o ponto A, ele tenha percorrido f(t) = 5t* metros,

conforme a Figura 12. Qual serd a velocidade do mével apds 4 segundos?
Figura 12 — Deslocamento de um ponto material sobre uma trajetoria.

temipo inicial

A B

apis t segundos

f(t) =5t

Fonte — (AQUINO, 2011)
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Aplicando a equagdo 2.3 para calcular a velocidade média, tem-se que:

ft) = f(to)

Um =

t1 —to
_ 80—176,05
4-39
= 39,5m/s.
Ou ainda:
L )~ ()
" i1 —to
84,05 —-80
4,14
= 40,5 m/s.

Pelos célculos efetuados acima, parece coerente afirmar, que a velocidade no instante 4
s, seja igual a 40 m /s, mas ndo € suficiente essa conjectura. Ainda segundo (AQUINO, 2011),

tem-se que:

A velocidade média no intervalo [t,4] serd dada por:

OO}

n 4—1

Ja a velocidade média no intervalo [4,t] serd dada por:

U// . f(t)_f<4)

i t—4
Observa-se que essas expressoes sdo equivalentes:

PO (O (O R (O BN (O (O R
" 4—1 —(t—4) t—4 m

Quando o valor de ¢ estiver bem préximo de 4, a velocidade serd dada pelo limite:

ft) — f(4)

v = lim

im
t—4 t—4
= lim5(t +4)
t—4
= 5lim(t+4)
t—4
= 5(4+4)
= 40 m/s.
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Considerando que uma grandeza y é uma fungdo da grandeza x, ou seja, y = f(z),

tem-se que a taxa de variacdo instantinea de y no ponto (a, f(a)) sera:

Ty(a) = lim “’w (2.8)
Sabendo que Az = x —a,e Ay = f(x) — f(a) tem-se:
Ti(a) = lim flatA) = fla) _ oy Ay _ tg B. (2.9)

Az—0 Azx Az—0 Az

v I £

Fonte — (AQUINO, 2011)

De acordo com (AQUINO, 2011), quando Az tender a zero, havera um deslocamento
do ponto (z, f(x)) para o ponto (a, f(a)), ou seja, a reta secante que passa por esses dois
pontos, aproxima-se de uma posi¢ao limite, que serd caracterizado como a reta tangente no ponto
(a, f(a)). Tudo isso ocorrendo, haverd uma aproximacdo do angulo « para o angulo (. O valor
da taxa de variacdo instantanea, serd equivalente ao coeficiente angular da reta tangente ao ponto

(a, f(a)), conforme equagdo 2.9 e apresentada na Figura 13.

Uma vez determinado o coeficiente angular da reta tangente a fungdo y = f(x) em
(a, f(a)), a equacdo da reta tangente serd a mesma da equagdo 2.7, onde (zg, 7o) sdo as

coordenadas do ponto, e m o coeficiente angular da reta tangente.

Um exemplo mais geométrico, seria determinar a equagdo da reta tangente ao grafico da
fungdo f(r) = —a? 4 4z, no ponto (1, f(1)), conforme € apresentado por (AQUINO, 2011).

Substituindo na fungdo f(r) = —z* + 4z a coordenada * = 1 do ponto, tem-se:
(IO7 yO) = (17 3)

Utilizando a equagdo 2.8, para descobrir o coeficiente angular, tem-se:
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z—1 x—1
2
_ Ar) —
_ lim( x® +4x) — 3
z—1 x—1
2
_ Ay —
_ lim( x4 4x — 3)
z—1 x—1
_(r2 _
~ im (x* — 4z + 3)
z—1 x—1
— lim —(x—1)(z —3)
z—1 r—1
= igrq(—x—l—i&)
= 2.

Substituindo os valores de m = 2 e (xg, yo) = (1, 3) na equagdo 2.7, tem-se:
y—3=2-(z—1)
= y=2z+1

A equagio acima € a da reta tangente ao gréfico da fungio f(x) = —2? + 4z, no ponto

cuja abscissa € igual a 1.

Em uma outra situagdo, como no exemplo de (MUNEM; FOULIS, 1982), € apresentada

a nog¢ao de taxa de variagdo média e instantanea.

O exemplo consiste no aquecimento de um cubo de metal que sofre uma expansao
uniforme. Supondo a dimensao da aresta, passando de 2 cm para 2,01 cm, para calcular a taxa
de variacao média do seu volume V' em relacdo a sua aresta x, se faz, necessario o seguinte

desenvolvimento:
AV - 2,013 — 23
taxa de variagdo = Ay = f<x;z - isxo) = é’ 013 ~ 12,06 cm?/cm.

Para encontrar a taxa de variacdo instantanea do volume em relacao a sua aresta, se faz

necessaria uma menor variacdo das medidas da arestas. A variagdo sofrida serd igual a Ax, ou

seja, de 2 para 2 + Ax cm. A taxa de variacdo instantnea serd dada por:

D R . AV
taxa de variagdo instantdinea = lim ——
Az—0 Al’
2 3 __ o3
= lim 2+ Ar) 2
Az—0 Az
y 8+12- Az +6- (Az)? + (Az)® — 8
= lim

Az—0 Ax
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12- Az +6- (Ax)? + (Az)?

taxa de variagdo instantdnea = lim
Az—0 Ax
= lim [12+46- Az + (Az)?]
Az—0
= 12cm®/cm.

No Célculo esse tipo de limite é bastante comum, e recebe o nome de derivada.

2.3.2 NOCAO PRELIMINAR DE DERIVADA

Considere o problema de definir reta tangente ao grafico de f no ponto (p, f(p)).
Conhecido o coeficiente angular dessa reta tangente, sua determinacdo fica definida. Verificando,

entdo, a reta r, secante ao grafico de f(x), que passa pelos pontos (p, f(p)) e (z, f(x)),
fx) = f(p)
r—p

conforme a Figura 14, no qual o coeficiente angular da reta r é dado por

Figura 14 — Coeficiente angular da reta secante ao grifico de f em (p, f(p)) e (z, f(x)).

v L

i
L .
P |
1
1
:
[ )= flp)

1
1
1
/ :
T L |
hplp---o=-—-------————-- "
L— : r—p I
e I 1
e i |
| 1

1 1 R

/ P i AL

Fonte — (GUIDORIZZI, 2000)

Segundo (GUIDORIZZI, 2000), quando x tende a p, o coeficiente angular da reta r tende

f'(p), onde
) — 1 L0 = 0)

T—p r—p

(2.10)

Esse tipo de limite da equag@o 2.10, sendo f(x) uma fungdo e p a abscissa do ponto
pertencente ao seu dominio, ocorrem de modo natural tanto na geometria como na fisica, sendo

que, f'(p) é somente uma notagdo para indicar o valor do limite. Conforme x vai se aproximando
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de p, a reta secante r vai assumindo determinadas direcdes, até atingir um valor limite, que serd

areta t, tangente a fun¢do f(x) no ponto (p, f(p)) de equagdo 2.11, conforme a Figura 15.

y— f(p) = f'®(x—p). (2.11)

Figura 15 — Reta tangente no ponto (p , f(p)).

fiplp------

= e ke

Fonte — (GUIDORIZZI, 2000)

2.3.3 DERIVADA DE UMA FUNCAO

Segundo (GUIDORIZZI, 2000), o limite da expressao 2.10, quando existe, e € finito, é

conhecido como derivada de f em p e indicado por f(p) (leia: f linha de p).

Se a funcdo admite derivada em p, entdo diz-se que f € derivavel ou diferencidvel em p.

Diz-se que f € derivavel ou diferencidvel, se em cada ponto do dominio dessa fun¢io a derivada

existir.
Uma outra maneira da equacao 2.10 ser escrita € apresentada logo abaixo.
Fazendo h = = — p, tem-se que, quando x tende a p, entdo, h tende a zero, resultando
em: "
f'(p) = lim fpth) = 1), 2.12)
h—0 h

As equagdes 2.10 e 2.12 sdo equivalentes para defini¢do da derivada de f em p.

2.3.4 NOTACOES PARA A DERIVADA

A derivada foi introduzida praticamente na mesma época por Newton e Leibniz. Segundo
(MUNEM; FOULIS, 1982)
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A derivada foi criada independentemente por Isaac Newton e Gottfried Leibniz no

século XVII. Newton usou a notacdo $ para denotar a taxa de variacao no tempo

As ) ) .
Alimo At de uma quantidade varidvel s, onde s = f(t). Assim, Newton escreveu $
=

para o que se escreve hoje como f’(t), o valor da derivada f’ no tempo t.
Ja Leibniz, idealizando que o valor numérico da derivada € o limite de A—y, escrito
x
dy . dy Ay
como —, isto é, —— = lim —= = f'(z).
dx dr Az—0 Ax f(z)

A notagado [’ para derivada da funcdo f, foi introduzida pelo matematico italiano

Joseph Louis Lagrange no século XVIII.

d ) ) )
Além de [, d—y, as derivadas podem outras representagdes, tais como, ¥/, s f, ou ainda,
i xXr
D,y.

d
A derivada da fun¢do y = f(z) em relag@o a x segundo Leibniz é dada por d—y (leia:
x

: - : dy :
derivada de y em relacdo a z). E bom salientar que a notagao e ndo deve ser vista como uma
x
fracdo em que numerador dy e denominador dx sdo dados com significados independentes como

vai ser visto em seguida.

2.3.5 QUOCIENTE DIFERENCIAL

d
Foi abordado anteriormente d—y como uma simples notagdo para a derivada de y = f(x),
x

ou seja, dx e dy ndo tem significado independente. O que se prentende a seguir € interpretar d—y
x

como um quociente entre dois incrementos.

De acordo com (GUIDORIZZI, 2000), dx serd designado como um incremento em x,

para entdo, encontar uma interpretacio para o incremento dy.

Sabe-se que o coeficiente angular da reta tangente ¢ no ponto P(xq, f(x¢)) é f'(zo), ou

d ) L
que f'(zg) = tg a, resultando f'(zq) = d—y Como dy estd sendo considerado um acréscimo na
T
ordenada da tangente ¢, entdo dz corresponde ao acréscimo em x, resultando em dy = f'(zy) dz,

conforme ilustrado na Figura 16.

Verifica-se que Ay = f(xo + dx) — f(zo) € o acréscimo causado pela fun¢do quando z

passou para xy + dx. Observa-se na Figura 16, que dx = Az, e que dy # Ay.

Conforme (GUIDORIZZI, 2000), o acréscimo dy é um valor aproximado para Ay. O
erro existente, Ay — dy, ocorre devido aproximagdo de Ay por dy serd tanto menor quanto

menor for dz.

Fixado ponto P(zq, f(z0)), a curva fica muito préxima da reta tangente ¢ nas proximida-
des do ponto de tangéncia, ou seja, para x, muito préximo de x, o valor de f(x) estard préximo

do valor da ordenada do ponto de mesma abscissa x, mas que se encontra na reta tangente ¢.
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Figura 16 — Deslocamento de um ponto material sobre uma trajetoria.
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Fonte — (GUIDORIZZI, 2000)

Assim, quando dx € bastante pequeno, obtém-se uma aproximacao razoavel por falta ou por
excesso para o valor de:
f(xo + dz) = f(z0) + dy

f(l‘o -+ d.’l?) ~ f(l’o) + f,(l'0> dx

f(xo+dx) — f(xo) = f'(xo) dz (2.13)

De acordo com (GUIDORIZZI, 2000), definido x, pode-se olhar o gréfico e dizer que a
funcdo que representa a reta ¢ ¢ uma fungdo afim, e que a cada dx € R, associa dy € R, onde
dy = f'(x) dx. Essa fung¢do é denominada de diferencial de f em x, ou ainda, de diferencial de
y = fla).

O valor aproximado da derivada de qualquer funcado, pode ser determinado com o uso
de uma simples calculadora. Mas, mesmo geometricamente € possivel ter uma nocao. Se a
variacdo entre as grandezas envolvidas for constante, tem-se o grafico de uma uma fungdo afim,

f(z) = mx + n, conforme apresentado na Figura 17:

Se a variagdo entre as grandezas envolvidas ndo for constante, tem-se o grafico de uma

funcdo diferentemente de uma funcao afim, que esta representado na Figura 18.

De acordo com (MACHADO, 2008), a derivada da fun¢do f(x) no ponto de abscissa x

pode ser estimada pela expressao:

m lf <x0+ p) — f(:co)] p. (2.14)
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Figura 17 — Grafico de uma fung¢ao afim.

o

T

Tl

Fonte — (MACHADO, 2008)

Figura 18 — Gréfico de uma funcdo diferente da afim.

vl

y = flx)

gla) =mx+n

/ 1Tt
e

Tl

|

: f (J'u 1 1) f[.i"u:'
/ | P

|

|

|

L) T |.
1 T
Ig 1T+ —

ry
Fonte — (MACHADO, 2008)

Esta expressao pode ser obtida aplicando semelhanga entre tridngulos apresentados na

Figura 18:
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1
m~ [f <$o+p> —f(l”o)] p-
O resultado encontrado € o mesmo da equacio 2.14.

Um exemplo de como achar a derivada com o uso da calculadora é apresentado por (MA-

CHADO, 2008). Consiste em determinar qual o valor de f’(3) quando f(x) = V23 + 322 + 2z + 1.

A resolugdo convencional é derivar a func¢do f(z), obtendo assim f’(z), para depois
calcular f'(3).

Com o uso da calculadora, pode-se determinar diretamente o valor f’(3). Considerando

1
o valor de p igual a 1000, calcula-se primeiro f (:L‘() + ) :
p

1 1
f<$0+p> = f<3+1000>
—  f(3,001)

= 1/3,001% +3-3,0012 4 2- 3,001 + 1
~ 7,81326.

Agora calcula-se f(3):

f3) = V3 +3-32+2-3+1
~ 7,81025.

Para finalizar calcula-se:

f3) =~ {f (3 + 10100) — f(3)} - 1000

(7,81326 — 7,81025) - 1000
~ 3,01

Q

O valor encontrado anteriormente representa uma aproximacao da derivada da funcao

f(x) = Va3 + 322 + 2z + 1, no ponto de abscissa 3, ou ainda a taxa de variagio da fungéo f
em relagdo a varidvel = no ponto de abscissa 3. Nesse ponto, cuja as coordenadas sdo (3; 7,81)
aproximadamente, o coeficiente angular da reta tangente vale aproximadamente 3, 01, ou seja,

para cada unidade na dire¢do x a varido na direcdo y € de aproximadamente 3, 01.

2.4 VERTICE DE UMA FUNCAO QUADRATICA

Quando se estuda os elementos de uma func¢ao quadratica no primeiro ano do ensino
médio, como por exemplo, as coordenadas do vértice, se faz a demonstragao por processos algé-
bricos fundamentados na férmula de Bhaskara, ou ainda por processos algébricos concomitantes

com a geometria analitica.
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A fungdo quadritica, na sua forma geral, € escrita como f(z) = ax? + bx + c. Para obter

as raizes reais, se existir, dessa funcao, pode-se aplicar a férmula de Bhaskara.

b= Vb? — 4dac

2a

X

As raizes resultantes serao:

_ —b+ Vb —dac —b —Vb? — 4dac

2a ¢ 2= 2a

T

A coordenada do vértice na dire¢do = é o ponto médio dessas duas raizes, cujo valor é

apresentado na equagdo 2.15.
T+ o

2

Ty =

1
= ZEU:§'(1’1+I’2)

~, 1 <—b—|—\/b2—4ac+—b—\/b2—4ac)
v_g'

2a 2a
N 1 —2b
Ty=—+|—
2 2a
b
= zy=—— (2.15)
2a

Substituindo o valor de x, na fungdo f(r) = ax?® + bx + ¢, obtém-se a coordenada de y

do vértice, cujo valor € apresentado na equacao 2.16:

4a? 2a
b2 2
= Yy=—— —
4 4a 2a te
b? — 2b2 + 4ac
= Y=
4a
N B —b% + 4ac
Yp = T e
— (b* — 4ac)
= Yy=——
Y 4a
A
4a

Obtém-se assim, as coordenadas do vértice nas direcdes x e y, utilizando processos

algébricos e também a férmula de Bhaskara.
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Figura 19 — Gréfico de uma fun¢do quadratica.

vl

Fonte — Adaptado de (SOUSA et al., 2013)

Uma outra maneira de se obter as coordendas do vértice é relacionando processos

algébricos com a geometria analitica.
O grafico de uma func¢do quadratica € apresentado na Figura 19.

As coordenadas dos pontos A e B sdo respectivamente (z1 , y) € (2, y). Pelo vértice,
cuja as coordenadas sdo (z,, y,), passa um reta paralela ao eixo y, a qual é chamada eixo de
simetria da pardbola. Como os pontos A e B possuem a mesma coordenada na direc¢do y, e que
em relacdo ao eixo de simetria, a distdncia do ponto A ao vértice na direcdo x € igual a distancia

do ponto B ao vértice também na direcio x.
Ty —T1 =Ty — Ty

= Xyt Ty =21+ X9

= 2x,=T1+ 2s. (2.17)

Sabe-se que:
f(z1) = f(z2)

& ar]+bry +c=axs+bry +c

& ar]—ary+br —bra+c—c=0

& a(x%—x%)—kb(xl—xg) =0. (2.18)
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Visualizando a Figura 19, verifica-se que x; # x», entdo (z; — x2) # 0, logo, a equagdo
2.18 pode ser dividida por (z; — z2).

Assim, tem-se:

a(ry — x9) (1 + x2) + b (21 — x2)

(z1 — x2) =0

= a(z+x)+b=0. (2.19)

Substituindo a equacgdo 2.17 na equagado 2.19, chega-se ao resultado da equagdo 2.15:

a-2x,+b=0
b

= 2z,=—-
a

N b
Ty = ——.

2a

O valor de y, podera ser encontrado substituindo o valor de z, na funcdo f(x) =
ax® + bx + c.

Um outro processo para obtencdo das coordenadas do vértice € a utilizacdo da primeira
derivada da funcao. Segundo (SOUSA et al., 2013), a abscissa z sera classificada como um
ponto critico da fungdo f(z), se f'(z9) = 0 ou se f'(x() ndo existir. Considerando que f’(x)
exista, e, se a reta tangente a fung@o f(z) no ponto de abscissa x tiver inclinagio nula, entdo,
essa reta serd horizontal. Assim, esse ponto sera o vértice da fun¢do f(z) = ax? + bz + ¢, cuja

abscissa serd denotada por z, e obtida por f'(x) = 0.

Em uma fungdo f(z) = az? + bx + ¢, o seu vértice serd chamado de ponto critico,

podendo ser um ponto de mdximo ou um ponto de minimo.

A derivada da fungdo quadratica f(x) = ax? + bz + c sera:

flx+ Ax) — f(z)

f'(z) = lim

Az—0 Az
~ f(z)= lim a(x+ Az)® +b(z+ Azx) + ¢ — (ax? + bz + ¢)
Az—0 Ax
, a(z? + 2xAzx + A%x) + bw + bAx + ¢ — ax? — bx — ¢
= f'(z)= lim
Az—0 Ax
, o ax® 4+ 2axAx + aA*z + br + bAx + ¢ — ax® —bxr — ¢
= f'(z) = lim
Az—0 Ax
2ax Az + aA?x + bAx

= flo)= Alirgo Azx

= flz)= Jim 20z +alw +b
z—

= f'(x) =2ax +b.
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Fazendo f'(xz) = 0 obtem-se o valor conforme equagéo 2.15, que se refere a coordenada

na direcdo x do vértice.

2ax +b=0
= 2ar =-b
N b
r=——-.

2a

O valor de y, poderd ser encontrado substituindo o valor de x, na fungdo f(x) =
ax® + bx + c.

E sempre bom frisar que o vértice de uma funcao quadratica € um ponto critico, onde a

fun¢do muda seu comportamento com relag@o ao seu crescimento e decrescimento.

Generalizando, esse ponto critico pertencerd ao dominio da fungdo onde a primeira

derivada € nula ou ndo esta definida.

Esses pontos criticos podem ser de mdximo ou minimo relativos, ponto de inflexao

mediante andlise da segunda derivada, ou ainda, pontos onde a primeira derivada nao existe.

Analisando a ilustracdo da Figura 20, sdo apresentados alguns pontos criticos. O ponto
A € um ponto de maximo relativo, o ponto C' sera de minimo relativo, enquanto o ponto F
€ um ponto de inflexdo, onde ocorre a mudanga de concavidade. Nesses trés pontos tem-se
que f'(z) = 0, ou seja, por esses pontos a reta tangente é horizontal. J4 os pontos B ¢ D ndo

apresentam derivada.

Figura 20 — Pontos criticos.

Fonte — Adaptado de (STEWART, 2013)
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Para a avaliacdo do vértice, € fundamental saber o sinal da primeira derivada da func¢do.
O valor de « do ponto critico € obtido, quando se faz a primeira derivada da funcdo igual a zero,

ou seja, f'(z) = 0.

Uma vez obtido esse valor critico na dire¢do x, denotado por z,, convém analisar o sinal
de f'(x), e as seguintes situacdes podem ocorrer. Se para z < x. ocorrer f'(x) < 0eparax > z,
ocorrer f'(x) > 0, entdo, o ponto critico serd um ponto de minimo relativo. Se para © < z,
ocorrer f'(xz) > 0 e para x > xz. ocorrer f'(z) < 0, entdo, o ponto critico serd um ponto de

maximo relativo.
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3 CALCULUS MADE EASY (CALCULO TORNADO FACIL)

Segundo (MIRANDA, 2004), durante o século XIX, discussdes da forma como con-
teddos matematicos deveriam ser repassados influenciavam a maneira de como esses seriam
apresentados em livros didéticos. E, justamente nessa época, que Silvanus Thompson, um estudi-
oso graduado em engenharia elétrica, apresenta o livro Calculus Made Easy, em 1910. Thompson
utilizava uma abordagem intuitiva e direta, com a ideia de desmistificar algumas barreiras que
os alunos encontravam no aprendizado do Calculo. Esse livro acabou nao sendo reconhecido
pela comunidade matematica, pois a obra abdicava do rigor e formalismo no ensino do Célculo.
Apesar disso, o livro teve bastante seguidores, tendo sido reeditado em 1914, 1919, 1945 e em
1998.

Conforme (MIRANDA, 2004), o inglés Silvanus Thompson, nasceu na cidade de York
em 1851, engenheiro eletricista de formacao, exerceu a presidéncia da instituicao de engenheiros
eletricistas da Inglaterra, tornou-se, em 1891, membro da Royal Society. Também foi diretor e
professor do Finsbury Technical College. A obra académica de Thompson esta mais voltada a

manuais de eletricidade, tica e magnetismo, além de livros técnicos.

Segundo (MIRANDA, 2004), a grande preocupacdo de Thompson era com o ensino
técnico, pois acreditava que os trabalhadores deveriam ter principios cientificos para trabalhar de
forma eficaz e inteligente e assim conseguiriam competir com trabalhadores de outras nagdes, ja

que se vivia na época a efervescéncia das consequéncias da revolucao industrial.

Ainda segundo (MIRANDA, 2004), Thompson era proficuo palestrante e excelente
professor, que empregava uma linguagem clara, intuitiva e divertida, fazendo-se compreender
e se tornando bastante popular. Calculus Made Easy, cujo subtitulo em inglés é Being a very-
simplest introduction to those beautiful methods of reckoning which are generally called by
the terrifying names of the differential and the integral calculus !, despertou a interesse dos
alunos no aprendizado do Célculo e também criticas e desprezo de muitos matemadticos na época.
Apesar disso, a obra foi reeditada varias vezes, sendo que, revisdes foram feitas para adequagdes
de expressoes utilizadas no livro original as realidades da reedi¢do. Mesmo com todo o sucesso
de aprovagdo entre os estudantes, a obra nao foi declarada como um texto de Matematica, e sim
um intruso no assunto. Segundo (D’ AMBROSIO, 2013), o préprio Thompson no epilogo do

livro afirma que:

Pode-se ter certeza que quando esse tratado Calculus Made Easy [Calculo Tor-
nando Ficil] cair nas maos de matematicos profissionais, eles (se ndo forem muito

preguicosos) se levantardo como um s6 homem, e dirdo que o livro € péssimo. ...Uma

' Em tradugio livre: Sendo uma introducio muito simples aos belos métodos de avaliacio que geralmente sio

chamados pelos apavorantes nomes de Calculo Diferencial e Calculo Integral
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outra coisa aqueles que se dizem matematicos dirdo sobre esse livro inteiramente
ruim e pernicioso: a razdo pelo qual ele € tdo facil € porque o autor deixou de lado
todas as coisas que realmente sao dificeis. E o fato chocante sobre essa acusacao
€ que — € verdade! Essa de fato é a razdo por que esse livro foi escrito — escrito
para uma legido de inocentes que ja foram desencorajados de adquirir os elementos
do Calculo pela maneira estipida como seu ensino € quase sempre apresentado.
Qualquer assunto pode se tornar repulsivo se for apresentado destacando as suas
dificuldades.

Conforme (MIRANDA, 2004), o estilo informal e intuitivo em que o livro se apresentava
era um indicio que essa obra nao seria bem aceita pela comunidade Matematica na época. Nesse
periodo, a Matematica passava por uma tensdao no que diz respeito aos seus fundamentos: o
cuidado com os métodos, o formalismo, a indagacdo dos matematicos sobre as bases de sua

ciéncia, sendo que alguns pretendiam a eliminagao dos poderes da intuigdo.

Segundo (MIRANDA, 2004), pouquisimos registros existem sobre as criticas feitas
a obra de Silvanus Thompson, o que leva a crer que o livro foi ignorado pela comunidade
Matematica, ja que Silvanus Thompson ndo era matemadtico, e seu livro diferenciava-se muito

em relacdo aos outros autores.

De acordo com (MIRANDA, 2004), muitos anos mais tarde, estudiosos e pesquisadores
demostraram interesse na obra de Silvanus Thompson, pois perceberam que o livro se mostrava
interessante para os iniciantes no Cdlculo. Esse € o caso de Martin Gardner, entusiasta, estudioso
e personalidade do culto da Matematica recreativa, o qual fez um comparativo da obra de

Thompson e os demais livros indicados ao ensino do Calculo.

Segundo (MIRANDA, 2004):

Muitos esforcos similares foram feitos, tais como os livros:  Calculus for the
Pratical Man, The ABC of Calculus, What is Calculus, About?, Calculus the Easy
Way e Simplifield Calculus. Eles sao ou muito elementares, ou muito avang¢ados.
Thompson assume um feliz meio termo. E verdade que seu livro estd fora de uso, é
intuitivo e tradicionalmente orientado. Porém, nenhum autor jamais escreveu sobre

o Calculo com tanta clareza e humor.

Segundo (MIRANDA, 2004), Silvanus Thompson tinha em mente propdsitos peculiares
e que nao foram percebidos em sua época. Pretendia atender aos alunos principiantes, desejava
oferecer um curso de Célculo em que esta inserido a pedagogia da desmistificacdo e conceitos
elementares do assunto. Segundo (D’ AMBROSIO, 2013), a estratégia era a de familiarizacio do
estudante com as ideias ilustradas por exemplos simples.

Como ja foi abordado anteriormente, o pensamento de Thompson era desmistificar as

ideias fundamentais do Calculo Diferencial e Integral, e para tanto, ele utilizava uma linguagem
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informal e até descontraida para apresentacdo dos conteidos do Célculo. Essa forma era um
contraponto de como o Célculo era ensinado, uma critica, um questionamento de como era

ofertado, o formalismo, o rigor com os métodos matemdticos e o ensino do Cdlculo na época.

3.1 NOCOES DO CACULO DIFERENCIAL SEGUNDO THOMPSON

A revista Célculo (THOMPSON, 2013b) traz a partir da edi¢do 31, traducdes dos
capitulos da obra Calculus Made Easy de Silvanus Thompson. O autor, primeiramente, aborda o
significado dos principais simbolos do Calculo de maneira bastante informal, que sdo d atribuido

a derivada e [ atribuido a integral.

O autor cita que d significa “um pouquinho de”. Assim dz significa “um pouquinho de
x”, o que difere do significado “um elemento de” que muitos matematicos utilizam. Ja, para
J, o autor cita como “a soma de”, entdo, [ dx significa “a soma de todos os pouquinhos de x”,

contrastando com o termo ““a integral”.
Neste trabalho serd dada énfase a abordagem feita por Silvanus Thompson sobre derivada.

O autor se refere a graus distintos de pequenez, que aparecerao no processo do Calculo,
ou seja, quantidades pequenas de vérios graus de pequenez. Segundo (THOMPSON, 2013b), um
caso familiar € a comparagdo do minuto em relagdo a hora. Sabe-se que 1 minuto equivale 50
da hora. Agora, se for comparado o segundo em relacdo a hora, tem-se que 1 segundo equivale
61() : 610 da hora, ou seja, 3600 da hora. Essa segunda comparacdo, do segundo em relacao a hora,
0 autor cita como “segunda ordem de pequenez”, “segunda ordem de magnitude” ou ainda como
“segunda ordem de grandeza”. A comparacdo entre o minuto e o dia é bastante pequena € menor
ainda serd a comparagdo entre o segundo e o dia, ou seja, serd insignificante. Em situagdes como
essas, Silvanus Thompson despreza as quantidades insignificantes perante aos demais valores.
Essas quantidades desprezadas sdo aquelas que foram rotuladas pelo autor como “segunda ordem

de pequenez”, ou ainda, “terceira ordem de pequenez” e assim por diante...

De acordo com (THOMPSON, 2013b), é importante salientar que as pequenas quan-
tidades que aparecem multiplicadas por outros fatores, ndo tdo pequenas em uma expressao
matematica, resultam em valores que, talvez, ndo possam ser desprezadas, devido as suas magni-
tudes. Pode-se dizer que dx € uma pequena por¢ao de x, e relativamente pequena, mas que seria

incorreto afirmar que x - dx ou x® - dx, ou ainda, k% - dx como sendo despreziveis.

Como exemplo apresentado por (THOMPSON, 2013b), de uma quantidade x qualquer,
que sofre um pequeno incremento dx, passando a ser x + dx. O quadrado deste valor, (z + dz)?,
passaré a ser x° + 2x - dx + (dx)?. Estaria incorreto desprezar o segundo termo dessa expressao,
pois na realidade esse valor € uma quantidade de primeira ordem, enquanto, o terceiro termo

. : 1
dessa expressao € de segunda ordem de pequenez. Assim, considerando dx como sendo 50 de z,

entdo, o segundo termo da expressdo seria 50 de 22, enquanto o terceiro termo dessa expressdo
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o1 ) )
seria 3600 de x2. Observando os valores encontrados na expressdo verifica-se que a magnitude
do segundo termo € mais relevante que a do terceiro termo. Se fosse fixado um outro valor para

1
dx, de menor magnitude, por exemplo, 1000 de x, o segundo termo resultaria em 1000 de 22,

. . . . 1 .
enquanto o terceiro termo teria a minuscula magnitude de 1000000 de 2%. Nos dois exemplos
citados, se tivesse que desprezar um determinado valor, este seria o terceiro termo.

Uma outra situagdo é apresentada por (THOMPSON, 2013b). A fungdo f(x) = 22, que
geometricamente equivale a drea da superficie de um quadrado, cuja medida do lado € igual a x é
apresentada na Figura 21. Essa funcdo € continua e crescente para z > (. Quando se adiciona dx
a medida do lado do quadrado, haverd um crescimento em y de magnitude dy, conforme Figura

22, lembrando que dx serd um valor muito pequeno.

Figura 21 — Quadrado com medida do lado igual a x.

£

Fonte — (THOMPSON, 2013b)

y+dy = (v + dz)?

& y+dy=2+2x-dr+ (dr)’

= dy=2x-dv+ (dv)*.

Nesta passagem Silvanus Thompson desconsidera (dx)?, pois se trata de uma quantidade

de segunda ordem de magnitude, resultando na expressao:

dy = 2x - dx
dy
—= = 2x.
dx *

O valor acima obtido por Silvanus Thompson € o mesmo encontrado na equacao 2.2 de
Geraldo Avila.
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A érea do quadrado da Figura 21 era de 2% e a drea da Figura 22 passou a ser (z + dz)%
Esse valor encontrado € referente a soma da drea do quadrado original, 22, com as 4reas de dois

retangulos, 2z - dx e também com a drea do pequeno quadrado, (dz)?.
Figura 22 — Quadrado com medida do lado igual a  + dx.

T i

il

Fonte — (THOMPSON, 2013b)

Na tabela 3 sdo apresentados valores referentes a medida do lado do quadrado que, nesse
caso considera-se igual a 4; o acréscimo sofrido da medida desse lado, dz; os elementos do

trindmio quadrado perfeito que sdo: 2, 2z - dz e (dx)?; o resultado (x + dx)?; o acréscimo

) ) dy
sofrido da drea dy, bem como a razio incremental T
xr

Observa-se que na medida em que o valor de dx se torna cada vez menor, o valor atribuido
a (dz)? também diminui de forma vertiginosa, valor esse denominado por Silvanus Thompson
como “segunda ordem de pequenez”. Se for comparado os valores de dx e (dx)?, percebe-se uma
grande variagdo, pois sdo termos de “ordem de pequenez” distintos, ou seja, segundo Silvanus

Thompsom o valor de (dx)? poderia ser desprezado.

Entdo, a equagdo y + dy = 2 + 2z - dz + (dx)? ficou como dy = 2z - dzx, resultando

d . .
em d—y = 2z. Convém lembrar que o resultado encontrado d—y € igual ao semiperimetro do
x x
. dy .
quadrado, ou seja, igual a 2 - 4 = 8. Na tabela, observa-se que a coluna referente a %Y Vai se

dx
aproximando de 8, na medida que dz tende a zero.

Convém salientar que a notagdo para incremento adotado por Thompson em sua época,

dz, difere da notag¢@o de incremento adotado pelos matematicos atualmente, Ax.

Segundo (THOMPSON, 2013b), atualmente os matematicos chamam de infinitésimos
uma varidvel cujo limite € zero, sendo que esse geralmente € encontrado por meio de acréscimos

em funcdes.
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d
Tabela 3 — Razao 4y

dz
v | dr | 2?|2x-do (dx)? (x+dx)* | dy = (z+ dx)* — 22 Z‘z
4 0,1 16 0,8 0,01 16,81 0,81 8,1
41 001 |16 0,08 0,0001 16,0801 0,0801 8,01
41 0,001 |16 | 0,008 0,000001 16,008001 0,008001 8,001
4 10,0001 | 16 | 0,0008 | 0,00000001 | 16,00080001 0,00080001 8,0001

Fonte — Adaptado de (THOMPSON, 2013a)

O autor mostra, através de exemplos corriqueiros, a relacao de dependéncia, que pode

ocorrer entre as variaveis envolvidas.

Um desses exemplos apresentado por (THOMPSON, 2013c) se refere a um triangulo
retangulo, cuja medida da hipotenusa sendo ¢, da base sendo x e a altura sendo y, de modo que,
o angulo entre a base e a hipotenusa corresponde a 30 © por exemplo. Havendo uma expansao nas
medidas da base e da altura desse triangulo, mas mantendo-se os angulos internos inalterados,
a medida da base passard para x + dx e a altura se transforma em y + dy. O crescimento de z

causou o crescimento de y, mostrada na Figura 23.

Figura 23 — Triangulo de altura y e base = que sobreu expansao na altura e na base

iy

x dar
Fonte — (THOMPSON, 2013c)

Pela semelhanca existente entre os dois triangulos tem-se:

dy _y
dr =z
@_ c-send0°
dr  c¢-cos 30°
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dy  sen30°
dr  cos 30°

dy _
dv

dy_
=
dyN
dr "~ 1,73
dy
dz

O que acontece com as medidas desse tridngulo € que quando for adicionado um incre-

Hg\m\g\«lmp
w w

~ 0, 58.

mento de 1 cm na medida de sua base (dire¢do x), acarretard em um incremento de 0, 58 cm, na

medida de sua altura (direcdo ).

Uma outra situacao apresentada por (THOMPSON, 2013c) € o da Figura 24, onde = € a
distancia entre o pé da escada AB e a parede OB e y é a distancia entre o topo da escada AB
e a base da parede OB. A medida que o pé da escada se afasta da parede, o topo da escada se
aproxima da base da parede, ou seja, se x aumenta de = para = + dx, entdo, y decresce de y para
y — dy.

Como exemplo, (THOMPSON, 2013c¢) supde que o pé da escada (A) esteja a 21 cm da
parede, o topo da escada (B) esteja a 2m e 20 cm de altura. Fazendo com que o pé da escada
se afaste da parede em 1 c¢m, qual serd o afastamento do topo da escada em relag@o a posi¢cao

original.

Figura 24 — Escada apoiada na parede e que sofreu um deslocamento.

I dy I

B

0
x A dx

Fonte — (THOMPSON, 2013c)

Sendo as medidas em centimetros, tem-se que x = 21, y = 220, dz = 1, e dy o valor

que se pretende descobrir.
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O comprimento da escada serd dado por:
& = 21%+4220°
= ¢ = V21242202
= V441 + 48400
= V48841

= 221.

O comprimento da escada € de 221 cm. Para determinar o afastamento vertical do topo
da escada, tem-se que:
2212 = 222 + (y — dy)?

= (y—dy)® =221> —22°
= (220 —dy) = V2212 — 222
= 220 — dy = /48841 — 484
= 220 — dy = V48357
= 220 —dy ~219,9
= —dy~ —220+ 219,9
= —dy~-—0,1
= dy~0,1cm.
Observa-se que, para cada 1 cm de deslocamento na dire¢do horizontal, o deslocamento
na direcdo vertical serd de —0, 1 cm.

Logo, a razao entre dy e dx serd dada por:
dy 0,1
de 1
dy _
dr

—0,1.

Nos dois exemplos apresentados, tanto do triangulo retangulo, como o da escada, existe

~ . = ay
uma relagao entre r e y, o que permite encontrar a razao df
X

. . . dy :
E importante frisar, novamente, que Silvanus Thompson se refere a I €cOmo um quoci-
x

) . Ay ) )
ente entre incrementos, ou seja, g e ndo como diferencial de y em relacdo a x.
T

De acordo (THOMPSON, 2013c), as duas expressdes relacionadas aos exemplos apre-
sentados, 7 = tg30° e 22 + y? = ¢?, contém, implicitamente, os métodos pelos quais pode-se

x
designar tanto z em func¢do de y, quanto y em fun¢do de .

()
tg 30°

y=x-tg30° ou x=
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y=+vc2—22 ou x=/c?—1y>

A apresentacdo de uma fun¢do na sua forma explicita, como por exemplo, y = z - tg 30 °,

destaca quem € a varidvel dependente e a independente, que nesse caso sdo y € x, respectivamente.

: : " . oo Ay
Silvanus Thompson cita que matematicos de sua época se referem a razao T como

x
coeficiente diferencial de y em relagdo a x, ou ainda como fun¢ao derivada de y em relacdo a x,

ou, derivada de y no ponto x.

Conforme (THOMPSON, 2013c), no Ensino Bdsico, a dlgebra estd envolvida na procura
de grandezas desconhecidas, que em geral, sdo designadas por x ou y. O objetivo agora é
encontrar a razao ﬁ que é chamada de derivagdo e que s6 vai fazer sentido se dz e dy forem
infinitamente pequenos, ou seja, o real valor do coeficiente diferencial serd aquele que vai se

aproximando de um valor limite quando se atribui valores cada vez menores para dx e dy.

Outra preocupagdo relatada pelo autor € a desmistificagdo que a simbologia ensinada
para representar as derivadas seja complicada. O autor usa uma linguagem bastante simploria,
mas significativa para o entendimento. Expressdes como dx t€ém um significado de “um elemento
de” z ou ainda “um pedacinho de” x. Quando do estudo de derivadas de ordem superior ou igual

. Py s . 3 .
a 2, o autor, diz que — € operacao de derivar y em relacdo a = duas vezes, ou seja, achar a
dzx?

derivada de y em relacdo a x e depois achar a derivada da derivada de y em relacdo a x.

Silvanus Thompson comeca a derivacdo de algumas expressoes algébricas mais simples,
como no caso da fun¢do y = z2, que ja foi apresentada quando do estudo da 4drea da superficie

de um quadrado.

Posteriormente o autor sugere determinar a derivada da fungdo y = 2. De acordo com
(THOMPSON, 2013c), a nocdo de crescimento € a primordial dentro do Célculo. Sabendo que y
e 23 sdo correspondentes e, havendo um crescimento para z, y também crescerd. A preocupagio

€ encontrar a razao entre dy e dx. Desta forma tem-se:

y+dy = (x + dx)?
=  y+dy=2°+32"dv+ 3z - (dv)* + (dv)’.

Como j4 foi comentado anteriormente, os valores (dz)? e (dz)? serdo desconsiderados

por serem insignificantes quando comparados com outros elementos da equacao, resultando em:
_ .3 2
y+dy=2"+ 32" - dx

= dy =32 dx

dy _
dv

322,
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Convém lembrar que a derivada da funcdo y = 23 foi obtida sem o emprego de limites.

Segundo (THOMPSON, 2013c), para a derivagio da funcdo y = z* repete-se a mesma

metodologia. Um incremento z € adicionado a varidvel x, passando a ser x + dx e y também

cresce, passando a ser y + dy. Tem-se entdo:
y+dy = (z + dx)*
= y+dy=2a"+42" - dr +62* (dz)* + 4da - (dz)* + (dz)*
= dy =42 - dr + 627 - (dz)? + 4o - (dx)® + (dx)*.

Lembrando que valores como (dz)?, (dz)® e (dx)* podem ser desconsiderados, pois quando

comparados a outros elementos da expressao, sdo insignificantes. Logo a expressao fica:

dy = 42° - dx
dy 3
—= =4z,
dx .

Conforme (THOMPSON, 2013c), que observou o resultado das fun¢des e suas respecti-

vas derivadas, identificando assim um padrao e concluiu que se a fun¢do for y = 2", sua derivada

serd dada por:
d
*di —n-a" L (3.1)

Caso o expoente fosse negativo, como por exemplo y = 2, Silvanus Thompson

acrescentou a x o incremento dx e a y o incremento dy resultando em:

y+dy = (z + dx) >
2o\ ]2
= y+dy= lx <1+;>]

AN
= y—l—dy:m_2-<1—|—) .
x

De acordo com (THOMPSON, 2013c), foi necessério o emprego do Teorema Binomial

)
para expandir o bindmio (1 + %) , obtendo-se:

d dr\’ dr\’
= y+dy=a;—2[1—2-<x>+3-<x> —4-(30) T
X T X

= y+dy=a2"2-22"% dr+32x7" (dx)’ — 42 (dz)® + ...
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2 3 P . .
Desprezando (dx)”, (dx)” e todos os possiveis incrementos de ordem maiores de magni-

tude, pois apresentam valores insignificantes quando comparados aos demais termos da expressao
e sabendo que y = z~2, tem-se que:

dy = —2x73 - dx

2 = 273,
dx o

E se o expoente for uma fracdo? Segundo (THOMPSON, 2013c), que apresenta o
exemplo da fun¢do y = +/z, podendo ser escrita como y = 7. Adiciona-se as varidveis Y €x oS
incrementos dy e dz, respectivamente.

1
y:xQ

= y+dy:(a:+d:v)%

1
d 2
= ytdy= P(Hj)]

1
Aplicando o Teorema Binomial para o desenvolvendo do bindnio (1 + df) ?, obtém-se:

1 1 r: dr x? dz\ >
= r24+dy=ax2+—-———-|[— | +..
2 «x 8 T
d dz)?
= \/5+dy:\/§+@-—x—@-(x) +
2 x 8 2
1 de 1 (dz)’
= dy=-.-——=-.
=3 Vo 8 xyx

dy 1 dy 1

. 1
- = — ou ainda — =z 2.
der 2z dx

Silvanus Thompson mostra conjecturas que a derivada da funcido y = z" serd obtida
através da equagao 3.1, podendo o expoente dessa fungdo ser positivo, negativo ou fraciondrio.

Para o caso de funcdo possuir expoente irracional, Silvanus Thompson ndo apresentou resolugao.
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Agora, serd determinada a derivacdo de constantes dentro de uma expressao. Segundo
(THOMPSON, 2013a), tal comportamento é mostrado como no exemplo da fungio y = x> + 5,
em que a constante 5 foi adicionada ao fator 2. Havendo um crescimento em z passando de x

para x + dx, acarretard um crescimento em ¥, passando de y para y + dy. Assim tem-se:
y=12>+5

y+dy=(z+dz)’+5
y+dy:a:3+3x2-dx+3x-(dx)2+(dx)3+5

Desprezando as quantidades de maior ordem de magnitude, tem-se:
y+dy =a°+32° - do +5

y+dy = (2° +5) + 32° - dx

dy = 32% - dx
dy 2
7 _3
dx v

Independente do valor da constante, que neste caso foi igual a 5, quando for efetuado o processo
de diferenciacdo o valor da constante desaparecerd. Logo, a derivada de uma contante serd igual

a zero.
Thompson analisa qual serd o comportamento de uma constante multiplicada por um
fator em que aparece a varidvel z, como a fung¢do y = 7z%. Assim tem-se:

y="Tx

= y+dy="T(x+dr)?
=  y+dy="T[2*+ 2z dr+ (dr)?]
=  y+dy="T2"+ 14z -dx + 7 (dz)?

Desprezando as quantidades de maior ordem de magnitude, tem-se:

dy = 14z - dz.

Sendo assim, Thompson observa que o processo de direnciagcdo da funcdo y = a - 2™ se

assemelha ao processo y = z". Entdo, a derivada da funcdo y = a - 2™, seré:

@:a.n.xn_l
dx '

Outros exemplos, sdo apresentados por (THOMPSON, 2013a) como a diferenciacao da

fungdo y = a/x — 5\/5. O termo 5\/5, por ser uma constante tem derivada igual a zero. Com
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~ . 1 . . . ~
relagéio ao termo a+/, que pode ser escrito como a - x2 e realizando o processo de diferencia¢do
tem-se:
dy
dx

1 .,
o — 2
2 x
- L

ole R
[ I

a

2\/T.

Em outro capitulo de sua obra, Thompson aborda a soma de duas ou mais fun¢des, como
no caso da fun¢do y = u + v, em que u e v sdo fungdes de z. De acordo com (THOMPSON,
2013a), permitindo que x cresca para tornar-se x + dx, influenciando em u, que aumentara para
u + du, assim como v ampliard para se transformar em v + dv, e por fim y, que crescerd para
virar y + dy. Entdo, tem-se y + dy = v + du + v + dv.

Sabendo que y = u + v, entdo pode ser suprimido do lado esquerdo o valor de y, assim
como do lado direito o valor de u + v, ficando a equagdo como dy = du + dv. Dividindo-se os
dois lados da equacdo por dzx, tem-se:

dy du dv

dr  dr | dr

Logo, a estratégia para diferenciar a soma de duas ou mais funcdes se da pela diferencia-
cdo de uma func¢do de cada vez e depois efetua-se a soma dos resultados.

Para a subtra¢do o processo € muito parecido com a da soma:
Yy=u—v

y+dy = (u+du) — (v+ dv)

y+dy=u-+du—v—dv

dy = du — dv
dy _du_dv
der dr du

Houve até a preocupacao de enunciar uma regra para a diferenciacdo de duas ou mais
funcdes. Conforme (THOMPSON, 2013a) relata: “A derivada de uma soma de fungdes € a soma
da derivada de cada func¢do ou o coeficiente diferencial de uma soma de fun¢des € a soma do
coeficiente diferencial de cada uma das funcdes”.

Quando a questdo é diferenciar um produto de fun¢des, como a equagdo y = u - v, onde,
u e v sdo funcgdes de z, faz-se, entdo x aumentar para x + dx, influindo para que u altere para
u + du, v amplie para v 4+ dv e também y cres¢a para se tornar y + dy, ficando a equagdo desta
forma:

y+dy = (u+du)- (v+dv)
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= y+dy=u-v+u-dv+v-du+du-dv.

Suprimindo y do lado esquerdo da equacdo e « - v do lado direito, pelo fato que y = u - v, tem-se:
dy =u-dv+v-du+du-dv.

Aqui Thompson recorre a eliminagdo do termo du - dv pois trata-se de um termo de segunda
ordem de pequenez, ficando dy = u - dv + v - du. Por fim, efetua-se a divisdo de toda a equacdo
por dzx.

dy — dv du

dx—w%—l—v-%.

(THOMPSON, 2013a) enunciou essa regra como:

Para diferenciar o produto de duas fun¢des, multiplique cada funcio pelo coeficiente
diferencial da outra, e dai some os dois produtos, ou entdo, para diferenciar o
produto de duas fun¢des, multiplique a primeira funcdo pela derivada da segunda,
dai multiplique a segunda funcdo pela derivada da primeira, e por fim some os dois

produtos.

. . . . ~ . u
Falta ainda ver como diferenciar quocientes de funcdes do tipo y = —. De acordo

v
com (THOMPSON, 2013a), ao permitir o crescimento de x para virar x + dz, tem-se, entdo o
crescimento em w para virar u + du, assim como o crescimento em v para virar v + dv, conforme

equacao 3.2:

y+dy = . (3.2)

O que vai ser realizado € a divisdo de u + du por v + dv pelo algoritmo da chave até
onde se consiga uma expressao que propicie tirar y do lado esquerdo da igualdade com o seu

correspondente % do lado direito dessa igualdade. Aplicando o método da chave tem-se:
v

Rescrevendo na forma D = d - () + r, onde D € o dividendo, d o divisor, () o quociente

€ r o resto, tem-se:

d -d du - d - (dv)?
u+du = (v+ dv) (54—:—“@2“)—%(— uv cil 1(}20) )

Nessa equacdo podem ser desprezados os termos de segunda ordem de magnitude, como aqueles

que fazem parte do resto, ficando entao:

V2

u+ du= (v+ dv) <Z+d:_u-dv>

u+du u d7u u - dv

v+dv v ) v?
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i+ u v+ dy

— U — = dv i il i« e
1 —

I — 4 — —

o " ]

dn — — duv

it « i

i1

— fu —

i i - o
— — - dv —
B B

o

u i - ()=

+ — - du + ——
rl lll2

—
diu - dvowe {dv)”

1 12
i P

Substituindo o valor acima na equagdo 3.2, tem-se:

u du  u-dv
ytdy =+ .

12

O valor de y do lado esquerdo da equagdo deve ser desprezado, assim como o valor de % 4o lado
v

direito, ficando:

Dividindo tudo por dx e aplicando um pouco de dlgebra, tem-se:

dy_(v-du—u-dv) 1

dr v?2 dzx
y du " dv

dy " dr " dx

= dr v2 ’

Para diferenciar fun¢dao composta, Silvanus Thompson utiliza exemplos para apresentar a
regra da cadeia. Segundo (MIRANDA, 2004), Thompson utiliza “um truque ttil” para diferenciar
expressdes “muito complicadas”. Como exemplo € apresentada a fungio y = (2 + a2)%, que
aos olhos de Thompson seria impossivel sua resolu¢do para quem estd inciando o estudo do
Célculo. O referido “truque” é fazer uma substitui¢do de varidveis, ou seja, substituir (22 + a?)

3 P e . A .
por u, resultando em y = (u)2. A proxima etapa é fazer a derivada desse polindmio resultando

d 3 1 ) .
em: d—y =3 (u) >, Voltando para equagio v = 2 + a? e diferenciando-a em relacdo a x, tem-se
U
d dy d
como resultado: a_ 2x. Fazendo as devidas substituicdes na expressao, 8 _ % —u, 1sto é,
P 5 dx p dr du dx
1
Y _ 2 s . 2z, resultando em: 3. (22 + a?)2.

de 2 dx
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Usando esse artificio de substitui¢do de varidveis e derivando as duas as fungdes em

relagdo a varidvel x, Thompson aplica a regra da cadeia.

Em seu livro, Silvanus Thompson discorre também sobre derivadas trigonométricas. Sua
preocupacio inicial é investigar o que acontece com y quando @ varia, ou seja, qual a relagdo

entre esses dois incrementos quando esses forem muito pequenos, tendendo a zero.

Considerando a funcido y = sen 6, o que se quer averiguar € o significado da expressao,
d(senf))
e

Figura 25 — Circulo trigonométrico.

(i

v i

0,1}

L ; teme
sin y

(—1.,0) (1.0) T

{0, —1)

Fonte — Adaptado de (THOMPSON, 2014)

Observando a Figura 25, na qual esté representado o circulo trigonométrico cujo raio é
igual a 1, onde y representa a proje¢do do arco x sobre o eixo vertical, ou simplesmente, o valor
do seno desse arco, que € igual a sen 6, e # sendo o dngulo central que limita o arco x no circulo
trigonométrico, e de acordo com (THOMPSON, 2014), havendo um aumento muito pequeno do
angulo 6, cujo valor € df (que € um infinitésimo do angulo), ird acarretar também um aumento
na direcdo y, cujo valor serd dy. Com isso ocorrendo, a nova altura serd y + dy, equivalente ao

seno do novo angulo 6 + df. Entdo, tem-se que:
y = senf

Syt dy = sen(d + db)
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= dy = sen(f + df) — senb.

A expressdo sen(f + df) — sen 6§ é a diferenca entre dois senos que serd substituida por

uma outra expressao trigonométrica.

Note que as transformacgdes de soma e diferenca de senos sao expressas por:

sen(a + b) = sen(a) - cos(b) + sen(b) - cos(a) (3.3)

sen(a — b) = sen(a) - cos(b) — sen(b) - cos(a) (3.4)
Somando as equagdes 3.3 e 3.4 obtém-se:

sen(a+b) + sen(a —b) = sen(a) - cos(b) + sen(b) - cos(a) + sen(a) - cos(b) — sen(b) - cos(a)

= sen(a+b) + sen(a —b) =2 - sen(a) - cos(b) (3.5)
Subtraindo as equacgdes 3.3 e 3.4 gera-se:

sen(a+b) — sen(a — b) = sen(a) - cos(b) + sen(b) - cos(a) — sen(a) - cos(b) + sen(b) - cos(a)

= sen(a+0b) — sen(a —b) =2 - sen(b) - cos(a) (3.6)
Fazendo a + b = pe a — b = g e somando essas duas equagdes, tem-se:
a+b+a—-b=p+gq

= 2-a=p+yq

= a=—. (3.7)
Agora subtraindo a + b = pde a — b = ¢, tem-se:

at+b—a+b=p—q

= p=2"1 (3.8)
Substituindo os valores de a e b das equagdes 3.7 e 3.8, na equagdo 3.5, tem-se:

sen(p) + sen(q) =2 - sen (p;—q) £ COS (p;q) : (3.9)
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Substituindo os valores de a e b das equagdes 3.7 e 3.8, na equagdo 3.6, tem-se:
sen(p) — sen(q) = 2 - sen (pgq) - oS (p-2|—q> : (3.10)

Voltando a expressdo dy = sen p — sen ¢ e utilizando a equagdo 3.10,comp =0 + d 6

e ¢ = 0, obtém-se:

0-+do—0 0+do+0

dy=2-sen| —— | -cos | ———
2 2

df 2-0+do

—9. . 2 7=

= dy sen<2> cos( 5 )
1 1

= dy:2-cos(9—|—2~d€)~sen(2‘d9>. (3.11)

Segundo (THOMPSON, 2014), df é uma varidvel que tende a zero, sem jamais ser zero.

Sendo assim, o primeiro termo da equagdo 3.11 tende a 2- cos 6, ja que a parcela df do argumento

. o . de
seréd desprezada devido sua insignificancia. No segundo termo, conforme (2 fica cada vez

db 3 o do
menor sen 5 ) também fica, de sorte que, no limite, a fun¢do sen 5 € 0 argumento

0 de
<2> ficam cada vez mais proximos, entao o autor trocou sen <2> por <2> 0 que permite
escrever a equacdo 3.11 como:
1
dy:2-cos(6’)-§-d9
d
= CTZ = cos 0. (3.12)

Considerando uma outra funcio, a fungdo y = cos 6. Conforme relata (THOMPSON,

2014), sabe-se que cos # = sen (g — 9), ou seja, y = sen (;T — 9). Aplicando a Regra da
Cadeia, [f(g(x))] = f'(g(x)) - ¢/ (), tem-se:

= = —send. (3.13)

i
de

Agora, considerando a fung¢do y = tg 6. De acordo com (THOMPSON, 2014), se houver
um pequeno crescimento y na dire¢do y, passando a ser y + dy, trard como efeito um pequeno
aumento do angulo 6, passando esse para 6 + d 6, conforme mostrado na Figura 25. Trabalhando

um pouco com a equagdo y = tg 6, tem-se:

y+dy = tg(f+ do)
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= dy= tg(0+do) — tgh.

Consultando tabelas de identidades trigonométricas, sabe-se que:

tga+ tgb
1— tga- tgh’

tan 0 + tgdf
ou ainda, tan(0 + df) = ano te

to(a + b) = _ _
gla+9) 1~ tg0- tgdd

Fazendo as devidas substitui¢des na expressdo y + dy = tg(f + d f) tem-se:

du — tg 0 + tgdo B
y_l—tgG-tgdG

tgd + tgdo tgd- (1 — tgh- tgdh)

dy — _
~ YT T T lan0 - tgdd 1— 120 tgdf
dy — tgl + tgdh — tgl + tg20 - tgdb
v= 1— taf- tgdf
Ty — tgdf + tg?0 - tgdb
Y7 T g0 tgdd
2 .
S gy (1+ tg*0) tgdH. (3.14)

1— tg6- tgdd

De acordo com (THOMPSON, 2014), se df tende a zero, o valor de tgdf tende a
ficar igual a df e o valor da tg6 - df vai se tornando insignificante quando comparado a 1

possibilitando assim, uma simplificacdo da expressao 3.14, obtendo-se:

(1+ tg26) - do

duy —
Y 1
dy 9
—~Z =1+ tg“0
= 20 + tg
dy 9
A _ .1
= 79 = sec 0 (3.15)

Silvanus Thompson emprega sempre a mesma metodologia, nao usando limites, para
obter naturalmente a derivada de uma funcdo trigonométrica. Apesar da supressdo do emprego
de limites para obtencao das derivadas trigonométricas, se paga um preco alto, o uso extensivo

de identidades trigonométricas.

Thompson ainda desenvolve o estudo de outras derivadas em sua obra como a de fungdes
exponenciais, logaritmicas e outras trigonométricas, que nao foram relatados neste trabalho. A
ideia era mostrar a esséncia da derivacao de algumas funcdes, cujo cerne € o ndao emprego de

limites para calculo de derivadas de funcdes.
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Atualmente, o livro Calculus Made Easy ja estd em dominio ptblico por meio do Projeto
Gutemberg (HART, 2018). O Projeto disponibiliza livros, ebooks e trabalhos antigos que podem
ser acessados e baixados de forma gratuita sem nenhum custo, jd que expiraram os prazos de
direitos autorais. Apesar da gratuidade, o Projeto Gutemberg aceita doacdes, pois gera-se um
custo para se manter on-line, para digitalizacdo de livros e o aprimoramento de programas para

se manter atualizado.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Observa-se cada vez mais um desinteresse dos estudantes em aprender Matemdtica seja

pela dificuldade de entendimento, por questdes pessoais, por ndo encontrar aplicabilidade.

Alguns programas estdo desvinculados da realidade desse aluno, pois sua aplicabilidade é
muito restrita, ndo gerando no aluno uma aprendizagem significativa, sendo que alguns contetidos
poderiam ser abordados de maneiras diferentes, fazendo despertar no aluno o interesse pelo

significado do contetido.

Uma possibilidade para uma eventual modificacdo seria a introdugdo de outros conteudos

como o Célculo, que poderia facilitar essa mudanca comportamental no estudante.

O trabalho desenvolvido teve como objeto de estudo a possibilidade de insercao do estudo

da derivada no Ensino Médio norteado pelas ideias de Geraldo Avila e Silvanus Thompson.

Como j4 foi relatado, o ensino do Célculo, mais especificamente, o da derivada, que ja fez
parte do curriculo do Ensino Médio, ndo passava de uma inicializacdo, um conjunto de exercicios

sobre as técnicas de derivacdo, que muito provavelmente esse aluno teria na universidade.

Trabalhar esse conteido no Ensino Médio € oportunizar o estudante a conhecer essa
ferramenta tdo importante na Matematica, pois ai se concentra uma 6tima ocasido de ampliar os

conhecimentos dos alunos e de mostrar as aplicacdes dos conceitos matematicos.

O ensino da derivada pautada em aplica¢des pode ser realizado no Ensino Médio fazendo
contraponto com conteudos de outras disciplinas. As possibilidades de situagdes criadas com
ensino das derivadas, juntamente com softwares geométricos, sdo ferramentas de auxilio na
apropriacdo destes conhecimentos, pois a visualizagdo facilita, em muito, esse aprendizado, uma

vez que a apresentacao virtual faz parte da rotina de muito desses jovens.

Pode-se achar que os programas que fazem parte do ensino da Matemaética no Ensino
Médio ndo comportariam inser¢do do estudo das derivadas. Entdo, que se faca outra estruturagdo
dos programas uma vez que esse assunto € tao relevante na constru¢do do saber matemadtico.
Essa estruturacdo pode ser adaptada com a inclusdo de atividades que mostrem aplicagdes
desses conteudos, ou ainda, com a supressao dos que sdo notabilizados pelo excesso de rigor e
formalismo. A exploracdo dos conceitos estudados deve ser pautada na intui¢do, na visualizagdo

e também na experimentacao.

O excessivo rigor empregado em determinadas demonstra¢des corroboram para falta de
interesse e motivacdo. O estudo das fungdes ficaria mais interessante para o aprendizado dos
alunos se combinado com o estudo das derivadas, que deve ser explorado, principalmente, em
aplicagdes, onde o conceito de fun¢do apareceria naturalmente, pois na histéria da matemaética, o

conceito de funcao foi obtido apés um longo periodo de evolugao do Calculo, onde as fungdes
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iam surgindo na medida em que os problemas iam sendo dissecados e formulados.

As definicdes de limites e derivadas podem ser mostradas de modo mais informal, através
de exemplos niméricos ou gréificos. Isso ndo impede que o conceito de derivada seja apresentado
antes da definicdo de limite, pois a defini¢ao classica de derivada € fundamentada em cima de

um limite particular.

Conforme (MACHADO, 1990) que relata a seguinte critica:

Mesmo nas tentativas de ensinar as nogdes de cdlculo na escola bésica, em nivel de
segundo grau, a abordagem dominante coincide com a anteriormente descrita, com
a circunstancia agravante de que quase sempre as nocoes tratadas deixam de incluir
o conceito de integral, portanto limitando-se a uma visao pré-histérica do assunto.
Como ja vimos, o nascimento do Célculo da-se precisamente no momento em que
sdo reconhecidas as relagdes de interdependéncia entre os processos de derivagao
e de integracdo. Neste nivel de ensino, os livros didéaticos que tratam do assunto
costumam dedicar a maior parte de suas paginas as atividades preparatdrias e ao
conceito de limite, apresentando a derivada como um particular limite, concentrando
as atengOes nas regras de derivacdo e culminando com algumas aplica¢des, geomé-
tricas ou fisicas, nas derivadas. Poucas vezes eles enveredam, e se o fazem € sempre

em poucas piginas, nos caminhos que conduzem ao conceito de integral.

A apresentagdo de ideias basicas que retratam o Calculo, sem a formalidade, tao cons-
tantemente empregada, como no caso da definicdo de limite, é possivel e, talvez até, desejavel.
Essas ideias tdo presentes no cotidiano, que sdo abordadas de maneira intuitiva e natural, muitas

vezes ndo associadas ao processo do Calculo.

No estudo da funcdo quadritica, a aplicacdo da derivada ndo s se restringe na obtencao
das coordenadas do vértice. Pode ser estudada também a questao do crescimento, da concavidade,
das raizes, da paridade, do coeficiente angular e da equacdo da reta tangente em um determinado

ponto.

Hoje em dia as respostas sao imediatas, a interagdo digital ndo d4 espaco para uma
estagnacgdo de ideias, tudo € muito ripido, e infelizmente, isso reflete também em sala de aula.
Tentar minimizar isso, talvez, seja o maior desafio do professor. Por isso € imprescindivel um
bom planejamento, cujo conteddo a ser repassado esteja sempre carregado de aplicacdes. E
de suma importancia que os professores tenham sabedoria e prética para apontar onde esse
conhecimento pode ser aplicado, sua utilidade, pois isso € um fator motivador para a curiosidade
e interesse dos alunos. A formacdo continuada dos professores € um fator preponderante para a

melhoria na qualidade do ensino na Educagdo Baésica.

Como reforca o professor Geraldo Avila, o estudo derivada seria de uma forma discreta

mais incisiva, repleta de aplicacdes, de preferéncia em sintonia com outras disciplinas, como por
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exemplo, a Fisica. A ideia da aplicacdo da derivada no estudo da Fisica, principalmente no estudo
da cinematica € fundamental, seja pela clareza de entendimento dos alunos, seja pela facilidade
em expor os conteidos. Esses assuntos fazem parte do conteido programético do 1°Ano do
Ensino Médio, entdo, para ser aplicado, o aluno necessitaria de ter no¢des de derivada nesse
perido. O uso da derivada seria empregado para a obtengdo da velocidade e aceleracdo de um
movel, a partir da fungdo hordria e contribuiria, em muito, para a assimilagdo dos fundamentos

fisicos estudados.

H4 que se salientar o que Thompson fez, como a apresentacdo da nomenclatura para
derivada e integral, por mais elementar que possa ser. Uma de suas preocupagdes foi desmistificar
a barreira que existe para o aprendizado do Calculo. Sua linguagem baseada em infinitésimos, é

bastante informal, e uma proposta diferente € seu didlogo com o leitor.

Sua proposta de apresentar o estudo da derivada sem utilizacao de limites € a marca de
sua obra. Thompson, muitas vezes, desconsidera valores infinitesimais muito pequenos quando
comparados a outros. E essa simplificacdo, que foge totalmente da formalidade como € obtida a

derivada, sem o rigor que a academia cobra, € ponto nevrélgico de muitos questionamentos.

Apesar de formalmente diferente do Calculo usual, esta abordagem menos rigorosa

conduz exatemente aos mesmos resultados classicos do Calculo Diferencial.

Esta metodologia (ou similar, isto €, menos rigorosa e mais intuitiva, porém correta) se
adotada no estudo de derivadas no Ensino Médio pode render dividendos. O que se procura
€ que o estudo da derivada dé suporte ao estudo de funcdes e essa estratégia empregada por
Thompson, em que ele abdica o emprego de limites, € um ganho substancial. Ainda que em
alguns casos, por exemplo, para as fungdes trigonométricas, esse recurso para obtencao da
derivada tenha se tornado bastante trabalhoso, pois, em varias situagdes se emprega o uso de

identidades trigonométricas.

O trabalho aqui apresentado buscou demonstrar a resolu¢do de derivadas sem a utilizag@o
de limites, conforme metodologia utilizada por Silvanus Thompson. Foram apresentadas algumas
demonstracdes de algumas func¢des polinomiais e trigonométricas, ficando como sugestao para
trabalhos futuros, a resolu¢do de fungdes como as exponenciais, logaritmicas entre outras. Uma
outra proposta de trabalhos futuros seria o estudo de integrais, tdo fundamental na resolucdo de

questdes pertinentes ao comprimento de curvas, dreas e volumes, entre outros.

Por fim, quero aqui agradecer a oportunidade de poder cursar o programa PROFMAT,
oferecido pela UTFPR, em conjunto com a SBM e o IMPA. Acredito que a atuacdo do docente
em sala de aula, depende em muito, da capacitacdo desse prossional e foi isso que ocorreu quando
da possibilidade de cursar esse Mestrado em Matemdtica em Rede Nacional. Espero que esse
programa continue sendo oferecido pelas institui¢cdes envolvidas, pois € de suma importancia

para o profissional da rede regular de ensino em Matemadtica cursar esse programa.
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