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RESUMO

KRASSOWSKI, Carlos Filho. UMA INTRODUCAO AS FUNCOES CONVE-
XAS. 63 f. Dissertacdo - Programa de Mestrado Profissional em Matemdtica
em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnologica Federal do Parana.
Curitiba, 2018.

Este trabalho consiste em uma introducdo as fung¢des convexas de uma varidvel
real. Ap6s um estudo do conceito de conjunto convexo € considerada a no¢do de
funcao convexa. S@o apresentados diversos resultados tedricos sobre a carateriza-
cdo e propriedades das fungdes convexas. Como aplicagcdo destes resultados sao
exploradas algumas generalizacdes e relacOes entre médias de ndmeros positivos
e desenvolvidas demonstracdes alternativas para diversas desigualdades entre
médias consideradas no livro de Matematica Discreta da colecio do PROFMAT.
Além disso, € feito uma exploragdo sobre o problema de decomposi¢cdao de uma
funcdo como diferenca de fun¢des convexas, baseado no conceito de variagao

total de uma fungao.

Palavras-chave: Convexidade; Fun¢des Convexas; Desigualdades entre Médias.



ABSTRACT

KRASSOWSKI, Carlos Filho. AN INTRODUCTION TO CONVEX FUNC-
TIONS. 63 pg. Dissertation - Programa de Mestrado Profissional em Matemética
em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnologica Federal do Parana.
Curitiba, 2018

This dissertation presents an introduction to convex functions of one real vari-
able. After studying the concept of convex set, the notion of convex function is
considered. Several theoretical results related to characterizations and properties
of convex functions are presented. As an application of these results, some gen-
eralizations and relationships between means of positive numbers are explored
and alternative proofs of means inequalities presented in the book of Discrete
Mathematics of PROFMAT collection, are developed. In addition, is presented
an exploration on the problem of decomposition of a function as the difference

of convex functions, based on the concept of total variation of a function.

Keywords: Convexity; Convex Functions; Mean Inequalities.
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INTRODUCAO

As fungdes convexas, tema dessa dissertacdo, sao relevantes em diversas
areas, e suas propriedades permitem demonstracdes de resultados importantes,

como algumas desigualdades que se fazem presentes neste trabalho.

O ramo da Matemadtica que estuda os conjuntos convexos € as fungdes
convexas € denominado de Andlise Convexa. Os conjuntos convexos representam,
geometricamente, regides de forma que um segmento definido por quaisquer

dois pontos da regido, estd inteiramente contido nessa mesma regiao.

O objetivo deste trabalho € discutir algumas defini¢cdes e resultados refe-
rentes as funcdes convexas. Para ilustrar alguns exemplos e resultados foram

produzidas algumas ilustragdes feitas com auxilio do GeoGebra.

Dentre os trabalhos do PROFMAT relacionados ao tema, destaca-se a
dissertacao intitulada Uma Introducdo a Andlise Convexa, Conjuntos e Funcoes
Convexas de Amorin (2013). Nela sdo apresentadas as principais ideias concer-
nentes aos conjuntos e fungdes convexas, realizando uma revisao bibliografica
acerca do tema. O autor destina um capitulo para fazer uma revisao bdsica de
conceitos referentes 2 Algebra Linear e 2 Andlise Real. Na presente dissertacéo,

estes assustos serdo assumidos ja conhecidos.

Este trabalho estrutura-se em quatro capitulos. No primeiro capitulo, inti-
tulado conjuntos convexos, sao apresentadas defini¢des e propriedades basicas
relacionadas ao conceito de conjunto convexo, envoltério convexo e combinagoes

convexas.

O segundo capitulo desenvolve um estudo sobre as fungoes convexas de
uma variavel real. Sao discutidas algumas caracterizacdes e propriedades de
funcodes convexas incluindo uma caracterizagao por meio de retas secantes €

outra via derivadas.

No capitulo trés sao discutidas as desigualdades entre médias classicas e
médias mais gerais (p-Médias). Algumas desigualdades entre médias clédssicas
estdo incluidas em livros da cole¢cdo do PROFMAT, Morgado e Carvalho (2015),

e sdo demonstradas utilizando diversas estratégias nao tao naturais. Neste traba-
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lho estas demonstracdes e suas generalizagdes sao devenvolvidas utilizando os
resultados de fungdes convexas.

No quarto capitulo é estudado o problema da decomposicao de funcdoes
reais como diferenca entre convexas. Embora a convexidade ndo seja caracteris-
tica comum a todas as fungdes reais, € possivel decompor determinadas fungdes,
sob algumas condi¢des, em termos de funcoes convexas. Neste trabalho sera

explorado um procedimento para obter esta decomposi¢ao.



1 CONJUNTOS CONVEXOS

A proposta deste capitulo é fazer um estudo inicial sobre conjuntos con-
vexos, trazendo algumas defini¢des e resultados com ilustragdes. Os conceitos
trabalhados nesse capitulo foram inspirados na obra de Krantz (2015).

Informalmente um conjunto C' é convexo se, € somente se, para quaisquer

pontos a e b em C, o segmento ab estd inteiramente em contido C'.

1.1 DEFINICOES E PROPRIEDADES BASICAS

Definicao 1. Um conjunto C' é convexo se dados pontos x e y em C' e um escalar
A € [0, 1], o ponto dado por \x + (1 — \)y € C'.

A figura que segue ilustra uma representacdo de um conjunto convexo.

Figura 1 — Conjunto convexo

O conjunto ilustrado na figura que segue nao € convexo pois existe parte
do segmento fora do conjunto.

Figura 2 — Conjunto nio convexo
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Em seguida sdo apresentados exemplos de conjuntos com sua convexidade
estudadas.

Exemplo 1.1.1. Toda reta € um conjunto convexo.

Exemplo 1.1.2. O conjunto dado por
C={zeR": Az =y, Ac R"" y € R"}
¢ convexo. De fato, considerando x1, xo € C, entdo para qualquer « € [0, 1],

Alaz;1+ (1 —a)zy) = Ay + (1 —a)Azs=ay+ (1 —a)y =y

mostrando que oz + (1 — a)xp € C.

Exemplo 1.1.3. Qualquer espago vetorial € um conjunto convexo.

Se V' € um espaco vetorial, a soma de dois vetores de V' e a multiplicacao
de um vetor de V' por escalar estdo em V', logo, tomando quaisquer A em [0, 1] e
dois vetores = e y quaisquerem V, Ax + (1 — \)y € V.

Exemplo 1.1.4. O conjunto S = {x € R" : Az < b} com A uma matriz n por
n e b € R" é convexo. Nesse contexto, a expressdo Ax < b diz respeito a um

sistema de inequacoes lineares.

Sejam z,y € Se A € [0, 1], entdo

Az + (1 =Ny) = Az + A1 — Ny (distributividade)
= Mz + (1 - \)Ay
<A+ (1—=A)b (hipétese)
<b

Exemplo 1.1.5. O conjunto B = {z e R": ||z|| < r},comx € R",r € R, é

convexo.

A+ (1 =Ny || <[ Az ][+ ] (1=Ny | (desigualdade triangular)
= Al |z || +][(1=X)]|]y]| (propriedades de norma)
=Mz +A =Nyl (A (1 =A)=0)
<Ar+ (1= XA)r (hipdtese)

=T
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Exemplo 1.1.6. O conjunto vazio é convexo. Supondo que o vazio nao seja
convexo, entdo haverdo dois pontos tais que o segmento definido por eles pode
estar parcialmente fora, no entanto nao existem esses pontos pois o conjunto €

vazio, configurando um absurdo.

Teorema 1. Se C' e D sdo conjuntos convexos de R", entdo:

1. C+D={c+d:ceC,de D} é convexo.
2. aC :={ac:ce€ C} com afixado em R é convexo.

3. A intersec¢do de uma colegdo de conjuntos convexos é convexa.

Figura 3 — A intersec¢@o dos conjuntos C' e D € convexa.

Demonstracdo. 1) Sejam ci,co € C,dy,ds € D, além disso, considerando
r=c +d ey =co+dy comuzy € (C+ D). Sabe-se da convexidade
de C' e de D que para algum \ € [0, 1], tem-se que Ac; + (1 — ANy € C'e
Ad; + (1 — A)dy € D. Nessas condigdes,

)\(Cl—|—d1)+(1—>\)(02+d2) = ()\Cl-f-(l—A)02)+()\d1+(1—>\)d2) c (C-l‘D)

2) Sejam z,y € aC,isto é, x = ac; ey = acy com cj,co € C. Da
convexidade de C, tem-se que ¢ = Ac; + (1 — A)ep € C.
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Sabemos que

A+ (1 =Ny = dacy + (1 — Nacs
= a(Acp + (1 = N)ew)
= ac € aC.

3) Se x,y € N;esC; entdo x,y € C;, para todo i. Como C; é convexo,
entdo para qualquer a € [0, 1], ay + (1 — a)y € C;, para todo i.

Portanto, para todo o € [0, 1], ap; + (1 — a)ps € N;iesCi. N

E possivel mostrar que o lugar geométrico da soma de dois circulos C' e D
¢ outro circulo cujo centro e raio sdo dados pela soma dos centros e raios de C' e
D, respectivamente. Na Figura 4 o circulo C tem raio igual a 1 e centro (2, 1)
e o circulo D tem o mesmo raio e centro (4,0). A soma C + D € representada
por um circulo de centro (6, 1) e raio igual a 2. A Figura 4, ainda ilustra que a
unido de dois conjuntos convexos nem sempre € convexa, Como Ocorre com 0s
circulos C'e D.

31 C+ D

Figura4 — C' 4+ D é convexo. C' U D ndo é convexo.
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1.2 ENVOLTORIO E COMBINACOES CONVEXAS

Informalmente o envoltério convexo de um conjunto C' pode ser entendido

como 0 menor conjunto convexo que contém C'.

Definicao 2. O envoltorio convexo de C, denotado co(C), é definido como a

intersecgdo de tOdOS oS ConjuntOS convexos que Contém C, ou Seja,
CO(C): nBEI B)

com I = {B é convexo,C C B}.

co(C)

Figura 5 — Envoltério convexo de um conjunto C'

A definicdo que segue permite generalizar o conceito de convexidade

levando em conta n pontos em R":

Definicao 3. Sejam pi,ps,...,p, € R". A expressdo

a1p1 + Qopo + ... + appy

é dita combinagdo convexa de py,pa, ..., pn, quando oy, s, ..., o, € [0,1] e
27:1 a; = ]_.
Proposicao 1.2.1. B ¢é convexo se e somente se para todo py, . ..,p, € B e todo

Ai € 0,1] com = \; = 1, tem-se:

Mp1+ -+ Aupn € B (1.1)
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Demonstracdo. Suponha B convexo. O resultado expressado por (1.1) sera
mostrado via inducao matematica. O caso base € trivial pois a combinagdo
convexa com um dnico ponto de B estd em B. E necessério que \; = 1 e um
ponto p; € B qualquer, que \ip; = p; € B.

Agora, considere 0s pontos pi, ..., pn, Pne1 € B e que (1.1) seja valida

para algum n.

Do fato da convexidade de B e de que os pontos p,, 11 € A\ip1 + - + A\upn

pertencem a B, tem-se que para qualquer « € [0, 1] ocorre que:

(1 - Oé)()\lpl +oeF )\npn) + appt1 € B. (12)

Seja aq, ..., a1 € [0, 1] com 3 a; = 1, entdo:

ap+ - tap=1—apn

87

Supondo 1 — a;,.1 # 0, tomando \; = e a = qy.1, entao de (1.2),

1 - Qpt1

aq 079

PE— Y| + - pn) + Qp+1Pn+1 € B.
1 — oy I —apn

(1= an)(

Disto, tem-se que

apr + -+ apPp + App1Prt1 € B, (1.3)

Caso 1 — a,,+1 = 0, entdo a1 = 1, logo oy = -+ = a,, = 0, ainda
assim, a expressao (1.3) serd vélida pois se reduzird a p,, .1 € B, concluindo a
inducao.

A reciproca € verdadeira. Basta tomar n = 2, pois recai diretamente na
defini¢do de conjunto convexo. [

A proposi¢do que segue afirma que o envoltorio convexo € o mesmo que

todas as combinagdes convexas de um conjunto.

Proposicao 1.2.2. Seja C' um conjunto convexo. O envoltorio convexo de C é o

conjunto de todas as combinacdes convexas de C.
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Demonstracdo. Seja U o conjunto das combinagdes convexas de C', ou seja,

U:{A1p1+---+)\npn:piEC’,AiE [071],2)\7:1,TLGZ+}

Sera provado que co(C)= U

Primeiramente, serd feita a prova de que co(C)C U. Sejap € C, € possivel
observar que todo p € U, considerandon =1, p; = p, Ay = 1. Logo C' C U.

Serd provado que U € convexo. Tomados quaisquer duas combinagdes
x,y € U,

$:@1p1+"’+@npn,

Yy = 6ﬂ+1pn+1 + -+ 5mpm

com «;, 5; € [0,1], Xy = > ; = 1, considere m > n e o; = 0, para

todoten+1,...,m.

Os pontos do segmento xy podem ser escritos como

A+ (1= Ny i_n: ip¢+(1—)\)§5ipi

(/\041 (1= X)Bi)pi,

WMS

para A € [0, 1]. No entanto,

i(mz L A)@):Aé%+(1—n§5
(

_ =A-(D+(1-N)-(1)
=1,

e \a; + (1 — N\)j;) € [0, 1], portanto, os pontos segmento xy sdo combinagdes
convexas de elementos de C, ou seja, o segmento xy estd contido em U, provando

que U é convexo.
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Foi mostrado que o conjunto U contém C' e € convexo, dessa maneira

ele € um dos conjuntos convexos cuja intersec¢ao produzem co(C'), portanto,

co(ChC U.

Para monstrar que U C co(C') é necessario que qualquer ponto de U esteja,
também, em co(C).

Considere uma combinacao convexa arbitraria de elementos de C, isto €,

ai1pr + -+ - + a,p, € U. Seja B um conjunto convexo qualquer que contém C'.

Como p; € C, segue que p; € B. Deste modo a1p; + - - - + a;,p, € uma
combinag¢ao convexa de elementos de B. Como B é convexo, pela Proposi¢ao
1.2.1 segue que aiyp1 + - - - + apn € B.

Entdo U C B para qualquer B convexo que contenha C, portanto U esta
na intersec¢ao que define co(C') isto é, U C co(C). [

Tendo definido e estudado algumas propriedades de conjuntos convexos,
no capitulo seguinte serd feito um estudo sobre fungdes convexas em uma

variavel real.



2 FUNCOES CONVEXAS DE UMA VARIAVEL REAL

O objetivo deste capitulo € estudar as funcdes convexas de uma variavel.
Alguns resultados fundamentais serdao apresentados, demonstrados e ilustrados
com exemplos.

Serdo consideradas algumas caracterizagdes de fungdes convexas: uma por
meio de retas secantes e outra por meio de tangentes, usando derivadas. Alguns
dos resultados deste capitulo foram baseados na teoria presente no terceiro
capitulo da obra de Boyd e Vandenberghe (2004).

2.1 FUNCOES CONVEXAS. DEFINICOES E ALGUMAS PRO-
PRIEDADES

A defini¢do que segue € a mais importante deste trabalho, sua compreensao
€ fundamental para dar prosseguimento a teoria.

Definicao 4. Seja I um intervalo. Uma funcdo f : I C R — R é dita convexa
em I se, para todo x,y € I e todo A € [0, 1], satisfaz a desigualdade:

fz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =) f(y)

Daqui em diante, sempre que nao houver ambiguidade, serd omitida a

referéncia ao intervalo / em que a funcao seja convexa.

Uma fungdo f : I C R — R € convexa se e somente se para quaisquer
par de pontos z, y no dominio, com z > y, 0 segmento de reta com extremos
(x, f(x)) e (y, f(y)) fica acima do grafico de f no intervalo (x,y). Na Figura 6

€ 1lustrado o conceito de fun¢do convexa de uma varidvel.
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Figura 6 — Fun¢ao convexa

Definicao 5. Uma fungdo f : I C R — R é dita concava quando, — f é convexa.

Exemplo 2.1.1. A partir da andlise da Figura 8, poderia se concluir que a funcao
f(x) = 2% é, de fato, convexa, mas para assegurar tal afirmacdo, serd feita uma

verificacdo das condi¢Oes de convexidade.

| f(2)=a%s

Figura 7 — f(z) = 2?

Primeiramente € preciso considerar que como A € [0, 1], entdo A — 1 é

negativo, além disso, a expressdo (x — y)? > 0 € sempre verdadeira, entdo:
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AA =D (@ —y)* <0,
disto, seguem as seguintes desigualdades equivalentes:

AA=1)(z* =22y +9°) <0
AMA=1Dz2 + XA =1)y* =22 (A — D2y <0
AN = 1)+ (1= N1+ A= 1) +2X(1 = Ny <0
Na? = A2+ (1= N2 = (1= Ny? +2X(1 =Ny <0
N2? 4+ 222(1 — Ny + (1 — A%y < Az? 4 (1 — Ny
Az + (1 = Ny)* < Az + (1 — \)y?
fAz+ (1 =Ay) <Af(z)+ (1= AN)f(y)

Portanto, com base na dltima desigualdade, f(x) é convexa.

Exemplo 2.1.2. Como f(z) = z* é convexa, entdo g(r) = —z°

todo z € R.

¢ cOncava para

Figura 8 — Representagdo gréfica da fungdo cdncava g(z) = —22.

Exemplo 2.1.3. A fungio f(z) = 2> ndo é convexa e nem concava em R. Como

contra exemplo para a convexidade, basta considerar x = —1,y = 1, \ = %.
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3

Supondo que f(x) = z° é convexa, entio,

FO(-1) + (1= 2 1) < AF(-1) + (1 - A)f(1)
(-2 ) <m0
£(=3) < D +350)
() i
Lo d
8§ — 2

porém, a dltima desigualdade constitui um absurdo, assim f(x) = x3 ndo
€ convexa. A func¢do também ndo é cOncava, pois basta considerar o caso em que

A= %, para os mesmos x € y. Estes fatos sao ilustrados na Figura 9.

(1.1

05| (05,05)

('11 _1)

Figura 9 — f(z) = 2®, nem convexa, nem concava.

O exemplo anterior ilustra que o fato de que uma fun¢ao nao ser convexa
nao implica, necessariamente, que ela seja concava.

A Proposigao 2.1.4 extende a ideia da definicdo de convexidade, conside-

rando n pontos ao invés de apenas dois.
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Proposicao 2.1.4. Uma funcdo f : I C R — R ¢ convexa, se e somente se, para
todon € N comn > 2, se satisfaz que, se x1,...x, € [ e A\y,..., \, € [0,1]
tais que \1 + - - - + A\, = 1, entdo

fuzr+ -+ Xwy) < A f(zn) + -+ A f (). (2.1)

Demonstracdo. Sera utilizado o Principio da Indu¢do Matematica. A verificacdo

para n = 2 recai na defini¢do de convexidade.

Supondo que f seja convexa e que
fOuzyr + -+ Xxy) < Aif(zr) + -+ Nof ()
seja vélida para algum n € N,n > 2, e para quaisquer 0 < )\; < 1 com
P hi=lex;e€lcomi=1,2,... n.

Serd mostrado que a desiguldade

fuzr + -+ Xs1xng) < Aif(z) + -+ A f(Tn41)
também ¢ valida, para x1,..., 2,01 € T e A,..., \p0 1 > 0com A\ + - +
)\n+1 — 1

Se \,11 = 1,entdo A\; = Ay = --- = )\, = 0 0 que reduziria a andlise ao

caso f(1-x,41) <1- f(x,41), a desigualdade se satisfaz trivialmente.

Supondo, entdo, que A\, # 1, tomando

)\11’1 Anxn

_ Ay At 29
[ W B W (22)

Yy

e observando que A\; + --- + A\, = 1 — \,;; implica em

1— )\n—l—l 1 - )\n—i—l ’

da convexidade de f e da hipétese indutiva, segue que:
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fqzy+ - 4+ ANy + A1) =

J(( = X))y + M1 Tn41)
< ( n+1) ( ) + >\n+1f(xn+1)
A n
= (1= X1)f (1_;n+1331 + -+ 1_>mH$n> + A1 f (Tng1)
A An,
< (1—Xp1) <1_)1\n+1f(x1) +oe 1_/\n+1f($n)> + Ans1 f(Tny1)

= Alf(xl) +oeee )‘nf(x”) + )‘n+1f(xn+1)

Reciprocamente, supondo que a desigualdade (2.1) € valida para qualquer

n € N, em particular para n = 2 se tem que, por defini¢do, f € convexa. [

Observacao 2.1.5. Essa proposi¢do pode ser interpretada através da média
aritmética ponderada. Se uma uma fung¢do € convexa, entdo a fun¢do aplicada na
média ponderada de uma colecao de pontos € menor do que ou igual a média
ponderada da funcdo aplicada em cada um dos pontos dessa cole¢do. Os pesos

que ponderam essas médias sao 0s \;.

A figura que segue representa essa desigualdade.

®
®
L

Figura 10 — Representacao gréafica da Proposi¢ao 2.1.4.
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Na Figura 10 sdo considerados 7 = \jx1+- - -+ Az e f(x) = A f(x1)+
"+‘Anf(xn)

Exemplo 2.1.6. Tomando f(x) = 22, avaliada nos pontos z1 = 1,79 = 2,73 =

56)\1:%,/\2 )\3 %emse
f<2 1+3 2+4- 5>< +3f( ) +4f(5)
256 114
I
81 — 9

Seguem algumas proposi¢des sobre somas e produtos escalares de fungdes

convexas.

Proposicao 2.1.7. Se f : I — Re g : I — R sdo convexas, entdo f + g também

serd convexa em 1.

Demonstracdo. De fato, observar que

fOz+ (1 =Ny) <Af(x)+ 1 =N f(y)e
gz + (1= N)y) < Ag(z) + (1 — Ng(y)

Somando ambas desigualdades se tem:
fAz+ 1 =Ny)+90z+(1=XNy) < A(f(z)+g(2) + (1 =N y)+9))
]

Proposicao 2.1.8. Se f : I — R é convexa, entdo af, com o € [0,00) ¢,

também, convexa.
Demonstracdo. Se f : I — R é convexa, entdo
fz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =N f(y)
Multiplicando por @ € R™ em ambos os lados, tem-se que

af(Az+ (1= Ny) < Aaf(z)+ (1 - Naf(y)
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Corolario 2.19. Se f : I — Re g : I — R sdo convexas, entdo Vo, 3 €

RY, af + g também serd convexa em 1.

Demonstracdo. Se f : I — Re g: I — R sdo convexas, entdo pela Proposi¢ao
2.1.8, af e Bg com «, 5 € R* serdo convexas. Logo, pela Proposicédo 2.1.7,

af + (g serd convexa, também. ]

Da defini¢do de funcdes concavas (Defini¢ao 5), segue seguinte coroldrio:

Corolario 2.1.10. Se f : I — R é convexa, entdo af, com o € (—00,0] é

concava.

Observacao 2.1.11. O conjunto das fungcoes convexas em um intervalo [ ndo
Jorma um campo vetorial, pois ao multiplicar uma funcdo convexa por um
escalar negativo a fungdo resultante ndo serd, em geral, convexa. No entanto,
pelo coroldrio anterior, a unido do conjunto das funcdes convexas com as fungoes

concavas, forma um espaco vetorial Vi, definido como:

Vii={f+g:féconexaemI e géconcava em I},

ou de forma equivalente:

Vi={f—g:feg convexas em I}.

Algumas questoes relevantes relacionadas a Vi sdo: Quais sdo as funcoes
que podem ser escritas como diferenca entre funcoes convexas? Existe algum
processo para determinar essa decomposicdo? Essa decomposi¢cdo é tinica?

Essas questoes, mais a frente, serdo discutidas no ultimo capitulo.

2.1.1 CONVEXIDADE E COMPOSICAO DE FUNCOES

Nesta subsecao sdo estudadas algumas propriedades de convexidade em

fun¢des invertivelis.

Teorema 2. Seja f : [ C R — R uma fungdo convexa, e invertivel, entdo:

(i) Se f é crescente, sua inversa é concava,
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(ii) Se f é decrescente, sua inversa é convexa.

Demonstracdo. Supondo f crescente, convexa e invertivel, com g sua inversa,

do fato de que g também € crescente, segue que

Oz 4+ (1 =XNy) < Af(x) + (1= A)f(y)
g(f Az + (1= ANy)) < g(Af(z) + (1= A) f(y))
Ar+ (1= XNy < g(Af(x) + (1 =N f(y))
Ag(f(x)) + (1 =Ng(f(y)) < g(Af(x) + (1= A)f(y))

Da ultima desigualdade se conclui que g € cOncava.

Analogamente, supondo f decrescente, com argumentos similares, g serd

convexa.

O
Exemplo 2.1.12. A fungdo f(z) = 2? com x > 0 é convexa € sua inversa,

f~t=\/x, concava.

.s®
.
.
.
.
s
.
.
.
.
.
.
.
.

.
-®
.
“
.

Figura 11 — 22 convexa e \/x cOncava.

Corolario 2.1.13. Seja f : I C R — R uma fungdo concava, e invertivel, entdo:

(i) Se f é crescente, sua inversa é convexa;

(ii) Se f ¢ decrescente, sua inversa é concava.
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Exemplo 2.1.14. A fungo f(z) = 1 tem uma peculiaridade visto que f~*(z) =
f(x), ou seja, ela é a propria inversa.

Para x > 0, f(z) é decrescente e f’(x) ndo-decrescente, logo, a inversa é
convexa. Para x < 0, f(x) é concava.

Figura 12 — f(z) = < e sua derivada.

A Proposic¢ao 2.1.15 a convexidade da composicao de duas fungdes con-
vexas.

Proposicao 2.1.15. Sejam f e g funcoes convexas. Se g é crescente, entdo g o f

é convexa,

Demonstracdo. Seja f e g fungdes convexas, entao:

fOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 - AN)f(y) (pois f € convexa)
g(fQx+ (1 =Ny) <gA\f(z)+ (1 =N f(y)) (supondo g crescente)
g(fAz + (1= Ny)) < Ag(f(z) + (1 = Ng(f(y)) (pois g convexa)

Portanto, g o f é convexa.
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Exemplo 2.1.16. A funcio h(x) = e* é convexa, pois, tomando f(z) = 22 e
g(z) =e", h(z) = g(f(z)) sao satisfeitas as condi¢des da Proposic¢ao (2.1.15).

5 A

\foyg
S

Figura 13 — f(z) = 2” (convexa), g(x) = e (convexa e crescente)

2.2 CARACTERIZACAO DE FUNCOES CONVEXAS POR
MEIO DA RETA SECANTE

O objetivo desta secao € exibir uma caracterizacao de fun¢des convexas a

partir do comportamente das inclinagdes das retas secantes.

A abordagem desta se¢do estd baseada nas ideias discutidas em Barata
(2018).

Para uma fungdo f : I C R — R, considere-se a funcao de duas varidveis

Ry dada por

f(z) = fy)
T -y

Ri(z,y) = para x # y.

A fung¢do 7y dd ainclinagdo da reta secante ao gréfico de f entre os pontos
(z, f(x)) e (y, f(y))-

Note que Rf(x,y) = R(y, z), portanto, R; é uma fungdo simétrica.
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Para simplificar a notagdo serd utilizado R(z,y) no lugar de R¢(x,y)

quando nao houver ambiguidade sobre a fungao.
A proposi¢do que segue mostra como a funcido R se relaciona com a

convexidade de f.

Proposicao 2.2.1. Uma funcdo f : I C R — R é convexa se e somente se para

todo x,y, 2z € 1, distintos, com y < z se satisfaz

R(z,y) < R(z, 2)

Demonstracdo. Primeiramente, supondo que f é convexa, serd provado que
R(z,y) < R(z, z). Para tal, hd trés casos que devem ser considerados: = < y <
zy<z<zey<z<uzx.

Caso 1: ¢ < y < z. Do fato de que y estd entre x e 2, tem-se que
y = Az + (1 — \)z. para algum \ € (0, 1). E possivel determinar o valor de \
da seguinte forma:

y=Xx+(1-N)=z
= y—z=Nz—2)

S P
T — 2z
A=Y
z—x
Além disso,
=Y
1—-N)=1-—
( ) o
_z—x—(2—y)
N z2—x
_ Y=
-z

Se f é convexa em I, entdo
fy) < Af(x) + (1 =N f(z2).

Subtraindo f(x) em ambos os lados, tem-se:
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=
E
|
=
&
IA
>
=

z) + (1= A f(z) - flz)
—(1=Nf(@)+ 1 =N)f(z)

como y — x > 0, se segue:

f) = @) _ 1) = fla)

y—x z—x

logo, R(z,y) < R(x, 2).

Caso 2: y < z < z. Do fato de que x estd entre y e z, tem-se que

r=Ay+(1—A)z.com X € (0,1). Analogamente ao Caso 1, é possivel mostrar

que \ =

Se f é convexa, segue que

Z—x xr —
4 Y
z—y z—y

Subtraindo f(x) em ambos os lados, tem-se:

flz) < Af(y) + (1 =N f(2) =

OSZ_#ﬂw—f@D+Z_Jﬂ@—f®)
segue que
0< W= f@) 1) = flz)
y—x 2=

logo, R(z,y) < R(x, 2).

Caso 3: y < z < z. Do fato de que z estd entre x e y, tem-se que

z =My + (1 —ANzx.com A € (0,1). Analogamente é possivel mostrar que

r—

A= x_z. Se f é convexa, segue que

f(2) S AMf(y) + (=N f(z) = fly) +
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Subtraindo f(x) em ambos os lados, tem-se:

fy) = flw) 1) = f(«%“)7

Yy —x z—x

logo, R(x,y) < R(x, z).

Reciprocamente, supondo que para todo z € I, R(z,y) < R(z,z),

quando y < z. Serd provado que f é convexa.

Considerando x = Ay + (1 — \)z, para algum A € (0, 1) tem-se que

r—y=My+(1—-XNz—y
=—1-=XNy+(1—=X)z
=1 =X(z-y),

e também que

r—z=M+(1-XNz—2z2
=y +z—Az2—2z

= -z —1y).
Assim, se
(@) = fly) _ f@) = f(2) (23)
r—y = x—2z .

vale para qualquer z, em particular parax = \y + (1 — \)z , tem-se:

@)~ fl) 1)~ f2)
C-Ne-9) " Me—y)

Como z — y > 0, entdo:

@)~ 1) f@) - 1)

(1=X) — A ’
Do fato que (1 — \) > 0e A > 0, segue que:
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M) =M (y) < (A= D(f(z) = f(2))
M) = Mfy) S Af(x) = Af(2) = fz) + f(2)
f@) < Af(y) = Af(2) + f(2)
FOy+ 1 =X)z) <Af(y)+ Q=N f(2)

Portanto, da ultima desigualdade se segue que f € convexa.

[]

A Proposi¢ao 2.2.1 pode ser interpretada dizendo que ao se fixar um dos
argumentos, 12 se torna monotamente nao-decrescente no outro argumento. A

constru¢do da Figura 14 estd disponivel em https://ggbm.at/skddbtwh.

Ry

Ry(x,2) b\?; ] /

SN J
o
@

Figura 14 — Caracterizagdo da convexidade por meio da reta secante.

E possivel observar que, fixado z, a reta secante de inclunagdo R(z,y)
(em vermelho) estd abaixo da reta secante de inclinagdo R(x, z) (em azul) para
valores maiores que x. Assim, quando uma funcdo € convexa, as retas secantes,

a partir de um ponto, possuem inclinagdes cada vez maiores ou iguais.


https://ggbm.at/skddbtwh
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2.3 CARACTERIZACAO DE FUNCOES CONVEXAS POR
MEIO DA DERIVADA

Tendo estudado as relagdes convexidade/reta secante e considerando que,
no limite, a reta secante é a reta tangente, esta secao estuda a relacdo entre a

convexidade e a derivada. Os conceitos abordados nesta se¢ao foram estudados
na obra de Boyd e Vandenberghe (2004).

O seguinte resultado afirma que se f € convexa, a reta tangente ao grafico

de f num ponto, estard sempre abaixo do grafico de f(z).

Teorema 3. Seja f : I C R — R uma funcdo diferencidvel em um intervalo

aberto 1. Se f é convexa em I entdo,

fx) > fly)+ f'y) (x —y)

para todo x,y € 1.

reta secante

Figura 15 — Relagdo convexidade, reta tangente e reta secante.

Esta constru¢ao encontra-se disponivel em https://ggbm.at/k9vz4frv.

Demonstragdo. Se x = y, a desigualdade se satisfaz, pois f(z) > f(y)+/f'(y)-0.
Se © # y, sem perda de generalidade, € possivel considerar x > y. Se f é
convexa, entdo, para todo A € [0, 1],


https://ggbm.at/k9vz4frv
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FOz+ (1= Ny) < M)+ (1 =N f(y)
segue que

fQAz 4y = Ay) < Mf(x) + f(y) — M (y)

disto

fM@—y) +y) < AMf(x) = f(y) + f(y). (2.4)

Tomando 0 < h < x — y e fazendo \ = Tﬁy e h = Az — y) tem-se
A € [0, 1] e por tanto, de (2.4), se segue:

Fy ) £ () = 1) + 7l
Fly+ )= £0) < (@)~ )
Fly+ 1)~ 1) _ @)~ )

h - x—y

i W) = f) _ f(2) = f(y)
h—0 h - T =1y
f'w) - (z—y) < flz) = fy)

Como se desejava.

O Teorema 4 apresenta uma reciproca do Teorema 3, porém fazendo uso

de argumentos de convexidade via secante.

Teorema 4. Seja f : I C R — R uma funcdo diferencidvel em intervalo aberto
I. Se
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fl@) =z fy)+ f(y) - (z—y)
para todo x,y € 1. Entdo f ¢ convexa.

Demonstracdo. Sera feito o uso da Proposi¢ao 2.2.1 como base desta demons-

tracao.
Sejam z, y, z € I. Sem perda de generalidade, considere z > x > y.

Por um lado,

fy) = flx)+ f(@)(y — ) (hipdtese)
fly) = fx) > f(2)(y — x) (subtraindo f ()
f(y; : i(x) < f'(z) (pois & —y > 0)
Por outro lado,
f(2) = f(@) + [(@)(z — ) (hipdtese)
J(2) = f(2) = [(@)(z - x) (subtraindo f ()
W > f(x) (pois z —a > 0)
Segue que:
F0) = 1@) _ iy < 1) = S 03
y—x N N Z—x

Os extremos das desigualdades (2.5) sdo, por defini¢do, R¢(x,y) e Rf(x, 2).
Como Rs(z,y) < Ry(z, z), segue da Proposi¢do 2.2.1 que f é convexa.
O

Sobre o Teorema anterior, Bortolossi (2002) afirma que numa funcgao
convexa a reta tangente, dada por T'(z) = f(y) + f'(y) - (x — y) estd sempre
abaixo da curva de f(z).

Para ilustrar o teorema anterior foi elaborada uma constru¢do no GeoGebra

disponivel no link https://www.geogebra.org/m/g2rmF2xE.


https://www.geogebra.org/m/g2rmF2xE
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Teorema 5. Seja f : I C R — R continua e diferencidvel em I. f é convexa, se
e somente se, f' é mondtona ndo-descrescente, ou seja f'(x) < f'(y) para todos

x,y € I comz <.

Demonstracdo. Por um lado, supondo f convexa e, dados quaisquer quatro
pontos z,y, z,w € I, que cumpram a desigualdade r < z < y < w, pela
Proposicao 2.2.1, se tem:

fz2) = fl2) _ fw) = fly)
zZ—x o w— 1Y

Fazendo z tender a x, entdo

g 1) = @) _ J) = f ()

e zZ—x w—1y
segue que:

w =y
e fazendo w tender a y, tem-se
fw) = f(y)

entdo, tem-se f'(z) < f’(y). Portanto f’ é ndo descrescente.

Reciprocamente, sejam =,y € I e A € [0, 1]. Tomando z = Az + (1 — \)y
fica evidente que x < 2 < y.

Nessas condi¢des, pelo Teorema do Valor Médio para derivadas, existem
a € (x,2z)eb € (z,y)de modo que

f(a) = L2 2.6)
iy - 0 =1C) o)

y—z
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Disto, segue que

f(z) = f(x) = fa)(z =) = (1 = \)(y — 2) f'(a); (2.8)

fy) = f(z) = F'(0)(y — 2) = Ay — =)' (b). (2.9)
Como a < b, pela hipétese f'(a) < f'(b). Seque que

f(z) = Af(x) = (A=A f(y) = (Af(2) = Af(2) + f(z) = Af(z) = (1 = A)f(y)
=Af(z) = Af(@) + (1 =) f(2) = (1= A)f(y)
= A[f(2) = f(2)) + (L =) (f(2) = f(¥))
(De (2.8) e (2.9) = A1 = A)(y —2)(f'(a) — (b))
< 0;

Portanto, f(Ax+(1—N)y) < Af(x)+ (1 —\)y, mostrando a convexidade
de f.
[

Corolario 2.3.1. Seja f : I C R uma fungdo continua e ndo-decrescente com 1

um intervalo convexo. Entdo a funcdo g dada por

com xy € I, é convexa.

Demonstracdo. Como f € continua, pelo Teorema Fundamental do Célculo, g
também o é, além disso, ¢'(x) = f(x) paratodo = € I e ¢’(x) é ndo decrescente,

logo pelo Teorema 5, g € convexa. [

Corolario 2.3.2. Seja f : [ C R continua e, duas vezes, diferencidvel em I. A

fungdo f é convexa se e somente se f"(x) > 0 para todo x € 1.

Demonstragdo. Como f é duas vezes diferencidvel, entdo pelo Teorema 5, f'
€ nao decrescente. Reciprocamente, uma fungdo ndo decrescente jamais terda
derivadas negativas, assim, f”(z) > 0. N
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f(z)=—Inz 1

-2

Figura 16 — Teste da segunda derivada para f(z) = — In(x).

Exemplo 2.3.4. A fun¢do f(z) = z* + 22 é convexa, pois f'(z) = 423 + 2z é
ndo decrescente, satisfazendo o Teorema 5 e f”(x) = 1222 + 2 > 0 satisfazendo

as condic¢des do Corolério 2.3.2.

I
| | |
| i
\ | ‘
| \
| 51
£
| 7
3
2V
14 ”‘j‘
//
N
2 10 1 2
L1
2
=
4

Figura 17 — Estudo da convexidade de f(z) = x* + 22.
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A fungdo f(x) = 2* + 2? representada em preto € convexa, sua derivada
f'(z) = 423 + 2z, em vermelho, é ndo decrescente e f”(x) = 122 + 2, em azul,
€ sempre positiva.

A figura que segue ilustra o Corolario 2.3.1 em que f(z) = In z (em preto)
representa uma funcgéo ndo decrescente e g(x) = xInx — x (em vermelho), uma
primitiva.

1 2 3 4 5
— g(x) = / f(x)dr convexa
0

f(z) = Inz néo decrescente

Figura 18 — Convexidade da integral de uma funcao nao descrescente.

O resultado que segue é uma versao do Teorema 2.3.5 adicionando a
hipdtese de diferenciabilidade das fung¢des. Optou-se por manter as duas versoes
devido a natureza diferente de suas demonstracoes.

Corolario 2.3.5. Seja f : | C R — R uma fungcdo convexa, diferencidvel e
invertivel, entdo:

(i) Se f é crescente, sua inversa é concava,

(ii) Se f é decrescente, sua inversa é convexa.
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Demonstracdo. Seja f : I C R — R uma funcdo convexa e invertivel, entdo,

pelo Teorema 5, para 1,9 € I com x1 < T9, S€ tem que

f’(xl) S f/(l'g). (210)
Seja ¢ a inversa de f e f(x;) = y;, entdo pela regra da cadeia para
derivadas,
fi) = : (2.11)
gy '

Segue de (2.10) e (2.11) que

11
9(w) ~ g(y2)

Como f € crescente, g também serd pois suas derivadas t€ém o mesmo

sinal, logo, ¢’ serd positiva, disto,

g (y1) = 9'(y2)- (2.12)

Para mostrar o item (i), se supde que f € crescente, ou seja, quando
x1 < T, s tem que y; < yo, de (2.12), se conclui que, neste caso, ¢’ é mondtona
nado-crescente. Portanto, g é concava.

Para mostrar o item (i), se supde que f é decrescente, ou seja, quando
x1 < T, s tem que y; > o, de (2.12), se conclui que, neste caso, ¢’ é mondtona

ndo-decrescente. Portanto, g é convexa.

[]

2.3.1 CONVEXIDADE E DERIVADAS LATERAIS

Nem toda funcao € diferencidvel, porém, isto ndo implica que ela nao possa
ser convexa, exemplo claro disso € a funcio f(x) = |x| que ndo € diferencidvel

em z = 0, porém €, claramente, convexa.
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Figura 19 - f(z) = |z|

Embora a fun¢do ndo seja diferencidvel em x = 0, as suas derivadas

laterais existem.

Definicdo 6. Seja f : I C R. As derivadas laterais de f, denotadas por ' e f’,
sdo definidas como:
fho=limy, o+ 7f(x+h}2_f(x) , e
JL=limy, - 7f(x+h;);f(x)
A seguinte proposi¢do, cuja discussao mais formal estd disponivel no
Teorema 1.3.3 da obra de Niculescu e Persson (2004), estabelece uma relacao

entre convexidade e derivadas laterais.

Proposicao 2.3.6. Se f : I C R ¢ convexa, entdo f é continua em I, além disso,

possui derivadas laterais em cada ponto de I e é vdlida a desigualdade:

fl(x) < fie) < T2 < () < fl(y)

comx,yclex <uy.

A proposigido anterior afirma que f” e f’ sdo fungdes monotonamente

nao-decrescentes.



3 DESIGUALDADES ENTRE MEDIAS

Este capitulo consiste em apresentar diversas demonstracoes de desigual-

dades entre médias usando como ferramental algumas fun¢des convexas.

As demonstragoes de desigualdades como

Tt
Z nxl...xn’

n

em geral, sdo apresentadas de maneira complexa, analisando muitos casos parti-
culares e, muitas vezes incompletas. No livro de Matematica Discreta Morgado
e Carvalho (2015) da colecao do PROFMAT h4 uma demonstracdo para essa
desigualdade fazendo a prova para 2 termos, comenta a demonstragao para 4
termos, sugere utilizar a inducéio para n = 2* e termina fazendo para 3 termos
usando o resultado de n = 4 e sugerindo uma similar estratégia para os demais
termos. As demonstragcdes de outras desigualdades entre médias sdo deixadas a
cargo do leitor como exercicio. Neste capitulo esta e outras demonstragdes serdo
feitas via convexidade usando a Proposicdo 2.1.4, que caracteriza a convexidade

de uma fungao por n pontos.

As ideias apresentadas neste capitulo foram exploradas pelo autor, de
maneira independentes, a partir dos conceitos de convexidade e médias classicas
presentes em obras do PROFMAT. Entretanto, esses topicos podem ser estudados,

de maneira mais aprofundada, na obra de Bullen (2003).

3.1 MEDIAS CLASSICAS ENTRE TERMOS POSITIVOS

Na defnicdo que segue sdo apresentadas as médias classicas.

Definicao 7. Dados x4, . . ., x, niimeros reais positivos, se definem:

e Média aritmética

* Média geométrica
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e Média harménica

_ n
Hi=g——"=
X1 iy
* Média quadrdtica
Q__Jﬁ+~~+x%
n
Ao longo desse capitulo os termos x1, . .., x, serdo considerados reais

positivos, exceto se for explicitado algum caso especial distinto.

Exemplo 3.1.1. Serd demonstrada a desigualdade entre as médias geométrica e
aritmética. Considerando ); = 1 e a fun¢do f(z) = — In(z). Da convexidade e
monotonia de f, apresentada no Exemplo 2.3.3 e da Proposi¢do 2.1.4 seguem as
desigualdades:

fuxr + -+ Xxy) < Mif(zr) + -+ Ao f(xn)

_m<m+~w+%>§_
n

<m+~-

In

Exemplo 3.1.2. Serd demonstrada a desigualdade entre a média harmonica e

geométrica. Considerando, ainda, f(z) = —Inz, tomando \; = % eu = %,

)

parat = 1,2,... , segue que:
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fqur 4+ -4+ Auy) < Aif(un) + -+ A f(uy)
1 1 —1 —1
—1In <u1+---+un> < —lnu1+---+—lnun
n n n

(ul—i—---—l—un)
—In
n

<lhu"+ - +lnu!

< (J; ( )

1 T < VT T
I Ty
H<G

Exemplo 3.1.3. Serd demonstrada a desigualdade entre a média aritmética e a
quadrética. Tomando a fungéo convexa f(z) = 2% e \; = 2 parai =1,2,...,

entao:

faxy + -+ X)) < Mf(zr) + .. A f(xn)
<x1+---+xn>2 R SRR

<
n

IA

T+ + 3, \Jx%—l—'--—i—x%
n
X <Q
Dos exemplos anteriores se conclui a desigualdade

X < Q.

3.2 SEQUENCIAS DE p-MEDIAS

Algumas das médias anteriormente citadas podem ser escritas de maneira

mais geral usando a seguinte defini¢ao:
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Definicao 8. Sejam x1,. .., x, nimeros reais positivos e p € Z,p #* 0. A p-

média deles, denotada por X,, é definida como:

Py D
S

SIS

Essas médias, em ingl€s, recebem o0 nome power mean, conforme consta
da obra de Bullen (2003).

As médias harmonica, aritmética e quadratica sdo casos particulares da

p-média, considerando p = —1, p = 1 e p = 2, respectivamente.

Proposicao 3.2.1. A p-média, com p > 1 é maior do que a média aritmética, ou
seja, X1 < X,
Demonstracdo. Tomando f(z) = 2P, comp € Ne \; = % comi=1,2,...,

como z? é convexa em [0, +00), entdo entdo:

<x1+---+xn)p i S S
n

n

IN

T+t Ty, ﬁxﬁ’+---+x@

n n

Pontanto, X; < X, L]

As médias X; e X, serdo iguais se p = 1l ouquando z; = x3 = - -+ = @y,

Com base nas desigualdades mostradas na primeira se¢do desse capi-
tulo e na Proposicao 3.2.1, é possivel se indagar se a seguinte sequéncia de

desigualdades € valida:

X 1<G<X<X,<-- <X,
Parte desta desigualdade é mostrada na proposi¢do que segue.

Proposicao 3.2.2. A sequéncia de médias X, Xo, ..., X, é monotona ndo de-

crescente, ou seja, X, < X1 paratodop = 2,3, ....
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Demonstragc"io Seja a fungdo f(z) = 2, Comp € R*. Como f"(x) =

pgrla: » > (0 entdo f é convexa. Tomando \; = e u; = 2t parai = 1,2,...,
entio:
pt1
uq + —+ > 1 et 1 et
( n) T R e
n n n
Uy + -+ up\ e 1 et 1 e\
( > o <UIP + h + 7unp )
n n n
+1 1 !
i d b (T T
n o n
X, < Xph1
Como se desejava mostrar. [
Proposicao 3.2.3. A sequéncia X1, X, ..., X, é limitada superiormente por
xy = max{zy, ..., Ty}
Demonstragéo. Por defini¢do, x; < xps parai = 1,2,. .., entdo 2’ < 2, disto

oy Aol <oy e A2y
n VEZES
g+ 2k b+ 2l

<
n n
dazszr---erZ <dx§w+-“+x§w
n - n '
No entanto,
ahy+ -+ ahy nat,
=\ — = xN.
n
Portanto, X, < zp/ L]

Note que se todos os termos sdao iguais, a sequéncia converge para x,y,
caso sejam diferentes, a Proposicao 3.2.3 garante que a sequéncia de médias é

limitada por z ;. Além disso, a sequéncia de médias € ndo decrescente. Assim, se
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conclui que essa sequéncia € convergente pelo Teorema 4 do Capitulo 3 da obra
Lima (2016). No entanto, ainda ndo ha garantia de que essa sequéncia esteja,
de fato, convergindo para z ;. Essa convergéncia € demonstrada na Proposi¢cdo

3.2.5. Para auxiliar nessa demonstracao se faz necessario o Lema 3.2.4.
Lema 3.24. Seja f : Rt — R, tal que lim,_,, f(p) = 0 e seja k > 0, entdo

lim (k + f(p)'/? = 1.

p—00

Demonstragdo. De fato, da continuidade de e¢” e In(x) segue que

Sl

Jim (k + f(p))? = ling el + /(7))

Yk + 1)

= lim eP
p—>OO

N
lim — -ph_glo In(k + f(p))

_ 0 In(k + lim f(p))
_ Ok _ g
]
Proposicao 3.2.5. A sequéncia de médias X1, X», ..., X, converge para xy,

ou seja,

P Xp = Lo
Demonstracdo. Essa prova consiste em verificar que

X T M
lim —2 =2 =1

ou seja, mostrar que vale o limite

1
RIS e A T
lim 0 =1

De fato, sem perda de generalidade, como ha pelo menos um x; = xy,

pode se considerar os primeiros k termos iguais a s, tem-se que



50

Wteab\e (keah a4l A
nat, B naly, '
N\» [ka? x p T \? z
P (e @) e
n Tys T LM
1\» T p Ty \P p
S R E (Y
n Ty LM
Como 0 < z; < x) parat > k, entdo segue que 0 < xx—M < 1, logo
. o Tra1 \P z, \?
lim, (5"~ )P = 0. Tomando f(p) = (3@;) + o+ <W> segue que
Jim f(p) = 0.
De (3.3) tem-se que
D ; 1
. Ty e\ e 1\» 1
e I O
pelo fato de que lim,,_, (%) e pelo Lema 3.2.4, entao
PP\ 1\
lim (mﬁ p+x") = lim () 1=1.
como se desejava demonstrar. [

Em resumo, temos o seguinte resultado:

Corolario 3.2.6. Sejam x4, ..., x, € R™, entdo

O resultado que segue expande o Corolério 3.2.6 parap = —1, —

Proposicio 3.2.7. Sejam w1, ..., x, € RY, entdo
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Demonstragdo. O Corolério 3.2.6 demonstra parap = 1,2, ... as desigualdades
desejadas.
Agora, considerando a sequéncia de médias X_1, X _o,..., X_, ..., tem-
se que
B 1
¥ _<x1p+---+x,;p>—f’_ 1 1
—p = — 1 — )
n uy+-tup \ P Up
(54
com u; = %paraz’ =1,2,...,n.

Note que U, € uma sequéncia de p-médias de termos positivos, logo, pelo

Corolério 3.2.6 parap = 1,2, ..., n se satisfaz que:

* Up S Up+1;
b Up < up e
e limy o0 Uy = upys.

Como X_, = Ui e uy = xl de modo que z,, := min{zy,...,z,},
p m

tem-se que, parap =1,2,3,...,n

* Xop 2 X 1)
e X ,>wpe

e limy oo X_p = Ty

Portanto, tem-se a sequéncia de desigualdades:

T <o <X <X <GE<X < <X < <ay (B4
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obtendo, assim, o resultado desejado.

[]

Uma conjectura plausivel seria supor que na desiguldade (3.4), G = X,,

entretanto X, ndo € definida para p = 0, assim uma possibilidade seria que

1
. le’_|_..._|_x£ P
lim = /Ty Ty,
p—0 n

Esse fato € demonstrado na seguinte proposi¢ao:

Proposicio 3.2.8. Seja x1,...,x, € RT, entdo
1
N R A
lim = YTy Ty,
p—0 n

OFE | calcularemos ¢'(0) de duas

Demonstragdo. Considerando g(p) = In
maneiras diferentes, uma pelas regras operacionais de derivagdo e outra por

defini¢ao via limite.

De fato, pelas regras de derivacao

) n ilnz; + -+ 2P Inz,
g(p) = - :

T+ -+ ah

aplicando em p = (0 temos

| -+ 1nax,
g,(o):n<nx1—l— +Inzx

n

) @) = mETEL (35)

n n

Por outro lado, aplicando a defini¢do de derivada em p = 0 tem-se que

_ 0)
10) — L IP) — 9 16
g(0) =lm="—4 (3.6)
In al+--+ab In 2 +-+al
= lim ( n ) ( " ) (3.7)
p—0 p

1 Doy, P
¢'(0) = lim - In (ml + p + x") (3.8)



Das equacoes (3.5) e (3.8) tem-se que

1imln< )zln"xl T,
p—=0p n
R D s SR o
lim — In
p—0p n _ eln rxyeexy,
1
(:13}17 + a:p) P
In
lime n /-y
p—0
1
: (xp SRR xﬁ) 2
lim = JT1 Ty
p—0 n

Pelo resultado anterior, podemos definir

Xp:=1lim X, =G.

p—0
Definindo X_ e X, como
X o= 1lim X, =2, €
00 P——00 D m

Xy = plgrolo Xy, =
Os resultados deste capitulo sdo resumidos no seguinte teorema:
Teorema 6. Sejam x1, . ..,x, € RT entdo

X< <X, <X 1<X<X < <X, < < X,



4 DECOMPOSICAO DE FUNCOES COMO DIFERENCA
DE FUNCOES CONVEXAS

Como foi comentado no segundo capitulo, as funcdes convexas nao for-
mam um espago vetorial, no entanto, pode ser obtido um espaco vetorial a partir
de funcdes convexas e cOncavas. Surge a pergunta: Quais fungdes estao nesse
espaco vetorial? De maneira equivalente: Para quais funcgdes f : [a,b] — R, é

possivel determinar g, h convexas em [a, b], de modo que f = g — h?

Essa questdo é abordada de maneira mais precisa e formal na obra de
Robertz e Varberg (1973) (Teorema 14A), usando o conceito de variagdo total de
uma funcdo. Segue uma versao desse teorema, adaptada para o contexto deste
trabalho .

Teorema 7. Seja [ : [a,b] — R, entdo f é a diferenca entre duas fungées
convexas definidas em [a, b] se e somente se,

T

f(@) = fla) = [ r(t)dt

a

para alguma fung¢do r de variagdo total limitada em [a, b|.

Derivando a expressdo do Teorema 7, obtem-se f’(x) = r(z), isto é, uma
func¢do pode ser escrita como diferencga entre duas fungdes convexas quando sua

derivada € uma func¢do de variacao total limitada.

Em seguida € feita uma breve discussdo a respeito da variagdo total de
uma funcdo em um intervalo e uma explora¢ao do problema de decomposi¢ao

de funcdes em funcdes convexas.

4.1 VARIACAO TOTAL DE UMA FUNCAO

Intuitivamente a variacao total de uma funcdao num intervalo, pode ser
interpretada como o acumulo de todas as variagdes verticais (em ) conforme x

varia num intervalo [a, b].
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Definicio 9. Seja a funcdo f : [ — R com [a,b] C I. A variagdo total de | de

a até b é definida como:
b n
Vi (f) = sup X [f (i) — flzi)l
P =1
em que P é o conjunto de todas as parti¢oes {xg, 1, ..., T, } do intervalo [a,b].

Uma interpretacéo da defini¢do: a partir da parti¢do do intervalo [a, b] em
diversos pequenos intervalos [z;, x;11], o termo | f(x;) — f(z;_1)| nos da, em
modulo, a variagdo que f teve em [x;, x;4+1]. Caso f seja mondtona em [a, 0]
sua variagio total é V'’ = |f(b) — f(a)|. Em contrapartida, caso f tenha um
comportamento nao mondtono em algum intervalo, € possivel particiona-lo de

modo que em cada um desses sub-intervalos f seja mondtona.

O propésito do supremo na definicdo €, justamente, garantir que estejamos

sempre tomando a variagdo total.

Em geral essa variacio pode ser obtida com o auxilio dos pontos criticos
de f. Nos intervalos em que a fungdo € crescente, o acréssimo da funcao coincide
com o0 acréssimo na varia¢do, em contrapartida, nos intervalos em que a fungao é

descrescente, os decréscimos da fungdo representam um acréssimo na variagao.

O seguinte teorema, demonstrado em Stein e Shakarchi (2005) (p. 137),
serve de instrumento para calcular a variagdo total de fun¢des diferencidveis em

algum intervalo.

Teorema 8. Seja a funcdo f : I — R com [a,b] C I, ' continua em |a,b]. A

variacdo total de f pode ser calculada por

V() = [ 1F/(#)]at

Note que V. (f) € ndo decrescente pois (V.*(f)) = |f'(x)| < 0. Integrais
similares a do Teorema 8 sao utilizadas em Calculo Vetorial, por exemplo, para
calcular comprimentos de arcos, entretanto, neste contexto, apenas uma variavel

¢ considerada no cdlculo da variagdo total.

Supondo 7(t) = (0, f(¢)) uma curva parametrizada. O comprimento, S,

do arco r com ¢ € [a, x] é obtido a partir da integral:
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S= @t = [Vo2+ (P0)2dt = [ (0)ldt = V7 (f(x)

Exemplo 4.1.1. A variagio total de f(x) = 2% em [—1, 2] pode ser calculada da

seguinte forma:

2 0 2
V2 (2?) :/4 \Qx\da::/l—Q:U dm-l—/o 21 do = —2*° |+ 2?2 = 14+4 =5.

Uma contru¢do dindmica desenvolvida no software GeoGebra sobre este

fato pode ser encontrada em <https://ggbm.at/tw72vtev> e ilustrada na figura

seguinte
b
Vi (f)
6,
5,
a=-1
°
4 b=2
°
5
3,
2,
1
L ; @
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
a b

Figura 20 — Ilustra¢do no GeoGebra da variagio total de f(z) = x° em [—1, 2].

A barra vertical presente na Figura 20 representa um "indicador"de varia-

c¢do total de f(z) a medida que variam os controles deslizantes a e b.

Exemplo 4.1.2. Variagdo total de f(z) = 2422 em [—2, 1]. Ora, f € crescente

em [—2, 5] e em [0, 1] e descrescente em [—3, 0].
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1 1
Vi) = [, @)lde = [, 132" + 4alda
4 0 1
— / 322 + dxdx +/ \ —32% — 4dadx +/ 322 + daxdx
-9 -3 0

~ 5,37.

Na Figura 21 o contador de variacao total a esquerda se estrutura do
mesmo modo do contador da Figura 20.

V. (f)

5.37

%

AN

o

S
N

w

IN

f

Figura 21 — Iustragdo no GeoGebra da variagio total de f(z) = z° + 22° em
[_27 1]

Exemplo 4.1.3. A variagdo total de f(x) = cosx em [0, 27| é dada por:
2 . T, 2r
/0 | —smx|dx—/0 smxdx—/ sinxdr =4

™

Caso queira se obter a variagdo total de cosz em [0, z] com 0 < x < 2,

€ preciso analisar os casos:

Se 0 < x <, tem-se que
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Vi (f(z)) = /Ox | — sint|dt = —cost|f =1 — cosx.

Se m <z <27, tem-se

Vi(f(@)) = [ |=sintldt = ["sintdt+ [ —sin(t)dt = 2+cost|l = 3+cos .
s
Em resumo, se f(x) = cosx e x € [0, 27], entdo:

l—cosz se0<zx<m
34+cosx sem <z <2

Vo (f(2)) = {

Exemplo 4.1.4. Algumas fun¢des ndo possuem variacao total limitada, € o caso
de

sin(1) sexz #0
fz) =
0 sex = 0.
A fung¢@o ndo tem variagdo total limitada no intervalo [—1, 1] por exemplo,

pois proximo de zero as oscilagdes da funcao faz a variacdo total tender ao

infinito.

Figura 22 — f(z) = sin(})

T

4.2 DECOMPOSICAO DE UMA FUNCAO COMO DIFERENCA
DE FUNCOES CONVEXAS

Como mencionado no inicio do capitulo, uma fun¢do pode ser escrita como

diferenga de fungdes convexas se sua derivada € de variagdo total limitada. Nesta
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secdlo serdo consideradas f : [a, b] — R uma fungdo duas vezes diferencidvel, [’

de variacdo total limitada e f” continua.
Note que
fr=Va) = Vi) = 1. (4.1)

A fungdo V' (f") = [ | f"(t)|dt é ndo decrescente. A fungdo V' (f') — f

também € ndo decrescente, pois
V() =) =1f"(@)| - f"(x) >0

Pelo Corolério (2.3.1), sdo convexas em [a, b] as fung¢des

g(x) = ["VI(f)dt e

Integrando a expressdo 4.1 em ambos os lados, tem-se que f = g — h, ou

seja f pode ser decomposta como a diferenga entre duas fun¢des convexas.

Desta forma, € possivel enumerar 5 passos para determinar esta decompo-

si¢ao:

1. Calcular a derivada de f em relagdo a z;

2. Calcular V*( f');

(9%

. Integrar V*(f") em relacdo a . Essa serd uma das fungdes convexas

desejadas e sera denotada por g;
4. Calcular h = g — f;

5. Verificar que h é convexa.

Exemplo 4.2.1. Seguindo os passos acima, é obtida a decomposi¢do de f(z) =

sinx com x € [0, 27| como a diferenca entre duas fungdes convexas.

Sabe-se que f'(z) = cosz e, além disso, como visto no Exemplo 4.1.3,

l—cosz O0<zx<nm

34+cosxr w<x<2T.
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Como V*(f") é ndo-decrescente, g(z) = /o ’ VE(f")dt é convexa.

T —sinx 0<zr<m
g(z) = _
3r+sine — 27 w <z <2
A constante de integracdo 2, no segundo caso de g, foi determinada para

garantir a continuidade da fungdo.

A figura que segue representa graficamente a fun¢ao g. Em vermelho o
caso em que g(x) = x —sin x e em laranjado o caso em que g(x) = 3z +sinx —
2m.

Figura 23 — Representagao grafica da fungdo g(x).

No passo que segue se calcula h, de forma que f = g — h.

r—2sinr 0<zx<m
h(z) =
3r — 21 T<x<2m.

Por fim, basta verificar via derivacdo que h é, de fato, convexa.
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) 1—2cosx 0<z<m
W(z) =
3 <z <2m,

Disto, como cos z € descrescente em [0, 77| entdo h' é ndo decrescente.

Portanto h é convexa.

A figura que segue apresenta g(x) em vermelho e i(z) em azul.

Figura 24 — Representacdo grafica de das funcdes g(z) e h(z)

Uma construcao dinamica esta disponivel no link https://ggbm.at/znchyw7r.

Esse procedimento ndo funciona sempre, por exemplo quando a variacdao
total da funcdo ndo pode ser calculada ou nao é bem definida por problemas de
diferenciabilidade.


https://ggbm.at/znchyw7r

5 CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho permitiu desenvolver um estudo introdutério aos conjuntos
e fungdes convexas. Foram estudados diversos conceitos, tais como combinagdes
convexas e envoltorio convexo. Foram estudados alguns resultados referentes as

fun¢des convexas, caracterizando-as via reta secante e por meio da sua derivada.

Foram discutidos argumentos, via convexidade, para demonstrar algumas
desigualdades entre médias, presentes em livros da colecio do PROFMAT. Em
seguida foram estudadas as p-Médias e apresentadas algumas desigualdades

entre elas utilizando o conceito de convexidade.

Por fim, foi explorado o problema da decomposi¢ao de funcdes reais com

diferenca entre convexas.

O desenvolvimento desse trabalho possibilitou um crescimento profissio-
nal, visto que as discussoes feitas em cada etapa estiveram fora da minha zona de
conforto. As reflexdes realizadas no decorrer do processo, serviram no sentido
de questionar mais as informacdes presentes nos livros, pois pude perceber que,
um mesmo enunciado pode ser escrito de diversas maneiras e, dependendo do

contexto, alguns sd@o mais adequados que outros.

O conteudos das funcdes esta presente em praticamente todo o ensino
médio e, muitas vezes, € trabalhado sem o devido cuidado com elementos
basicos como dominio e imagem, ficando, muitas vezes, restrito o estudo da
lei de formacao e a interpretagao gréfica, apenas. Ao longo deste trabalho pude
fazer algumas reflexdes sobre esses elementos e sua importancia. Estas reflexdes
terdao um impacto direto nas minhas aulas visto que, independentemente do
formalismo exigido em cada nivel de ensino, o fato de conhecer um conceito
em um nivel mais avangado, permite discutir esse mesmo conceito de forma

adequada para diferentes niveis de complexidades.

Futuramente, pretende-se avancgar nos estudos de convexidade desenvol-
vendo representacdes que ilustrem os resultados de funcdes com mais varidveis
e noutros contextos. Almeja-se, também, estudar problemas de minimizacdo na

Programacado Convexa.
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