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RESUMO

BATISTA, Roberto do Nascimento. EQUACOES DO 2° GRAU EM VARIAVEIS COMPLEXAS.
73 f. Dissertacdo - Programa de Mestrado Profissional em Matemadtica em Rede Nacional -
PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parand. Curitiba, 2018

Neste trabalho apresenta-se uma metodologia para o estudo de equacdes de segundo grau
envolvendo varidveis complexas. Primeiramente € apresentado um histérico das equagdes de
segundo grau e de nimeros complexos. A seguir, apresenta-se o formalismo envolvendo as
funcdes de segundo grau e nimeros complexos. Por fim, € sugerida uma sequéncia didatica para

abordagem desta generalizacdo da equacdo do segundo grau.

Palavras-chave: Equacio do Segundo Grau; Fun¢do Quadratica; Nimeros Complexos.



ABSTRACT

BATISTA, Roberto do Nascimento. QUADRATIC EQUATIONS ON COMPLEX VARIABLES.
73 pg. Dissertation - Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional -
PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parand. Curitiba, 2018

In this work a methodology is presented to work on quadratic equations involving complex
variables. Firstly, a history of the second-degree equations and complex numbers is presented.
Following the formalism involving the functions of second degree and complex numbers is
presented. Finally, a didactic sequence is suggested to approach this generalization of the

quadratic equation.

Keywords: Quadratic equation; Quadratic function; Complex Numbers.
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INTRODUCAO

O presente trabalho visa aproximar a Geometria e a Algebra na apresentacao dos temas
da Matematica, nos limites do curriculo do Ensino Médio, no que se refere ao estudo da equagdo

do segundo grau envolvendo varidveis complexas.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: a compreensao, significativa, da equagado
do 2° grau; a compreensdo da linguagem algébrica na representacdo de problemas, bem como
sua representacao geométrica; estender conceitos utilizados em equagdes envolvendo nimeros
reais para outros corpos, como o dos nimeros complexos. A interpretacio das cOnicas resultantes

da anélise do gréafico complexo como extensdes do caso real.

A pesquisa histérica visa dar significado ao estudo proposto. A sequéncia didética
apresentada tem énfase na assimilagdo l6gica e dedutivel do tema. Destaca-se a demonstracao da
féormula resolutiva da equagdo do 2° grau complexa a partir do mesmo procedimento utilizado

para o caso real.

Além deste tratamento € proposta uma abordagem geométrica da fungcao quadratica na
tentativa de estender o conceito de pardbola que normalmente € apresentado no contexto real. Para
isso oferecemos duas abordagens diferentes, a primeira baseada no conceito de transformacgao e
a segunda, no estudo dos graficos das partes real e imagindria da funcdo. Em ambos os casos é

possivel encontrar cOnicas associadas a esta fungdo.

Como nucleo central, apresentamos uma abordagem de maneira a estimular o pensamento
l6gico-dedutivel, proporcionando aos educandos a compreensao do conteido ndo como um fim

em si mesmo, mas como um meio para o desenvolvimento de competéncias e habilidades.

Assim, a importancia da sequéncia didética apresentada ndo estd tanto em seu produto
final (o conhecimento formal), mas no seu desenvolvimento, pois abrange, as cinco competéncias
bdsicas ou eixos cognitivos que compdem a matriz de referéncia do Exame Nacional do Ensino
Médio (Enem). Para maiores esclarecimentos destaca-se os itens abordados neste trabalho em
consonancia com os eixos cognitivos solicitados na Matriz de Referéncia do Enem:

I - Dominar Linguagens (DL): ... fazer uso das linguagens matematicas... II -
Compreender fendmenos (CF): construir e aplicar conceitos das vdrias dreas
do conhecimento... [...]... de processos histéricos-geograficos... III - Enfrentar
situa¢des-problema (SP): ... interpretar dados e informagdes representados de
diferentes formas. IV - Construir argumentagdo (CA): ... construir argumen-
tacdo consistente. V - Elaborar propostas (EP): recorrer aos conhecimentos
desenvolvidos na escola para elaboracdo de propostas de intervengdo solidaria
na realidade... (MEC, 2012).

Dessa forma, o presente trabalho estd em conformidade com as expectativas das Matrizes
de Referéncia do Enem, e este, por sua vez, atende a Lei de Diretrizes e Bases da Educacao

Nacional (LDB) em seu artigo 9° item VI:"assegurar processo nacional de avaliagdo do rendi-
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mento escolar...[...]...objetivando ...[...]...a melhoria da qualidade do ensino"(BRASIL, 1996). No
entanto, o desenvolvimento dessas competéncias, sO se efetiva,através da construg¢do gradativa do
conhecimento, no que concordamos plenamente com Ausubel: "a aprendizagem ocorre quando a

nova informag¢do ancora-se em conceitos ou proposicoes relevantes,preexistentes na estrutura
cognitiva do aprendiz"(AUSUBEL apud MOREIRA, 1999 p.151).



13

1 BREVE HISTORICO DA EQUACAO DO 2° GRAU

O historico a seguir pretende, em sua curta exposicao, dar significado ao estudo da equa-
¢do do 2° grau, percebendo-a como instrumento matemético na resolucdo de muitos problemas

enfrentados pela humanidade desde eras remotas.

Garbi (2010) apresenta uma cronologia de matematicos, dentre os quais destacam-se

alguns que se dedicaram as equagdes do 2° grau:

* Pit4dgoras, de Samos: 5867 - 5007 a.C.

* Euclides, de Alexandria: 3657 - 2857 a.C

* Brahmagupta, de Ujjain: cerca de 630 d.C.

¢ Al-Khwarizmi, de Khwarezm: 850 - 930 d.C
* Sridhara, de Bengal: 991 - ?

e Bhaskara, de Biddur: 1114 - 1185

* Viéte, de Fontenary-de-Comte: 1540 - 1603

* Descartes, de la Haye: 1596 - 1650.

Os primeiros registros historicos referentes as equacoes do 2° grau, também chamadas
quadréticas, remontam a cerca de dois mil anos antes de Cristo, conforme indicam textos escritos
em placas de argila na Mesopotamia e papiros no Egito (PEDROSO, 2012). Em um destes
papiros, conhecido como “Papiro de Moscou” e escrito cerca de 1890 a.C. estd registrado o
seguinte enunciado (BOYER, 2012; EVES, 2004):

"A é4rea de um retangulo € 12 e altura é 3/4 da base. Quais sdo as dimensdes?"

Este enunciado corresponde a um problema que envolve uma equagdo do 2° grau. De fato, a 4rea

A de um retangulo qualquer é dada por
A =0b.h, (1.1)

sendo b o comprimento da base e h a altura do retangulo. O problema fornece as seguintes

informacgdes:
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Utilizando a férmula para a drea da Equacgao 1.1, temos

12 = b.ib = ib? (1.2)

Trocando a notacdo b por z, o problema € correspondente a encontrar a incégnita x na
seguinte equagdo quadratica:
3 o
—x°—12=0.
4
O tratamento deste tipo de problema recebeu especial atencdo dos babilonios, conforme

escreve Boyer (2012)

A solucdo de uma equagdo quadratica com trés termos parece ter sido demasiado
dificil para os egipcios, mas Otto Neugebauer em 1930 descobriu que tais
equacdes tinham sido tratadas eficientemente pelos babildnios em alguns dos
mais antigos textos de problemas. Por exemplo, um problema pede o lado de um
quadrado se a drea menos o lado da 14,30. A solucdo desse problema, equivale
aresolver 22 — z = 870 (BOYER, 2012).

E interessante mencionar que os mesopotamicos, cerca de 1800 - 1600 aC., utilizavam o
sistema sexagesimal, ou seja, na base 60. Isto provavelmente ocorria pelo nimero de divisores
que o numero permite, “pois uma grandeza de 60 unidades pode ser facilmente subdividida
em metades, tercos, quartos, sextos, décimos, doze avos, quinze avos, vigésimos e trigésimos,
fornecendo assim dez possiveis subdivisoes.” (BOYER, 2012). Os antigos babilonios também
desenvolveram uma numeracdo posicional, de maneira que o nimero 14,30 na base sexagesimal,
equivale ao nosso nimero 870, na base decimal. Transformando 14,30 para a base decimal,
teremos 14.(60) + 30 = 870 (BOYER, 2012).

Encontra-se entre textos cuneiformes, confeccionados pelos Babilonios, acerca de quatro
mil anos, o problema de encontrar dois nimeros sabendo-se sua soma s e seu produto p. Em
Geometria, este equivale ao de se determinar os lados de um retangulo conhecendo o semi-
perimetro s e a drea p (LIMA, 2013). Documentos histéricos indicam que por volta de 2000 a.C
“a aritmética babildnica ja havia evoluido para uma dlgebra retérica bem desenvolvida. Nao s6
resolviam equagdes quadraticas [...] como também se discutiam algumas cubicas” (EVES, 2004).

Tais relatos evidenciam a ancestralidade do uso das equacdes do 2° grau.

Fato interessante € que até as alteragdes propostas por Francgois Viete e René Descartes,
as resolucgdes das equagdes do 2° grau eram dadas em forma de “receitas” escritas. Por exemplo,

para determinar o lado de um quadrado, se a drea menos o lado é 14,30:

Tome o metade de 1;00, que € 0; 30, e multiplique 0; 30 por 0; 30, o que da
0; 15; some isto a 14, 30, o que da 14, 30; 15. Isto € o quadrado de 29; 30. Agora
some 0; 30 a 29; 30 e o resultado € 30, o lado do quadrado. (BOYER, 2012).

Os gregos (500 a 200 a.C.) deram um tratamento geométrico a muitos problemas matema-

ticos, inclusive a equagdo do 2° grau, como na Proposicdo 28 e 29, do Livro VI de Os Elementos
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de Euclides, conforme Eves (2004), além de varios exemplos de problemas relativos a equacao
do 2° grau. Também podemos observar em Boyer (2012), p.73: “... os gregos construiram a
solucdo de equagdes quadraticas pelo processo conhecido como ‘aplicacdo de drea’, uma parte
da dlgebra geométrica completamente estudada em Os Elementos, de Euclides.” Com Pit4dgoras
e os pitagéricos a Matemadtica (nome criado por eles que significa "aquilo que é ensinado"),
comeca a ser formalizada. “Os pitagoricos descobriram formas criativas de se resolver, por meio

de construcdes geométricas, problemas que hoje chamamos de algébricos” (GARBI, 2010).

Brahmagupta, nascido em 589 d.C, foi matemadtico e astronomo. Em sua época, a solu¢do
das equagdes do 2° grau ja era bem conhecida, mas é possivel que tenha sido ele o primeiro
matemadtico a enunciar as regras de solucdo destas equagdes com clareza e precisdao (LINTZ,
2007).

Mohammed Ibn Musa al-Khwarizmi (Mohammed, filho de Moisés de Khwarizmi), arabe
que viveu entre 780 a 850 d.C , escreveu Hisob al-jabr wa’l mugabalah, conhecido também como

Al-jabr, que deu origem ao termo Algebra (LINTZ, 2007). Para Lintz (2007), al-Khwarizmi pode
ser considerado o "Cauchy dos drabes". O objetivo da “Algebra” de al-Khwarizmi era ser um

"... breve trabalho sobre cdlculo pela complementacdo e redugao, restringindo-
me apenas ao que € mais facil e dtil em Aritmética, para as pessoas interessadas
em resolver questdes de heranca, problemas legais, processos juridicos, partilhas
e o comércio em geral e demais atividades como célculo de drea de terras, cons-
trugdes de canais, cdlculos geométricos e todas questdes correlatas."(LINTZ,
2007)

A obra contém uma exposi¢do direta e elementar da resolu¢do de equacgdes, em especial
as de segundo grau (BOYER, 2012). O método de Al-Khwarizmi se baseia em duas operagdes

9% ¢

chamadas al-jebr e al-muqgabala. A palavra al-jebr literalmente significa “ligar”, “reunir” ou
“restaurar”’. O termo al-mugabala significa “oposi¢do”, “transposi¢do” ou “balanceamento”. O
estudo das equacdes do 2° grau, objetivo principal de sua “Algebra” , serviu como modelo de
exposi¢do algébrica. Al-Khwarizmi subdivide sua obra em trés partes principais: na primeira
parte ele dedica alguns capitulos a exposicao das regras para a solucdo de diversas equagdes
quadraticas; na segunda parte ele demonstra as regras usadas anteriormente, na terceira parte ele

trata os demais tipos de problemas que se resolvem com equagdes quadraticas (LINTZ, 2007).

No capitulo I ¢ apresentada a equagio 22 = 5 cujo processo de resolugiio baseava-se na
seguinte argumentacao “se um quadrado € 5 vezes a raiz, entdo esta raiz € 5, cujo quadrado é
25”. No capitulo II € estudada a equagio 2> = 9 e no capitulo III a equagio 42% = 20. Ndo sdo
consideradas raizes negativas, pois eram esperadas, pelo contexto, solu¢des positivas (LINTZ,
2007). Neste caso entende-se a palavra “quadrado” como a raiz multiplicada por ela mesma, a
qual é considerada como uma nova entidade com existéncia independente. O termo empregado
era mal, significando “possessdo” ou “tesouro”, o quadrado da quantidade desconhecida, 2
(ROQUE, 2012). Entido, ao escrever 22 = 2, apenas se afirmava que um certo “quadrado” é

igual a dois, consequentemente a “coisa”, ou z, existe, sendo 2 o seu quadrado. O termo jidhr
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era utilizado para expressar a raiz (a incégnita, o  da questdo ) (ROQUE, 2012). J4 a palavra
“adad”, quantidade conhecida, era reservada para o nimero, como por exemplo o 2, na equacao
acima. Nos capitulos IV, V e VI sdo tratados casos mistos, isto €, aqueles onde aparecem “raizes”,

“quadrados” e “ndmeros”. Por exemplo, no capitulo IV estuda-se a equacao:
z? 4+ 10z = 39,

cujo tipo geral é

2 4+ bxr =n.

A solugdo equivale ao uso da férmula

2
b N b
x = = n——
2 2’
a qual "... ndo é demonstrada, indicando que seu uso ja era prética corrente ente 0s matematicos
2

arabes."Os demais casos: 22 +n = bz e bx +n = 22, sdo tratados nos capitulos V e VI de modo

andlogo (LINTZ, 2007). A Tabela 1 resume os termos utilizados por al-Khwarizmi.

Palavra Significado Sentido nos problemas Notacao moderna
adad Quantidade conhecida (nimero dado) c
jidhr “raiz” Quantidade desconhecida x
mal “tesouro”  Quadrado da quantidade desconhecida x?

Tabela 1 — Termos utilizados por Al-Khowarizmi (ROQUE, 2012).

Al-Khwarizmi trata de seis tipos de equacdes, nas quais os coeficientes sdao sempre
positivos (ROQUE, 2012):

Quadrados iguais a raizes: ax? = bx.

Quadrados iguais a um nimero: ax? = c.

* Raizes iguais a um nimero: bz = c.

Quadrados e raizes iguais a um nimero: ax? + bx = c.

Quadrados e um nimero iguais a raizes: ax® + ¢ = bx.

* Raizes e um nimero iguais a quadrados: bz + ¢ = az?.

Como exemplo, no quarto caso (quadrados e raizes iguais iguais a um nimero) € apre-

sentado o seguinte enunciado:

"Um mal e dez jidher igualam trinta e nove denares."
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Este enunciado corresponde a equagdo x? + 10z = 39. O algoritmo de resolugdo era

descrito da seguinte forma:

1. Tome a metade da quantidade do jidher: 5

2. Multiplique esta quantidade por si mesma: 25
3. Some ao resultado o adad: 25+39=64

4. Extraia a raiz quadrada do resultado: v/64 = 8

5. Subtraia deste resultado a metade do jidher, obtendo a solugdo: 8 — 5 = 3

O quadro da Tabela 2 compara a solucao de Al-Khwarizmi com o procedimento atual.

Solucao dada por Operagdes corres-  Operacoes corres-
Al-Khwarizmi pondentes em lin- pondentes em lin-
guagem moderna guagem moderna,
para uma equacao

genérica do tipo

ar’ +br+c=0

Tome a metade da quantidade de

.. 10 b

Jjidhr 5 =9 5
Multiplique esta quantidade

por si mesma 52 = 25 (%)?
Some ao resultado o adad 25+ 39 = 64 (5?2 +c
Extraia a raiz quadrada do

resultado V64 =8 (22 +c
Subtraia deste resultado a metade

do jidhr, encontrando a solug¢do 8—5=3 (22 +c-2

Tabela 2 — Resolugdo das equagdes do tipo ax? + bx = c, por Al-Khwarizmi. Adaptado de
(ROQUE, 2012).

Observa-se que a receita utilizada por Al-Khwarizmi para as equagdes citadas acima,
estd de acordo com a férmula resolutiva que atualmente se emprega. A justificativa geométrica

174 b

dos procedimentos algébricos, como ele afirma, “é um quadrado cujos lados sdo desconhecidos’
(ROQUIE, 2012). Considere, por exemplo, a Figura 1. Deve-se construir um quadrado, A que
representa o mal, ou seja, o quadrado da raiz procurada. Junto a esse quadrado constréi-se dois
retangulos B de lados z e 5. O desenho obtido deve possuir 39 unidades de area (o resultado
encontrado € equivalente a proposi¢ao I1.4 dos Elementos de Euclides). A seguir completa-se o
desenho com um quadrado C' de lado 5 (4rea 25) formando dessa maneira um quadrado cuja drea
¢ a soma das dreas de todos os poligonos e que possui drea 39 + 25 = 64. O lado do quadrado
relativo a esta area € 8. A partir deste resultado obtém-se o valor de x subtraindo-se de 8 o lado
do retangulo, ou seja, 8 — 5 = 3. Roque (2012) faz uma observagdo muito interessante, indicando
a contribuicdo dos drabes, ao afirmar :
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A A A

Figura 1 — Ilustracdo do primeiro caso de al-Khwarizmi.

Fonte — Adaptado de Roque (2012)

“A justificativa geométrica apresentada por al-Khwarizmi nio serve apenas para
garantir a verdade do algoritmo ela nos faz compreender sua causa: a necessi-
dade de completar o quadrado.Esse papel para uma argumentacio geométrica,
usado pelos drabes, era totalmente novo” (ROQUE, 2012).

A Figura 2 apresenta uma representacio do sexto caso, que envolve raizes € um ndmero
iguais a quadrados, bz + ¢ = 2. Considere um quadrado ABCD de lado AB = z conforme a
figura. Marque E sobre AD, de maneira que DE = b. Como bx + ¢ = 22, segue que o retAngulo
ABFE éigual a c, pois o retangulo EF'CD possui drea bz. Marque I, ponto médio de DE,
entdo Al = x — b/2 . A partir de AI construa o quadrado AT K M. A partir de E'1, construir o
quadrado KTHG. Os retangulos GH K J e M JF' B sdo congruentes, pois ambos sao retangulos
de lados b/2 e x — b, de forma que a soma das dreas de AEJM e GHK J é igual a area de

ABFFE, ou seja, c. A partir da relagdo entre as dreas entdo fornece a equagao a seguir:

Sarkm = Seruc + Sapsm + ScHi g

n\° b\’
SRR
b b\

2
x:gj: (Z) +c.

Abu-Kamil (850-930 d.C), foi um dos ilustres seguidores de al-Khwarizmi, conhecido
como "o calculista egipicio". Ele retomou os tipos de equacdes do 2° grau tratadas por al-
Khwarizmi, dando a elas um “tratamento muito mais completo e preciso” (LINTZ, 2007). Por
exemplo, na equacao:

2® +21 = 10z
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D C
H
I K
J
E F
G
B
A M

Figura 2 — Ilustracdo do sexto caso de Al-Khwarizmi.

Fonte — Adaptado de Lintz (2007)

Abu-Kamil emprega métodos algébricos equivalentes as férmulas:

1 102

2 2
10 10\ 2
== —) —21=".
=gt (2)

Abu-Kamil coloca em evidéncia as duas raizes, o que nem sempre era feito por al-Khwarizmi.

Sridhara, matemadtico indiano, por volta de 1020, produziu obras relacionadas a Aritmé-
tica e a Algebra. O método que usava para resolver as equagdes quadraticas, era “essencialmente
0 mesmo usado pelos babilonios no 2° milénio a.C. e empregado pelos gregos em suas abordagens

geométricas”, o chamado “completamento do quadrado” (GARBI, 2010).

Abraham Bar Chiya era de origem judaica e natural de Barcelona. Em sua obra intitulada
Liber Embadorum, encontra-se, “pela primeira vez, um texto latino contendo a solu¢do completa

da equacdo 22 + b = az, evidenciando a existéncia de duas raizes.” (LINTZ, 2007).

Bhaskara, também conhecido como Bhaskara II ou Bhaskara Acharya (significando
Bhaskara, o professor) nasceu em Bidur, India, e trabalhou no centro hindu de cultura, Ujjain, o
qual havia um excelente observatdrio astrondmico. Bhiskara, além de astronomo e matematico
era também poeta e filosofo. Em uma de suas obras intitulada Lilavati ha um estudo a respeito
das operagdes elementares com inteiros, fracdes, regra de trés e aplicagdes a problemas praticos
sobre transagdes comerciais, estudos referentes a progressoes aritméticas e geométricas, o uso,
sem demonstragdes, das regras de permutagdes e combinagdes, contendo inumeras informacoes

e processos algébricos da época, etc (LINTZ, 2007). Bhaskara indica, como anteriormente fizera
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Brahmagupta, o uso do zero, escrevendo a + 0 = a e a.0 = 0, qualquer que seja a. Em outra
obra, o Bija-Ganta, com uma algebra mais avancada do que em Lilavati, menciona as operagoes
com niimeros negativos, entendidos como valores de débito ou perda. Equagdes do tipo 2% = a
, sdo tratadas de maneira precisa, apresentando duas raizes se a € positivo e nenhuma se a é
negativa (LINTZ, 2007). Observa-se que na ocasido ndo se cogitava os nimeros imaginarios

(complexos). Bhaskara conhecia também identidades como
Jaz —b Va2 —b
\/a+\/l_):\/a+ ; +\/a ; .

A obra de Bhaskara, intitulada Siddhanta Siromani € dividida em quatro partes: Lilavati,
Bijaganita, Grahaganita, e Goladhyaya, dedicados a aritmética, dlgebra, astronomia e trigono-
metria esférica, respectivamente (ROQUE, 2012). Os problemas tratados por Bhaskara eram
enunciados e resolvidos em palavras, seguindo “receitas”. Por exemplo,

Verso 77: "De um enxame de abelhas, tome a metade, depois a raiz. Este
grupo extrai o pélen de um campo de jasmins. Oito nonos do todo flutuam
pelo céu. Uma abelha solitdria escuta seu macho zumbir sobre uma flor de
16tus. Atraido pela fragrincia, ele tinha se deixado aprisionar na noite anterior.
Quantas abelhas havia no enxame?

Para resolver problemas desse tipo Bhdskara usava o seguinte método. Primeiro, com-
pletar o quadrado (denominado “eliminacdo do termo médio”). No primeiro membro eram
deixados a quantidade desconhecida, x, e seu quadrado, 22, e no segundo membro o niimero
( na linguagem atual, az® + bz = c). A seguir forma-se no primeiro membro um quadrado
perfeito. Para isso, ele dizia: “é por unidades iguais a quatro vezes o nimero de quadrados (
que atualmente se escreve: 4a) que é preciso multiplicar os dois membros” (ROQUE, 2012). Na

linguagem atual, temos:
4a(ax® + br) = 4dac,
4a’z* + 4abr = 4ac.
A seguir, recomendava: “e é a quantidade igual ao quadrado do nimero primitivo de quantidades
desconhecidas ( ou seja, b? ) que € preciso adicionar". Obtém-se:
4a%2? + dabz + b* = dac + V?,
(2ax + b)* = 4ac + b*

O segundo passo € “diminuir o grau da equacdo extraindo a raiz quadrada dos dois membros”,

ou seja:

2ax + b = +v4ac + b2.

Por fim, o terceiro passo € resolver a equacao de primeiro grau, resultando:

2ax = —b £ V4dac + b2,
_ —b=£ Vidac+ b?

2a

X
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Roque (2012) considera um exagero atribuir a Al-Khowarizmi ou a Bhaskara, a invencdo
da férmula resolutiva da equagdo do segundo grau, pois ndo empregavam a simbologia atual.
No entanto ela admite que “os métodos enunciados por Bhaskara e Al-Khowarizmi permitem
reduzir uma equacdo do segundo grau a uma equacdo do tipo az? + bx = ¢.”. Além disso,

Se traduzirmos o método usado por eles na linguagem algébrica atual e o
aplicarmos a uma equagdo geral do tipo az? + bx + ¢ = 0, obteremos o
equivalente da férmula para resolucdo de equacdo do segundo grau. Isto quer
dizer que havia um método geral para resolug@o de equagdes, ainda que expresso
por palavras. (ROQUE, 2012)

Provavelmente, essa tenha sido a razdo da afirmacao de (LINTZ, 2007) ao atribuir a
Bhéskara a férmula resolutiva da equagao do segundo grau, embora a referida férmula ja fosse
bem conhecida de Brahmagupta. Bhiskara também estudou equacdes de grau superior ao 2°,

com métodos puramente algébricos. Por exemplo, a equacao
zt — 22? — 4002 = 9999
era resolvida adicionando-se 422 + 400z 4+ 1 a ambos 0os membros:

(2* +1)? = (22 + 100)?,

obtendo-se

22 4+ 1 = 2z + 100,
cujas raizes sdao 1 = —9 e zo = 11 (LINTZ, 2007). As outras duas raizes correspondentes a
2?2 4+ 1 = —(2z + 100) sdo imagindrias e portanto, desprezadas por Bhdskara. Bhaskara também

tratou de questdes geométricas por métodos algébricos. Para Lintz (2007), Braskara pode ser
considerado o “Gauss da cultura mégica !, em concordancia com Boyer (2012), ao consideré-lo,
“o mais importante matematico do século doze”.

Francois Viete deu importantes contribui¢des a Algebra ao introduzir uma simbologia
apropriada aos entes matematicos numa equacao, ou seja:

Usou uma vogal para representar,em algebra, uma quantidade suposta desco-
nhecida, ou indeterminada, e uma consoante para representar uma grandeza ou
nimeros supostos conhecidos ou dados. Aqui encontramos, pela primeira vez
na dlgebra, uma distin¢do clara entre o importante conceito de parimetro e a
ideia de uma quantidade desconhecida. (BOYER, 2012)

Viete, também passou a simbolizar as poténcias usando uma mesma letra. Por exemplo, “Se A é
a incognita, seu quadrado era chamado A quadratum. Por exemplo, a equagdo que atualmente é
escrita 22 + C' = Bu seria escrita por Viete (fazendo v = A) como “A quadratum + C plano
aequatur B in A”. Nesta expressao aequatur significa “igual” e B in A, o produto BA (RO-
QUE, 2012). Viete, assim como Descartes, adotou o método analitico. Embora a argumentacao
denominada “anélise” ja houvesse sido empregada pelos gregos (ROQUE, 2012), Viete a rea-

presenta em sua obra intitulada In Artem Analayticem Isagoge (Introducdo a Arte Analitica). O
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método analitico “define a suposi¢do daquilo que procuramos” (ROQUE, 2012), x, a inc4gnita,
com a qual se opera até se obter um valor vélido (a menos que o problema ndo tenha solucao),

resolvendo assim a questao.

Vigte aplicava a Algebra como instrumento para a obtengio da solucdo em problemas
geométricos. Por exemplo, seja a equagio A2 + AB = D?, na linguagem atual, 2% + px = ¢,
extraido da obra intitulada Effectionum geometricarum canonica recensio (ROQUE, 2012). Viete
desenvolveu a seguinte constru¢do geométrica para a obtencdo do segmento de medida A, a
incdgnita. Traca-se M N = pe T'N = g, perpendicular a M N, conforme a Figura 3. Seja O, o
ponto médio de M N. Com centro em O, traca-se a circunferéncia de raio O7'. Sejam R e S os

pontos em que a circunferéncia intersecta a reta M N. Do tridngulo RST, tem-se a relagdo:
TN?=RN.NS

0 que equivale a:

¢ = (z +p)x,

¢ = 2* + pz,
D? = A” + BA,
A’ + AB = D?

Figura 3 — Resolu¢io geométrica da equacio A% + AB = D?.

Fonte — Adaptado de Roque (2012)
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O uso da nova simbologia permitiu uma evoluc@o na visualiza¢do dos termos, assim
como o uso do método analitico. Para Viete a Matematica deveria ser “uma forma de raciocinio,
e nao uma cole¢do de truques” (BOYER, 2012).

René Descartes também se dedicou as equacdes do 2° grau por volta de 1628, no seu
tratado Discours de la méthode. Esta obra contém “instrucdes detalhadas para resolver equacdes
quadréticas, nao no sentido algébrico dos antigos babilonios, mas geometricamente, um tanto
a maneira dos gregos antigos.” (BOYER, 2012). O objetivo de seu método era, por meio da
algebra, simplificar as construcdes geométricas, e, por outro lado, dar significado as operagdes
algébricas por meio de interpretacdes geométricas. (BOYER, 2012). Garbi (2010) observa que
Descartes escreveu suas equacgdes de forma ja inteligivel aos mateméticos modernos. Foram
usadas letras mindsculas do alfabeto: as primeiras (a, b, c...) para as grandezas conhecidas e
as ultimas (x,y, z...) para as desconhecidas. As poténcias acima de dois foram expressas por
expoentes. Os sinais de soma e subtracdo ja eram os atuais.O simbolo da raiz passou a ter
um prolongamento indicando claramente o que era abrangido. Descartes passou a escrever
suas equacoes igualando os polindmios correspondentes a zero, ou seja, na forma candnica, o
que também passou a ser padrdo, “ndo apenas por ser muito melhor do que os anteriores mas,
também, por ter sido veiculado em seu livro que foi lido com admiragdo por toda a comunidade
matemaética da época”. (GARBI, 2010). Por exemplo, a equacdo que atualmente se escreve
2% — 622 + 132 — 10 = 0, foi por ele escrita 2° — 6z + 132 — 10000.

Roque (2012) analisa alguns casos de equacdes quadraticas tratadas por Descartes,
demonstrando que a incdgnita é um segmento de reta. Por exemplo, a equacio 22 = az + b% é

representada na Figura 4.

L b M

Figura 4 — Resolucio geométrica da equagio 2> = az + b?.

Fonte — Adaptado de Roque (2012)
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Para mostrar esse resultado, inicialmente, constréi-se um triangulo retangulo N LM, reto
em L, sendo LM = be NL = §. Traga-se a circunferéncia com raio a/2 e centro V. Ela corta
MN em P e em O, no prolongamento de M N. Os tridngulos OLM e LPM sao semelhantes,
pois o angulo LOMeo angulo PLM, sio angulos inscritos e subentendem o mesmo arco L P,

e o angulo OM L é comum. Desta maneira, obtém-se a seguinte propor¢ao:

LM PM
OM LM’
ou seja,
OM.PM = LM? (1.3)

Se OM = ze PM = z — a, substituindo em 1.3, tém-se:
2(z—a) =01

22— az =1
Logo, 22 = az + b°.

Outra equacdo também tratada por Descartes, € z = az—b? (Figura 5). Como no exemplo

anterior, a resolugdo inicia-se tragando o segmento NL = § e LM = b, perpendiculares entre si.

Traca-se entdo uma reta M R paralela a VL passando por M. A seguir, traga-se uma
circunferéncia de centro em N, passando por L, (de raio a/2) intersectando areta M R em () e R.
Os segmentos de reta M R e M () sdo as raizes da equacdo. De fato, os tridngulos LRM e LQM
sdo semelhantes. Os angulos LRM e QLM sdo congruentes, pois sdo angulos inscritos que
subentendem o mesmo arco L() e o angulo LM R é comum. Desta maneira pode-se construir a
seguinte propor¢ao:

LM  RM
QM ~ LM’
LM? = QM.RM

Como LM = b e admitindo RM = z, obtém-se:
V¥ =QM.z (1.4)

Para obter-se (M em funcdo de a e z, inicialmente obtém-se R() em funcido de a e z. Como
NL=5=NQ=NR=OM e sendo O o ponto médio de RQ), tem-se:
RQ =2(RM — NL),
RQ =2(: - ),
2
RQ =2z —a.



a/2 Q

L M
b

Figura 5 — Resolugio geométrica da equagio z? = az — b?, por Descartes.

Fonte — Adaptado de Roque (2012)

Além disso,

QM = RM — RQ,

QM =z — (22 — a),
QM =z —2z+a,

QM =a — z.

Substituindo em 1.4, obtém-se:

V' = (a—2)z,
V' =az — 2%

22 =az— b2

25

Para deduzir a férmula algébrica a partir da construcao, aplica-se o Teorema de Pitdgoras nos
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triangulos NOR e NO(Q. Além disso,

RM = RQ + QM,

1
z:2\/1.a2—b2+a—z,

1

2z =a+ 2/ ~.a%? — b2,
4
1 1

z = §.a+ \/1.(12 — b2

Para obter a outra raiz, se faz M () = z. A partir da equagio:

MQ = OM — 0Q,

1 1
Zzga_ﬁ/ZGQ_bQ-

Descartes aplicava a Algebra na resolucio de problemas de Geometria, o que propiciou o

obtém-se

surgimento da Geometria Analitica tal como a conhecemos hoje (ROQUE, 2012).

No Século XVI a equacdo de 2° grau era bem conhecida, e era aceito o fato de que para
algumas equacgdes, ndo havia solucdo. Para isto a representacdo de Descartes era bastante util,
como pode ser visto na Figura 6. Nesta representacao, as raizes da equagao correspondem aos

pontos em que o grafico da fungdo correspondente intersecta o eixo OX.

Ao contrario do que pode parecer, a motivagao para o surgimento e estabelecimento dos
nimeros complexos comegou ndo com o estudo das equagdes de 2° grau, mas sim das equagdes de
3° grau (cubicas). Tartaglia (1500-1557) desenvolveu uma férmula geral para resolver equacoes
do tipo 2% + px = ¢, com p e ¢ reais (BOYER, 2012). Esta férmula foi posteriormente divulgada
por Girolamo Cardano (1501-1576). A soluc¢do da equacdo ctibica 2° + ma = n descrita em sua

Ars Magna € essencialmente a seguinte (EVES, 2004):

R ORI RS SR O RIC C

A equacdo cubica, ao contrario da quadrética, sempre possui a0 menos uma solugao

(STEWART, 2010). E facil se convencer deste fato observando que a funcio ctibica é continua e
possui valores positivos e negativos, conforme ilustrado na Figura 7. Nesta caso permanecia a

questdo de qual era a natureza da solucao expressa pela Equagdo 1.5.

Para ilustrar a dificuldade desta discussdo, seja, por exemplo, a equagdo cibica r3—15x =
4. E facil verificar que esta equacio possui trés solucdes reais, a saber, z = 4, = —/3 — 2 ¢

x = /3 — 2. Ao se aplicar a férmula de Cardano-Tartaglia, temos

r =2+ V121 + {2 - V121 (1.6)
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Figura 6 — Representacdo gréfica das raizes de equagdes de 2° grau. Em azul, a equacio corres-
pondente possui duas raizes distintas. Em vermelho, a equacao correspondente possui
uma Unica raiz. Em verde, a equagdo correspondente ndo possui solugdo.

Fonte — Autor

Figura 7 — Gréfico de uma fungao cuibica. Sempre existe a0 menos um ponto em que o grafico
cruza o eixo OX.

Fonte — Adaptado de Roque (2012)

Existe um impasse nesta férmula devido a presenca das raizes negativas. Apesar disso, esta

férmula obrigatoriamente deve corresponder a um nimero real.

Para contornar este problema, um discipulo de Cardano, Rafael Bombelli (1526-1572)
propOs considerar a raiz quadrada de —1 um ndmero e desenvolveu regras operacionais que este
numero deveria obedecer (BOYER, 2012). Com base nestas operacdes € possivel mostrar que,

por exemplo, a solucdo 1.6 corresponde ao numero real

v =2+ V-121 + {2 — v_121 = 4.
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Leonard Euler (1707 - 1783) posteriormente introduziu o simbolo 7 representando /—1
e passou a estudar niimeros na forma z = a + bt , onde a e b sdo nimeros reais. Nimeros nesse

formato passaram a ser chamados niimeros complexos.

Caspar Wessel (1745-1818) foi o primeiro matemdtico a apresentar uma representacao
grafica para os complexos bastante proxima da que € utilizada hoje. No entanto, seu trabalho
ficou praticamente esquecido. No final do século XVIII e inicio do século XIX, Jean-Robert
Argand também propds uma representacdo geométrica para os nimeros complexos. Podemos

entender esta representacao iniciando pela representacao dos numeros negativos (ROQUE, 2012).

Figura 8 — Representacdo dos nimeros negativos de Argand.

Fonte — Adaptado de Roque (2012)

Na representacdo da Figura 8, multiplicar por —1, significa “mudar de sentido” , enquanto
multiplicar por +1 significa “permanecer no mesmo sentido”. Desta maneira, o nimero zero
ganha um novo significado, o de ser um referencial. A multiplicacdo por —1, passa a ser vista
como uma “reflexao em relacao a origem” (ROQUE, 2012). Desta maneira, ao multiplicar-se
(+1) por (—1) obtém-se, por reflexdo, (—1), e ao se efetuar a multiplicagdo de (—1) por (—1)
, a mudanga de sentido conduz novamente a (+1). Desta forma, a representagio proposta por
Argand, torna compreensivel as operagdes com os nimeros negativos. Em seguida Argand amplia
a representacdo das grandezas relativas (positiva e negativa) concebendo a meia proporcional

entre +1 e —1, ou seja, como representar a propor¢ao

+1

r -1
a qual fornece

2 = —1,

r=—++v-1L

Argand encontrou a representacdo de = no diagrama ilustrado na Figura 9, onde K A e K1 sdo
segmentos orientados de K para A e de K para [ e representam as grandezas unitarias positivas

e negativas respectivamente.

Na sequéncia, traga-se uma perpendicular £'/N passando por K (ponto médio de /A ). O
segmento K A estd para o segmento K F assim como K F, estd para K [ . Portanto, a condi¢ao de

proporcionalidade exigida para a grandeza x € satisfeita por K /e KN , e podem ser vistas como
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Figura 9 — Representacdo geométrica de v/—1 por Argand.

B

Fonte — Adaptado de Roque (2012)

a representagio geométrica de ++/—1 e —y/—1 (ROQUE, 2012). Dessa forma, a multiplicagio
por /—1 deve ser entendida como uma rotagio ( de 90° ). O zero passa a ser um centro de
rotagio, de maneira que ao se multiplicar (+1) ( K A) por v/—1 se obtém ++/—1 , representado
pelo segmento K E , que por sua vez ao ser multiplicado por v/—1 ( (v/—1)(v/—1) = —1)
obtém —1 , representado pelo segmento K I , de forma andloga, K N passa representar —/—1,
e fechando o ciclo o produto (—v/—1)(y/—1) resulta em +1 (K A).

Com isso Argand deu sua contribui¢do para que os nimeros ditos “imagindrios” fossem
concebidos e admitidos como um novo conjunto numérico, o qual foi fundamentado nos trabalhos
de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e William Rowan Hamilton (1805-1865). Em 1831, Gauss,
em sua obra Theoria Residuirum Biquadraticorum Comentatio Secunda, faz uma abordagem
semelhante a Argand, justamente “devido a observacdo de que +: e —¢ podem se vistos como
meias proporcionais entre +1 e —17 (ROQUE, 2012). Para Gauss as coisas contadas ndo devem

ser consideradas “como substancia, como objetos considerados em si mesmos, mas como relacoes
entre esses objetos” (ROQUE, 2012). Conforme esclarece Gauss :

E necessdrio que estes objetos formem, de algum modo, uma série como A, B,
C, D, ... e que a relacdo que existe entre A e B possa ser vista como igual aquela
que existe entre B e C e assim por diante. Essa no¢do de oposi¢do implica ainda
uma possivel troca entre os termos da relacdo, operando de modo que, se a
relacdo (ou passagem) de A a B é indicada por 41 , a relacdo de B com A é
indicada por —1 (ROQUE, 2012).

Ao concluir esse breve histdrico, constata-se a importancia da equacdo do 2° grau, que
tem sido objeto da atenc@o de muitos matematicos ao longo da Histéria. Verifica-se, também,
que a férmula resolutiva da equacao do 2° grau, foi sendo construida e aperfeicoada por muitos
matematicos no curso das civilizagdes. Apesar deste tipo de equacdo nio ter sido o responsavel
direto pelo surgimento dos nimeros complexos, muitas informacdes interessantes podem ser

obtidas do estudo desta equag@o neste conjunto numérico.
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2 A EQUACAO DO 2° GRAU COM COEFICIENTES REAIS

Chama-se equagdo do 2° grau na incognita x toda equagdo que pode ser colocada na
forma
ar® +bxr +c =0, 2.1)

tal que os coeficientes a , b e c sdo constantes, tal que a # 0. No desenvolvimento a seguir vamos

considerar a, b, c € R.

Os zeros ou raizes da Equacdo 2.1 sdo os valores de x que tornam a equacdo verdadeira.

Resolver a equacao significa encontrar todas as suas raizes ou zeros.

Existe um método bem estabelecido para decidir se a equacdo de 2° grau possui raizes
reais e, caso existam, determinar quais sao. Contudo, antes de efetuar a deducao da férmula
resolutiva da equacdo de 2° grau, um estudo da forma candnica do trindmio € interessante.

Considere o trindmio

b
ax2+ba:+c:alx2+x+cl. (2.2)
a a

As duas primeiras parcelas dentro do colchete sdo as mesmas do desenvolvimento do quadrado

(z + 2)* . Completando o quadrado, podemos escrever

TSP S A AL (2.3)
ax rT+c=al|x .2a.x 12 12T .
ou )
b dac — b?
ar’ +br+c=al|lx+— —i—L : 2.4)
2a 4a?

Esta maneira de escrever o trindmio do segundo grau (conhecida como forma canoénica)

conduz imediatamente a formula que fornece as raizes da Equacao 2.1. De fato,

b\®  dac— b
ar’ +br+c=al|lz+— —i—L =0. (2.5)
2a 4a?
Dado que a # 0, temos
b\  dac—b?
— ——F— = 0. 2.6
(1‘ * 2a> + 4a? 2.6)
Isolando-se o termo quadrético obtemos a seguinte igualdade:
b\> v dac
— ) =—-— 2.7
(x * 2a> 4a?  4a? @.7)

Estamos considerando apenas raizes reais como solugdes da equacdo de 2° grau. Portanto,
a existéncia de raizes fica condicionada ao valor(positivo, negativo ou nulo) do termo a direita na

Equacao 2.7. Este termo recebe o nome de discriminante, e € denotado

A = b* — dac. (2.8)
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Caso o disciminante da Equacdo 2.8 seja maior ou igual a zero € possivel resolver a Equacgdo 2.7

obtendo-se as seguintes solucoes:

b b? — 4ac

Isolando-se a incdgnita, finalmente, obtemos as seguintes solugdes

_ —b+ Vb —dac

I (2.10)
2a
I N/
£y = > ac @2.11)
a

Caso A > ( a equacdo possui duas raizes distintas dadas pelas equacdes 2.10 ¢ 2.11. No

caso A = (, no entanto, o termo dentro da raiz é nulo, e as duas solu¢des coincidem:

b

—5 (2.12)

Tl = Ty =
Caso A < 0 a equagdo ndo possui raizes reais. Note que o problema de se determinar o
nimero de raizes (reais) distintas de uma equacgdo de 2° resume-se a analisar se o discriminante

da equacao € positivo, negativo ou nulo.

Uma outra forma de determinar as raizes de uma equacgdo do 2° grau é observar a relacio

existente entre estas e os coeficientes da equagdo. Supondo A > 0, obtemos, para a soma das

raizes: VA VA
—b A —b—VA b
s=x1+ Ty = + + = ——. (2.13)
2a 2a a
Para produto das raizes:
— A —b—VA
p=x1-x2=< b+\/_> ( ! ‘/_> =2 (2.14)
2a 2a a

As equacdes 2.13 e 2.14 sdo conhecidas como as Formulas de Viete para a equagdo do 2° grau.

Utilzando estas formulas temos
c
P+ +-=2>—sx+p=0.
a a

Esta representacdo se mostra muito util na resolucdo de problemas. Note que mesmo
com A < 0 € possivel estabelecer a soma e o produto das raizes. No entanto, neste caso nao

existem dois nimeros reais que satisfazem ambas as equacdes.
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3 OS NUMEROS COMPLEXOS

Um niimero complexo z pode ser definido como um par ordenado (a, b) de nimeros
reais a e b, ou seja (CHURCHILL, 1899),

z = (a,b). (3.1)

Dois nimeros complexos sdo iguais se, € somente se, as partes real e imagindria sdo, respectiva-
mente, iguais:
(a1,b1) = (az,b2) <> a1 = ag, by = by (3.2)

Em particular, tem-se z = (0, 0) se, e somente se, a = 0 e b = 0. Os nimeros reais a e b s3o

respectivamente a parte real e a parte imagindria de z = (a,b). Denota-se

(2) = a, (3.3)
3(2) = b (3.4)

=

O corpo C dos nimeros complexos € definido considerando o conjunto destes pares ordenados

em conjunto com as seguintes operagcdes de soma e multiplicagao:

1 + Z9 = (al, bl) + (CLQ, bg) = (a1 —+ a9, b1 + bz), (35)
21.22 = (a1, b1).(az, ba) = (a1as — byba, arby + ashy). (3.6)

O fato que os nimeros complexos formam um corpo pode ser demonstrado através da utilizagdo
das operacgdes acima e das propriedades dos numeros reais. No Apéndice A esta demonstracao

pode ser encontrada.

O par (a, 0) é identificado com o ndmero real a, ou seja,
(a,0) = a. (3.7)

Desta forma, os nimeros reais podem ser identificados como um subconjunto dos nimeros

complexos. De fato, as operagdes dos nimeros reais sdo resgatadas:

a; + as = ((11, 0) + (CLQ, 0) = (a1 + as, O), (38)
a1.a9 = (al, O).(ag, O) = (a1a2 - 007 (11.0 + CLQ.O) = (alag). (39)

O niimero (0, 1) € definido como unidade imagindria e denotado por i, ou seja,
(0,1) = 1. (3.10)
Uma propriedade de ¢ € a seguinte:

i =1i.i=(0,1).(0,1) = (=1,0) = —1. (3.11)
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Ou seja, ele estd relacionado com a raiz de —1. Um ntimero do tipo (0, b) é denominado nlimero

imagindrio puro. Utilizando esta notagdo, o nimero complexo z = (a, b) pode ser escrito como
2= (a,b) = (@,0) + (0,5) = (,0) + (5,0)(0, 1) = a + .
Neste caso as operagdes entre nimeros complexos podem ser escritas como

1 + 9 — ((ll + bﬂ) + (CLQ -+ bQZ) = (CLl + CLQ) + (bl -+ bg)’i, (312)
Z1.R9 = (a1 + bli).(ag + bQZ) = (a1a2 - blbg) + (albg -+ agbl)i. (313)

A partir da defini¢do de produto e soma entre nimeros complexos € possivel introduzir

também a subtracdo e a divisdo entre 0os nimeros complexos z; = a; + b1 € 2o = ag + byi:

2 — 2o = (a1 — ag) + (b1 — b2)1, (3.14)
z1 a1z + blbg —a1b2 + agbl .
S 3.15
- ( 2+ 03 >+< 2+ 12 )Z’ 3-15)

supondo, na Equacao 3.15, que 2z, # 0.

3.1 O PLANO COMPLEXO

O plano no qual se representa os nimeros complexos chama-se plano complexo, ou
plano de Argand-Gauss. O ponto P pertencente a este plano e correspondente a um nimero
complexo z € chamado de afixo de z . O plano complexo estd ilustrado na Figura 10. Dado
2z = a + bi, a parte real de z € demarcado no eixo real, e a parte imagindria, no eixo imagindrio.
Além da representacdo dos nimeros complexos por pontos no plano, também € muito frequente

a representacdo por meio de vetores de componentes a e b (AVILA, 2008).

E possivel efetuar a soma ou a subtracao de complexos através das conhecidas regras do

paralelogramo, conforme ilustrado nas Figuras 11 e 12.

3.2 O COMPLEXO CONJUGADO
Chama-se conjugado de um niimero complexo z = a + bi 0 nimero complexo
zZ=a-—"bi (3.16)

O produto de um nimero complexo pelo seu conjugado € muito ttil nas operagdes, pois resulta

em um ndmero real ndo negativo:

2.z = (a+bi)(a—bi) = a® + b

A representacdo do conjugado de z no plano complexo € dada pela reflexdo de z em

torno do eixo real, conforme pode ser visualizado na Figura 13.
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Figura 10 — Representacdo de um niimero complexo no plano Argand-Gauss.

P=(a,b) afixo de z=a+bi

Fonte — Adaptado de Diniz (2010).

Figura 11 — Representacdo da soma de nimeros complexos no plano Argand-Gauss.

-6 -5 -4 -3 -2 -1 [ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Fonte — Adaptado de Avila (2008).

3.3 A FORMA TRIGONOMETRICA OU POLAR

Assim como um ponto do plano R? pode ser representado por coordenadas polares,
os nimeros complexos também podem ser representados na forma polar, ou trigonométrica.
Utiliza-se, para isso, a distancia do ponto P, afixo de z, até a origem do plano complexo e o
angulo que o vetor correspondente ao ponto P faz com o eixo real, conforme a Figura 14. Estas

quantidades correspondem ao mddulo e argumento de z definidos a seguir.
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Figura 12 — Representacdo da subtra¢dao de niimeros complexos no plano Argand-Gauss.

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-1
e -2
-3
-4

-5

Fonte — Adaptado de Avila (2008).

O médulo do nimero complexo z = a + bi € definido como a distancia do seu afixo até

a origem, ou seja,

|z| = Va? + b2 (3.17)
E importante notar que, em fungdo do complexo conjugado Z temos

12| = Va2 + 0% = V2z. (3.18)

Note que, na representacdo do plano complexo, a origem O, o ponto P = (a, b), afixo de
z = a + bi, e o ponto do eixo real (a,0) formam um tridingulo retdngulo, cujos catetos medem
a e b e a hipotenusa, |z|. Tomando o dngulo 6 que o segmento O P faz com o eixo real, temos

denotando r = |z|:

a=rcosb, (3.19)
b=rsinf. (3.20)

Utilizando este resultado, pode-se escrever o niimero complexo z como

z=a+bi=r(cosf +isinb). (3.21)

Esta € a chamada forma trigonométrica ou polar do complexo z. A esse respeito Diniz
(2010) observa que a representacdo do nimero z = a + bi no plano complexo permite visualizar
o angulo 6 , tomado em radianos, orientado no sentido anti-horario, ou seja, positivo. A esse

angulo dd-se o nome de argumento z, denotado por arg(z), o qual deve satisfazer as seguintes
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Figura 13 — Representacdo do conjugado de nimeros complexos no plano Argand-Gauss.

3(2)

be - ___ "Z:a/+b/lf

O a R(z)
—bDe - olz":a—bz

Fonte — Adaptado de Avila (2008).

condigdes, para z # 0:

|2

cosf = L (3.22)
. b
sinf = m (3.23)

Note que, nesta representacdo, 0 < # < 27. No entanto, tomando ¢ = 6 + 2kw, com
k € Z, tem-se

r(cos ¢ +isin @) = r(cos (0 + 2km) + isin (0 + 2kw)) = r(cosf +isinf) = z.  (3.24)

Ou seja, a funcdo arg(z) referente ao argumento do niimero complexo z pode ser consistente-
mente definido como qualquer 4ngulo da forma 6 + 2km, com 0 < 6 < 27 e k € Z. E, portanto,
uma funcdo que pode assumir diversos valores para cada elemento do dominio, sendo, portanto,

um exemplo de fungdo multivalente.
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Figura 14 — Representacdo polar de um nimero complexo.

3(2)
z=a+bi
L P =1r(cosh + isend)

|
1
1
r 1
[}
1
1
:
0 |

o a R(2)

Fonte — Adaptado de Avila (2008).
Para o caso trivial z = 0 temos, univocamente, |z| = 0 e o argumento é totalmente

indefinido. De fato, para qualquer # € R temos

z = |z|(cos @ +isinf) = 0.

3.4 RAIZES DE NUMEROS COMPLEXOS

Sejam dois nimeros complexos z e w, dados na forma trigonométrica por

z = |z|(cos € + isinf)

w = |w|(cos ¢ + isin ).
Churchill (1899), na p.10, demonstra que a multiplicacio z.w é dada por

zaw = |z].|w| [cos(8 + @) + isin(0 + ¢)] (3.25)

Uma observagao relevante, que serd utilizada, ao se tratar da generalizacdo da férmula

resolutiva da equacao do 2°grau, é que,

arg(z.w) = arg z + arg w (3.26)

A partir desta operacgdo € possivel demonstrar por indugdo a relacio que estabelece, para
z =r(cosf + i sinb),
2" = 1r"(cosnb + i.sinnb), (3.27)
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n € N. De fato, a férmula vale para n = 1. Supondo que vale para k, para k£ + 1 temos

= 2K 2 =¥ r[cos (kO + 0) +isin (kO + 0))]
= 7" [cos ((k + 1)0) + isin ((k + 1)0)],

o que finaliza a demonstragdo. verificar-se que a mesma relacdo vale para inteiros negativos, isto

z

c,
27" =r""[cos(—nb) + i.sin(—nb)], (3.28)

paran € N. Portanto, a Equac@o 3.27 vale para qualquer n € Z. Para |z| = 1 temos a seguinte
relagdo:

(cos @ +isinf)" = (cosnf + i.sinnh),
conhecida como Formula de de Moivre.

Vamos agora considerar o problema inverso, ou seja, dado um nimero complexo w # 0

encontrar os nimeros complexos z tais que

2" = w. (3.29)

Uma analise da Equagdo 3.27 permite perceber que, se w é um nimero complexo dado
na forma trigonométrica por
w = p(cos ¢ + isin @), (3.30)

tal que 0 < ¢ < 27, o nimero dado por

20 = /p lcos (i) + i sin <z>1 (3.31)

¢ solucdo da Equacao 3.29. De fato,
n__ (n n ¢ .. Qb . L. .
2o = (/p)" |cos n_ + isin no )| = p(cos ¢ +isin¢) = w.
No entanto, temos que w também pode ser escrito como

w = plcos (¢ + 2km) + isin (¢ + 2k7)], (3.32)

com k € Z. Neste caso, os nimeros complexos 2 dados por

2 = /p [Cos <¢+§km> + 7 sin <¢+2kﬂ>] , (3.33)

n

com k € Z, também sdo solucdes da Equacdo 3.29. Ao passo que diferentes valores de & resultam
no mesmo k, eles resultardao em n valores diferentes de z. As diferentes raizes de w se ditribuem

em uma circunferéncia de raio {/p, e a diferenga entre duas raizes sucessivas €

2m
0 = arg(zp+1) — arg(z,) = P
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Em particular, para a raiz quadrada, 6 = 7. Ou seja, existem apenas duas raizes distintas. Se uma
delas é zy = NI {cos (%) + ¢ s8in (%)} , a outra sera

21 =/p [cos (g —|-7T> + i sin (;b —|—7r>] = —2p.

Uma outra forma para se calcular as raizes quadradas de um nimero complexo é proposta
por Araujo (2014). Neste trabalho, dado um nimero complexo, w = a + bz, a raiz quadrada de

w, € um nimero complexo z, tal que z = u + v, entdo,

2 =+Vw (3.34)

22 =w (3.35)

(u+vi)* = a+ bi (3.36)

u? + 2uvi + 0% = a+ bi (3.37)
u? — v+ 2uvi=a+bi (3.38)

Pela igualdade de dois nimeros complexos, tem-se,

w—1?=aq (3.39)

2uv =b (3.40)

Isolando-se u na equacao (1.40), obtém-se,

b
U= (3.41)
E substituindo na equacgdo (1.39), obtém-se,
b 2
<2> = (3.42)
v
b2
47,02 — ’U2 =a (343)
b? — 4vt
1 ¢ (3.44)
v — 4ot = dav? (3.45)
4t +dav® — b =0 (3.46)

Portanto, obtém-se uma equacio biquadrada (1.46), fazendo-se v? = x, reescreve-se,

42 + dax — > =0 (3.47)



Assim,
A = 16a* — 4(4)(—b?)
A = 164 + 16b*
A = 16(a* + b%)
Portanto,

—4a £ ,/16(a? + b?)

Tr =

8
—a +Va? + b?
xr =
2
—a+va*+b?
T =
2
—a —va?+ b2
To =
2

Como v/a? + b2 > 0, tem-se que 75 < 0, 0 que implica que v? = ;.

s —a++a?+b?
v

- 9

Substituindo v? na equacao (1.39), tem-se,

) <_a+¢m> )
uc — =

2
9 +—a+\/m

u®=a 5
s a+Var+1?
2
a+ Va2 + b2
2

u==+

Observe na equacdo (1.40),

b= 2uv
b

U:%
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(3.48)
(3.49)
(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

que se u € positivo, entdo v tem o mesmo sinal de b. E se u € negativo, entdo v tem sinal

oposto ao de b. Tomando-se u positivo, ou seja ,
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2 b2
" a+v; + (3.62)

Entdo, uma das raizes de a + bi, pode ser calculada pela férmula,
2 12 Va2 L b2 —
2y = Vaz*a + sig(b) ‘““2“@ (3.63)

onde sig(b) é o sinal de b. A outra raiz, conforme jd exposto, é z_ = —z,. Estas raizes

relacionam-se com 2y € z; da seguinte forma:

z0, 0<6<m,
2+ =
21, w<6<2m.

Note que,

(3.64)
2= (=2)? (3.65)

s 9
llz

I
N
I

Isso mostra que —z é raiz de w, entdo a outra raiz € —z. Por exemplo, as raizes de 3 + 4z,

V32442 +3 V32442 -3
\/3—1—4@':\/ +2 i +\/ +2 1 =2+ (3.66)

e —(2+1) = —2 — 7. A seguir as representagdes das raizes quadradas de 3 + 4, figura
15,



Figura 15 — Representacdo geométrica, da raizes quadradas de 3 + 44

-5 -4 -3 | -2 -1

-1

Fonte — Autor

42



43

4 EXPLORACOES DA FUNCAO QUADRATICA COMPLEXA

4.1 GENERALIZACAO DA FORMULA RESOLUTIVA DA EQUACAO DO
2°GRAU

Nas discussoes sobre a férmula resolutiva da equacao do 2°grau, considera-se normal-
mente uma equacgdo quadritica com coeficientes reais. Mesmo durante a introdugdo das solugdes
complexas o estudo € restrito a este caso. Nos cursos de varidveis complexas, por sua vez,

aborda-se apenas o caso simples z? = a.

A abordagem da equacdo quadrética genérica com coeficientes complexos normalmente
ndo € abordada nos livros. Este tema possui relevancia por fazer a conexado entre a equagao do 2°
grau e as raizes complexas. Em particular, € possivel construir uma generalizacdo da férmula de

resolutiva da equacao do 2°grau e demonstrar a existéncia de solu¢des desta equacao.

Considere a equacdo quadratica

az?+bz+c=0 4.1)

Sendo a, b, ¢, z, nimeros complexos, com a diferente de zero. Podemos fazer um desen-

volvimento similar ao do Capitulo 2:

az? +bz+c=0

a22+bz+b—2—b—2+c:0
24& bgla
5 b b c
2.0, 0 8 c
a 4a?2  4a®> a
b 2_b2—4ac_ A
('”2@) T i i@

A seguir € necessdrio utilizar o conceito de raiz complexa.( Tratado na se¢do intitulada :
Raizes de Numeros Complexos). Assim, de pode escrever o lado direito da equagdo acima, na

sua forma polar, ou seja,

A

A A
= e 1

— E(cos@—i—isin@):

i0
4.2
4q ¢ (4.2)

Onde

A
6 = arg — = arg A — arg 4a’ 4.3)
4a?
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A
0 = arg 1 arg A — (arg4 + arga + arga) (4.4)
a

Como o arg 4 = 0, obtém-se,

0 =arg A —2arga 4.5)

As raizes, portanto, sao dadas na forma

[cos (g + k:7r> + 7 sin <g + k7T>‘| (4.6)

Sendo £ = 0, 1. Para k = 1, tem-se:

+b_ A
i 2a '\l |4a2

0 0
cos (2 + 7r> = — oS 3 4.7
. (0 0
sin (2 + 7T> = —gin 3 (4.8)

Portanto, as solu¢des da equacio quadratica sdo dadas na forma

b Al 0, . 0
2——2—aj: 2l <COSQ+@sm2> 4.9)

Churchill (1899),p.47 , demonstra que um nimero complexo, W, pode ser representado,

COomo seguce,

w = |w|(cos @ + isinh) = |w|e® (4.10)

Entdo € possivel simplificar a féormula resolutiva da equag@o do 2°grau (3.9), através da

propriedade (3.10) acima mencionada. Temos,

~b  IA]
-4 i 4.11
2a = 2|al “r 11

Substituindo € conforme (3.5), e utilizando as propriedades de poténcias de mesma base,

pode—se reescrever,

e t5
Targa) = (4.12)

ei arga

-0 .arg A—2arga .rarg A
g — et p) = 61( 2
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Entdo, a férmula (3.11), pode ser reescrita, como segue,

—b |A| ei%
= —+ : 4.13
T 2 2]a| |\ etaree *13)
Temos que a = |a|e’®8%, portanto,
—b Al a
e=g 2'@ ‘el%. (4.14)

Vamos considerar as raizes complexas de A de fato, se w? = A, temos
.arg A+km
w= VA= \/|AleTT (4.15)

para k = 0, 1. Ou seja,
w = +\/|A|e™E, (4.16)

Ou seja, existe apenas uma indefini¢do quanto ao sinal, que pode ser incorporada facil-
mente na equacio (4.14). Vamos denotar por v A a raiz relativa a £ = 0, conforme a Secdo 3.4.

Desta forma, obtemos a férmula de Bashara complexa:

UERVIN

2a

z

4.17)

Esta férmula € basicamente a mesma utilizada no caso de uma equagdo real. Da mesma
forma como se opera com os nimeros reais, calcula-se uma das raizes complexas de A e entdo

aplica-se o restante da férmula.

Para que fique claro o procedimento, vamos estudar um exemplo. Vamos encontrar as
raizes da equagao
224 (2—1i)z—2i=0. (4.18)

Vamos primeiro calcular o discriminante A:
A=(2—10)?—41.(-2i)=4—4i +i*+ 8 =3 +4i (4.19)

Uma das raizes de A pode ser encontrada pela equagio (3.63), lembrando, ainda, que a segunda

parcela da féormula refere-se a quantidade de partes imagindria,i, ou seja,

¢Z:¢¢¥?ﬂ+3+¢wﬁIﬂ—3
2 2

=2+ (4.20)

Portanto, as raizes da equagdo sdo dadas por

,_ (- i); (2+1i) 421
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Efetuando o restante dos célculos encontra-se que as raizes sdo ¢ e —2.

O desenvolvimento da equagdo de 2°grau complexa exige conhecimento sobre raizes
complexas, que nem sempre é abordado nos cursos do Ensino Médio. Todavia, a “receita”
apresentada € bastante simples e pode ser implementada com um minimo de conhecimento sobre
nimeros complexos. E importante notar a existéncia de raizes para quaisquer a, b, ¢ € C. Outras
equacoes baseadas em extensdes complexas da funcdo quadritica podem ndo apresentar este

mesmo comportamento, como o caso apresentado no Apéndice B.

4.2 CONICAS DA FUNCAO QUADRATICA COMPLEXA

Conforme visto, o grafico de uma fun¢do quadrdtica real € uma pardbola. Ao se fazer a
extensao para os nimeros complexos € interessante mostrar o que ocorre com estas estruturas.

Neste sentido sdo apresentados dois tipos de exploragdes, mostrados a seguir.

4.2.1 TRANSFORMACAO DE UMA RETA

Assim como uma funcdo de uma varidvel real leva nimeros da reta real para outro
conjunto dos reais, as funcdes de uma varidvel complexa podem ser interpretadas como trans-
formacdes que levam pontos de um plano complexo para outro. No Apéndice C € fornecida
a demonstragdo para o fato que, dada uma reta no plano complexo z, ao se aplicar a funcao,
w = f(z) = 2%, obtém-se uma pardbola no plano complexo w, sendo que em alguns casos esta

pardbola € degenerada em uma semi-reta (por exemplo, para areta z = ¢, t € R).

Considere,inicialmente, uma reta r formada por nimeros complexos, num plano z, que
passa pelos pontos A(a, b) e B(a’,b'). Utilizando-se das representagdes paramétricas, considere

também um ponto P(z,y), € r,et € R, tal que:

P =A+t(AB) (4.22)
(z,y) = (a,b) + t(a’ — a,t/ —b) (4.23)
r:x=a+t(a —a) (4.24)
y=>b+tl —b) (4.25)

A figura 16, a seguir representa a relagdo entre o vetor (AB) e o ponto P nareta r :

Por exemplo, a reta que passa pelos pontos A(4,1) e B(—1,2). Sua equagdo na forma

paramétrica tem como vetor, AB cujas coordenadas sdo (—5, 1), como segue :
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P(z,y)er,teR (4.26)
(x,y) = (4,1) + t(=5,1) (4.27)
r:x=4—0>5t (4.28)

y=1+t1 (4.29)

Considerando z = x + yi e aplicando a transformagdo w = f(z) = 22, obtém-se:

zr=x+yi (4.30)
z=(4—-5t)+ (1+1) 4.31)
22 =[(4—5t) + (1 +1)i]? (4.32)
22 = (4—5t)% +2(4 —5t)(1 +t)i + (1 +1)%? (4.33)
2% = 24t% — 42t + 15 + (—10t* — 2t + 8)i (4.34)

Como w = u + vi , onde:

u(t) = 24t — 42t + 15 (4.35)
v(t) = —10t> — 2t + 8 (4.36)

A figura ??, permite visualizar um grafico parabdlico construido pela fungido w = f(z) =

22, conforme dados mencionados acima.

4.2.2 USO DA PARTE REAL E IMAGINARIA
Sabe-se que uma fun¢do de uma varidvel complexa f : C — C pode ser dada por
f(x+1y) = u(z,y) +iv(z,y),

sendo as fungdes u e v respectivamente as partes real e imagindria da fungdo. Por exemplo, para

a fungdo f(z) = 2? temos

f(z) = 2% = (z +yi)? (4.37)
= 22 4 2zyi + y?i? (4.38)
= 2% — y? + 2zyi. (4.39)

Ou seja, u(z,y) = 22 — y? e v(z,y) = 2zy. Podemos entdo construir os graficos destas duas

fungdes reais. Para u(z,y), que corresponde a parte real da fungio f, temos um paraboléide
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hiperbdlico, também conhecido como sela (CAMARGO, 2005). Este grafico estd ilustrado nas
Figuras 17 e 18.

E para a parte imagindria da fungdo f ,ou seja, v(z,y) = 2zy observa-se igualmente a

formacao da sela, conforme a Figura 19.

Tomando y = 0 temos u(z,0) = 22 e v(z,0) = 0, ou seja, f(x,0) = x? e recuperamos a
fun¢do quadratica original, ver figura 24. Geometricamente, isto corresponde a fazer a intersecao
dos graficos de u e v com o plano y = 0. Note que nestas condi¢des, a interse¢cdo com o grafico
de u € uma pardbola e com o grafico de v € o eixo x. tomando esta interpretacdo, é entdo possivel
perguntar o que ocorre ao se fazer a intersecdo com outros tipos de plano. Por exemplo, ao
tomarmos a interse¢do com o plano z = 0 temos u(0,y) = —y* e v(0,y) = 0, ou seja, temos

novamente uma parabola, mas invertida. Ver figura 20.

Ao tomarmos x = y temos u(z,z) = 0 e v(z,z) = 222, ou seja, temos que agora a

parabola corresponde a funcdo v. Ver figura 21.

Por outro lado, tomando o plano z = 0 temos 0s €ixos = € y para v € temos as retas

x = +y para u. Ver figura 22.

Para o plano z = 1, temos a hipérbole 22 — y* = 1 para u e a hipérbole y = 1/2x para v.
Ver figura 23

E interessante obter o comportamento para a intersec@o da parte real ou imagindria de
uma funcio quadratica na forma geral e um plano qualquer. Nos casos acima foram obtidos dois
tipos de conicas, pardbolas e hipérboles. E possivel obter uma elipse ou outro tipo de curva? Para

responder esta questio, considere a funcdo quadratica complexa na forma geral:

f(2) = az® + bz +c, (4.40)
com z,a, b, c € C. Tomando a = a; + tas, b = by + 1by € a = ¢1 + icy, temos, para a parte real
e imagindria:

uz,y) = ar(2* — y?*) — 20wy + bz — boy + c1, (4.41)
v(x,y) = ax(2® — y?) + 2a12y + bew + b1y + . (4.42)
Vamos tomar a intersecao dos graficos destas duas fun¢des com um plano de equacdo geral dada

por
ar+ By +vz+06=0, (4.43)

com «, 3,7,0 € R. Vamos considerar primeiramente v # 0. Neste caso, temos

i= 20y 0 (4.44)
Y Y g

Fazendo z = u(z, y) temos a seguinte equagio:

)
ay (2 — y?) — a1y + <b1 + i) T — <b2 — i) Y+ + ; = 0. (4.45)
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Analogamente, fazendo z = v(z, y), temos
9 9 ! Ié] 4]
az(z” —y°) + 2axy + (bo+— |z —+ |01+ = |y+c2+—=0. (4.46)
g g g
Podemos analisar esta equacao a luz da equagdo geral das conicas, dada por:

Az’ 4+ Bay + Cy* + Dx + Ey + F = 0. (4.47)

A natureza da conica pode ser obtida através da analise do discriminante A = B? —4AC. Caso
Ac < 0 temos uma elipse, A = 0 corresponde a uma pardbola e, se A > 0, trata-se de uma

hipérbole. Em ambos os casos, nas Equacdes 4.45 e 4.46 temos, para o discriminante
Ac = 4(a] + a3) = 4]al* > 0. (4.48)
Note que a condi¢@o |a| # 0 corresponde ao fato que a fungdo é quadrtica. Portanto, a interse¢do

do gréfico de w e v com um plano que intersecta o eixo z € sempre uma hipérbole.

Resta estudar o caso v = 0. Neste caso temos, para que tenhamos um plano necessaria-

mente « ou (3 diferentes de zero. Supondo 3 # 0, temos
y=—=x— —. (4.49)

Fazendo esta substitui¢do do lado direito da equagdo z = u(z,y) e z = v(z, y) temos z como
uma funcdo quadrética de x, o que define uma pardbola. Portanto, podemos enunciar a seguinte

proposicao:

Proposicao 4.1. Seja f(x + 1y) = u(x,y) + iv(z,y) uma funcdo de uma varidvel complexa. A
intersecdo dos grdficos de u e v com um plano no espaco resultard em uma hipérbole ou uma

pardbola.

Neste sentido, parece coerente nomear as superficies correspondentes aos graficos destas

fungdes como paraboldides hiperbdlicos.
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Figura 16 — Representacao da reta r , no plano complexo z e a sua transformagao pela fungao

f(z) =22
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Fonte — Adaptado de Delgado Katia Frensel (2013)
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Figura 17 — Gréfico da fungdo u(z,y) = z* — y>.

Fonte — Autor

Figura 18 — Gréfico da fungdo u(x,y) = x? — y>. Vista superior

Fonte — Autor



Figura 19 — Grifico da fungdo v(z,y) = 2xy.

Fonte — Autor

Figura 20 — Interseccdo do paraboléide hiperbdlico 2% — y* com o plano x = 0.

Fonte — Autor
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Figura 21 — Interseccao do paraboldide hiperbdlico 2zy com o plano = = y.

Fonte — Autor

Figura 22 — Intersecgio dos paraboldides hiperbélicos 2xy e 2 — y? com o plano z = 0.

Fonte — Autor
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Figura 23 — Intersecgiio dos paraboldides hiperbélicos 2xy e #2 — y? com o plano z = 1.

Fonte — Autor

Figura 24 — Intersec¢io do paraboléide hiperbélico 22 — y* com o plano y = 0.

Fonte — Autor
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Figura 25 — Paraboléide hiperbdlico 2% — y2.

Fonte — Autor

Figura 26 — Paraboloide hiperbodlico 2zy.

Fonte — Autor
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5 CONCLUSOES

Os primeiros registros historicos referentes as equacdes do segundo grau remontam a
dois mil anos antes de Cristo. Euclides descreve a resolucdo da equacdo do segundo grau de
forma geométrica. Com Al-Khwarizmi, surge uma Algebra aliada a Geometria, com relatos de
uso na solugdo de problemas de ordem pratica. Com Bhaskara surge a receita, o procedimento
para a solucdo de equagdes completas do segundo grau. Mas s6 com Frangois Viéte e Descartes,
com sua simbologia, aliada 2 Geometria, a Algebra comega a se expressar como a conhecemos,
chegando a férmula resolutiva da equacao do segundo grau. Com Tartaglia, Cardano e Bombelli,
principia-se os nimeros complexos, seu uso na resolu¢des de equagdes originalmente as de
terceiro grau. Euler, Argand e Gauss fazem com que os nimeros complexos se estabelegcam ,de

fato na Matematica.

Constatou-se que a abordagem da equagdo quadratica genérica, com coeficientes com-
plexos, normalmente ndo € tratada na literatura, no entanto, verificou-se a generaliza¢ao da
férmula de Bhaskara e demonstrou-se a existéncia de solucdes dessas equacdes no conjunto dos

complexos.

Os niimeros complexos operados na forma algébrica, se aproximam das operagdes algé-
bricas tratadas no Ensino Fundamental. Portanto podem ser abordados, de maneira introdutdria,

no processo ensino-aprendizagem, aos alunos deste periodo escolar.

Conclui-se o presente trabalho, com uma sequéncia diddtica, de maneira a tornar a
compreensao dos conceitos mateméticos, um processo 16gico-dedutivel. E desta forma, espera-se

contribuir com a arte de ensinar Matematica, no ambito da Educacdo Matematica.



APENDICES
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APENDICE A - O CORPO DOS COMPLEXOS

Um corpo (V,+,-) é um conjunto munido de duas operagdes, soma e produto, que
obedecem as seguintes propriedades (HEFEZ, 2013):

(A1) Associatividade da Soma: z1 + (23 + x3) = (x1 + z2) + 3, Va1, 29,23 € V;
(A2) Comutatividade da Soma: x1 + xo = x9 + 21, V1,22 € V;
(A3) Elemento Neutro: 30 € Vtalque z + 0 =z, Vax € V;
(A4) Elemento Simétrico: Vo € V, 3 (—xz) € V talque z + (—z) = 0;
(P1) Associatividade do Produto: x;.(xe.x3) = (21.22).23, VX1, 20,23 € V;
(P2) Comutatividade do Produto: x1.29 = x9.21, V1,29 € V;
(P3) Elemento Unitdrio: 41 € V tal que .1 = z, Vx € V;
(P4) Elemento Inverso: Vr € V tal que z # 0, 3 (z7!) € V tal que z.(x™!) = 1;
(D) Distributividade do Produto sobre a Soma: x1.(z2 + 23) = x1.22 + 21.23, V1, 29,23 € V.
O conjunto dos nimeros complexos munidos das operagdes definidas pelas equacdes 3.5

e 3.6 formam um corpo. De fato, utilizando estas operacdes e o fato que os nimeros reais formam

um corpo, temos, para quaisquer z = (a, b), z; = (a1, b1), 22 = (az, b2), z3 = (as, b3) € C:
(A1) Associatividade da Soma:

21+ (22 + 23) = (a1,01) + [(az, b2) + (a3, bs)]
= (a1,b1) + (ag + as, by + b3)
— (ay + ag + as, by + ba + b3)
= (a1 + ag, by + ba) + (as, b3)
= [(a1,b1) + (az, b2)] + (as, bs)
- (z1 + 22) + 2z3.

(A2) Comutatividade da Soma:

21+ 22 = ai, by) + (az, by
a; + az, by + bo
as + ay, by + by

asz, be) + (a1, by

( )
( )
( )
( )

= Z9 + 21.



(A3) Elemento Neutro:

z4+0=(a,b)+(0,0) = (a+0,b0+0) = (a,b) = 2.

(A4) Elemento Simétrico:

z+ (—2) = (a,b) + (—a,—b) = (a —a,b—b) = (0,0) = 0.

(P1) Associatividade do Produto:

21.(29.23) = (a1,b1). [(az, b2).(as, bs)]

= (a1,b1).(az.a3 — by.bs, as.bs + by.asz)
= (a1.a9.a3 — ay.by.bg — by.as.bs — by.by.ag,

ay.a9.b3 + ay.by.az + by.ag.az — by.by.b3)
= (ay.a9 — b1.be, a1.be + b1.az).(as, bs)
= [(a1,b1).(az, b2)] .(as, b3)

— (21.22).23.

(P2) Comutatividade do Produto:

Z1.R9 = (a17b1).(a27b2

)
= (al.aQ — bl.bg, al.bg —|— bl.a2)
= ((1,2.(11 — bg.bb (Iz.bl + bQ.al)
= (a2762)-(a1>bl)

= Z9.21.

(P3) Elemento Unitario:

z.1=(a,b).(1,0) = (a.1 = 0.0,a.0 + b.1) = (a,b) = z.

(P4) Elemento Inverso:

z.(z7)

Se z # (0,0),

a —b
- (a’b)'<a2+b2’a2+b2)

a b —b —b ‘b a
= . — 0. a
aa2+b2 a2 + b2 " a? + b2 a? + b2
= (1,0)
pr— 1.

59
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(D) Distributividade do Produto sobre a Soma:

21.(2 + 23) = (a1,01). [(a2,b2) + (as, bs)]
= (a1, b1). [(az, b2) + (as, bs)]
— (ay1,b1).(ag + as, by + b3)
= (a1(ag + asz) — by.(by + b3),ay.(by + b3) + by.(az + a3))
= (ay.a9 + ay.az — by.by — b1.b3, a1.ba + aq.b3 + by.as + bras)
= (ay.a9 — b1.bg, a1.ba + by.az) + (ay.a3 — b1.b3, a1.b3 + by.a3)
= (a1,b1).(ag, by) + (a1, by).(as, bs)

= Z21.22 + 21.%23.

A partir da demonstracao obtém-se o seguinte:

O Elemento Neutro é 0 = (0,0);

Dado z = (a,b) € C, o seu simétrico é (—z) = (—a, —b);

O Elemento Unitério € 1 = (1,0);

Dado z = (a,b) € Ctal que z # (0,0), 0 seu inverso é (z71) = (a2+b2, a2+bb2>

Note que o elemento neutro e unitdrio de C podem ser identificados com o elemento

neutro e unitdrio de R. De fato, o corpo C é uma extensdo do corpo R.

A.1 O CORPO C NAO E ORDENAVEL

Dado um corpo € importante determinar se 0 mesmo € ordendvel, o que, intuitivamente,

significa que podemos organizar os elementos em ua ordem crescente ou decrescente.

Formalmente, um corpo V' é ordendvel se existe um subconjunto P tal que 0 ¢ P e P

satisfaz as seguintes condicoes:

(O1) Vx € V, apenas uma das trés situagdes ocorre (tricotomia): x = 0,z € Pou —x € P ;

(02) Sex,y € Pentiox +y € Pex.y € P.
Se um corpo € ordendvel pode-se estabelecer uma relagcdo de ordem dada por
r < yseesomentesey —x € P.

Admitindo-se, por hipétese, que o corpo C seja ordenavel, vamos analisar o complexo

(0,1) = i. Por (O1), como i # 0, temos que i € P ou —i € P. Suponha primeiramente i € P.
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Logo, por (02), i = i.i = (—1,0) € P. Por outro lado, se (—1,0) € P, mais uma vez por
(02), (=1,0)(—1,0) = (1,0) € P. Como (£1,0) € P isto implica, novamente por (O2), que
(—1,0) + ( 0) = (0,0), contradi¢do, pois (0,0) ¢ P. Similarmente, se —i € P temos que
(—i)? = (—i).(—=i) = (—1,0) € P e obtém-se a mesma contradi¢do. Logo, conclui-se que o
corpo dos complexos ndo € ordendvel. Isto significa que ndo podemos estabelecer uma relacao

de ordem para cada dois numeros complexos e determinar 0 maior € 0 menor.
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APENDICE B - OUTRAS EXTENSOES DA FUNCAO QUADRATICA

Além da fungio f(z) = az? + bz + c é possivel extender a fun¢do quadratica para outras

fungdes complexas, tais como
_ b _
fi(z) :azz+§(z+z) +c. (B.1)
Supondo a, b, ¢ € R, representando z = = + ¢y temos a seguinte expressio:
filr +iy) = a(z® + y*) + bxr + c. (B.2)

Portanto esta € uma funcao real do nimero complexo z. Esta extensdo, contudo, nao € analitica,
na medida que ndo satisfaz as condi¢des de Cauchy-Riemann (CHURCHILL, 1899). Estas
condi¢Oes afirmam que uma condi¢do necessdria para que uma funcgio complexa f(z + iy) =

u(z,y) + iv(x,y) seja analitica em zy é que, em uma uma vizinhanga deste ponto devemos ter

8u_8v

- B.3
ou v
== B.4
y ox (B.4)
Para a funcdo f; referente a Equacao B.1 temos
0
o2~ 2ax +b (B.5)
Ox
v
— =0 B.6
8y ) ( )
ou
— =0 B.7
3y (B.7)
v
— =0. B.8
o (B.8)
Ou seja, as condigdes valem apenas em um dnico ponto isolado, z = —b/2a. Portanto, ndo é

analitica.

E interessante, porém, fazer um estudo das raizes de f;. De fato, temos, fazendo f;(z) =

0,
2 2 b\ s A
ar®+ay " +br+c=alrx+—| +ay"— — =0, (B.9)
2a 4
sendo, como sempre, A = b?> — 4ac. Fazendo z, = —b/2a temos, para z = x + iy,
vA
|z — 20| = —. (B.10)
2a

Como o médulo € uma quantidade real, para que esta equagdo possua solu¢cdo devemos ter

A > 0.0 caso A < 0 corresponde a inexisténcia de raizes de f;. Para o caso A = 0 temos
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apenas uma solucao distinta, z = z,. Para o caso A > 0, no entanto, temos uma circunferéncia

correspondendo a infinitas soluc¢des distintas, dadas por

b VA,

T T T O

(B.11)

para 6 € [0, 27].

Portanto, diferentemente de f(z), que apresenta necessariamente uma ou duas raizes
distintas, a equacdo f1(z) = 0 possui casos com nenhuma, uma ou infinitas raizes. Este fendmeno
pode ser visualizado facilmente através do grafico de u(z, y), que, neste caso, é um paraboldide
de revolugdo. Assim como a pardbola da fungao real possui uma, duas ou nenhuma soluc¢ao
conforme a pardbola intercepta o eixo x, a fung¢do f; apresenta infinitas, uma ou nenhuma solucao

conforme o paraboldide intercepta o plano zy.
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Figura 27 — Parabol6ides referentes a parte real da fungao complexa f1(z) = 22z + g(z +2)+c.
Acima, ¢ = 4 (A < 0). Meio, ¢ = 25/8 (A = 0). Abaixo, ¢ = 2 (A > 0). Os pontos
em que o paraboldide intersecta o plano correspondem as raizes de f;.

Fonte — Autor.
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APENDICE C - TRANSFORMACAO DE UMA RETA NO PLANO
COMPLEXO PELA FUNCAO f(z) = 2°

A discussdo da transformagdo de varios conjuntos pela func¢do f(z) = 2% foi mostrada
de uma maneira pouco formal. Para um conjunto simples, como uma reta qualquer em C, porém,
€ possivel demonstrar que o locus geométrico dos pontos transformados € uma pardbola. Temos

a seguinte proposicao:

Proposicao C.1. Toda reta no conjunto dos complexos é transformada em uma pardabola (po-

dendo ser degenerada) através da fungéo f(z) = 2>

Para demonstrarmos esta proposicao, seja uma reta qualquer em C parametrizada por
2(t) = 2o + wt, com zp,w € C et € R. Neste caso é conveniente escrever z(t) = x(t) + iy(t)
obtendo, assim, as equacdes da parte real e imagindria:
z(t) = xo + wyt,
y(t) = yo + wyt.
Ao aplicarmos a transformagdo f(z(t)) = z(t)* temos, para a parte real e imagindria desta
funcao
u(t) = x5 — yg + 2(vow, — yow, )t + (w2 + w)t?,
v(t) = 220y0 + 2(Towy, + Yows )t + wew,t>.

Os termos independentes de ¢ podem ser considerados como uma translagdo rigida e

incorporados as func¢des u e v. Temos, desta maneira, as seguintes relacdes:
u'(t) = at + B2,
V' (t) = vyt + 0t

onde a = 2(zow, — Yowy), B = wi +w, v = 2(Towy + Yows) € § = Wyw,.

Para estabelecer o locus geométrico destes pontos € necessario eliminar o parametro ¢ e
obter uma relagio entre u’ e v'. Para este objetivo vamos tomar um caminho pouco usual. Vamos

considerar o sistema

at + 2 =’
vt + 0t2 =/
Resolveremos este sistema considerando ¢ e t? varidveis independentes. Obtemos, entdo,
L ou' — [’
- da—fy’
_oyu — o

2
t_ﬁy—&l'
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Sabendo a relagio entre ¢ e t? temos, finalmente, a relagio
/ !/ 1 / N2
yu' — v’ = ———(0u’ — pu’)
Considerando as novas coordenadas dadas por

U=du— pv,

V=~u —av
e fazendo p = 1/(7f — ad) temos, finalmente,
V = pU?

ou seja, € uma parabola. A posicdo desta pardbola dependerd dos parametros «, [3, v € 6 que

definem uma rotac@o nas coordenadas.
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ANEXO A - SEQUENCIA DIDATICA

A.1 INTRODUCAO

A sequéncia didética proposta tem como objetivos o estudo da equagdo do 2° grau, no
ambito curricular a ser desenvolvido pelos alunos do 9° ano do Ensino Fundamental e 1* série
do Ensino Médio, bem como adquirir habilidades no uso do aplicativo de geometria dindmica -

GeoGebra (www.geogebra.org).

Sabe-se que cada aluno, assim como cada turma ou classe de alunos, apresenta um
ritmo de aprendizagem, desta forma a sequéncia didatica, pode ser fracionada em um nimero
maior ou menor de aulas. As atividades propostas visam uma abordagem gradual, crescente do
tema, através de exercicios que priorizam as formas geométricas. Sendo a dlgebra apresentada e

associada a essa formas geométricas.

Como introdu¢@o ao tema, solicitar aos alunos uma pesquisa, um resumo, em todas
as fontes disponiveis, pesquisa essa que deve responder questdes como: a) Quais civilizagdes
utilizaram as equacdes do 2° grau? b) Em que época ou periodo historico isso ocorreu? c) Cite
alguns exemplos de resolucdo ou aplica¢des da equagao do 2° grau, ao longo da Histéria. Trata-se
um breve histérico, com o objetivo de situar os alunos no espago-tempo em que vivem, assim

como motivé-los ao aprofundamento do tema.

Outra atividade motivacional e lidica € a apresentacdo do video intitulado "Esse tal de
Bhaskara", em que os protagonistas do filme respondem a questdes como: Qual a origem e uso

da equacao do 2° grau? (Unicamp 2012).

A.1.1 DESAFIO

Ainda no contexto histérico, propor o seguinte desafio aos alunos: Os dois problemas a

seguir eram estudados por jovens hindus do século XII. "Vamos resolvé-los também!".

Problema Um:

Em ambas as margens de um rio existem duas palmeiras, uma em frente a outra.
A altura de uma € de 30 covados, a da outra 20. A distancia entre seus troncos é
de 50 covados. Na copa de cada palmeira estd um passaro.Subitamente os dois
passaros descobrem um peixe que aparece na superficie da 4gua. Os péssaros
lancam-se sobre ele e alcancam-no no mesmo instante. A que distancia do
tronco da palmeira maior apareceu o peixe? (SAO PAULO,2009).

Algumas consideragdes a respeito do problema Um: inicialmente,considere, = a distancia
do tronco da palmeira maior ao peixe.Como os pdssaros chegam a0 mesmo peixe € a0 mesmo

tempo (supondo que a velocidade de voo dos pdssaros seja a mesma), devemos considerar
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que a distancia por eles percorrida € a mesma.Portanto, os dois tridngulos retangulos possuem
a mesma medida de hipotenusa.Desse forma, aplicando o teorema de Pitdgoras, obtém -se:
302 + 22 = 20% + (50 — z)%. Embora pare¢a uma equagdo do 2° grau, os termos em x> se
cancelardo, resultando em uma equacdo de 1° grau de raiz 20.Logo o peixe apareceu a 20

covados da palmeira maior. (SEE, 2009).

Problema Dois: "O quadrado da oitava parte de um bando de macacos saltitava em um
bosque, divertindo-se com a brincadeira, enquanto os 12 restantes tagarelavam no alto de uma

colina.Quantos macacos constituem o bando?"(SEE, 2009).

Algumas consideracdes a respeito do problema dois, seja = o total do bando, tem-se que
(%)2 + 12 = z. Resolvendo a equacdo, encontra -se duas possibilidades: 16 e 48 (SEE, 2009).

Lembrando que os problemas acima propostos, devem ser langados como desafios. Que

sO deverdo ser retomados, apds os alunos terem percorrido a sequéncia diddtica, que ora se inicia.

A.2 USO DA RADICIACAO

A atividade a seguir prioriza o uso da radiciac@o na resolucdo das equagdes incompletas
do 2° grau, do tipo az? = c. Trata-se de uma combinac@o da linguagem geométrica e algébrica."O
uso dessa abordagem no trabalho com equacdes de 2° grau, além de resgatar, do ponto de vista
histérico, como os matematicos enfrentavam equagdes, permite estabelecer novas relagoes
...".(SEE, 2009).

Construir no aplicativo GeoGebra os desenhos de cada questao apresentada. Priorizar a
determinacado dos vértices por pontos, como por exemplo: "Vamos construir um quadrado de
vértices A = (1,1); B=(8,1); C = (8,8); D = (1,8).

A.2.1 QUESTAO

A drea de um quadrado de lado x € igual a 49cm?. Qual é a medida do lado desse
quadrado? (SEE, 2009). A solu¢do dessa questao € bastante simples, basta pensar qual o nimero
que elevado ao quadrado resulta em 49, isto €, 7. O professor pode também trazer para a
discussdo que, assim como 72 = 49, tem-se que (—7)? = 49, comentando que embora —7
satisfaca a equacdo, como se trata da medida do lado de um quadrado, esse valor negativo
nao deve constar no conjunto solucdo. Portanto, a solu¢do para esse problema € unica, 7cm
.(SEE, 2009). Importante enfatizar que a emissdo da resposta ao problema requer reflexao e
andlise.E que as etapas da Resolucdo de um Problema, devem ser: 1°) Compreender o problema;
2°) Planejar a solucdo; 3° ) Executar o que planejou; 4°) Verificar se resolveu corretamente o
problema; 5°) Responder a pergunta do problema. (DANTE, 2009).

Naturalmente, os problemas apresentados, devem ser reproduzidos, de maneira a permitir

uma compreensao adequada dos conceitos e propriedades inerentes aos mesmos.
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A.2.2 QUESTAO

Um retangulo tem 4rea igual a 242cm? e seu lado maior é o dobro do menor. Qual € a
medida do lado maior desse retangulo? Indicando a medida do lado do retangulo por x teremos,
222 = 242 , entdo z? = 121. Portanto,o maior lado mede 22cm. (SEE, 2009)

A.2.3 QUESTAO

A drea de um tridngulo retingulo isésceles é 18cm?. Determine as medidas de seus
catetos e da hipotenusa. (SEE, 2009).Indicando a medida do cateto por z, obtém-se : % =18,
entdo 22 = 36. Desse modo, os valores 6 e —6 satisfazem a equacgdo, mas somente 6 € solucdo
da equacdo, pois a medida do lado de um tridngulo deve ser positiva. Para encontrar a medida
da hipotenusa, aplica-de o teorema de Pitdgoras: h> = 6 + 62 ,dai, h = 61/2) cm. Portanto,
a resposta dessa atividade serd catetos de medida 6 cm e hipotenusa de media 6v/2 cm. (SEE,
2009).

Os exercicios seguintes t€m como objetivo a assimilacdo das operagdes de resolucao da
equacgdo do 2° grau através da radiciagdo. Exercicios propostos: Resolva as equagdes a seguir e

verifique se os valores encontrados satisfazem a equacao.

22 =9 (A.1)
322 =27 (A.2)

4 = g? (A.3)

22 —4=12 (A.4)

Aprofundando o tema, sugere-se ao professor, apds os alunos terem efetuado as resolu-
¢oes, do exercicio anterior, efetuar comparagdes e, a0 mesmo tempo, esclarecer a respeito das

Soc i . 2 _ e e —c
equagdes incompletas do tipo ax” + ¢ = 0, que por sua vez apresentam raizes: r = +./—<.

A.3 USO DA FATORACAO

Outra forma de resolucdo da equacdo incompleta do 2°grau, do tipo az? 4+ bz = 0 é o
uso da fatoragdo, cujo processo aprimora as habilidades algébricas dos alunos. A resolucdo por
fatoracdo, se baseia no fato de que, se o produto de dois fatores € zero, necessariamente um deles
¢é zero. (SEE, 2009).
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A proposta aos alunos € a resolugdo por fatoragio de equacdes, como as que se seguem:

P +2=0 (A.5)
32% — 120 =0 (A.6)
5% — 252 =0 (A.7)

42° + 81 =0 (A.8)
22° 4+ 5z = 0 (A.9)

2%+ % ~0 (A.10)

—2®+4r =0 (A.11)

A.3.1 OMETODO DE COMPLETAR QUADRADOS

O método de completar quadrados foi desenvolvido pelo matematico drabe Al-Khowarizmi,
que viveu em Bagda no século IX. O método consiste na constru¢do de quadrados e retangulos

para obter as raizes da equagdo, conforme exemplo a seguir:

224+ 8x—65=0 (A.12)
22 + 8x = 65 (A.13)

A equacdo (A.9) , pode ser interpretada como a soma da drea de um quadrado de lado x

e um retangulo de lado 8 por x que € igual a 65. Figura 28.

Figura 28 — Representacio geométrica, associada 2 equagio algébrica do tipo 22 + 8z = 65.

D C H G
(2 ® @ @
A B |E F

o o @

Fonte — Autor
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O retangulo € divido em dois retangulos de mesma area, de lados 4 por x, e justapostos
aos lados do quadrado. Com isso o formato da figura se altera, mas a area total permanece 65

(unidades de drea). Conforme indica a figura 29.

Figura 29 — Representagio geométrica, associada a equacio algébrica do tipo 22 + 4z + 4z = 65.

D C L
@ @ @

A B K
@ @ @

I J
@ @

Fonte — Autor

Agora, passa-se a completar o que falta para se obter um quadrado, ou seja, acrescenta-se
um quadrado menor,de lado 4, de maneira a formar o quadrado maior de lado = + 4. Ver figura 30.
Com isso, a area,do quadrado maior,passa a ser 65 + 16 = 81. Por outro lado, se um quadrado
tem drea 81, entdo seu lado mede 9, entdo tem-se, 4 + x = 9, logo x = 5. Eis a raiz positiva da
equagio x? + 8z — 65 = 0. Esse método, contextualiza, d4 significado aos elementos algébricos,
permitindo maior compreensao das operagdes matemadticas, além de resgatar a maneira com que

por muitos anos 0s matematicos tratavam essas equacoes.(SEE, 2009).

Aliando o tratamento geométrico ao algébrico, pode-se escrever as operagdes acima,

COmo:
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Figura 30 — Completando o quadrado,resultando em x2 + 4z + 4 + 16 = 65 + 16.

D C L
@ @ @

A B K
(€] Q Q

| J M
@ o— —0

Fonte — Autor

2 +8r—65=0 (A.14)

2%+ 4r + 42 = 65 (A.15)

2% 4+ 4a + 4 + 16 = 65 + 16 (A.16)
(x+4)> =81 (A.17)

(z+4) = £9 (A.18)

r+4=9 (A.19)
r+4=-9 (A.20)

Logo, as raizes sdo 5 e —13. O mesmo método pode ser aplicado em equacdo do tipo,
22 + 52 — 6 = 0 ou 22 + 202 — 300 = 0, no entanto em equagdes do tipo, 22 + 22 +1 =0, 0
método nao pode ser aplicado, pois, ndo hd soma de quadrado e retangulos que resulta em —1,

isto é, valores negativos, nesses casos o método algébrico de completar quadrados resolve:
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P +2r+1=0 (A.21)
2?22 =—1 (A.22)
P?4r+r=—-1 (A.23)
(z+1)2=—-1+1 (A.24)
r+1=0 (A.25)
r=—1 (A.26)

A4 FORMULA RESOLUTIVA DA EQUACAO DO 2° GRAU

Como j4 tratado no inicio do presente trabalho, ao matematico conhecido como Bhaskara
, se deve o método de resolucdo da equacdo do 2° grau, que posteriormente, deu origem a formula

de resolu¢@o da mesma.

O que Bhaskara relata em palavras, aqui se fard utilizando o método geométrico de

Al-Khowarizmi, como segue, dada a equacao,
az® +br+c=0 (A.27)

onde, a, b, ¢, sdo coeficientes reais, com a diferente de zero,

ax’? +bxr+c=0 (A.28)
b

24224520 (A.29)
a a

b

Isto posto, 22 ¢ interpretado como a drea de um quadrado de lado z, e ~x como a drea de

um retangulo de lados = e 2 Seguindo os passos de constru¢@o ja mencionados e ilustrados nas

figuras 28,29 e 30, tem-se que o quadrado menor que completa o quadrado maior tem lado igual

b

. 2 . . P,
a - e drea 4%. Assim algebricamente, obtém-se.

Pt ot o= (A.30)
<x+2’;>2:£2_2 (A31)

<a: + 2ba>2 = btafac (A.32)

T+ QbCL =+ lﬂ;@;lac (A.33)

v = _Qba L 432 (A.34)

(A.35)
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onde A = b? — 4ac.

A sequéncia didatica até o momento apresentada, possibilita, através de uma abordagem
histérica, geométrica e algébrica uma compreensao l6gica-dedutiva dos recursos matematicos

para a resolucdo das equagdes do 2°grau.

A.5 RESOLVENDO UMA EQUACAO FAMOSA

A proposta dessa atividade é abordar temas fundamentais, como propor¢ao, o teorema
de Pitdgoras e a resolugdo de equacdo do segundo grau, relacionados a Secdo Aurea, ou Razdo
Aurea, assunto que tem despertado o interesse ndo s6 de matematicos, mas de arquitetos e artistas.
(QUEIROZ, 2008).

A.5.0.1 A SECCAO AUREA

Dado o segmento a = AB, pode-se determinar nele um ponto F tal que AF seja a média
geométrica entre AB e BFE, ou seja, AE = vV AB.BE. O segmento AF é chamado segmento

aureo interno de AB. Figura 31.

Figura 31 — Segmento dureo.

Fonte — Autor

Se denotamos AF = z, obtém-se EB = a — z, ento,

@__ 7 (A.36)

T a—x

Euclides descreve esta seccao em sua Proposi¢do VI, 30 como: "dividir um segmento

em média e extrema razao". Descreve , também, o processo para a determinagdo geométrica
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do segmento dureo, x , em sua obra Elementos, Livro II, Proposicao 11. (QUEIROZ, 2008).
Construgdo geométrica, vide figura 32

Figura 32 — Constru¢do do segmento aureo.

\
\

BoO°

/
///

Fonte — Adaptado de Queiroz (2008)

Procedimento: a) Construir inicialmente um tridngulo retingulo ABC' que tenha como
catetos os segmentos a € 5. b) Transporta-se a partir de C' e sobre a semi-reta C'A, o segmento
CB, determinando o ponto D. c) O ponto E, pertence a AB tal que AE = AD, portanto, o

valor procurado, r = AF.

Justificativa: Pelo teorema de Pitdgoras aplicado ao tridngulo ABC, tem-se a relagdo,

AC? = AB? + BC? (A.37)
2 2
(:c n ;) — a2 (;) (A.38)
S e S (A.39)
e axr — = — .
A A
?+ar—a*=0 (A.40)
a_ 7 (A41)
X a—x

A partir da construcdo do segmento dureo x correspondente ao segmento a, dado inicial-

mente, pode-se construir o famoso retangulo dureo, que tem a € x como lados.
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A.5.0.2 RESOLVENDO A EQUACAO

Para resolver a famosa equagao, decorrente da propor¢ao aurea, faz-se,

v +ar—a’*=0 (A.42)
2 ar a® 0
2te e (A5)
2
<$) +Y 1=0 (A.44)
a a
y="1 (A45)
a
VY +y—1=0 (A.46)
1+
y = 2\/3 (A47)
p—i_" (A.48)
Yy x
p 1
o = (V5+1) (A.49)
(V5—-1) (V5 +1)
1
o = +2\/3 —1,618... (A.50)

A razao % ¢ conhecida como razdo aurea, € o ndmero ® = 1.618... como ndmero de ouro ou
nimero dureo. Considerando que em geometria as medidas sdo positivas, tomou-se apenas o

valor positivo de y.

A.5.0.3 FUNCAO QUADRATICA

Para se obter a fungdo quadratica, origindria da proporc¢do aurea, digite no Geogebra,
f(z) = 2% + ax — a?, vide figura 33.

Figura 33 — Fungdo f(z) = 2% + ax — a?, coma = 1.

6

Fonte — Autor

Pode-se fazer a variar e observar o que ocorre em um gréifico dindmico, o que enriquece

o estudo do tema. Seguindo essa mesma dinamica, pode-se fazer variar os demais coeficientes,
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a,b, c em uma fungdo g(x) = ax? + bx + ¢, para estudo do comportamento da fungdo quadrética,
vide figura 34.
Figura 34 — Fun¢do g(z) = ax? 4+ bx — ¢, com com controles deslizantes em a, b, c.

c=0 Y

o 8
b=-1.4
®
a=05 7
®

Fonte — Autor

A.6  AMPLIANDO O CONJUNTO UNIVERSO

A seguir apresentamos um aprofundamento do tema, ampliando o conjunto solu¢do das
equacio do 2°grau ao considerarmos os nimeros complexos. Equacdes como 22 + 1 = 0, ndo
possuem raizes reais, no entanto, considerando o conjuntos do niimeros complexos, possuem!
Como o objetivo da presente sequéncia diddtica € uma introducdo aos nimeros complexos e
como os alunos ja possuem o conhecimento da posi¢ao dos ndmeros reais no plano cartesiano,

se tratard da apresentacdo dos nimeros complexos na forma algébrica.

A.6.1 REPRESENTACAO

Abrir o Geogebra e digitar (sempre que possivel,efetuar as atividades usando o apli-
cativo GeoGebra), A = (2,5) e B = (5,2), assim, os pontos A e B representam nimeros
complexos,que na forma algébrica, se escrevem como A = 2 4 5i e B = 5 + 2i, sendo que
a primeira coordenada (x do plano cartesiano) refere-se aos nimeros reais, e a segunda (y do
plano cartesiano) refere-se  parte imaginaria (i = v/—1). A apresentagio singela é de maneira a

facilitar a compreensao dos alunos. Figura 35.

A.6.2 OPERACOES COM NUMEROS COMPLEXOS

A.6.2.1 SOMA

Efetue a soma A + B, para tanto, basta somar as primeiras coordenadas, 2+5 = 7, 7 serd

a primeira coordenada da soma e somar as segundas coordenadas, 5 + 2 = 7, o resultado serd a
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segunda coordenada da soma. Portanto, A + B = 7 + 7i, em coordenadas A + B = C' = (7, 7).
Figura 35.

A.6.22 SUBTRACAO

Efetuar: A — B ,se A = (2,5)e B = (5,2) , basta fazer2 —5 = —3e 5 —2 =3,
ficando A — B =D = (-3, 3). 35.

A.6.2.3 MULTIPLICACAO

Na multiplicagdo, efetuam-se as propriedades distributivas, considerando 7 como parte
literal, substituindo-se 7% por —1. Portanto, A.B = E = (0,29). Figura 35.

AB=(2+5i)(5+2i) = (A.51)
= 10 + 4i + 256 + 103 (A.52)
=10 + 29i + 10(—1) (A.53)
=0+ 29 (A.54)

A.6.2.4 DIVISAO

Na divisdo de A por B, multiplica-se A e B pelo conjugado do denominador, entio

(2 + 51) (5 — 2i)

(5+2i) (5—2i) (A.55)
—_ 44 S 102
N ;g - letz):r f?éi —1?1;2 = (A.56)
- 252 1—Z ;(i(i()_l) - (A.57)
20 + 21
B ;9 : - (A.58)
- Zg * 223 (A.59)

tem-se, A/B = F = (@ 2) Figura 35

297 29

A.6.3 FUNCAO QUADRATICA COM VARIAVEIS COMPLEXAS

A.6.3.1 LABORATORIO Z

O objetivo dessa atividade € despertar o interesse dos alunos, a0 mesmo tempo que

familiariza-los com as func¢des no plano complexo.

Um nimero complexo, pode ser escrito como, z = a + bi, onde a € a parte real, b € a

parte imagindria, € i = /—1, oui? = —1.
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Figura 35 — Representacdo de nimeros complexos no plano

”N

301{E
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Fonte — Autor

Considere a fungio quadratica w = f(z) = 22, obtém-se,

w= f(z) = 2> = (a+ bi)(a + bi) (A.60)
w = a® + abi + abi + b*i> (A.61)
w = a* — b + 2abi (A.62)

Para representar a fun¢do w = f(z) no plano complexo, é necessdrio considerar a parte real,

2

como u(a,b) = a® — b* e a parte imaginaria como v(a, b) = 2ab , entdo cada ponto no plano

complexo serd dado por w = u + vi.

A questdo €, qual o grafico a ser desenhado no plano w., quando se fixa a ou b, ou ainda

quando se faz a variacdo de ambos?

Na caixa de entrada do aplicativo Geogebra digitar, a, aparecerd uma caixa de didlogo,
criar controle deslizante, clique nessa caixa, digite b e crie também outro controle deslizante. Na
sequéncia digite a fungio u(a, b) = a? —b?, e tecle enter. Na linha seguinte, digite, v(a, b) = 2ab,
dé entrada. Agora crie o ponto W = (u(a,b), v(a, b)), surgird no plano um ponto, clique com o
botao direito do mouse, sobre esse ponto e selecione a op¢ao, exibir rastro, como a = 1, clique ,

a direita de b, fazendo variar b e observe! Figura 36
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Figura 36 — Fun¢do W = f(z) = 22, com a = 1 e b variando.

Fonte — Autor

Fazendo b = 1, e variando a , figura 37 tem-se,

Figura 37 — Fun¢do W = f(z) = 2%, com b = 1 e a variando.

Fonte — Autor

Assim, tem-se o desenho de pardbolas! Mas quando se faz variar a e b, a0 mesmo
tempo, formam-se composi¢des que lembram trechos de pardbolas combinadas! Verifique! Use

0 Geogebra como laboratério! Figura 38

Agora, veja o que ocorre quando se constréi a fungdo w = f(z) = 22, em um sistema
cartesiano em 3D, pelo Geogebra 3D, cortado por planos paralelos aos planos xz ou yz, de
forma dindmica. Acesse a Calculadora 3D - GeoGebra. Na caixa de entrada, digite a e selecione,
criar botdo deslizante, digite b e crie outro botdo deslizante. Novamente na caixa de entrada digite
a fun¢do u(a,b) = a? — b?, a figura que surge é um parabol6ide hiperbdlico, correspondente
a parte real da fungdo w. Repita o procedimento anterior e digite, v(a,b) = 2(a)(b), o grafico
desenhado € outro paraboldide hiperbdlico, correspondente a parte imagindria, do plano w, citado

na atividade anterior. Vide figura 39. No GeoGebra 3D, com o botdo esquerdo pressionado,
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Figura 38 — Fungdo W = f(z) = 22, com a e b variando.

7’

35

W

25 30

Fonte — Autor

movimente o mouse e verd a figura sob diversos angulos, observe que o paraboléide hiperbdlico,
nas proximidades da origem, apresenta uma forma de sela, por isso também € conhecido por

€SS€ nome.

Figura 39 — Parabol6ides hiperbélicos, u(a,b) = a® — b* e v(a, b) = 2ab.

Fonte — Autor

Continuando, digite, x = a, na caixa de entrada, ao lado da fun¢do u(a,b) hd um
circulo, clique sobre ele desabilitando a figura, faga 0 mesmo com v(a, b). Observe, que x = a,
determina um plano paralelo ao plano yz do sistema. Habilite novamente a func¢do u(a,b) ,
clicando novamente no circulo ao lado da funcdo correspondente. A seguir, clique na seta do

botdo deslizante a, e veja! Vide figuras 40 e 41.

A intersec¢do resulta um pardbolas! Ou retas no caso da interse¢cdo do paraboléide
hiperbdlico v(a, b) . Vide figura 42.

E qual figura surgird ao se construir um plano paralelo ao plano zy ? Vejamos! Digite,

z = a, e faga mover o plano! Surgem hiperbdles! Vide figuras 43 e 44.
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Figura 40 — Parabol6ide hiperbdlico, u(a, b) = a® — b? intersectado por plano z = a.

Fonte — Autor

2

Figura 41 — Paraboléide hiperbdlico, u(a,b) = a® — b* intersectado por plano x = a, vista

lateral.

Fonte — Autor

2

Figura 42 — Paraboléide hiperbdlico, u(a,b) = a® — b* intersectado por plano x = a, vista

lateral.

Fonte — Autor

Assim, conclui-se essa sequéncia diddtica, que para além de uma sugestdo de exercicios

¢ um convite ao estudo da Matematica!
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Figura 43 — Parabol6ide hiperbdlico, u(a, b) = a? — b? intersectado por plano z = a .

Fonte — Autor

Figura 44 — Parabol6ides hiperbdlicos, u(a, b) = a? — b* e v(a, b) = 2ab intersectados por plano
z=a.

Fonte — Autor
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