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Resumo

Esta dissertacao tem como objetivo a elaboracao de uma sequéncia de atividades que
possibilite o estudo das transformagoes geométricas no Ensino Médio. Essas atividades
foram planejadas e elaboradas para que o professor possa utilizé-las em sala de aula em
turmas do segundo ano do Ensino Médio. Iniciamos com um estudo de conceitos basicos
necessarios ao entendimento do tema principal, passando pela nocao de coordenadas no
plano, vetores e matrizes. Apos isso, é apresentada a definicdo, algumas propriedades
e a representacao matricial das principais transformacgoes geométricas. Em seguida,
trazemos a discussao de algumas ferramentas do Software GeoGebra, principalmente
as mais relevantes ao desenvolvimento das atividades propostas. Por fim, apresentamos
oito atividades propostas que fazem uma conexao entre as transformacgoes geométricas

e as operacoes de matrizes utilizando como recurso o Software GeoGebra.

Palavras-chave: Ensino, Transformacoes geométricas, GeoGebra, Matrizes



Abstract

This dissertation aims at the elaboration of a sequence of activities that allows the
study of geometric transformations in high school. These activities were planned and
elaborated so that the teacher can use them in the classroom in classes of the second
year of high school. For this, we started with a study of basic concepts necessary to
understand the main theme, passing through the notion of coordinates in the plane,
vectors and matrices. After that, the definition, some properties and the matrix re-
presentation of the main geometric transformations are presented. Next, we bring the
discussion of some Geogebra tools, especially those most relevant to the development
of the proposed activities. Finally, we present eight proposed activities that make a
connection between geometric transformations and matrix operations using GeoGebra

Software as a resource.

Keywords: Teaching, Geometric Transformations, GeoGebra, Matrices.
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Introducao

No Ensino Superior nota-se que os estudantes apresentam cada vez mais dificuldade
na visualizacao de figuras e na compreensao de propriedades geométricas, principal-
mente no que tange a geometria de movimento. Acreditamos que esse fato pode ser
atribuido a pouca abordagem desse assunto no Ensino Médio, ja que segundo Stor-
mowski:

As transformacgoes geométricas ha algum tempo sao for-
temente sugeridas pelos PCNs como um tema de abor-
dagem desde as séries finais do Ensino Fundamental até
o Ensino Médio, e no entanto as mesmas sao quase que
esquecidas inclusive pelos livros didaticos que apenas re-

centemente resolveram abordar o assunto, mas ainda de
forma muito superficial (2008, p.2).

Diante disso, comegcamos a nos perguntar como poderiamos trabalhar esse assunto
no Ensino Médio, de modo a tentar diminuir esse problema. Inspirados pelo trabalho
“Estudando matrizes a partir de transformagoes geométricas” de Vandoir Stormowski
e, levando em conta o gosto pela Algebra, optamos por elaborar algumas atividades
de modo a fazer uma ligacao entre as transformacoes geométricas e as operacoes de
matrizes utilizando como recurso o Software GeoGebra.

Dessa forma, o presente trabalho tem como objetivo central elaborar uma sequén-
cia de atividades que possibilite o estudo das transformagoes geométricas no Ensino
Médio a fim de proporcionar aos professores desse nivel de ensino uma alternativa para
trabalhar esse tema.

De acordo com Boyer (1974) a origem da multiplicagdo de matrizes estd na compo-
sicao das transformagoes geométricas. Sendo assim, temos como objetivos secundéarios,
oportunizar a exploragao das nogoes de matrizes e suas operagoes através do Software
GeoGebra e relacionar a Algebra com a Geometria, o que por sua vez, é defendido

pelos documentos oficiais da educagao brasileira.
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Observamos que o uso de softwares na educagao ja é uma realidade. Através do
mesmo podemos suprir a auséncia de muitos materiais didaticos na escola, criando
um verdadeiro laboratério virtual. Sua utilizagdo permite ao aluno sair do ramo da
abstragao, favorece também o acesso aos novos conhecimentos, fomentando a pesquisa
e consequentemente o interesse pela aprendizagem.

Este trabalho esta dividido em 4 capitulos. No primeiro, apresentamos alguns
conceitos matematicos presentes nas atividades propostas deste trabalho.

No segundo capitulo, definimos algumas transformagcoes geométricas basicas desta-
cando sua representacao através de um sistema linear, bem como a sua representagao
matricial. Neste capitulo em que abordamos as Transformagcoes geométricas de Refle-
xa0, Rotagao, Translacao; a Composicao de transformacoes geométricas; a Homotetia;
a Dilatacao e contragao e o Cisalhamento, as quais constituem a base do presente
trabalho.

J& no terceiro capitulo, faremos uma breve apresentacao do GeoGebra, em seguida
apresentamos algumas de suas ferramentas, principalmente as mais relevantes para
este trabalho e por fim, apresentamos o protocolo de construcao de uma ferramenta
desenvolvida no proprio GeoGebra que sera utilizada em algumas atividades propostas.

No quarto capitulo, apresentamos a elaboragao de oito atividades, destacando os
objetivos de cada uma, bem como a metodologia sugerida para a aplicagao das mesmas.
No quinto capitulo trazemos as consideracoes finais deste trabalho. No Apéndice,

apresentamos atividades elaboradas para aplicacao pelos professores em sala de aula.

14



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos de forma resumida alguns topicos de matematica pre-
sentes nas atividades propostas, a saber: Coordenadas no plano, Vetores e Matrizes.
Esta abordagem ¢é importante, pois os conceitos mencionados nas se¢oes a seguir sao
necessarios para que o leitor compreenda de forma mais clara as atividades propostas
neste trabalho, além de contribuir para uma formacao sélida baseada em conceitos
matemaéticos.

Os contetdos aqui abordados sao bastante conhecidos por professores e alunos e
estao presentes em praticamente todos os livros didaticos do Ensino Médio. O desen-

volvimento deste capitulo tem como base as referéncias [2] e [5].

1.1 Coordenadas no Plano

Sejam r uma reta e OA uma semirreta de r com origem num ponto escolhido O de

Seja B um ponto de r tal que O esta entre B e A. A semirreta O@ é dita oposta a
oy
semirreta OA.

O
00
>Q

|

Figura 1.1: A reta r
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A reta r é posta em correspondéncia com o conjunto dos niimeros reais R da seguinte

maneira:
e 3 origem O corresponde ao numero real zero;

—
e a cada ponto X # O, da semirreta OA corresponde o nimero real positivo
z=d(0,X);

e a cada ponto X, X # O, da semirreta @ , corresponde ao nimero real negativo
x=—-d(0,X)

A correspondéncia
r<+— R

acima descrita é biunivoca.

Definicao 1. O nimero real x que corresponde ao ponto X sequndo a correspondéncia

acima estabelecida € denominada a coordenada do ponto X.

X o X
© © O
x=—d(0,X) x=d(0,X)

| |

Figura 1.2: Coordenadas dos pontos na reta r

Definicao 2. Sejam X eY os pontos da reta r com coordenadas x ey, respectivamente.
Dizemos que o ponto Y estd a direita do ponto X (ou que o ponto X estd a esquerda

do pontoY') se, e somente se, x < y.

Dessa forma, os pontos da semirreta @)1 distintos de O estao a direita de O e
os pontos da semirreta oposta a (721 estao a esquerda de O. Assim, a semirreta (721
estabelece um sentido de percurso na reta 7.

Uma reta sobre a qual foi escolhida uma semirreta @)1 denominada eixo F de origem

—
O e diregao induzida pela semirreta OA.

Proposicao 1. Se x e y sao as coordenadas dos pontos X eY sobre o eizo E, respec-

tivamente, entao

d(X,Y) =z —y|.

16



Demonstragao. E facil verificar o resultado quando X =Y ou X =O ou Y = O.
Suponhamos que X, Y e O sejam trés pontos distintos. Sem perda de generalidade,

suponhamos que X estd & esquerda de Y, isto é, x < y. Temos entao trés casos a

considerar:
Caso 1. X e Y estao a direita da origem. Isto é, 0 < x < y.

o) X
© © QO—>F
0 x

Figura 1.3: Caso 1

Neste caso, X esta entre O e Y, pois, caso contrario, Y estaria entre O e X e

d(0,Y) = y seria menor que d (O, X) = z. Logo,

d(0,Y)=d(0,X)+d(X,Y) & y=x+d(X,Y)
S dX)Y)=y—az=|y—x|.
Caso 2. X estéd a esquerda de O e Y esta a direita de O. Isto é, x <y < 0.

X Y 0]
O O Q——>F
T Y

0

Figura 1.4: Caso 2

De maneira analoga ao caso anterior, verificamos que Y esté entre X e O. Assim,

d(X,0) =d(X,Y) +d(Y,0) & —z=dX.Y)—y
& dX)Y)=y—z=|y—=z|

Caso 3. X estéd a esquerda de O e Y esta a direita de O. Isto é, X <O < Y.
o o
Neste caso, Y esta na semirreta OA e X esta na semirreta oposta OA. Portanto,

17



5 Q
o‘o
=

Figura 1.5: Caso 3

O estdentre X eY e

dX)Y) = d(X,0)+d(0,Y)
SdX)Y) = —z+y=y—xz=|y—x|

1.1.1 Sistema de Eixos Ortogonais no Plano

Seja m um plano e sejam dois eixos contidos em 7, com unidades de medida de
comprimento igual, que se intersectam perpendicularmente no ponto O do plano 7 que

¢é origem comum deles. Para facilitar a visualizacao, convencionamos que:

e um dos eixos, denominado eixo OX, é horizontal, orientado para a direita e sua

coordenada é a primeira coordenada ou abscissa;

e o outro eixo, denominado eixo OY, é vertical, orientado para cima e a coordenada

nesse eixo ¢ a segunda coordenada ou ordenada.

Em todo o seguinte, faremos referéncia a essa configuragao como sistema de eixos
ortogonais OXY ou, brevemente, sistema OXY. Uma vez escolhido um sistema de
eixos OXY no plano 7, o complementar dos eixos no plano consiste de quatro partes
denominadas quadrantes e numeradas como na Figura 1.6: primeiro quadrante (I),
segundo quadrante (I7), terceiro quadrante (I11) e quarto quadrante (IV'), respecti-
vamente.

A escolha de um sistema de eixos ortogonais permite estabelecer uma correspon-
déncia biunivoca entre os pontos do plano 7 e os pares ordenados de ntimeros reais do
conjunto R? = {(a,b);a,b € R} da seguinte maneira:

Ao ponto P € w faremos corresponder o par ordenado (a,b), se P nao esté sobre os
eixos, a é a abscissa do pé da perpendicular ao eixo OX por P e b é a ordenada do pé

da perpendicular ao eixo OY por P.

18



11 1

igual unidade em
ambos 0s eixos

117 1 v

Figura 1.6: Sistema de eixos ortogonais OXY no plano

Os nimeros a, b € R do par ordenado (a, b) associado ao ponto P s@o as coordenadas
cartesianas do ponto P, a é a abscissa ou primeira coordenada de P e b é a ordenada
ou segunda coordenada de P.

Na Figura 1.7 ilustramos alguns pontos do plano 7 com suas coordenadas em relagao
ao sistema OXY.

Reciprocamente, ao par ordenado (a,b) € R? associamos o ponto P do plano 7
dado pela interseccao da perpendicular ao eixo OX que passa pelo ponto de abscissa
a, com a perpendicular ao eixo OY que passa pela ordenada b.

Sabendo que (a,b) = (a/,b') em R? se, e somente se, a = a’ e b = b/, & simples

verificar que a correspondéncia
ponto do plano 7 +— par ordenado de R?

¢ uma bijecao, isto é, uma correspondéncia biunivoca.
Notagao: Se P € 7 corresponde a (a,b) € R? escrevemos P = (a, b).
Observe que os pontos do eixo OX tém coordenadas (z,0) e os pontos do eixo OY

tém coordenadas (0, y).

19



(0,0)

Figura 1.7: Pontos no plano 7

1.1.2 Distancia entre pontos do plano

Sejam P = (a,b) e Q = (¢,d) pontos no plano m dados pelas suas coordenadas em
relagao a um sistema de eixos ortogonais OXY dado.

Seja R = (c¢,b) (Figura 1.8). A distancia de P a @), que denotamos por d(P,Q), é
a medida da hipotenusa P(@) do triangulo retangulo PQR de catetos PR e QR.

Sendo a distancia entre dois pontos de um eixo medida pelo moédulo da diferenca
das suas coordenadas, as medidas desses catetos sdo, respectivamente, PR = |a — c| e

QR = |b—d|. Do teorema de Pitagoras, obtemos:

AP,Q)=PQ= /PR +QF =\/(a— ) + (b - d)*.

Assim, a distancia de P = (a,b) a Q@ = (¢,d) é a raiz quadrada da soma dos

quadrados das diferencas das coordenadas correspondentes.
Exemplo 1. A distdncia do ponto A = (—1,2) ao ponto B = (2,—3) é dado por v/34.

De fato,

d(A,B) = /(2 — (—1))2+ (-3 —2)2 =9+ 25 = V34.

20



Figura 1.8: Distancia entre pontos no plano m

1.2 Vetores

1.2.1 Equipoléncia de segmentos orientados

Sejam AB um segmento orientado de origem A e extremidade B. Isto é, no seg-
mento AB estabelecemos um sentido de percurso (orientacao) de A para B. Nessa
situacao, dizemos que o segmento BA esta orientado com sentido de percurso oposto
ao do segmento AB (Figura 1.9). Bellavitis classificou os segmentos orientados do

plano a partir da relagao de equipoléncia:

A A
Figura 1.9: Segmentos com sentidos opostos
Definigao 3. Dizemos que segmentos orientados AB e C'D sao equipolentes, e escre-
vemos A = B, quando satisfazem as sequintes propriedades:

1. tém o mesmo comprimento;

21



2. sao paralelos ou colineares;

3. tém o mesmo sentido.

D

A

Figura 1.10: Segmentos colineares

A A

Figura 1.11: (a) AB=CD (b) AB# CD

Note que dois segmentos colineares AB e C'D (Figura 1.10) tém o mesmo sentido
quando induzem o mesmo sentido de percurso na reta que os contém.

Se AB e C'D sao segmentos paralelos e de comprimento igual, entdao AB e C'D tém
o mesmo sentido quando ABC'D é um paralelogramo.

Assim, na Figura 1.11 (a), AB = CD, pois ABC'D é um paralelogramo e, na Figura
1.11 (b), AB # CD, pois ABC'D nao é um paralelogramo.

1.2.2 Vetores no plano

A relacao de equipoléncia permite classificar os segmentos orientados do plano me-
diante a seguinte definigao.
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Definicao 4. Sejam A e B pontos do plano. O vetor v = f@ € o conjunto de todos
0s segmentos orientados equipolentes a AB. Cada segmento equipolente a AB € um
representante do vetor @

Na pratica, os vetores sao manipulados através das suas representagoes em relagao

a um sistema de eixos ortogonais dado.

Defini¢ao 5. Dados A = (ay,as) e B = (b1,bs), 0s niimeros by — ay e by — ay sao as

coordenadas do vetor U = 1@ e escrevemos U = (b1 — a1, by — as).

Note que, se AB = C'D, entao, pela Proposicao 1,
1@ = (bl —&1,b2 —ag) = (dl —Cl,dg —Cz) = @
Isto ¢, as coordenadas de um vetor sao calculadas usando qualquer segmento ori-

entado que o represente.

Exemplo 2. Se A = (1,2), B = (3,1) e C' = (4,0), entio as coordenadas do vetor v =
f@ e as coordenadas do ponto D(Dy,ds) tal que v = @, sao dadas, respectivamente,
por ¥ = (2,—1) e D = (6,—1) .

De fato,

T =AB=(3-1,1-2)=(2-1)

T =AB=CD & AB=CD
o (2,-1) = (di — 4, dy — 0)
o 2—di—4 e —1=dy—0
o di=244=6 ¢ dp——1+0=—1.
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1.3 Matrizes

1.3.1 A definicao de matriz

Defini¢ao 6. Dados m e n em N—{0}, definimos uma matriz real de ordem m por n,
ou simplesmente uma matriz m por n (escreve-se m X n), como uma tabela formada
por elementos de R distribuidos em m linhas e n colunas. FEstes elementos de R sao

chamados entradas da matriz.

Por exemplo, as matrizes a seguir sao, respectivamente, matrizes de ordem 1 x 1 e

2x3
2 1 0
]
-1 -2 4

As entradas da primeira linha da matriz sao dadas pelos niimeros reais 2, 1 e 0 e
as entradas da segunda linha da matriz sao dadas pelos numeros reais —1, —2 e 4.

E usual indicarmos as entradas de uma matriz arbitraria A pelos simbolos A;j, ou
ainda a;;, onde os indices indicam, nessa ordem, a linha e a coluna onde o elemento se

encontra. Assim, uma matriz m x n é usualmente representada por

a;x Q2 - Aip
Q21 Q22 -+ Q2p
M =
L Am1 Am2 Amn |

ou por A = [a;;], .., ou simplesmente por A = [a;;], quando a ordem da matriz estiver
subentendida.

Dependendo dos valores de m e n, uma matriz m X n recebe um nome especial.
Toda matriz 1 x n é chamada de uma matriz linha e toda matriz m x 1 é chamada de
uma matriz coluna. Uma matriz n x n é chamada de matriz quadrada de ordem n. Por

exemplo, a matriz

1 -3 10 4
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é uma matriz linha de ordem 1 x 5 e a matriz

2 -1 0
0 1 2
3 1 4

¢ uma matriz quadrada de ordem 3.

Se A = [a;;] ¢ uma matriz quadrada de ordem n, as entradas a;;, com 1 < i < n,
formam a diagonal principal de A.

Uma matriz diagonal de ordem n é uma matriz quadrada de ordem n em que os

elementos que nao pertencem a diagonal principal sao iguais a zero:

a; 0 -+ 0
0 ag -+ O
00 g |

A matriz diagonal de ordem n cujas entradas da diagonal principal sao iguais ao

nimero real 1,

10 0
01 -0
[0 0 1 |

é chamada matriz identidade de ordem n e denotada por I,,. Em alguns casos, repre-
sentaremos por simplicidade I,, apenas por I.
Uma matriz triangular superior de ordem n é uma matriz quadrada de ordem n em

que todos os elementos abaixo da diagonal principal sao iguais a zero.
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@11 a2 -+ Qin
0 ax -+ az
0 0 - apn

Portanto, uma matriz quadrada A = [a;;] de ordem n é triangular superior se a;; = 0
sempre que i > j.
Analogamente, uma matriz triangular inferior de ordem m é uma matriz quadrada

de ordem n em que todos os elementos acima da diagonal principal sao iguais a zero:

a; 0 -+ 0
Q21 Q22 " 0
| ap1 Ap2 - Ann |

Portanto, uma matriz quadrada A = [a;;] de ordem n é triangular inferior se a;; = 0
sempre que i < j.
Uma matriz m X n cujas entradas sao todas iguais a zero ¢ chamada de uma matriz

nula. Por exemplo, a matriz

é uma matriz nula de ordem 2 x 3.

1.3.2 Operacoes com matrizes

Dizemos que duas matrizes A = [a;;] e B = [b;] de mesma ordem, sao iguais,

escrevendo A = B, quando a;; = b;; para todo 1 <7 <m e para todo 1 < j < n.

mxn mxn

Por exemplo, se x e y denotam niimeros reais, temos que as matrizes
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sao iguais quando r = —1 e y = 2.

Definicao 7. Se A = [a;;] e B = [b;;] sdo duas matrizes de mesma ordem m X n, a
soma de A e B, denotada por A+ B, é a soma C = [¢;;], de ordem m x n tal que

cij = az; + bij para todo 1 <1 < m e para todo 1 < j < n.

Por exemplo,

Dada uma matriz A = [a;;], defini-se a matriz oposta de A, como sendo a matriz

—A = [—ay].

Definicao 8. Dada a matriz A = [a;;] definimos o produto de A pelo nimero real

a, como oA = |aag), . .
Por exemplo,
6 0 (=3)-(=6) (=3)-(0) 18 0
Bl o= 0 (3w |=]-3 -3
0 -1 (=3)-(0) (=3)-(=1) 0 3

Tendo definido as operacoes de adicao e multiplicagdo por escalar, definimos a
operacao de subtracao da maneira usual: dadas as matrizes A e B de ordem m X n,

temos

A—B=A+(-B).

Definicao 9. Sejam A = [a;;] e B = [byl,,,
AB de A por B, denotado por AB, como a matriz C = [c;]

cij € obtido multiplicando-se os elementos da linha i da matriz A, pelos elementos

e duas matrizes. Definimos o produto

s tal que cada elemento
p

correspondentes da coluna j da matriz B, e efetuando a soma dos produtos obtidos:
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n
Cij = E aijbij = anbij + - -+ + Qinby;
k=1

para todo 1 <1 < m e para todo 1 < j < p.

Por exemplo,

2 4 2(—1) +4(1) 2(1) +4(-1) 2 =2
-1 1

0 0f- = | 0(—-1)+0(1) 0(1)+0(-=1) [ =10 0
1 -1

-1 3 (=1)(=1) +3(1) (—=1)(1)+3(-1) 4 —4

Note que para o produto de A por B estar definido, o ntimero de colunas de A
deve ser igual ao numero de linhas de B. Assim, se A e B sdo matrizes 2 x 3 e 3 x 1,
respectivamente, o produto AB estd definido e é uma matriz 2 x 1. Porém, o produto
BA nao esta definido. Uma condigao necessaria para que AB = BA é que A e B sejam
matrizes quadradas de mesma ordem. Contudo, esta condicao nao é suficiente.

Por exemplo, as matrizes

A: GB:
2 0 10

sao matrizes quadradas de ordem 2, mas AB # BA. Assim, vemos que a multiplicagao
de matrizes nao possui a propriedade comutativa.

Observe que

11 1 1 0 0
11 -1 -1 0 0

sem que nenhuma das duas matrizes seja nula. Portanto, na multiplicacao de matrizes,

podemos ter AB = O sem que necessariamente A ou B seja nula.
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Os sistemas lineares

/

1171 + a12%2 + - -+ ATy = by

a91T1 + (29T + +++ + QonTy = bg

Am1T1 + A2l + - - + ATy = bn
\

se expressam de modo perfeito pela equacao matricial

AX = B,
onde
aix Qa2 - Q1p 3] by
ag1 Q22 -+  A2p Q2 ba
A= . X = e B=
_aml Ama - amn_ _an_ _bn i

As matrizes A, X e B sao chamadas, respectivamente, de matriz dos coeficientes

do sistema, matriz das incognitas e matriz dos termos independentes.
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Capitulo 2

Transformacoes geométricas no plano

Neste capitulo definiremos algumas transformacgoes geométricas basicas destacando
sua representagao através de um sistema, bem como a sua representagao matricial, pois
entendemos ser importante que os professores conhecam bem as transformagoes, para
saberem orientar bem os alunos na construcao correta das ideias. O desenvolvimento

deste capitulo tem como base as referéncias [1] e [6].

2.1 Transformacoes no plano

Uma transformacao 7" no plano 7 é uma fungao 7' : m — 7, ou seja, uma fungao que
associa a cada ponto P do plano outro ponto do mesmo plano P’ = T'(P). O ponto P’

é chamado de imagem de P pela transformacao T

2.2 Isometria

A isometria é uma transformacao no plano em que hia uma mudanca de posicao,
porém preservam-se a forma e o tamanho da figura, ou seja, ¢ um movimento rigido.

A isometria preserva distancias. Isto significa que para quaisquer pontos X,Y € 7,
pondo X' =T(X) eY' =T(Y), tem-se d( X', Y') = d(X,Y).

Uma outra propriedade importante da isometria é levar as figuras a nao sofrerem

alteracoes em sua forma e tamanho, podendo fazer mudanca de direcao e sentido.
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Intimamente ligada ao conceito de isometria, a simetria acontece em relacao a um
elemento geométrico, a uma reta, a um angulo ou a uma distancia. Neste trabalho,
faremos o estudo dos seguintes casos de simetria: simetria de reflexao, simetria de trans-
lagao e simetria de rotagao, apresentando sua defini¢ao e construgao via coordenadas
cartesianas. Analisaremos ainda a homotetia, dilatacao e contragao e o cisalhamento,

transformacoes também presentes nas atividades propostas.

2.3 Reflexao

Definicao 10. A simetria de reflexao é uma transformag¢ao no plano w, onde uma
funcao bijetora f : m — 7w preserva distdncias e associa cada ponto P do plano m ao
ponto f(P) = P', onde P' é chamado imagem de P.

A simetria de reflexao acontece em relagao a uma reta e, chamada eixo de simetria,

de forma que:

e se P ¢ um ponto do plano que nao pertence a reta e, a imagem de P, pela
transformacao, ¢ um ponto P’ tal que e seja a mediatriz PP’, conforme a Figura
2.1.

e se P pertence a reta e, entao P e sua imagem P’ sao coincidentes, Figura 2.2

Figura 2.1: Mediatriz do segmento PP’ Figura 2.2: P coincide com P’

31



Em seguida, vamos analisar os seguintes casos de reflexao:
Caso 1. O eixo OX ¢é o eixo de simetria

Nesse caso, um ponto P = (x,y) tem como simétrico o ponto P’ = (x, —y), Figura
2.3. Deste modo, a relac¢ao entre as coordenadas de P = (z,y) e seu simétrico P’ =

(2',y") é dada pelo sistema

Figura 2.3: Simetria de P em relagao ao eixo OX

Caso 2. O eixo OY ¢é o eixo de simetria
Dessa forma, teremos o simétrico de P = (z,y) sendo P' = (—=z,y), Figura 2.4.
De modo semelhante ao caso anterior, a relagao entre as coordenadas de P = (x,y) e

P’ = (2/,y) é dada pelo sistema
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x -1 0 x
Y 0 1| |y
As matrizes
1 0 -1 0
e
0 —1 0 1

sao, respectivamente, as matrizes das transformacoes de reflexao em relagao ao eixo

0OX e de reflexao em relagao ao eixo OY'.

R4 ===

Figura 2.4: Simetria de P em relagao ao eixo OY

Pelo apresentado na Definicao 10, da simetria de reflexao, temos a preservagao de
distancias entre pontos.

De fato:

Sejam A = (z,y) e B = (2/,y') dois pontos quaisquer do plano cartesiano e A" =
(—z,y) e B = (—x

', y') seus respectivos simétricos em relagao ao eixo OY. Entao,

33



d(A, B =

Para obtermos uma imagem simétrica de um poligono em relagao a um dos eixos
do plano cartesiano, devemos conhecer os simétricos de todos os vértices para entao

tragar segmentos entre eles, conforme ilustrado nas Figuras 2.5 e 2.6.

X

Figura 2.6: Simetria em relagao ao eixo OY
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2.4 Rotacao

Definicao 11. Seja O um ponto fixro no plano © e o um dngulo de vértice em O.
A rotagao em torno do ponto O é uma transformacao no plano m, onde uma funcao
bijetora f : m — w preserva distdncias e associa cada ponto P do plano, com P # O,
ao ponto f(P) = P’, onde P’ é a imagem de P, os segmentos OP e OP' sao de mesma
medida e o = P@P, Figura 2.7.

Figura 2.7: Rotacao do ponto P para P’

A simetria de rotacao acontece em relacao a um angulo e, para que fique bem
definida, devemos estabelecer um sentido de rotagao: o angulo « deve ser orientado em
sentido anti-horario.

Seja P = (x,y) um ponto qualquer do plano cartesiano. A rotagao de centro em
O = (0,0) e angulo € transforma P = (x,y) no ponto P’ = (2/,y), conforme Figura
2.8.

o 2 x X

Figura 2.8: Rotacgao do ponto P para P’ no plano cartesiano
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Uma rotagao no sistema de eixos OXY', centrado em O = (0,0), sobre um angulo
6, no sentido anti-horario, pode ser pensado como um movimento giratério que leva os

eixos OXY para um novo sistema de eixos OX Y, Figura 2.9.

Figura 2.9: Sistema de eixos rotacionados

Esta rotacdo leva o eixo OX ao eixo OX, e o eixo OY ao eixo OY e preserva as
distancias OP e OP, isto ¢, OP = OP'.

Aplicando as razoes trigonométricas no triangulo retangulo OP A, Figura 2.10, te-

mos:
PA S
sena:::iéy:OP-sena (2.1)
OP OP
o -
cosa = O: =L = 43 =0P-cosa (2.2)
OP OP
P
0 A

Figura 2.10: Triangulo retangulo OPA
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Por outro lado, aplicando as razoes trigonométricas no triangulo retangulo OBP’,
Figura 2.11, temos:

P/

a+6

0 B

Figura 2.11: Triangulo retangulo OBP’

P'B

sen(a+0) = 5P~ Op =19y =O0OP -sen(a+0) =y =O0P- sen(a+0) (2.3)
cos(a+0) = OB _ =12 =OP -cos(a+0) =2 =OP-cos(a+6) (2.4)
- OP  OPF B B '

Sabemos das transformacgoes trigonométricas que:
sen(a + 0) = sen(a) - cos(0) + sen(0) - cos() (2.5)

cos(a + 0) = cos(a) - cos(0) — sen(0) - sen(a) (2.6)

Substituindo 2.5 em 2.3 e 2.6 em 2.4, obtemos:

/

y = OP-(sen(a)-cos(f) +sen(f) - cos(a)) = OP - sen(a) - cos(0) + OP - sen(f) - cos(a)
(2.7)
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7' = OP-(cos(a)-cos(0) — sen(f) - sen(a)) = OP - cos(a) - cos(§) — OP - sen() - sen(a)
(2.8)
Agora, substituindo 2.1 em 2.7 e 2.2 em 2.8, obtemos

y' = OP - sen(a) - cos() + OP - sen(f) - cos(a) = x - sen(d) + vy - cos(6) (2.9)

H\
J
N

- cos(a) - cos(0) — OP - sen(f) - sen(a) = x - cos(0) —y - sen()  (2.10)

Resumindo, a rotacao de centro O = (0,0) e angulo # transforma o ponto P(x,y)
no ponto P'(z',y’) com
¥ =z -cos(f) —y- sen(h)
Yy =ux-sen(0) +y - cos(6)
0 que equivale a representacao matricial

@ cos(0) —sen(6) NE

Y sen(0)  cos(0) Yy
Neste caso, a matriz
cos(0) —sen(0)

sen(f) cos(0)

¢ denominada matriz de rotagao.
Prosseguimos descrevendo como realizar a rotagao de um poligono. Primeiramente,
devemos definir o angulo de rotacao e as coordenadas dos vértices do poligono que

deseja aplicar a rotagao, em seguida, calculemos as coordenadas dos vértices do novo
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poligono usando o sistema obtido acima e, por fim, tracemos os segmentos de retas

entre os vértices obtidos.

2.5 Translacao

Definicao 12. Simetria de translagio € uma transformagao no plano ™ onde uma
funcao bijetora f : m — 7w preserva distancias e associa cada ponto P do plano w ao
ponto f(P) = P’ = P+wv, onde v é um segmento de reta orientado de A para B, assim

o segmento PP’ terd mesma medida, diregcao e sentido do segmento AB.

Note que as informagoes contidas na Definicao 12 estao associadas ao conceito
de vetor, e por isso costumamos dizer que a translacao ¢ definida por um vetor que

estabelecera a diregao, o sentido e a distancia do deslocamento.
v

y+ S

o ' e 1 ' T + e X
Figura 2.12: Translacao

Uma translacao T' determinada pelo vetor v transporta qualquer ponto P do plano,
na diregao, sentido e distancia definidas pelo vetor. Se P = (z,y) e v = (e, f), obser-
vamos que a transformacao desloca o ponto P horizontalmente uma distancia indicada
por e, e verticalmente uma distancia indicada por f, Figura 2.12.

Pelo apresentado na Definicao 12, a translacao, assim como a reflexao, preserva
distancia entre pontos.

De fato:

Sejam A = (x1,11) € B = (x3,y2) dois pontos quaisquer do plano cartesiano e
v = (e, f) um vetor. Entao, A" = (x1 +e,y1 + f) e B’ = (x2 + €,y2 + f).

Temos que:
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d(A,B) = V(w2 +e) = (@i +e)P+ (2 + f) — (1 + /)P
Vieste—ar—e)?+ 2+ f - —f)?

= V(za =212+ (1o — 11)?

(A, B).

I
N

Para transladar uma figura, basta aplicar a translagao em todos os pontos da
mesma. Na Figura 2.13 temos a translacao definida pelo vetor v sendo aplicada nos
vértices do quadrilatero ABCD.

Figura 2.13: Translagao de figura

Vimos que a translacao serd dada por T(P) = P+v = (z+ e,y + f). Deste modo,

a relacao entre as coordenadas de P = (z,y) e P' = (2/,y') é dada pelo sistema

¥ =x+e

y=yte

2.6 Composicao das transformacoes geométricas

Vimos na secg¢ao anterior as principais transformagoes geométricas basicas que em
geral sao as mais utilizadas. No entanto, muitas outras podem ser obtidas com aplica-
¢oes sucessivas dessas transformagoes, o que denominamos de composicao.

Sejam T} e Ty duas transformacoes geométricas no plano 7, a composta de 7, com
Ty, denotada por T, o 17, é a transformacao T, o 17 : 1 — 7 que associa cada ponto

P do plano 7 o ponto T5(7(P)), ou seja, primeiro aplicamos a transformagao 7; a um
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ponto P do plano e obtemos o ponto P’ = T1(P), e em seguida a transformacao Ty é
aplicada ao ponto P’ e obtemos P” = Ty(P').

Para entendermos melhor a composicao de transformacoes, veremos em seguida
dois exemplos de transformagoes aplicadas em um tnico ponto P = (z,y). Para o caso
de transformacoes aplicadas em figuras, basta repetir o processo para cada ponto ou

vértice a ser transformado.
Exemplo 3 (Reflexdo em relacio ao eixo OX seguida de uma rotacao de 90°).

Neste primeiro exemplo temos uma reflexao em relagao ao eixo OX, que aqui de-
notaremos por Ropx, composta com uma rotacao de 90°, que por sua vez indicaremos

por Ry, Figura 2.14.

.
o
.
.
.
o
o
o
Ky

.
*e
‘.
‘e
.
.
‘e
.
.
.
‘e
.

Figura 2.14: Primeiro exemplo de composicao

A reflexdo Rpx transforma o ponto P = (z,y) no ponto P’ = (2/,y') de modo que

Y =—y (2.11)

Em seguida, a rotagao Ry leva o ponto P’ = (z/,4') no ponto P” = (2”,y") de

modo que
" =12 cos(90°) — ¢ - sen(90°)
y' =1 sen(90°) + v - cos(90°)
ou
7 = —yf
y'=a'. (2.12)



Entao, para obtermos a relagao entre as coordenadas do ponto inicial P = (z,y) e
o ponto final P” = (2", y"), basta substituirmos os valores do sistema 2.11 no sistema

2.12. Dessa forma, obtemos

y' = (2.13)

Note que a composicao de Rgy com Rpx fornece resultado idéntico a aplicagao de
reflexao em relagao a reta y = x, que denotaremos por R,—,. Sendo assim, temos que
Ran(Rox(P)) = Bya(P).

E importante registrar que se invertermos a ordem das transformacdes na com-
posigao acima, o resultado obtido nao serd o mesmo, ver Figura 2.15. Sendo assim,

podemos concluir que a composicao das transformagoes em questao nao é comutativa.

Y
P/

.'*\
EITREN
SN

| \
I \

. I
o1~ I X
1l
i
e

P
I
I
(<)
P//

Figura 2.15: Composigao de Rox com Ry

De forma analoga ao que foi feito neste exemplo, podemos obter facilmente que a

composicao das transformagoes na ordem invertida, resultara na reflexao em relacao a
reta y = —x, ou seja, Rox(Roo(P)) = Ry—_,(P).

Exemplo 4 (Rotagao de 45° seguida de uma rotagao de 90°).

Neste exemplo, por sua vez, temos duas rotacoes, uma de 45° seguida de outra de
(90)°, ver Figura 2.16. Assim como fizemos no primeiro exemplo, nomearemos estas
transformacoes, respectivamente, por Rys € Ryp.

A aplicagao inicial de Ry5 transforma o ponto P = (x,y) no ponto P’ = (2',y'), de

modo que
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Figura 2.16: Segundo exemplo de composi¢ao

' =z cos(45°) —y - sen(45°)

Y =x - sen(45°) +y - cos(45°)

ou

"y (2.14)

Em seguida, aplicamos a Rgo no ponto P’ = (2, %) e obtemos o ponto P” = (", y"),

que possul as seguintes coordenadas
" =1 cos(90°) — ¢ - sen(90°)

y" =" sen(90°) + ¢ - cos(90°)

ou

y'=x (2.15)

Para obtermos a relagao entre as coordenadas dos pontos P = (z,y) e P" = (2", y"),

basta substituirmos os valores do sistema 2.14 no sistema 2.15. Feito isso, temos que

oo V2 V2
2 5 Y

V2 V2
Y= r-5y (2.16)
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Note que esta é justamente a expressao para a rotacao de 135°. Assim, temos que a
composicao de Rgg com Ry; fornece o mesmo resultado de Ryss, isto é, Rog(Rys(P)) =
Ri35(P), o que também podemos observar na Figura 2.16.

Podemos verificar sem maiores dificuldades que a composicao de Ry5 com Rgy tam-
bém fornece o mesmo resultado de Ri35, 0 que nos leva a concluir que a composicao

das transformagoes em questao é comutativa.

2.7 Homotetias

Trata-se de uma transformacao que nao preserva distancias, é uma ampliagdo ou
reducao da figura original, ou seja, uma semelhanca que preserva ou inverte o posiciona-

mento da figura, pois homo significa mesmo e tetia esté relacionada ao posicionamento.

Definicao 13. A homotetia de centro O e razao r no plano ®™ € a transformagcao

. —
H : 7 — 7 que associa a cada ponto P em m o ponto P’ = H(P) tal que OP' = r-O?.

Elementos da Homotetia: O centro O e a razao r.

Se r = 1, a homotetia H reduz-se & transformacao identidade: H(P) = P para
todo P.

Se r # 1, a homotetia H de razao r e centro O transforma toda reta p que nao
contém O numa reta paralela.

Na Figura 2.17, temos a aplicacao de duas homotetias sobre a linha poligonal
ABCD. A homotetia de razao r > 1 gera uma ampliacao de modo que obtemos o
poligono A’B'C'D’, e a homotetia de razao 0 < r < 1 resulta no poligono A”B"C" D"
que é uma redugao da figura original.

Seja P = (x,y) um ponto qualquer do plano cartesiano. Temos da definigao acima,

que as coordenadas de P’ = (2/,y') sdo dadas pelo sistema

ou equivalentemente, pela representagao matricial
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Figura 2.17: Homotetia

Note que se r > 1 o vetor O? ¢ ampliado, e desta forma a homotetia gera uma
ampliagao nas figuras do plano. Da mesma forma que se 0 < r < 1 obtemos redugoes
no tamanho da figura.

Na Figura 2.18 temos uma homotetia de razao r > 1, e deste modo o quadrilatero
inicial ABC'D é transformado no quadrilatero ampliado A’B'C’D’, enquanto que na
figura 2.19, temos uma homotetia de razao 0 < r < 1, e deste modo o quadrilatero
ABCD é transformado no quadrilatero reduzido A’B'C'D’.

Y D

X

Figura 2.18: Homotetia com r > 1 Figura 2.19: Homotetia com 0 <r < 1
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2.8 Dilatacao e contracao

As transformagoes que deformam (ampliam ou reduzem) as figuras no sentido ho-
rizontal em proporgao diferente do que no sentido vertical, nao sao consideradas ho-
motetias.

Estas transformacoes geram deformacoes na dire¢ao de OX de acordo com o fator
k1, e na direcao de QY é utilizado o fator ky. Deste modo, as coordenadas do ponto

P’ = (2/,y) obtidos a partir de P = (z,y) sao dadas por

ou na forma matricial

A Figura 2.20 apresenta uma transformacao em que utilizamos k1 = 1.5e ks =2, 0

que determinou uma dilatacao de 1.5 unidades na horizontal e 2 unidades na vertical.

Y

o —

Figura 2.20: Dilatagao
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2.9 Cisalhamento

O cisalhamento é uma transformacao geométrica que desloca horizontalmente ou
verticalmente pontos de um plano, de modo que as figuras geométricas sao deformadas.
Diferentemente da translac¢do, cada ponto P = (z,y) do plano sofre um deslocamento
distinto.

No que se refere ao cisalhamento horizontal, quanto maior o valor absoluto de y das
coordenadas do ponto P = (x,y), mais o ponto sofre a agao da transformacao, o mesmo
acontece no cisalhamento vertical em relagdo & coordenada x do ponto P = (z,v).
Esta transformacao preserva a coordenada y e move os pontos na dire¢ao horizontal de
acordo com o valor de y.

A relagao entre as coordenadas de um ponto qualquer P = (z,y) do plano e as
coordenadas de sua imagem P’ = (2/,y'), através da transformagcao de cisalhamento

horizontal, é dada por

' =x+y-tg(0)

/

y=9
onde # é o angulo em relagao ao eixo OY, indicado na Figura 2.21.

Y Y

Figura 2.21: Cisalhamento Horizontal

Se o cisalhamento ocorrer simultaneamente em ambas as diregoes teremos uma

transformacao dada pelo seguinte sistema:
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¥ =x+y-tgd
Y =z -tga+y

onde « é o angulo em relacao ao eixo OX e # ¢é o angulo em relacao ao eixo OY'.
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Capitulo 3

O Software GeoGebra

3.1 Historico

O termo GeoGebra é resultado da juncdo de duas palavras, Geometria e Algebra
e refere-se a um aplicativo de matemética dindmica que retne recursos de Geometria,
Algebra, Estatistica e Calculo em um s6 ambiente. O software GeoGebra foi criado por
Markus Hohenwarter em 2001 como tese de doutorado, na Universidade de Salzburgo
na Austria.

Este aplicativo foi desenvolvido em linguagem Java, o que o torna disponivel em va-
rias plataformas (Windows, Mac OSK e Linux). Atualmente, esse software é utilizado
em cerca de 190 paises, foi traduzido para 55 idiomas e conta com mais de 300000 down-
loads mensais, vale ressaltar que sua distribuicao é livre nos termos da GNU General
Public License, ou seja, é totalmente gratuito (RIOS DE JESUS, 2018). Os desenvol-
vedores do GeoGebra permitem que ele seja baixado do site oficial (www.geogebra.org)
e instalado em computadores com sistemas operacionais diversos.

O software permite realizar construgoes geométricas por meio de pontos, retas,
segmentos de retas, poligonos, dentre outros. Permite também inserir fungoes e realizar
alteracoes posteriores a todos os objetos de modo dinamico. Tem a capacidade de lidar
com variaveis para nimeros, pontos, vetores, além de calcular derivadas e integrais de
funcoes.

Dentre as vérias caracteristicas e funcionalidades do GeoGebra, vale destacar que o

software tem uma vantagem didatica, pois permiti a representacao geométrica (Janela
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de Visualizacdo) e algébrica (Janela de Algebra) simultaneamente de um mesmo objeto,

em um Unico ambiente visual.

3.2 Conhecendo o GeoGebra

Nesta secao apresentaremos o software GeoGebra, bem como a sua interface que é
organizada basicamente por uma barra de menu, uma barra de ferramentas, uma janela
de algebra, uma janela de visualizagao e um campo de entrada, conforme a Figura 3.1 e
algumas funcionalidades. O desenvolvimento dessa sec¢ao tem como base as referéncias

[4] e [7].

€7 GeolGebra Classic 5 — O >
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda <:= Barra de Menu Entrar...
E 'A_____ e ML d:a-f I,\-" @ @ ut‘i x ABC <—I—' «23 Barra de ferramentas

b Janela de Algebra X | b Janela de Visualizagao rd

\ \

Enfrada:; 4= Campo de entrada

Figura 3.1: Interface do Geogebra

Na barra de Menu (ver Figura 3.1) temos as seguintes opgoes: Arquivo, Editar,
Exibir, Opg¢oes, Ferramentas, Janela e Ajuda. Na guia Arquivo destacamos as opgoes
Gravar e/ou Gravar como, que utilizamos quando pretendemos salvar o arquivo como
um arquivo (.ggb). Além destas opgoes, temos outras opgoes, a saber: Nova Janela,
Novo; Abrir; Abrir do GeoGebra; Abrir Arquivo Recente; Compartilhar; Exportar;
Visualizar impressao e Fechar.

No tocante ao campo de Entrada, localizado na parte inferior da janela do Ge-

oGebra, ver Figura 3.1, corresponde ao local onde sao inseridos diretamente objetos
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matemaéaticos usando suas representagoes algébricas, como por exemplo, valores, coor-
denadas, equacoes, leis de formagao, entre outros.

Na Janela de 4lgebra ficam exibidas informagoes sobre os objetos construidos, como
por exemplo: coordenadas de pontos, coordenadas de vetores, equacoes de retas, entre
outros. Ja a Janela de visualizagao exibe a representagao gréafica de objetos inseridos
por meio de comandos digitados no campo de entrada ou através de icones da barra
de ferramentas.

Na Figura 3.2 destacamos a Barra de ferramentas composta por onze icones uteis
para construir pontos, retas, poligonos, obter medidas de objetos construidos, entre
outros. Além desses onze icones, a barra de ferramentas possui icones ocultos que
podem ser acessados clicando como o mouse em um pequeno triangulo localizado no

canto inferior esquerdo de cada icone.

R )| AL PO O L) N e

fl I f_'; f| f-', L.i I Jr:- j“ JlIl-II JlIll

Figura 3.2: Barras de ferramentas no GeoGebra

Na sequéncia listaremos as ferramentas presentes em cada icone da barra de ferra-
mentas, destacando aquelas que serao mais utilizadas nas atividades propostas neste
trabalho.

Em [, (ver Figura 3.2) temos um conjunto de icones a saber: Mover, Rota¢ao em
Torno de um Ponto, Fungao a Mao Livre e Caneta (ver Figura 3.3), o qual denominamos
de ferramentas de manipulacao. Neste icone destacamos a ferramenta Mover, a qual

permite movimentar objetos na area grafica (janela de visualizagao).
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Al B OO ] N e

Maver

Rotacdo em Torno de um Ponto

‘R."

Funcio 3 Mo Livre

~

Caneta

Figura 3.3: Ferramentas de Manipulacao no GeoGebra

O icone I, indicado na Figura 3.2, por sua vez, retine o conjunto de icones: Ponto,
Ponto em Objeto, Vincular/desvincular Ponto, Intersec¢ao de Dois Objetos, Ponto
médio ou Centro, Numero Complexo, Otimizacao e Raizes, denominados de Pontos,
Figura 3.4. Dentre todos estes icones destacamos a ferramenta Ponto, o qual permite

criar pontos na area grafica.

a5 1 2 O R

A
® Ponto

e

Ponto em Objeta

Vincular f Desvincular Ponto

Intersecdo de Dois Objetos

Ponto Médio ou Centro

MNumero Complexo
Otimizacio

f\; Raizes

S X NS

Figura 3.4: Ferramentas de Pontos no GeoGebra

Em I3 (ver Figura 3.2) temos uma lista de icones que nomeamos de Linhas Retas
que possibilitam a construcao de retas, segmentos, segmentos com comprimento fixo,
semirretas, caminho poligonal, vetores definidos por dois pontos e vetores definidos a

partir de um ponto, Figura 3.5.
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,,/'/ Reta

Segmento

Segmento com Comprimento Fixo

Semirreta

Caminhao Poligonal

Wetor

Yetor a Partir de um Ponto

NN N YN

Figura 3.5: Ferramentas de Retas no GeoGebra

O icone indicado na Figura 3.2 por I, denominamos de Posi¢oes Relativas, este icone
contém um conjunto de ferramentas que permitem obtermos retas perpendiculares
relativas a uma reta, ou a um segmento, ou a um vetor; retas paralelas a uma reta
dada; a reta mediatriz de um segmento; a bissetriz de um angulo; a reta tangente a

uma cdnica, ou a um circulo, ou a uma funcgao, Figura 3.6.

»

YSEE e EEEENEE

Reta Perpendicular

Reta Paralela

Mediatriz

" Bissetriz

Z
£

| RetaTangente

>

Reta Polar ou Diametral

0
L

Reta de Regressio Linear

we
B

\

Lugar Geométrico

7~
A

Figura 3.6: Ferramentas de Retas Especiais no GeoGebra

O conjunto de icones representado por I5 (ver Figura 3.2) o qual nomeamos de
Poligonos contém quatro ferramentas: Poligono, Poligono Regular, Poligono Rigido e
Poligono semideformavel, Figura 3.7. Neste icone, destacamos a ferramenta poligono, a

qual permite a construcao de um poligono irregular com a quantidade de lados desejada.
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Paligono Regular
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Paligono Rigido

f;b Paligono Semideformavel
Figura 3.7: Ferramentas de Poligonos no GeoGebra

Ja em Ig (ver Figura 3.2) temos um conjunto de ferramentas, nomeados de Formas
Circulares, necesséarias para a construcao de circulos dados o centro e um dos pontos
sobre a circunferéncia, de circulos dados o centro e o raio, de circulos dados trés pontos
sobre a circunferéncia, de semicirculo definidos por dois pontos, de arcos circulares e

circuncirculares e de setores circulares e circuncirculares, Figura 3.8.

R‘ 'A.__._. /""/ ,1! D . . @ é: X a=2

Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

@@

Circulo dados Centro e Raio

D

Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos
Arco Circular

Arco Circuncircular

Setor Circular

Setor Circuncircular

D) OF

Figura 3.8: Ferramentas de Formas Circulares no GeoGebra

O icone denotado na Figura 3.2 por I7, o qual denominamos de Cénicas, retiine um
conjuntos de ferramentas que permitem a construcao de elipses, hipérboles, parabolas
e conicas. Além dessas trés ferramentas, que sao as mais utilizadas, encontramos ainda
a ferramenta Conica definida por cinco pontos, Figura 3.9.

Ja o icone Iy da Figura 3.2, que nomeamos de Angulos, disponibiliza um conjunto de
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\\\\!\_ Parabola
O Cénica por Cinco Pontos

Figura 3.9: Ferramentas de Conicas no GeoGebra

duas ferramentas que permitem a construgao de angulos e angulos com amplitude fixa,
além de outras ferramentas que possibilitam determinar a area de figuras, a inclinagao

de uma reta, o comprimento de segmentos, perimetro de um poligono, entre outras,
Figura 3.10.

Angulo

Angulo com Amplitude Fixa

Distincia, Comprimento ou Parimetro

&£,
a;
n’m/(

3
3

Area

N R

Inclinago

{1,2} Lista

?

a=p Relacdo

f/ Inspetor de Funces

Figura 3.10: Ferramentas de Angulos no GeoGebra

Quanto ao icone Iy indicado na Figura 3.2, temos um conjunto de ferramentas
muito uteis nesse trabalho as quais denominamos de transformagoes, as quais permitem
realizar a reflexao de um objeto em relagao a uma reta ou a um ponto, a rotacao em
torno de um ponto e a translaggo por um vetor. Além dessas ferramentas, temos
também as ferramentas inversao e homotetia, Figura 3.11.

Em I (ver Figura 3.2), por sua vez, temos um grupo de ferramentas que nomeamos

de Controles que permitem a criacao de controles deslizantes os quais possibilitam
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- Inversao

L ]
Ji»e Rotacho em Tomo de um Ponto

./'f Translagdo por um Vetor

..('- Homotetia
Figura 3.11: Ferramentas de Transformagoes no GeoGebra

realizar variagoes em objetos, bem como podem assumir o papel de uma variavel. Além
disso, temos ferramentas que permitem criar caixas para exibir ou esconder objetos

construidos, inserir imagens e textos dinamicos ou em LaTeX, Ver Figura 3.12.

3 [ A B Ol Ol 4) N ¢

Controle Deslizante

»

ABC Texto

Inserir Imagem

Botdo

Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=1 Campo de Entrada

Figura 3.12: Ferramentas Controles no GeoGebra

Em [y (ver Figura 3.2) temos o ultimo icone da barra de ferramentas, o qual deno-
minamos de Fxibi¢ao. Esta ferramenta reuni um conjunto de icones que possibilitam
mover o sistema de eixos, além de objetos nele contidos, bem como ampliar ou reduzir,
exibir, ocultar objetos e apagar construcoes feitas que sao visualizadas na janela de

visualizacao, ver Figura 3.13.
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a=2
C—

Controle Deslizante
ABC Texo
Inserir Imagem
Botdo

Caixa para Exibir/ Esconder Objetos

Campo de Entrada

Figura 3.13: Ferramentas de Exibi¢ao no GeoGebra

3.3 Material desenvolvido usando o GeoGebra

Nesta breve secao, apresentamos o protocolo de construcao de uma ferramenta de-

senvolvida a partir do GeoGebra 5.0.414.0-d disponivel para download em https://www.

geogebra.org/download. Essea ferramenta permite que o aluno altere os valores dos

parametros de entrada da matriz de uma transformacao e visualize imediatamente o

que acontece com a figura transformada.

-1 ]

-(3 9

| Gerar poligono I

0 1

Figura 3.14: Interface da ferramenta Geogebra
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Para construir essa ferramenta, o interessado deve abrir o software GeoGebra e

seguir o seguinte protocolo de construcao:

1. Construa os pontos A, B, C' e D em qualquer posigao.
2. Construa o poligono determinado pelos pontos A, B, C' e D.

3. Construa quatro controles deslizantes e quatro campos de entrada nomeando-os

por aq1, a2, as1 € age. Em seguida vincule os controles aos campos de entrada.

4. No campo de entrada digite o seguinte comando 7' = {{e, f},{g,h}}. Ao clicar
enter sera criada uma lista, ou seja, sera criada a matriz T, cujas entradas serao

os valores dos controles deslizantes.

5. Criar um botao usando a ferramenta botao coma legenda "Gerar poligono", em
seguida como o botao direito do mouse selecione a opgao propriedades e na aba

programacao digite a seguinte linha de programacao:

A'=T*A
B’=T*B
C'=T*C
D’=T*D

q2=Poligono({A’,B’,C*,D’})
DefinirCor(q2,"vermelho")
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Capitulo 4

Atividades propostas

Nesse capitulo apresentamos as atividades propostas que foram planejadas e ela-
boradas para que o professor possa utiliza-las em sala de aula. A ideia inicial para
a elaboracao das atividades propostas surgiu durante a leitura do trabalho de disser-
tagao de Stormowski (2008), o qual apresenta uma sequéncia didatica para o estudo
de matrizes a partir de transformacoes geométricas, utilizando os aplicativos MVT
(Mathematical Visualization Toolkit) e o Shapari.

Essa proposta é dividida em oito atividades, de modo que cada uma delas possa
ser desenvolvida em duas horas-aula. Optamos por apresentar apenas os objetivos e as
estrategias para a implementacao de cada atividade, a qual esta disponivel na integra

no Apéndice A.

4.1 Atividade 1: Primeiro contato com a reflexao, a

rotacao e a translacao

Objetivo: O objetivo dessa atividade é apresentar aos alunos algumas transformagoes
geométricas dando énfase as transformacoes de reflexao, rotagao e translagao, de modo

que os mesmos identifiquem seus principais elementos e algumas de suas caracteristicas.

Estratégia: O professor fara inicialmente uma breve sondagem sobre o conhecimento

prévio que os alunos possuem sobre rotacao, reflexao e translagao. Em seguida, fara
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uma apresentacao dessas transformacoes, usando para isto, alguns exemplos que en-
volvam reflexoes, rotagoes e translagoes. Para finalizar a atividade, o docente disponi-
bilizara para os alunos o material impresso (Apéndice A) no qual apresentamos alguns
exemplos dessas transformagoes presentes na natureza, em obras de artes, mosaicos,
na arquitetura e em grafico de fungoes, de modo que os alunos possam identificar al-
gumas caracteristicas das mesmas, como eixo de simetria, eixo de rotagao (centro) e,

se possivel, o angulo de rotagao.

4.2 Atividade 2: Usando o GeoGebra para obter trans-

formacoes

Objetivo: Explorar o GeoGebra para realizar de forma dinamica as transformagoes
de reflexao, rotagao, translagao e homotetia, isto é, que os alunos implementem e
manipulem as transformagoes geométricas disponiveis no GeoGebra para realizar tais

transformacgoes.

Estratégia: Inicialmente deve-se abrir o Software GeoGebra. Para que os alunos nao
se distraiam com questoes algébricas, o professor deve orienta-los que desabilitem as
opcoes Eixo e Janela de Algebra do menu Exibir. Na sequéncia, deve-se solicitar que
cada aluno construa um poligono qualquer. Para isso seleciona-se o botao "poligono",
quinto botao na barra de ferramentas que tem a forma de um tridngulo conforme

indicado na Figura 4.1.

’f-:} GeoGebra Classic 3

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

3 B Y = cl[sZAIN EED

Figura 4.1: Barra de ferramentas do GeoGebra

Selecionado o botao, basta clicar na janela de gréaficos para construir o poligono
desejado. Feito isso, o professor solicita que os alunos utilizem as ferramentas indicadas

na figura 4.2 e apliquem as seguintes transformacoes:

a) Reflexdo com relagdo a uma reta
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b) Reflexdo com relagao a um ponto
c¢) Translagao de acordo com um vetor

d) Homotetia em relagdo ao ponto O.

Por fim, deve-se abrir novamente o software GeoGebra e checar se as opgoes Eixo
e Janelas de Graficos estao ativadas, caso nao estejam faca a ativagao das mesmas.
Construa o poligono ABCDE, onde A(0,0), B(0,2), C(3,4), D(2,2) e E(4,2) e em
seguida obtenha, como foi feito na etapa anterior, o poligono obtido pela aplicagao das
seguintes transformagoes: Reflexao em torno do eixo x, Reflexao em torno do eixo vy,
Rotacao de 45° em relagao a origem e Rotacao de 90° em relacao a origem. Nesse
momento, é interessante que os alunos registrem no material disponibilizado os pontos

correspondentes aos vértices dos novos poligonos obtidos.

‘\‘:} GeoGebra Classic 3

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

b Janela de Algebra #| | = Janela de Visuvalizagac X
L ]

-

Reflexdo em Relacdo a uma Reta
. Reflexio em Relagdo a um Ponto
NS inversa

- Inversao

.s Rotacdo em Torno de um Ponto
v Translacdo por um Yetor

Homuotetia

Figura 4.2: Transformagoes no GeoGebra
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4.3 Atividade 3 - Identificando relacoes entre as co-

ordenadas para reflexoes

Objetivo: Estabelecer relacoes entre as coordenadas dos vértices dos poligonos para

obter a matriz de cada uma das reflexdes apresentadas.

Estratégias: Inicialmente, o professor utilizard o material impresso (Apéndice A),
para que os alunos representem a reflexao de um determinado poligono em torno do eixo
vertical (eixo y), e em seguida, registrem os valores das coordenadas do novo poligono
obtido e tentem estabelecer uma relagao entre as coordenadas dos dois poligonos, afim
que eles sejam capazes de generalizar.

Depois dessa etapa, os alunos utilizarao o software GeoGebra para realizar as re-
flexdes do mesmo poligono usado na etapa anterior, s que desta vez, em relagao ao
eixo horizontal (eixo x) e em relagao as retas y = x (bissetriz dos quadrantes impares)
e y = —x (bissetriz dos quadrantes pares), a partir dai, obter as coordenadas de seus
vértices, para entao, tentar estabelecer uma relagao entre as coordenadas z’ e y' dos
vértices do poligono final e as coordenadas x e y dos vértices do poligono inicial, tal
como foi feito na etapa anterior.

Em seguida, o professor chama a atencao dos alunos que os valores que determinam
arelagao entre as coordenadas (x, y) dos vértices do poligono inicial e (2, 3/’) do poligono
final, determinam um sistema de equacoes e que, além disso, os valores que determinam
essa relagao sao os coeficientes de z e y das equagoes do sistema.

Dando continuidade, o Professor utiliza a primeira reflexao trabalhada (reflexao em
torno do eixo vertical) para mostrar aos alunos que esses valores podem ser represen-
tados através de uma tabela. Nesse momento, é oportuno que o professor comente que
tabelas, como a obtida acima sao chamadas em Mateméatica de Matrizes, definindo
assim o conceito de matriz. E um 6timo momento para mencionar a notacio utilizada
atualmente. Apods esse momento, o docente recorre ao material desenvolvido no Ge-
oGebra para mostrar que a tabela obtida, realiza de fato a reflexao do poligono em
relagao ao eixo das abscissas

Por fim, o professor solicita que os alunos fagam o mesmo que foi feito na etapa
anterior para as demais reflexoes e recorram novamente ao material desenvolvido no
GeoGebra para verificar se as matrizes obtidas também proporcionam as transforma-

¢oes desejadas.
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4.4 Atividade 4 - Identificando relacoes entre coorde-

nadas para rotacoes

Objetivo: Estabelecer relacoes entre as coordenadas dos vértices dos poligonos para
obter a matriz de cada uma das rotagoes apresentadas, tal como foi feito na atividade

anterior com as reflexoes.

Estratégia: Tendo estudado as reflexoes, passaremos a analisar as rotagoes com centro
na origem e com angulos de giro multiplos de 90° e 45°. Se o professor nao tiver interesse
em explorar as relagoes trigonométricas ele pode propor rotagoes apenas com angulos
de giro multiplos de 90°.

O professor utilizara inicialmente o material impresso (Apéndice A) para que os
alunos representem graficamente as rotagoes de 90° e 45° de um determinado poligono,
registrem no local destinado as coordenadas dos vértices do novo poligono, estabelecam
as relagoes entre as coordenadas dos dois poligonos e, a partir delas, obtenha a matriz
da transformacao.

Em seguida, os alunos utilizarao o GeoGebra para realizar rotagoes de 180°, 270°,
360° e 135° e, obter as coordenadas dos vértices dos poligonos obtidos, para entao,
tentarem estabelecer uma relagao entre as coordenadas do poligono inicial e do poligono
final, afim de determinar a matriz da transformacao, tal como foi feito acima. Ao
final desta etapa, o docente solicita que os alunos facam um resumo das matrizes
das transformacoes estudadas até entao e observem se, mesmo produzindo resultados
muito diferentes, existe alguma semelhanca entre as matrizes das rotagoes e reflexoes.
Por fim, é pedido que os alunos recorram ao material desenvolvido no GeoGebra para

verificar se as matrizes encontradas realizam de fato as transformacoes desejadas.

4.5 Atividade 5 - Explorando as transformacoes de

homotetia, dilatacao e contracao

Objetivo: Estudar a multiplicagao de um ntmero real por uma matriz, a partir da

analise de transformacoes geradas por matrizes
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Estratégia: Inicialmente apresentaremos algumas matrizes diferentes daquelas obtidas
ao analisar as transformagoes de reflexao e rotagao, para que os alunos usem o material
desenvolvido no GeoGebra e identifiquem quais efeitos estas matrizes determinam e
facam o registro no material impresso. Na sequéncia, é solicitado que os alunos tentem
identificar qual transformacao geométrica tais matrizes determinam e apresentem um
raciocinio geral para estas matrizes. A partir dai, apresentaremos novamente outras
matrizes que geram Homotetias, de modo que os alunos comparem as matrizes e sejam
capazes de concluir que para multiplicarmos um niimero real por uma matriz, basta
fazer a operacao de multiplicacao desse ntimero por todas as entradas da matriz.

Por fim, apresentaremos outras matrizes para que os alunos explorem as transfor-

magoes de Cisalhamento, Dilata¢ao e Contragao (Escala).

4.6 Atividade 6 - Analisando composicao de transfor-

macoes
Objetivo: A partir da anélise da composi¢ao de transformacgoes geométricas, obter a

origem do algoritmo da multiplicagao de matrizes.

Estratégia: Ao iniciar esta atividade o professor pede aos alunos que identifiquem
duas transformagoes geométricas 17 e Ty, realizadas em sequéncia, conforme a Figura

4.3, e determinem as matrizes correspondentes.

AY AY

Figura 4.3: Transformacgoes sucessivas

Em seguida o professor faz um comentario sobre a existéncia de uma transformagao

geométrica Ty que realiza diretamente a transformagao do poligono ABC'D no poligono
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A"B"C"D". Depois solicita a matriz dessa transformacao e pede que os alunos usem
o material desenvolvido no software GeoGebra para confirmarem que de fato a matriz
obtida proporciona a transformagao esperada. Antes da etapa de generalizagao, é apre-
sentada mais uma situagao envolvendo duas transformagoes consecutivas T; (rotagao
anti-horaria de 180°) e T3 (reflexdo em torno da reta y = x) e novamente ¢ solicitado
que os alunos obtenham a matriz da transformacgao T3 e usem novamente o material
desenvolvido no GeoGebra para a comprovacao.

Desse momento em diante, os alunos serao desafiados a estabelecer uma relagao

entre as matrizes a seguir:

a b P q pa + qgc pb+ qd

c d r s ra+sc rb+ sd

Para isso, o professor solicita que os alunos usem os sistemas correspondentes as

matrizes

e facam uma substituicao de varidveis de modo a obterem o sistema que relacionam
os pares (x,y) e (z”,y"). Escrevendo esse sistema na forma matricial espera-se que o
aluno consiga estabelecer a relagao desejada e assim, obter o algoritmo da multiplicacao

de matrizes.

4.7 Atividade 7: Explorando a multiplicacao de ma-

trizes

Objetivo: Obter uma equagao matricial para as transformagoes geométricas e aplicar
a multiplicagao de matrizes para obter as coordenadas dos vértices dos poligonos gera-

dos pelas transformagoes de reflexao e rotacao.

Estratégia: Comecaremos apresentando dois exemplos de transformagoes consecuti-

vas T e T, e pedindo que os alunos obtenham as matrizes que representam 77 e 75 e em
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seguida, apliquem a multiplicacao de matrizes para obter a matriz da transformagao
geométrica que faz diretamente a transformacao do ABCD no poligono A”B"C" D",
efetuando apenas célculos com as matrizes representantes das transformagoes 77 e T5.

Dando continuidade, os alunos devem usar novamente a multiplicacao de matrizes para

¥=-1-240-y

verificar que o sistema de fato ¢ equivalente a representagao ma-
r=0-2+1-y
x -1 0 x
tricial = .
Y 0 1| |y

Por fim, o professor pede aos alunos que utilizem a representagao matricial acima,
para refletir alguns pontos em relacao ao eixo y e depois solicita que os mesmos arma-
zenem os vértices de um determinado poligono em uma matriz e novamente recorra a
multiplicacao de matrizes para obter as coordenadas dos vértices do poligono obtido
pela reflexdo em relacao ao eixo y. Apoés cada etapa acima, os alunos devem usar o

software GeoGebra para verificar se suas respostas estao corretas.

4.8 Atividade 8: Estudando translacoes

Objetivo: Estabelecer a relacdo entre as coordenadas da figura inicial (z,y) e da
figura final (2/,9'), para entao, tentar estabelecer a representagao matricial da transla-
¢ao, conforme foi proposto para a reflexao e a rotacao e por fim, obter a operacao de

adicao de matrizes a partir da transformacao de translagao.

Estratégia: O professor comega pedindo que os alunos pesquisem na internet o sig-
nificado da palavra transladar. Em seguida, ele apresenta algumas situacoes em que
certo poligono é transladado através de dois movimentos, um na horizontal e outro na
vertical, e pede que os alunos respondam quantas unidades o poligono inicial transla-
dou na horizontal e na vertical. Nesse momento, é oportuno que o professor introduza
a ideia de vetor e comente que a translagao é definida por um vetor que estabelece a
direcao, o sentido e a distancia do deslocamento.

Concluido esta etapa, o professor pede que os alunos tentem estabelecer uma relacgao
entre as coordenadas (z,y) do poligono inicial e as coordenadas (2, 3’) do poligono final

a fim de que o aluno obtenha a representacao matricial da transformagcao de translacao
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e, a partir dela, seja capaz de obter a soma de matrizes.
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Consideracoes finais

Esta dissertacao foi desenvolvida com o intuito de apresentar aos professores uma
maneira de se abordar o estudo das transformagoes geométricas no ensino médio. Isso
foi possivel, quando relacionamos as transformagoes geométricas com as operagoes de
matrizes.

Desse modo, esperamos verdadeiramente que os professores que vierem a ler este
trabalho sejam convencidos de que as atividades propostas nesta dissertagao constitui
uma boa alternativa para explorarmos o estudo das transformagoes geométricas no
Ensino Médio. Além disso, essa proposta desafia o professor a inovar suas aulas, tanto
em metodologia como no contetido, uma vez que esse tema nao ¢ normalmente abordado
no Ensino Médio .

Acreditamos que esse trabalho pode contribuir como um incentivo para que outros
estudos sejam desenvolvidos, tanto sobre transformagoes geométricas, como também
de outros contetidos e assim, possa colaborar para melhorar o ensino de matematica
nas escolas brasileiras.

Obviamente, essa dissertacao nao tem como objetivo esgotar as possibilidades e
nem fornecer uma receita para o ensino de transformacoes geométricas, dado a grande
variedade e abrangéncia das abordagens. As atividades que elaboramos sao sugestivas,
e o professor pode/deve adaptar de acordo com as caracteristicas dos alunos e da
realidade onde a escola estd inserida. O que de fato queremos mostrar é que essa
proposta ¢é passivel de utilizacao no Ensino Médio e que a mesma deve ser testada e ter
os resultados analisados para o desenvolvimento de trabalhos futuros, bem como para

ajuste e melhoramento do que foi pensado nessas atividades.
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Nome: Data:

Atividade 1

Descreva ao lado de cada figura abaixo as transformacGes geometricas presentes, destacando se possivel suas
principais caracteristicas como: Eixo de simetria, centro e angulo de rotacao.

(a) Em obras de artes e mosaicos:




%
.ti_

as \

D& 2




(c) Na Natureza:

(d) Nos gréficos de fungdes




2




Aluno(a): Data:

Atividade 2

1) No menu Exibir do Software GeoGebra, desative as opcdes Eixo e Janela de Algebra. Em seguida, construa
um poligono qualquer e a partir das opc¢des encontradas no icone apresentado na figura abaixo, aplique as

transformacdes a seguir:
’ \ a=2 4
“-V.' N 2 E ‘;’

L]
x Reflex3o em Relac3o a uma Reta
* Reflex30 em Relacdo a um Ponto
.\0; Invers3o
e Rotacdo em Torno de um Ponto
Translac¢ao por um Vetor

e Homotetia

(@) Reflexdo com relagdo a uma reta.

(b) Reflex@o com relacdo a um ponto dado.

(c) Rotacdo de determinado angulo em relacdo a um ponto.
(d) Translacéo de acordo com um vetor.

(e) Homotetia em relacéo ao ponto O.

2) Agora, no menu Exibir, reative as opcbes Eixo e janela de Gréafico. Construa o poligono ABCDE, onde
A(0, 0), B(0, 2), C(3, 4), D(2, 2) e E(4, 2). Descreva as coordenadas dos vértices do novo poligono, obtido com
a aplicacdo de cada uma das transformacdes abaixo:

a) Reflexdo em torno do eixo horizontal (eixo x);
b) Reflex&o em torno do eixo vertical (eixo y);
c) Rotacdo de 45° em relacdo a origem;

d) Rotagédo de 90° em relacdo a origem.




Aluno(a): Data:

Atividade 3
1) Faca o0 que se pede em cada item.

(@) Construa no espaco destinado abaixo o poligono gerado pela transformacéo indicada.

2 Reflexdo em torno do 1
eixo vertical (eixo y)

1 >
-3 -2 -1 o] 1 2 a
-1
o] 1 2 a
=1 2

(b) Quais séo as coordenadas dos vértices do novo poligono obtido?

(c) Existe alguma relacédo entre as coordenadas dos vértices dos dois poligonos? Qual?

(d) Tente generalizar! Para as coordenadas dos vértices x e y do poligono inicial, quais os valores das
coordenadas dos vértices x’ e y” do poligono obtido pela transformagao?

2) Para as transformacdes abaixo, use o software GeoGebra para obter o poligono gerado e as coordenadas de
seus vertices. Depois, tente estabelecer uma relacdo entre as coordenadas x’e y’ dos vértices do poligono final e
as coordenadas x e y dos vértices do poligono inicial, tal como na questdo anterior.

$ 2
2 4 {xry} — {xl'yl}
:Eflexaoem_torm:l do eixo Lo - (]
orizontal (eixo x)
' - -3 -2 -1 0 1 2 3 01 - (____|
L2) - (___)
! (3:2) - (____)




]

Reflexdo em torno
1 daretay=x

o
-
"
w

(
(
> (0, 1)
(
(

N

()
Reflexdo em torno a :-] 41 o 1 2 {1, 0}
daretay=-x
1 > (0, 1)
(1,2)

(3, 2)

b

Ll L ol
L
|

Note que em todas as transformacgdes anteriores, os valores de x’ e y’, podem ser escritos em funcéo de
x e y. Deste modo, podemos expressar todas as transformacdes de outra forma equivalente.

No caso da reflexdo em torno do eixo vertical (eixo y) temos x' = —x e y' = y, 0 que € equivalente ao
. x'=-1.x+0. . , . .
sistema { Y =0.x+1 yy. Esse sistema pode ser representado atraves de uma tabela da seguinte maneira:

! — X . o .
[x ,] = [ 1 O] [ ] Em Matematica, essas tabelas sdo chamadas de Matrizes.
y 0 Uw

A matriz [_01 (1)] é chamada matriz da transformac&o geométrica “Reflexdo em torno do eixo vertical”.

3) Obtenha, assim como foi feito acima, as matrizes das transformacdes geométricas abaixo:
a) Reflex@o em torno eixo horizontal (eixo das abscissas)
b) Reflexdo em torno daretay = x

c) Reflexéo em torno da reta y = —x.




Aluno(a): Data:

Atividade 4

1) Observe o poligono representado na figura abaixo, construa no espaco destinado o poligono gerado pela
transformacdo indicada e em seguida faca o que se pede em cada item.

Rotagdio de 90° no sentido
anti-horério

(a) Quais sdo as coordenadas dos vértices do novo poligono obtido?

(b) Existe alguma relacdo entre as coordenadas dos vértices dos dois poligonos? Qual?

(c) Assim como foi feito na atividade anterior, tente generalizar a relagdo entre as coordenadas x e y dos
vértices do poligono inicial e as coordenadas x’ e y’ dos vértices do poligono final.

(d) Qual a matriz dessa transformacao?.

2) Faca o mesmo que foi feito na questdo 2) para a transformacao indicada na figura abaixo:

L
L]

Rotagdo de 459 no sentido
anti-horario

'




2) Para as transformacdes abaixo, use o software GeoGebra para obter o poligono gerado e as coordenadas
de seus vértices, e tente estabelecer uma relacao, tal como na questao anterior, entre as coordenadas x’e y’
dos vértices do poligono final e as coordenadas x e y dos vértices do poligono inicial e, por fim, obtenha a
matriz da transformacgao. Considere as rotagdes com centro na origem e no sentido anti-horario.

Rotagdo de 1807 no sentido
anti-horario

i E(1,0 — E{_,

i 0 1 2 3 Lyl —  (x.y)
Al0,0) — A(_, )

Rotagdo de 270 no sentido 80,1) = B( , )
anti-horario

- 2 CL3) — C(__)

D3,1) = D(_._)

-3

E(1,0) — E{_ _)

3 xyl — Y]
AD,0) — A(_,_ )

Rotacdo de 360° no sentido 80,1 — B( . )
anti-horario

o C1,3) — ¢ _])

D31 = O(_._)

E(L,0 — E({_._)




2 ky) - BLY)
Al0,0) — Al_,_ )
I
Rotagdo de 135° no sentido B(0,1) — B )
anti-horério ' -
3 2 4 o 1 2 L3 - ()
" 1 -1 D31 — D(_,_ )
) " E(1,0) — E({__)

4) Faca um resumo das matrizes até aqui obtidas e recorra ao material desenvolvido no GeoGebra para
verificar se as matrizes encontradas proporcionam as transformacgdes desejadas.




Aluno(a): Data:

Atividade 5

1) Na atividade anterior, obtivemos as matrizes das transformacdes geométricas de reflexdo e rotacdo. Agora,
vamos usar o material desenvolvido no GeoGebra para testar algumas matrizes diferentes daquelas obtidas
anteriormente. Descreva em cada caso 0 que acontece com as figuras.

i
2
© os

d) :—3 0 ]

(a)

(b)

S S5 &R

—0.7 0
@ ol
2) Estas matrizes geram transformacfes geométricas?

Note que estas transformacdes “deformam” as figuras, diferentemente do que acontece com as rotacdes
e as reflexdes.

3) Como sdo chamadas estas novas transformacgdes?
4) Ha alguma semelhanca ou diferenca entre as matrizes apresentadas no item (1)?
5) Vocé seria capaz de apresentar um raciocinio geral para estas matrizes? Escreva com suas proprias palavras.

Quando todos os elementos de uma matriz sdo multiplicados por um mesmo numero real, podemos
3 O] 1 0
=3.|

representa-la da seguinte maneira: [0 3 0 1

6) Compare as matrizes abaixo, e descreva, assim como foi feito no item 1), o resultado das transformacdes
obtidas.

@[ 1l
g 3l
(©) :0(')5 0(.)5]




-3 0
@y Sl
7) O que acontece com a transformagdao, se sua matriz € multiplicada por 2? E por 3? E por 4?

8) O que acontece com a transformacao, se sua matriz € multiplicada por 0.5? E por 0.2? E por 0.8?

9) Generalizando a nossa percepg¢do, 0 que podemos concluir a respeito da multiplicagdo de um ndmero real
qualquer por uma matriz qualquer?

10) Use novamente o material desenvolvido no GeoGebra para testar as matrizes abaixo e descreva o que
acontece com as figuras.

@l 3]
®ly 3
©f 3l
@ % 9]
®lo o6l
Oy _osl
@[5 3
®[; o

11) Estas matrizes geram transformagfes geométricas? Quais?

12) H& alguma semelhanca ou diferenga entre estas matrizes e aquelas apresentadas nos itens 1) e 6)?

13) Vocé seria capaz de apresentar um raciocinio geral para estas matrizes? Escreva com suas proprias
palavras.




Aluno(a): Data:

Atividade 6

1) Consideremos a figura abaixo, em que o quadrilatero ABCD sofre duas transformacgdes geométricas
consecutivas (T, e T,).

1
o

3 3

-3 1

C [n]
3 2
T 4 T.
i —t s
1 o 1 2 3 4 3 2 1 0 1 2

1 1 4

(@) Qual o nome das transformacdes T; e T,?

(b) Quais séo as matrizes que representam as transformacoes T, e T,?

Afirmacdo! Existe uma transformacdo geométrica T5 que realizar diretamente a transformacdo do quadrilatero
ABCD no quadrilatero A”’B>’C’’D”’. Neste caso, dizemos que T5 é a composicdo de T, com T;, nessa ordem.

(c) Qual a matriz da transformacdo T5? Use o GeoGebra para mostrar que de fato a matriz obtida realiza a
transformacéo desejada.

3
-3 1
C ]
2
Ty

1 e

1 0 1 2 3 4
- -4




2) Vamos agora repetir o que fizemos na questdo anterior, mas considerando T; como uma rotacdo anti-horaria
de 180°, e T, como uma reflexdo em torno da reta y = x.

O

() Quais sdo as matrizes que representam as transformacoes T; e T,,?

(b) Assim como na questdo 1, existe também uma transformacdo T5; que transforma o quadrilatero ABCD no
quadrilatero A’’B*’C”’D’’. Sendo assim, qual a matriz dessa transformagdo? Use novamente o GeoGebra para
mostrar que de fato a matriz obtida realiza a transformacéo desejada.

3) Analisando as duas situacfes acima, existe alguma relacéo entre as matrizes das transformacoes T;, T, e T3?
Qual?

Note que todas as transformagdes que estudamos até entéo, “levam” coordenadas (x, y) em coordenadas
x'=ax+b.y

Y =cx+dy onde a matriz

(x',y"), e que as mesmas podem ser expressas como um sistema da forma {

[Z Z] é dita matriz da transformagéo geomeétrica.

Consideremos a figura abaixo que representa duas transformagdes geométricas consecutivas dadas pelas
respectivas matrizes.

¢ d [+ 3
(ry) —— 5> () ——> ()

Em forma de sistemas de equagdes, temos:

{x’ =a.x+b.y

Y =cx+dy (sistema que representa a relacdo entre os pares (x',y") e (x,y))

"=p.x"+q.y : «
{;,, 22; z, + Z ;’ ,  (sistema que representa a relacdo entre os pares (x",y'") e (x',y"))




4) Qual o sistema que representa a relacdo entre os pares (x"',y"") e (x,y)? Sugestdo: Substitua os valores de x’
e y’ do primeiro sistema, nas equacoes do segundo sistema.

5) Qual a matriz da transformacao geométrica que leva (x,y) em (x",y'")?

P q

6) Comparando a matriz obtida no item anterior e as matrizes [CCL Z e [r S], podemos estabelecer alguma

relacdo entre elas? Qual?

b

d]’ de modo a se

Entdo, dessa forma foi definida a multiplicacdo da matriz [f Z] pela matriz [Z

[P 4] [a b]_[pa+qc pb+qd
obter.[r S]'[c d ra+sc rb+sdl

7) Se invertermos a ordem da realizacdo das transformacgdes T; e T,, havera alguma diferenca no resultado
final? Isso sempre acontece? Sugestdo: Tome um exemplo e use 0 GeoGebra para responder.

8) Faca resumidamente suas conclusdes sobre atividade de hoje.




Aluno(a): Data:

Atividade 7
1) Vamos novamente voltar as duas composi¢des estudadas na atividade anterior:

(i) rotacdo de 90° no sentido anti-horéario seguida de uma reflexdo em torno do eixo x;

D'
3 3
3
C D
2 2
T il Tz
—_— —_—
’ = 3 a 2 1 0

-1 o

ny

-1 -1 -4

(ii) rotagdo de 180° no sentido anti-horario seguida de uma reflexdo em torno da reta y = x.

B

C D’ A
Ty T
e —_—
A c
B

(W]

(a) Obtenha, em cada caso, a matriz que representa cada transformacéo. Caso ndo lembre, consulte as anotacdes
da atividade anterior.

(b) Obtenha, em cada caso, a matriz da transformagdo geométrica que faz diretamente a transformacgdo do
ABCD no poligono A’B’’C’D”’, efetuando apenas calculos com as matrizes representantes das
transformacdes T; e T,.

2) Na atividade 3 analisamos as coordenadas dos pontos (x,y) e (x',y") da reflexdo em torno do eixo vertical,

! —_— —

1L.x+0. . .
X Y Deste sistema obtemos a matriz

. . -1 0
e obtivemos o swtema{ Y = 0.x+1y [ 0 1].

! — ve
Agora que ja sabemos multiplicar matrizes, responda: a representacdo matricial [;,] = [ 01 (1)] . [y] é

. . x'=-1x+0.y
2
equivalente ao sistema { Y =0x+1y .




Como podemos observar na representacdo matricial acima, os pontos (x,y) e (x',y") foram
apresentados em forma de matrizes com duas linhas e uma coluna (chamamos de matrizes do tipo 2x1).
Poderiamos, entdo, apresentar estes pontos como uma matriz diferente? Justifique sua resposta.

3) Se refletirmos o ponto A(2, 3) em relagéo ao eixo vertical, qual ponto obtemos?

-1 0

0 1]. Entdo, poderiamos

4) Sabemos de atividades anteriores que a matriz da reflexdo em torno do eixo y € [

ter respondido a questdo anterior fazendo o seguinte calculo: [_01 (ﬂ . [g] =

5) Podemos ainda obter a reflex&o dos pontos B(2,4), €C(0,—3) e D(—2,1) em relagdo ao eixo y, efetuando:
[—1 O] [2 0 —2] _
o 1I's4 -3 1

Use o0 GeoGebra para confirmar os calculos das questfes 3, 4 e 5.

6) Na figura abaixo temos a letra mailscula L, determinada pelos pontos A, B, C, D, E e F. Se desejarmos
realizar a reflexdo dessa letra em relacdo ao eixo y, qual multiplicacdo de matrizes devemos fazer?

4]

6) Faga o calculo e obtenha os novos pontos A’, B’, C’, D’, E’ ¢ F’ gerados pela transformacéo de reflex&o.

7) Use GeoGebra para verificar se sua resposta esta correta.




Aluno(a): Data:

Atividade 8

1) Pesquise na internet o significado da palavra transladar?

2) Na situacdo abaixo o poligono A’B’C’D’ é uma transla¢do do poligono ABCD, isto ¢é, foi obtido do poligono
ABCD através de dois movimentos, um na horizontal e outro na vertical.

o D
2 1
T
1 >
1 o 1
-1
o 1 2 3

Sendo assim, analise a transformacao e responda:

(@) Quantas unidades na horizontal e na vertical o poligono ABCD deve ser deslocado para que, ao final,
coincida com o poligono A’B’C’D’?

(b) Os valores dos deslocamentos obtidos acima podem ser representados através de um vetor 1 de duas
- —_ H - 2
maneiras uma na forma de par ordenado u = (2,—1) e a outra na forma de matriz coluna u = [ 1]. Qual o

significado do sinal negativo na primeira componente do vetor 1?

(c) Costumamos dizer que a translagdo é definida por um vetor que estabelecera a direcdo, o sentido e a
distancia do deslocamento. Use o GeoGebra para transformar o poligono ABCD no poligono A’B’C’D’.

(d) Qual a relagdo entre as coordenadas (x, y) do poligono ABCD ¢ as coordenadas (x’, y’) do poligono
A’B’C’D’?




3) Nas situagdes abaixo o poligono A’B’C’D’ também é uma translacdo do poligono ABCD. Assim como foi
feito na atividade anterior, analise cada situacdo e responda:

& &
4 4
3 3
T
_—

4 ] [u] 1 2 3 4 ]
3 3
C D C D
2
T
1 —_— 1
3 2 1 8] 1 2 3 3 2 1 o] 1 2 3
3 3
C D
2 2

(@) Quantas unidades na horizontal e na vertical o poligono ABCD deve ser deslocado para que, ao final,
coincida com o poligono A’B’C’D’? Represente sua resposta em forma de vetor.

(b) Qual a relagdo entre as coordenadas (x, y) do poligono ABCD e as coordenadas (x’, y’) do poligono
A’B’C’D’?




4) Podemos expressar estas transformacdes da mesma maneira que as estudadas anteriormente? Qual a
diferenca? Justifique.

5) Apresente uma forma matricial para estas transformacdes.

6) Utilize a forma matricial obtida na questdo acima para calcular a matriz correspondente a translagcdo dos
vértices do poligono ABCD da segunda situacéo e em seguida compare o resultado obtido com a matriz coluna
que representa cada vértice do poligono A’B’C’D’. Qual sua conclusao?

7) Agora que ja sabemos adicionar matrizes, obtenha a translagdo de 3 unidades para direita e 2 unidades para
baixo do poligono cujos vértices sdo os pontos A(1, 4), B(4, 1) e C(2, -1). Use o GeoGebra para confirmar sua
resposta.




