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RESUMO

Impelida a contribuir com a melhoria do ensino de matemaética na qual o docente
necessita praticar agoes que envolvam os alunos de forma a provocar interesse pelos
contetidos e torna-los ativos na construcao do conhecimento, desenvolvemos esse tra-
balho a partir de aulas ministradas, aplicando a Sequéncia de Ensino de George Polya,
descrita em seu livro A Arte de Resolver Problemas, para estimular a resolucao de ques-
toes envolvendo o calculo de volumes de sélidos geométricos. Esta sequéncia sugere que
a elaboragao da solugao de problemas matematicos seja organizada em quatro etapas:
Compreensao do problema; Estabelecimento de um plano para solucionar o problema;
Execugao do plano e Retrospecto da resolucao, visando, assim, uma aprendizagem sig-
nificativa e promovendo uma heuristica que sera levada além do ambiente escolar. As
aulas foram ministradas a partir da 6ptica Ausubeliana, sempre tentando identificar
na estrutura cognitiva dos alunos, conceitos relevantes preexistentes a fim de que os
novos conhecimentos sejam ancorados, promovendo crescimento e maturacao do aluno.
Apresentamos também um capitulo sobre volume de solidos geométricos com demons-
tragoes das formulas sobre seus respectivos volumes fundamentados no Principio de
Cavaliere. Concluimos o trabalho apresentando o desenvolvimento das aulas e as so-

lucoes dadas pelos alunos utilizando as etapas da Sequéncia de Ensino de George Polya.

Palavras-chave: Ensino de Matematica, Sequéncia do Polya, Aprendizagem Signifi-

cativa.



ABSTRACT

Encouraged to contribute to the improvement of mathematics teaching in which the
teacher needs to practice actions that involve the students in order to provoke interest
in the contents and make them active in the construction of knowledge, we develop
this work from the classes taught, applying the Sequence of George Polya, described
in his book The Art of Solving Problems, to stimulate the resolution of questions in-
volving the calculation of volumes of geometric solids. This sequence suggests that
the elaboration of the solution of mathematical problems is organized in four stages:
Understanding the problem; Establishment of a plan to solve the problem; Execution
of the plan and Retrospect of the resolution, aiming, thus, a significant learning and
promoting a heuristic that will be taken beyond the school environment. The classes
were taught from the Ausubelian perspective, always trying to identify in the cognitive
structure of the students, preexisting relevant concepts in order for the new knowledge
to be anchored, promoting student growth and maturation. We also present a chapter
on volume of geometric solids with demonstrations of the formulas on their respective
volumes based on the Cavaliere Principle. We conclude the work by presenting the
development of the classes and the solutions given by the students using the steps of

the George Polya Teaching Sequence.

Keywords: Mathematics Teaching, Polya Sequence, Significant Learning.
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1 INTRODUCAO

1 INTRODUCAO

O processo de Ensino-aprendizagem na contemporaneidade apresenta desafios a pra-
tica docente, sugerindo ao educador uma mudanca de postura no desenvolvimento de
suas aulas, impelindo ser um docente criativo e condescendente.

Em tese, encontramos em sala de aula, estudantes passivos na construcao de seu
conhecimento e reprodutor de modelos de solucoes de questoes propostas pelos livros
didéticos, ocasionando um cenario de desmotivacao.

Induzida pela modificagao de conduta em sala de aula e pelas informacoes de facil
acesso do alunado trazidas para o ambiente escolar apresentamos, nesse trabalho, uma
intervencao em sala de aula aplicando a Sequéncia de Ensino de George Polya, na
resolucdo de problemas, fundamentada na Teoria da Aprendizagem Significativa de
David Ausubel, como ponte reflexiva para uma mudanca de atitude dos docentes.

As aulas foram desenvolvidas com intuito de aplicarmos a Sequéncia de Ensino ela-
borada por George Polya e publicada no livro "A arte de resolver problemas", buscando
tornar o estudante um sujeito ativo no processo Ensino-aprendizagem e verificando si-
multaneamente a aplicabilidade da sequéncia no ensino de Geometria Espacial.

Estudioso da psicologia educacional David Ausubel elegeu uma génese na sua teoria

de aprendizagem.

Se tivesse que reduzir toda a psicologia da educacdo a
um s6 principio, diria o sequinte: O fator isolado mais
importante que influencia a aprendizagem é aquilo que
o aprendiz jd sabe. Averigue isso e ensine-o de acordo.

(Ausubel, 1968, p. iv)

No processo de intervencao que desenvolvemos, aplicando a Sequéncia de Polya,
foram propostas resolucoes de problemas em sala de aula de forma a proporcionar um

entendimento reflexivo favorecendo uma aprendizagem com significado para o discente,

16



1 INTRODUCAO

afastando-se das resolucoes tradicionais de questoes que privilegiam a repeticao de
tarefas predeterminadas.

A Sequéncia de Polya é estruturada por quatro etapas sequenciais que se compor-
tam adstritos, intituladas: Compreensao do Problema, Estabelecimento de um plano,
Execucao do plano e Retrospecto. As apresentagoes dos problemas a serem soluciona-
dos em cada aula sempre foram propostas pelo professor, que também direcionou os
alunos a seguir as fases da sequéncia de ensino sugerida, norteando-os, mas sem inter-
ferir demasiadamente nos modelos! desenvolvidos pelos estudantes. George Polya ja
apresentava em seu livro "A Arte de resolver Problemas"a preocupacao com o auxilio

exacerbado do professor.

O estudante deve adquirir tanta experiéncia pelo traba-
lho independente quanto lhe for possivel. Mas se ele for
deizado sozinho, sem ajuda ou com auzilio insuficiente,
€ possivel que nao experimente qualquer progresso. Se o
professor ajudar demais, nada restard para o aluno fa-
zer. O professor deve auxiliar, nem demais nem de me-
nos mas de tal modo que ao estudante caiba uma parcela

razodvel do trabalho. (Polya, 1995, p 1)

Abordamos o contetido sobre volume de solidos geométricos nas aulas da interven-
cao. Tal contetdo é estudado na disciplina de Geometria Espacial no segundo ano do
Ensino Médio, no qual os alunos apresentam uma rejeicao inicial pelo fato da necessi-
dade de planificar os s6lidos. Para alguns estudantes a falta de materiais manipuléveis
para conclusao de suas observagoes e a dependéncia do contetido sobre areas de figuras
planas tornam as resolucoes dos problemas envolvendo sélidos geométricos, complica-
das e arduas.

Desejando incentivar os discentes para o objeto de estudo proposto, transformamos

o ambiente de sala de aula, em territério cooperativo e dialogico, provendo sujeitos

IPossiveis solucoes para o problema proposto.

17



1 INTRODUCAO

ativos na construcao de suas solugoes e possiveis questionamentos.
David Ausubel expressa preocupacao as resolucoes de problemas via atividades de
memorizacao, apontando possivel plano de recuperacao de atividades ativas para os

alunos.

[...] uma vasta erperiéncia na realiza¢io de erames
faz com que os estudantes se tornem adeptos da me-
morizacao, nao sé de proposicoes e de formulas chave,
mas também de causas, erxemplos, razoes, explicacoes
e formas de reconhecimento e de resolugcao de "proble-
mas tipo". Pode evitar-se melhor o perigo da simulac¢ao
memorizada da compreensao significativa através de co-
locacao de questoes e de problemas que possuam uma
forma nova e desconhecida e exijam uma transformacao
mdzima de conhecimentos ezistentes. (Ausubel, 2003,

p.131)

Como professor de uma escola publica da rede Estadual da Cidade de Juazeiro do
Norte, no Estado do Cearé, aplicamos a Sequéncia de Polya a uma turma com 40
(quarenta) alunos em média. As aulas tinham dura¢ao de 50 min (cinquenta minutos)
e eram realizadas no turno regular de escola. Ocorriam dois encontros semanais com
duas aulas seguidas, realizadas nos meses de Agosto e Setembro de 2018.

Como o foco era a aplicacao de uma metodologia de resolugao de problemas usando
a Sequéncia de Ensino de Polya necessitava-se que o alunado ja estivesse de posse
das definicoes e equagoes envolvidas para o calculo de volumes de sélidos geométricos.
No més de Agosto do corrente ano apresentamos segundo o plano anual de ensino o
conteudo proposto.

Apoés a realizagao das aulas explanatorias aplicamos um questionério para iden-
tificarmos o estado de interesse e aceitacao dos contetidos de mateméatica por parte

dos alunos. Foi aplicada uma sondagem para levantamento de dados que nortearam o

18



1 INTRODUCAO

nivel inicial da aplicacao da sequéncia de Polya e reconhecimento das concepcoes dos
estudantes sobre o objeto em estudo.

Sempre sugerindo uma mudanca de postura do docente na realizacao de suas aulas,
aplicamos a Sequéncia proposta, desejando provocar o conhecimento prenunciado em
cada aula visando desestruturar o ensino tradicional.

A mudanca de comportamento em sala de aula nem sempre é bem compreendida
e/ou desejavel, mas esperamos uma reflexao pela classe docente em rela¢ao a aplicagao
da Sequéncia de Polya na resolucao de problemas no ensino de matematica, visando
potencializar suas vantagens que serao relatadas nos capitulos desse trabalho.

No capitulo dois abordamos as sequéncias de ensino confrontadas com as sequéncias
didéaticas. Apresentamos a Sequéncia de Ensino de Polya e comentamos a Teoria da
Aprendizagem Significativa de David Ausubel e suas implicagoes para o processo de
Ensino-Aprendizagem em sala de aula.

No terceiro capitulo abordamos o contetido volume dos primas, piramides, cilindros,
cones e esferas os quais foram apresentados de forma aprofundada baseado no Principio
de Cavaliere.

Descreveremos no tltimo capitulo o processo de intervencao, aplicando a Sequén-
cia de Ensino de Polya no estudo do volume dos sélidos geométricos, com alunos do
segundo ano do Ensino Médio. Pensando no oficio d&rduo dos alunos na resolucao de
problemas em matematica tentamos ministrar aulas diferenciadas das tradicionais, bus-
cando estimular os estudantes e motivar uma aprendizagem com significado e utilizacao

no seu cotidiano.

19



2 SEQUENCIAS DE ENSINO

2 SEQUENCIAS DE ENSINO

As Sequéncias de Ensino sdo ferramentas importantes para as metodologias ativas®
em sala de aula, na qual o professor se comporta como orquestrador do processo ensino-
aprendizagem ao invés de um genuino transmissor de contetudos e figurante da ideia de
tnico detentor do conhecimento.

Percebendo ao longo da caminhada como professora uma realidade de baixo rendi-
mento dos alunos e sucesso de poucos, necessitamos buscar alternativas para melhoria
no ensino de matematica. Nesse sentido as Sequéncias de Ensino se configuram instru-
mentos de organizacao de ambientes de aprendizagem no qual sdo propostos algoritmos?
que visam promover caminhos reflexivos para a resolucao de problemas.

Estudiosos aplicam as Sequéncias de Ensino em sala de aula com a intencao de fa-
vorecer ambiente que torne o educando parte ativa no processo educacional, retomando
seu conhecimento de mundo e conduzindo a conduta do educador.

Neste capitulo apresentaremos a Sequéncia de Ensino, bem como Sequéncia Dida-
tica abordando suas diferencas e destacaremos a Sequéncia de Polya.

Na literatura nao encontramos uma definicao formal para Sequéncias de Ensino.
Sendo assim buscamos fazer um levantamento experimental baseado na vivéncia do-
cente de intervencoes pedagogicas com uso das Sequéncias de Ensino, visando estabe-
lecer objetivos e pontos de divergéncia das Sequéncias Didaticas.

Iniciamos com um levantamento historico das Sequéncias de Ensino com suas fi-
nalidades, para reconhecer pontos de convergéncia, como também expomos uma visao
geral da Teoria da Aprendizagem Significativa de David Ausubel e suas implica¢oes

para o processo Ensino Aprendizagem.

2Promove a inser¢ao do aluno no processo de ensino e aprendizagem. O estudante deixa de ser um
agente passivo e passa a ser um membro ativo na construcao do saber por meio de estimulos sobre o

conhecimento e andlise de problemas.
3Sequeéncia finita de regras, raciocinios ou operacdes que, aplicada a um ntimero finito de dados,

permite solucionar classes semelhantes de problemas.
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2 SEQUENCIAS DE ENSINO

2.1 Sequéncia de Ensino e Sequéncia Didatica

A Engenharia Didatica é uma metodologia aplicada ao aperfeicoamento da pratica
pedagogica. Ela trata dos procedimentos metodologicos de dimensao tedrica e também
experimental da pesquisa em Didatica envolvidos na evolugao de um curso. Podemos
conceber a Engenharia Didatica como sendo o alicerce do planejamento pedagbgico. A
sua importancia para nosso trabalho se di pela definicao formal que a mesma atribui

a Sequéncia Didatica. Segundo Artigue,

Sequéncia Diddtica é um conjunto de aulas planejadas
e analisadas previamente com a finalidade de observar
situacoes de aprendizagem, envolvendo os conceilos pre-
vistos na pesquisa diddtica [...] tal como acontece na
execucao de todo projeto, € preciso estar atento durante
as sessoes ao maior numero de informacoes que podem
contribuir no desenvolvimento do fenémeno investigado.

(1996 apud PAIS, 2001, p.157)

Artigue também caracteriza a Engenharia Didatica como uma estrutura no campo
de experiéncias em sala de aula observando, analisando e realizando as Sequéncias de
Ensino. Portanto para Artigue (1996, pag. 196) a Engenharia Didatica, "caracteriza-se
ainda, relativamente a outros tipos de investigagao baseados nas experimentacoes na
sala de aula, pelo registro no qual se situa e pelos modos de validagao que lhe estao
associados".

A Engenharia Didatica é apresentada em quatro fases: 1) Anélises preliminares,
2) Analise a priori, 3) Experimentagio e 4) Anélise a posteriori, que precedem a or-
ganizacdo da estrutura das aulas, indicando agdes para garantir o contrato diddtico®

concebido.

4De acordo com Brousseau (1986 apud SILVA, 1999, p.43) "chama-se contrato diditico o conjunto
de comportamentos do professor que sao esperados pelos alunos e o conjunto de comportamentos do

aluno que sao esperados pelo professor."
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Neste sentido construimos a Sequéncia Didatica que ird4 nortear a aplicacdo em
sala de aula da Sequéncia de Ensino que se deseja executar, desde o levantamento das
dificuldades e obstaculos, conhecimentos prévios dos alunos, condicoes de trabalho até
sua execugao.

Como salientamos anteriormente a Sequéncia de Ensino nao é definida formalmente
e sua designagao é usada inadequadamente no sentido de indicar Sequéncia Didatica.
Conforme apresentado nessa dissertacao as sequéncias citadas sao fundamentadas em
etapas a serem seguidas, mas com propositos de atuacgao diferentes. E importante
designar a diferenca entre tais concepgoes, com a finalidade de esclarecimento dos
termos e explicitar suas propostas e objetivos.

E neste contexto que a pesquisadora SOUZA (2013, p.50), propde um quadro® de
definicoes e objetivos para as Sequéncias de Ensino e Sequéncias Didaticas e sugere

area de atuacao.

Com esta tentativa de estabelecer diferenca entre os con-
ceitos ora explicitados, pudemos perceber que eles se re-
ferem basicamente a dois contextos: o ensino e a pes-
quisa. Apesar de possuirem uma inter-relagio e por es-
tarem associados a contextos educacionais, podem ser
trabalhados separadamente ou de forma conjunta, de
acordo com 0s objetivos da proposta em que estiverem

inseridos. (SOUZA 2013, p.51)

Atestando o que propoem o quadro apresentado na figura 2.1, usaremos a Sequéncia
Didatica para planejamento e elaboracao dos planos de aula, questionarios e testes
de sondagem que serao alicerce para aplicacao da Sequéncia de Ensino do Polya na

intervencao em sala de aula no desenvolvimento deste trabalho.

®Quadro alterado do original, produzido por (SOUZA, 2013, p.50), suprimindo situagao didética,

que nao serd citado neste trabalho.
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SEQUENCIA
DIDATICA

SEQUENCIA DE ENSINO

Befere-ze 2 organizacio de wmna

sequéncia de aulas, geralmente

Befere-ze 2 organizacio dewm

determinado saber, em etapas

y planejadas para pesquisas | sequenciais, como forma de
DEFINICAO _ N . _
relacionadas 3 Didatica podendo | produzir wm  conhecimento
zer tambémuma producio para o | especifico.
proprio ensino.
¢ Desenvolver pesquizas ¢ COrganizar em etapas
¢ Organizar e onentar sequenciais, produgdes
OBJETIVOS produgdeswoltadas para especificas de ensing

0 ensino

Figura 1: Quadro resumo: Sequéncia de Ensino e Sequéncia Didatica.

Fonte: SOUZA, 2013, P.50.

2.2 Apresentando as Sequéncias de Ensino

Examinando algumas Sequéncias de Ensino elaboradas para matematica desde 1910
por John Dewey até os dias atuais, percebemos as sequéncias de ensino como ins-
trumento de direcionamento de comportamentos e a¢oes para os professores e alunos.
Podemos tracar duas vertentes abordadas nessas Sequéncias: Em primeiro foco existem
sequéncias que sao destinadas a sugerir algoritmos para serem seguidos pelos estudan-
tes na resolucao de problemas em sala de aula ou longe dos dominios escolares para
estruturagao das solucoes, um segundo foco é na postura do professor como mediador
de atividades em sala de aula, promovendo etapas de conducao do ensino.

O matematico Hungaro George Polya (2006, p.xix) no seu livro A Arte de Resolver
Problemas, traduzido de: How to Solve it: a new aspecto of mathematical method,
orienta aos estudantes uma estrutura de exploracao de quatro passos a fim de orien-
tar a resolugao de problemas. 1) Compreensao do Problema: momento de entender o

problema a ser resolvido, 2) Elaboragao de um Plano: Construir um plano para solu-
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cionar o problema, partindo da determinagao da(s) incognita(s), 3) Colocando o plano
em agao: momento de execugdo do plano proposto e 4) Reflexdo: revisando a solugao
encontrada, para valida-la e tentar aperfeicoar o caminho seguido, para servir de norte
para as proximas situacoes.

A estratégia apresentada por Polya é uma Sequéncia de FEnsino que utiliza algorit-
mos norteadores para os alunos executarem suas atividades de resolucoes de problemas.
George Polya (1995, p.v) preconiza que os problemas apresentados pelos docentes de-
vem desafiar a curiosidade dos estudantes e estimular as faculdades inventivas. Nesse
processo de aprendizagem, o professor tem o consideravel papel de auxiliar seus alunos,
tentando compreender o que se passa em sua cabeca e realizar perguntas questionadoras

e estimuladoras.

Figura 2: George Polya.

Fonte: https://www.goodreads.com/photo/author/663311.George

Por outro lado a Sequéncia de Ensino proposta pelo Professor Herminio Borges®

5Precursor dos Estudos e Pesquisas em Didatica da Matemética no Ceard e membro do Grupo

Fedathi.
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(GRUPO FEDATHI)? formalizada em 1996 (BORGES NETO, 1998, p.7), direcionada
para estudos no ensino de mateméatica intitulada Sequéncia FEDATHI, apresenta um
conjunto de etapas direcionadas aos docentes, que indiretamente coordena o compor-
tamento dos estudantes em sala de aula, sempre se opondo ao ensino tradicional que
concentra seu desenvolvimento da aprendizagem na aplicacdo de uma tarefa e sua so-
lugado sem etapas intermediarias. As fases da Sequéncia sao denominadas: 1) Tomada
de Posigao, 2) Maturacao, 3) Solugao e 4) Prova.

As Sequéncias do Polya e FEDATHI foram concebidas em épocas diferentes e com
objetivos distintos, mas percebemos pontos de confluéncia. Em estudo, a Pesquisadora
Maria José de Araijo Sousa (Sousa, 2013, p.52), estabelece os elementos de interseccao
entre as Sequéncias de Ensino a partir de uma investigacao historica desde Dewey -
1910, passando por Graham Walls 1926, Joseph Rossman 1931, Duncker 1945, George
Polya 1954, Dina e Pierre: Modelo van Hiele 1957, Barnett Rich 1971, Nérici 1973,
Schoenfeld 1985, Broussen: Teoria das Situacoes Didéaticas 1988, Michele Artigue 1988,
Gusman 1991 até Borges Neto: Sequéncia Fedathi 1996, concluindo cincos pontos de
convergéncia: 1) A compreensdo do enunciado, 2) A compreensao do problema, 3) A
busca de varias estratégias de resolugao, 4) A aplicagao das estratégias e 5) A revisao
e a comprovacao do processo seguido.

Para evitar enganos e solugoes equivocadas é importante o estudante seguir todos
os passos sugeridos. As Sequéncias de Ensino devem apresentar dependéncia entre as
etapas, para fugir do modelo tradicional de ensino que estabelece uma relacao unilateral
entre docente e educando com a prevaléncia da passividade na aprendizagem por parte
do aluno como propoe Mizukami (1986, p.11), relatando o conhecimento humano como

meramente armazenamento de informacoes.

"Grupo de Pesquisa em Educacio Matematica, atualmente composto por professores da Universi-
dade Federal do Cearé - UFC, Universidade Estadual do Ceara UECE e alunos do curso de Mestrado
e Doutorado da Faculdade de Educacao FACED - UFC.
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Y

& I"\u |
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N
Figura 3: Prof. Herminio Borges Neto.

Fonte:

http://proativa.virtual.ufc.br/sipemat2012/papers /679 /submission /director,/679.pdf

...atribui-se ao sujeito um papel irrelevante na elabo-
racao e aquisicao do conhecimento. Ao individuo que
estd "adquirindo "conhecimento compete memorizar de-
finicoes, enunciados de leis, sinteses e resumos que lhe
sao oferecidos no processo de educacao formal a partir

de um esquema atomistico.

As Sequéncias de Ensino favorecem aos discentes a busca de seus proprios conhe-
cimentos, e ampara a pratica docente no sentido de dar oportunidade de mobilizacao
por parte dos alunos na construcao de seus conhecimentos, adquirindo competéncias

bésicas para prosseguimento nas suas producoes, como sugere Moretto.
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A wisao tradicional da aprendizagem diz que o aluno
aprende todo o contetiido que o professor passa e o de-
volve nas avaliacoes. Mas ele aprende na medida que
recebe informacoes e delas se apropria, dando signifi-
cado e construindo seu proprio conhecimento. Ensinar
é oportunizar essa construcdgo. (...) O aluno decora
0s niumeros primos, mas nao sabe porque eles sao pri-
mos. Dessa forma, ele nao assimila o conteido. Quem
nao entende o que estd fazendo, nao se mobiliza. (MO-

RETTO, 2014).

Podemos perceber claramente a funcao de facilitador e mediador que o professor
desempenha, quando adota como metodologia de ensino as Sequéncias de Ensino, cor-
roborando com a defini¢do da postura do docente em sala de aula de Assmann (2000)
na qual propde que a "funcao ja nao sera a da transmissao de saberes supostamente
prontos, mas o de mentores e instigadores ativos de uma nova dindmica de pesquisa-
aprendizagem."(ASSMANN, 2000, p. 08)

Ainda concebendo o papel do professor, concernente com as Orientagoes Curricu-
lares do Ministério da Educacao que preconiza aprendizagem auténoma e continua,
preparando o jovem para participar de uma sociedade complexa, (MEC, 2006, p.6),
compreendemos o orquestrador (professor) com o importante desafio de tornar sua
aulas estimulantes, despertando curiosidades e tentando minimizar as dificuldades es-
pecificas do conteudo a ser trabalhado, para posteriormente os estudantes mobilizados

prosseguirem de forma ativa na construgao de seu conhecimento.

2.3 Sequéncia de Ensino do Polya

No seu livro "A Arte de resolver problemas"George Polya (1995, p.1) recomenda
que o estudante adquira experiéncia auténoma pelo trabalho quanto lhe for factivel e

apresenta o professor como discreto cooperador do discente.
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A Sequéncia de Ensino do Polya é uma proposta de resolucao de problemas seguindo
quatro etapas. Essa abordagem de ensino estimula a curiosidade e desenvolve atitudes

de investigador, como aponta Dante (1991).

[...] € possivel por meio da resolugao de problemas de-
senvolver no aluno iniciativa, espirito explorador, cri-
atividade, independéncia e a habilidade de elaborar um
ractocinio ldgico e fazer uso inteligente e eficaz dos re-
cursos disponiveis, para que ele possa propor boas solu-
coes as questoes que surgem em seu dia-a-dia, na escola

ou fora dela.(Dante, 1991, p.25).

Portanto o docente estd diante de um desafio, estimular no alunado o gosto pela
resolucao de problemas. Polya (1995, p.v) acredita que os estudantes se sentem ins-
tigados quando os problemas apresentados sao compativeis com seus conhecimentos e
estimulados por indagacoes e sugestoes. Para George Polya as indagacoes e sugestoes
tém génese no simples senso comum e apresentam generalidade que traduz para o aluno

apenas uma direcao geral a ser seguida na pavimentacao da resolucao dos problemas.

Todas as indagacoes e sugestoes da nossa lista sao natu-
rais, simples, obvias, apenas o bom senso comum, mas
elas formulam este bom senso em termos gerais. Elas in-
dicam uma certa conduta que se apresenta naturalmente
a toda a pessoa que esteja realmente interessada no seu
problema e tenha alguma dose de bom senso. (Polya,

1995, p.2)

O discente deve estar familiarizado com o contetido, objeto de estudo que serd

abordado na resolucao dos problemas e deverd ter muitas oportunidades de praticar
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e para facilitar a construcao da solucao precisard imitar confec¢oes de solucoes apre-
sentadas anteriormente pelo docente, pois para Polya a resolucao de problemas é uma
competéncia pratica (Polya, 1995, p.6).

E relevante comentar que Polya (1995, p.124) difere os problemas em dois grupos:
Os "problemas de determinacao"que tém objetivo de apontar o valor de uma incognita
ou construir objetos, como em certos problemas de algebra, a incégnita ¢ um nimero
e em um problema de tracado geométrico a incdgnita é uma figura e os "problemas de
demonstracao"que visam apresentar conclusoes acerca da veracidade de uma afirmacao
claramente enunciada.

Para facilitar inferéncias e integrar os conceitos a respeito da Sequéncia do Polya,
como sugere (Vekiri, 2002, p.287) apresentamos um mapa conceitual que relaciona a
estrutura da sequéncia de ensino e o papel dos professores e alunos no processo de
Ensino-Aprendizagem.

A Sequéncia do Polya como ja declarado anteriormente é organizada por quatro
etapas sequenciais: 1) Compreensdo do problema, 2) Elaboragdo de um plano, 3)
Colocando o plano em acao e 4) Reflexdo. A seguir detalharemos cada fase da sequéncia,
sempre fazendo correspondéncia com as condutas dos professores e alunos e levando
em consideracao o bom senso e as indagagoes pertinentes a resolucao dos problemas.

i) Compreensao do Problema

A compreensao do problema tem sua origem na forma de apresentacao do profes-
sor, pois os alunos necessitam desejar resolver o problema. Para Polya (1995, p.7) o
problema deve ser bem selecionado, deve ser natural, nem trazendo muita dificuldade
nem muito facil.

O docente deve ter preocupacao em conceder um tempo significativo, natural e
inspirador na apresentacao do problema, sempre se empenhando na forma de despertar
no aluno o interesse pelo problema.

Familiarizado com o enunciado do problema o aluno devera identificar quais os
dados apresentados, que incognita deve ser determinada e verificar a existéncia das

condicionantes envolvidas, caso seja um "Problema de determinacao”. A partir dessas
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Figura 4: Mapa Conceitual da Sequéncia de Ensino de George Polya

Fonte: Autor.

averiguacoes o discente formalizara a notacao adequada para encaixar os dados levan-
tados e cuidadosamente aperfeicoar a compreensao do problema, relacionando-o com
algum outro problema anteriormente resolvido.

Para reforcar a compreensao do problema George Polya (1995, p.25) sugere dois es-
tégios: a "familiarizacao"e o "Aperfeicoamento da compreensao", onde trés indagagoes
devem ser respondidas pelos envolvidos na construcao da solucao da tarefa, "Por onde
comecar?", "Que posso fazer?"e "Qual vantagem em assim proceder?". Esses questi-
onamentos favorecem a determinacao das partes elementares do problema, hipotese e
conclusao, caso seja um "Problema de demonstracaoe elucida elementos que tracarao
o caminho a ser percorrido.

Para iniciar a préoxima etapa da sequéncia confiante que o problema realmente foi

compreendido, Polya (1995, p.26) recomenda, "Procure contato com seus conhecimen-
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tos anteriormente adquiridos. Tente pensar naquilo que ja serviu de auxilio em situa-
coes semelhantes. Tente conhecer alguma coisa de familiar no que examina e perceber
algo de util naquilo que reconhecer".

ii) Elaboragao de um Plano

Nessa etapa os discentes idealizam um plano de acao a ser executado para obten-
cao da incognita desejada. Novamente o professor tem importante participacao no
processo, auxiliando com sugestoes que colaboram com o desenvolvimento das ideias
fundamentais para a elaboragao do plano, como preconiza Polya (1995, p.9) "A melhor
coisa que pode um professor fazer pelo seu aluno é propiciar-lhe, discretamente, uma
ideia luminosa".

Indubitavelmente essa etapa requer uma maior dedicacao do alunado, logo deman-
dara maior parte do tempo de uma aula. E necessério que o professor estabeleca
critérios de delimitacao a duracao do tempo destinado a Elaboracao do Plano, sem
pressionar os estudantes.

Essa fase apresenta quesitos relevantes a serem analisadas. Como ja foi dito, ter
em mente um modelo de problema proposto ja resolvido previamente é fundamental
para a boa pavimentacao da sequéncia, mas na maioria das ocasidoes nos deparamos
com uma infinidade de problemas semelhantes e que apresentam pontos de intersecc¢ao.
Nessa perspectiva Polya (1995) indica qual nossa atitude diante da escolha do problema
modelo precedente. "Como, entdo, escolher aquele, ou os poucos, que sao realmente
uteis? HA uma sugestao que vai diretamente a um ponto comum essencial: Considere
a incognita! E procure pensar num problema conhecido que tenha a mesma incognita
ou outra semelhante" (Polya, 1995, p.9).

Durante a aplicacao da sequéncia em sala de aula, os alunos farao perguntas ao pro-
fessor visando obter respostas que mostrem caminhos para solucionarem o problema,
mas diante dessas interrogacoes o docente deve indagar os estudantes com questiona-
mentos esclarecedores e orientadores e nao apresentar o desfecho explicitamente.

Caso as estratégias por analogia mencionadas para elaboracao do plano, nao fun-
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cionem, devemos reexaminar os problemas®, a fim de identificar novos pontos de in-
terseccdo ou descartar parte das condicionantes. George Polya (1995) mostra uma
preocupacao no distanciamento do problema a ser resolvido diante dos diversos pro-

blemas andlogos analisados.

Ao tentarmos aplicar vdrios problemas ou teoremas co-
nhecidos, cogitando diversas modificacoes e ensaiando
problemas auziliares diferentes, podemos distanciar-nos
tanto do nosso problema original que correremos o risco
de perdé-lo por completo. Hd, no entanto, uma boa inda-
gacao que nos pode trazer de volta a ele: Utilizou todos

0s dados? Utilizou toda a condicionante? (Polya, 1995,

p.10)

iii) Colocando o Plano em acao

Oportunidade dos estudantes executarem o plano estruturado na fase anterior, de
forma paciente e concentrada, para honestamente desenvolver corretamente e confiante
todas as operacgoes concebidas e previstas.

Nessa etapa, a indagacao "Que posso fazer?"propoe um discente detalhista e intui-

tivo e que,

80 problema a ser solucionado e o problema andlogo que servird de padrdo para elaboracio do

plano.
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Assequre o seu dominio. Realize detalhadamente todas
as operacoes algébricas e geométricas que jd verificou
serem wvidveis. Verifique a correcao de cada passo, pelo
raciocinio formal ou pela intuicao, ou de ambas as ma-
neiras. Se o seu problema é muito complexo, pode distin-
guir passos "grandes"e "pequenos”, constituindo-se cada
grande passo de diversos pequenos. Verifique primeiro os

grandes e passe depois para os pequenos. (Polya, 1995,

p.26)

Esse é o perfodo de apresentacao dos resultados obtidos, e apesar do rapido des-
fecho positivo para alguns discentes, outros necessitarao de mais tempo para alcancar
o objetivo e podera surgir em sala de aula uma inquietacao momentanea, que o pro-
fessor com sua experiéncia deve tornar em momento de incentivo, como aconselha os

pesquisadores Santana, Borges Neto e Rocha (2004),

[...Jcabe ao professor mostrar aos alunos nesta fase que
a construcao de conhecimentos envolve erros, acertos e
confrontacao de ideias. Neste sentido, o professor deve
valorizar todas as solucoes debatidas independentemente
de estarem corretas ou nao. O raciocinio deve ser valo-
rizado e nao somente as respostas. (BORGES NETO,
Herminio, SANTANA, José Rogério, ROCHA, FEliza-
beth Matos, 2004, p.6)

Perceptivelmente o professor encontra-se novamente em destaque nessa fase da
sequéncia, momento em que os alunos exibirao suas producgoes e o docente formali-
zard a solugao do problema.

iv) Reflexao
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Esta etapa visa & consolidacao da Arte de Resolver Problemas, que sugere uma
retrospectiva do processo, focando no aperfeicoamento da compreensao da solucao,
concernente a sugestao de Polya (1995, p. 14), "Se fizerem uma reflexdo da resolugao
completa, reconsiderando e reexaminando o resultado final e o caminho que levou até
este, poderao consolidar o seu conhecimento e aperfeicoar a sua capacidade de resolver
problemas".

George Polya (1995) propoe uma lista de procedimentos que devem ser seguidas

pelos discentes para execucao desta etapa.

Considere os detalhes da resolucao e procure tornd-los
tao simples quantos possivel; examine as partes mais
amplas da resolucdao e procure abrevid-las; tente per-
ceber toda resolucao num relance. Procure modificar
vantajosamente as partes maiores e menores da resolu-
cao, melhord-la toda e inseri-la tao naturalmente quanto
for possivel, nos seus conhecimentos anteriores adquiri-
dos. Eramine o método que o levou a resolucao, para
caracteriza-lo e utilizd-lo em outros problemas. Fxa-

mine o resultado e procure utilizd-lo em outros proble-

mas. (Polya, 1995, p.27)

O Exito na melhoria da aprendizagem em matematica com a utilizacdo da Sequén-
cia de Ensino do Polya decorre da postura do professor como elaborador e auxiliador
j& o discente como questionador, experimentador e reflexivo. Neste sentido diante da
conquista de resolver problemas em matematica e convicto de ter executado o algo-
ritmo proposto honestamente o aluno estara preparado para responder a pergunta, "E
possivel utilizar o resultado, ou 0 método, em algum outro problema?" (Polya, 1995, p.
14).

A Sequéncia de Ensino do Polya se configura como uma metodologia de ensino que

promove o processo de ensino-aprendizagem, na qual o estudante a partir da realiza-
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cao do plano de acao proposto pela sequéncia, desenvolve sua capacidade de resolver

problemas e reproduzi-los futuramente.

2.4 Aspectos da Teoria da Aprendizagem Significativa

Interacao ¢é a palavra-chave: interacao
entre conhecimentos novos e conhecimentos
prévios |...| havendo interagdo, ambos os
conhecimentos se modificam: o novo passa
a ter significados para o individuo e o
prévio adquire novos significados, fica mais

diferenciado, mais elaborado.

Marco Antonio Moreira

A Teoria da Aprendizagem Significativa de David Ausubel propoe um processo para
obtengao de conhecimento, ou seja, é uma aprendizagem cognitiva, que Moreira (1999,
p.151) apresenta como resultado "o armazenamento organizado de informacoes na
mente do ser que aprende, na sua estrutura cognitiva'.

Na Teoria Ausubeliana os conceitos que os alunos trazem consigo sao marcos influ-
enciadores importantes no processo de obtencao de informagoes, que Ausubel (2003)

define.
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O processo de aquisicdo de informacoes resulta em uma
alteracao quer das informacoes recentemente adquiridas,
quer do aspecto especificamente relevante da estrutura
cognitiva, & qual estao ligadas as novas informacoes. Na
maioria dos casos, as novas informacoes estao ligadas
a um conceito ou proposicao como ideias relevantes da
estrutura cognitiva. De forma a indicar que a aprendiza-
gem significativa envolve uma interacao seletiva entre o
novo material de aprendizagem e as ideias preexistentes
na estrutura cognitiva, iremos empregar o termo anco-

ragem para sugerir a ligacao com as ideias preexistentes

ao longo do tempo (AUSUBEL, 2003, p. 03).

Moreira (2011, p.24) exprime duas condi¢oes para a aprendizagem significativa
1) o material de aprendizagem deve ser potencialmente significativo e 2) o aprendiz
deve apresentar uma predisposicao para aprender. A primeira premissa se refere a
livros didaticos, simulacoes, aulas que se relacionem com a ’estrutura cognitiva’® do
alunado, que lhe atribuira significado. Ja a segunda condicao mostra a dependéncia da
existéncia na estrutura cognitiva de ideias-ancora relevantes, que poderao se relacionar
com o conteudo a ser trabalhado, nao versa como interesse em aprender.

E relevante ressaltar que o termo significativo nao pode ser atribuido ao material de
aprendizagem, e sim potencialmente significativo, pois apresenta potencial de receber
significado dado pelos discentes.

Ausubel focaliza uma aprendizagem que valoriza o ganho de significados, modifi-
cando ou completando o ja existente, se contrapondo a aprendizagem mecanica na qual
o objeto em estudo nao mantém relacao com conhecimentos ja existentes na estrutura

cognitiva do estudante. Mas para Moreira (2011, p.32) a aprendizagem significativa e

°E a estrutura cognitiva, entendida como o contetido total de ideias de um certo individuo e sua
organizacao; ou, contetdo e organizacao de suas ideias em uma area particular de conhecimentos

(MOREIRA, 1999, p. 152)
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a mecanica nao constituem uma dicotomia, estao atreladas ao longo de um continuo,

como mostra o a figura 5.

APRENDIZAGEM Ensino Potencialmente Significativo APRENDIZAGEM
MECANICA » SIGNIFICATIVA
Anmazenamento literal, Incorporagio substantiva,

ndo arbitrana, com
significado; implica
COMpreensao,
transferéncia. capacidade
de explicar, descrever,
CINZA enfrentar SINACOES NOVas.

arbitrdno. sem significado: ZONA
NA0 requer compreensio,
resulta em aplicagio
MECanica a situacdes
conhecidas

Figura 5: Visao esquematica do continuo aprendizagem mecanica e aprendizagem sig-

nificativa

Fonte: MOREIRA, 2011, p.32.

A zona cinza apresentada na figura 5, é definida pelo autor (MOREIRA, 2011, p.32)
como sendo o momento da transicao da aprendizagem mecanica para aprendizagem
significativa, é nesse perfodo que o estudante consegue mesmo tendo iniciado os estudos
mecanicamente, a partir de um Ensino Potencialmente Significativo, apresentar uma
aprendizagem significativa.

Na elaboracao dos primeiros subsuncores o método ¢ mecanico, com processo de
captacao e incorporacao de conhecimentos arbitrariamente, corroborando com a ideia
de uma aprendizagem mecanica ser convertida em aprendizagem significativa. Moreira
(1999, p.155) aponta transformagoes em tais subsungores, "A medida que a aprendiza-
gem comeca a ser significativa, esses subsuncores vao ficando cada vez mais elaborados
e mais capazes de ancorar novas informacoes".

Uma preocupacao dos docentes é quanto & comprovacao do alcance efetivo da apren-
dizagem significativa no processo de ensino-aprendizagem. Para Ausubel na avaliagao
deve prevalecer a formacdo e a repeticio. Moreira (2011, p.52) afirma que, "E neces-

sario buscar evidéncias de aprendizagem significativa, ao invés de querer determinar se
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ocorreu ou nao'".

Portanto o professor apresenta um papel importante no processo avaliativo do aluno,
no sentido de propor questoes e problemas que nao sejam familiares aos discentes
provocando transformacgoes do conhecimento incorporado, para completa solucao da
tarefa.

Outra funcao do educador, de incentivo a uma aprendizagem significativa proposta

por Moreira (1999) compreende no minimo quatro etapas imprescindiveis:

(1) Identificar a estrutura conceitual e proporcional da
matéria de ensino, isto €, identificar os conceitos e prin-
cipios unificadores, inclusivos, com maior poder expla-
natorio e propriedades integradoras, e organizd-los hie-
rarquicamente de modo que, progressivamente, abranjam
0s menos inclusivos até chegar aos exemplos e dados es-
pecificos. (2) Identificar quais os subsungores (conceitos,
proposicoes, ideias claras, precisas, estdveis) relevantes
a aprendizagem do conteido a ser ensinado, que o aluno
deveria ter em sua estrutura cognitiva para poder apren-
der significativamente este conteido. (3) Diagnosticar
aquilo que o aluno jd sabe; determinar, dentre os sub-
suncores especificamente relevantes (previamente iden-
tificados ao ¢mapear? e organizar a matéria de ensino),
quais 0s que estao disponiveis na estrutura cognitiva do
aluno. (4) Ensinar utilizando recursos e principios que
facilitem a aquisicdo da estrutura conceitual da matéria
de ensino de uma maneira significativa. (MOREIRA,
1999, p. 162)

Nessa optica o professor apoés investigacao dos subsuncores dos estudantes e nor-

teado por metodologias ativas, favoraveis a reflexao, promovem uma aprendizagem
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significativa ao alunado.
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3 VOLUME DE SOLIDOS

Apresentamos neste capitulo o detalhamento as proposicoes, axiomas, e Teoremas
que fundamentam a Geometria de volume de sélidos.

Antes da definicao formal, apresentamos a ideia intuitiva e alguns exemplos que
facilitam a compreensao inicial do aluno do Ensino Médio ao tema abordado.

Em seguida, tomando como axioma o Principio de Cavaliere, enunciamos e de-
monstramos resultados sobre volume dos prismas, piramides, cilindros, cones e esferas.
Cavaliere expds no tratado "Geometria Indivisibilius", publicado em 1635, cuja gé-
nese remete-se a Democrito e Arquimedes, dois principios baseados nos resultados de
experimentos dividindo solidos em seccoes planas e paralelas.

As demonstracgoes apresentadas foram concebidas a nivel de Ensino Médio, pois
conduziram as explanacgoes em sala de aula, contribuindo para a formacao teodrica dos
discentes, necesséaria a resolucao de problemas com aplicacao da Sequéncia de Ensino

do Polya.

GEOMETRIA

IMDIVISIBILIBYS
CONTINYORYM
Blous quadam rasone promt
P. BOMAYENTYVRA CAVALERI
MEDIOLANWLN
R e i Ao
Promm, A kst arnem Praflef
B b pidess 4 e ok i TP
oA e, D1 E0
MARTIVM VRSINVM

PENNLA HMARGEICGHEN &

Figura 6: Bonaventura Cavaliere e sua Obra Geometria Indivisibilibus

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/BonaventuraCavalieri.
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3.1 Geometria Plana

A seguir apresentamos algumas proposicoes e teroremas de Geometria Plana impor-
tantes para as demosntracoes de resultados sobre volume dos sélidos.

Dizemos que dois triangulos sao semelhantes quando existe uma correspondéncia

biunivoca entre os vértics de um e outro triangulo, de modo que os angulos em vértices

correspondentes sejam iguais.

Figura 7: Triangulos Semelhantes

Fonte: Colecaio PROFMAT versao digital

Na figura 7, os triangulos ABC e A’B’C’ sao semelhantes, com correspondéncia de
vértices A < A', B «+ B',C + C’. Sendo, A= A\’,E = é\’,a = 6\’, existe I > 0 tal

que

AB  BC  AC
A/B/ o B/Cl o A/C/
O ntmero real positivo K é chamado de razao de semelhancga entre os triangulos

ABC e A’B’C’, nessa ordem.

Escrevemos ABC ~ A'B'C’, para denotar a semelhanca entre os triangulos ABC e
A’B’C’, com correspondéncia de vértices A <+ A", B+ B',C + C".

Se ABC ~ A’B’C’" na razao de semelhanca IC, entao K é também a razao entre os
comprimentos de dois segmentos correspondentes quaisquer dos dois triangulos.

As trés seguintes proposicoes estabelecem condicoes suficientes para que dois tri-
angulos sejam semelhantes. Essas proposicoes sao chamadas de casos de semelhanca

entre os triangulos.
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Proposicao 1. Se ABC e A’B’C’ tridngulos no plano, tais que

AB BC AC

K,
A/B/ B/Cl A/C/
entao ABC ~ A'B'C’, com correspondéncia de vértices A <+ A", B <+ B',C < (',

Em particular A= 21\’, B= 23\’, C=0C

Figura 8: Caso de Semelhanca LLL
Fonte: Colegao PROFMAT versao digital

Proposicao 2. Se ABC ¢ A’B’C’ tridngulos no plano, tais que

AB B ~
_:_C:IC e B=D,
A'B" B'C'

entao ABC ~ A'B'C’, com correspondéncia de vértices A <+ A", B <+ B',C < (.

Em particular A= 21/,6 =C'e % =K

Proposicao 3. Se ABC e A’B’C’ tridngulos no plano, tais que A= A\’, B = E\’, entao

ABC ~ A'B'C’, com correspondéncia de vértices A<+ A", B <> B',C < C'.

AB _ BC _ AC

Em particular £= = == = £5

A seguir apresentaremos o conceito de area de figuras Planas.

Definicao 1. A Area de uma superficie limitada é um nimero real positivo associado

a uma superficie de forma tal que:
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A '
A‘A _1“. 4 ﬂ"
B ka' i " B’

Figura 9: Caso de Semelhanca LAL
Fonte: Colegao PROFMAT versao digital

A c’
/\ = j
B c B

Figura 10: Caso de Semelhanca AA
Fonte: Colegao PROFMAT versao digital

e (i) As superficies equivalentes estdo associadas a areas iguais e reciprocamente.

A~ B Area de (A) = Area de (B).

e (ii) A uma soma de superficies esta associada uma area que é a soma das areas

das superficies parcelas.

(C'= A+ B) = Area de (C) = Area de (A)+ Area de (B).

e (iii) Se uma superficie esta contida em outra, entdo sua area ¢ menor (ou igual)

que a area da outra.

B C A= Area de (B) < Area de (A).
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Teorema 1. A razio entre dois retangulos de bases congruentes (respectivamente al-

turas) € igual G razao entre suas alturas (respectivamente bases).

Prova

1° Caso: h; e hy sao comensurivels

o b ol
L) + - b -
£ N ———— —— - =
X ® ‘r
h e ——
:[ x x X h
X - % _
—_— S— | — - 1
R H

Figura 11: Retangulos
Fonte: DOLCE, O. POMPEO, J. N. Fundamentos de Matematica Elementar

Sendo h; e hy comensuraveis existe um segmento x submultiplo comum de hy e ho

tal que
hy =px e hy =q.x.
entao,
hi ho
—=x e —==x
q
logo:

p q hy

Construindo retangulos X(b,x), temos

by hy _h
—=2= *g.

Ry =px e Ry =q.x. Dividindo essas expressoes obtemos:

Ry b
— 2
R4 (2)
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Sendo assim, comparando (1) e (2) temos que:

R p M (3)

Ry ¢ hy

2° Caso: hy e hy sao incomensuraveis

| — . A
¥ iy ¥
mald e —
mdly ¥ h nLly ¥ i
- — |
M +
o b = [ -b -

Figura 12: Construcao de Retangulos

Fonte: DOLCE, O. POMPEQ, J. N. Fundamentos de Matematica Elementar

Sendo h; e hy incomensuraveis, nao existe segmento submiltiplo comum de h e hs.

Consideremos um segmento y submiltiplo de hy (y cabe um certo niimero inteiro

n de vezes em hy), isto é, hy = ny.

Sendo h; e hy incomensuraveis, marcando sucessivamente y em hj, temos que che-

gando a um certo niimero inteiro m vezes, acontece que
m.y < hy < (m+1).y.

Multiplicando membro a membro por niy temos

1 1 1 hi  hm
My — < hy— < (m+ 1)y — = 2 < 1 o 2t
ny ny ny n ny n
Como
hy = ny,
logo:

— =< — 4
n ]’LQ n ( )
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Construindo os retangulos Y(b,y) temos

mY < Ry < (m+1).Y.
Ry=nY =Y = &)

n

Segue entao que

R R
m.— < Ry < (m+1)—=2. (5)
n n

Dividindo a desigualdade por R, temos

e 6
n R, n (6)
Sendo y submultiplo de hy, pode variar, se dividirmos y o valor de n aumenta,

(m

« o~ 1 .
nestas condigoes,”™ e T+) formam um par de classes contignas'® que definem um

inico niimero real, que é Z—; pela desigualdade (4) e é % pela desigualdade (6). Como

Ry _ Iy

esse nimero é Ginico, entao: =+
’ R ho

Teorema 2. A razao entre dois retangulos quaisquer € igual ao produto da razao entre

as bases pela razao entre as alturas.

Prova
Construindo um retangulo auxiliar R(by, hy) e aplicando duas vezes o Teorema 2

temos
R, hq R by
S 22 7
R, hy C Ry by 9

Multiplicando estas expressoes, concluimos que:

Rl R hl b1 Rl bl hl
e G 8
R RQ hQ bQ RQ b2 h2 ( )

Area de Poligonos

Retangulo

1Diz-se que dois subconjuntos infinitos H e K de nimeros racionais sio classes contiguas quando
verificam as condigoes:(K1) Todo ntimero de H é menor que todo ntimero de K; (K2) Para cada ¢ > 0

existem h € H e K € K tais que K — h < e.

46



3 VOLUME DE SOLIDOS

h, Ry R h;
b, o b
R, h

Figura 13: Construindo um Retangulo auxiliar R(by, hs).

Fonte: DOLCE, O. POMPEO, J. N. Fundamentos de Matematica Elementar

D C

Figura 14: Retangulo R(b,h) e o quadrado Q(1,1)
Fonte: DOLCE, O. POMPEQ, J. N. Fundamentos de Matematica Elementar

Dado o retangulo ABCD e fixado o quadrado Q(1,1) como unitario temos:

‘ . R(b,h) R(b,h) b h
rea do Retangulo C o0 1) = Ap o0 1) 11 -
AR = (medida da base b).(medida da altura h)
ou simplesmente,
Ar = b.h. 9)
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Quadrado

Figura 15: Quadrado de lado a
Fonte: DOLCE, O. POMPEO, J. N. Fundamentos de Matematica Elementar

2

Dado um quadrado de lado a, Q(a,a), temos: Ag = a.a = Ag = a* (0o quadrado

¢ um caso particular do retangulo).

Paralelograma

h h
| ! 1
v - - b -

Figura 16: Paralelograma P(b, h) equivalente a um Retangulo

Fonte: DOLCE, O. POMPEO, J. N. Fundamentos de Matematica Elementar

Dado o paralelogramo P(b,h) equivalente a um retangulo cuja base mede b e altura

mede h. Logo:

Ap = AR — Ap =b.h. (10)

Triangulo
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Figura 17: Triangulo ABC equivalente a um Paralelogramo

Fonte: DOLCE, O. POMPEO, J. N. Fundamentos de Matematica Elementar

Dado o triangulo T'(b, h) equivalente a um paralelogramo cuja base mede % Sendo
assim,

h b.h
Ar = AparpLELOGRAMO = AT = bEAT -5 (11)

3.2 O Conceito de Volume

Intuitivamente, o volume de um sélido ¢ a quantidade de espaco por ele ocupado.
Para apresentar esta ideia de quantidade de espaco através de um niimero, devemos
comparé-la com uma unidade, e o resultado dessa comparacao serd chamado de volume.

Com esta ideia intuitiva podemos estimular o aluno instigando-o com algumas per-

guntas que o facam refletir sobre a ideia de volume, como por exemplo,
1. Dadas duas caixas de formas diferentes, qual delas tem o maior volume?
2. Quantos copos com suco sao necessarios para encher uma jarra?
3. Quantos litros de dgua cabem numa caixa d’agua?

4. Quantas vezes o cubo unitirio de aresta 1 cm cabe em um paralelepipedo reto-

retangulo de dimensoes 4cm, 2em e 3em (figura 18) 7

Volume de um so6lido ou medida do sélido ¢ um ntmero real positivo associado ao
solido de forma que:

i. Solidos congruentes tem volumes iguais;
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Figura 18: Paralelepipedo reto-retangulo

Fonte: Leonardo, F. M. de. Conexdes com a Matemaética

ii. Se um soélido S é a reuniao de dois solidos S; e S5 que nao tém pontos interiores
comuns, entao o volume S é a soma dos volumes de S; com Ss.

Comumente os s6lidos sao medidos por uma unidade que é o cubo de aresta unitéria.
Assim, o volume desse cubo ¢ 1. Se sua aresta medir 1em (1 centimetro), seu volume
sera lem? (um centimetro ciibico). Se sua aresta medir 1m, seu volume serd 1m?.

De modo geral, para calcular o volume de um sélido determinamos um ntimero que
corresponde a quantidade de vezes que esse solido contém o cubo. Vale destacar, que
nem sempre os solidos se apresentam numa disposi¢ao espacial onde essa medida sera

possivel, como, por exemplo, quantos cubos de aresta unitéria contém uma esfera.

Figura 19: Cubo de aresta unitaria e s6lido que os contém

Fonte: Leonardo, F. M. de. Conexoes com a Matematica
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3.3 O Principio de Cavaliere

Sem muita dificuldade, conseguimos apresentar o volume de um paralelepipedo re-
tangulo, de forma acessivel aos nossos alunos. Para seguir adiante com os demais
sOlidos, adotamos O Principio de Cavalieri como axioma.

Antes de enuncia-lo, realizamos a seguinte atividade: sobre uma mesa, formamos
uma pilha com certa quantidade de folhas de papel retangulares idénticas, perfeita-
mente bem arrumada, ela ¢ um paralelepipedo retangulo como mostra a figura 9 e,
portanto, tem um volume que podemos calcular. A seguir, modificamos a forma da
pilha sem retirar nem por folha alguma, apenas encostando as maos moldando um

s6lido bem diferente.

| altura

Figura 20: Folhas de papel formando um paralelepipedo

Fonte: Leonardo, F. M. de. Conexoes com a Matematica

Observando as pilhas de papel ¢ possivel notar que:

e A altura das duas pilhas é a mesma, pois tém a mesma quantidade de folhas

idénticas;

e As folhas das duas pilhas ficam a mesma altura da mesa e tém a mesma area,

pois sao idénticas;

e A segunda pilha tem o mesmo volume da primeira, ji que é formada pelas mesmas

folhas e, portanto, ocupa a mesma porcao do espaco.
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De forma intuitiva notamos que tanto no sélido A como no B, mostrados na figura
20, a parte de espaco ocupada pela colecao de folhas é o mesma, ou seja, os dois
solidos formados pela pilha de folhas tem o mesmo volume, fato este observado na
disposi¢ao das folhas em igual quantidade nos dois solidos. Podemos realizar esta
atividade comparativa usando moedas, chegando a mesma conclusao, as duas pilhas

de moeda possuem o mesmo volume.

Figura 21: Pilhas de Moedas
Fonte: http://goo.gl/images/KJBFFy

Para argumentar matematicamente a veracidade desta afirmagao vamos enunciar o
Principio de Cavalieri.

Consideremos os solidos S7 e Sy apoiados em um plano horizontal a. Conside-
remos também o plano 3, paralelo a «, que, ao seccionar S;, também secciona Sy,
determinando duas regioes planas de areas A; e A,.

Nessas condicoes, se para todo plano S tem-se que A; = A,, entao,

VOl(Sl) = VOZ(SQ)

O fato que descrevemos acima ¢é formalizado pelo Principio de Cavalieri ou postulado
de Cavalieri (Francesco Bonaventura Cavalieri, 1598 1647).

Axioma (Principio de Cavalieri): Sao dados dois solidos e um plano. Se todo
plano paralelo ao plano dado secciona os dois sélidos segundo figuras de mesma area,

entao, esses dois s6lidos tém mesmo volume.
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Figura 22: Solidos S7 e Sy

Fonte: Dante, L. R. Matematica: Contexto e Aplicacoes

A aplicacao do principio de Cavalieri, em geral, implica a colocacao dos s6lidos com

base num mesmo plano, paralelo ao qual estao as secgoes de areas iguais.

3.4 Paralelepipedo Retangulo

Antes de apesentar o volume do paralelepipedo, precisamos de algumas proposigoes
importantes:
Usaremos a notagao P(a,b,h) para indicar um paralelepipedo de comprimento a,

largura b e altura h.

Proposicao 4. A razio entre dois paralelepipedos retingulos de bases congruentes €

tqual @ razao entre suas alturas.

Entao, sejam P(a,b,h1) e P(a,b, hy) os paralelepipedos em que a,b,h; e a,b, hy
representam suas dimensoes.
Devemos mostrar que
P(a7 ba hl) hl

P(a,bhy)  ha (12)

(i) h1 e hy sao comensuraveis:
Sendo h; e hy comensuréaveis existe um segmento x submiltiplo comum de hy e hy

tal que
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Figura 23: Paralelepipedos P(a,b, hi) e P(a,b, hy) com h;y e hy comensuraveis
Fonte: DOLCE, O. POMPEQ, J. N. Fundamentos de Matemaética Elementar

hy =px e hy=q.x.

entao,

logo:

hy hy _h
b _he M p

- n_r 13
pq hy g 13)

Construindo os paralelepipedos X(a,b,x) temos

P(a,b,hy) p
P(a,b,hi) =pX e P(a,b,hy) = qX —_— == 14
(aa ) 1) D € (a’7 ) 2) q - P(a,b, hg) q ( )
Sendo assim, comparando (13) e (14) temos

P(a,b,h1) phi (15)

P(a,b,hs)  qhs

(ii) hy e hy sdo incomensuraveis:
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Figura 24: Paralelepipedos P(a,b, hy) e P(a,b, hy) com h; e hy incomensuraveis

Fonte: DOLCE, O. POMPEQ, J. N. Fundamentos de Matematica Elementar

Sendo h; e hy incomensuraveis, nao existe segmento submuiltiplo comum de h; e
hs.

Consideremos um segmento y submultiplo de hy (y cabe um certo nimero inteiro
n de vezes em hy), isto é, hy = ny.

Sendo h; e hy incomensuraveis, marcando sucessivamente y em hq, temos que che-

gando a um certo niimero inteiro m vezes, acontece que:

m.y < hy < (m+1).y (16)

Multiplicando membro a membro por 1y temos

n

1 1 1 h him
my.— < h.— < (m+1)y— = mom o Mt (17)
ny ny ny n o ny n
Como hy = ny, logo:
m hy  (m+1)
— < —< . 18
n ha n (18)
Construindo os Paralelepipedos Y(a,b,y) temos
m.Y < P(a,b,hy) < (m+1)Y. (19)

1

Multiplicando membro a membro por - seguem as implicagoes

%)
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1 1 1 m  P(a,b, hy)
— — — —_< 2
mYnY < P(a,b, hy) < (m + 1)YnY = < (20)

Mas nY = P(a,b, hy), entao
m  P(a,b,h;) m+1

— . 21
o P(a,b, hs) R (21)

Note que, sendo y submiltiplo de ho, y pode variar, e dividindo y, aumentamos n.

o~ 1 .
Nessas condigoes, ™ e (mn_+) formam um par de classes contiguas que definem um

P(aybyh’l)
P(a7b7h2)

. . . h ~ -
Gnico nimero real, que é ;1 pela expressao (18) e pela expressao (21), como

esse ntimero ¢ tnico, concluimos de (18) e (21) que

m hy  (m+4+1) m  Pla,bh) (m+1)
— — . 22
n n < P(a,b, hy < n (22)

Sendo assim:

P(a,b,hy)
P(G,b, h?) B hQ'

Seja P (a,b,c) o paralelepipedo retangulo de dimensées a, b e ¢c. Vamos medir esse

(23)

paralelepipedo com o cubo unitério, isto é, com o paralelepipedo P (1,1,1). Para isso,

P(a’b7c)
P(1,1,1)"

P(a7bﬁc)
P(1,1,1)

estabelecemos a razao , que serd o volume procurado, ou seja, V =
Consideremos, entdo, os paralelepipedos P(a,b,c), P (a,b,1), P (a,1,1) e P(1,1,1) em
que 1 é a unidade de comprimento.

Com base na Propriedade 5 enunciada anteriormente temos:

. ﬁgjﬁ,’fg = £(i), bases (a,b) congruentes;
. ﬁEZ?B = 2 (ii), bases (a,1) congruentes;
° JZE?’LP = 4(iii), bases (1,1) congruentes.
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P (a,b,c)

P(1,1,1)

Figura 25: Paralelepipedo P(a,b,c) e cubo P(1,1,1)

Fonte: Autora

P (a,b,1)
P (ab.c)
P(1,1,1)
1
1
b
a
C 1
1
Pla.l1.1)
1
b
1
a
Figura 26: Paralelepipedos
Fonte: Autora
P(a,b,c) abc abc
P(1,1,1) 111 111 (24)

V =a.b.c, em que a, b e ¢ sao as medidas das dimensoes do paralelepipedo retangulo
na unidade escolhida.
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3 VOLUME DE SOLIDOS

Sendo assim, concluimos que:

e O volume de um paralelepipedo retangulo é o produto das medidas de suas trés

dimensoes.

e Considerando como base a face retangular de dimensoes a e b contida em um
plano horizontal, indicando por B a &4rea dessa base, tem-se que, B = a.bea
altura ¢ por h, podemos escrever, V = B.h, isto é, o volume de um paralelepipedo

retangulo é o produto da area da base pela medida da altura.

e No cubo de aresta a, as dimensoes b = a e ¢ = a, o volume sera dado por

V = abe=—V = aaa —V = da°. (25)

3.5 Volume do Prisma

Aplicando o principio de Cavalieri determinamos o volume dos prismas. Inicialmente
consideremos um prisma Si, de altura h e area da base A; e um paralelepipedo retangulo
Ss, com area da base A, e altura h apoiados em um plano « e situados em um mesmo

semiespaco. Além disso, consideremos as areas A; = A, apresentadas na figura 27.

Figura 27: Solidos Seccionados.

Fonte: Leonardo, F. M. de. Conexoes com a Matematica
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3 VOLUME DE SOLIDOS

Qualquer plano horizontal que secciona os dois sélidos determina no prisma S; a
seccao S1[) [, cuja area é igual a Aj, e no paralelepipedo retangulo Sy determina a
seccao So () 5, cuja drea ¢ igual a Ay. Como area (S1()5) = Ay e adrea (So()5) = Aa,

para qualquer plano horizontal paralelo a o temos:

(S1[)B) = (S2[)B) = A = A, (26)

Sendo assim, de acordo com o principio de Cavalieri o prisma S; e o paralelepipedo
?
Sy possuem o mesmo volume, isto é, V; = V5, em que V; é o volume do prisma S; e V5
é o volume do prisma Ss.

Mas Sy ¢ um paralelepipedo retangulo e seu volume é dado por:

Vy = Ay H. (27)

Sabendo que as areas das bases dos solidos S; e Sy sao iguais (A; = Ay) e Vi = V5,

entao

Vi=Vy=>Vi=A,h (28)

Mas A; = A, , segue entao que V) = A;.h.

Concluimos assim que o volume de um prisma qualquer é dado por,
Volume do prisma = (Area da base) x (altura).

3.6 Volume da Piramide

Para determinar o volume da piramide, vamos apresentar alguns resultados que
auxiliam na demonstracao. Particularmente devemos garantir que, se o vértice de uma
piramide se move em plano paralelo a base, o volume dessa piramide nao se altera.

Vamos analisar o que acontece quando seccionamos uma piramide por uma plano

paralelo & sua base. Considere uma piramide de vértice V, base triangular ABC e
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3 VOLUME DE SOLIDOS

altura H. Um plano paralelo a base ABC, distando h do vértice V, produziu nessa

piramide uma seccao DEF apresentada na figura 28.

Figura 28: Piramide.
Fonte: Colecao PROFMAT versao digital.

Observe que:

e A seccao da base da piramide sao figuras semelhantes e a razao de semelhanca é

h.
H

De fato, os dngulos da base da secgdo (ADEF) e os angulos da base (AABC);
por terem lados respectivamente paralelos, sao congruentes. Donde se conclui
que a seccao DEF e a base ABC sao triangulos semelhantes.

A razao de semelhanca é %, como segue

Se AV DE é semelhante ao AV AB entao,

VD DE __DE h _DE DF EF _h

VA AB AB H AB AC BC H (29)

Portanto, os triangulos DEF e ABC sao semelhantes, sendo % a razao de seme-

lhanca.
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3 VOLUME DE SOLIDOS

e A razao entre areas de figuras semelhantes é o quadrado da razao de semelhanca.
De fato, sendo BH; a altura relativa ao lado AC do triangulo ABC e FH, a
altura relativa ao lado DF do triangulo DEF, ou seja, BH; a altura do AABC

da base da piramide; e F'H, a altura da seccao DEF.

=

EH, EH,
2:> 2

D h
AB  BH, BH, H
Logo,
Area(ADEF) 1/2.DF.EH, DF.EH, ﬁ ﬁ B h? (31)

Area(ANABC ~ 1/2ACBH, ACBH, H H H?

Teorema 3. Duas pirdmides de mesma base e mesma altura tém o mesmo volume.

Considere duas piramides de mesma base ABC, vértices V; e V5 e com mesma altura,

como mostra a figura:

H

Figura 29: Piramides de mesma base.

Fonte: Colecao PROFMAT versao digital.

Um plano paralelo ao plano que contém a base ABC e distando h dos vértices V; e
V5 das piramides, determina seccoes S e S3 nas duas piramides, respectivamente.
Seja A a area da base ABC e sejam A; e A, as areas das secgoes S; e S, respecti-

vamente, tem-se
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3 VOLUME DE SOLIDOS

AR A,

A H2 A

Logo concluimos que A; = A — 2. Pelo Principio de Cavalieri as duas piramides

(32)

tém o mesmo volume.

O fato de que podemos mover o vértice de uma piramide em um plano paralelo &
sua base sem alterar o seu volume ¢ fato importante para a demonstracao do volume
de uma piramide de base triangular.

Inicialmente vamos adotar a seguinte notagao para um tetraedro: num tetraedro
qualquer face pode ser considerada base, entdao para um tetraedro ABCD, determina-
mos a face ABC como base e o ponto D como vértice dessa piramide, vamos representa-

lo por D - ABC. E o volume sera representado por:
V(D —-ABC)=V(B—-ACD)=V(C - ABD)=V(A—- BCD). (33)

Teorema 4. O volume de uma piramide triangular € igual a um terco do produto da

drea da base pela altura.

Prova

Dado um prisma triangular cujas bases sao os triangulos ABC e A’B’C’, como
mostra a figura a seguir

Sendo A a area da base ABC e h a altura do prisma. Logo o volume do prisma é
dado por A.h.

Dividindo-se esse prisma em 3 tetraedros:

[A— A'B'C';B'— ACC" ¢ B'— ABC],

como mostra a figura a seguir:

Considerando Vi, V5 e V3 os volumes respectivos dos trés tetraedros acima e V o
volume do prisma. Pelo Teorema anterior, o volume de uma piramide nao se altera
quando, mantendo a base fixa, movemos o vértice em um plano paralelo a essa base.

Assim concluimos que
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3 VOLUME DE SOLIDOS

A g

Figura 30: Prisma Regular.
Fonte: Colecaio PROFMAT versao digital.

A’ c A

Figura 31: Divisao do Prisma em Tetraedros.

Fonte: Colecao PROFMAT versao digital.
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3 VOLUME DE SOLIDOS

Vi=V(A-ABC)=V(A-ABC)=V(A—-A'BC)=V(A"— ABC)

Vo = V(B — ACC") = V(B — ACC") = V(C' — ABC)
Vs = V(B — ABC). (34)

Temos entao que o volume do prisma ¢ igual & soma dos volumes dos trés tetraedros:

V =V(A — ABC) + V(B — ABC)+ V(C' — ABC) = Vi + Vo + V5 (35)

Com as bases dos trés tetraedros iguais a base do prisma e com as alturas iguais a

do prisma, cada piramide possui volume igual a um terco do volume do prisma.

Teorema 5. O volume de qualquer piramide € igual a um terco do produto da drea da

base pela altura.

Prova

Uma piramide qualquer podera ser dividida em piramides de base triangular. Di-
vidindo a base em triangulos justapostos, por meio de suas diagonais e definindo cada
plano da divisao da piramide por uma dessas diagonais da base e pelo vértice da pira-

mide.

Figura 32: Dividindo a base da Piramide em Triangulos.

Fonte: Colecao PROFMAT versao digital.
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3 VOLUME DE SOLIDOS

Se a pirdmide possui altura h a sua base de area A foi dividida em n triangulos
de areas Ay, As, Az, , A,. Como o volume da piramide é igual a soma dos volumes das

piramides triangulares, temos que seu volume é:

1 1 1
V = A h+=-Ah+...+=-A,h 36
3l + 312 + ...+ 3 (36)

1

1
Vo= St Aot Ag ot Ay)

Mas A = A+ Ay + Az + ... + A, entao

v o— %.A.h. (37)

Concluimos assim que o volume da piramide é:
1
V = g.(Area da base).(altura). (38)

3.7 Volume do Cilindro

No cilindro, toda seccao paralela a base, é congruente com essa base. Logo pelo
Principio de Cavalieri o volume do cilindro ¢ dado pelo produto da area de sua base
pela sua altura.

Consideremos um cilindro de altura h e area da base A e um prisma de mesma
altura h e area da base A (o cilindro e o prisma tém alturas iguais e bases equivalentes)
como mostra a figura 33:

Suponhamos que os dois sblidos tém as bases A contidas num mesmo plano hori-
zontal a e estao num dos semiespacos determinados por a. Se outro plano horizontal
[ secciona o cilindro este mesmo plano também secciona a piramide, determinando
seccoes de areas A; e Ao, entao Ay = A = A, e consequentemente, os dois tém o

mesmo volume.
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3 VOLUME DE SOLIDOS

Figura 33: Prisma e Cilindro de mesma altura e bases equivalentes.

Fonte: Colecio PROFMAT versao digital.

Sendo assim o volume do cilindro é também o produto da 4rea da base pela altura.
Como a area da base de um circulo é 7. k2, entao podemos escrever o volume do cilindro

cOomao:

V = m.R%.h. (39)

3.8 Volume do Cone

Apresentamos para os alunos do Ensino Médio o cilindro como sendo um caso par-
ticular dos prismas, e o cone como um caso particular das piramides, o que facilita a
compreensao e resolu¢ao dos problemas por analogia.

Consideremos um cone de altura H e area da base A contida num plano horizontal
a, e uma piramide de mesma altura H e area da base A (equivalente a area da base do
cone) contida nesse mesmo plano.

Suponhamos que outro plano horizontal 3, distando h do vértice secciona o cone,
também secciona a piramide, e sendo as areas das secgoes A; (area da seccao da

piramide) e Ay (area da secgao do cone), entao

a_2 -2 (40)
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3 VOLUME DE SOLIDOS

Figura 34: Piramide e Cone de mesma altura e bases equivalentes.

Fonte: Colecaio PROFMAT versao digital.

Ou seja, A; = A,. Pelo principio de Cavalieri garantimos que o volume da piramide

é igual ao volume do cone. Concluimos assim, que o volume do cone é igual a um terco

do produto da area da base pela altura.

1
Volume do cone = g.(rea da base).(altura).

(41)
Como a area da base de um circulo é 7.R? entdao o Volume V do cilindro é dado por
1

Vo= g.7r.R2.h. (42)

Para os alunos do Ensino Médio, os problemas envolvendo volume de cilindros e

cones apresentados nas aulas sao retos de base circular pois estao mais relacionados

com objetos do cotidiano.
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3 VOLUME DE SOLIDOS

3.9 Volume da Esfera

Aplicando o Principio de Cavalieri também conseguimos determinar o volume da
Esfera. Consideremos inicialmente, um certo solido de volume V e uma esfera de
raio R apoiados num plano a (como na figura). As seccoes produzidas por planos
horizontais na esfera e nesse solido possuem a mesma area. Note que, em uma esfera
de raio R, uma secc¢ao que dista h do centro é um circulo de area 7(R? — h?). Esta
expressao também equivale a area de uma coroa circular limitada por circunferéncias

de raio R e h.

1
{
}
|
|

Figura 35: Cilindro equilatero de raio R e Esfera de raio R.

Fonte: Colecao PROFMAT versao digital.

Suponhamos que a esfera de raio R esteja apoiada em um plano « horizontal e
ao lado, um cilindro equilatero (no cilindro equilatero a altura é igual ao diametro da
base) de raio R e altura 2R apoiado sobre o mesmo plano «a. Do cilindro subtraimos
dois cones iguais, cada um deles com base em uma das bases do cilindro e vértices
coincidentes com centro do cilindro. O s6lido gerado ¢ chamado de Clépsidra, e é tal
que qualquer plano horizontal distando h de seu centro (ou do centro da esfera), produz
uma seccao que € uma coroa circular cujo raio externo ¢ R e cujo raio interno é h, de
area igual a m.(R? — h?).

O volume V da Clépsidra igual ao volume do cilindro de raio R e altura hy = 2R
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(cilindro equilatero) subtraido de dois cones de raio R e altura hy = R, sendo assim,

1
V = 7mR*h; — 2.§7TR2h2. (43)

logo,
2 | 3 2 53
V:WRQR—2.§7TRR:>V:27TR—§7TR:>

3_2 3 4
y o OmRT—2mR . Ry §7TR3.

Que, pelo Principio de Cavaliere, é o volume da esfera.

4
vV = §7TR3. (44)
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4 SEQUENCIA DE ENSINO DO POLYA NA GEO-
METRIA

Tal como noutros periodos de transicao, di-
ficeis de entender e de percorrer, é neces-
sario voltar as coisas simples, & capacidade
de formular perguntas simples, pergunta que,
como Finstein costuma dizer, s6 uma crianca
pode fazer mas que, depois de feitas, sao ca-
pazes de trazer uma luz nova a nossa perple-
xidade.

Boaventura Santos

Ao longo de 22 anos de magistério ouvi intimeras vezes as seguintes indagacoes por
parte dos alunos, ao serem apresentados a algum problema matematico: por onde
devo comecar?, o que posso fazer para chegar no resultado?, diante disso e a partir do
conhecimento sobre as sequéncias de ensino, mudei a postura como professor e busquei
aplica-las em sala de aula na tentativa de responder as perguntas acima citadas.

A experiéncia da aplicacao da Sequéncia de Ensino do Polya ocorreu em turma
de 40 alunos do segundo ano do Ensino Médio de uma escola da rede Estadual de
Ensino no Estado do Ceara, na cidade de Juazeiro do Norte, onde sou professora,
visando investigar o processo educacional mediado por uma sequéncia de ensino e
assim melhorar a atuacao como professor e o desempenho dos alunos.

Tendo em vista que o ensino de geometria ¢ visto pelos discentes como um conteido
dificil pois, para a resolucao das questoes, faz-se necessario buscar uma interpretacao
geométrica do problema antes de efetuar os calculos. Desta forma, procuramos, através
da Sequéncia de Ensino de George Polya, minimizar tais dificuldades aplicando-a, em
sala de aula, na resolucao de problemas em Geometria, visando fornecer estrutura para

a pavimentacao da solucao das questoes.
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A Sequéncia de Ensino do Polya se estabeleceu ao longo dos anos como uma meto-
dologia de ensino com o objetivo de favorecer uma mudanca de atitude dos professores
e alunos em sala de aula, estimulando um discente ativo na construcao de seu conhe-
cimento e um docente colaborador do processo de ensino e aprendizagem, buscando
indicar conceitos que originem significados para o alunado.

Procuramos no desenvolvimento das aulas, adotar problemas que motivassem os
estudantes e tivessem alguma relacao com seu cotidiano, incutindo centelhas de medi-
tagao e estudo.

Pensando em um ambiente solidario no qual os discentes tém a oportunidade de
interagir com o docente de forma a produzir reflexdes pertinentes sobre a resolucao do
problema,nosso trabalho tem como objetivo geral a analise do impacto da resolugao
de problemas em sala de aula no ensino de volume de s6lidos geométricos aplicando a
Sequéncia de Ensino do Polya, embasado na Teoria da Aprendizagem significativa de

David Ausubel e com os seguintes objetivos especificos:
e Propor esquemas de verificacao qualitativa de situacoes problema;
e Propiciar aos discentes meios para construcao do conhecimento;

e Desenvolver estratégias para transformar a linguagem usual em linguagem mate-

matica;

e Favorecer aos discentes a ampliacao do conhecimento pelas interagoes com o

grupo e professor;
e Determinar o desempenho dos alunos nas atividades de situagoes problema;
e Compreender o calculo do volume de solidos geométricos;
e Aplicar a Sequéncia de Ensino do Polya na resolucdo de problemas matemaéticos.

No desenvolvimento das aulas e na aplicacao das questoes buscamos incentivar os
alunos a desenvolver com liberdade a elaboracao de suas solucoes para os problemas

apresentados.
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Concebemos as aulas expositivas sobre o volumes dos s6lidos geométricos, para-
metros necessarios para resolucao dos problemas propostos durante a aplicacao da
Sequéncia do Polya. Durante as aulas de exposicao do contetiido os alunos, ao término
da apresentacao do volume de cada soélido, resolviam questoes tradicionais do livro
didatico adotado pela escola, visando familiarizacao com a matéria. Apods a realizacao
das aulas, um questionario estruturado de abrangéncia subjetiva foi aplicado com os
estudantes para construir julgamento dos discentes a respeito do ensino de matemaética
em especifico geometria objetivando pavimentar de forma estimuladora o caminho da
nossa averiguagao.

Como os alunos ja apresentavam nocoes sobre o calculo de volumes, um teste de
sondagem foi executado de forma individual e sem consulta, pretendendo estabelecer
o ponto inicial dessa mediacao pedagogica.

A importancia do diagndstico é notoéria para nortear o educador no seu exercicio.

Souza (2013) , sugere dois periodos para sua realizagao

[...] o diagndstico pode ser realizado por meio de dois
momentos, o primeiro em que o professor define quais
conhecimentos prévios os alunos deveriam ter para a
apreensao do novo conhecimento, e o sequndo, a realiza-
¢cao da investigacao junto aos alunos a fim de averiguar
se 0s estudantes sao detentores destes conceitos. (Souza,

2013, p.15)

No decurso das aulas os problemas apresentados aos estudantes advinham de listas
escritas ou de simulagoes de computador.

Em alguns encontros os alunos resolviam os problemas propostos individualmente
e em grupo em outros momentos. Ao término das sessoes, os alunos apresentavam suas
producoes e o docente promovia um debate reflexivo para identificar a importancia, ou

nao da Sequéncia do Polya na resolucao.
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Durante as aulas preliminares de abordagem do tema objeto de estudo, visando
retratar a nocao de célculo de volume, a partir do Principio de Cavaliere, uma si-
mulacao do Phet Interactive Simulations da Universidade do Colorado, disponivel em
https : //phet.colorado.edu/sims/estimation/estimation,t g R.html, foi apresentada

aos alunos para estimular o entendimento do contetdo.

Figura 36: Simulacao Estimation 2.02.

Fonte: https://phet.colorado.edu/sims/estimation /estimationptBR.html.

O aluno tem a possibilidade de treinar antes da execucao da tarefa no proprio
simulador e os cubos e esferas menores elementares podem ser movidos para o interior
dos so6lidos maiores permitindo fazer uma estimativa racional.

Para todo encontro foi produzido um plano de aula nos quais a aplicacao da Sequén-

cia de Ensino estd em anexo no Apéndice dessa dissertacdo. Necessitamos de 6 (seis)
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aulas para apresentacao do contetido e decidimos aplicar a Sequéncia do Polya para
resolucao dos problemas de aplicacao e aprofundamento da matéria em encontros, apre-
sentados e detalhados a seguir.

A seguir apresentaremos a estrutura das aulas realizados durante a aplicacao das
resolucoes de problemas em geometria, empregando a Sequéncia do Polya.

1° Encontro

Apresentacao dos problemas em lista de questoes;

Contetdo: Volume do paralelepipedo e cubos;

Metodologia: Sequéncia de Ensino do Polya;

Discussao sobre as produgoes dos alunos em sala.

2° Encontro

Apresentacao dos problemas em lista de questoes;

Contetdo: Volume dos prismas;

Metodologia: Sequéncia de Ensino do Polya;

Discussao sobre as producoes dos alunos em sala.

3° Encontro

Apresentacao dos problemas em material manipulavel e lista de questoes;

Contetdo: Volume da piramide;

Metodologia: Sequéncia de Ensino do Polya;

Discussao sobre as produgoes dos alunos em sala.
4° Encontro

e Apresentacao dos problemas em videos e em lista de questoes;
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e Contetdo: Volumes de esferas, cilindros e cones;
e Metodologia: Sequéncia de Ensino do Polya;
e Discussao sobre as producgoes dos alunos em sala.

As aulas foram expostas de forma detalhada, manifestando as estratégias utilizadas
e relacionando as atitudes e producgoes dos alunos com as etapas da Sequéncia do Polya.

A seguir apresentamos algumas questoes aplicadas e solucdes dadas pelos alunos.
Questao 01 (ENEM /2017) Para a Olimpiada de 2012, a piscina principal do Centro
Aquatico de Londres, medindo 50 metros de comprimento, foi remodelada para ajudar

os atletas a melhorar suas marcas. Observe duas das melhorias:

Profundidade
Largu ra das raias 3 metros
Cada uma das dez raias Com essa
mede 2,5 metros, conforme F"‘ﬂfi-'ﬂﬂ'ﬂﬂr‘!- & dgua
o padrio oficial. Nas provas que se movimenta em
finais, a primeira e a décima p|;:r:.f?::.:3r;”:}7:;m
ficario vazias para evitar
que ;::ndu desfavoregam m:::;:,::ﬁ;:::"
05 3 5

progressio dos
nadadores

Figura 37: Questao Enem 2017.
Fonte: Veja 2278,jul. 2012 (adaptado).

A capacidade da piscina em destaque, em metro cibico, é igual a:
a) 3 750.
b) 1 500.

Os discentes foram orientados a fazerem uma leitura do enunciado destacando os
dados relevantes.
Mediamos a primeira etapa (compreensao do problema) com indagacoes do tipo:

1. Qual é a incognita?

I6)
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- O volume da piscina.

2. Quais sao os dados do problema?

- Foram dados as dimensoes da piscina: o comprimento 50m, a largura 2,5 m e a
profundidade 3m.

3. Sugerimos que os alunos produzissem uma figura, pois alguns nao perceberam que

a profundidade era a altura:

3.0m

25m

50

Figura 38: Representacao da forma da piscina e suas dimensoes.

Fonte: Autora.

4. Adote uma notagao adequada. Qual a leva que deve denotar a incognita?

- queremos calcular o volume, podemos usar a letra V.

5. Quais as letras vocé escolheria para o comprimento, a largura e a altura?

- a,b,c.

6. Qual a condicionante que relaciona a, b, ¢ com V?

7. Trata-se de um problema razoavel? A condicionante é suficiente para determinar a
incognita?

- Sim, ele é razoavel. Se conhecermos a,b,c conheceremos o paralelepipedo. Se o
paralelepipedo esta determinado, o volume também ficara.

Seguindo para a segunda etapa a Elaboracao do Plano. Depois de realizada a com-
preensao do problema e percebido o interesse de alguns alunos em busca da solucgao,
observamos que outros alunos nao tiveram iniciativa para montar o plano. Mas orien-
tamos os discentes a fazerem uma releitura da questao e associar a outro problema ja
resolvido.

E dificil formular uma ideia para o plano quando pouco conhecemos do assunto.
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Muitos dos problemas propostos em sala de aula foram apresentados anteriormente
durante as aulas expositivas, nas aulas de demonstracao da expressao matematica que
determina o volume. As ideias de como resolver ji foram apresentadas pelo professor.
Sendo assim, ao notar a falta de iniciativa de alguns alunos foram feitas as seguintes
indagacoes: Conhece algum problema correlato? Considerando a incognita (volume),
lembra de algum problema que tenha a mesma incégnita? Existem problemas correlatos
ja resolvidos. E possivel utiliza-lo?

A etapa de Execucao do Plano ocorreu sem interferéncias, depois que o plano foi
formulado e analisado, os alunos seguros com o que foi planejado, honestamente apli-
caram a fase. Esse foi o momento de tranquilidade para o professor que acompanhou,
sem interferir, o desenvolvimento da solucao.

Finalmente o aluno conseguiu ter a ideia da resolucao. Percebendo que, com as
dimensoes do paralelepipedo: o comprimento 50m, a largura 2,5 m e a profundidade
3m, chegaria facilmente ao volume da piscina multiplicando esses valores.

Durante a Execucao do Plano ndao houve necessidade de interrupcoes por parte do
professor, pois os alunos executaram corretamente as operacoes desejadas, a partir do
plano formulado.

Na etapa de Retrospectiva, ressaltamos a importancia das unidades de medida dos
dados e da incégnita do problema em questao, da utilizacao da notagao adequada e de
ter uma visao critica de sua resposta.

Nesse primeiro encontro 90% da turma alcangou éxito nos 4 (quatro) problemas
que foram apresentados. Sempre mediados pela professora a cada etapa da sequéncia.

O encontro seguinte teve como objetivo a determinagdo do volume da piramide.
Neste encontro foi proposto inicialmente a utilizacao da planificacao de trés piramides
que, com os materiais manipulaveis, os alunos compreendessem a expressao matematica
para céalculo de volume da piramide. Nesta atividade receberam planificacoes e foram
orientados a cortar, colorir e colar, e com as trés piramides prontas deveriam formar um
cubo. Em seguida alguns questionamentos foram feitos, induzindo ao discente refletir

sobre a relacao entre o volume do cubo e os volumes das trés piramides.
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Figura 39: Planificacao de uma Piramide Obliqua de base quadrada.

Fonte: Autora.

Apo6s concluirem a montagem das trés piramides como nas imagens abaixo, ficou
mais claro perceber que o volume da piramide é igual a um ter¢o da area da base

multiplicada pela altura.

Figura 40: Piramides Obliquas de base quadrada.

Fonte: Autora.

Em seguida a turma recebeu a segunda lista com os problemas sobre volumes de
piramide, para resolucao individual. O problema de maior dificuldade e, consequente-
mente mais demorado foi & questao a seguir:

Questao 02. A figura abaixo apresenta um molde para construcao de uma piramide
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Figura 41: As Piramides formando um Cubo.

Fonte: Autora.

hexagonal regular. Para montar essa piramide, basta recortar o molde seguindo as
linhas continuas, dobrar corretamente nas linhas tracejadas e montar a piramide usando
as abas trapezoidais para fixar sua estrutura com um pouco de cola. Sabendo que cada
um dos triangulos tracejados nesse molde é isosceles, com lados medindo 5 cm e 13 c¢m,

qual o volume dessa piramide?

Figura 42: Piramide Hexagonal Regular.

Fonte: Autora.

Ja familiarizados com a sequéncia de ensino, os alunos por iniciativa propria inici-
aram a leitura e analise do problema. Conseguiram identificar os dados e incognitas.
Nos problemas sobre piramide, em especial o desenho da piramide desempenha um
papel importante na interpretacao do problema e montagem do plano de resolucao.

Na etapa de Compreensao do Problema os alunos conseguiram colocar os dados
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Figura 43: Piramide desenhada pelo aluno PE.

Fonte: Autora.

fornecidos no problema na figura. A dificuldade de 100% da turma foi em relagdao ao
contetido de Geometria Plana, mais precisamente perceber que o raio da circunferéncia
que circunscreve a base é igual & medida da aresta da base. O que, mesmo com as
indagagoes comuns durante a intervencao do professor, os alunos nao obtiveram sucesso
de imediato. Fato esse que atrasou a elaboracao do plano. A intervencao foi realizada, a
partir do de um compasso e transferidor para apresentar a constru¢ao de um hexagono
regular inscrito numa circunferéncia de raio R. O que facilmente ajudou na percepcao
que o valor do raio ¢ igual a aresta da base.

Os alunos identificaram as condicionantes raio da circunferéncia que circunscreve
a base e a altura. Para o calculo da altura, a turma percebeu o triangulo retangulo
envolvendo os elementos raio, altura e aresta lateral, destacando a importancia de usar
o teorema de Pitagoras para determinar a altura.

Durante a Execucao do Plano a turma conseguiu executar tranquilamente. Se-
guindo os passos que cada um determinou. As etapas a seguir manifestam o caminho
adotado pelos alunos.

(i) Desenho da piramide identificando os elementos e o triangulo retangulo necessario

para determinar as condicionantes;

80



4 SEQUENCIA DE ENSINO DO POLYA NA GEOMETRIA

(ii) Usaram o fato do raio da circunferéncia que circunscreve a base ser igual ao lado
da base, determinando a primeira condicionante R;

(iii) Concluiram que a altura seria determinada aplicando o teorema de Pitagoras
(Elaboracao do Plano).

(iv) Usaram o teorema de Pitagoras para determinar a altura da piramide;

(v) Calcularam a area da base;

(vi) Determinaram o volume;

(vii) Verificaram as etapas seguidas relacionando com os resultados obtidos (Refle-

x30).
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Figura 44: Execuc¢ao do Plano do Problema 2 pelo aluno DR.

Fonte: Autora.

O contetido seguinte a ser abordado foi calcular o volume do cilindro. Os alunos
receberam a terceira lista e dividimos a turma em duplas.
Questao 03. A Figura mostra um retangulo ABCD cujos lados medem 7 ¢cm e 3 cm.
Um cilindro sera formado girando-se o retangulo ABCD (Figura 16) em torno da reta
definida pelo seu lado AB. Qual a medida do volume desse cilindro, em centimetros
cubicos?

Notamos que nessa aula o intervalo de tempo na compreensao do problema foi
menor, os alunos estavam mais participativos e inseridos no modelo de conducao da
aula, proposta pelo professor. A Execucao do Plano foi mais imediata e tranquila, sem

muitos questionamentos. Alguns ndo lembravam do conceito de diametro (dificuldade
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Figura 45: Retangulo ABCD.

Fonte: Autora.

em conceitos de Geometria Plana ndo esclarecidas no Ensino Fundamental), mas logo
apos explicacoes conseguem executar o plano formulado por eles. Em nenhum momento

houve indisciplina. Nesta aula todos os alunos obtiveram sucesso nos problemas.

Figura 46: Resolugao do Problema 3 pelo aluno PL.

Fonte: Autora.

No encontro seguinte, objetivando resolver problemas envolvendo calculo de volume
do cone e da esfera, utilizamos inicialmente um video, disponivel nos objetos educaci-
onais do livro digital de Luiz Roberto Dante, volume 2 no qual apresenta a ideia da

demonstracao do volume do cone e da esfera através de recursos visuais e animados
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graficamente. Refor¢ando assim, o que havia sido feito na aula expositiva sobre estes
solidos.

A quarta e dltima lista de problemas foi entregue e, de modo espontaneo, todos se
organizaram individualmente para inicio da resolugao seguindo os passos da Sequéncia
do Polya.

O problema mais apreciado pelos estudantes foi proposto pelo Exame Nacional do
Ensino Médio, no ano de 2016:

Questao 04(ENEM/2016). Em regides agricolas, é comum a presenca de silos
para armazenamento e secagem da producao de graos, no formato de um cilindro
reto, sobreposto por um cone, e dimensoes indicadas na figura. O silo fica cheio e o
transporte dos graos ¢ feito em caminhoes de carga cuja capacidade é de 20m3. Uma
regiao possui um silo cheio e apenas um caminhao para transportar os graos para a

usina de beneficiamento.

/\/\ AN
= / DN

- T

T m
3m

Figura 47: Questao Enem 2016.

Fonte: Inep.

Utilize 3 como aproximacao para 7. O nimero minimo de viagens que o caminhao
precisara fazer para transportar todo o volume de graos armazenados no silo é:

a)6.

b)16.

c)17.
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d)18.

e)21.

Apébs a fase de compreesao do problema, realizada de forma participativa, todos
conseguiram identificar os s6lidos contemplados no problema, o cilindro e o cone. Na
Elaboracao do Plano foi sugerido que os alunos colocassem os dados do problema na
figura, o que facilitou a elaboracao do plano, dividindo o volume em dois sélidos: o
céalculo do volume do cone e do cilindro. Perceber que o volume total é calculado
somando os dois solidos foi rapido e sem muito esfor¢co com o auxilio da figura.

Durante a Execucao do Plano alguns apresentaram dificuldade em concluir o pro-
blema. No momento de calcular o nimero minimo de viagens que o caminhao precisara
fazer para transportar todo o volume de graos armazenados no silo (cilindro + cone)
ficaram em siléncio por alguns minutos, até um dos alunos ir ao quadro e apresentar
para os colegas que se tratava de uma simples regra de trés.

Em seguida toda a turma conseguiu finalizar a lista de forma satisfatoria.

R ¢ W NS WY SO Y W S W= 1% W0 W 1 o s

- k-kmnu-_t:..l_.h..—hhhm_-__n-!u‘ﬂ

Figura 48: Execucao do Plano pelo aluno OL.

Fonte: Autora.
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4.1 Resultados

Iniciamos apresentando algumas respostas ao Questionario aplicado nas aulas iniciais
desse projeto, visando obter informacgoes sobre o que os estudantes pensam a cerca do
ensino de matematica. Verificando as respostas sobre a questao 01, onde 21 (vinte e
um) alunos, cerca de 53%, nao gostavam de matematica, com justificativas confluindo

para a complexidade dos calculos. Na tabela a seguir exibimos algumas afirmacoes.

PERGUNTA 01
Vocé gosta de Matematica? Por qué?

MI: Ndo. Ja gostei mais, porque ano passado quando chegou em funcdes teve muita troca
de professores, cada um ensinando de um forma e acabei criandoum bloqueio.

AE: Mais ou menos, se tiver muito calculo nfo.

PE: Nao, porque € muito complicado.

OL: Sim, pois acho essencial para o nosso dia a dia.

AB: Nio. Porque nio consigo aprender com facilidade.

MR: Sim. porque a profissdo que escolhi envolve matemética.

DR: Sim, porque eu gosto de calculos.

PL: Sim, porque testa o raciocinio da pessoa.

Figura 49: Tabela de respostas da questao 1 do Questionario.

Fonte: Autora.

Ainda verificando as respostas obtidas percebemos que a maioria dos alunos que
admitiram gostar de matematica, eram impulsionados pela aplicacao da mesma no seu
cotidiano.

Também foi inquirida aos alunos nesse questionério a definicao de volume, para
identificar suas concepgoes A tabela a seguir exibi repostas de alguns estudantes a
respeito de volume de sélidos.

Observa-se nas respostas que o entendimento dos alunos sobre volume é convergente
para a ideia de capacidade, corroborando com seu conceito de quantidade de espaco
ocupado.

Também foi aplicado um Teste de Sondagem para verificar a visao critica de iden-

tificacao dos solidos geométricos trabalhados e a determinacao quantitativa do volume
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0 quevocé entende por volume?

AG: 0O quanto cabe em um recipiente.

PE: Tudo aquilo que pode ser preenchido.
PL: Quantidade.

AE: E o contetido que é posto dentro de algo.

Figura 50: Tabela de respostas da questao 11 do Questionario.

Fonte: Autora.

de determinado corpo s6lido. Notamos que as questoes de reconhecimento das figuras
foram resolvidas pela maioria dos alunos e a questao de calculo envolvendo o volume do
corpo foi o exemplo com maior nimero de respostas imprecisas, validando as afirmagoes
dos alunos no questionario quanto a fobia por célculos matematicos.

Durante as aulas da aplicacao da Sequéncia de Ensino do Polya percebemos que
todos os alunos buscavam solucionar os problemas seguindo todas as etapas propostas
pela sequéncia. A etapa na qual os estudantes dispensaram maior tempo foi a de
Elaboracao de um Plano seguida da Colocando o Plano em acao, pois alguns alunos
ainda apresentavam déficit nas premissas matematicas para resolucao de calculos.

Em todos os encontros destinados a aplicagao da Sequéncia de Ensino a maioria
dos alunos conseguiram desenvolver seus modelos de respostas e realizar a fase da
Reflexao, para amadurecimento do roteiro seguido para solucao, possibilitando obter
uma aprendizagem significativa.

Em aula preliminar a execugao da Sequéncia de Ensino, a apresentacao da situagao-
problema foi realizada por simulacao em computador, na qual os estudantes se mostra-
ram mais interessados no desenvolvimento da aula, manifestando o importante papel
do uso de tecnologias em sala de aula no processo Ensino-aprendizagem.

Com relagao & etapa inicial da Sequéncia do Polya, Compreensao do Problema,
utilizamos listas de exercicios impressas, para serem solucionadas, visando transformar
o aluno em sujeito ativo no seu processo de aprendizagem e prepara-los para a realizagao

do ENEM Exame Nacional do Ensino Médio, como também recorremos as figuras
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manipulaveis para estudo da Piramide, tentando incentivar um olhar tridimensional e
relativo, que também é abordado no ENEM.

Os discentes acolheram a Sequéncia do Polya como estrutura de organizagao de ob-
tencao dos resultados das questoes propostas pelo docente, encorajando-os na producao
de seus resultados.

As listas dos problemas trabalhados em sala de aula foram recolhidas para documen-
tacao quantitativa perante o regimento interno da Escola, e notoriamente mostravam
uma organizacao sem precedentes, na pavimentacao da resolucao dos problemas, prin-
cipalmente na elaboracao das repostas as indagacoes, Quais sao os dados?, momento
em que todos se preocuparam em estabelecer relacoes entre as letras'! e seus respec-
tivos valores numéricos e Qual é a incognita?, verificando qual letra falta quantidade

associada.

11830 abreviacdes das grandezas para compor uma equacdo. Por exemplo altura abreviamos na

maioria das ocasides por h.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A questao orientadora mais relevante considerada neste trabalho, investiga de que
modo o uso da Sequéncia de Ensino do Polya contribui para um ensino voltado a
discentes ativos propiciando uma Aprendizagem Significativa.

Este anseio surgiu a partir da vivéncia docente que nos apresenta a busca constante
por metodologias que reconstrua a pratica do professor de matemaética. Apos o de-
senvolvimento desse trabalho, estamos convictos da importancia do uso da Sequéncia
do Polya na resolucao de problemas, pois os alunos se mostraram estimulados a seguir
o algoritmo proposto e atingiram seus objetivos de forma reflexiva obtendo modelos
mentais para aplicacao em outras situagoes.

Idealizamos um estudante participativo e questionador para a aplicacao dessas novas
ideias, e observamos que a Sequéncia do Polya propicia esse comportamento, pois nas
aulas em que os alunos foram dispostos em grupos a colaboragao entre eles foi percep-
tivel e perante seus questionamentos inevitaveis ao professor constatamos o momento
reflexivo do desenvolvimento da aula, como também na execucao da quarta etapa da
sequéncia, que sugeri um retrospecto investigativo ao desenvolvimento da solugao.

Os problemas desenvolvidos pelos estudantes foram pensados de forma a represen-
tar objetos de seu cotidiano, mas nao mostrando situagoes familiares, para promover
uma maior transformacao do conhecimento assimilado, pois assim evitamos o que Au-
subel chama de simula¢ao da aprendizagem significativa (Moreira, 1999, p. 156), onde
o aluno s6 apresenta respostas mecanicamente memorizadas, confundindo com uma
verdadeira aprendizagem significativa, que ancora reflexivamente elementos na sua es-
trutura cognitiva.

As evidéncias de uma aprendizagem significativa foram sondadas durante todo o
processo de ensino, pois, para o professor determinar se uma aprendizagem foi ou nao
realmente significativa ¢ muito dificil. Todas as fases da Sequéncia do Polya foram
evidenciadas, nao houve etapa suprimida nem confundia.

O papel do professor como mediador, estimulador e avaliador, a partir desta nova
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conduta, foi percebido pelo professor que desenvolveu esse trabalho, sempre controlando
o tempo da realizacao de cada etapa, nao como arbitro que determina que todos os
alunos s6 poderao passar juntos para outra fase da sequéncia, mas sim supervisionar o
tempo de execucao de alguns estudantes que nao concluiram determinada etapa, pois
influenciaria no restante das fases.

Os alunos apresentaram tempos distintos de conclusao das tarefas solicitadas, quando
sua realizacao foi individual, mas durante a aplicacao em grupo notamos uma coopera-
cao entre eles no sentido de ajudar os colegas que nao finalizaram determinada etapa.

Foi possivel observar que a Sequéncia de Ensino do Polya aplicada ao célculo de
volumes de soélidos geométricos se configura como artefato metodologico facilitador
e inspirador, pois percebemos por parte dos alunos, um exponencial crescimento no
interesse por essa proposta.

Acreditamos que a aprendizagem significativa foi estimulada nos discentes e que a
Sequéncia do Polya exerceu sua funcao metodologica motivando e norteando os alunos
na resolucao de problemas.

Entendemos apds a realizacao desse trabalho, que o professor nao é mais o elemento
central do processo de Ensino-aprendizagem e sim um dedicado conciliador entre o
conhecimento a ser transmitido e os estudantes.

Podemos salientar que a intencao de promover a autonomia discente da Sequéncia
do Polya foi realmente contemplada, pois em nenhum momento durante a realizacao das
aulas o professor resolveu integralmente um problema e em todas as ocasioes os alunos
alcancaram seus objetivos. Pensamos também em fornecer elementos experimentais
para estimular outros professores na sua labuta diaria em sala de aula, mas acreditamos
que pesquisas envolvendo Sequéncias de Ensino e em especifico a do Polya para o uso

nao s6 na matematica, devem ser prosseguidas.
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APENDICE

10.

Questionario

. Vocé gosta de Matemética? Por qué?
. Vocé tem boas notas em Matematica? Por qué?
. Vocé acha que o ensino de Matemaética é importante? Por qué?

. Vocé consegue relacionar o que aprende em sala de aula na disciplina de Mate-

méatica com seu cotidiano?

. Vocé ja realizou alguma experiéncia pratica de Matematica?

. Vocé ja participou de alguma olimpiada de conhecimento em Matemética?

Cite 0o nome de um Matemaético que vocé conhece.

Faca uma pergunta sobre algum assunto da Mateméatica que vocé sempre quis

saber, mas nunca teve oportunidade de perguntar.

Como vocé gostaria de estudar Matematica?
S6 na sala de aula

No laboratoério de Matemética

()

() Na sala com experiéncias

()

() No laboratorio de informatica

Qual a sua maior dificuldade na disciplina de Matematica?

() Entender os célculos

() Interpretar a teoria
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( ) Compreender as demonstragoes

() Solucionar problemas contextualizados
11. O que vocé entende por volume?
12. Quais os so6lidos geométricos que vocé conhece?

13. Vocé consegue encontrar no seu dia-a-dia uma situagao que vocé usa o volume

de um sélido?
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Teste de Sondagem

1. (Unifor-2015) Planificar um solido geométrico é abri-lo, tornando-o uma figura
plana. Sendo assim, as Figuras I , II e III mostradas acima correspondem, res-

pectivamente, as planificagoes de:

a) prisma, cilindro, cone.

b) piramide, cone, cilindro.
¢) prisma, piramide, cone.
d) piramide, prisma, cone.
e) piramide, cone, prisma.

Figura 51: Figura da questao 1.
Fonte: Vestibular Unifor 2015

2. (ENEM - 2011) A figura a seguir mostra um modelo de sombrinha muito usado em
paises orientais. A figura 23 é uma representacao de uma superficie de revolugao

chamada de:

a) piramide.

b) semiesfera.

¢) cilindro.

d) tronco de cone.

e) cone.
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Figura 52: Figura da questao 2.
Fonte: Inep - Enem 2011

3. (ENEM - 2010) A siderurgica Metal Nobre produz diversos objetos macigos utili-
zando o ferro. Um tipo especial de peca feita nessa companhia tem o formato de
um paralelepipedo retangular, de acordo com as dimensoes indicadas na figura
que segue. O produto das trés dimensoes indicadas na peca resultaria na medida

da grandeza?
a) massa.

b) volume.

¢) superficie.
d) capacidade.

e) comprimento.

1.3m

Metal Nobre )

:H‘ h{“’ﬁ;ﬁm
Z2.5m

Figura 53: Figura da questao 3.
Fonte: Enem 2010
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4. (Vunesp) Quantos cubos A precisa-se empilhar para formar o paralelepipedo B?

Figura 54: Figura da questao 4.
Fonte: Vestibular Vunesp

5. (Autora) Qual ¢ o volume da caixa?

2ecm

3em

4 cm

Figura 55: Figura da questao 5.

Fonte: Autora
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Lista de Problemas (Aula 01)

1. (UNIFOR CE - 2017) Um hotel em Dubai possui um aquério no formato de um

tanque retangular, cujas dimensoes internas sao mostradas na figura abaixo.

2m

?rn\" 4m

Figura 56: Figura 1 da questao 1.
Fonte: Vestibular Unifor

O volume de agua contido no aquario ¢ de 15m3. O aquério serd reposicionado
de modo que a base serd uma das faces com 3m de largura e 2m de comprimento,

como mostrado abaixo.

Figura 57: Figura 2 da questao 1.
Fonte: Vestibular Unifor

A altura da coluna de 4gua no tanque apoés ele ser reposicionado sera
a)l,5 m

b) 2,0 m

95



5 CONSIDERACOES FINAIS

c) 2,5 m
d)3,0 m
e)3,5 m
. (ENEM - 2017) Para a Olimpiada de 2012, a piscina principal do Centro Aquatico

de Londres, medindo 50 metros de comprimento, foi remodelada para ajudar os

atletas a melhorar suas marcas. Observe duas das melhorias:

Profundidade
3 metros
Com essa
profundidade, a dgua
que s& movimenta am
direcio ao fundo da
plscina demaora mals para

Largura das raias
Cada uma das dez raias
mede 2,5 metros, conforme
o padrdo oficial. Nas provas
finais, a primeira e a décima

ficario vazias para evitar retornar & superTicie
que ;:unndu desfavoregam & ndo atrapalha a
o3 atletas

pregressio dos
nadadores

Figura 58: Figura da questao 2.
Fonte: Inep - Enem 2017

A capacidade da piscina em destaque, em metro cibico, é igual a:

a)3750

b) 1500

c) 1250

d)375

e)150

. (IFPE - 2016) Uma folha retangular de papelao de 40cm por 30cm seré utilizada
para confeccionar uma caixa, sem tampa, em forma de paralelepipedo, de base
retangular. Para isso, deve-se, a partir desta folha de papelao, retirar 4 quadrados

de lado 5cm, de cada um dos vértices e, em seguida, dobrar os lados, conforme a

figura abaixo:
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-T' i 5 T

f—40cm — ]

Figura 59: Figura da questao 3.
Fonte: IFPE 2016

Determine, em litros, o volume dessa caixa.
a)3 litros
b) 2 litros
c) 1 litro
d)4 litros
e)5 litros
. (Autora) Um prisma de base quadrangular possui volume igual a 192cm?. De-

termine sua altura sabendo que ela corresponde ao triplo da medida da aresta da

base.
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Lista de Problemas (Aula 02)

1. (UFPR - 2017) A figura abaixo apresenta um molde para constru¢do de uma
piramide hexagonal regular. Para montar essa piramide, basta recortar o molde
seguindo as linhas continuas, dobrar corretamente nas linhas tracejadas e montar
a piramide usando as abas trapezoidais para fixar sua estrutura com um pouco
de cola. Sabendo que cada um dos triangulos tracejados nesse molde é isosceles,

com lados medindo 5 cm e 13 cm, qual o volume dessa piramide?

Figura 60: Figura da questao 1.
Fonte: Vestibular UFPR

2. (IFPE) Walter ¢ aluno do curso de Design Grafico. Ele esta interessado em ob-
jetos decorativos para ambientes internos. Para o seu trabalho de conclusao de
curso, ele projetou uma diviséria usando octaedros regulares, como o da figura
abaixo. Nessa diviséria, cada um deles é suspenso por meio de um fio vertical
que é preso a um dos seus vértices. Se cada octaedro tem 15cm de aresta, qual o

volume de cada um desses solidos, em centimetros cibicos?
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Figura 61: Figura da questao 2.
Fonte: IFPE

3. (UERJ) Leia os quadrinhos:

HAGAR, o horrivel Chris Browne

Bem, levei 20 anos, mas,
finalmente, economizei o
bastante para comprar

aquele pedacinho de terra

E pra colocar onde?

i
1 ..iﬁ

Figura 62: Figura da questao 3.
Fonte: Vestibular UERJ

Suponha que o volume de terra acumulada no carrinho-de-mao do personagem
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seja igual ao do solido esquematizado na figura 1, formado por uma piramide reta
sobreposta a um paralelepipedo retangulo. Assim, qual o volume médio de terra

que Hagar acumulou em cada ano de trabalho é, em dm?.

. (Brainly)Na Antiguidade, a arquitetura destacou-se com a construcao de obras
monumentais, tais como as piramides do Egito. As piramides tinham base qua-
drangular e eram feitas com pedras que pesavam cerca de 20 toneladas. Calcule,
em m?, o volume de uma piramide quadrangular regular cujo o perimetro da base

mede 24m e o apotema da piramide mede 5m.
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Lista de Problemas (Aula 03)

1. (FMP - 2018) A Figura mostra um retangulo ABCD cujos lados medem 7 cm
e 3 cm. Um cilindro serd formado girando-se o retangulo ABCD em torno da
reta definida pelo seu lado AB. Qual a medida do volume desse cilindro, em

centimetros cibicos?

A (D
fem
B G

.1'—3—".
: cm
1

Figura 63: Figura da questao 1.
Fonte: Vestibular FMP 2018

2. (FDSBC - 2017) Uma loja vende chocolates na forma de cilindros e de prismas de
base retangular, ambos macicos, sendo que cada cilindro tem 1 cm de diametro e
6 cm de altura, e cada prisma tem 3 cm de comprimento e 0,5 cm de espessura,

conforme mostram as figuras.

Utilizando m = 3 e sabendo que o volume de 6 cilindros equivale ao volume de 9

prismas, determine a largura (L), em centimetros, de um prisma.

3. (UNIFOR CE - 2018) Um posto de combustivel inaugurado recentemente em

Fortaleza, usa tanque subterraneo que tem a forma de um cilindro circular reto
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Figura 64: Figura da questao 2.
Fonte: Vestibular FDSBC 2017

na posicao vertical, como mostra a figura abaixo. O tanque estd completamente

cheio com 42m3 de gasolina e 30m? de 4lcool.

&

1im

Figura 65: Figura da questao 3.
Fonte: Vestibular Unifor 2018

Considerando que a altura do tanque é de 12 metros, a altura da camada de

gasolina é:
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4. (IFSC - 2017) Diante dos frequentes periodos de estiagem na cidade onde esta
sediada, a empresa MESOC decidiu construir um reservatorio para armazenar
agua. Considerando que esse reservatorio deva ser cilindrico e ter 10 metros
de diametro interno e 10 metros de altura, assinale a alternativa CORRETA.

Determine a capacidade do reservatorio a ser construido, em litros, Obs.: (Use:

T=3,1)
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Lista de Problemas (Aula 04)

1. (IFSC - 2017) Um vasilhame na forma de um cilindro circular reto de raio da
base de 5cm e altura de 30cm esta parcialmente ocupado por 625rcem? de alcool.
Suponha que sobre o vasilhame seja fixado um funil na forma de um cone circu-
lar reto de raio da base de 5cm e altura de 6¢cm, conforme ilustra a figura 1. O
conjunto, como mostra a figura 2, é virado para baixo, sendo H a distancia da

superficie do alcool até o fundo do vasilhame.

Figura 1 Figura 2

Figura 66: Figura da questao 1.
Fonte: TFSC 2017

Considerando-se essas informacoes, qual ¢ o valor da distancia H?
a)b cm

b) 7 cm

c) 8 cm

d)12 cm

e)18 cm
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2. (FAMEMA SP - 2016) Uma lata de suco com o formato de um cilindro circular
reto com 12 cm de altura e 3 cm de raio da base estid completamente cheia,
conforme mostra a figura 1. Parte desse suco serd colocado em uma taca na
forma de um cone circular reto com 9 cm de altura e raio da boca igual a 4 cm,

conforme mostra a figura a seguir.

Fisura 1 Ficura 2

4 cm
b S

iy . \_'__;__: s
\\ r‘f/ 9 o

12cm \\ ,f;

LA
S
= [ p——— i
It i

fora de escala

Figura 67: Figura da questao 2.
Fonte: FAMEMA

Apobs encher completamente a taca, o suco restante dentro da lata terd uma altura

aproximada de:
a) 6,0 cm.
b) 6,6 cm.
¢) 6,8 cm.
d) 6,4 cm.
e) 6,2 cm.
3. (ENEM - 2016)Em regices agricolas, é comum a presenca de silos para arma-
zenamento e secagem da produgao de graos, no formato de um cilindro reto,

sobreposto por um cone, e dimensoes indicadas na figura. O silo fica cheio e o

transporte dos graos é feito em caminhdes de carga cuja capacidade é de 20m?>.
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Uma regiao possui um silo cheio e apenas um caminhao para transportar os graos

para a usina de beneficiamento.

12 m

Figura 68: Figura da questao 3.
Fonte: Inep - Enem 2016

Utilize 3 como aproximagao para m. O nimero minimo de viagens que o caminhao

precisara fazer para transportar todo o volume de graos armazenados no silo é:

e)21 m

4. (UNIFOR - 2015) Um dia de muito calor David senta-se & mesa de um bar na orla
maritima de Fortaleza e pede um chope. Nesse local, o chope é servido em tulipas
que sao copos com formas de um cone invertido, como mostra a figura abaixo.
A tulipa tem 15cm de profundidade e capacidade para 300ml. Suponha que o
chope foi tirado com 3cm de colarinho (espuma). Qual o volume aproximado de

chope (liquido) contido na tulipa?
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Figura 69: Figura da questao 4.
Fonte: Vestibular Unifor 2015
a) V = 152 ml
b) V = 153,6 ml
c) V=1552ml
d) V =160 ml

e) V = 162,6 ml
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