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Resumo

Neste trabalho, explanaremos sobre o conjunto dos ntimeros algébricos e transcenden-
tes. Trataremos da classificagao de Mahler dos niimeros reais com énfase na classe dos
U-numeros. E por fim, serd apresentado como proposta didatica, o estudo do problema
grego classico da quadratura do circulo com o intuito de incentivar, nao sé a construgao de

figuras planas, mas também os estudos sobre ntimeros transcendentes no Ensino Médio.

Palavras chaves: Numeros Algébricos, Numeros Transcendentes, Nimeros de Liouville,

Classificacao de Mahler dos Numeros Reais, Quadratura do Circulo.



Abstract

In this work, we will explain the set of algebraic and transcendent numbers. We
will deal with Mahler’s classification of real numbers with emphasis on U-numbers class.
Finally, it will be presented as a didactic proposal, the study of the classical Greek problem
of squaring the circle in order to encourage not only the construction of flat figures but

also the studies on transcendent numbers in high school.

Keywords: Algebraic Numbers, Transcendent Numbers, Liouville Numbers, Mahler

Classification of Real Numbers, Circle Square.
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Introducao

A ideia de ntmero surgiu ha mais de 30.000 anos e vem se desenvolvendo desde as
antigas civilizagoes.

Com o passar do tempo surgiram as primeiras formas de contagem e medidas, pois a
medida que se civilizava, o homem, passou a praticar, nao somente a caga e a coleta de
frutos, mas também o cultivo de plantas e a criagao de animais.

Aos poucos, a humanidade apropriou-se e foi se aperfeicoando de um modelo abstrato
de contagem baseado na sucessao de niimeros (Tal como no conjunto dos niimeros inteiros).

Os Numeros Naturais vieram pela primitiva e simples necessidade de organizacao e
contagem. As demais “espécies” de nuimeros surgiram da necessidade de resolver proble-
mas do dia a dia e intrigaram mateméticos em diferentes épocas [I1].

Com o desenvolvimento dos métodos de contagem e medidas, assim como os primeiros
calculos, eram notados o surgimento de ntimeros “estranhos”, como por exemplo o niimero
TT.

Dado um nimero real qualquer, se esse nimero for raiz de alguma equagao polinomial
de coeficientes inteiros, ele seria algébrico, caso contrario esse nimero seria transcendente
[T,

O numero 7 é uma constante resultante da razao do comprimento pelo diametro de
qualquer circulo. Seu valor aproximado com duas casas decimais é 3,14. No capitulo
2 deste trabalho, veremos que o nimero 7 além de irracional é também um nimero
transcendente [d].

O ndmero e (Numero de Euler) é um ntumero irracional e transcendente (como )
[@]. Este é um nimero muito utilizado em fungoes logaritmicas como base do logaritmo
natural e em fungoes exponenciais. O seu valor aproximado com duas casas decimais é
2,71.

Em 1873, Charles Hermite provou que e é um numero transcendente. Aproximada-
mente uma década depois, o alemao Ferdinand von Lindemann publicou uma demons-
tracao de que 7 também era transcendente [4].

Como vimos, os nimeros e e 7 sao irracionais e transcendentes. Contudo, nem todos



os ndmeros irracionais sao transcendentes [I1]. Diferente dos nimeros irracionais, os
nimeros racionais sao todos algébricos [[1].

Questoes envolvendo a natureza transcendental dos ntimeros fascinam os matematicos
desde meados do século XV III, tornando-se uma drea central da teoria dos nimeros [4].
Contudo, o que tornou esse estudo intrigante e desafiador era a incapacidade de exibir
exemplos ou algum tipo de classificagao para os nimeros transcendentes.

Grandes matematicos deram suas contribuigoes a esta linha de pesquisa, como Cantor,
Hilbert e Euler, mas o primeiro niimero a ter sua transcendéncia demonstrada foi dado
em 1851 pelas maos do francés Joseph Liouville (1809-1882) que passou a ser chamado
de constante de Liouville em sua homenagem [? [1].

No capitulo 1, falaremos sobre o conjunto dos niimeros algébricos, veremos exempla-
res desses numeros, trataremos da enumerabilidade desse conjunto e veremos também
algumas propriedades validas para o mesmo.

No capitulo 2, falaremos sobre o conjunto dos nimeros transcendentes, trataremos
da nao enumerabilidade desse conjunto, abordaremos acerca dos numeros de Liouville
inclusive da constante de Liouville (que foi primeiro nimero comprovadamente trans-
cecndente), veremos também os numeros de Liouville sdo transcendentes, assim como os
nimeros e (Numero de Euler) e 7 [?7 [I1].

No capitulo 3, falaremos sobre a Classificagao de Mahler dos niimeros reais, veremos
uma nova definicao de nimeros transcendentes e como a referida classificacao de Mah-
ler nos proporcionou uma nova compreencao dos mesmos. Veremos que o conjunto dos
numeros de Liouville é uma subclasse dos niimeros transcendentes, os quais, por sua vez,
podem ser representados como trés classes disjuntas de ntimeros, como por exemplo os
U-nimeros [R, 9, I0].

A classe dos U-nimeros tera maior destaque neste trabalho, pois a mesma pode ser
representada como subclasses, tal como os U;-numeros, que é formados pelo conjunto dos
numeros de Liouville. Ainda neste capitulo, veremos alguns exemplares de U-numeros.
Diversos exempleres de U-nimeros podem ser encontrados na literatura [8, 9, 10].

Por fim, trataremos das demais classes de nimeros reais, segundo a classificacao de
Mabhler (os A, T e S-nimeros) e veremos também que os nimeros e e 7, apesar de serem
transcendentes, nao pertencem a classe dos U-nimeros [, 9, [0].

No capitulo 4, apresentaremos o problema classico da quadratura do circulo como
proposta didatica para o Ensino Médio. O qual nos permitiria abordar também sobre a

transcendencia do nimero 7, assim como quadrar algumas figuras planas [I3].



Capitulo 1
Conjuntos dos Numeros Algébricos

Um determinado nimero real (ou complexo), «, é dito algébrico, se existe algum
P(z)=ay+ a1z + ...+ a,z",

em que dag,di,...,a, € Z, nao todos nulos, tal que P(a) = 0. Caso contrario, « é
transcendente.

Neste trabalho, usaremos, também, a notagdo P(x) € Z[x| para caracterizar P(x) =
ap + a1 + asx® + ...+ a,x™, em que ag, a1, As, ..., A, € Z.

Neste capitulo falaremos do conjunto dos nimeros algébricos. Neste trabalho o con-

junto dos ntmeros algébricos sera representado por Q.

1.1 Conjunto dos Numeros Algébricos
Definigao 1. Sendo a € R (ou a € C), dizemos que a € Q, se existe algum P(z) € Z[z],
tal que P(a) = 0.

Exemplo 1. Todo ntmero racional é algébrico.

De fato, sendo x € QQ, entao z = 2—9, com p,q € Z e q# 0. Como z é solugao de equagoes

do tipo qr — p = 0, logo x é um ntmero algébrico.
Exemplo 2. Nem todo ntiimero algébrico ¢é racional.

(a) O ntmero /2 é irracional e algébrico. De fato, supondo que v/2 seja um nimero

racional e, como tal, podemos escrever
V2 = B, onde p,q € Z e (p,q) = 1.
q

Multiplicando ambos os membros por ¢ e elevando-os ao quadrado temos:

=242

3
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Portanto, p? é par, pois ¢ o dobro do nimero inteiro ¢>. Por outro lado, se p = 2s+1,
com s € Z (p impar), terfamos p? = 2r+1 com r = 2s(s+1) o que é uma contradigao,

pois p? é par. Entao escrevendo p = 2s, terfamos
(25)? = 2¢° <= 45* = 2¢° <= 25> = ¢°.

Assim, vemos que ¢? tem de ser par e, pelo mesmo raciocinio usado para p e p?, ¢
também tera de ser par. Mas se p e ¢ sao pares, entao sao ambos divisiveis por 2 e a

fracao b pode ainda ser simplificada, mas como (p,q) = 1, temos uma contradi¢ao

e, portanto, v/2 ndo é um numero racional (ou seja, V2 é irracional). Além disso,
fazendo x = v/2, terfamos: z = V2 = 22 = 2 = 2% — 2 = 0, logo /2 é solucdo

da equacdo 22 — 2 = 0 e, portanto, é algébrico.

O numero {/p, onde n > 2 ¢ inteiro e p primo, ¢ irracional e algébrico. De fato,

a
suponha que {/p, onde n > 2 ¢ inteiro e p primo, ¢ racional. Entao fazendo /p = 7
com (a,b) = 1, terfamos

n

Portanto, a = kp,com k € Z*, dai segue que b"p = (kp)" = k™ - p", logo, b" =
k"pn—1) implicando p|b” de onde p|b. Dai segue que (p, q) = p # 1, logo temos uma
contradicao e, portanto, {/p nao ¢ um nimero racional (ou seja, {/p ¢ irracional).

Agora, fazendo x = {/p, tem-se que:
r={p=2"=p=2"—-p=0.
Dal segue que /p é solugao da equagao =" — p = 0 e, portanto, é algébrico.
Sendo i = v/—1, um nimero complexo, como
i=V-1=if=-1=+1=0,

logo ¢ é um ntmero algébrico.

Defini¢ao 2. Um determinado niimero algébrico serd inteiro algébrico (inteiro sobre 7Z)

se o coeficiente lider de sua equacao polinomio for igual a 1.

Observacao. Todo inteiro algébrico é um nimero algébrico mas, em geral, a reciproca

nao é valida.

Exemplo 3. O nimero /24 v/3 € Q é inteiro algébrico, pois, sendo z = /2 + /3,

temos:

x2:2+\/§:>x2—2:\/§:>x4—4x2+4:3:>x4—4x2+1:0.
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Ou seja, V2 + /3 é solucao da equacio z* — 422 +1 = 0.
¥3

Observe que o nimero -3= ¢ algébrico mas nao ¢ inteiro algébrico. De fato,
3
3
y:%_:>2y:\?/§:>8y3:3:>8y3—3:().
ou seja, entao d‘/Tg é solucao da equacao 8y® — 3 = 0, contudo, o coeficiente do termo de

maior grau nao ¢ 1.

Definicao 3. Seja a € R, dizemos que o é um niumero algébrico de grau n, se existe

P(z) € Q[z] moénico, de menor grau n, que satisfaz P(a) = 0.
Observagao. O grau do polinémio P(z) € Q[z]| é denotado por OP.
Exemplo 4.
(a) v/2 é um nimero algébrico de grau 2, pois é soluo de 2% — 2 = 0;
(b) m ¢ um ntimero algébrico de grau 4, pois é solucao da equacao z*—422+1 = 0.

Teorema 1. Todo numero inteiro algébrico (inteiro sobre Z) real ou é um nimero inteiro

ou é um numero irracional.

Demonstracao. Supondo que x € Q, onde x = ]—9, tal que p,q € Z e g > 1, com (p,q) = 1,
q

é inteiro algébrico. Entao o mesmo é raiz de uma equacao polinomial do tipo:

T4 Q12" 4 a4 ag =0,

n n—1
(Z—)) + ap_1 (E) + ...+ a (B>+a0:()
q q q

Desenvolvendo as poténcias, tem-se

ou seja,

n n—1
p_n + Qp—1 P 1—9
q

q

—|—...—|—a1' +CLO:O.

n—1
Multiplicando ambos os membros por ¢", temos:

1

Pt an-p gt 4tapd" +ag- g =0.

Isolando p™ e evidenciando ¢, temos

1

Pr=q(—an-p" = —arpq" P —ag-q").

L —a1p-q%—ag-¢" ', onde A € Z, logo p" = q- A. Dali,

Fazendo A = —a,_1-p"~
podemos afirmar que ¢ divide p™, implicando que ¢ divide p e, portanto (p,q) = q > 1,

que ¢ uma contradicao. O
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Para melhor compreender a proposicaes a seguir é necessario uma boa nogao de enu-
merabilidade. Ao leitor interessado em compreender melhor alguma propriedade sobre
esse assunto, sugiro consultar o capitulo 4 de [@]. Contudo, um conjunto é chamado

enumerdvel se tem a mesma cardinalidade de N.
Proposigao 1. O conjunto dos ntimeros algébricos é enumeravel.

Demonstra¢ao. Dado P(x) = ag+ajz+- - -+ a,z™, o conjunto das raizes de P é denotado
por Rp. Note que Rp tem no méximo n elementos. Para todo n € N, existe apenas
uma quantidade enumeravel de polinomios, em Z[z], com grau n. De fato, considerando
X, ={Q € Z[x]; 0Q = n}. Tomando ¢ : Z x ... x Z xZ* — X,, dado por

n copias

U(ag,ay,...,a,) = ap+ a1z + ...+ aa”.

Note facilmente que 9 é bijecao. Como Z X ... X Z X Z* é enumeravel, segue-se que X,
também o é.
Definindo A,, = J,p_,, Rp. Pelos comentérios feitos anteriormente e pelo fato de que

a uniao enumeravel de conjuntos finitos é enumeravel, segue-se A,, é enumeravel. Agora

Q= UAn.

neN

é s6 observar que

Dai Q é enumerdvel (pois é escrito como unido enumerdvel de enumeraveis). ]
No préoximo teorema veremos algumas propriedades do conjunto dos niimeros algébricos.

Teorema 2. Para o conjunto dos nimeros algébricos valem as seguintes propriedades:

(i) O simétrico —a de um numero algébrico a, é algébrico.

(ii) O inverso a~! de um nimero algébrico a, com a nao nulo, é algébrico.

(iii) A soma de dois nimeros algébricos é um nimero algébrico.

(iv) O produto de dois nimeros algébricos é um nimero algébrico.
Demonstragao. (i) Se a é algébrico, entao ele é raiz de uma equagao do tipo

anx™ + ap_ 12"+ a4 ag = 0,
portanto —a € raiz da equacao:
(—=D)ap2™ + (=1)" tap_12" 7+ + (=1Darx +ag = 0.

Isto demonstra a propriedade (7).
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(i) Se a, nao nulo, satisfaz a equagao
anx™ + ap_ 12"+ a4 ag = 0,
entao a~! satisfaz a equacao:
apx™ + a2t 4 -+ ap_1x + a, = 0.
Isto demonstra a propriedade ().

(iii) Para ajudar a demonstrar a propriedade (7ii) vamos precisar de alguns conhecimen-

tos sobre formas lineares com coeficientes racionais.

Definicao 4. Uma forma linear com coeficientes racionais é uma expressao da forma:
X =qx1+ -+ Gnln,

onde ¢y, ..., q, sao todos racionais. Os x;’s sao chamados indeterminados.
Lema 1. Dadas n + 1 formas lineares

X, = Q1101+ ...+ @ity

Xn+1 = q1n+171 + ...+ Gnn+1Tn

elas sao linearmente dependentes sobre os racionais, isto é, existem ry, ..., 7,41 € Q, com

pelo menos um 7r; distinto de zero, tais que
Xy 4+ X = 0.

Demonstragao. (do Lema @) Substituindo os X;’s por suas expressoes dadas no enunciado

do Lema, vemos que
rXi+- o+ Xe =0
estard satisfeita se os r;’s forem as solugoes do sistema de equagoes lineares (n equagoes

com n + 1 incégnitas)

Giam1+ o+ QpriTer = 0

dn,1T1 + -+ nn+1Tn+1 = 0.

Pode-se mostrar que o sistema acima tem solugoes racionais r1,...,7,11 uma vez que oS

coeficientes do sistema sao também racionais. OJ
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Sejam a e b algébricos. Logo existem equagoes polinomiais:
"+ a2+ iz +ay=0 (1.1)

"+ by bz 4+ by =0 (1.2)

com coeficientes racionais (a equagao da definigdo de nimeros algébricos tem coefi-
cientes inteiros, as equagoes acima sao obtidas dividindo-se a equacao original pelo

coeficiente lider), tais que a seja raiz de () e b seja raiz de (I=2). De (D) obtemos:

a"=—a,_1-a"—.. . —a-a—ao, (1.3)

n—1

isto é, a™ estd expresso como uma combinacao linear de 1,a,...,a" ", usando coe-

ficientes racionais.

Multiplicando-se (=3) por a e substituindo-se o a”, obtido na expressao pelo seu
valor dado em (IZ3), obtemos a™! expresso como combinagao linear dos mesmos
1,a,...,a" ! usando-se também coeficientes racionais. E assim, sucessivamente,

todas as poténcias a’, para j > n, sao expressos como combinacoes lineares de

1,a,...,a" ! usando-se coeficientes racionais.
De modo andlogo, podemos exprimir as poténcias b*, para k = m, m + 1, ..., como
combinacoes de 1,b,...,b™ ! usando-se coeficientes racionais.

Nosso objetivo serd mostrar que a + b satisfaz uma equacao polinomial de grau m-n
com coeficientes racionais, implicando entao que a + b seja algébrico. Com isso em

vista, considere os m - n + 1 nimeros
La+b,(a+b)? ... (a+b)™" (1.4)

Desenvolvendo as vérias poténcias, e usando-se o que se viu acima sobre a repre-
sentacdo de poténcias a/, j > n, e b*, k > m, obtemos que os ntimeros em (I2)
podem ser expressos como combinacoes lineares de m-n ntimeros a/b*, 0 < j < n—1,
0 < k <m — 1, usando-se coeficientes racionais. Agora, aplicamos o Lema [ acima:
os X;’s sa0 os m - n + 1 ntimeros de (), os z;’s sao os m - n nimeros a’b*. Logo,

existem racionais 19,71, - . ., I'm.n tals que
7"0—1—7’1(&—1—1)) ++7amn(a+b)mn :Oa

o que mostra que a + b satisfaz uma equagao polinomial com coeficientes racionais.

Isto demonstra a propriedade (iii).
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(iv) Segue as mesmas linhas da demonstragao da propriedade (iii). Em (IZ4), entretanto,

consideramos as poténcias
1,ab, (ab)?, ..., (ab)™".

Isto demonstra a propriedade (iv).

Portanto, estao provadas todas as propriedades descritas neste teorema.



Capitulo 2

Conjunto dos Niimeros

Transcendentes

No capitulo anterior falamos sobre o conjunto dos ntimeros algébricos. Neste capitulo
falaremos do conjunto dos niimeros transcendentes. J& vimos que um determinado ntiimero
real que nao seja algébrico, sera transcendente.

Desde a antiguidade, o surgimento de numeros “estranhos” como, por exemplo, o
nimero 7, intrigavam os matematicos da época que buscavam explicacoes para tais fatos
e solugdes de problemas [4].

Os estudos dos numeros transcendentes provém de diversos problemas antigos como a
classica questao grega da quadratura do circulo [4], as pesquisas de Liouville e Cantor
[@], as investigagoes de Hermite sobre a fungdo exponencial [d], o sétimo problema da
famosa lista dos 23 problemas de Hilbert [d] e as formas lineares em logaritmos devidas a
Baker [d].

A palavra Transcendente foi usada pela primeira vez num contexto matematico por
Leibniz em 1682 [4].

No século XV III, Euler foi provavelmente a primeira pessoa a criar uma definigao
para numeros transcendentes [4].

Liouville, em 1844, provou a existéncia de niimeros transcendentes e, em 1851, produ-

ziu os primeiros exemplares dos mesmos [4], como por exemplo, a Constante de Liouville.

Neste trabalho, o conjunto dos nimeros transcendentes serd representado por T.

2.1 Conjunto dos Numeros Transcendentes

Definicao 5. Sendo a € R (ou a € C), dizemos que a € T, se existe algum P(z) € Z[z],
tal que P(a) # 0.

10
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Diferente do conjunto dos niimeros algébricos, o conjunto dos ntimeros transcendentes
¢ nao enumeravel. E, de acordo com a Proposi¢ao B a seguir, veremos que quase todos
os nimeros reais sao transcendentes [I1]. Contudo, é muito dificiel identificé-los, pois a
prova da transcendencia de um nimero é, geralemnte, bastante complicada.

A Proposicao B a seguir trata da nao enumerabilidade do conjunto dos nimeros trans-

cendentes.
Proposicao 2. Os nimeros transcendentes sao nao enumeraveis.

Demonstragao. Dado a € R (ou a € Q, ou @ € T), como Q é enumeravel e a unido de
dois conjuntos enumeraveis ¢ um conjunto enumeravel, entao basta mostrar que R ¢ nao
enumeravel para concluir que T também o é (ndo enumerdvel), caso contrario R teria que

ser enumeravel. O resultado recorre do teorema abaixo. ]
Teorema 3. O conjunto dos nimeros reais R, é nao enumeravel.

Demonstra¢ao. Tomando [0,1) C R, se [0,1) é ndo enumeravel, entao R também sera nao
enumeravel.

Supondo, por absurdo, que [0,1) seja enumerdvel. Entao existe z € [0,1) tal que
r = 0,0,10n20n3..., comn € {1,2,3,...} e ap1an2a,3... € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},

logo  é um dos numeros da lista:

0, a171a172a1’3 P
0,az1a22a23 . ..

O, a31a32a033 ...

Note que podemos construir um ntmero 0, b;1bsbs . .. diferente de todos os outros acima.

De fato, tome 0, b1bobs . .. tal que

b1 = 99— 1,1
by = 99— 22
b3 = 99— CL373

bk = 9—ak7k, k e N.

Observe que b; = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, com i € N. Logo 0,b1bebs ... € [0,1), mas como
bl §£ CLLl, b2 # az 2, bg % a3,3, ey bk 7£ ak,k tem-se que O,blbgbg .. 7é 0,an71an,2an73 Ce
para todo n € N, o que é uma contradigao. Portanto [0, 1) é ndo enumerdvel. Consequen-

temente R também o é. Isto prova o teorema. O
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Segue que a Proposicao B também é verdadeira.
Um conjunto A C R* tem medida (de Lebesgue) nula e, escrevemos m(A) = 0 se para

todo € > 0, existe uma quantidade enumeravel de bolas abertas (B,,), tais que

e A C UnEN B”’

e > Vol(B,) <e.
n=1

Claramente o volume (Vol) de um conjunto é o comprimento e a area deste conjunto,
quando t = 1 e 2, respectivamente.

Dizemos que uma propriedade é satisfeita por quase todos os nimeros complexos se,
o subconjunto de C que nao satisfaz tal propriedade, tem medida nula [IT].

A Proposigao B a seguir dd a natureza quantitativa dos nimeros transcendentes.
Proposicao 3. Quase todos os nimeros sao transcendentes.

Demonstracio. Devemos provar que m(Q) = 0. De fato, dado ¢ > 0, como Q é enu-
meravel, entdo podemos considerar Q = {ay, as, ...}. Defina entdo as bolas abertas
1 /3¢

n={2€C;lz—a,| <mp}, ondernzﬁ e

Claramente, Q C UB,, além disso,

( 3 —1 3 7
Area(U n><ZArea Zm" e n2:ﬂ_‘i.%:§<€_

neN n=1

7T2

o
Segue-se entao o resultado, onde usamos que ((2) = > n~? = e [G]. O
n=1
Neste caso, dizemos que o conjunto dos nimeros transcendentes tem medida total em
C, isto é, m(T) = oo.
Nas proximas secgoes desse capitulo, veremos as demonstracoes da transcendéncia dos
nimeros de Liouville, e (ntimero de Euler) e 7.
Os numeros transcendentes mais conhecidos sao e e 7 [4].
Mesmo depois de 120 anos da prova da transcendéncia de e e 7, até hoje a natureza
aritmética de e + 7 e em é desconhecida.
No entanto, um desses nimeros (provavelmente ambos) é transcendente, pois e e 7
sdo raizes de 22 — (e + m)x + em e Q é algebricamente fechado. Portanto, conjectura-se
que, sendo e e 7 algebricamente independentes, implicaria a transcendéncia dos ntimeros

acima [6].
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2.2 Os numeros de Liouville

Os primeiros exemplares de ntimeros transcendentes foram os niimeros de Liouville.
Sendo o primeiro nimero comprovadamente transcendente chamado de Constante de
Liouville. A Constante de Liouville foi desenvolvida exclusivamente para ser um exem-
plar de ntimero transcendente.

Joseph Liouville, por volta de 1844, desenvolveu uma propriedade que era satisfeita
por todos os nimeros algébricos e, portanto, se algum niimero nao a satisfizesse, ele, seria
transcendente [@]. Os ndmeros de Liouville sdo nimeros ajustados a nao satisfazer tal
propriedade [4].

O conjunto dos numeros de Liouville sera representado, neste trabalho, por L. E
sua transcendéncia estara devidamente demonstrada ainda nesta secao. Além disso, no
capitulo 3 deste trabalho, veremos que o conjunto dos nimeros de Liouville pode ser apre-
sentado, segundo a Classificacdo de Mahler [8, O, 0], como uma subclasse de nimeros
transcendentes.

O Teorema @ a seguir trata da propriedade criada por Liouville, a qual nos referimos

acima.

Teorema 4 (Liouville). Seja o uma raiz irracional de um polinémio irredutivel P(z) €

c(a
Z[z] com n = OP(x) > 2. Entao existe uma constante c¢(«) tal que |a — b > (—n) para
q
qualquer niimero racional I—) Uma escolha conveniente para essa constante é
q
1
cla) =
() 14+ max |P'(t)]
t—a|>1

onde P’(t) denota a derivada de P(z) no ponto ¢ e ¢ é um numero real entre « e b
q

Demonstracao. Separemos o problema em dois casos.

e Caso la— 2| > 1. Como q € Z* entao ¢" > 1, além disso, 1 > ¢(«) de modo que
q
c(a c(a
1> ( ) Logo Q_E‘Z ( )
q" q q"
o Caso |a— L] <1. Primeiramente, sendo P(x) € Z[z] um polinémio irredutivel
q

sobre Z, de maior grau 1, entdo P(z) é irredutivel sobre Q. De fato, supondo que

P(x) = G(x)H(z), G(x) = Z—g+%x+%x2+~'-+g—:m" e H(z) = @ + fa +

Fr’+ -+ gma™ onde 0G(z) > 1 e OH(z) > 1. Seja a = mmc(bo, by, ba, ..., bn)

e f = mmc(dy,dy,ds,...,dy,). Portanto aG(z) é primitivo e SH(x) também, de
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modo que aG(z)BH (z) = afP(x) é primitivo pelo Lema de Gauss. Ora, sendo
assim devemos ter « = £1 e f = +1 de modo que G(x) € Z[x] e H(x) € Z[z] e

portanto P(z) € Z|x], mas, por hipétese P(x) ¢ irredutivel sobre Z, assim chegamos

em um absurdo. Portanto P(x) é irredutivel sobre Q. Dessa maneira, P (£> #0
q

pois P € Q. Além disso ¢" - P (E) é certamente um numero inteiro pois n =
q

()

a existéncia, de pelo menos um ¢t € R, que esteja entre o e P tal que:

o= ()= ()l

jé que « é raiz do polinomio P(x).

OP(x), portanto > 1. Agora, o Teorema do Valor Médio nos garante

p /
a—=|-|P(t
q‘! l

Multiplicando a equagao acima por |¢"| concluimos que [¢"| -

a— 13‘ P'(4)] > 1.
q

Lembre também que estamos admitindo

a— 1—?‘ <1 eassim |t — a| < 1. Portanto

temos:
a_g‘ 2] "|(1+1|P'<t>|) - : = C(?'
a g (1+|max \P’(t)|) 1
t—al|>1

Portanto, o teorema esta provado.
m

Definicao 6 (Nimeros de Liouville). Um nimero « é chamado de nidmero de Liouville

se existir uma sequéncia de racionais (ﬁ) distintos, com ¢; > 1 Vj € N, tal que
9/ jen
; 1
a-Yl< = vjeN.
d; q;

Agora veremos alguns exemplos de Numeros de Liouville, inclusive a Constante de

Liouville.
— 1

Exemplo 5 (Constante de Liouville). O nimero o = Z Tom ¢ um numero de Liouville e
k=1

é conhecido como a constante de Liouville. O valor dessa constante ¢ de aproximadamente
0, 1100010000000000000000010000.
A seguir veremos a demonstracao de que a constante de Liouville é um numero de

Liouville.
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Perceba primeiramente que a série acima converge pelo teste da razao:

1 k!
lim

R T T s

> j
Sabendo que a = Z ToR defina p; = Z 109k o G = 107 Assim
k=1 k=1
pil 1 i
Tl D gn 2 on
’ k=1 k=1

RS NS B i ,

= kzl 1050 10G+D)! + 10G+2)!=G+1)! + T0G-=G+D! 4.
=j+

Agora veja que

1 1 1 1 1 1 1
106+ D! (1 M e e A TV VI s A ) < ToGr (1 Tttt ) |

Como
AR = (1+5)=7%
10 102 " 10° - 9) 9
temos que
p; 1 10 10 1 1
oO— = < o = ; = < < j
gj| ~10UFDE9 9100 (104 (10 (g;)

0 que garante-nos que a ¢ um nimero de Liouville.

o0
Exemplo 6. Generalizando o exemplo anterior, se b > 2 é um inteiro, entdaoa = > a,b™™
n=0
¢ nimero de Liouville, para toda escolha de a,, € {1,...,b — 1}. De fato escolha ¢; = b e

J ;
pi = > a,t/'"™. Entdo

n=1
I Z apb™™ < (b—1) Z b
4 n=j+1 n=j+1
00 » b 1
<(-1 Z b = S

n=(j+1)! qj
Os numeros de Liouville sao niimeros reais que podem ser bem aproximados por raci-

onais. Vide Teorema H.

Teorema 5. « é um nimero de Liouville, se e somente se, para todo n > 1 existe um

racional }—), com g > 1, tal que:
4q
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Demonstracao.

, , . . . N . . p
(=) Se a é um nimero de Liouville, existe uma sequéncia de racionais (—n tal que
n/ neN
Pn
a —_— —
an

1
0< < —. Basta agora tomar, para cada n, p = p, € ¢ = ¢n.

n

(<) Sabemos que para cada n existe &, dependendo de n, tal que a desigualdade do

enunciado é vélida o ¢, > 1. Defina portanto, A = U {&} Perceba agora que A

neN n

oL
Q

n € N¥ C N, onde N# ¢ infinito. Ora, dessa maneira teriamos obrigatoriamente a

P
nao pode ser finito, pois se fosse, existiria — € A tal que

‘<1 tod
— para todo
an

P
igualdade — = a. Um absurdo, pois 0 < . Assim, A é infinito e o resultado

Q

“TaQ

segue.
O

Os préximos teoremas e a proposicao servirao para demonstrar a transcendéncia dos

numeros de Liouville.

Teorema 6 (O Grande Lema). A sequéncia (g;);.y. da definicao B, ¢ ilimitada.

eN?

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que nao seja assim. Portanto dM > 0 tal que

. 1 .
a—& S—j<1temosqj a—&

4a; q; J
Além disso, como |p;| — |gja| < |g;a — pj| segue que |p;| < |g;a| +¢; < M(|a| + 1).

g; < M par a todo j € N. Como = |gjo — pj| < g5

Logo (pj) ;e ¢ limitada.
Portanto (¢;);cy € (Pj) ey S80 sequéncias de nimeros inteiros limitadas e portanto
. .. Dy . N P
com apenas finitos termos distintos. Desse modo, (—] é uma sequéncia de nimeros
45/ jen
racionais com finitos termos distintos, o que contraria o fato de tal sequéncia possuir os

termos distintos. O
Proposicao 4. Todo Numero de Liouville é irracional.
Demonstra¢ao. Suponha a € L, tal que o = b € Q. Por hipétese, existe uma sequéncia

. . 1 R 1
(‘&> de racionais distintos tais que b b < —, ou seja, Pa; — Pid < . Além
jEN j

q; q q; qq; q;
disso, como pg; e p;q sao numeros inteiros distintos, a sua diferenca em maédulo é maior

ou igual a 1 e assim obtemos:

pY; —qu’ 1

< =
q4;

1
Ipg; — piql = 1 = < ‘ :
lq q

il



2.3. O NUMERO E E TRANSCENDENTE 17

Isso nos diz que |gq|¢; > q;: e portanto |q| > qg_l, um absurdo pois pelo Grande Lema a

sequeéncia (qj)j ey € llimitada. Logo todo numero de Liouville € irracional. ]

Por fim, o teorema que contém a prova da transcendéncia dos ntimeros de Liouville.
Teorema 7. Todo Numero de Liouville é transcendente.

Demonstracao. Pela Proposicao B, se o for um ntimero do Liouville entao « é irracional.
Suponha agora que « é algébrico e é raiz de P(x) onde OP(x) = n > 2, entao pelo teorema

de Liouville (Teorema B) temos que vale a seguinte desigualdade para qualquer racional
p

q

o=t 4
q q

. . , . , - p; .~
Em especial essa desigualdade é valida para os niimeros da sequéncia (—] da definicao
4;
jEN

de ntmero de Liouville. Dessa forma temos que:

c(a) <‘a 2
qn

. 1 _
Da desigualdade acima segue que qj "< ﬁ, o que contradiz novamente o Grande
c(a

Lema, pois assim terfamos a limitagao de (g;) Portanto todo nimero de Liouville é

jEN"
transcendente. O

Como consequéncia desse teorema podemos afirmar que, assim como todo ntimero de

Liouville, a Constante de Liouville é um ntmero transcendente.

2.3 O numero e é transcendente

O numero e, chamado de numero de Fuler, é a base do logaritmo natural, vale apro-

ximadamente 2, 718281828459, e pode ser apresentado como:

. "
ee=1lim ([1+—| ,e
n—00 n

S|
° c= —.
n=0 TL'

O numero e é um numero irracional e transcendente. A irracionalidade de e foi de-
monstrada por Lambert em 1761 e mais tarde por Euler [@]. A Prova da transcendéncia
de e foi estabelecida pelo Matematico francés Charles Hermite em 1873, a qual sofreu
sucessivas simplificagoes ao longo do tempo [4].

A demonstragao a seguir, Teorema B, é uma variacao conferida a Adolf Hurwitz, da

prova de David Hilbert da transcendéncia de e [4].
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Teorema 8. O numero e é transcendente.

Demonstracao. Suponha que e é algébrico. Logo a,,e™ + --- + aye + a, = 0, para certos
a; € Q,i=0,...,me ay # 0. Podemos supor, sem perda de generalidade, que os a; sao

inteiros para todo 1.

P —1)P(x —2)P-- (. —m)P
(p—1)!

de grau mp +p — 1, o que implica que f"*+P)(z) = 0.

Seja F(z) = f(x)+ f'(z) + - + fP+P=1(z). Temos

O polinémio f(x) = , onde p é um ntmero primo, é

e F@)} = e {P(@) ~ F@)) = o f(2) (2.)

logo, para todo 7,

a; /0] e~ f(w)dx = a; [—e " F(2)]) = a;F(0) — a;e 7F(j).

Multiplicando ambos os lados por e/, somando para j = 0,1,...,m, e considerando que

ame™ + ...+ ag = 0, obtemos:

é(aﬁj /0 je’”f(ar)dar) = F(O)éajej—éaﬁ(j) (2.2)

= —Z Z a; f ().

Lema 2. Para todo i e j, f(j) é inteiro divisivel por p excetose j =0ei=p—1, e
entdo fP~D(0) = (=1)P--- (—m)P.

Demonstracao. (do Lema) Usando a regra de Leibniz, se j # 0, entao o tinico termo nao

nulo vem do fator (z — j)? derivando p vezes. Desde que ( P i = p, esses termos sao
p—1)!

inteiros divisiveis por p.

Se j = 0, o tnico termo nao divisivel por p é obtido para ¢ = p — 1 e entao

FE0) = (=1)P - ... (—m)P.

Segue-se que a expressao (Z2) é da forma Kp — ag(—1)? -+ (—m)P, com K € Z.
Se p > sup(m, |ag|), o inteiro ag(—1)?-...- (—m)P nao é divisivel por p. Logo para um
nimero primo p suficientemente grande, o lado esquerdo de (E22) é um inteiro que nao é

divisivel por p e portanto Kp — ag(—1)? - ... (—=m)P é ndo nulo.
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Vamos dar uma cota superior para a integral. Se 0 < x < m, entao

mmptp—l1

o que implica

i( f/j 1 )d) | |j/jmmp+p_1d
a;e e *flx)dx < asle ——dx
7 Jo 0 ! o (p—1!

=0

IA
[
S
@,
N——
S E
3

=l F
sl IS

que tende a 0 quando p tende a infinito.

Logo obtivemos uma condicao o qual prova que e é transcendente. O

2.4 O numero 7 ¢é transcendente

O numero 7 representa o valor da razao entre a circunferéncia de qualquer circulo e seu
diametro. E a mais antiga constante matematica que se conhece. E um niimero irracional,
com infinitas casas decimais e nao periédico. 7w vale aproximadamente 3, 141592653589.

Lindermann, em 1882, estendeu a demonstracao de que e é transcendente e mostrou

que 7 também o é [d].
Teorema 9. 7 é transcendente.

Demonstracao. Suponha que 7 é algébrico sobre Q. Entao, 7 é algébrico sobre Z. Como
o produto de nimeros algébricos é também um numero algébrico, entao mi é algébrico

sobre Z e, portanto, existe um polinomio

b1(x) € Z[z] (2.3)
com rafzes a; = i, ay, ..., q, € C. Como ™ + 1 = 0, entao
(e +1)(e?+1)--- (e +1)=0. (2.4)

Observe que ao expandir o produto na equacao (Z4) os expoentes de e tornam-se somas
de aq,as,...,qa, tomados 2 a 2, 3 a 3, n a n. Desejamos construir um polinomio cujas
raizes sao essas somas.

Primeiro, considero as somas de aq, as, ..., a, tomados 2 a 2, isto é,

a1+ g, a1 +as, ..., 01+ . (2.5)
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Por (P33), todos os polinémios simétricos elementares de ay, s, ..., q, sdo racionais e,
portanto, todos os polinomios simétricos elementares das somas (Z3) sao também racio-

nais. Dali, segue que existe um polinomio
b2(x) € Zlx], (2.6)
cujas raizes sao as somas (Z3). Analogamente, existem polinoémios
O5(z),...,0,() € Zx], (2.7)

cujas raizes sao as somas de aq,as, ..., q, tomadas 3 a 3, ..., n a n, respectivamente.

Por construgao, o polinomio em Z|[x] dado por
01(x)02(x) - ... - O,(x), (2.8)

tem como raizes exatamente as somas que aparecem como expoentes do e na expansao

do produto na equagao (E4).

Sejam f31, fa, . .., B, as raizes nao nulas do polinémio (Z8). Entao, o polinémio
O(z) = ca” + 1" '+ " P+t (2.9)
cujas raizes sao [y, s, ..., 5, tem coeficientes inteiros, ou seja, 0(x) € Z[x]. Além disso,

podemos escrever a equagao (Z4) da seguinte maneira:
g pefr 4+ =0,

ou seja,
e e k=0, (2.10)

onde k£ é um inteiro positivo.

Agora dado p um numero primo, defina

_ o1 0@
flz) = ek (2.11)

onde s = rp — 1 e observe que f(x) é um polindémio de grau s + p.

Defina também

F(z) = f(@)+ fP) + fO@) +...+ fCP(2) (2.12)
e observe que p
%[e’xF(l’)] = —e “f(x). (2.13)

Dai, pelo Teorema Fundamental do Calculo segue que
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e “F(z) — e"F(0) = /w —e Y f(y)dy, (2.14)
e, portanto, fazendo a mudanca de variavel y = 2’1‘ na integral obtemos que
F(z) —e"F(0) = —x /1 eI f(r)dr, (2.15)
0
Agora, tomando = = [, fs,..., 3, em (EIH), somando as equagbes obtidas e usando

(210) obtemos que

r

E:Fm@y+ka)—-—§:5{4 =8 f(18;)dr. (2.16)

j=1
Afirmamos que existe um nimero primo p; tal que o lado esquerdo da equacao (EI8G) é
um numero inteiro nao nulo para todo p > p;.

Para ver isso, primeiro observe que (3; é uma raiz de multiplicidade p de f(z), para

todo 7 =1,...,r. Dali, segue que
d OBy =0, 1<t<p. (2.17)
j=1

Por outro lado, observe que

glz) = (p—1f(z) = 2?71 [0(x)]”
SrP Her" + "t ™2+ .+ ¢
= c*h(z),
onde h(x) € Z[x] é um polinémio com grau r+p— 1. Além disso, ao derivar t > p vezes o
polinémio g(x), obtemos um polinémio cujos coeficientes contém o produto de pelo menos
p numeros inteiros consecutivos cuja origem sao os expoentes do x em h(x). Dai, como

p! divide o produto de p niimeros inteiros consecutivos, segue que

9 (w) = plhu(x), t>p, (2.18)
onde h;(z) € Z[z] e, portanto,

fO(x) = phy(x), t>p. (2.19)

Mais ainda, como deg(f(z)) = s + p, entdo para ¢t > p temos deg(f*(z)) < s. Portanto,

para t > p asoma Y, f(8;) é um polindmio simétrico em By, Ba, ..., B, com coeficientes
i=1
inteiros divisiveis por ¢®p e, portanto, por (Z9) e pelo Teorema Fundamental das Fungoes

Simétricas segue que

> 9B =pa, t>p, (2:20)
j=1
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onde a; € Z. Dali, de (2112) e (2220) segue que

ZF B) = i (Z f“)(ﬁj)) —p) a=pa (2.21)

onde A € Z. Por outro lado, observe que

fO0) =0, 0<t<p-2,
f(l’—l)(()) — cscg’
fO0) = pb, b €Z, t>p,

e portanto,
s+p

0) =k Y f90) = ke’ + kpB, (2.22)

onde B € Z.
Seja p; um numero primo maior que max {|c|,|c.|, |k|}. Entao, p; ndo divide kc*c,

portanto, p; nao divide o inteiro

> F(B;) + kF(0) = ke + pi(A+ kB), (2.23)
j=1

ou seja, esse inteiro é nao nulo. Logo,

p>p1 = (2.24)

ST R(B) + kEO)] > 1

Agora, afirmamos que o lado direito da equacao (E-18) converge para 0 quando p — +00
(dentre ntimeros primos).
Para ver isso, observe que por (Z9) e () com 0 < 7 < 1 temos as seguintes

estimativas:

|0(Tﬁj)| S Mj, Mj > O, j = 1, o, Ty (225)

(1-7)B; ) J |CTB]M|
)] < o G

Dai, podemos estimar o lado direito da equagao (Z18) da seguinte maneira:

T 1 ., )
;ﬁj/o e(lfr)ﬂjf(rﬁj)dr SZWJ.‘/O |€(177—)6jf(7—ﬁj)‘d7'

< Z!ﬁ;l/ |C€5JJ |C 6]M| dr

Z e \C 5JM \p

el (

=1,...," (2.26)
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Mas, essa ultima soma converge para 0 quando p — 400 e, portanto, o lado direito da
equagao (PZ18) também converge para 0. Em particular, existe um nimero primo py tal

que

p=p = > 1. (2.27)

T 1
>0, / 7% f(7;)dr
j=1

Seja py = max {p1,p2}. Entdo, para p > poy, por um lado temos de (ZZ2) que o lado

esquerdo de (EI8) é maior ou igual que 1 e, por outro lado, temos de (E2Z1) que o lado
direito de (218) é menor que 1, ou seja, uma contradigao.

Logo m nao é algébrico sobre Q, ou seja, m é transcendental sobre Q. O



Capitulo 3

Classificacao de Mahler

Neste capitulo, explanaremos sobre a classificacdo de Marler (dos nimeros transcen-
dentes), veremos que existem subclasses nessa classificagao, além de algumas propriedades
e consequéncias importantes.

Como vimos, o conjunto dos nimeros reais (ou complexos) pode ser dividido entre
numeros algébricos e transcendentes. Ou seja, um nimero real ou é algébrico ou trans-
cendente. Contudo, no inicio do século XX, foram criadas varias classificacoes para os
nimeros transcendentes, no entanto, elas nao foram consideradas relevantes. A primeira
classificagao interessante foi criada por Kurt Mahler em 1932, a qual nos levou a uma

nova compreensao dos nimeros transcendentes.

3.1 Classificacao de Mahler

Vejamos algumas consideracoes preliminares importantes:

Definicao 7. Dois ntmeros & e ¢ sao ditos algebricamente dependentes se existe um

polinémio, nao nulo, de duas varidveis P(z,y) € Z[z,y] tal que P(§,{) = 0.

Definicao 8. Seja P(x) € Z[z] com P(z) = ap+ a1z + ...+ a,z"™. A altura de P é dada
por H(P) := max{|ac],...,|an|}.

Definicao 9. A altura e o grau de um nimero algébrico «, denotados respectivamente

por H(a) e d(«), sado iguais a altura e o grau do seu polinémio minimal.

Vejamos agora generalizagoes dos teoremas de Liouville e Dirichlet, os quais sao fun-

damentais para a construcao da classificacao de Mahler.

Teorema 10 (Liouville). Seja v um nimero algébrico de grau d e N um inteiro positivo.

Entao existe uma constante positiva ¢ = ¢(a, N) tal que para todo polinomio P(z) € Z[z],

24
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satisfazendo OP < N e P(a) # 0, vale

|P(a)| > W,

em que H(P) é a altura do polinomio P.

Demonstragdo. Seja f(z) = aqz®+ ...+ a1z + ag o polindmio minimal de « sobre Z, com

aq > 0. Denotando os conjugados de a por ay, s, ..., g, com o = «, temos

f(z)=aq(z—a1)...(z — ag).

Agora, se P(z) € Z[z] é tal que P(z) = bpzF + ... + b1z + by, P(a) # 0 e k < N, entdo

podemos fatorar P(z) como
P(z) =bi(z = B1) ... (2 — Br)-

Note que «,, # (; para todo par de indices m e i. Com efeito, se tivéssemos «a,,, = [3; para
um par m e i, entao P(a,,) = 0. Mas como f(z) é o polinémio minimal de «,,, devemos
ter que f(2)|P(z) e logo P(a) = 0, o que contradiz a nossa escolha. Feita esta observagao,
concluimos que |a,, — ;| > 0 para todo par de indices m e i, e podemos entao calcular o

duplo produtério
d &

1L 1Ll =5

m=1 i=1

Por um lado, temos a igualdade

Por outro lado,

=1 m=1 m=1
Logo,
T k
Wg |P(au)| = G—SH | £(B:)]-
E assim,
k
|bx | [[1 £ (55)]
|P(a)] = ——= :
ag [T [P(aum)]

m=2
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Afirmamos que |bg|? [T, | £(8:)] é um inteiro positivo. De fato, considere o seguinte
polinémio simétrico F(xy,...,xx) = f(x1)... f(xx) com coeficientes inteiros. Pelo Teo-

rema Fundamental das Fungoes Simétricas, existe um polinomio com coeficientes inteiros

G(ylv s ayk’)ﬂ tal que

F(zy,...,x5) = f(z1) ... flzx) = Gloy(x1, ..., 2k)y - oy op(X1, .., TE)).

Pela definigao de F(xy,...,xx), temos
F(z1,...,21) = (agzd+...+ax+ag)...(agzd+ ...+ ayxy, + ag)

= af(zy,..., o)+ ...+ ak =di(op(xy, .. )+ .+ ab

= G(oy(T1,. ., Tk), -y ok(T1, . xp)).
Assim, 0G > d.
Supondo que 0G > d, entao deve existir um monomio de G(oy(xy, ..., x), ..., 06(T1,. .., Tk)),
digamos

(oi (1, xp)t (o, (21, . xg))",

de grau maior do que d, isto é, ¢; + ... + ¢, > d. Observando as poténcias das fungoes

simétricas, temos
(O'it<I1, Ce ,Z‘k>>ct = (131, ey Ly + At(l’l, Ce ,:Ek))ct = (Il, Ce ,Z‘it)ct + Bt(xl, . ,SL’k),

para todo t € {1,...,n}, em que A; e B; s@o polindomios em k varidveis com coeficientes

inteiros. Logo, o possivel monomio é

n

[Toi(x,...;xp)* = [[]((z1,...,2%)" + By(x1,...,2%))
=1

t=1
c1+...+c
x] " D(xg, .. xk) + B2y, .. xp),
com D(zg,...,xr) € E(z1,...,x) polindmios nao constantes com coeficientes inteiros.

Mas isso é um absurdo, pois a poténcia de z; é maior do que d. Portanto ocorre a

igualdade 0G = d. Como P(z) = bi(z — 51)...(2 — Bk), temos também as seguintes

igualdades
bi._
o = o1(fr,---,0%) :51+---+5k=—%
3
br—2
oy = 09(Br,...,08) =Bifat ...+ B = T
3
kbO
O = Uk(ﬁl?"wo-k):ﬁl'-“'ﬂk:(_1> b_
k
Assim G(oy,...,05) é um nimero racional cujo denominador ¢ igual a b e podemos

finalmente concluir que

k
i [ F(8:) =b{F(By,....B) = biG(on, ... 0n) € L.
=1
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k
Portanto |bg|? [T |f(8;)| é um inteiro positivo. Utilizando este fato, obtemos
i=1

k

bl TT1£(5)] 1
Pla) = — > — .
o I1 |Ple)| b TT [Play)]

Majorando as quantidades |P(«;)|, para i € {2,...,d}, obtemos

< Pl + ...+ il + 1),
Denotando A = max{|asl,...,|aq|}, como k < N, de acordo com (B), para i €
{2,...,d} teremos
|P(a)] = H(P)(A* 4 ...+ A+ 1) < H(P) (Ak+...—|—A+12.
Cr(aN)
Finalmente,
1 1 C
)| > >
* TTH(P)Ci(a,N)
=2
1
em que C' = . O

G/ZCI (aa N)d_l

O teorema de Dirichlet afirma que se £ € R é um numero irracional, entao existem

infinitos racionais B, com g > 1, tais que
q

1
q q
1
Ou seja, |P(€)| < —, onde P(z) = gz — p. Note também que H(P) > q.
q

Nosso proximo objetivo é estender o teorema de Dirichlet. Vejamos a seguir.

Teorema 11 (Dirichlet). Sejam & um nimero complexo e N um inteiro positivo, de modo
que & ou é transcendente ou é um algébrico de grau maior do que N. Entao existe uma
constante C' = C(&, N) > 0 tal que para todo inteiro positivo H, existe um polinémio nao
nulo P(z) € Z[z], com 0P < N e H(P) < H satisfazendo
C
P& < Prae

2
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Demonstra¢ao. Quando N = 1, entdo podemos escolher C' = C'(&,1) = 2|¢| + 1 e consi-
derar o polinémio P(z) = z. Neste caso, H(P) = 1 < H para todo H inteiro positivo e,

temos que o
P©)] = l¢l < 2kl +1=C(6,1) = 7.

Assim, o teorema é valido no caso N = 1. Para o caso mais interessante, N > 2, vamos
recorrer ao Principio das Gavetas (de Dirichlet). Primeiro, para inteiros positivos N e H,

denote por Qy y o conjunto de polinémios

QN,HZ{P()EZ Zan"eogangH, n:O,...,N}.

Note que #Qn gy = (H + 1)N*1. De fato, j4 que tais polindmios sao totalmente
determinados pela escolha dos seus N + 1 coeficientes e para cada um destes temos H + 1
possibilidades, pelo Principio Fundamental da Contagem temos um total de (H + 1)V*!
escolhas possiveis para tais coeficientes, ou seja (H + 1)V ! polinomios distintos em Qy 5.
Também, temos que o conjunto dos valores Q@ = {P(§); P(z) € Qn u} tem a mesma
cardinalidade de Qn . Com efeito, é claro que #Q < #Qn m. Se tivéssemos #Q) <
#OnN 1, entao pelo menos dois polinémios distintos Py (z) = Py(z) em Qn g sdo tais que
Py(€) = Py(&). Mas isto implicaria a existéncia de um polinémio P*(z) = Py (z) — Py(z)
de grau menor ou igual a N, do qual £ é raiz, o que contradiz o fato de que o grau de
¢ ¢ maior do que N. Concluimos entdo que #Q = #Qn gy = (H + 1)V, Usando a

desigualdade triangular, obtemos
1P(&)] < anlé™ + ...+ ar|€] +ao < (|€]"+ ...+ €| +1) H =: B,

para todo P(z) € Qnpg. Como |P(£)| < B, implica max {|Re(P(£))|, |Im(P(§))|} < B,
temos que P(§) € [—B, B)? para todo P(z) € Qn x. Dividimos [— B, B]?* em s? quadrados
menores, estes terdo lado igual a 28. Para aplicarmos o Principio das Gavetas, queremos

que a quantidade de valores em Q exceda o niumero de quadrados nenores, ou seja,
2 < (H + 1)N+1.

Se tomarmos s = L(H + 1)%J — 1, entao

< ()Y = )Y

como desejado. Além disso, como N > 2e H > 1, entao s > |vV23| — 1 = 1 e nossa
escolha estd bem definida. Logo, pelo Principio das Gavetas, existem polinomios P;(z) e

Py(z) em Qp g tais que Pi(§) e Py(€) estdo no mesmo quadrado de lado 2B/s. Portanto,
2BV?2

|PL(§) — Pa(&)] <

(diagonal do quadrado).
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Tomando P(z) = Pi(z) — P»(2), entdo como max{dP,,0P,} < N, obviamente 0P < N.
Por outro lado, escrevemos Pi(z) = Zivzo a,z" e Py(z) = Zg:o b,z", entao P(z) =
Zf:fzo cp2" onde ¢, = a, — b,. Como 0 <a, < He0<b, <H,entdo |¢,| < H, para
todon =0,1,..., N e portanto H(P) < H. Além disso, temos a desigualdade

H

L(H+ 1)¥J 1

Afirmamos que {(H + 1)%J —-1> LHTJ De fato, se N é fmpar, digamos N =
2k + 1, entao

PO < 2V2(1+ ¢ + ... +[€Y) (3.2)

2k+42

s:{(HH) : J—1:(H+1)k+1+1—1zﬂk+1+1:{HTJ.

Quando N = 2K, entao

2k+1 2k+1

s=|H+ D H+ D} -1z B e oz B ] =

Provada tal afirmagao, podemos reescrever (B4) como
H

Bk
Mas 3|z | > 2x para todo = > 1, ent@o
V2L + €[ +... +¢Y) _ C
< N

1 -1

PO = =

onde C' = C(&,N) :=3v2(1 + €] + ...+ [¢]V). O

IPE)] < 2V2(1+ €] + ...+ [¢]™)

Para facilitar, chamaremos os dois resultados anteriores de Teorema Geral de Liouville
e Dirichlet, respectivamente.

Como consequéncia das generalizacoes dos teoremas de Dirichlet e Liouville, consegui-
mos uma nova definicao para nimeros transcendentes.

Agora, sendo £ um nimero real (ou complexo) e P(z) € Z[z], vamos analisar os casos
em que |P(&)|, dependendo do grau e da altura de P, se aproxima muito de zero, mas
sempre com P(&) # 0.

Teorema 12. Dado um nimero complexo £ e inteiros positivos H e N, sejam
Pvu = {P(z) €Zz], 0P < NeH(P)<H}
Q& N, H) = min{|P()[; P(2) € Pyu e P(£) # 0},
Defina w(¢, N, H) como
¢, N, H) = H(ENm

w(¢,N) = }}im supw(&, N, H) e w(§) = ]&im supw(&, N). Entao £ é transcendente se,
—00 —00
somente se, w(&) # 0.
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Demonstra¢ao. Vamos agora examinar o quao préximo de zero |P()| pode se tornar
quando variamos P(z) sobre todos os polinémios em Z[z]|, com grau e altura menores ou

iguais a N e H, respectivamente e tais que P(£) # 0. Para isto, definimos

Pvu = {P(z) €Z[z];0P < H},
Q& N, H) = min{[P(§)|; P() € Py e P(§) # 0}

Para podermos comparar bem Q(§, N, H) ao expoente de H no Teorema Geral de Diri-
chlet, gostarfamos de expressar (&, N, H) como H~®" para uma escolha conveniente de

©. Esta observacao nos leva a definir o expoente w(§, N, H) satisfazendo a equagao
Q(f’ N, H) = H_w(£1N7H)N.

Assim, determinar qual o menor valor de (¢, N, H) para infinitos H e N é equivalente a
determinar qual o maior valor possivel para (¢, N, H) quando variamos os valores de H
e N. Se £ é transcendente, podemos usar o Teorema Geral de Direchlet e garantir que,
para todo H e N fixados, existem uma constante positiva C' = C(£, N) e um polinoémio

P(z) € Py g tais que

C
— ,N,H)N
— = HENION <

2 2

Q& N, H) < |PE)] <

Aplicando a funcao logaritmo na tltima desigualdade anterior, obtemos

N -1

—w(¢,N,H) - Nlog(H) < log(C) — log(H).
E assim, ©)
N -1 log(C
5 <10g(H)+w(§,N,H)-N. (3.3)

Primeiramente, vamos observar qual o crescimento de w(§, N, H) para os infinitos valo-

res de H. Nao sabemos se o lim w(&, N, H) existe, mas como estamos interessados no
H—o0

maior ponto de acumulacdo de w(&, N, H), para N fixo e H — 0o, basta verificarmos o

limsupw(&, N, H) (limite superior), que sempre existe. Assim, definimos
H—x

w(&, N) =limsupw(&, N, H).

H—oo

Aplicando lim sup em ambos os lados da desigualdade (B33), temos
H—c

log(C)

lim su < lim su +w(&, N) - N.
o
ou seja,
N -1 N -1
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Denotando w(&) com o maior ponto de acumulagao da fungao w(&, N) quando N — oo,

ou seja
N—-1 1
w(&) ;= limsupw(&, N) > limsu = —.

Concluimos que se £ é transcendente, entao w(&) é diferente de zero (mais precisamente,
deve ser pelo menos 1/2).
Nosso proximo objetivo é estimar w(£) no caso em que £ é algébrico de grau d. Seja

P(z) € Py o polindmio que satisfaz
IP(€)] = Q(E, N, H) = H“ENHN,

Aplicando o Teorema Geral de Liouville, temos

c(§,N) c(§, N) _ p7—w(&,N,H)
BT S gicpeT S PO = HOeR

Y

O que implica (aplicando a fungao log)

d—1 log(c(¢,N))

N,H) < .
N < = = o)

Logo,

w(&, N)=limsupw((, N, H) < —— — limsup —————=

(&) H—mp S ) N \H_mp Nlog(H)

=0
e assim
d—1

w(§) = limsupw(&, N) < limsup

N—o0 N—o0

=0=w(&) <0.

Por outro lado, como a sequéncia (2(§, N, H))y>1 é nao crescente, entao Q(&, N, H) <
Q& 1,H) <1, para todo H > |£| + 1. Dal,

log(QENH)

w(& N, H) = Nlog(H) =

quando H > [£| + 1. Assim w(£) > 0 (na verdade esse argumento vale também se & é
transcendente) e concluimos que se « é algébrico, entao w(a) = 0. Com isso, acabamos

de provar um critério para transcendeéncia. O
Portanto, a classificagao dos ntimeros reais ficaria da seguinte forma:
Para todo £ real (ou complexo), tem-se:

e w(§) =0, equivale a ¢ algébrico;

e w(&) # 0, equivale a ¢ transcendente.
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Contudo, como w(§) > 0 pode-se considerar o seguinte:
e w(&) =0 (£ algébrico);
e 0 <w(§) < oo (¢ transcendente);
e w(§) = 0o (£ transcendente).

Observe que se w(§, Ny) = oo para algum Ny € N, entao

w(€) = limsupw(€, N) > w(&, No) = 00 — w(€) = 0.

N—oc0

Portanto, existem duas maneiras de se obter w(§) = oc:
(i) w(&, No) = oo; para algum Ny,
(i) w(&, 1),w(&,2),... ndo possui ponto de acumulagao.
Dessa forma, temos uma classifica¢ao mais refinada dos niimeros reais (ou complexos):

e w(&) =0 (& algébrico);

0 < w(&) < oo (& transcendente);
e w(§) = oo e existe um Ny tal que w(§, Ny) = oo (¢ transcendente);
e w(§) = oo e para todo N, w(§, N) # oo (§ transcendente).

Para analisar melhor os casos em que £ é transcendente, vamos definir v(§) como sendo
o maior inteiro positivo N tal que w(&, N) = oco. Logo, caso w(&, N) < oo para todo N,
entao v(§) = oo. Agora, se w(§) = 0o, entdo v(£) pode ser finito ou infinito. Deste modo,
temos quatro possibilidades para w(§) e v(£) que correspondem as quatro classes acima e

dao origem a seguinte classificagao devida a Mahler para ntmero real (ou complexo) &:
e A-nimeros, se w(§) = 0 e (logo) v(§) = oc;
e S-ntmeros, se 0 < w(&) < oo e (logo) v(§) = oo;
e U-nimeros, se w(§) = 0o e v(§) < oo;
e T-numeros, se w(§) = oo e v(£) = oo.

A notacao “A-numeros” foi propositalmente escolhida para denotar os nimeros algébricos.
O significado das letras S, T' e U nao parece tao evidente. Acredita-se que Mahler esco-
lheu a letra .S em homenagem ao seu orientador C. L. Siegel e as letras 7' e U sem nenhum
significado especial devem ter sido escolhidas por serem as duas seguintes do alfabeto.

Os A-ntmeros sao os nimeros algébricos, pois w(§) = 0. Os demais, S, U e T-nimeros,

sao classes disjuntas de niimeros transcendentes.
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3.2 A Classe dos U-numeros

A classe dos U-nimeros é uma classe da classificacao de Mahler em que w(§) = oo e
v(£) < oo, para todo real (ou complexo) &.
Os possiveis valores de v(£) (menor que infinito) nos permite definir subclasses dentro

da classe dos U-nuimeros. Vejamos:

Definigao 10. Sejam £ um numero real (ou complexo) e m um inteiro positivo. Entao
¢ é dito um U-Ndmero de tipo m se w(§) = oo e v(§) = m. Os U-numeros de tipo m

também sao conhecidos como U,,-numeros.
Exemplo 7. Os nimeros de Liouville sao U-ntimeros.

Mais precisamente, o Conjunto dos Numeros de Liouville equivale a classe dos U-

numeros do tipo 1. Ou seja, L equivale a subclasse U;-ntimeros.

Proposicao 5. Os nimeros de Liouville sao exatamente os U;-ntimeros.

Demonstracao. Seja & um nuimero de Liouville e <]ﬁ) € Q, com ¢, > 1 e tal que
dn /),
n 1
‘g - p_ < —,
In| 4

para todon > 1. Logo | P,(£)| < ¢} ™", paratodon > 1, onde P,(z) = ¢,2—p,. Denotando
H, = H(P,) = max{|p,|, g} Assim,

H <&M = Q(E1, H,) < | Po(§)] < gy

n

Observe que se pode supor, sem perda de generalidade, que H,, é ¢, ou |p,|, para todo n.
Isso pode ser feito apés uma reordenagao de indices. Supondo que H,, = ¢,, deduza que
w(&, 1, H,) > n —1 e portanto

W€ 1) > limsupw(&, 1, H,) = oo.

n—oo

Logo £ é U-numero.

No caso em que H,, = |p,|, como Pn ¢ convergente (tem limite £), entao existe uma
n
constante K > 0, tal que |p,| < Kgq,. Dal Hy <) < K" H"! implicando

w 1,H,) >n—1—(n— 1)%.

Sugere-se que w(§, 1) = oo e £ é U-Numero. Observe que, em ambos os casos, foi mostrado

que v(§) = 1. Portanto, a proposigao é verdadeira. O
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Paul Erdos, em 1962, mostrou que todo nimero real pode ser escrito como a soma
de dois nuimeros de Liouville.

Como vimos, o conjunto dos numero de Liouville equivale a subclasse U;-niumeros.
Portanto, podemos afirmar que todo nimero real pode ser escrito como a soma de dois

Ui-numeros.

Teorema 13 (Erdds). Todo numero real pode ser escrito como soma de dois nimeros de

Liouville.

Demonstracao. Set € Q e £ ¢ um nimero de Liouville, entao w = t — £ também é ntimero
de Liouville e t = £ + w. Para o caso em que t ¢ Q, podemos escrever t = |t| + {t},
onde [t] € Z é a parte fraciondria e {t} é irracional. Claramente, ¢ € L se, e somente
se, {t} € L. Assim basta-nos mostrar que todo ¢ entre 0 e 1 pode ser escrito na forma
desejada. Como t € (0, 1), podemos escrever sua expansao 2-adica como t = an1 Qp-27",
onde a,, € {0,1}. Defina

f::Zan-2_” e w::Zﬁn-Q_”
n>1 n>1
onde para n! < k < (n+ 1)!, temos
ap=arefr=0 se n=1,3,5,...

fr=area,=0 se n=246,...

Agora, resta-nos mostrar que £ e w sao numeros de Liouville. Faremos a demonstragao
apenas para & (o caso w é andlogo). Dado n > 1, seja g, := 2®"'"1 e p, := (27 +

ot a(gn);,ﬂ*@”)!“). Assim

2n)!—-1

f—— Zam2m Z a2 ™ = Z a2 ™ (3.4)

m>1 m>(2n)!

Como a,, = 0 para (2n)! < m < (2n + 1)!, podemos reescrever a igualdade em (34)

como
_ Z 0,2 < Z g-m _ 9=t _ g-nl@n)-1] _ in
m>(2n+1)! m>(2n+1)! n

Portanto ¢ é nimero de Liouville. O]

Exemplo 8. Em 1953, LeVeque [[Z] provou que, para todom >1e (= > 107 (£ é a

n=1

3440

constante de Liouville), tem-se que ¥ é um U,,-numero.
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Observagao. Denotamos por w; como o supremo do nimero real w* para o qual existem

infinitos niimeros algébricos reais « de grau n satisfazendo
0<|¢—al<H()™

onde H() (a chamada altura de «) é o méximo de valores absolutos de coeficientes do
polinémio minimo de a.. O nimero ¢ é dito ser U -ntimero (de acordo com LeVeque [])

*

se *(§) =00 e k(¢ = o0 paral < n < m (m é chamado de tipo do U-ntimero). Nos
apontamos que noés realmente definimos um koksma U};,-ntimero ao invés de um Mahler

Up,-ntimero. No entanto, ¢ bem conhecido que eles sdo os mesmos [17].

Exemplo 9. Usando o método de Giitting [5] podemos encontrar U,,-nimeros explicitos
de uma maneira mais natural: Pelo produto de algum numero algébrico de grau m pela
constante de Liouville. Além disso, obtemos um limite superior para w}, com 1 < n < m.

Vejamos:

Teorema 14. Seja o um numero algébrico de grau m. Suponha que o polindmio minimal
P de a tem coeficiente lider da forma 2% -5° > 1 e p{ P(0), para p = 2,5, e sendo / a

constante de Liouville. Entao af é um U,,-ntimero, com

wial) <2m’n+m—1, paran=1,...,m— 1. (3.5)

3
Por exemplo, ¥ 5 ¢ é um U,,-numero para todo m > 1.

Antes da demonstracao deste teorema, dois resultados técnicos sao necessarios.
b
Lema 3. Dado P(x) € Z[x] com grau m e % € Q. SeQ(z)=amP (_x) entao
a
H(Q) < max{|al, [b]}"H(P),
onde, H(P) 4 a altura de P.

m . m . . .
Demonstragao. Se P(x) =Y a;a’, entdo Q(x) = ) a;t’a™ 727, Supondo, sem perda de
j=0 j=0
generalizagao, que |a| > |b], temos |a|™|a;| > |a|™ 7|a;||b} para 0 < j < m. Portanto o

lema estd provado. [

Além deste lema, usamos o fato de que niimeros algébricos nao sao bem aproximados

por numeros algébricos.

Lema 4 (Cf Corolario A.2 de [2]). Sejam « e [ dois ndmeros algébricos, nao nulos,

distintos de graus n e m, respectivamente. Entao nés temos

m—1

(n+ 1)~ (m+1)
2-n 7 9m

_n—1
2

lao—B|>(n+1)"2(m+1)"2 max{ } X H(a)"™™H(B)™.
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Demonstra¢ao. Um esbogo da prova pode ser encontrado no apéndice a do [2]. O

Demonstragao. (do Teorema [4) Para k > 1, defina

k k
pe=103"107, g =10" ¢ a =2 =107,
- dk -
Jj=1 j=1

Observamos que H(ag_1) < H(ay) = 10" = H(ag_1)" e
10
|€ — Ozk| < EH(O%)_IC_I. (36)

Assim, definindo y, = aay, obtemos de (BM)

ol — yi| < cH (o) (3.7)
10]a| 1 : ,
onde ¢ = —5 Segue-se Lema B que H (o)™ > H(a)”"H(yx) e assim concluimos que
[ = y] < M) M) (3.8)

Consequentemente, af é um U-nimero do tipo no maximo m (desde y; tem grau m).
Nos reivindicamos que H (o) < H(yx), para todo k > 1. De fato, seja P(x) = i a;x’
o polinomio minimal de ar. Em particular, P(ar) = 0 e um calculo simples d& Q(gj:)oz 0,
onde Q(z) = i a;ppqla? € Z[z]. Note que Q = m e y;, é6 um nimero algébrico de
grau m. Assin]:i)ara provar que @ é o polinomio minimo de ¥, precisamos provar que )

¢é primitivo. Em outras palavras, devemos provar que
m m—1 my __
a<a0pk , A1 Py, ks - - -, AmQy, ) =L

Isto segue imediatamente dos fatos que O(ag, ...,a,;,) = 1 e as hipdteses em ag em a,,
(rendendo 0(ag, qx) = O(am,pr) = 1), nés deixamos os detalhes para o leitor. Assim, em

particular, devemos provar que

H(yx) = max{|aol[pxl", lanllgr"} = max{[pe], |gul} = H(cw)

como desejado.

Agora usamos isso junto com o Lema B para obter
H(yen) < Hla H(ow)™ = Ha)H(ar) D™ < H(a)H(ye) 0™ (3.9)

Agora, seja y um ntimero algébrico real de grau n, com n < m e H(y) > H(y1). Assim,

existe um k suficientemente grande tal que

H(yr) < H(y)™™ < H(ypsr) < H(@)H(y) ™ (3.10)



3.3. AS CLASSES DOS A, S E T-NUMEROS 37

Por outro lado, o Lema & produz

[y —yl = fm,n)H(y) " H(ye) ™" (3.11)

Onde f(m,n) é um nimero positivo que ndo depende de k e y (veja o Lema @). Portanto,

pela cadeia de desigualdades na (B10)

_ k1

lys — 9l > f(m,n)H(a) T H(y,) 2 (3.12)

Tomando H(y) grande o suficiente, o indice k satisfaz

e

+

Hyp) 7= > 2cf (m,n) " H(a) 2 (3.13)

Assim (BR), (B12) e (BT3) produzem |y — y| > 2|al — yi|. Portanto, exceto para muitos

numeros algébricos y, de grau n estritamente menor do que m, temos

1 m,n o o
0t — o1 >l — vl — fal — ] > Sl — ] > L guq) gy
m’n —2m2n—m

onde usamos o lado esquerdo de (B1M). Em conclusao, af é um U,,-nimero com w (af)

<
2m?n +m — 1. Isso finaliza essa demonstracao. O]

3.3 As Classes dos A, S e T-Numeros

A classe dos A-numeros corresponde ao conjunto dos numeros algébricos. Portanto,
todo nimero algébrico é um A-numero.
Em 1929, Popkent [IH] provou que paran € N existe uma constante positiva C' = C'(n),

tal que
|P(e)| > H "~ Closllog(H)))

para todo P(z) € Z[z] de grau n e altura H suficiente grande. Segue que e é S-nimeros.

No mesmo artigo em que apresentou sua classificacdo, Mahler [8] refinou o resultado
de Popken, mostrando que a constante C' (que depende de n) pode ser tomada como
C = cen?log(n), onde ¢ > 0 é uma constante absoluta (isto é, nao depende de nenhum
parametro). Nesse mesmo artigo, foi provado que e* é S-numero para todo a € @*
Mabhler [9] ainda provou que 7 e log(«) nao sao U-nimero, para « € Q"

Em 1970, W. Shmidt [I6] provou a existéncia dos T-nimeros, mas sem explicar nenhum
exemplo. Até hoje nao existe nenhuma amostra dessa classe de niimeros.

Uma das consequéncias mais fortes da classificacao de Mahler é que dois nimeros

algebricamente dependentes devem pertencer a mesma classe. Em outras palavras:
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Sejam & e ¢ niumeros transcendentes que pertencem a classes diferentes (na classi-
ficagdo de Mahler) e F(x,y) € Q[z,y] um polinémio ndo constante. Entio F(&,() €
transcendente.

Na verdade, satisfazer essa propriedade é um pré-requisito para que uma classificagao
dos nuimeros transcendentes seja considerada “interessante”.

Em poucas palavras, a ideia para a demonstragao desse fato, é supor que & e { sao
algebricamente dependentes, logo existe um polindémio nao nulo Q(x,y) € Z[z,y| satisfa-
zendo Q(&, () = 0. Com isso, deve-se mostrar que £ e ¢ possuem as mesmas propriedades

em relacao a aproximacao diofantina.



Capitulo 4

Quadratura do Circulo: Uma

Proposta Didatica Para o Ensino
Meédio

Uma proposta didatica para o ensino médio seria estudar o problema da quadratura
do circulo em meio aos contetidos de geometria plana no curriculo de matematica. Nesse
contexto, ainda seria possivel abordar nogoes basicas de niimeros transcendentes, além de

quadrar algumas figural planas.

4.1 Quadratura do Circulo

A quadratura do circulo é um problema proposto pelos antigos matematicos gregos
consistindo em construir um quadrado com a mesma area de um dado circulo servindo-se
somente de uma régua e compasso em um numero finito de etapas.

Como vimos, Ferdinand Lindemann, em 1882, provou que 7 é um numero transcen-
dente, isto é, nao existe um polinomio com coeficientes inteiros ou racionais nao todos
nulos dos quais 7 seja raiz.

A transcendéncia de w estabelece a impossibilidade de se resolver o problema da qua-
dratura do circulo, ou seja, é impossivel construir, somente com régua e compasso, um
quadrado cuja area seja rigorosamente igual a area de um determinado circulo.

A agdo de quadrar (transformar uma figura em um quadrado de mesma area) é bem
antiga, pois os gregos ja sabiam quadrar varios poligonos.

A seguir veremos dois bons exemplos sobre a acao de quadrar: A quadratura do
retangulo e a do triangulo. Contudo, para demonstrar que é possivel quadrar qualquer

poligono, basta mostrar que um poligono de n lados pode ser transformado em um poligono

39
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equivalente de n — 1 lados. No entanto, nao é possivel quadrar a mais simples das figuras
curvilineas, o circulo, como pensavam os antigos matematicos gregos. [L3].

Exemplo 10. Para realizar a quadratura de um determinado retangulo, pode ser feito o

seguinte procedimento:

1. Seja ABCD o retangulo dado. Faca uma circunferéncia com centro em D e raio CD.
2. Prolongue o seguimento AD interceptando a circunferéncia em um ponto N.

3. Determine o ponto médio M do seguimento AN.

4. Faca uma circunferéncia com centro M e raio AM.

5. Trace a perpendicular a AM por D e marque o ponto E na interseccao com a

circunferéncia maior.

6. Construa um quadrado sobre o seguimento DE. Este quadrado tera a mesma area
do retangulo ABCD.

Figura 4.1: Quadratura de um Retangulo

Vejamos: a area do retangulo é dada por:

A =AD-DC = AD - DN.

retangulo

Da figura, temos:
AD = AM+ MD
DN = MN-MD =AM — MD
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Assim:

A = AD-DN = (AM + MD) - (AM — MD) = (AM)? — (M D).

retangulo

Do triangulo retangulo M DFE, temos que:
(ME)* = (MD)* + (DE)?
Mas M E = AM, logo:

A AM)? — (MD)* = (MD)*+ (DE)* — (MD)* = (DE)* = A

retangulo — ( quadrado-

Como a area do quadrado DEFG ¢ dada por (DE)?, temos que

A A

retangulo — “*quadrado-

Exemplo 11. Para a quadratura de um triangulo, primeiro o transformamos em um

retangulo e depois procedemos como na construgao acima.

1. 1. Seja ABC o triangulo dado. Trace sua altura C'K e encontre o ponto médio M

desde segmento, como na Figura B2

Figura 4.2: Quadratura de um Triangulo - Parte 1

2. Construa o retangulo ABDI com base AB passando por M. Este retangulo ABDI

possui mesma area que o triangulo ABC'. De fato,

b-h AB-CK
Atriéngulo ~ 9 = 9 =AB-MK = AreténguIO'

A partir do retangulo, ABDI, gerado, podemos construir um quadrado com a
mesma area desse retangulo (como vimos no exemplo anterior) e que, consequente,

tem a mesma area do triangulo ABC' dado.

Agora, analogo a quadratura do retangulo, fazemos:

A =AB-MK =1D-DN.

retangulo
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// 3 ¢
y 3
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4 ,
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% | E

Figura 4.3: Quadratura de um Triangulo - Parte 2

Da Figura B=3, temos:

ID = IH+HD
DN = HN-HD=IH—-HD.

Assim:
Aretangulo = 1D DB =1D DN = (IH + HD) - (IH — HD) = (IH)*> — (HD)>.
(4.1)
Do triangulo retangulo HDFE, temos que:
(HE)> = (HD)* + (DE)?.
Mas HE = I H, (raio) logo:
(IH)> = (HD)?>+ (DE)?
De (71),
Aretangulo = (IH)* — (HD)? = (HD)*> 4 (DE)* — (HD)* = (DE)? = Aquadrado-

Como a area do quadrado DEFG ¢ dada por (DE)?, temos que

A A

retangulo — “*quadrado-
Assim,
Atriéngulo - Areténgulo - Aquadrado
Portanto, por transitividade,
Atriéngulo - AquadradO'
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