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NÚMEROS TRANSCENDENTES E A
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Resumo

Neste trabalho, explanaremos sobre o conjunto dos números algébricos e transcenden-

tes. Trataremos da classificação de Mahler dos números reais com ênfase na classe dos

U -números. E por fim, será apresentado como proposta didática, o estudo do problema

grego clássico da quadratura do ćırculo com o intuito de incentivar, não só a construção de

figuras planas, mas também os estudos sobre números transcendentes no Ensino Médio.

Palavras chaves: Números Algébricos, Números Transcendentes, Números de Liouville,

Classificação de Mahler dos Números Reais, Quadratura do Ćırculo.



Abstract

In this work, we will explain the set of algebraic and transcendent numbers. We

will deal with Mahler’s classification of real numbers with emphasis on U -numbers class.

Finally, it will be presented as a didactic proposal, the study of the classical Greek problem

of squaring the circle in order to encourage not only the construction of flat figures but

also the studies on transcendent numbers in high school.

Keywords: Algebraic Numbers, Transcendent Numbers, Liouville Numbers, Mahler

Classification of Real Numbers, Circle Square.
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4.1 Quadratura do Ćırculo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

Referências Bibliográficas 43



Introdução

A ideia de número surgiu há mais de 30.000 anos e vem se desenvolvendo desde as

antigas civilizações.

Com o passar do tempo surgiram as primeiras formas de contagem e medidas, pois a

medida que se civilizava, o homem, passou a praticar, não somente a caça e a coleta de

frutos, mas também o cultivo de plantas e a criação de animais.

Aos poucos, a humanidade apropriou-se e foi se aperfeiçoando de um modelo abstrato

de contagem baseado na sucessão de números (Tal como no conjunto dos números inteiros).

Os Números Naturais vieram pela primitiva e simples necessidade de organização e

contagem. As demais “espécies” de números surgiram da necessidade de resolver proble-

mas do dia a dia e intrigaram matemáticos em diferentes épocas [11].

Com o desenvolvimento dos métodos de contagem e medidas, assim como os primeiros

cálculos, eram notados o surgimento de números “estranhos”, como por exemplo o número

π.

Dado um número real qualquer, se esse número for raiz de alguma equação polinomial

de coeficientes inteiros, ele seria algébrico, caso contrário esse número seria transcendente

[11].

O número π é uma constante resultante da razão do comprimento pelo diâmetro de

qualquer ćırculo. Seu valor aproximado com duas casas decimais é 3, 14. No caṕıtulo

2 deste trabalho, veremos que o número π além de irracional é também um número

transcendente [4].

O número e (Número de Euler) é um número irracional e transcendente (como π)

[4]. Este é um número muito utilizado em funções logaŕıtmicas como base do logaritmo

natural e em funções exponenciais. O seu valor aproximado com duas casas decimais é

2, 71.

Em 1873, Charles Hermite provou que e é um número transcendente. Aproximada-

mente uma década depois, o alemão Ferdinand von Lindemann publicou uma demons-

tração de que π também era transcendente [4].

Como vimos, os números e e π são irracionais e transcendentes. Contudo, nem todos
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os números irracionais são transcendentes [11]. Diferente dos números irracionais, os

números racionais são todos algébricos [11].

Questões envolvendo a natureza transcendental dos números fascinam os matemáticos

desde meados do século XV III, tornando-se uma área central da teoria dos números [4].

Contudo, o que tornou esse estudo intrigante e desafiador era a incapacidade de exibir

exemplos ou algum tipo de classificação para os números transcendentes.

Grandes matemáticos deram suas contribuições a esta linha de pesquisa, como Cantor,

Hilbert e Euler, mas o primeiro número a ter sua transcendência demonstrada foi dado

em 1851 pelas mãos do francês Joseph Liouville (1809-1882) que passou a ser chamado

de constante de Liouville em sua homenagem [? 11].

No caṕıtulo 1, falaremos sobre o conjunto dos números algébricos, veremos exempla-

res desses números, trataremos da enumerabilidade desse conjunto e veremos também

algumas propriedades válidas para o mesmo.

No caṕıtulo 2, falaremos sobre o conjunto dos números transcendentes, trataremos

da não enumerabilidade desse conjunto, abordaremos acerca dos números de Liouville

inclusive da constante de Liouville (que foi primeiro número comprovadamente trans-

cecndente), veremos também os números de Liouville são transcendentes, assim como os

números e (Número de Euler) e π [? 11].

No caṕıtulo 3, falaremos sobre a Classificação de Mahler dos números reais, veremos

uma nova definição de números transcendentes e como a referida classificação de Mah-

ler nos proporcionou uma nova compreenção dos mesmos. Veremos que o conjunto dos

números de Liouville é uma subclasse dos números transcendentes, os quais, por sua vez,

podem ser representados como três classes disjuntas de números, como por exemplo os

U -números [8, 9, 10].

A classe dos U -números terá maior destaque neste trabalho, pois a mesma pode ser

representada como subclasses, tal como os U1-números, que é formados pelo conjunto dos

números de Liouville. Ainda neste caṕıtulo, veremos alguns exemplares de U -números.

Diversos exempleres de U -números podem ser encontrados na literatura [8, 9, 10].

Por fim, trataremos das demais classes de números reais, segundo a classificação de

Mahler (os A,T e S-números) e veremos também que os números e e π, apesar de serem

transcendentes, não pertencem a classe dos U -números [8, 9, 10].

No caṕıtulo 4, apresentaremos o problema clássico da quadratura do ćırculo como

proposta didática para o Ensino Médio. O qual nos permitiria abordar também sobre a

transcendencia do número π, assim como quadrar algumas figuras planas [13].



Caṕıtulo 1

Conjuntos dos Números Algébricos

Um determinado número real (ou complexo), α, é dito algébrico, se existe algum

P (x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n,

em que a0, a1, . . . , an ∈ Z, não todos nulos, tal que P (α) = 0. Caso contrário, α é

transcendente.

Neste trabalho, usaremos, também, a notação P (x) ∈ Z[x] para caracterizar P (x) =

a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n, em que a0, a1, a2, . . ., an ∈ Z.
Neste caṕıtulo falaremos do conjunto dos números algébricos. Neste trabalho o con-

junto dos números algébricos será representado por Q.

1.1 Conjunto dos Números Algébricos

Definição 1. Sendo α ∈ R (ou α ∈ C), dizemos que α ∈ Q, se existe algum P (x) ∈ Z[x],
tal que P (α) = 0.

Exemplo 1. Todo número racional é algébrico.

De fato, sendo x ∈ Q, então x =
p

q
, com p, q ∈ Z e q ̸= 0. Como x é solução de equações

do tipo qx− p = 0, logo x é um número algébrico.

Exemplo 2. Nem todo número algébrico é racional.

(a) O número
√
2 é irracional e algébrico. De fato, supondo que

√
2 seja um número

racional e, como tal, podemos escrever

√
2 =

p

q
, onde p, q ∈ Z e (p, q) = 1.

Multiplicando ambos os membros por q e elevando-os ao quadrado temos:

p2 = 2q2.

3



4 CAPÍTULO 1. CONJUNTOS DOS NÚMEROS ALGÉBRICOS

Portanto, p2 é par, pois é o dobro do número inteiro q2. Por outro lado, se p = 2s+1,

com s ∈ Z (p ı́mpar), teŕıamos p2 = 2r+1 com r = 2s(s+1) o que é uma contradição,

pois p2 é par. Então escrevendo p = 2s, teŕıamos

(2s)2 = 2q2 ⇐⇒ 4s2 = 2q2 ⇐⇒ 2s2 = q2.

Assim, vemos que q2 tem de ser par e, pelo mesmo racioćınio usado para p e p2, q

também terá de ser par. Mas se p e q são pares, então são ambos diviśıveis por 2 e a

fração
p

q
pode ainda ser simplificada, mas como (p, q) = 1, temos uma contradição

e, portanto,
√
2 não é um número racional (ou seja,

√
2 é irracional). Além disso,

fazendo x =
√
2, teŕıamos: x =

√
2 =⇒ x2 = 2 =⇒ x2 − 2 = 0, logo

√
2 é solução

da equação x2 − 2 = 0 e, portanto, é algébrico.

(b) O número n
√
p, onde n ≥ 2 é inteiro e p primo, é irracional e algébrico. De fato,

suponha que n
√
p, onde n ≥ 2 é inteiro e p primo, é racional. Então fazendo n

√
p =

a

b
,

com (a, b) = 1, teŕıamos

n
√
p =

an

bn
=⇒ bnp = an =⇒ p|an =⇒ p|a.

Portanto, a = kp,com k ∈ Z∗, dáı segue que bnp = (kp)n = kn · pn, logo, bn =

knp(n−1) implicando p|bn de onde p|b. Dáı segue que (p, q) = p ̸= 1, logo temos uma

contradição e, portanto, n
√
p não é um número racional (ou seja, n

√
p é irracional).

Agora, fazendo x = n
√
p, tem-se que:

x = n
√
p =⇒ xn = p =⇒ xn − p = 0.

Dáı segue que n
√
p é solução da equação xn − p = 0 e, portanto, é algébrico.

(c) Sendo i =
√
−1, um número complexo, como

i =
√
−1 ⇒ i2 = −1 ⇒ i2 + 1 = 0,

logo i é um número algébrico.

Definição 2. Um determinado número algébrico será inteiro algébrico (inteiro sobre Z)
se o coeficiente ĺıder de sua equação polinômio for igual a 1.

Observação. Todo inteiro algébrico é um número algébrico mas, em geral, a rećıproca

não é válida.

Exemplo 3. O número
√
2 +

√
3 ∈ Q é inteiro algébrico, pois, sendo x =

√
2 +

√
3,

temos:

x2 = 2 +
√
3 ⇒ x2 − 2 =

√
3 ⇒ x4 − 4x2 + 4 = 3 ⇒ x4 − 4x2 + 1 = 0.
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Ou seja,
√

2 +
√
3 é solução da equação x4 − 4x2 + 1 = 0.

Observe que o número
3√3
2

é algébrico mas não é inteiro algébrico. De fato,

y =
3
√
3

2
⇒ 2y =

3
√
3 ⇒ 8y3 = 3 ⇒ 8y3 − 3 = 0.

ou seja, então
3√3
2

é solução da equação 8y3 − 3 = 0, contudo, o coeficiente do termo de

maior grau não é 1.

Definição 3. Seja α ∈ R, dizemos que α é um número algébrico de grau n, se existe

P (x) ∈ Q[x] mônico, de menor grau n, que satisfaz P (α) = 0.

Observação. O grau do polinômio P (x) ∈ Q[x] é denotado por ∂P .

Exemplo 4.

(a)
√
2 é um número algébrico de grau 2, pois é soluo de x2 − 2 = 0;

(b)
√

2 +
√
3 é um número algébrico de grau 4, pois é solução da equação x4−4x2+1 = 0.

Teorema 1. Todo número inteiro algébrico (inteiro sobre Z) real ou é um número inteiro

ou é um número irracional.

Demonstração. Supondo que x ∈ Q, onde x =
p

q
, tal que p, q ∈ Z e q > 1, com (p, q) = 1,

é inteiro algébrico. Então o mesmo é raiz de uma equação polinomial do tipo:

xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 = 0,

ou seja, (
p

q

)n

+ an−1

(
p

q

)n−1

+ . . .+ a1

(
p

q

)
+ a0 = 0.

Desenvolvendo as potências, tem-se

pn

qn
+ an−1 ·

pn−1

qn−1
+ . . .+ a1 ·

p

q
+ a0 = 0.

Multiplicando ambos os membros por qn, temos:

pn + an−1 · pn−1 · q + . . .+ a1 · p · qn−1 + a0 · qn = 0.

Isolando pn e evidenciando q, temos

pn = q
(
−an−1 · pn−1 − . . .− a1 · p · qn−2 − a0 · qn−1

)
.

Fazendo A = −an−1 · pn−1− . . .− a1 · p · qn−2− a0 · qn−1, onde A ∈ Z, logo pn = q ·A. Dáı,
podemos afirmar que q divide pn, implicando que q divide p e, portanto (p, q) = q > 1,

que é uma contradição.
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Para melhor compreender a proposiçães a seguir é necessário uma boa noção de enu-

merabilidade. Ao leitor interessado em compreender melhor alguma propriedade sobre

esse assunto, sugiro consultar o caṕıtulo 4 de [4]. Contudo, um conjunto é chamado

enumerável se tem a mesma cardinalidade de N.

Proposição 1. O conjunto dos números algébricos é enumerável.

Demonstração. Dado P (x) = a0+a1x+ · · ·+anxn, o conjunto das ráızes de P é denotado

por RP . Note que RP tem no máximo n elementos. Para todo n ∈ N, existe apenas

uma quantidade enumerável de polinômios, em Z[x], com grau n. De fato, considerando

Xn = {Q ∈ Z[x]; ∂Q = n}. Tomando ψ : Z× . . .× Z︸ ︷︷ ︸
n cópias

×Z∗ → Xn dado por

ψ(a0, a1, . . . , an) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n.

Note facilmente que ψ é bijeção. Como Z× . . .× Z× Z∗ é enumerável, segue-se que Xn

também o é.

Definindo An =
∪

∂P=nRP . Pelos comentários feitos anteriormente e pelo fato de que

a união enumerável de conjuntos finitos é enumerável, segue-se An é enumerável. Agora

é só observar que

Q =
∪
n∈N

An.

Dáı Q é enumerável (pois é escrito como união enumerável de enumeráveis).

No próximo teorema veremos algumas propriedades do conjunto dos números algébricos.

Teorema 2. Para o conjunto dos números algébricos valem as seguintes propriedades:

(i) O simétrico −a de um número algébrico a, é algébrico.

(ii) O inverso a−1 de um número algébrico a, com a não nulo, é algébrico.

(iii) A soma de dois números algébricos é um número algébrico.

(iv) O produto de dois números algébricos é um número algébrico.

Demonstração. (i) Se a é algébrico, então ele é raiz de uma equação do tipo

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0,

portanto −a é raiz da equação:

(−1)nanx
n + (−1)n−1an−1x

n−1 + · · ·+ (−1)a1x+ a0 = 0.

Isto demonstra a propriedade (i).



1.1. CONJUNTO DOS NÚMEROS ALGÉBRICOS 7

(ii) Se a, não nulo, satisfaz a equação

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0,

então a−1 satisfaz a equação:

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an = 0.

Isto demonstra a propriedade (ii).

(iii) Para ajudar a demonstrar a propriedade (iii) vamos precisar de alguns conhecimen-

tos sobre formas lineares com coeficientes racionais.

Definição 4. Uma forma linear com coeficientes racionais é uma expressão da forma:

X = q1x1 + · · ·+ qnxn,

onde q1, . . . , qn são todos racionais. Os xi’s são chamados indeterminados.

Lema 1. Dadas n+ 1 formas lineares

X1 = q1,1x1 + . . .+ qn,1xn
...

Xn+1 = q1,n+1x1 + . . .+ qn,n+1xn

elas são linearmente dependentes sobre os racionais, isto é, existem r1, . . . , rn+1 ∈ Q, com

pelo menos um ri distinto de zero, tais que

r1X1 + · · ·+ rn+1Xn+1 = 0.

Demonstração. (do Lema 1) Substituindo os Xi’s por suas expressões dadas no enunciado

do Lema, vemos que

r1X1 + · · ·+ rn+1Xn+1 = 0

estará satisfeita se os ri’s forem as soluções do sistema de equações lineares (n equações

com n+ 1 incógnitas)

q1,1r1 + . . .+ q1,n+1rn+1 = 0
...

qn,1r1 + · · ·+ qn,n+1rn+1 = 0.

Pode-se mostrar que o sistema acima tem soluções racionais r1, . . . , rn+1 uma vez que os

coeficientes do sistema são também racionais.
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Sejam a e b algébricos. Logo existem equações polinomiais:

xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 = 0 (1.1)

xn + bm−1x
n−1 + . . .+ b1x+ b0 = 0 (1.2)

com coeficientes racionais (a equação da definição de números algébricos tem coefi-

cientes inteiros, as equações acima são obtidas dividindo-se a equação original pelo

coeficiente ĺıder), tais que a seja raiz de (1.1) e b seja raiz de (1.2). De (1.1) obtemos:

an = −an−1 · an−1 − . . .− a1 · a− a0, (1.3)

isto é, an está expresso como uma combinação linear de 1, a, . . . , an−1, usando coe-

ficientes racionais.

Multiplicando-se (1.3) por a e substituindo-se o an, obtido na expressão pelo seu

valor dado em (1.3), obtemos an+1 expresso como combinação linear dos mesmos

1, a, . . . , an−1 usando-se também coeficientes racionais. E assim, sucessivamente,

todas as potências aj, para j ≥ n, são expressos como combinações lineares de

1, a, . . . , an−1 usando-se coeficientes racionais.

De modo análogo, podemos exprimir as potências bk, para k = m,m+ 1, . . ., como

combinações de 1, b, . . . , bm−1 usando-se coeficientes racionais.

Nosso objetivo será mostrar que a+ b satisfaz uma equação polinomial de grau m ·n
com coeficientes racionais, implicando então que a+ b seja algébrico. Com isso em

vista, considere os m · n+ 1 números

1, a+ b, (a+ b)2, . . . , (a+ b)m·n (1.4)

Desenvolvendo as várias potências, e usando-se o que se viu acima sobre a repre-

sentação de potências aj, j ≥ n, e bk, k ≥ m, obtemos que os números em (1.4)

podem ser expressos como combinações lineares dem·n números ajbk, 0 ≤ j ≤ n−1,

0 ≤ k ≤ m− 1, usando-se coeficientes racionais. Agora, aplicamos o Lema 1 acima:

os Xi’s são os m · n+ 1 números de (1.4), os xi’s são os m · n números ajbk. Logo,

existem racionais r0, r1, . . . , rm·n tais que

r0 + r1(a+ b) + . . .+ rm·n(a+ b)m·n = 0,

o que mostra que a+ b satisfaz uma equação polinomial com coeficientes racionais.

Isto demonstra a propriedade (iii).
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(iv) Segue as mesmas linhas da demonstração da propriedade (iii). Em (1.4), entretanto,

consideramos as potências

1, ab, (ab)2, . . . , (ab)m·n.

Isto demonstra a propriedade (iv).

Portanto, estão provadas todas as propriedades descritas neste teorema.



Caṕıtulo 2

Conjunto dos Números

Transcendentes

No caṕıtulo anterior falamos sobre o conjunto dos números algébricos. Neste caṕıtulo

falaremos do conjunto dos números transcendentes. Já vimos que um determinado número

real que não seja algébrico, será transcendente.

Desde a antiguidade, o surgimento de números “estranhos” como, por exemplo, o

número π, intrigavam os matemáticos da época que buscavam explicações para tais fatos

e soluções de problemas [4].

Os estudos dos números transcendentes provêm de diversos problemas antigos como a

clássica questão grega da quadratura do ćırculo [4], as pesquisas de Liouville e Cantor

[4], as investigações de Hermite sobre a função exponencial [4], o sétimo problema da

famosa lista dos 23 problemas de Hilbert [4] e as formas lineares em logaritmos devidas a

Baker [4].

A palavra Transcendente foi usada pela primeira vez num contexto matemático por

Leibniz em 1682 [4].

No século XV III, Euler foi provavelmente a primeira pessoa a criar uma definição

para números transcendentes [4].

Liouville, em 1844, provou a existência de números transcendentes e, em 1851, produ-

ziu os primeiros exemplares dos mesmos [4], como por exemplo, a Constante de Liouville.

Neste trabalho, o conjunto dos números transcendentes será representado por T.

2.1 Conjunto dos Números Transcendentes

Definição 5. Sendo α ∈ R (ou α ∈ C), dizemos que α ∈ T, se existe algum P (x) ∈ Z[x],
tal que P (α) ̸= 0.

10
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Diferente do conjunto dos números algébricos, o conjunto dos números transcendentes

é não enumerável. E, de acordo com a Proposição 3 a seguir, veremos que quase todos

os números reais são transcendentes [11]. Contudo, é muito dif́ıciel identificá-los, pois a

prova da transcendencia de um número é, geralemnte, bastante complicada.

A Proposição 2 a seguir trata da não enumerabilidade do conjunto dos números trans-

cendentes.

Proposição 2. Os números transcendentes são não enumeráveis.

Demonstração. Dado α ∈ R (ou α ∈ Q, ou α ∈ T), como Q é enumerável e a união de

dois conjuntos enumeráveis é um conjunto enumerável, então basta mostrar que R é não

enumerável para concluir que T também o é (não enumerável), caso contrário R teria que

ser enumerável. O resultado recorre do teorema abaixo.

Teorema 3. O conjunto dos números reais R, é não enumerável.

Demonstração. Tomando [0, 1) ⊂ R, se [0, 1) é não enumerável, então R também será não

enumerável.

Supondo, por absurdo, que [0, 1) seja enumerável. Então existe x ∈ [0, 1) tal que

x = 0, an,1an,2an,3 . . ., com n ∈ {1, 2, 3, . . .} e an,1an,2an,3 . . . ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9},
logo x é um dos números da lista:

0, a1,1a1,2a1,3 . . .

0, a2,1a2,2a2,3 . . .

0, a3,1a3,2a3,3 . . .
...

Note que podemos construir um número 0, b11b2b3 . . . diferente de todos os outros acima.

De fato, tome 0, b1b2b3 . . . tal que

b1 = 9− a1,1

b2 = 9− a2,2

b3 = 9− a3,3
...

bk = 9− ak,k, k ∈ N.

Observe que bi = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, com i ∈ N. Logo 0, b1b2b3 . . . ∈ [0, 1), mas como

b1 ̸= a1,1, b2 ̸= a2,2, b3 ̸= a3,3, . . ., bk ̸= ak,k tem-se que 0, b1b2b3 . . . ̸= 0, an,1an,2an,3 . . .

para todo n ∈ N, o que é uma contradição. Portanto [0, 1) é não enumerável. Consequen-

temente R também o é. Isto prova o teorema.
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Segue que a Proposição 2 também é verdadeira.

Um conjunto A ⊂ Rt tem medida (de Lebesgue) nula e, escrevemos m(A) = 0 se para

todo ε > 0, existe uma quantidade enumerável de bolas abertas (Bn)n tais que

• A ⊆
∪

n∈NBn;

•
∞∑
n=1

Vol(Bn) < ε.

Claramente o volume (Vol) de um conjunto é o comprimento e a área deste conjunto,

quando t = 1 e 2, respectivamente.

Dizemos que uma propriedade é satisfeita por quase todos os números complexos se,

o subconjunto de C que não satisfaz tal propriedade, tem medida nula [11].

A Proposição 3 a seguir dá a natureza quantitativa dos números transcendentes.

Proposição 3. Quase todos os números são transcendentes.

Demonstração. Devemos provar que m(Q) = 0. De fato, dado ε > 0, como Q é enu-

merável, então podemos considerar Q = {a1, a2, . . .}. Defina então as bolas abertas

Bn = {z ∈ C; |z − an| < rn}, onde rn =
1

n

√
3ε

π3
.

Claramente, Q ⊂ ∪Bn, além disso,

Área

(∪
n∈N

Bn

)
≤

∞∑
n=1

Área(Bn) =
∞∑
n=1

πr2n =
3πε

π3

∞∑
n=1

1

n2
=

3ε

π2
· π

2

6
=
ε

2
< ε.

Segue-se então o resultado, onde usamos que ζ(2) =
∞∑
n=1

n−2 =
π2

6
. [6].

Neste caso, dizemos que o conjunto dos números transcendentes tem medida total em

C, isto é, m(T) = ∞.

Nas próximas secções desse caṕıtulo, veremos as demonstrações da transcendência dos

números de Liouville, e (número de Euler) e π.

Os números transcendentes mais conhecidos são e e π [4].

Mesmo depois de 120 anos da prova da transcendência de e e π, até hoje a natureza

aritmética de e+ π e eπ é desconhecida.

No entanto, um desses números (provavelmente ambos) é transcendente, pois e e π

são ráızes de x2 − (e + π)x + eπ e Q é algebricamente fechado. Portanto, conjectura-se

que, sendo e e π algebricamente independentes, implicaria a transcendência dos números

acima [6].
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2.2 Os números de Liouville

Os primeiros exemplares de números transcendentes foram os números de Liouville.

Sendo o primeiro número comprovadamente transcendente chamado de Constante de

Liouville. A Constante de Liouville foi desenvolvida exclusivamente para ser um exem-

plar de número transcendente.

Joseph Liouville, por volta de 1844, desenvolveu uma propriedade que era satisfeita

por todos os números algébricos e, portanto, se algum número não a satisfizesse, ele, seria

transcendente [4]. Os números de Liouville são números ajustados a não satisfazer tal

propriedade [4].

O conjunto dos números de Liouville será representado, neste trabalho, por L. E

sua transcendência estará devidamente demonstrada ainda nesta seção. Além disso, no

caṕıtulo 3 deste trabalho, veremos que o conjunto dos números de Liouville pode ser apre-

sentado, segundo a Classificação de Mahler [8, 9, 10], como uma subclasse de números

transcendentes.

O Teorema 4 a seguir trata da propriedade criada por Liouville, a qual nos referimos

acima.

Teorema 4 (Liouville). Seja α uma raiz irracional de um polinômio irredut́ıvel P (x) ∈

Z[x] com n = ∂P (x) ≥ 2. Então existe uma constante c(α) tal que

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ c(α)

qn
para

qualquer número racional
p

q
. Uma escolha conveniente para essa constante é

c(α) =
1

1 + max
|t−α|≥1

|P ′(t)|
,

onde P ′(t) denota a derivada de P (x) no ponto t e t é um número real entre α e
p

q
.

Demonstração. Separemos o problema em dois casos.

• Caso

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ > 1. Como q ∈ Z∗ então qn ≥ 1, além disso, 1 ≥ c(α) de modo que

1 ≥ c(α)

qn
. Logo

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ c(α)

qn
.

• Caso

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1. Primeiramente, sendo P (x) ∈ Z[x] um polinômio irredut́ıvel

sobre Z, de maior grau 1, então P (x) é irredut́ıvel sobre Q. De fato, supondo que

P (x) = G(x)H(x), G(x) = a0
b0

+ a1
b1
x + a2

b2
x2 + · · · + an

bn
xn e H(x) = c0

d0
+ c1

d1
x +

c2
d2
x2 + · · · + cm

dm
xm, onde ∂G(x) ≥ 1 e ∂H(x) ≥ 1. Seja α = mmc(b0, b1, b2, ..., bn)

e β = mmc(d0, d1, d2, . . . , dm). Portanto αG(x) é primitivo e βH(x) também, de
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modo que αG(x)βH(x) = αβP (x) é primitivo pelo Lema de Gauss. Ora, sendo

assim devemos ter α = ±1 e β = ±1 de modo que G(x) ∈ Z[x] e H(x) ∈ Z[x] e
portanto P (x) ∈ Z[x], mas, por hipótese P (x) é irredut́ıvel sobre Z, assim chegamos

em um absurdo. Portanto P (x) é irredut́ıvel sobre Q. Dessa maneira, P

(
p

q

)
̸= 0

pois
p

q
∈ Q. Além disso qn · P

(
p

q

)
é certamente um número inteiro pois n =

∂P (x), portanto

∣∣∣∣qn · P (pq
)∣∣∣∣ ≥ 1. Agora, o Teorema do Valor Médio nos garante

a existência, de pelo menos um t ∈ R, que esteja entre α e
p

q
tal que:

∣∣∣∣P (α)− P

(
p

q

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣P (pq
)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ · |P ′(t)|

já que α é raiz do polinômio P (x).

Multiplicando a equação acima por |qn| conclúımos que |qn| ·
∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ · |P ′(t)| ≥ 1.

Lembre também que estamos admitindo

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1 e assim |t− α| ≤ 1. Portanto

temos: ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ 1

|qn| (1 + |P ′(t)|)
≥ 1

qn ·
(
1 + max

|t−α|≥1
|P ′(t)|

) ≥ c(α)

qn
.

Portanto, o teorema está provado.

Definição 6 (Números de Liouville). Um número α é chamado de número de Liouville

se existir uma sequência de racionais

(
pj
qj

)
j∈N

distintos, com qj > 1 ∀j ∈ N, tal que

∣∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣∣ < 1

qjj
∀j ∈ N.

Agora veremos alguns exemplos de Números de Liouville, inclusive a Constante de

Liouville.

Exemplo 5 (Constante de Liouville). O número α =
∞∑
k=1

1

10k!
é um número de Liouville e

é conhecido como a constante de Liouville. O valor dessa constante é de aproximadamente

0, 1100010000000000000000010000.

A seguir veremos a demonstração de que a constante de Liouville é um número de

Liouville.
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Perceba primeiramente que a série acima converge pelo teste da razão:

lim
k→∞

10k!

10(k+1)!
= lim

k→∞

1

10k+1
= 0

Sabendo que α =
∞∑
k=1

1

10k!
, defina pj =

j∑
k=1

10j!−k! e qj = 10j!. Assim

∣∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣∣ = ∞∑
k=1

1

10k!
−

j∑
k=1

1

10k!

=
∞∑

k=j+1

1

10k!
=

1

10(j+1)!

(
1 +

1

10(j+2)!−(j+1)!
+

1

10(j+3)!−(j+1)!
+ · · ·

)
Agora veja que

1

10(j+1)!

(
1 +

1

10(j+2)!−(j+1)!
+

1

10(j+3)!−(j+1)!
+ · · ·

)
<

1

10(j+1)!

(
1 +

1

10
+

1

102
+

1

103
+ · · ·

)
.

Como (
1 +

1

10
+

1

102
+

1

103
+ · · ·

)
=

(
1 +

1

9

)
=

10

9

temos que ∣∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣∣ < 1

10(j+1)!

10

9
=

10

9 · 10j! (10j!)j
<

1

(10j!)j
<

1

(qj)
j

o que garante-nos que α é um número de Liouville.

Exemplo 6. Generalizando o exemplo anterior, se b ≥ 2 é um inteiro, então α =
∞∑
n=0

anb
−n!

é número de Liouville, para toda escolha de an ∈ {1, ..., b− 1}. De fato escolha qj = bj! e

pj =
j∑

n=1

anb
j!−n!. Então

∣∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣∣ = ∞∑
n=j+1

anb
−n! ≤ (b− 1)

∞∑
n=j+1

b−n!

≤ (b− 1)
∞∑

n=(j+1)!

b−n! =
b

b(j+1)!
<

1

qjj
.

Os números de Liouville são números reais que podem ser bem aproximados por raci-

onais. Vide Teorema 5.

Teorema 5. α é um número de Liouville, se e somente se, para todo n ≥ 1 existe um

racional
p

q
, com q > 1, tal que:

0 <

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

qn
.
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Demonstração.

(⇒) Se α é um número de Liouville, existe uma sequência de racionais

(
pn
qn

)
n∈N

tal que

0 <

∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣ < 1

qnn
. Basta agora tomar, para cada n, p = pn e q = qn.

(⇐) Sabemos que para cada n existe
pn
qn

, dependendo de n, tal que a desigualdade do

enunciado é válida o qn > 1. Defina portanto, A =
∪
n∈N

{
pn
qn

}
. Perceba agora que A

não pode ser finito, pois se fosse, existiria
P

Q
∈ A tal que

∣∣∣∣α− P

Q

∣∣∣∣ < 1

Qn
para todo

n ∈ N# ⊂ N, onde N# é infinito. Ora, dessa maneira teŕıamos obrigatoriamente a

igualdade
P

Q
= α. Um absurdo, pois 0 <

∣∣∣∣α− P

Q

∣∣∣∣. Assim, A é infinito e o resultado

segue.

Os próximos teoremas e a proposição servirão para demonstrar a transcendência dos

números de Liouville.

Teorema 6 (O Grande Lema). A sequência (qj)j∈N, da definição 6, é ilimitada.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que não seja assim. Portanto ∃M > 0 tal que

qj ≤M par a todo j ∈ N. Como

∣∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣∣ ≤ 1

qjj
< 1 temos qj

∣∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣∣ = |qjα− pj| < qj.

Além disso, como |pj| − |qjα| < |qjα − pj| segue que |pj| < |qjα| + qj < M(|α| + 1).

Logo (pj)j∈N é limitada.

Portanto (qj)j∈N e (pj)j∈N são sequências de números inteiros limitadas e portanto

com apenas finitos termos distintos. Desse modo,

(
pj
qj

)
j∈N

é uma sequência de números

racionais com finitos termos distintos, o que contraria o fato de tal sequência possuir os

termos distintos.

Proposição 4. Todo Número de Liouville é irracional.

Demonstração. Suponha α ∈ L, tal que α =
p

q
∈ Q. Por hipótese, existe uma sequência(

pj
qj

)
j∈N

de racionais distintos tais que

∣∣∣∣pq − pj
qj

∣∣∣∣ < 1

qjj
, ou seja,

∣∣∣∣pqj − pjq

qqj

∣∣∣∣ < 1

qjj
. Além

disso, como pqj e pjq são números inteiros distintos, a sua diferença em módulo é maior

ou igual a 1 e assim obtemos:

|pqj − pjq| ≥ 1 ⇒ 1

|qqj|
≤
∣∣∣∣pqj − pjq

qqj

∣∣∣∣ < 1

qjj
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Isso nos diz que |q|qj > qjj e portanto |q| > qj−1
j , um absurdo pois pelo Grande Lema a

sequência (qj)j∈N é ilimitada. Logo todo número de Liouville é irracional.

Por fim, o teorema que contém a prova da transcendência dos números de Liouville.

Teorema 7. Todo Número de Liouville é transcendente.

Demonstração. Pela Proposição 4, se α for um número do Liouville então α é irracional.

Suponha agora que α é algébrico e é raiz de P (x) onde ∂P (x) = n ≥ 2, então pelo teorema

de Liouville (Teorema 4) temos que vale a seguinte desigualdade para qualquer racional
p

q ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ c(α)

qn
.

Em especial essa desigualdade é valida para os números da sequência

(
pj
qj

)
j∈N

da definição

de número de Liouville. Dessa forma temos que:

c(α)

qn
<

∣∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣∣ < 1

qjj
⇒

qnj
c(α)

> qjj .

Da desigualdade acima segue que qj−n
j <

1

c(α)
, o que contradiz novamente o Grande

Lema, pois assim teŕıamos a limitação de (qj)j∈N. Portanto todo número de Liouville é

transcendente.

Como consequência desse teorema podemos afirmar que, assim como todo número de

Liouville, a Constante de Liouville é um número transcendente.

2.3 O número e é transcendente

O número e, chamado de número de Euler, é a base do logaritmo natural, vale apro-

ximadamente 2, 718281828459, e pode ser apresentado como:

• e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

, e

• e =
∞∑
n=0

1

n!
.

O número e é um número irracional e transcendente. A irracionalidade de e foi de-

monstrada por Lambert em 1761 e mais tarde por Euler [4]. A Prova da transcendência

de e foi estabelecida pelo Matemático francês Charles Hermite em 1873, a qual sofreu

sucessivas simplificações ao longo do tempo [4].

A demonstração a seguir, Teorema 8, é uma variação conferida a Adolf Hurwitz, da

prova de David Hilbert da transcendência de e [4].
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Teorema 8. O número e é transcendente.

Demonstração. Suponha que e é algébrico. Logo ame
m + · · · + a1e + ao = 0, para certos

ai ∈ Q, i = 0, . . . ,m e a0 ̸= 0. Podemos supor, sem perda de generalidade, que os ai são

inteiros para todo i.

O polinômio f(x) =
xp−1(x− 1)p(x− 2)p · · · (x−m)p

(p− 1)!
, onde p é um número primo, é

de grau mp+ p− 1, o que implica que f (mp+p)(x) = 0.

Seja F (x) = f(x) + f ′(x) + · · ·+ f (mp+p−1)(x). Temos

d

dx
{e−xF (x)} = e−x{F ′(x)− F (x)} = −e−xf(x) (2.1)

logo, para todo j,

aj

∫ j

0

e−xf(x)dx = aj
[
−e−xF (x)

]j
0
= ajF (0)− aje

−jF (j).

Multiplicando ambos os lados por ej, somando para j = 0, 1, . . . ,m, e considerando que

ame
m + . . .+ a0 = 0, obtemos:

m∑
j=0

(
aje

j

∫ j

0

e−xf(x)dx

)
= F (0)

m∑
j=0

aje
j −

m∑
j=0

ajF (j) (2.2)

= −
m∑
j=0

mp+p−1∑
i=0

ajf
(i)(j).

Lema 2. Para todo i e j, f (i)(j) é inteiro diviśıvel por p exceto se j = 0 e i = p − 1, e

então f (p−1)(0) = (−1)p · · · (−m)p.

Demonstração. (do Lema) Usando a regra de Leibniz, se j ̸= 0, então o único termo não

nulo vem do fator (x − j)p derivando p vezes. Desde que
p!

(p− 1)!
= p, esses termos são

inteiros diviśıveis por p.

Se j = 0, o único termo não diviśıvel por p é obtido para i = p− 1 e então

f (p−1)(0) = (−1)p · . . . · (−m)p.

Segue-se que a expressão (2.2) é da forma Kp− a0(−1)p · · · (−m)p, com K ∈ Z.
Se p > sup(m, |a0|), o inteiro a0(−1)p · . . . · (−m)p não é diviśıvel por p. Logo para um

número primo p suficientemente grande, o lado esquerdo de (2.2) é um inteiro que não é

diviśıvel por p e portanto Kp− a0(−1)p · . . . · (−m)p é não nulo.
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Vamos dar uma cota superior para a integral. Se 0 ≤ x ≤ m, então

|f(x)| ≤ mmp+p−1

(p− 1)!
.

o que implica ∣∣∣∣∣
m∑
j=0

(
aje

j

∫ j

0

e−xf(x)dx

)∣∣∣∣∣ ≤
m∑
j=0

|aj|ej
∫ j

0

mmp+p−1

(p− 1)!
dx

≤

(
m∑
j=0

|aj|ej
)

mmp+p

(p− 1)!

que tende a 0 quando p tende a infinito.

Logo obtivemos uma condição o qual prova que e é transcendente.

2.4 O número π é transcendente

O número π representa o valor da razão entre a circunferência de qualquer ćırculo e seu

diâmetro. É a mais antiga constante matemática que se conhece. É um número irracional,

com infinitas casas decimais e não periódico. π vale aproximadamente 3, 141592653589.

Lindermann, em 1882, estendeu a demonstração de que e é transcendente e mostrou

que π também o é [4].

Teorema 9. π é transcendente.

Demonstração. Suponha que π é algébrico sobre Q. Então, π é algébrico sobre Z. Como

o produto de números algébricos é também um número algébrico, então πi é algébrico

sobre Z e, portanto, existe um polinômio

θ1(x) ∈ Z[x] (2.3)

com ráızes α1 = πi, α2, . . . , αn ∈ C. Como eπi + 1 = 0, então

(eα1 + 1)(eα2 + 1) · · · (eαn + 1) = 0. (2.4)

Observe que ao expandir o produto na equação (2.4) os expoentes de e tornam-se somas

de α1, a2, . . . , αn tomados 2 a 2, 3 a 3, n a n. Desejamos construir um polinômio cujas

ráızes são essas somas.

Primeiro, considero as somas de α1, α2, . . . , αn tomados 2 a 2, isto é,

α1 + α2, α1 + α3, . . . , αn−1 + an. (2.5)
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Por (2.3), todos os polinômios simétricos elementares de α1, α2, . . . , αn são racionais e,

portanto, todos os polinômios simétricos elementares das somas (2.5) são também racio-

nais. Dáı, segue que existe um polinômio

θ2(x) ∈ Z[x], (2.6)

cujas ráızes são as somas (2.5). Analogamente, existem polinômios

θ3(x), . . . , θn(x) ∈ Z[x], (2.7)

cujas ráızes são as somas de α1, a2, . . . , αn tomadas 3 a 3, . . ., n a n, respectivamente.

Por construção, o polinômio em Z[x] dado por

θ1(x)θ2(x) · . . . · θn(x), (2.8)

tem como ráızes exatamente as somas que aparecem como expoentes do e na expansão

do produto na equação (2.4).

Sejam β1, β2, . . . , βr as ráızes não nulas do polinômio (2.8). Então, o polinômio

θ(x) = cxr + c1x
r−1 + c2x

r−2 + . . .+ cr. (2.9)

cujas ráızes são β1, β2, . . . , βr tem coeficientes inteiros, ou seja, θ(x) ∈ Z[x]. Além disso,

podemos escrever a equação (2.4) da seguinte maneira:

eβ1 + eβ2 + . . .+ eβr + e0 + . . .+ e0 = 0,

ou seja,

eβ1 + eβ2 + . . .+ eβr + k = 0, (2.10)

onde k é um inteiro positivo.

Agora dado p um número primo, defina

f(x) = csxp−1 [θ(x)]p

(p− 1)!
, (2.11)

onde s = rp− 1 e observe que f(x) é um polinômio de grau s+ p.

Defina também

F (x) = f(x) + f (1)(x) + f (2)(x) + . . .+ f (s+p)(x) (2.12)

e observe que
d

dx
[e−xF (x)] = −e−xf(x). (2.13)

Dáı, pelo Teorema Fundamental do Cálculo segue que
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e−xF (x)− e0F (0) =

∫ x

0

−e−yf(y)dy, (2.14)

e, portanto, fazendo a mudança de variável y = τx na integral obtemos que

F (x)− exF (0) = −x
∫ 1

0

e(1−τ)xf(τx)dτ, (2.15)

Agora, tomando x = β1, β2, . . . , βr em (2.15), somando as equações obtidas e usando

(2.10) obtemos que

r∑
j=1

F (βj) + kF (0) = −
r∑

j=1

βj

∫ 1

0

e(1−τ)βjf(τβj)dτ. (2.16)

Afirmamos que existe um número primo p1 tal que o lado esquerdo da equação (2.16) é

um número inteiro não nulo para todo p ≥ p1.

Para ver isso, primeiro observe que βj é uma raiz de multiplicidade p de f(x), para

todo j = 1, . . . , r. Dáı, segue que

r∑
j=1

f (t)(βj) = 0, 1 ≤ t ≤ p. (2.17)

Por outro lado, observe que

g(x) = (p− 1)!f(x) = csxp−1[θ(x)]p

= csxp−1[cxr + c1x
r−1 + c2x

r−2 + . . .+ cr]

= csh(x),

onde h(x) ∈ Z[x] é um polinômio com grau r+p−1. Além disso, ao derivar t ≥ p vezes o

polinômio g(x), obtemos um polinômio cujos coeficientes contém o produto de pelo menos

p números inteiros consecutivos cuja origem são os expoentes do x em h(x). Dáı, como

p! divide o produto de p números inteiros consecutivos, segue que

g(t)(x) = csp!ht(x), t ≥ p, (2.18)

onde ht(x) ∈ Z[x] e, portanto,

f (t)(x) = cspht(x), t ≥ p. (2.19)

Mais ainda, como deg(f(x)) = s+ p, então para t ≥ p temos deg(f (t)(x)) ≤ s. Portanto,

para t ≥ p a soma
r∑

j=1

f (t)(βj) é um polinômio simétrico em β1, β2, . . . , βr com coeficientes

inteiros diviśıveis por csp e, portanto, por (2.9) e pelo Teorema Fundamental das Funções

Simétricas segue que
r∑

j=1

f (t)(βj) = pat, t ≥ p, (2.20)
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onde at ∈ Z. Dáı, de (2.17) e (2.20) segue que

r∑
j=1

F (βj) =
r∑

j=1

(
s+p∑
j=0

f (t)(βj)

)
= p

p+s∑
j=0

at = pA, (2.21)

onde A ∈ Z. Por outro lado, observe que

f (t)(0) = 0, 0 ≤ t ≤ p− 2,

f (p−1)(0) = cscpr,

f (t)(0) = pbt, bt ∈ Z, t ≥ p,

e portanto,

kF (0) = k

s+p∑
i=0

f (t)(0) = kcscpr + kpB, (2.22)

onde B ∈ Z.
Seja p1 um número primo maior que max {|c|, |cr|, |k|}. Então, p1 não divide kcscp1r ,

portanto, p1 não divide o inteiro
r∑

j=1

F (βj) + kF (0) = kcscp1r + p1(A+ kB), (2.23)

ou seja, esse inteiro é não nulo. Logo,

p ≥ p1 ⇒

∣∣∣∣∣
r∑

j=1

F (βj) + kF (0)

∣∣∣∣∣ ≥ 1. (2.24)

Agora, afirmamos que o lado direito da equação (2.16) converge para 0 quando p→ +∞
(dentre números primos).

Para ver isso, observe que por (2.9) e (2.11) com 0 ≤ τ ≤ 1 temos as seguintes

estimativas:

|θ(τβj)| ≤Mj, Mj > 0, j = 1, . . . , r, (2.25)

e

∣∣e(1−τ)βjf(τβj)
∣∣ ≤ eβj

|cβj|
|crβjMj|p

(p− 1)!
, j = 1, . . . , r. (2.26)

Dáı, podemos estimar o lado direito da equação (2.16) da seguinte maneira:∣∣∣∣∣
r∑

j=1

βj

∫ 1

0

e(1−τ)βjf(τβj)dτ

∣∣∣∣∣ ≤
r∑

j=1

|βj|
∫ 1

0

∣∣e(1−τ)βjf(τβj)
∣∣ dτ

≤
r∑

j=1

|βj|
∫ 1

0

eβj

|cβj|
|crβjMj|p

(p− 1)!
dτ

≤
r∑

j=1

eβj

|c|
|crβjMj|p

(p− 1)!
.
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Mas, essa última soma converge para 0 quando p → +∞ e, portanto, o lado direito da

equação (2.16) também converge para 0. Em particular, existe um número primo p2 tal

que

p ≥ p2 ⇒

∣∣∣∣∣
r∑

j=1

βj

∫ 1

0

e(1−τ)βjf(τβj)dτ

∣∣∣∣∣ ≥ 1. (2.27)

Seja p0 = max {p1, p2}. Então, para p ≥ p0, por um lado temos de (2.24) que o lado

esquerdo de (2.16) é maior ou igual que 1 e, por outro lado, temos de (2.27) que o lado

direito de (2.16) é menor que 1, ou seja, uma contradição.

Logo π não é algébrico sobre Q, ou seja, π é transcendental sobre Q.



Caṕıtulo 3

Classificação de Mahler

Neste caṕıtulo, explanaremos sobre a classificação de Marler (dos números transcen-

dentes), veremos que existem subclasses nessa classificação, além de algumas propriedades

e consequências importantes.

Como vimos, o conjunto dos números reais (ou complexos) pode ser dividido entre

números algébricos e transcendentes. Ou seja, um número real ou é algébrico ou trans-

cendente. Contudo, no ińıcio do século XX, foram criadas várias classificações para os

números transcendentes, no entanto, elas não foram consideradas relevantes. A primeira

classificação interessante foi criada por Kurt Mahler em 1932, a qual nos levou a uma

nova compreensão dos números transcendentes.

3.1 Classificação de Mahler

Vejamos algumas considerações preliminares importantes:

Definição 7. Dois números ξ e ζ são ditos algebricamente dependentes se existe um

polinômio, não nulo, de duas variáveis P (x, y) ∈ Z[x, y] tal que P (ξ, ζ) = 0.

Definição 8. Seja P (x) ∈ Z[x] com P (x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n. A altura de P é dada

por H(P ) := max{|a0|, . . . , |an|}.

Definição 9. A altura e o grau de um número algébrico α, denotados respectivamente

por H(α) e ∂(α), são iguais à altura e o grau do seu polinômio minimal.

Vejamos agora generalizações dos teoremas de Liouville e Dirichlet, os quais são fun-

damentais para a construção da classificação de Mahler.

Teorema 10 (Liouville). Seja α um número algébrico de grau d e N um inteiro positivo.

Então existe uma constante positiva c = c(α,N) tal que para todo polinômio P (z) ∈ Z[z],

24
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satisfazendo ∂P ≤ N e P (α) ̸= 0, vale

|P (α)| ≥ c

H(P )d−1
,

em que H(P ) é a altura do polinômio P .

Demonstração. Seja f(z) = adz
d + . . .+ a1z+ a0 o polinômio minimal de α sobre Z, com

ad > 0. Denotando os conjugados de α por α1, α2, . . . , αd, com α1 = α, temos

f(z) = ad(z − α1) . . . (z − αd).

Agora, se P (z) ∈ Z[z] é tal que P (z) = bkz
k + . . . + b1z + b0, P (α) ̸= 0 e k ≤ N , então

podemos fatorar P (z) como

P (z) = bk(z − β1) . . . (z − βk).

Note que αm ̸= βi para todo par de ı́ndices m e i. Com efeito, se tivéssemos αm = βi para

um par m e i, então P (αm) = 0. Mas como f(z) é o polinômio minimal de αm, devemos

ter que f(z)|P (z) e logo P (α) = 0, o que contradiz a nossa escolha. Feita esta observação,

conclúımos que |αm − βi| > 0 para todo par de ı́ndices m e i, e podemos então calcular o

duplo produtório
d∏

m=1

k∏
i=1

|αm − βi|.

Por um lado, temos a igualdade

d∏
m=1

(
k∏

i=1

|αm − βi|

)
=

d∏
m=1

1

|bk|
|P (αm)|.

Por outro lado,
k∏

i=1

(
d∏

m=1

|βi − αm|

)
=

k∏
m=1

1

|bk|
|f(βi)|.

Logo,

1

|bk|d
d∏

m=1

|P (αm)| =
1

akd

k∏
i=1

|f(βi)|.

E assim,

|P (α)| =
|bk|d

k∏
i=1

|f(βi)|

akd
d∏

m=2

|P (αm)|
.
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Afirmamos que |bk|d
∏k

i=1 |f(βi)| é um inteiro positivo. De fato, considere o seguinte

polinômio simétrico F (x1, . . . , xk) = f(x1) . . . f(xk) com coeficientes inteiros. Pelo Teo-

rema Fundamental das Funções Simétricas, existe um polinômio com coeficientes inteiros

G(y1, . . . , yk), tal que

F (x1, . . . , xk) = f(x1) . . . f(xk) = G(σ1(x1, . . . , xk), . . . , σk(x1, . . . , xk)).

Pela definição de F (x1, . . . , xk), temos

F (x1, . . . , xk) = (adx
d
1 + . . .+ a1x1 + a0) . . . (adx

d
k + . . .+ a1xk + a0)

= akd(x1, . . . , xk)
d + . . .+ ak0 = akd(σk(x1, . . . , xk))

d + . . .+ ak0

= G(σ1(x1, . . . , xk), . . . , σk(x1, . . . , xk)).

Assim, ∂G ≥ d.

Supondo que ∂G > d, então deve existir um monômio deG(σ1(x1, . . . , xk), . . . , σk(x1, . . . , xk)),

digamos

(σi1(x1, . . . , xk))
c1 . . . (σin(x1, . . . , xk))

cn ,

de grau maior do que d, isto é, c1 + . . . + cn > d. Observando as potências das funções

simétricas, temos

(σit(x1, . . . , xk))
ct = (x1, . . . , xit + At(x1, . . . , xk))

ct = (x1, . . . , xit)
ct +Bt(x1, . . . , xk),

para todo t ∈ {1, . . . , n}, em que At e Bt são polinômios em k variáveis com coeficientes

inteiros. Logo, o posśıvel monômio é

n∏
t=1

σit(x1, . . . , xk)
ct =

n∏
t=1

((x1, . . . , xk)
ct +Bt(x1, . . . , xk))

= xc1+...+cn
1 ·D(x2, . . . , xk) + E(x1, . . . , xk),

com D(x2, . . . , xk) e E(x1, . . . , xk) polinômios não constantes com coeficientes inteiros.

Mas isso é um absurdo, pois a potência de x1 é maior do que d. Portanto ocorre a

igualdade ∂G = d. Como P (z) = bk(z − β1) . . . (z − βk), temos também as seguintes

igualdades

σ1 := σ1(β1, . . . , σk) = β1 + . . .+ βk = −bk−1

bk

σ2 := σ2(β1, . . . , σk) = β1β2 + . . .+ βk−1βk = −bk−2

bk
...

σk := σk(β1, . . . , σk) = β1 · . . . · βk = (−1)k
b0
bk
.

Assim G(σ1, . . . , σk) é um número racional cujo denominador é igual a bdk e podemos

finalmente concluir que

bdk

k∏
i=1

f(βi) = bdkF (β1, . . . , βk) = bdkG(σ1, . . . , σk) ∈ Z.
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Portanto |bk|d
k∏

i=1

|f(βi)| é um inteiro positivo. Utilizando este fato, obtemos

|P (α)| =
|bk|d

k∏
i=1

|f(βi)|

akd
k∏

m=2

|P (αm)|
≥ 1

akd
k∏

m=2

|P (αm)|
.

Majorando as quantidades |P (αi)|, para i ∈ {2, . . . , d}, obtemos

|P (αi)| = |bkαk
i + . . .+ b1αi + b0| ≤ |bk||αi|k + . . .+ |b1||αi|+ |b0|

≤ H(P )(|αi|k + . . .+ |αi|+ 1).
(3.1)

Denotando A = max{|α2|, . . . , |αd|}, como k ≤ N , de acordo com (3.1), para i ∈
{2, . . . , d} teremos

|P (α)| = H(P )(Ak + . . .+ A+ 1) ≤ H(P ) (Ak + . . .+ A+ 1)︸ ︷︷ ︸
C1(α,N)

.

Finalmente,

|P (α)| ≥ 1

akd
· 1

d∏
i=2

H(P )C1(α,N)

≥ C

H(P )d−1
,

em que C =
1

akdC1(α,N)d−1
.

O teorema de Dirichlet afirma que se ξ ∈ R é um número irracional, então existem

infinitos racionais
p

q
, com q ≥ 1, tais que

∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1

q2
.

Ou seja, |P (ξ)| < 1

q
, onde P (x) = qx− p. Note também que H(P ) ≥ q.

Nosso próximo objetivo é estender o teorema de Dirichlet. Vejamos a seguir.

Teorema 11 (Dirichlet). Sejam ξ um número complexo e N um inteiro positivo, de modo

que ξ ou é transcendente ou é um algébrico de grau maior do que N . Então existe uma

constante C = C(ξ,N) > 0 tal que para todo inteiro positivo H, existe um polinômio não

nulo P (z) ∈ Z[z], com ∂P ≤ N e H(P ) ≤ H satisfazendo

|P (ξ)| < C

H
N−1

2

.
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Demonstração. Quando N = 1, então podemos escolher C = C(ξ, 1) = 2|ξ| + 1 e consi-

derar o polinômio P (z) = z. Neste caso, H(P ) = 1 ≤ H para todo H inteiro positivo e,

temos que

|P (ξ)| = |ξ| < 2|ξ|+ 1 = C(ξ, 1) =
C

H0
.

Assim, o teorema é válido no caso N = 1. Para o caso mais interessante, N ≥ 2, vamos

recorrer ao Prinćıpio das Gavetas (de Dirichlet). Primeiro, para inteiros positivos N e H,

denote por QN,H o conjunto de polinômios

QN,H =

{
P (z) ∈ Z[z];P (z) =

N∑
n=0

anz
n e 0 ≤ an ≤ H, n = 0, . . . , N

}
.

Note que #QN,H = (H + 1)N+1. De fato, já que tais polinômios são totalmente

determinados pela escolha dos seus N +1 coeficientes e para cada um destes temos H +1

possibilidades, pelo Prinćıpio Fundamental da Contagem temos um total de (H + 1)N+1

escolhas posśıveis para tais coeficientes, ou seja (H+1)N+1 polinômios distintos em QN,H .

Também, temos que o conjunto dos valores Q = {P (ξ); P (z) ∈ QN,H} tem a mesma

cardinalidade de QN,H . Com efeito, é claro que #Q ≤ #QN,H . Se tivéssemos #Q <

#QN,H , então pelo menos dois polinômios distintos P ∗
1 (z) = P ∗

2 (z) em QN,H são tais que

P ∗
1 (ξ) = P ∗

2 (ξ). Mas isto implicaria a existência de um polinômio P ∗(z) = P ∗
1 (z)− P ∗

2 (z)

de grau menor ou igual a N , do qual ξ é raiz, o que contradiz o fato de que o grau de

ξ é maior do que N . Conclúımos então que #Q = #QN,H = (H + 1)N+1. Usando a

desigualdade triangular, obtemos

|P (ξ)| ≤ an|ξ|n + . . .+ a1|ξ|+ a0 ≤ (|ξ|n + . . .+ |ξ|+ 1)H =: B,

para todo P (z) ∈ QN,H . Como |P (ξ)| ≤ B, implica max {|Re(P (ξ))|, |Im(P (ξ))|} ≤ B,

temos que P (ξ) ∈ [−B,B]2 para todo P (z) ∈ QN,H . Dividimos [−B,B]2 em s2 quadrados

menores, estes terão lado igual a 2B
s
. Para aplicarmos o Prinćıpio das Gavetas, queremos

que a quantidade de valores em Q exceda o número de quadrados nenores, ou seja,

s2 < (H + 1)N+1.

Se tomarmos s =
⌊
(H + 1)

N+1
2

⌋
− 1, então

s2 <
(
(H + 1)

N+1
2

)2
= (H + 1)N+1,

como desejado. Além disso, como N ≥ 2 e H ≥ 1, então s ≥ ⌊
√
23⌋ − 1 = 1 e nossa

escolha está bem definida. Logo, pelo Prinćıpio das Gavetas, existem polinômios P1(z) e

P2(z) em QN,H tais que P1(ξ) e P2(ξ) estão no mesmo quadrado de lado 2B/s. Portanto,

|P1(ξ)− P2(ξ)| ≤
2B

√
2

s
(diagonal do quadrado).
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Tomando P (z) = P1(z) − P2(z), então como max{∂P1, ∂P2} ≤ N , obviamente ∂P ≤ N .

Por outro lado, escrevemos P1(z) =
∑N

n=0 anz
n e P2(z) =

∑N
n=0 bnz

n, então P (z) =∑N
n=0 cnz

n onde cn = an − bn. Como 0 ≤ an ≤ H e 0 ≤ bn ≤ H, então |cn| ≤ H, para

todo n = 0, 1, . . . , N e portanto H(P ) ≤ H. Além disso, temos a desigualdade

|P (ξ)| ≤ 2
√
2(1 + |ξ|+ . . .+ |ξ|N) H⌊

(H + 1)
N+1

2

⌋
− 1

. (3.2)

Afirmamos que
⌊
(H + 1)

N+1
2

⌋
− 1 ≥

⌊
H

N+1
2

⌋
. De fato, se N é ı́mpar, digamos N =

2k + 1, então

s =
⌊
(H + 1)

2k+2
2

⌋
− 1 = (H + 1)k+1 + 1− 1 ≥ Hk+1 + 1 =

⌊
H

N+1
2

⌋
.

Quando N = 2K, então

s =
⌊
(H + 1)k(H + 1)

1
2

⌋
− 1 ≥

⌊
H

2k+1
2 +H

1
2

⌋
− 1 ≥

⌊
H

2k+1
2 + 1

⌋
− 1 =

⌊
H

N+1
2

⌋
.

Provada tal afirmação, podemos reescrever (3.2) como

|P (ξ)| ≤ 2
√
2(1 + |ξ|+ . . .+ |ξ|N) H⌊

H
N+1

2

⌋ .
Mas 3⌊x⌋ > 2x para todo x ≥ 1, então

|P (ξ)| < 3
√
2(1 + |ξ|+ . . .+ |ξ|N)

H
N−1

2

=
C

H
N−1

2

,

onde C = C(ξ,N) := 3
√
2(1 + |ξ|+ . . .+ |ξ|N).

Para facilitar, chamaremos os dois resultados anteriores de Teorema Geral de Liouville

e Dirichlet, respectivamente.

Como consequência das generalizações dos teoremas de Dirichlet e Liouville, consegui-

mos uma nova definição para números transcendentes.

Agora, sendo ξ um número real (ou complexo) e P (z) ∈ Z[z], vamos analisar os casos

em que |P (ξ)|, dependendo do grau e da altura de P , se aproxima muito de zero, mas

sempre com P (ξ) ̸= 0.

Teorema 12. Dado um número complexo ξ e inteiros positivos H e N , sejam

PN,H = {P (z) ∈ Z[z], ∂P ≤ N e H(P ) ≤ H}
Ω(ξ,N,H) = min{|P (ξ)|;P (z) ∈ PN,H e P (ξ) ̸= 0}.

Defina ω(ξ,N,H) como

Ω(ξ,N,H) = H−ω(ξ,N,H)·N ,

ω(ξ,N) := lim
H→∞

supω(ξ,N,H) e ω(ξ) := lim
N→∞

supω(ξ,N). Então ξ é transcendente se,

somente se, ω(ξ) ̸= 0.
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Demonstração. Vamos agora examinar o quão próximo de zero |P (ξ)| pode se tornar

quando variamos P (z) sobre todos os polinômios em Z[x], com grau e altura menores ou

iguais a N e H, respectivamente e tais que P (ξ) ̸= 0. Para isto, definimos

PN,H = {P (z) ∈ Z[z]; ∂P ≤ H},
Ω(ξ,N,H) = min{|P (ξ)|;P (z) ∈ PN,H e P (ξ) ̸= 0}.

Para podermos comparar bem Ω(ξ,N,H) ao expoente de H no Teorema Geral de Diri-

chlet, gostaŕıamos de expressar Ω(ξ,N,H) como H−ΘN para uma escolha conveniente de

Θ. Esta observação nos leva a definir o expoente ω(ξ,N,H) satisfazendo a equação

Ω(ξ,N,H) = H−ω(ξ,N,H)N .

Assim, determinar qual o menor valor de Ω(ξ,N,H) para infinitos H e N é equivalente a

determinar qual o maior valor posśıvel para Ω(ξ,N,H) quando variamos os valores de H

e N . Se ξ é transcendente, podemos usar o Teorema Geral de Direchlet e garantir que,

para todo H e N fixados, existem uma constante positiva C = C(ξ,N) e um polinômio

P (z) ∈ PN,H tais que

Ω(ξ,N,H) ≤ |P (ξ)| < C

H
N−1

2

⇒ H−ω(ξ,N,H)N <
C

H
N−1

2

.

Aplicando a função logaritmo na última desigualdade anterior, obtemos

−ω(ξ,N,H) ·N log(H) < log(C)− N − 1

2
log(H).

E assim,
N − 1

2
<

log(C)

log(H)
+ ω(ξ,N,H) ·N. (3.3)

Primeiramente, vamos observar qual o crescimento de ω(ξ,N,H) para os infinitos valo-

res de H. Não sabemos se o lim
H→∞

ω(ξ,N,H) existe, mas como estamos interessados no

maior ponto de acumulação de ω(ξ,N,H), para N fixo e H → ∞, basta verificarmos o

lim sup
H→∞

ω(ξ,N,H) (limite superior), que sempre existe. Assim, definimos

ω(ξ,N) = lim sup
H→∞

ω(ξ,N,H).

Aplicando lim sup
H→∞

em ambos os lados da desigualdade (3.3), temos

lim sup
H→∞

N − 1

2
≤ lim sup

H→∞

log(C)

log(H)︸ ︷︷ ︸
→0

+ω(ξ,N) ·N.

ou seja,
N − 1

2
≤ ω(ξ,N) ·N ⇒ ω(ξ,N) ≥ N − 1

2N
.
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Denotando ω(ξ) com o maior ponto de acumulação da função ω(ξ,N) quando N → ∞,

ou seja

ω(ξ) := lim sup
N→∞

ω(ξ,N) ≥ lim sup
N→∞

N − 1

2N
=

1

2
.

Conclúımos que se ξ é transcendente, então ω(ξ) é diferente de zero (mais precisamente,

deve ser pelo menos 1/2).

Nosso próximo objetivo é estimar ω(ξ) no caso em que ξ é algébrico de grau d. Seja

P (z) ∈ PN,H o polinômio que satisfaz

|P (ξ)| = Ω(ξ,N,H) = H−ω(ξ,N,H)N .

Aplicando o Teorema Geral de Liouville, temos

c(ξ,N)

Hd−1
≤ c(ξ,N)

H(P )d−1
≤ |P (ξ)| = H−ω(ξ,N,H)N ,

O que implica (aplicando a função log)

ω(ξ,N,H) ≤ d− 1

N
− log(c(ξ,N))

N log(H)
.

Logo,

ω(ξ,N) = lim sup
H→∞

ω(ξ,N,H) ≤ d− 1

N
− lim sup

H→∞

log(c(ξ,N)

N log(H)︸ ︷︷ ︸
→0

e assim

ω(ξ) = lim sup
N→∞

ω(ξ,N) ≤ lim sup
N→∞

d− 1

N
= 0 ⇒ ω(ξ) ≤ 0.

Por outro lado, como a sequência (Ω(ξ,N,H))N≥1 é não crescente, então Ω(ξ,N,H) ≤
Ω(ξ, 1, H) ≤ 1, para todo H ≥ |ξ|+ 1. Dáı,

ω(ξ,N,H) = − log(Ω(ξ,N,H))

N log(H)
≥ 0,

quando H ≥ |ξ| + 1. Assim ω(ξ) ≥ 0 (na verdade esse argumento vale também se ξ é

transcendente) e conclúımos que se α é algébrico, então ω(α) = 0. Com isso, acabamos

de provar um critério para transcendência.

Portanto, a classificação dos números reais ficaria da seguinte forma:

Para todo ξ real (ou complexo), tem-se:

• ω(ξ) = 0, equivale a ξ algébrico;

• ω(ξ) ̸= 0, equivale a ξ transcendente.



32 CAPÍTULO 3. CLASSIFICAÇÃO DE MAHLER

Contudo, como ω(ξ) ≥ 0 pode-se considerar o seguinte:

• ω(ξ) = 0 (ξ algébrico);

• 0 < ω(ξ) <∞ (ξ transcendente);

• ω(ξ) = ∞ (ξ transcendente).

Observe que se ω(ξ,N0) = ∞ para algum N0 ∈ N, então

ω(ξ) = lim sup
N→∞

ω(ξ,N) ≥ ω(ξ,N0) = ∞ → ω(ξ) = ∞.

Portanto, existem duas maneiras de se obter ω(ξ) = ∞:

(i) ω(ξ,N0) = ∞; para algum N0,

(ii) ω(ξ, 1), ω(ξ, 2), . . . não possui ponto de acumulação.

Dessa forma, temos uma classificação mais refinada dos números reais (ou complexos):

• ω(ξ) = 0 (ξ algébrico);

• 0 < ω(ξ) <∞ (ξ transcendente);

• ω(ξ) = ∞ e existe um N0 tal que ω(ξ,N0) = ∞ (ξ transcendente);

• ω(ξ) = ∞ e para todo N , ω(ξ,N) ̸= ∞ (ξ transcendente).

Para analisar melhor os casos em que ξ é transcendente, vamos definir ν(ξ) como sendo

o maior inteiro positivo N tal que ω(ξ,N) = ∞. Logo, caso ω(ξ,N) < ∞ para todo N ,

então ν(ξ) = ∞. Agora, se ω(ξ) = ∞, então ν(ξ) pode ser finito ou infinito. Deste modo,

temos quatro possibilidades para ω(ξ) e ν(ξ) que correspondem às quatro classes acima e

dão origem à seguinte classificação devida a Mahler para número real (ou complexo) ξ:

• A-números, se ω(ξ) = 0 e (logo) ν(ξ) = ∞;

• S-números, se 0 < ω(ξ) <∞ e (logo) ν(ξ) = ∞;

• U -números, se ω(ξ) = ∞ e ν(ξ) <∞;

• T -números, se ω(ξ) = ∞ e ν(ξ) = ∞.

A notação “A-números” foi propositalmente escolhida para denotar os números algébricos.

O significado das letras S, T e U não parece tão evidente. Acredita-se que Mahler esco-

lheu a letra S em homenagem ao seu orientador C. L. Siegel e as letras T e U sem nenhum

significado especial devem ter sido escolhidas por serem as duas seguintes do alfabeto.

Os A-números são os números algébricos, pois ω(ξ) = 0. Os demais, S, U e T -números,

são classes disjuntas de números transcendentes.



3.2. A CLASSE DOS U -NÚMEROS 33

3.2 A Classe dos U-números

A classe dos U -números é uma classe da classificação de Mahler em que ω(ξ) = ∞ e

ν(ξ) <∞, para todo real (ou complexo) ξ.

Os posśıveis valores de ν(ξ) (menor que infinito) nos permite definir subclasses dentro

da classe dos U -números. Vejamos:

Definição 10. Sejam ξ um número real (ou complexo) e m um inteiro positivo. Então

ξ é dito um U -Número de tipo m se ω(ξ) = ∞ e ν(ξ) = m. Os U -números de tipo m

também são conhecidos como Um-números.

Exemplo 7. Os números de Liouville são U -números.

Mais precisamente, o Conjunto dos Números de Liouville equivale à classe dos U -

números do tipo 1. Ou seja, L equivale a subclasse U1-números.

Proposição 5. Os números de Liouville são exatamente os U1-números.

Demonstração. Seja ξ um número de Liouville e

(
pn
qn

)
n

∈ Q, com qn > 1 e tal que

∣∣∣∣ξ − pn
qn

∣∣∣∣ < 1

qnn
,

para todo n ≥ 1. Logo |Pn(ξ)| < q1−n
n , para todo n ≥ 1, onde Pn(z) = qnz−pn. Denotando

Hn = H(Pn) = max{|pn|, qn}. Assim,

H−ω(ξ,1,Hn)
n = Ω(ξ, 1, Hn) ≤ |Pn(ξ)| < q1−n

n .

Observe que se pode supor, sem perda de generalidade, que Hn é qn ou |pn|, para todo n.

Isso pode ser feito após uma reordenação de ı́ndices. Supondo que Hn = qn, deduza que

ω(ξ, 1, Hn) ≥ n− 1 e portanto

ω(ξ, 1) ≥ lim sup
n→∞

ω(ξ, 1, Hn) = ∞.

Logo ξ é U -número.

No caso em que Hn = |pn|, como
pn
qn

é convergente (tem limite ξ), então existe uma

constante K > 0, tal que |pn| ≤ Kqn. Dáı H
−ω(ξ,1,Hn)
n ≤ Kn−1Hn−1

n implicando

ω(ξ, 1, Hn) ≥ n− 1− (n− 1)
log(K)

log(Hn)
.

Sugere-se que ω(ξ, 1) = ∞ e ξ é U -Número. Observe que, em ambos os casos, foi mostrado

que ν(ξ) = 1. Portanto, a proposição é verdadeira.
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Paul Erdös, em 1962, mostrou que todo número real pode ser escrito como a soma

de dois números de Liouville.

Como vimos, o conjunto dos número de Liouville equivale à subclasse U1-números.

Portanto, podemos afirmar que todo número real pode ser escrito como a soma de dois

U1-números.

Teorema 13 (Erdös). Todo número real pode ser escrito como soma de dois números de

Liouville.

Demonstração. Se t ∈ Q e ξ é um número de Liouville, então ω = t−ξ também é número

de Liouville e t = ξ + ω. Para o caso em que t ̸∈ Q, podemos escrever t = ⌊t⌋ + {t},
onde ⌊t⌋ ∈ Z é a parte fracionária e {t} é irracional. Claramente, t ∈ L se, e somente

se, {t} ∈ L. Assim basta-nos mostrar que todo t entre 0 e 1 pode ser escrito na forma

desejada. Como t ∈ (0, 1), podemos escrever sua expansão 2-ádica como t =
∑

n≥1 an ·2−n,

onde an ∈ {0, 1}. Defina

ξ :=
∑
n≥1

αn · 2−n e ω :=
∑
n≥1

βn · 2−n

onde para n! ≤ k < (n+ 1)!, temos

αk = ak e βk = 0 se n = 1, 3, 5, . . .

βk = ak e αk = 0 se n = 2, 4, 6, . . .

Agora, resta-nos mostrar que ξ e ω são números de Liouville. Faremos a demonstração

apenas para ξ (o caso ω é análogo). Dado n ≥ 1, seja qn := 2(2n)!−1 e pn := qn(α12
−1 +

. . .+ α(2n)!−12
−(2n)!+1). Assim

ξ − pn
qn

=
∑
m≥1

αm2
−m −

(2n)!−1∑
m=1

αm2
−m =

∑
m≥(2n)!

αm2
−m (3.4)

Como αm = 0 para (2n)! ≤ m < (2n + 1)!, podemos reescrever a igualdade em (3.4)

como ∣∣∣∣ξ − pn
qn

∣∣∣∣ = ∑
m≥(2n+1)!

αm2
−m ≤

∑
m≥(2n+1)!

2−m = 2−(2n+1)!+1 < 2−n[(2n)!−1] =
1

qnn
.

Portanto ξ é número de Liouville.

Exemplo 8. Em 1953, LeVeque [7] provou que, para todo m ≥ 1 e ℓ =
∞∑
n=1

10−n! (ℓ é a

constante de Liouville), tem-se que m

√
3 + ℓ

4
é um Um-número.
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Observação. Denotamos por ω∗
n como o supremo do número real ω∗ para o qual existem

infinitos números algébricos reais α de grau n satisfazendo

0 < |ξ − α| < H()−ω∗−1,

onde H() (a chamada altura de α) é o máximo de valores absolutos de coeficientes do

polinômio mı́nimo de α. O número ξ é dito ser U∗
m-número (de acordo com LeVeque [7])

se ∗
m(ξ) = ∞ e ∗

n(ξ) = ∞ para 1 ≤ n < m (m é chamado de tipo do U -número). Nós

apontamos que nós realmente definimos um koksma U∗
m-número ao invés de um Mahler

Um-número. No entanto, é bem conhecido que eles são os mesmos [12].

Exemplo 9. Usando o método de Gütting [5] podemos encontrar Um-números expĺıcitos

de uma maneira mais natural: Pelo produto de algum número algébrico de grau m pela

constante de Liouville. Além disso, obtemos um limite superior para ω∗
n, com 1 ≤ n < m.

Vejamos:

Teorema 14. Seja α um número algébrico de grau m. Suponha que o polinômio minimal

P de α tem coeficiente ĺıder da forma 2a · 5b > 1 e p ∤ P (0), para p = 2, 5, e sendo ℓ a

constante de Liouville. Então αℓ é um Um-número, com

ω∗
n(αℓ) ≤ 2m2n+m− 1, para n = 1, . . . ,m− 1. (3.5)

Por exemplo, m

√
3

2
· ℓ é um Um-número para todo m ≥ 1.

Antes da demonstração deste teorema, dois resultados técnicos são necessários.

Lema 3. Dado P (x) ∈ Z[x] com grau m e
a

b
∈ Q∗. Se Q(x) = amP

(
bx

a

)
, então

H(Q) ≤ max{|a|, |b|}mH(P ),

onde, H(P ) á a altura de P .

Demonstração. Se P (x) =
m∑
j=0

ajx
j, então Q(x) =

m∑
j=0

ajb
jam−jxj. Supondo, sem perda de

generalização, que |a| ≥ |b|, temos |a|m|aj| ≥ |a|m−j|aj||b|j para 0 ≤ j ≤ m. Portanto o

lema está provado.

Além deste lema, usamos o fato de que números algébricos não são bem aproximados

por números algébricos.

Lema 4 (Cf Corolário A.2 de [2]). Sejam α e β dois números algébricos, não nulos,

distintos de graus n e m, respectivamente. Então nós temos

|α− β| ≥ (n+ 1)−
m
2 (m+ 1)−

n
2 max

{
(n+ 1)−

m−1
2

2−n
,
(m+ 1)−

n−1
2

2−m

}
×H(α)−mH(β)−n.
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Demonstração. Um esboço da prova pode ser encontrado no apêndice a do [2].

Demonstração. (do Teorema 14) Para k ≥ 1, defina

pk = 10k!
k∑

j=1

10−j, qk = 10k! e αk =
pk
qk

=
k∑

j=1

10−j.

Observamos que H(αk−1) < H(αk) = 10k! = H(αk−1)
k e

|ℓ− αk| <
10

9
H(αk)

−k−1. (3.6)

Assim, definindo yk = ααk, obtemos de (3.6)

|αℓ− yk| ≤ cH(αk)
−k−1. (3.7)

onde c =
10|α|
9

. Segue-se Lema 3 que H(αk)
m ≥ H(α)−1H(yk) e assim conclúımos que

|αℓ− yk| ≤ cH(αk)
k+1
m H(yk)

− k+1
m (3.8)

Consequentemente, αℓ é um U -número do tipo no máximo m (desde yk tem grau m).

Nós reivindicamos que H(αk) ≤ H(yk), para todo k ≥ 1. De fato, seja P (x) =
m∑
j=0

ajx
j

o polinômio minimal de α. Em particular, P (α) = 0 e um cálculo simples dá Q(yk) = 0,

onde Q(x) =
m∑
j=1

ajp
m−j
k qjkx

j ∈ Z[x]. Note que ∂Q = m e yk é um número algébrico de

grau m. Assim, para provar que Q é o polinômio mı́nimo de yk, precisamos provar que Q

é primitivo. Em outras palavras, devemos provar que

∂(a0p
m
k , a1p

m−1
k qk, . . . , amq

m
k ) = 1.

Isto segue imediatamente dos fatos que ∂(a0, . . . , am) = 1 e as hipóteses em a0 em am

(rendendo ∂(a0, qk) = ∂(am, pk) = 1), nós deixamos os detalhes para o leitor. Assim, em

particular, devemos provar que

H(yk) ≥ max{|a0||pk|n, |an||qk|n} ≥ max{|pk|, |qk|} = H(αk)

como desejado.

Agora usamos isso junto com o Lema 3 para obter

H(yk+1) ≤ H(α)H(αk+1)
m = H(α)H(αk)

(k+1)m ≤ H(α)H(yk)
(k+1)m. (3.9)

Agora, seja y um número algébrico real de grau n, com n < m e H(y) ≥ H(y1). Assim,

existe um k suficientemente grande tal que

H(yk) < H(y)2m
2

< H(yk+1) ≤ H(α)H(yk)
(k+1)m (3.10)
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Por outro lado, o Lema 4 produz

|yk − y| ≥ f(m,n)H(y)−mH(yk)
−n (3.11)

Onde f(m,n) é um número positivo que não depende de k e y (veja o Lema 4). Portanto,

pela cadeia de desigualdades na (3.10)

|yk − y| ≥ f(m,n)H(α)−
1

2mH(yk)
− k+1

2−n (3.12)

Tomando H(y) grande o suficiente, o ı́ndice k satisfaz

H(yk)
k+1
2−n ≥ 2cf(m,n)−1H(α)

k+1
2m (3.13)

Assim (3.8), (3.12) e (3.13) produzem |yk − y| ≥ 2|αℓ− yk|. Portanto, exceto para muitos

números algébricos y, de grau n estritamente menor do que m, temos

|αℓ− y| ≥ |yk − y| − |αℓ− yk| ≥ 1

2
|yk − y| ≥ f(m,n)

2
H(y)−mH(yk)

−n

>
f(m,n)

2
H(y)−2m2n−m,

onde usamos o lado esquerdo de (3.10). Em conclusão, αℓ é um Um-número com ω∗
n(αℓ) ≤

2m2n+m− 1. Isso finaliza essa demonstração.

3.3 As Classes dos A, S e T -Números

A classe dos A-números corresponde ao conjunto dos números algébricos. Portanto,

todo número algébrico é um A-número.

Em 1929, Popkent [15] provou que para n ∈ N existe uma constante positiva C = C(n),

tal que

|P (e)| ≥ H−n−C(log(log(H)))

para todo P (z) ∈ Z[z] de grau n e altura H suficiente grande. Segue que e é S-números.

No mesmo artigo em que apresentou sua classificação, Mahler [8] refinou o resultado

de Popken, mostrando que a constante C (que depende de n) pode ser tomada como

C = cn2 log(n), onde c > 0 é uma constante absoluta (isto é, não depende de nenhum

parâmetro). Nesse mesmo artigo, foi provado que eα é S-número para todo α ∈ Q∗
.

Mahler [9] ainda provou que π e log(α) não são U -número, para α ∈ Q∗
.

Em 1970, W. Shmidt [16] provou a existência dos T -números, mas sem explicar nenhum

exemplo. Até hoje não existe nenhuma amostra dessa classe de números.

Uma das consequências mais fortes da classificação de Mahler é que dois números

algebricamente dependentes devem pertencer a mesma classe. Em outras palavras:
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Sejam ξ e ζ números transcendentes que pertencem à classes diferentes (na classi-

ficação de Mahler) e F (x, y) ∈ Q[x, y] um polinômio não constante. Então F (ξ, ζ) é

transcendente.

Na verdade, satisfazer essa propriedade é um pré-requisito para que uma classificação

dos números transcendentes seja considerada “interessante”.

Em poucas palavras, a ideia para a demonstração desse fato, é supor que ξ e ζ são

algebricamente dependentes, logo existe um polinômio não nulo Q(x, y) ∈ Z[x, y] satisfa-
zendo Q(ξ, ζ) = 0. Com isso, deve-se mostrar que ξ e ζ possuem as mesmas propriedades

em relação a aproximação diofantina.



Caṕıtulo 4

Quadratura do Ćırculo: Uma

Proposta Didática Para o Ensino

Médio

Uma proposta didática para o ensino médio seria estudar o problema da quadratura

do ćırculo em meio aos conteúdos de geometria plana no curŕıculo de matemática. Nesse

contexto, ainda seria posśıvel abordar noções básicas de números transcendentes, além de

quadrar algumas figural planas.

4.1 Quadratura do Ćırculo

A quadratura do ćırculo é um problema proposto pelos antigos matemáticos gregos

consistindo em construir um quadrado com a mesma área de um dado ćırculo servindo-se

somente de uma régua e compasso em um número finito de etapas.

Como vimos, Ferdinand Lindemann, em 1882, provou que π é um número transcen-

dente, isto é, não existe um polinômio com coeficientes inteiros ou racionais não todos

nulos dos quais π seja raiz.

A transcendência de π estabelece a impossibilidade de se resolver o problema da qua-

dratura do ćırculo, ou seja, é imposśıvel construir, somente com régua e compasso, um

quadrado cuja área seja rigorosamente igual à área de um determinado ćırculo.

A ação de quadrar (transformar uma figura em um quadrado de mesma área) é bem

antiga, pois os gregos já sabiam quadrar vários poĺıgonos.

A seguir veremos dois bons exemplos sobre a ação de quadrar: A quadratura do

retângulo e a do triângulo. Contudo, para demonstrar que é posśıvel quadrar qualquer

poĺıgono, basta mostrar que um poĺıgono de n lados pode ser transformado em um poĺıgono
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equivalente de n− 1 lados. No entanto, não é posśıvel quadrar a mais simples das figuras

curviĺıneas, o ćırculo, como pensavam os antigos matemáticos gregos. [13].

Exemplo 10. Para realizar a quadratura de um determinado retângulo, pode ser feito o

seguinte procedimento:

1. Seja ABCD o retângulo dado. Faça uma circunferência com centro em D e raio CD.

2. Prolongue o seguimento AD interceptando a circunferência em um ponto N.

3. Determine o ponto médio M do seguimento AN.

4. Faça uma circunferência com centro M e raio AM.

5. Trace a perpendicular a AM por D e marque o ponto E na intersecção com a

circunferência maior.

6. Construa um quadrado sobre o seguimento DE. Este quadrado terá a mesma área

do retângulo ABCD.

Figura 4.1: Quadratura de um Retângulo

Vejamos: a área do retângulo é dada por:

Aretângulo = AD ·DC = AD ·DN.

Da figura, temos:

AD = AM +MD

DN = MN −MD = AM −MD
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Assim:

Aretângulo = AD ·DN = (AM +MD) · (AM −MD) = (AM)2 − (MD)2.

Do triângulo retângulo MDE, temos que:

(ME)2 = (MD)2 + (DE)2

Mas ME = AM , logo:

Aretângulo = (AM)2 − (MD)2 = (MD)2 + (DE)2 − (MD)2 = (DE)2 = Aquadrado.

Como a área do quadrado DEFG é dada por (DE)2, temos que

Aretângulo = Aquadrado.

Exemplo 11. Para a quadratura de um triângulo, primeiro o transformamos em um

retângulo e depois procedemos como na construção acima.

1. 1. Seja ABC o triângulo dado. Trace sua altura CK e encontre o ponto médio M

desde segmento, como na Figura 4.2.

Figura 4.2: Quadratura de um Triângulo - Parte 1

2. Construa o retângulo ABDI com base AB passando por M . Este retângulo ABDI

possui mesma área que o triângulo ABC. De fato,

Atriângulo =
b · h
2

=
AB · CK

2
= AB ·MK = Aretângulo.

A partir do retângulo, ABDI, gerado, podemos construir um quadrado com a

mesma área desse retângulo (como vimos no exemplo anterior) e que, consequente,

tem a mesma área do triângulo ABC dado.

Agora, análogo à quadratura do retângulo, fazemos:

Aretângulo = AB ·MK = ID ·DN.
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Figura 4.3: Quadratura de um Triângulo - Parte 2

Da Figura 4.3, temos:

ID = IH +HD

DN = HN −HD = IH −HD.

Assim:

Aretângulo = ID ·DB = ID ·DN = (IH +HD) · (IH −HD) = (IH)2 − (HD)2.

(4.1)

Do triângulo retângulo HDE, temos que:

(HE)2 = (HD)2 + (DE)2.

Mas HE = IH, (raio) logo:

(IH)2 = (HD)2 + (DE)2

De (4.1),

Aretângulo = (IH)2 − (HD)2 = (HD)2 + (DE)2 − (HD)2 = (DE)2 = Aquadrado.

Como a área do quadrado DEFG é dada por (DE)2, temos que

Aretângulo = Aquadrado.

Assim,

Atriângulo = Aretângulo = Aquadrado

Portanto, por transitividade,

Atriângulo = Aquadrado.
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