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Resumo

Diante de suas diversas atribui¢oes, um desafio atual do professor de Matematica é manter o educando
interessado no contetdo lecionado. Desmistificar a disciplina de matematica é um caminho confidvel para
se seguir. Com intuito de auxiliar o professor nessa tarefa ardua que é o ensinar, essa pesquisa abordara
a importancia do uso adequado das contextualizagoes tendo como base os topicos da funcao exponencial
e matrizes. Apresentando uma contribui¢do para o ensino aprendizagem das fun¢oes exponenciais e ma-
trizes, explorando como ferramenta auxiliar didatica as contextualizacOes encontradas em livros didaticos
de matemética do ensino médio. Afim de favorecer a compreensdo dos estudantes na abordagem dos
temas, através de resolucao problemas em boas contextualizagoes e enfatizando a relagao existente entre
funcao exponencial e matrizes. Para tal, foram consultadas fontes pertinentes aos questionamentos le-
vantados, como, por exemplo, os ParaAmetros Curriculares Nacionais para o Ensino fundamental e Médio,
as Diretrizes Curriculares Nacionais para a Educac¢ido Bésica, o Programa Nacional do Livro Didéatico
e a Proposta Curricular 7 Curriculo Comum do Estado de Minas Gerais e, ainda, pesquisa através de
busca eletronica que proporcionou a anélise de muitos trabalhos publicados que versam sobre o assunto.
Apos a pesquisa bibliografica foram analisadas as contextualizacOes encontradas nos livros didaticos e
agrupadas como boas contextualizac¢Oes e contextualiza¢oes adequadas conforme conceitos pré-definidos.
Por fim demonstra uma conexao entre a funcdo exponencial e matrizes, conhecida como exponencial de
matrizes e uma aplicagao.

Palavras-Chaves: Contextualizagoes. Exponencial. Matrizes. Livros Didéticos. Exponencial de
matrizes.
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Abstract

In the face of its diverse attributions, a current challenge of the Mathematics teacher is to keep the
student interested in the content taught. Demystifying math discipline is a reliable path to follow. In
order to assist the teacher in this arduous task of teaching, this research will address the importance of the
proper use of contextualizations based on the topics of exponential function and matrices. Presenting a
contribution to teaching learning exponential functions and matrices, exploring as a didactic auxiliary tool
the contextualizations found in high school mathematics textbooks. In order to favor the understanding
of the students in the approach of the themes, through solving problems in good contextualizations and
emphasizing the relation between exponential function and matrices. To this end, sources pertinent
to the questions raised were consulted, such as, for example, the National Curricular Parameters for
Elementary and Secondary Education, the National Curriculum Guidelines for Basic Education, the
National Textbook Program and the Curricular Proposal - State of Minas Gerais and also a search
through electronic search that provided the analysis of many published works that deal with the subject.
After the bibliographical research the contextualizations found in textbooks were analyzed and grouped as
good contextualizations and contextualizations according to pre-defined concepts. Finally it demonstrates
a connection between the exponential function and matrices, known as exponential matrices and an
application.

Key-Words: Contextualizations. Exponential. Matrices. Didactic books. Exponential of matrices.
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INTRODUCAO

Essa pesquisa resulta de alguns questionamentos com que me deparei ao longo da minha vida profissio-
nal como professor da disciplina de matematica na educagao basica, uma tarefa nao facil de realizar diante
de uma sociedade cada vez mais informatizada e pouco preocupada com o conhecimento matemaético.

Diante de suas diversas atribui¢oes, um desafio atual do professor de Matematica é manter o educando
interessado no contetudo lecionado. Durante as aulas é comum ouvir frases como "para que vamos apreen-
der isso? Vai servir para alguma coisa? No que vou usar?". Observando que esse tipo de questionamento
esta cada dia mais frequente no cotidiano escolar, ndo haveria a necessidade de rever a metodologia/ensino
empregado nas aulas de matematica?

Segundo PCNs (2002), "A insatisfacio revela que ha problemas a serem enfrentados, tais como a
necessidade de reverter um ensino centrado em procedimentos mecanicos, desprovidos de significados
para o aluno. Ha urgéncia em reformular objetivos, rever contetidos e buscar metodologias compativeis
com a formacgao que hoje a sociedade reclama'.

O educando esta cada dia mais distante ou disperso nas aulas, alguns irdo relacionar esse dispersamento
com a defasagem do conhecimento e outros na forma do ensino. Além do mais a matemética se tornou
na mente de muitos um bicho de sete cabecas, a disciplina para poucos o que também contribui para
a nao aprendizagem do educando. Desmistificar a disciplina de matemética para o educando é um
grande desafio, fazer-lo ter prazer em estuda-la, demonstrar a ele a necessidade de aprender é extramente
complexo.

Como fazer para que o educando tenha prazer em estudar matematica? Dando sentindo, aplicabili-
dade, contextualizando o contetido, ensinando os porqués que tanto os intriga, como a prépria matemética
deve ser. Observe que cada teorema, formula, axiomas e outros, seriam uma forma de modelar ou con-
textualizar situacoes que aparecem no cotidiano.

A contextualizagdo é uma ferramenta tutil para o professor do ensino médio, pois sua utilizacao da
o sentido e o significado tdo desejado & aprendizagem, além de ser um dos critérios centrais do ensino

matematica.

O critério central é o da contextualizagao e da interdisciplinaridade, ou seja, é o potencial de
um tema permitir conexdes entre diversos conceitos matematicos e entre diferentes formas
de pensamento matemaético, ou, ainda a relevancia cultural do tema, tanto no que diz res-
peito as suas aplicagoes dentro ou fora da Matematica, como & sua importancia histoérica no
desenvolvimento da propria ciéncia (PCNs, 2002, p.43)

A contextualizagao é algo importante e deve esta presente no dia a dia escolar.



Contextualizar a matemaética é essencial para todos. Afinal,como deixar de relacionar os Ele-
mentos de Euclides com o panorama cultural da Grécia antiga? Ou a aquisi¢do da numerag¢ao
indo arébica como florescimento do mercantilismo europeu nos séculos XIV e XV? E nao se
pode entender Newton descontextualizado. (D’AMBROSIO, 1996, p.114)

A contextualizacao é uma ferramenta util pois possibilita ao educando entender o sentindo do conhe-

cimento repassado durante as aulas.

A contextualizacdo nao pode ser feita de maneira ingénua, visto que ela serd fundamental
para as aprendizagens a serem realizadas, o professor precisa antecipar os contetidos que sdo
objetos de aprendizagem. Em outras palavras, a contextualizacao aparece nao como uma
forma de "ilustrar"o enunciado de um problema, mas como uma maneira de dar sentido ao

conhecimento matematico na escola. (BRASIL, 2006, p. 83)

Segundo Brasil (2006) é no ato de contextualizar /descontextualizar que o aluno constréi conhecimento

com significado, nisso se identificando com as situacoes que lhe sao apresentadas, seja em seu contexto

escolar, seja no exercicio de sua plena cidadania.

Possibilitando de tal forma que o educando obtenha o desejo ou ate mesmo afeto pelo o ensino,

baseando-se em contextualizagoes e aplicagoes que tragam a vinculacao entre o conteido matematico e a

vida real.

Ora, segundo os PCNs (2002), as finalidades do ensino de matemética no nivel médio indicam como

alguns dos seus objetivos levar o aluno a:

Aplicar seus conhecimentos matematicos a situagoes diversas, utilizando-os na interpretacdo da

ciéncia, na atividade tecnolégica e nas atividades cotidianas;

Analisar e valorizar informacoes provenientes de diferentes fontes, utilizando ferramentas matemé-
ticas para formar uma opiniao prépria que lhe permita expressar-se criticamente sobre problemas

da matematica, das outras areas do conhecimento e da atualidade;

Desenvolver as capacidades de raciocinio e resolucao de problemas, de comunicacao, bem como o

espirito critico e criativo;

Estabelecer conexoes entre diferentes temas matematicos e entre temas e o conhecimento de outras

areas do curriculo;

Promover a realizagdo pessoal mediante o sentimento de seguranca em relacao as suas capacidades

matematicas, o desenvolvimento de atitudes de autonomia e cooperagao.

A contextualizacdo de um componente curricular na matematica deve sempre ser pautada nos trés

componentes basicos: Conceituacao, manipulagao e aplicacao.

Segundo Lima et al. (2012), a conceitualizagdo compreende varios aspectos, entre os quais destacou

0s seguintes:

A formulagao correta e objetiva das definicbes matemaéticas;

O emprego bem dosado do raciocinio dedutivo, deixando clara a distin¢do entre o que se supoe

(hipbtese) e o que se quer provar (tese);

O entendimento e a percep¢ao de que algumas nogoes e certas proposi¢oes podem 1ser reformuladas

ou interpretadas de diferentes formas ou em diferentes termos.
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A manipulagao é sem duvida um componente muito importante para matemética visto que o dominio
desta, possibilita uma maior compreensao do assunto abordado, facilitando a aplicacdo do mesmo em
boa contextualizacdo. "Para analisar corretamente o papel da manipulacdo, o critico deve policiar-se
atentamente para nao incorrer no erro de menospreza - la. Durante séculos, e ainda hoje, a manipulagao
quase que monopolizou o ensino da matematica."(LIMA, 2007, p.182)

Ja aplicagoes, sao problemas bem contextualizados que nao trazem férmulas e sim situagoes onde o
educando de posse dos dados apresentados, consegue modelar a resolugao do problema de acordo com

seu conhecimento ja adquirido.

As aplicagoes sao empregos da nogoes e teorias da matematica para obter resultados, conclu-
coes e previgoes em situagdes que vao desde problemas triviais do dia-a-dia a questdes mais
sutis que surgem noutras areas, quer cientificas, quer tecnoldgicas, quer mesmo sociais. As
aplicacbes constituem a principal razdo pela qual o ensino da matematica é tdo difundido e
necessario, desde os primoérdios da civilizagao até os dias de hoje e certamente cada vez mais
no futuro. Como entendemos, as aplicagoes do conhecimento matematico incluem a resolucao
de problemas, essa arte intrigante que, por meio de desafios, desenvolve a criatividade, nutre
a auto estima, estimula a imaginagdo e recompensa o esforco de aprender. (LIMA,1992 p.
2)

Apesar da contextualizacdo ser uma ferramenta tutil, deve-se ter uma olhar critico sobre as contex-
tualizagoes que estao sendo utilizadas em sala de aula, afim de que nao resultem em algo contrario a

programado.

A contextualizagdo pode ser feita por meio da resolucdo de problemas, mas aqui é preciso
estar atento aos problemas "fechados", porque esses pouco incentivam o desenvolvimento
de habilidades. Nesse tipo de problema, ja de antemao o aluno identifica o contetido a ser
utilizado, sem que haja maiores provocacdes quanto a construcao de conhecimento e quanto
& utilizacao de raciocinio matemaéatico. O uso exclusivo desse tipo de problema consegue
mascarar a efetiva aprendizagem, pois o aluno, ao antecipar o contetudo que estd sendo
trabalhado, procede de forma um tanto mecanica na resolugdo do problema. (BRASIL,
2006, p. 83)

Portanto, com intuito de auxiliar o professor na escolha das contextualizacdes que serdo utilizadas
em suas aulas, essa pesquisa terd como um principio norteador analisar as contextualizacoes e aplicacoes
que sao encontradas nos exercicios dos livros didaticos que integram o Programa Nacional do Livro e do
Material Didatico (PNLD) oferecidos nos tltimos anos para as escolas estaduais do leste de Minas Gerais,
microrregiao de Governador Valadares.

Para a pesquisa funcionar de maneira mais clara serdo analisadas as contextualizagdes vinculadas aos
temas; funcao exponencial e matrizes. Aparentemente sao ferramentas disjuntas , mas que possibilitam
uma enorme contextualizacdo da realidade, tais como, crescimento populacional, a meia vida de uma
substancia, a medida da pressao atmosférica, o calculo do montante do juros composto, resfriamento do
corpo, decodificar e codificar criptografia, probabilidade, cadeias de Markov e outros. Motivos pelo quais
levaram a escolha desses temas.

Quanto a escolha do tema matrizes, vale ressaltar que o GERAIS (2014) nao a relaciona mais como
contetdo bésico para o ensino médio, o que nao atrapalha a escolha do tema, visto que se faz necessario
a utilizagao de seus conceitos nas disciplinas de sistema de equacoes lineares e geometria analitica que
fazem parte do contetido programado para o ensino médio.

Para situar o tema central desse trabalho, funcdo exponencial e matrizes uma reflexdo: para o ensino

médio, no contexto dessa pesquisa, destaca-se alguns dos questionamentos que a fomentaram, e vale



destacar que a busca pelas respostas colaborou subsidiariamente para o amadurecimento das ideias que

aqui ganharam forma. Dentre outras foram levantadas as questoess:

e Como é a proposta para o ensino dos topicos da fun¢io exponencial e matrizes nos livros didaticos?

Os livros didaticos estabelecem alguma relacdo entre eles ?

e Ha exercicios contextualizados nos capitulos destinados aos topicos fungoes exponenciais e matrizes
0

As contextualizacOes posteriormente encontradas sao bons exemplos para sala de aula ?

e E possivel contribuir para o ensino aprendizagem da Funcdo Exponencial e Matrizes ?

Objetivo Geral

Apresentar uma contribuicio para o ensino aprendizagem das func¢oes exponenciais e matrizes, explo-
rando como ferramenta auxiliar didatica as contextualizacoes encontradas em livros didaticos de mate-

mética do ensino médio.

Objetivos Especificos
e Enfatizar a relacao existente entre funcdo exponencial e matrizes.
e Analisar a abordagem proposta nos livros didaticos utilizados atualmente nas escolas publicas.

e Favorecer a compreensao dos estudantes na abordagem dos temas; fungdo exponencial e matrizes,

através de resolugao problemas em boas contextualizagoes.

e Analisar as contextualizacOes encontradas nos exercicios propostos nos livros didaticos nos tépicos

de funcao exponencial e matrizes.

Metodologia aplicada

Na busca por respostas aos questionamentos apresentados, serdao analisados oito livros didaticos que
integram o Programa Nacional do Livro e do Material Didéatico (PNLD) oferecidos nos tltimos anos para
as escolas estaduais do leste de Minas Gerais, microrregido de Governador Valadares, ou seja, quatro
colegoes contendo volume 1 e 2. Serao analisados com maior énfase as contextualizacdes que envolvam
aplicacao encontradas nos exercicios dos capitulos referentes a funcao exponencial e matrizes de cada
colecdo. As contextualizagOes serdao separadas em contextualizagoes adequadas ou boas contextualizacoes
e contextualizacoes inadequadas.

Boas contextualizacOes serao aquelas que envolvam situagoes verossimeis que tenham ligacao com o
mundo real e contextualiza¢oes inadequadas quando as mesmas forem falsas, artificiais ou que contenha
dados incoerentes com a realidade. Afim de proporcionar o leitor uma visao critica sobre as contextuali-

zagoes a serem usadas em sua sala de aula.
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Também foram consultadas outras fontes pertinentes aos questionamentos levantados, como, por
exemplo, os Paradmetros Curriculares Nacionais para o Ensino fundamental e Médio, as Diretrizes Curri-
culares Nacionais para a Educacdo Bésica, o Programa Nacional do Livro Didéatico e a Proposta Curri-
cular - Curriculo Comum do Estado de Minas Gerais e, ainda, pesquisa através de busca eletronica que
proporcionou a andlise de muitos trabalhos publicados que versam sobre o assunto.



Capitulo

1

CONCEITUACAO DA FUNCAO
EXPONENCIAL

A funcéo exponencial é um dos modelos matematicos mais utilizados para resolver situacoes problemas
tais como: decaimento radioativo, crescimento populacional, crescimento de bactérias em uma colonia e
outros. Através da funcdo exponencial podemos correlacionar a matematica com outras ciéncias como
Quimica, Biologia, Fisica, Engenharia, Astronomia, Economia, Geografia, entre outras.

Em razao dessas propriedades, a funcdo exponencial é considerada uma importante ferramenta da
matematica, abrangendo diversas situagoes e contribuindo de forma satisfatoria na obtencao de resultados

que exigem uma anélise quantitativa e qualitativa.

Com o objetivo de colaborar com a diversificagdo do conhecimento sobre a fun¢ao exponencial e devido
a sua importancia na matematica e diversas areas, iremos a seguir caracterizar-la, partindo dos conceitos
basicos de poténcias e de algumas propriedades que ao nosso ver sao importantes para a construcao do

conhecimento do aluno sobre as exponenciais.

O contetido deste capitulo foi baseado nas seguinte referéncias: Dante (2016a); Degenszajn et al.
(2011); Giovanni et al. (1994); Gelson Iezzi (2016a); Iezzi et al. (2004); Lima et al. (2012); Lima (2013).

Inicialmente, considere ¢ um numero real. A poténcia a”, para todo n natural, sendo a base e n

1

o expoente, definida como produto de n fatores iguais a a. Para n = 1, temos a* = a e se n > 1,

n

a™ = a-a"" !, por definicdo. Iremos demonstrar algumas propriedades fundamentais relacionadas &

poténcia.
Afirmacao 1.0.1. Para todo n € N e a € R tem-se a"*! = a - a™.

Afirmacgao 1.0.2. Para quaisquer m,n € N e a,b € R temos

Afirmacgao 1.0.3. Para quaisquer m,n € N e a,b € R tem-se (a™)" = a™™.



Demonstragao:

n vezes

—
(am)n:am.am.“._am:am—‘rm—l—...—l-m:am‘n'
| ——

n vezes

Afirmacgao 1.0.4. Para quaisquer m,n € N e a,b € R tem-se (a-b)" =a

Demonstragao:

n vezes

(a-b)"=(a-b)-(a-b)-...-(a-b)=a-a-...-a-b-b-...-b=a"-b".

n vezes n vezes

No dia a dia escolar podemos deparar com a uma serie de perguntas, tais como; "professor qual é o

0on —n on

valor de a”?", ou ainda, "Como podemos encontrar o valor a . Podemos responder essas perguntas
usando as propriedades citadas anteriormente, como veremos a seguir.

Primeiramente, considere m =0en =1 e a € R* | utilizando a afirmacao 1.0.2 teremos,

a-a =a " =a -a=a,
portanto, a® = 1, para todo a # 0. Observamos ainda que, utilizando a afirmacdo 1.0.2, podemos
determinar o valor possivel de ", simplesmente considerando m = —n, assim por definicdo teremos,

a” " a"=a"""" =a =1,

: -n __ ny—1 _ 1
para todo a € R — {0}, ou seja, a™" = (a™)"* = prs

. . m . ~
Considere agora a € Re r € Q, ou seja, r = — com m € Z e n € N* e utilizando a afirmac¢ao 1.0.3
n

segue que

n vezes

—N—
(ar)n:a,r_ar.“.'a,r:a’l”—|—’/‘+...+1":ar-n:am’
N———

n vezes

Portanto, a” é o numero real positivo cuja n-ésima poténcia é igual a a™. Assim,

m
T — n
a =aqnr = anq,

onde m € Z e n € N*,
Enunciaremos o lema a seguir com a finalidade de usarmos em demostracoes posteriores.

Lema 1.1. (Desigualdade de Bernoulli) Para todo nimero real z > —1 e todo n natural tem-se (1 + x)" >
1+ nx.

Demonstragao: Iremos demonstrar por indugdo em n. Seja P(n) : (1 + )" > 1+ nx. Como P(1) é
(14+2)' >141-2, P(1) é verdadeira.
Suponhamos que P(n) para n € {2,3,4, ...} verdadeira. Para demonstrar a veracidade de P(n + 1),

multiplicaremos ambos os lados da desigualdade por 1+ ( isto é permitido, visto que 1+ 2 > 0), obtendo
1+2)"" >0 +n2)142) =1+ (n+ )z +na (1.1)

Para terminamos a demostracdo basta mostrar que 1+ (n + 1)z + na? > 1+ (n + 1)x. Neste caso,
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observamos que nz? > 0, o que mostra que 1+ (n + 1)z + nz? > 1+ (n + 1)x. Assim, mostramos que
(1+2)"" > 14 (n+ 1)z,

ou seja P(n) implica em P(n + 1), para todo n € N.

Entao, pelo principio da indugao finita, (1 4+ x)" > 1 + nz, para todo n natural e todo z > —1.

O

Afirmacao 1.0.5. Se a € R, a > 1, entdo a sequencia (a,a?,a3,--- ,a™, ---), comn € N, é crescente

e ilimitada superiormente: nenhum nudmero real ¢, por maior que seja, pode ser superior a todas as

poténcias a”.

Demonstragao: Se a > 1 entdo, multiplicando ambos os membros dessa igualdade por a™, obtemos
a™t! > a", ou seja, a sequencia é crescente. Para demostrarmos que a sequencia é ilimitada superiormente
devemos mostrar que é possivel encontrar arbitrariamente ¢ € R tal que a™ > ¢, para todo n € N. Para

tal, escrevemos a = 1 4+ d,d > 0. Utilizando a desigualdade de Bernoulli, temos

1+z)" > 1+nx
a” > 14nd

c—1 .
Logo, se n > 4 € N, teremos 1+ nd > ¢, ou seja, a™ > c.

O

Afirmacao 1.0.6. Se 0 < a < 1, entio a sequencia (a,a® a3, - ,a",---), com n € N é decrescente e

limitada inferiormente.

Demonstragao: Se 0 < a < 1, entdo multiplicando ambos os membros dessa igualdade por a™, obtemos
a1 < a™, ou seja, a sequencia é decrescente. Para demostramos que a sequencia e limitada inferiormente
devemos mostrar que dado um ¢ > 0, existe um ng € N tal que a™ < a™ < ¢, para todo n > ng. Para

1 - e . .
isso seja b = —. Entdo b > 1. Assim, pela afirmacio 1.0.5 temos b" ilimitada superiormente e, portanto,
a

. 1 . 1
vai existir um ny € N tal que b™ > — ou seja, > —, donde concluimos que a™ < c.
c c

a'rlg

O

Iremos demonstrar o Lema 1.2 por completude de informacao, o qual pode ser encontrado no livro
Lima (2013).

Lema 1.2. Fizando o mimero real positivo a # 1 em R, eziste alguma poténcia a”, com r € Q.

Demonstragao: Dados 0 < oo < 8 com «, 8 € R+, devemos achar r € Q tal que a poténcia a” pertenca
ao intervalo [a, ], isto é, @ < a” < . Por simplicidade, suporemos a e o maiores que 1, o caso a e «
menores que 1, pode ser feita de maneira anédloga . Como as poténcias de expoente natural de nimeros
maiores do que 1 crescem acima de qualquer cota prefixada, podemos obter nimeros naturais M e n tais

que

a<pB<a e 1<a<<1+6;[a> .
a
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Disto segue que

b —«
= 1 < n < 1
a + Py
1 6— (0%
= 1-1 < n—1 < 1 -1
a + i
= 0 < aw —1 < i}f
M M 1 M 5 -«
:>a-0<a(an—1)<a 7 |
a
Assim,
=0 < aM(a%—l) < B-a. (1.2)
m
Logo, como r = — com m € Z e n € N*, tem-se
n
o<,
n
utilizando a desigualdade 1.2 substituindo M por m
n
= 0 < aw(av—1) < B-a, (1.3)

aplicando a propriedade distributiva na desigualdade 1.3

m

m41 m
S0<a » —a» <f—a.

Assim, as poténcias
12
a’ = l,an,am,...,aM
sao extremos de intervalos consecutivos, todos de comprimento menor do que o comprimento 5 — a do
intervalo [a, 8]. Como [a, 8] C [1,a™], pelo menos um desses extremos, digamos a ™ , estd contido no

intervalo [a, 8]

1.1 A fungao exponencial

Nessa secao iremos caracterizar a funcao exponencial, uma ferramenta importante para o estudo de
diversas areas como foi citado anteriormente.

Inicialmente, considere ¢ um ntimero real positivo, que vamos supor que sempre é diferente de 1. Seja
f:R = R"Y z— f(zr) =a® afuncio exponencial de base a. De modo que, para todo z,y € R, seja

definida pelas propriedades a seguir:

1) a®-a¥ =a"", isto &, f(z)- f(y) = f(z +y).
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2) al =a,isto &, f(1) = a.
) z<y=d*<a¥,quandoa>1 e z<y=a¥<a®, quando0<a<1

Afirmagao 1.1.1. Se uma fungio f : R — RT tem a propriedade (1), isto é , f(x +y) = f(x) - f(y),

entao f nao pode assumir o valor 0, a menos que seja identicamente nula.

Demonstragao: Com efeito, se existir algum xg € R tal que f(z) = 0, entdo para todo x € R teremos

f(@) = f(zo+ (x —20)) = f(w0) - flw —30) =0 f(z—0) =0,
logo f sera nula.
O

Afirmagao 1.1.2. Se f : R — R™ tem a propriedade (1) e nio é identicamente nula temos f(z) > 0
para todo x € R.

Demonstragao: Note que utilizando (1) obtemos

fi0=5(5+) =1 (5)1(5) =G o

Afirmacao 1.1.3. Se o contra-dominio é RY, entdo a fungdo f € sobrejetiva.

Demonstragao: De fato, se uma funcdo f : R — RT tem as propriedades (1) e (2) entdo, para todo

n € N, tem - se

fn)=fA+1+14+..+)=f1)-f1) .- fO)=a-a-...-a=a".

n vezes

O

Segundo Lima (2013), podemos definir f(z) = a® quando z e irracional, tendo como ponto de partida
a propriedade (3). De certo modo, queremos definir uma f(xz) = a”, onde para quaisquer z,y € R é

valido o resultado:
r<y=a’<a¥, quando a>1 e x<y=a’ <a®, quando 0<a<]l1.

Sejam r,s € Q, que se aproximam respectivamente por falta e excesso a = e suponha sem perda de
generalidade a > 1. Entao,

r<x<s com r,s€Q=ad <a’<a’.
Se tomarmos 0 < a < 1, entao
r<r<s com rs€Q=a<a®<a.

Para definirmos a” com x irracional para a > 1, basta tomar a® € R tnico, cujas as aproximagoes por

falta sdo a”, com r < z,7 € QQ e cujas aproximacoes por excesso sao a®, com s € Q,x < s. Jase0 <a < 1,
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a® € R unico, cujas as aproximagoes por falta sa a®, com s € Q,z < s e cujas aproximagoes por excesso
sao a” com r < z,r € Q.

Ora, ndo podem existir dois nimeros reais e diferentes tais como ¢ < d , que assuma o valor de a”,
com a propriedade acima. Para tal,suponha a > 1, para 0 < a < 1 a prova é analoga. Se tais existem,
terfamos

r<x<s com r,sceQ=d <c<d<da’

e entdo o intervalo [c¢, d] ndo conteria nenhuma poténcia de a com expoente racional, contrariando o Lema
1.2.

Ou seja, se uma fungdo f : R — R possui as propriedades (1), (2),(3), entdo o valor f(z) com z
irracional é dado por f(z) = lim f(r,) *, onde r,, é uma sequéncia (crescente ou decrescente) de nimeros
racionais tais que limr, = z. Escrevendo f(z) = a*, onde (a = f(1)), tomando a expressdo decimal
T = ag,103...0y... € temos a® = lima™, onde r,, = ag, a1as...a,. Portanto definindo a” para todo = € R,

podemos dizer sem maiores dificuldades que, sdo validas propriedades (1), (2) e (3).
Lema 1.1.1. A func¢do exponencial de base a é continua.

Demonstragao: Se a func¢io exponencial é continua, entdao se tomarmos xy € R, é possivel tornar a
diferenca |a® — af| tdo pequeno quanto se deseje, desde que z seja tomado suficientemente proximo de
2o, ou seja, o limite de a® quando x tende a zp € igual a a”. Em simbolos: lim,_,,, a® = a®. Para
provar, iremos mostrar primeiro que é possivel tornar " tio préximo de 1 quanto desejamos tomemos,
desde que o |h] seja escolhido suficientemente pequeno.

Suponhamos a > 1 e h > 0. Queremos mostrar que, tomando h pequeno, teremos a" < 1 + k, dado

k > 0 arbitrariamente. Utilizando a desigualdade de Bernoulli temos (1 4+ k)™ > 1+ nk. Assim, se
(a—1)
k

tomarmos n € N tal que n >

, teremos nk > a — 1, logo a < 1+ nk e obtemos
(1+K)" > a, (1.4)

e finalmente an < 1+ k. Portanto, dado k£ > 0 existe n € N tal que av <1+ k, precisamente 1 < av <
1+ k. Se tomamos h tal que 0 < h < % e pela afirmacdo 1.0.3, temos 1 < a* < an < 1+ k. Assim
teremos a” tao proximo de 1 quanto desejamos. Assim limy,_,oa” = 1 (1 ¢ o limite de a” quando h tende
a 7ero).

Seja h = x — xg para algum xy € R, segue que
la® — a| = |a®th — a®| = a®|a” — 1.

Note que se z — 2%, entdo h — 0, a® — 1 e a™ — 1 tende a zero. Assim, como a® é fixo (nfo depende
de h) temos

lim |a® — a®| = lim a®|a" — 1] = lim ¢® - lim |a" — 1],
T—xTQ h—0 h—0 h—0

:a””o-\l—1|:’£ir%az“~020.
—

*lim f(rn) lé-se: limite da funcdo f(rn)
fle-se : modulo de h
frz — zo le-se: de z para xg ou ainda x tendendo a xg.
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O Lema 1.3 foi retirado da obra Lima (2013) e iremos demostra-lo por completude de informagao.

Lema 1.3. Seja f : R — R* uma fun¢io monétona® injetiva¥ ( crescente ou decrescente). As afirma-

¢coes a sequir sao equivalentes:
1) f(nz) = f(n)*, para todo n € Z e todo x € R.
2) f(x) =a®, para todo x € R, onde a = f(1).

3) flx+y) = f(z)- fly) para quaisquer x,y € R.

Demonstragao: Provaremos as implicagoes (1) = (2) = (3) = (1). Afim de mostrar que (1) = (2),
m
consideramos inicialmente pela hipétese (1) que para qualquer numero racional r = —, com m € Z e

n € N* tem-se f(rz) = f(z)". Como r = *, entdo m = rn. Assim por (1), podemos escrever
flre)" = f(nra) = f(mx) = f(z)™.

Logo,

flra) = f(z)m = f(z)",reQ

Por (2), f(1) = a, assim por (1)
fry=f(r-1)=f(1)" =a" paratodo re€Q.

Suponhamos que f seja crescente (o caso em f é decrescente é tratado de modo analogo), logo, 1 =
f(0) < f(1) = a. Suponhamos, que exista um z € R tal que f(z) # a”. Sem perda de generalidade,
seja f(x) > a® (o caso f(x) < a® é andlogo ). Entdo pelo Lema 1.2, existe um r racional tal que
f(z) > a" > a*, ou seja, f(x) > f(r) > a®. Como f é crescente, tendo f(z) > f(r), segue que z > r. Por

outro lado, temos que a” > a*, entdo r > x, 0 que é uma contradicdo. Logo, f(z) =a” e (1) = (2).

(]

e (2) = (3) : considere f(x) = a” e f(y) = a¥, para todo z,y € R. Deste modo, f(z)- f(y) = a*-a¥ =
a®™v = f(z +y).

e (3) = (1) : considere z € R e n € N. Usando (3), segue que f(nz) = f(x)- f(z)-...- f(z), onde

o produto possui n parcelas. Consequentemente, f(nz) = f(z)". Agora falta demonstrarmos o
caso f(—nz) = x~". Para tal analisaremos o caso f(—z). Se f(0) = 0, entao f(z) = f(x +0) =
f(x) - f(0) = 0 e a fungdo f ndo seria mondtona. Logo f(0) # 0. Com esse fato, temos f(0) =
F(0O+0) = f(0)- £(0) e, por consequéncia, f(0) = 1. Desta forma, f(0-x) = f(0)* =1 = f(z)° o
que mostra a propriedade (1) para n =0 e z € R. Note ainda por (3),

1= f(0) = f(z + (-2)) = f(2).f(~2) = f(~2) = f(a)"".

No caso n < 0 podemos usar o primeiro caso e a tltima igualdade, assim temos

f(=na) = f(na)™" = [f(2)"]7" = fz)™"

$Dizemos que uma fungido f: A — B é moné6tona crescente quando,Vz1,z2 € A com z1 < z2, temos f(z1) < f(z2).
9Uma fungio f: A — B é injetiva quando para todo z1 < z2 € A, x1 # x2 = f(x1) # f(x2).
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Com isso concluirmos a conceitualizacao da fun¢ao exponencial. Na proxima secao iremos falar sobre

a funcao tipo exponencial.

1.2 Caracterizacao de uma funcao do tipo exponencial

A funcao exponencial esta presente em diversas situagoes da nossa vida como ja foi dito anteriormente,
porém na maioria das vezes é conhecida como funcao tipo exponencial. A func¢io tipo exponencial goza
das mesmas propriedades da funcdo exponencial, tais como, a injetividade, e o fato de ser crescente
quando a > 0 e decrescente quando 0 < a < 1. A seguir iremos definir tipo de funcdo, igual foi feito na
funcdo exponencial. O Teorema a seguir se encontra no trabalho de Lima et al. (2012) na pagina 185.

Teorema 1.1. Seja g : R — RT wma fun¢do mondtona injetiva ( crescente ou decrescente) tal que,

gz +h) —g(x)

para x, h € R quaisquer, o acréscimo relativo dependa apenas de h, mas nao de x. FEntao

g(x)
seb=yg(0) ea= gg(l);), tem-se g(x) = b - a® para todo x € R.
Demonstragao: Seja ¢(h) = W com z fixado. Substituindo g(z) por f(z) = £bm),onde b=g(0),
temos I
flx+h) _ glx +h)/b _ gz + h)
f(=) g(x)/b glx)
Deste modo, com f(jf(jc—)h) independente de z, onde f(0) = @ = g = 1. Se x = 0 na relagao
p(h) = W, obtemos ¢(h) = J;((g; = f(h) para todo h € R.
Logo, a funcdo f que é monotona injetiva, cumpre f(z + h) = f(x) - f(h), pois
h
oh) = 1) & LEED g0y o pa ) = ) - f)

f(x)

ou seja, f(z+y) = f(x)- f(y), para quaisquer z,y € R. Segue entdo pelo Lema 1.3 que f(z) = a®. Desde
z)

x
que f(z) = 9 ;b= f(0), segue que g(x) =b- f(x) =b-a”.

b
(I
Teorema 1.2. Para cada b e cada t reais, suponhamos dado um nimero f(b,t) > 0 com as propriedades:
(1) f(b,t) depende linearmentel de b e é mondtona injetiva em relagio a t;
(2) f(b,s+1t) = f(f(b,5),1).
Entdo, pondo a = f(1,1), tem - se f(b,t) =b-a'.

Demonstragao: Para demonstrar esse teorema observe que a fungao ¢ : R — RT, dada por ¢(t) =
f(1,t) é monotona injetiva, pois f(b, t) é mondtona injetiva em relagao a t, e cumpre a seguinte igualdade
p(s+t) = f(1,s +t) e pela propriedade (2) temos p(s+1t) = f(1,s+t) = f(f(1,s),t), como f(1,s) =
f(1,s8)-1e f(1,s) e linear em relagdo a b pela propriedade (1), temos que

pls+t)=f,s+1) = f(f(L,5),t) = f(1,5) - f(1,1) = p(s) - (D).

Il £(b,t) pode ser escrito como uma combinagao linear de b.
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Dessa forma pelo lemal.3 nos concluimos pela propriedade (3) = (1) que (t) = a', para todo t € R
onde a = ¢(1) = f(1,1). Portanto, f(b-t) = f(b-1,t) =b- f(1,t) =b-

f(b,t) e do tipo exponencial.

ue
@(t) = b-al, portanto a funcao

Ainda sobre o teorema 1.2 gostariamos de fazer algumas observages. Primeiramente, observe que b
é o valor inicial da grandeza f(b,t) no estante t = 0, pois b = b - a® = f(b,0). Tomando ¢ como o tempo
decorrido desde que a grandeza b = f(b,0) passou para o valor f(b,t), podemos dizer pela propriedade
(2) que comegar com valor b e deixar passar o tempo s + ¢ € 0 mesmo que comecar com o valor f(b,s) e
deixar transcorrer o tempo t.

Asgsim terminamos a caracterizacdo da funcio tipo exponencial. Na proxima secdo iremos tratar de

alguns exemplos caracteristicos da funcdo exponencial e da fun¢éo tipo exponencial.

1.3 Alguns exemplos caracteristicos

A funcao exponencial possui diversas aplicagdes no cotidiano tais como juros em aplicacoes financeiras
ou empréstimos, crescimento populacional, depreciacdo de um bem, decaimento radioativo, etc..

Com tanta aplicabilidade é natural trazer para sala de aula, situacoes que possibilitara ao educando
a pensar, conjecturar, analisar e a formar pensamento critico, com o uso de tal fungdo. Os PCNs (2002)
traz que a matemética do ensino médio tem um valor formativo que ajuda a estruturar o pensamento
e o raciocinio dedutivo, porém também desempenha um papel instrumental, pois é uma ferramenta que
serve para a vida cotidiana e para muitas tarefas especificas em quase todas as atividades humanas. Além
disso, também é uma ciéncia com suas caracteristicas estruturais especificas.

Para se ter uma aplicagao adequada em sala de aula, o professor deve se preocupar com a contextuali-
zacao que esta propondo, pois a mesma podera estimula o educando, j& uma contextualizacao inadequada
podera desmotiva-lo, visto que se trata de fatos nao reais. Podemos dizer que uma boa contextualizacao
ou contextualizagao adequada sao aquelas que trazem dados reais e claros de situagoes verossimeis. De
fato, contextualizacdo é o ato de vincular o conhecimento & sua origem e & sua aplicagdo. A ideia de
contextualizacdo entrou em pauta com a reforma do ensino médio, a partir da Lei de Diretrizes e Bases da
Educagao (LDB n® 9.394/96), que acredita na compreensao dos conhecimentos para uso cotidiano. Além
disso, os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), que sdo guias que orientam a escola e os professores
na aplicacao do novo modelo, estao estruturados sobre dois eixos principais: a interdisciplinaridade e a
contextualizagdo. Logo na contextualizagdo o educando constréi o conhecimento com significado, resga-
tando os conhecimentos prévios e as informagoes que trazem, levando em conta a capacidade dele ler e
interpretar questoes e sua vivéncia sociocultural.

A dinamica de contextualizacdo/descontextualizagdo é que o aluno constréi conhecimento com signi-
ficado, nisso se identificando com as situacdes que lhe sdo apresentadas, seja em seu contexto escolar, seja
no exercicio de sua plena cidadania. A contextualizacdo nao pode ser feita de maneira ingénua, visto que
ela serd fundamental para as aprendizagens a serem realizadas. Em outras palavras, a contextualizacao
aparece nao como uma forma de ilustrar o enunciado de um problema, mas como uma maneira de dar
sentido ao conhecimento matemético na escola.

Neste capitulo veremos alguns exemplos de aplicagoes e contextualizagdes que podem ser modelados
com o auxilio da funcdo exponencial dentre os quais os docentes poderao se basear para construir suas

aulas.

Exemplo 1.3.1. Uma pessoa deposita R$ 1.350,00 na poupanca a uma taza de 0,5% ao més. Conside-
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rando que nao foi feita nenhuma retirada, apés 5 meses qual serd o saldo da poupanca?

Resolugao 1.3.1. A Tabela abaizo representa o saldo a cada més:

Mes(x) Montante
1 1350 +1350- 0,005 = 1350 - (1 + 0,005) = 1356, 75
S~~~ —_——
Capital Inicial juro
2 1356,75 + 1356 - 0,005 = 1356, 75 - (1 + 0,005) = 1350 - 1, 0052 = 1363, 53
—— ——
Saldo anterior juro
3 1363,53 + 1363,53 - 0,005 = 1363,53 - (1 + 0,005) = 1350 - 1, 005° = 1370, 35
—— —_———
Saldo anterior juro
1 1370,35 +1370,35- 0,005 = 1370,35 - (1 + 0,005) = 1350 - 1,005% = 1377, 20
—— —_———
Saldo anterior juro
) 1377,20 +1377,20- 0,005 = 1377,20 - (1 + 0,005) = 1350 - 1,005° = 1384,09
~— | S —
Saldo anterior juro

Tabela 1.1: Saldo Mensal

Note que podemos concluir que o saldo no final apds 5 meses serd de R$ 1.384,09. Contudo para
um melhor aproveitamento da aplicagdo podemos generaliza-la para uma quantidade h de meses, afim
de possibilitar o educando uma maior compreensao da funcionalidade da funcdo exponencial como fonte
modeladora dessa situacao. Vejamos a sequir de uma maneira bem usual através de tabela, um recurso

simples mais valioso para o educando do ensino médio.

Fixando um més (z) Chamemos o montante correspondente de f(x)
x + 1( Ap6s um més) fle+1)=1,005- f(x)
x + 2( Apos segundo més) (x+2)=1,005- f(z+ 1) =1,005% - f(x)
x + 3( Apos terceiro més) (x+3)=1,005- f(z +2) = 1,005% - f(z)

i

x + h( Apos h més) f(x+h)=1,005f(x+h—1)=1,005" - f(z)

Tabela 1.2: Generalizagao

Observe o padrao que é apresentando pela tabela 1.1, onde o valor do montante no terceiro més é dado
por f(3) = 1350 - 1,005, no quinto més é dado por f(5) = 1350 - 1,005°. Assim podemos concluir que o
montante em um certo periodo de tempo x qualquer é dado por f(x) = 1350.1,005%, para todo z € R,
como podemos garantir esse fato? Uma pergunta necessdria que devemos responder.

Observe que pela tabela 1.1 , quando tomamos x = 2, ou seja, f(2) = 1350 - 1,005% e acrescemos trés

unidades ao tempo, obtemos x =5 e logo
f(2+3) = f(5) = 1350 - 1,005°.

Assim
f(5) B f(243) 1350 - 1,005°

2~ f(2)  1350-1,0052

=1,005%.
De mesmo modo, tomando x = 1 e acrescentando trés unidades, teremos x = 4 e, consequentemente,
f(1+3) = f(4) =1350-1,005".

Segue que
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f(4)  f(1+3)  1350-1,005*

= — =1,005°. 1.5
f() f 1350 - 1,005 (15)
Generalizando a equagao 1.5, obtemos
1 1 (z+3)
f(x+3) 1350-1,005 1,005

fl@) —  1350-1,005°

a qual independe do valor de x, ou seja, f(x + 3) € diretamente proporcional a f(x). Se aplicarmos o
mesmos procedimentos, para o saldo f(x + h),h € R , no més x + h, obteremos 1,005". Isto assequra
uma proporcionalidade entre f(x + h) e f(x). Além disso, note que o valor da poupanga representa uma

fung¢ao mondtona crescente e injetiva.

Exemplo 1.3.2. Observe a tabela 1.3 do crescimento populacional de um certo pais:

Ano | Populagdo (milhoes)
1980 67,38
1981 69,13
1982 70,93
1083 72,77
1984 74,66
1985 76,60
1986 78,59

Tabela 1.3: Tabela Populacional

a) Determine a razao populacional de wm ano para o outro a partir do ano de 1980.
b) Modele o crescimento populacional usando conceitos pré-definidos.
Resolucao 1.3.2.

a) Observe que ,
69,13

67,385 0%
L.
2T
AL
n o
LR

b) O educando pode modelar esse crescimento a partir de um lei de formagao usando a relagio cres-

cimento T tempo, como vejamos a sequir dard isto, considere 1980 com ty, e note que

Pela tabela 1.4 obtivemos como resultado da modelagem p(n) = 67,38 - 1,026™ onde p(x) € a

populacio do ano et € o tempo em anos.
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Tempo | Ano | Populagio (milhdes) p(n)
to 1980 67,38 67,38 - 1,026°
t 1981 69,13 67,38 - 1,026
to 1982 70,93 67,38 - 1,026
ts | 1933 72,77 67,381,026
ta 1984 74,66 67,38 - 1,0267
tn, 1986 78,59 67,38 -1,026"

Tabela 1.4: Tabela Modelagem 1



Capitulo

2
CONCEITUACAO DAS MATRIZES

O termo Matrizes foi usado primeiro pelo matematico James Joseph Sylvester, 1850. Apesar de nao
ser chamada inicialmente por esse termo ha relatos que em 1826, Cauchy a denomina tableau(tabela).
Entretanto, é Arthur Cayley com sua famosa Memoir on the Theory of Matrices, 1858, que divulgou esse
nome. O primeiro uso implicito da no¢do de matriz ocorreu com Lagrange que reduziu a caracterizag¢ao
dos méaximos e minimos de uma funcao real de vérias variaveis ao estudo do sinal da forma quadréatica
associada & matriz das segundas derivadas dessa fungdo. A Teoria das Matrizes teve como base a Teoria
das Formas Quadréticas, porque seus métodos e resultados basicos foram 14 gerados, mas atualmente o

estudo das formas quadraticas é um capitulo da Teoria das Matrizes.

O conhecimento Matricial em suas varias formas produz uma aplicabilidade essencial para manutencao
da estrutura nos campos da engenharia, computacional, matematico e outros. A sua aplicacéo se da devido
as suas caracteristicas singulares. Dentre tantas aplicagoes podemos destacar a utilizagao na resolugao
de sistemas lineares, em planilhas eletronicas, em equipamentos e que visam a localizacdo como o GPS,

na informéatica, na probabilidade e outros.

A contextualizagdo e aplicacdo de um conteiido motiva e ajuda na obtengdo do conhecimento, logo
saimos do pressuposto que seria extremamente natural que o conhecimento matricial fosse ensinado nas
escolas publicas com diversas aplicagoes e contextualizagoes, o que nao ocorre na realidade e que, em

muitas das vezes, o ensino matricial tem si tornado cansativo para muitos.

Essa pesquisa tem como um dos objetivos propiciar o conhecimento das aplicabilidades para o estudo

das matrizes com intuido de propor uma melhoria para o ensino basico.

O contetdo deste capitulo foi baseado nas seguinte referéncias: Boldrini et al. (1980); Dante (2016b);
Degenszajn et al. (2011); Giovanni et al. (1994); Gelson Iezzi (2016b); Tezzi et al. (2004); Trindade (2017);
Lima et al. (2012); Lima (2013); Stewart (2013).

Comecaremos com uma visao geral do conteido de matrizes, isto é, definicao, propriedades, operagoes.

2

Definicao 2.1. Uma matriz A é uma lista de nimeros a;;, com indices duplos, onde 1 < i < m e
1 < j < n. E representada por um quadro numérico com m linhas e n colunas no qual o elemento a;;

situa-se no cruzamento de i-ésima linha com a j-ésima coluna, geralmente entre colchetes ou parenteses.
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Notagao:
@11 aiz - Qin aip a2 - Qin
ag1 Q22 -+ G2 as1  Aza -+ Gon

Amxn - 3 . . — [aij]mxn ou Amxn — . ; . — [aij]mxn
aml  Am2 o Gmn Am1l  Am2 ot Gmn

Se a matriz tem m linhas e n colunas, dizemos que ela é do tipo m X n ou de ordem m x n. Os

elementos de uma matriz podem ser ntmeros (reais ou complexos), fungdes, ou ainda outras matrizes.

Exemplo 2.0.1. Por defini¢cao, observe que
ailp aiz2 @13

ai; G2 Q13| . . P .
[ é uma matriz do tipo 2 X 3 e |as; ags asg| € uma matriz de ordem 3 x 3.

a1 QAg22 (23

asi asz asg

2.1 Tipos especiais de matrizes

Definicao 2.1.1. Quando uma matriz A é da ordem m x 1, dizemos que A € uma matriz coluna.

Exemplo 2.1.1. Observe a sequir exemplos de matriz coluna:

a1 1
a1 0
asi ou |0
_aml_ _O_

Definicao 2.1.2. Se uma matriz A € da ordem 1 X n, entao A chama-se matriz linha.

Exemplo 2.1.2. A sequir alguns exemplos de matriz linha:
a1 a2 @13 - aln} ou [1 o o0 --- 0.

Defini¢ao 2.1.3. Seja A é uma matriz m X n onde m = n. Logo a matriz A é denominada matriz

quadrada de ordem n.

Exemplo 2.1.3. Observe a sequir um exemplo de matriz de ondem n.

a1 a2 a1z - Gln
a22
a33
Lan1 aAn2 an3 tee Ann

nxn

A matriz quadrada de ordem m possui dois elementos de estudo que sdo: a diagonal principal que é
constituida dos elementos a;; em que 7 = j e a diagonal secundéria que é constituida por elementos da

forma ayy,, ag(n—-1), @3(n—2), " Aml-
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Definicao 2.1.4. Se A é uma matriz quadrada de ordem n, A = [a;;], em que todos os elementos fora da
diagonal principal sao nulos e os elementos da diagonal principal sio todos iguais a um, isto €, a;; = 0
para todo i # j e a;; = 1 para todo i = j, entdo a matriz A é denominada matriz identidade, com notagéao
I ou I,.

Exemplo 2.1.4. Matriz identidade I,

100 0
0 1 0
1
0
0 0 O 1
- “nXn

Definigao 2.1.5. Uma matriz quadrada A em que todos os elementos fora da diagonal principal sdo

nulos, isto €, a;; = 0 para i # j, € denominada matriz diagonal.
) ) J )

Exemplo 2.1.5. A seguir uma matriz diagonal de ordem n.

a;; O o --- 0
0 ayp O
ass
0
| 0 0 0 Qnn

nxn

Definigao 2.1.6. A matriz em que todos os seus elementos sio nulos é denominada matriz nula, ou

seja, a;; = 0, para todo i, j.

Exemplo 2.1.6. A matriz a sequir é uma matriz nula de ordem 3 X 4:

00 0O
0 0 0O
0 0 0 03X4

Definicao 2.1.7. Uma matriz A em que os elementos a;; = aj; € denominada matriz simétrica.

4 3 -1
Exemplo 2.1.7. Considere a matrizA= |3 1 0 |. Observe que ajo =as; =3, a3 =a3z1 = —1e
-1 0 5

93 = Q32 — 0.

Definigao 2.1.8. Definimos matriz triangular superior toda matriz quadrada onde todos os elementos

abaizo da diagonal principal sdo nulos, isto €, m =n e a;; =0, para i > j.

Exemplo 2.1.8. As matrizes A e B a sequir sdo exemplos de matrizes triangular superior, visto que
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abaizo da diagonal principal todos os seus elementos sao nulos:

3 4 5 1
-1 =
A:O 5 3 eB:ab.
0o 0 -9 2 0 ¢
0 0 0 10

Definigao 2.1.9. Definimos matriz triangular inferior toda matriz quadrada onde os elementos acima

da diagonal principal sdo nulos, isto €, m =n e a;; =0, para i < j.

Exemplo 2.1.9. As matrizes a sequir sao exemplos de matrizes triangular inferior;

40 0 0
3 29 0 0 a 0
1 SOe[bcl'
1 73

Definicao 2.1.10. Considere A uma matriz m X n. A matriz oposta de A é a matriz que adicionada

com A resulta na matriz nula.

4 -3

-4 3
Exemplo 2.1.10. Seja A = 01 e B =

11 . Observe que A+ B = 0 onde 0 representa a

matriz nula. Assim, B € a matriz oposta de A.

2.2 Igualdade, adicao, multiplicagao por um escalar e subtracgao

de matrizes

O crescente uso dos computadores tem feito com que a teoria das matrizes seja cada vez mais aplicada
em areas como Economia, Engenharia, Matematica, Fisica, dentre outras. Podemos usar tabelas para
dar as ideias de operacoes de matrizes, como o exemplo a seguir, onde podemos conjecturar algumas
situacoes. As tabelas 2.2 e 2.2 a seguir, representam a producdo de grdos em milhares de toneladas de
certas regioes do pais nos anos de 2000 e 2001.

Soja | feijao | arroz | milho
Regido 1 | 200 400 300 500
Regido 2 | 500 300 200 100
Regido 3 | 200 310 400 250
Regidao 4 | 100 700 150 50

Tabela 2.1: Produgao de Graos (em milhares de toneladas) no ano 2000.

Soja | feijao | arroz | milho
Regido 1 | 300 500 200 400
Regiao 2 | 500 300 250 300
Regidao 3 | 200 400 270 450
Regido 4 | 300 500 300 150

Tabela 2.2: Producdo de Graos (em milhares de toneladas) no ano de 2001.
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A primeira situacdo que podemos conjecturar é a seguinte; qual seria a producao total no final dos
dois anos ( 2000 e 2001)? Podemos resolver essa situagdo, adicionando todos elementos correspondentes

de cada tabela, como vemos a seguir:

Soja feijao arroz milho

Regiao 1 | 200 4 300 | 400 + 500 | 300 + 200 | 500 + 400
Regidao 2 | 500 4+ 500 | 300 + 300 | 200 + 250 | 100 + 300
Regido 3 | 200 4200 | 310 +400 | 400+ 270 | 250 + 450
Regiao 4 | 100 4 300 | 700 + 500 | 150+ 300 | 50 + 150

Tabela 2.3: Producdo de Graos (em milhares de toneladas) durante os anos 2000 e 2001.

Soja | feijao | arroz | milho
Regido 1 | 500 900 500 900
Regido 2 | 1000 | 600 450 400
Regido 3 | 400 710 670 700
Regidao 4 | 400 | 1200 | 450 700

Tabela 2.4: Produgdo de Graos (em milhares de toneladas) durante os dois anos pesquisa.
Naturalmente podemos observar essa situagao como adi¢ao de matrizes,da seguinte forma;

200 400 300 500 300 500 200 400
500 300 200 100 n 500 300 250 300
200 310 400 250 200 400 270 450

100 700 150 50 300 500 300 150

200 + 300 400 + 500 300 + 200 500 + 400
500 + 500 300 + 300 200 + 250 100 + 300
200 + 200 310 + 400 400 + 270 250 + 450
100 + 300 700 + 500 150 4+ 300 50 + 150

500 900 500 900
1000 600 450 400
400 710 670 700
400 1200 450 700

Existem muitos fatores que poderiam influenciar na safra. Suponha que a safra de 2003 seja o
quadruplo da producado do ano de 2001. Assim, a matriz que representard a safra ou producdo no
ano de 2003 sera:

300 500 200 400 1200 2000 800 1600
4 500 300 250 300| (2000 1200 1000 1200
200 400 270 450| | 800 1600 1080 1800

300 500 300 150 1200 2000 1200 600

Assim, efetuamos duas operagoes com adi¢do de matrizes e a multiplicacdo por um escalar, as quais

iremos definir a seguir, bem como, igualdade de matrizes, subtragdo de matrizes.

Definigao 2.2.1. (Igualdade de matrizes) Sejam A e B matrizes. Definimos A = B, se e somente se,
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1) A e B tém o mesmo nimero de linhas e 0 mesmo nimero de colunas.
2) Todos os elementos correspondentes sao iguais, ou seja, a;j = b;; para todos os i e j.

Em termos de notagao, podemos escrever

A=B<a;j="by, com 1<i<n e 1<j<n.
a 3

4 3
Exemplo 2.2.1. Tem - se =
3 3 b

1 ] se, e somente se, a =4 eb=1.

Defini¢ao 2.2.2. (Adi¢io de matriz)
Dadas duas matrizes, A e B do mesmo tipo m X n, denomina-se soma da matriz A com a matriz B, que
representamos por A + B, a matriz C' do tipo m X n na qual cada elemento é obtido adicionando-se os

elementos correspondentes de A e B. Logo, se

Amxn = [aij}: Bmxn = [bl]} € men = [Cij]a

entao
[cij] = [aij +bij],(1<i<m e 1<j<n).
Logo,
C =Cumxn=A4 B =[a;; + bijlmxn-
1 -1 2 5 1 -1
Exemplo 2.2.2. Considere A = | 4 0|l eB=|-1 3|. Sequeque C=A+B= |4 0|+
-2 3 -1 7 -2
2 5 3 4
-1 3| =3 3
-1 7 -3 10

Propriedades 2.2.1. Dadas as Matrizes A, B e C de mesma ordem m X n, valem as sequintes proprie-
dades:

i) (Associativa) (A+B)+C=A+(B+C).
it) (Comutativa) A+ B =B+ A.
iii) (Elemento neutro) A+0=0+ A=A, sendo 0 a matriz nula.
i) (Inversa aditiva) A+ (—A)=(—A)+A=0.
Demonstragao:
i) (Associativa) Desde que a;;, b;;, ¢ij € R tem-se

[(A+B) +C] = [aij +sz] + ¢ij = a4 + [bU +Cij] = [A—|— (B+C)]
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i) (Comutativa) Desde que a;;, b;; € R, segue que
[A + B] = [aij + bij} = [bij + aij] = [B + A] .
O

iii) (Elemento neutro) Sejam a matriz U = [u;;] e A = [a;;]. Entdo A+ U = A, se, e somente se,

aij + ui; = a;5. O que ocorre quando u;; = 0. Portanto, a matriz U = 0.

iv) (Inversa aditiva) Definimos a matriz —A como —A = (—1) - A. Segue trivialmente que
A+ (-A)=0.
O

Definicao 2.2.3. (Subtragao de matrizes) Sejam A e B matrizes de mesma ordem. A diferenca entre A
e B, denotada por A — B, € definida por:

A—B=A+ (—B) = [aij] + [_bZJ] = [Cij], onde [Cij] = [Cl,ij — bij], (1 <i<m,1<j
1-3 3-5] [-2 —2
2-6 4-7| |-4 =3|

Seja o wm nimero real e A wma matriz, entdo o produto de o pela matriz A, denotado por a- A, € a

N
2

3

Exemplo 2.2.3. Sejam A = 4

3 5
e B= . Seque que A — B =
[6 7] e

Defini¢ao 2.2.4. (Multiplicacio de wma matriz por um escalar)

matriz obtida multiplicando cada elemento de A por «.

2 6 1

Exemplo 2.2.4. Seja A = 0 4

a-0 a4 «-b

] e o um numero real, entdo - A =

a-2 a-6 a~11

Propriedades 2.2.2. Se a e 8 sdo nimeros reais e A, B matrizes de mesma ordem m X n, entao valem

as sequintes propriedades:
i) (Associativa) a(8A4) = (af)A.
ii) (Distributiva) (a+ 8)A = aA + BA.
iii) (Distributiva) a(A + B) = «A + aB.
iv) (Elemento neutro) 1- A = A.
Demonstragao:

i) (Associativa) Observe que

[(BA)] = a[B - ai] = (aB) - [ay;] = [(aB)A].
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(Il
ii) (Distributiva) Note que, pelas propriedades dos nimeros reais,
[(a+B)A] = [(a+ B)aij] = [aaij + Paij] = (aA) + (BA).
O
iii) (Elemento neutro) Segue das propriedades dos nimeros reais que
[(A+ B)] = [a(aij + bij)] = [aai; + abi] = [aai;] + [abi;] = (@A) + (aB).
O

Definigao 2.2.5. Dada uma matriz A = [a;j]mxn, podemos obter uma outra matriz A* = [b;;lnxm, cujas

linhas sio as colunas de A, isto é, b;; = aj;. A' é denominada transposta de A.

Exemplo 2.2.5.

3 4
a) Seja A= [0 2 . Seque que At =
2 5

302]
42 5, .

1]
3 2x1

Definigao 2.2.6. Uma matriz A, x, € simétrica se, e somente se, ela € sua transposta, isto é A = A

= Ix2

b) Seja B = 13 o Segue que Bt =
L X

Exemplo 2.2.6.

4 3 -1 4 3 -1
a) SejaA=13 2 0 . Seque que A =3 2 0 . Logo a matriz A é simétrica.
-1 0 5 -1 0 5
3x3 3x3
Definicao 2.2.7. Uma matriz A,xn € anti-simétrica se, e somente se, A = —A
Exemplo 2.2.7.
0o 2 -3 0o -2 3
a) Seja A = |-2 0 4 . Seque que At = | 2 0 —4 . Logo a matriz A é anti-
3.4 0], , -3 4 0],,
stmétrica.
0 2 0 -2
b) Seja B = . Seque que B! = .
) Sej - ] que q - ]
2%x2 3x3

Propriedades 2.2.3. Enunciaremos algumas propriedades que envolvem o conceito de matriz transposta.
i) A transposta da transposta de uma matriz é igual a ela mesma, isto é, (A')t = A.

ii) A transposta de wma soma € igual a soma das transpostas, isto é , (A+ B)! = A' + B!
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iii) (kA)' = kA', onde k € qualquer escalar.
iv) (AB) = Bt A,
Demonstragao:

i) Sejam as matrizes A = (aij)mxn, A" = (aji)nxm- Logo, tem-se que
(At)t = [(a'ji)nXm]t = (aij)an = A

ii) Sejam A, B e C' matrizes de ordem m x n, tais que A+ B = C, entao a,;; + b;; = ¢;; para todo

i=1,....,mej=1,...,n. Logo,
C'=(A+B)" = [eji] = agi +bji] = A"+ B".

iii) Sejam as matrizes A = (@ij)mxn, A" = (@ji)nxm € k um escalar qualquer. Observe que kA =
(k;j)mxn, logo tem-se
(kA)t = [(kaij)mxn]t = (ka]‘i)nXm = kA"

iv) Sejam as matrizes A = (aij)mxn, A' = (aji)nxms B = (bik)nxp € B = (bki)pxm- Segue que,

(AB)" = Z[aijbz‘k]t = Zajibki = Z briaji = B' A",
Jj=1 j=1

Jj=1

o que mostra que de fato (AB)* = B A¢.

2.3 Multiplicacao de Matrizes

Definicao 2.3.1. (Multiplicagio entre matrizes) Sejam A = [a;j]mxn, B = [bijlnxpmatrizes. Definimos
C = AB = [¢jj]mxp onde,

P
Cij = E aikbkj = ailblj + ...+ aipbjp.
k=1
O produto de duas matrizes Ay xyn € Bgxp € possivel se, e somente se, n = q, ou seja o nimero de
colunas da primeira matriz tem que ser igual ao numeros de linhas da sequnda matriz.

Observe o produto entre matrizes a sequir:
i) Aixs - Bsxz = C1x3
i) Aixa - Bix1 = Cix1

Cada matriz produto é obtida a partir de wma linha da primeira matriz e wma coluna da segunda
matriz. Esta nocdo de produto pode ser estendida para o caso mais geral e os elementos da matriz produto
serao obtidos pela adi¢ao dos produtos dos elementos de uma linha da primeira matriz pelos elementos de
uma coluna da sequnda matriz. Portanto o elemento c;; € obtido pela soma dos produtos dos elementos

da 7-ésima linha da primeira matriz com os elementos da j-ésima coluna da segunda matriz.
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Exemplo 2.3.1. Veremos a sequir alguns exemplos.

e a a b1 b1
1) Sejam Asxs = t Sz s e DBsxa= |by; baa|.Note que
a21 A22 (23 b b
31 032
b1 b2
AR |1 @2 a| byt s | = ai1biy + ai2ba1 + a13bs1  a11b12 + a12ba2 + a13bs2
= 1 =
G21 Q22 (23 b b a21b11 + azabo1 + a23bz1  azibia + asabaa + aszbs:
31 032
3 9 1 2
2) Sejam Asxs = [ . 4] e Bsyxs = |—1 —=2|. A multiplicacio AB nao ¢ possivel, pois o
0 1

nimero de colunas da matriz A € diferente do nimero de linhas da matriz B. Contudo BA ¢

possivel, como segue:

1 2 5 9 1-342-(-1) 1-242-4 1 10
BA=|-1 - -l_l 4]: (-1)-3+(=2)-(-1) (-1)-24(-2)-4| =|-1 -10
0 0-3+1-(-1) 0-2+1-4 -1 4
A comutatividade no produto de matrizes nao € verdade em geral, veja o exemplo:
1 -1 1 1 2 3
3) Sejam Aszxz=|-3 2 -1 e B3xz3=12 4 6
-2 1 0 1 2 3
1-1+(-1)-2+1-1 1-24(-1)-4+1-4 1-3+(-1)-6+1-3
Entdo, AB = [(=3)-1+2-24+(-1)-1 (-3)-2+2-44+(-1)-2 (-3)-34+2-6+(-1)-3| =
(=2)-14+1-240-1 (=2)-24+1-4+0-2 (-2)-34+1-6+0-3
[0 0 0 1:142-(=3)+3-(-2) 1-(-1)+2-2+3-1 1-14+2-(-1)+3-0
0 0 0] e BA=|2-144-(-3)+6-(-2) 2-(-1)4+4-24+6-1 2-14+4-(-1)4+6-0| =
0 0 0 1-14+2-(-3)+3-(—-2) 1-(-1)+2-24+3-1 1-1+2-(-1)+3-0
[-11 6 -1
—22 12 =2|, ou seja, AB # BA.
-1 6 -1

Propriedades 2.3.1. Considere as matrizes Ap,xp, Bpxg € Cyxn- Fntio sdo validas as sequintes pro-
priedades:

i) (Associatividade) (AB)C = A(BC).

ii) (Distributividade a esquerda da soma)A(B + C) = AB + AC.
iii) (Distributividade a direita da soma) (A + B)C = AC + BC.
iv) (Elemento neutro) AI = IA = A, sendo I a matriz identidade.

v) (Elemento nulo) 0- A= A-0=0, sendo 0 a matriz nula.

Demonstragao:
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CONCEITUACAO DAS MATRIZES

i) (Associatividade) (AB)C = A(BC).

[(AB)C];;

p P k!
S - F(f)
k=1 k=1 1=1

q
E (@ikbri)ci;

1i=1

[
-
(=
S
S
R‘
Q“
T
o
G‘
[
(7=

Il
-
~
Il
-
£
Il

ii) (Distributividade a esquerda da soma)A(B + C) = AB + AC.

A(B+0)]

P q P
= Z <Z aikbkl> i = Z (AB); cij
k=1 \1=1 k=1
= [(AB)C]
O
p p
= D aw(B+C; = Y ailbe+ cxy)
k=1 k=1
p D P
= Z(aikb’fj + akjckj) = Z(aikbk] + Z ak]ck]
k=1 k=1 k=1
= (AB),L'J' + (AC)U = [AB + AC]ij
O

iii) (Distributividade a direita da soma) (A + B)C = AC + BC.

[(A+B)C] = Z(A+B>ilclj = Z(aiz + bir)cij
j=1 j=1
= Z agcyy +bacy) = Z(ailclj) + Z(bilclj)
j=1 j=1 j=1

(AC);; + (BC)y; [AC + BC]ij .

iv) (Elemento neutro) Al = IA = A, sendo I a matriz identidade.

Sendo I = (dij)nxn € B = Al = (bij)mxn- Temos:

a;i1dj + aindej + aizds; + ...+ aidi + ..+ aindy
:a110+a120+a130++a“1++am0 5

aij
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A volta é anéloga.



Capitulo

3

FUNCAO EXPONENCIAL E
MATRIZES NO LIVRO DIDATICO

Nesse capitulo serao respondidos alguns questionamentos que fomentaram a construcao dessa pesquisa,

sao eles:

e Como é a proposta para o ensino dos topicos da fungao exponencial e matrizes nos livros didaticos?

e Os livros didaticos estabelecem alguma relagao entre a funcao exponencial e as matrizes 7

Para tal, foram analisados livros didaticos que integram o Programa Nacional do Livro e do Material
Didatico (PNLD) oferecidos nos tltimos anos para as escolas estaduais do leste de Minas Gerais, microrre-
gidao de Governador Valadares. Gostaria de ressaltar que a anéalise dessas propostas didaticas tem intuito
de auxiliar a reflexdo profissional do professor e na construcao do saber do educando, proporcionando
para suas aulas um olhar critico sobre as contextualizacoes e aplicacoes empregadas no ensino da funcao
exponencial e matrizes.

Foi dado maior énfase as contextualizagdes que envolvem aplicagoes, pois sao responsaveis por fazer
a conexao entre a abstracao e a realidade e tém papel preponderante na interdisciplinaridade.

Para fazer essas andlises, primeiramente defenderemos o que caracteriza boas contextualizacoes e
contextualizacoes inadequadas, que ao nosso ver serao de extrema importancia para a organizacao do
contetdo dessa pesquisa.

As contextualizagbes adequadas (situagoes verossimeis que tenham ligagdo com o mundo real), pro-
porcionam significado aos contetdos, motivagdo e estimulo encontrando o sentindo, um porqué de se
dedicar tempo e energia para compreensdo do conteido em sala de aula. A aprendizagem em Matema-
tica esta ligada & compreensdo, isto é, a apreensdo do significado; apreender o significado de um objeto
ou acontecimento e também vé-lo em suas relagoes com outros objetos e acontecimentos.

Assim, o tratamento dos conteiidos em compartimentos estanques e numa rigida sucessao linear deve
dar lugar a uma abordagem em que as conexoes sejam favorecidas e destacadas. O significado da Mate-
matica para o aluno resulta das conexoes que ele estabelece entre ela e as demais disciplinas, entre ela
e seu cotidiano e das conexdes que ele estabelece entre os diferentes temas matematicos. (NACIONALIS,
1997, p.19)
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Para Vasconcelos (2008) embora as situagdes do dia-a-dia tenham grande importéancia no sentido de
favorecer a construcao de significados para muitos contetidos a serem estudados, faz-se necessario consi-
derar a possibilidade de construcao de significados a partir de questoes internas da propria Matemaética,
caso contrario, muitos conteudos seriam descartados por nao fazerem parte da realidade dos alunos.

Segundo Oliveira (2014), as boas contextualizagOes sdo aquelas que por meio da problematizacao
envolvam aplicagoes ou manipulacoes. Podem vir ou ndo acompanhadas de férmulas que as modelem,
desde que as informacoOes contidas no problema sejam reais, ou simulem a realidade, fazendo conexdo
entre temas da propria Matematica, entre esses temas e outras ciéncias, Matemaética e as praticas sociais
ou entre a Matemética e Histéria da Matematica.

Para norteia nossa pesquisa devera ser usada a definicao acima como boa contextualizacao e consi-
deraremos contextualizacao inadequadas quando, as mesmas forem falsas, artificiais ou trouxerem dados
incorretos, ou seja, que caracterizarem situagoes aparentemente reais, mas trazem incoeréncias com a
realidade.

Agora que ja estao estabelecidos os conceitos que serdo usados, serd dado continuidade a analise das

contextualizagoes e aplicagoes, que sdo feitas através das problematizacao nos seguintes livros:

1) Matematica: interagdo e tecnologia - Volume 1; Rodrigo dias Balestri; Sao Paulo; 2° edigao ; 2016.

2) Matemaética: ciéncia e aplicagOes: ensino médio - Volume 1; Autores : Gelson Iezzi, Osvaldo Dolce,
David degenszajn, Roberto Périgo e Nilze de Almeida. Sao Paulo, 2016.

3) Conexdes com a Matemética - 1° ano do ensino médio; Fabio Martins de Leonardo; Sdo Paulo;
2016.

4) Matemaética : contexto & aplicagbes : ensino médio - Volume 1; Luiz Roberto Dante ; 3° edigao ;
Sao Paulo; 2016.

5) Matemaética: interagdo e tecnologia: ensino médio - Volume 2; Rodrigo Balestri; Sao Paulo; 2°
edicao; 2016.

6) Matemaética: ciéncia e aplicagoes: ensino médio, volume 2; Autores : Gelson Iezzi, Osvaldo Dolce,
David degenszajn, Roberto Périgo e Nilze de Almeida. Sao Paulo, 2016.

7) Conexdes com a Matemaética - 2° ano do ensino médio; Fabio Martins de Leonardo; 3° edi¢ao; Sao
Paulo; 2016.

8) Matemaética : contexto & aplicages : ensino médio - Volume 2; Luiz Roberto Dante; 3° edigao;
Sao Paulo; 2016.

A estrutura de andlise utilizada é:
i) Analisar as contextualizagbes das fungdes exponenciais com exemplos encontrados no livro didatico.
ii) Analisar as contextualizagoes das matrizes com exemplos encontrados no livro didético.
iii) Verificar se o livro usa alguma relagdo ou conexao entre as func¢des exponenciais e matrizes.

Na seguir préxima secao, sera realizada a anélise das contextualizac¢oes dos livros didaticos na ordem

apresentada anteriormente nessa segao.
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3.1 Analise do livro Matematica: interagao e tecnologia - Volume
1

Nesse livro foram analisadas as contextualiza¢Oes presentes nos exercicios que estdo no capitulo 5 a
partir da pagina 142, que sao voltados para a fungao exponencial.

O processo de aprendizagem e abordagem sobre fungao exponencial nessa obra se inicia com uma breve
revisdao dos conceitos de poténcia e suas propriedades. Observe que o autor contextualiza as poténcias
na notacao cientifica dando ao educando uma amostra da aplicabilidade da matemética no mundo real.

O autor introduz os conceitos de fungao exponencial com o uso das contextualizacoes tais como juros
compostos, lei do esfriamento de Newton, crescimento populacional, curva de aprendizagem e decaimento
radioativo.

Dentre as contextualizacoes encontradas destaca-se como boas contextualizagoes, os exemplos a seguir:

Exemplo 3.1.1. (Ezercicio retirado da pdgina 148.) A depreciagdo de certo modelo de motocicleta, nos
primeiros 5 anos de uso, € dado pela fungao V(t) = P-(0,89), em que V (t) é o valor apds t anos de uso

e P o pre¢o pago pela motocicleta nova.
a) Qual é o dominio dessa fungao ?
b) Se a motocicleta nova custa R$ 15 000,00, qual era seu valor ao final de:

i) 2 anos de uso?
it 5 anos de uso?

Comentario 3.1.1. Consideramos o exemplo 3.1.1 uma boa contextualizagdo, pois vincula o abstrato

com o mundo real, e nio traz nenhum dado incoerente.

Exemplo 3.1.2. (Ezercicio retirado da pdgina 149.) Certa instituicao financeira disponibilizou cartdo
de crédito a seus clientes e aplica taza de juros de 12% ao més sobre o todo o capital C com pagamento

em atraso. Desse modo, apos n meses o cliente deve pagar a instituicao um montante M, que pode ser
calculado por M (n) = C.(1,12)".

a) Ao fazer uma compra de R$ 900,00 com o cartio de crédito, que valor serd cobrado pela institui¢io
financeira caso haja um atraso no pagamento de:
i) 2 meses ?
ii) 5 meses ?
iii) 1 ano ?
b) Quanto reais de juros clientes deve pagar se efetuar uma compra de R$ 2000,00 e quitd-la 7 meses

apds o vencimento?

Comentario 3.1.2. Por ser uma situacdo real e possivel consideramos o exercicio 3.1.2 uma boa con-

textualizacao.

Comentario 3.1.3. O exemplo 3.1.8 a sequir é uma boa contextualizacao exceto pela letra ¢ que traz um

fato incoerente, pois cita que um individuo absorve 4 mg de nicotina ao fumar wm cigarro, o que seria de
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certo modo irregular, visto que a quantidade de nicotina que podemos ingerir a0 CONSUIMIT UM CigaTTO VATIG
de 0,4 mg a 1,2 mg. Pesquisa realizada no site hitp : //institutomaratl.hospedagemdesites.ws/metodo—

auricular [reposicao — de — nicotina — tabela — comparativa/, as 18:39, do dia 08/03/18.

Exemplo 3.1.3. A nicotina € altamente tézica e pode trazer uma série de prejuizos a saide, tanto de
fumantes quanto de fumantes passivos, que sao pessoas que nao fumam, porém entram em contato com
a fumaga do cigarro. Apds a nicotina ser absorvida pelo organismo, a cada hora aprozimadamente, a

quantidade dessa substdncia no organismo € reduzida a metade.

a) Se ¢ € a quantidade inicial de nicotina presente no organismo de um individuo, qual das funcoes a

sequir, permite calcular a quantidade de nicotina restante t horas apds a absor¢ao dessa substdncia?

i) f(t)=c-(3)7*
i) f(t)=c-(3)?
iWi) f(t)=c-(=3)

b) Que grdfico melhor representa a fun¢do escolhida no item a ¢

i) Representacao grdfica, Figura 3.1.

Figura 3.1: Grafico 1

Fonte: Livio MATEMATICA: INTERACAO E TECNOLOGIA - Volume 1, pagina 150.
ii) Representacao grdfica, Figura 3.2.

Figura 3.2: Gréfico 2

Fonte: Livio MATEMATICA: INTERACAO E TECNOLOGIA - Volume 1, pagina 150.

iii) Representacao grdfica, Figura 3.3.
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Figura 3.3: Gréfico 3

Fonte: Livico MATEMATICA: INTERACAO E TECNOLOGIA - Volume 1, pagina 150.

¢) Se, ao fumar um cigarro, um individuo absorve 4 mg de nicotina, qual a quantidade dessa substancia

em sew organismo apds 8 horas ¢

d) Ao ingerir bebidas alcodlicas, o figado metaboliza uma quantidade fiza de dlcool no decorrer do
tempo, cerca de 10 mililitros por hora. A fun¢ao que representa a quantidade de dlcool no corpo de

um individuo apds ingerir bebida alcodlica é do tipo exponencial? Por qué?
Exemplo 3.1.4. (Ezxercicio retirado da pdgina 148.) (UEPG-PR) Certa populagio de insetos cresce de
t

acordo em a expressio N = 500-26, sendo t o tempo em meses e N o nimero de insetos na populacdo

apds o tempo t. Nesse contexto, indique as afirmagdes corretas.
a) O nimero inicial de insetos € de 500.
b) Apds trés meses o nimero de insetos serd maior que 800.
¢) Apds um ano o nimero total de insetos terd quadruplicado.
d) Apds seis meses o nimero de insetos terd dobrado.

Comentario 3.1.4. Como o exemplo 3.1.4 nao se refere a qual inseto, ndao hd como definirmos a

existéncia deste , portanto consideramos como uma contextualizagcao inadequada.

Comentario final sobre o livro 3.1. Ao analisar a obra verificamos a existéncia de boas contextuali-
zacoes e apenas uma contextualizacao inadequada, contudo a diversidade de contextualizacdo € pequena

e nao hd uma conexdo entre a fung¢do exponencial e as matrizes.

3.2 Analise do livro MATEMATICA: ciéncia e aplicacoes: ensino

médio - Volume 1

Nesse livro iremos analisar as contextualizacoes presentes nos exercicios que estao no capitulo 7 a
partir da pagina 127, que sao voltados para a fungao exponencial.

Semelhante ao livro anterior, sua introducao traz uma recordagao das potencias e suas propriedades
com o uso da aplicacdo da mesma em notacao cientifica.

Veremos a seguir algumas boas contextualizacoes dessa obra.
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Exemplo 3.2.1. (Ezercicio retirado da pdgina 141.) Em uma indistria alimenticia, verificou-se que,
apds t semanas de experiéncia e treinamento, um funciondrio consegue empacotar p unidades de um

determinado produto, a cada hora de trabalho. A lei que relaciona p et é : p(t) =55 — 30 - e~ 02,
a) Quantas unidades desse produto o funciondrio conseque empacotar sem experiéncia alguma?

b) Qual é o acréscimo na produgdo, por hora, que o funciondrio experimenta da 1% para a 2° semana

de experiéncia? Use e*? ~ 1,2.
¢) Qual € o limite tedrico de unidades que o funciondrio pode empacotar, por hora?

Comentario 3.2.1. Por se tratar de uma situagao real, consideramos o exemplo 3.2.1 sendo uma boa

contextualizagao.
A seguir algumas contextualizacoes que ao nosso ver sdo consideradas inadequadas.

Exemplo 3.2.2. (Ezercicio retirado da pdgina 141.) Grande parte do brasileiro guarda suas reserva
financeira na caderneta de poupancga. O rendimento liquido anual da caderneta de poupanca gira em
torno de 6%. Isso significa que, a cada ano, o saldo dessa poupanca cresce 6% em relagdo ao saldo do

ano anterior.

a) Alvaro aplicou hoje R$ 2.000,00 na poupanca. Faca wma tabela para representar, ano a ano, o saldo

dessa poupanc¢a nos proximos cinco anos.

b) Qual € a lei da funcio que relaciona o saldo s, em reais, da poupanca de Alvaro e o nimero de anos

x transcorridos a partir de hoje (x = 0)?

¢) E possivel que em 10 anos o saldo dessa poupanca dobre? Use 1,060 ~ 1,8.

Comentario 3.2.2. Em pesquisa realizada no site http : //www.investimentosenoticias.com.br /poupanca
/caderneta — de — poupanca — como — funciona no dia 17/08/18 as 12:55 horas, verificou-se que a va-
riagao da poupanga depende do valor da taza referencial (TR), taza calculada diariamente pelo Banco
Central do Brasil, e que seu rendimento liquido ou real esta condicionado a inflagio vigente. Por esses
motivos o rendimento liquido da poupanca é bem pequeno e inferior a 6% a.a , logo a contextualizagdo

acima € inadequada.

Exemplo 3.2.8. (Exercicio retirado da pdgina 141.) Uma moto foi adquirida por R$ 12.000,00. Seu
proprietdrio leu, em uma revista especializada, que a cada ano a moto perde 10% do valor que tinha no

ano anterior.
a) Represente, em uma tabela, o valor da moto depois de 1, 2, 3 e 4 anos da data de sua aquisicdo.
b) Qual € o valor da moto apds 7 anos da aquisicdo?

¢) Determinacao a lei que relaciona o valor v da moto, em reais, em fungdo do tempo t, expresso em

anos.

Comentario 3.2.3. O exemplo 3.2.3 é uma contextualizacao inadequada, visto que a depreciac¢do seria de
25% a.a. determinada pela Secretaria da Receita Federal pelo decreto 3.000/99 (RIR/99) que estabelece,
no caput de seu art.310, que a taza anual de depreciacdo deve ser firada em fun¢ao do prazo durante o

qual se possa esperar a utilizacdo econdmica do bem pelo contribuinte na producdao de seus rendimentos.
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Exemplo 3.2.4. (Ezercicio retirado da pdgina 145.) Os antibidticos sao utilizados no tratamento de
infecgoes causadas por bactérias. A md utilizacdo desse tipo de medicamento. Leva ao surgimento de
bactérias cada vez mais resistentes, tornando alguns antibidticos ineficazes. Isso implica um circulo vi-
ci0so que jd ocasionou o desenvolvimento de mais de 200 tipos de diferentes de antibidticos. Afim de
inibir a auto medicacdo e o uso indiscriminado, em maio de 2011, a Agencia Nacional de Vigildncia
Sanitdria(Anvisa) publicou a resolu¢do que determina que as farmdcias devem comercializar antibioti-
cos mediante a retengdo de receita médica. Ainda assim, é importante utilizar antibidticos apenas nos
casos realmente necessdrios, sequindo as orientacoes médicas e respeitando a posologia e a duracao de
tratamento.

A amozicilina é um conhecido antibictico usado no tratamento de diversas infec¢oes nao complicadas,
receitado por médicos do Brasil. A bula da amoxicilina, como a de todos medicamentos, contém, entre
outros tdpicos, a composi¢ao, as informacoes ao paciente, as informagoes técnicas e a posologia. Nas
informagoes técnicas, € possivel ler que a meta-vida da amoxicilina apés administragao do produto
€ de 1,3 hora. Mas o que essa informagao significa? A cada periodo de 1,3 hora ou 1 hora e 18 minutos
(para facilitar vamos considerar 1 hora e 20 minutos), a quantidade de amowxicilina no organismo decresce
50% do valor que tinha no inicio do periodo.

Considere que um adulto ingeriu uma cdpsula com 500 mg de amozicilina e faca o que se pede a

sequir:

a) Complete a tabela abaizo, copiando em seu caderno.

Quantidade de amoxicilina no organismo (mg)
Ntmero de meias-vidas 01|23 |4|5]|6

b) Faga, em seu caderno, o grdfico da funcao que relaciona a quantidade de amozicilina no organismo

(em miligramas), e o tempo (em horas) transcorridos apds a ingestao.

¢) Responda: qual é a lei da fungdo que relaciona a quantidade q de amozicilina no organismo e o

numero n de meias - vidas.

O tempo da meia-vida é um importante pardmetro para os médicos e também para indistria farma-
céutica. O conhecimento da meia-vida dos medicamentos possibilita uma estimativa da velocidade
com o0 que o processo ocorre, originando informagoes importantes para interpretacio dos efeitos
terapéuticos, da duragdo do efeito farmacoldgico e do regime posoldgico adequado. A posologia re-

comendada para uma capsula de amozicilina 500 mg, por exemplo, é de 8§ em 8 horas.

d) Responda: considerando a quantidade amozicilinag ingerida em uma cdapsula, qual é a porcentagem
desse farmaco presente no organismo apds 8 horas de ingestio ? Por que € imprescindivel respeitar

0s hordrios prescritos pelos médicos?

Comentario 3.2.4. Observando a bula da amoxicilina verificamos que a principal via de eliminagdo
da amozicilina sao os rins. Cerca de 60% a 70% de amoxzicilina sio excretados inalterados pela urina
durante as primeiras seis horas apds a administracdo de wma dose padrao. A meia-vida de eliminacdo
€ de aprorimadamente wma hora . A amozicilina também € parcialmente eliminada pela urina, como
dcido peniciloico inativo, em quantidades equivalentes a 10% a 25% da dose inicial. A administragao

simultdnea de probenecida retarda a excrecao da amozicilina. Como o exemplo 3.2.4 refere-se que a
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meia-vida da amoxicilina e de 1,3 horas, consideramos ele uma contextualizagcio inadequada, pois trouze
um dado importante em sua estruturada que nao € verdadeiro, principalmente quando consideramos que

a resolugao dele estd diretamente relacionada a meia - vida da amoxicilina que € citada na sua estrutura.

Comentario final sobre o livro 3.2. Observamos que a obra apresenta no capitulo 7 boas contextua-
lizagoes e pouquissimas contextualizagoes inadequadas, contudo nao trouze uma conexdo entre a func¢do

exponencial e matrizes.

3.3 Analise do livro Conexoes com a Matematica - 1° ano do ensino

médio

Iremos analisar nesse o livro o capitulo 7, funcao exponencial, que se inicia na a partir da pagina 149,
as contextualizagbes encontradas nos exercicios oferecidos.

A introducdo da funcdo exponencial nessa obra segue com a mesma caracteriza¢ido encontrada nos
livros anteriores, comecando com as poténcias e as suas propriedades, trazendo exemplos de contextuali-

zacoes no decorrer do seu texto basico.

Exemplo 3.3.1. (Ezercicio 16, retirado da pdgina 158) Certo montante pode ser calculado pela formula
M = C-(1+14), em que C € o capital, i é a taza corrente et € o tempo. Com um capital de R$ 20.000,00,

a uma taza anual de 12%(i = 0,12), qual serd o montante apds 3 anos ?¢

Comentario 3.3.1. Consideramos o exemplo 3.3.1 sendo uma boa contextualizag¢io por ser uma caracte-
rizagdo da realidade, pois existe a aplica¢do financeira que possibilita ter ganhos de até 14,4 %, pesquisa re-
alizada no dia 17/08/18 as 16:16 horas no site hitps : / /www.btgpactualdigital.com/blog/investimentos

/poupanca/rendimento — da — poupanca.

Exemplo 3.3.2. (Ezercicio 13, retirado da pdgina 163.) (Enem) Embora o Indice de Massa Corpo-
ral (IMC) seja amplamente utilizado, exitem ainda indmeras restrigoes tedricas ao uso e as faizas de
normalidade preconizadas. O Reciproco do Indice Ponderal (RIP), de acordo com modelo alométrico,
possui uma melhor fundamentacdo matemadtica, jd que a massa € wma varidvel de dimensdes lineares. As

formulas que determinam esses indices sao:

Tabela 3.1: Indice de massa corporal

IMC — massa(Kg) RIP — altura(cm)

[altura(m)]2 [massa(Kg)]%
Fonte: Araujo, C.G.S.; RICARDO, D.R.; Indice de massa corporal: um questionamento cientifico
baseado em evidencias. Arq. Bras. Cardiologia, v.79, n.1,2002(adaptado)

Se uma menina, com 64K g de massa, apresenta IMC igual a 25kg/m?, entdo ela possui RIP igual a:
a) 0,4cm/Kg

b) 2,5¢cm/Kgs

¢) 8em/Kgs

d) 20cm/Kg3
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e) 40cm/Kg3

Comentario 3.3.2. Como o IMC e RIP sao situacoes do cotidiano e por nao trazer informacdes inve-

ridicas, consideramos o exemplo 3.3.2 sendo uma contextualizagcao boa.
Os exemplos a seguir foram considerados contextualizagoes inadequadas.

Exemplo 3.3.3. (Ezercicio 18, retirado da pdgina 158) Em uma pesquisa, obteve-se o grifico abaizo,

que indica o crescimento de uma cultura de bactérias no decorrer de 6 meses.

Figura 3.4: Grafico 4

Fonte: Livro Conexdo com a Matematica - 1° ano do ensino médio, pagina 158.

a) Com quantas bactérias se iniciou a pesquisa?
b) Apds 6 meses, qual é a quantidade total de bactérias?

c) Admitindo a lei de formacdao da funcio que representa essa situag¢do como f(t) =k - a', determine

os valores de a e k.
d) Quais sao o dominio e o conjunto imagem dessa fungdo?

e) Qual é o nimero de bactérias apds 3 meses?

Comentario 3.3.3. O ezemplo 3.3.3 trata de uma situagao improvdavel. Em pesquisa realizada nos sites
https : [ [brasilescola.uol.com.br /biologia/reproducao — das — bacterias.htm e https : [/ /www.sobiologia
.com.br /conteudos/Reinos/biomonera3.php, observamos que uma bactéria em condigées ideais se repro-
duzem muito rapidamente, basicamente se duplicam a cada vinte minutos. Portanto consideramos como
uma contextualizacao inadequada, devido ao fato de que a quantidade inicial de bactéria e de 5000, sendo

impossivel ter apenas 16000 bactérias no final de 6 meses.

Exemplo 3.3.4. (Ezercicio 25, retirado da pdgina 160.) (Unicamp - SP) Suponha que o nimero de
individuos de uma determinada populagio seja dado pela funcio f(t) = a-27%, onde a varidvel t ¢ dada

em anos e a e b sao constantes.
a) Encontre as constantes a e b de modo que a populagdo inicial (t = 0) seja igual a 1.024 individuos
e a populacao apds 10 anos seja a metade da populacdo inicial.
b) Qual é o tempo minimo para que a populagdo se reduza a % da populagao inicial?
¢) Esboce o grdfico da fungao f(t) para t € [0,40].

Comentario 3.3.4. O exemplo 3.3.3 trata de uma situacdo possivel, porém exemplo nao traz dados
concretos, reais. Assim, consideramos como o exemplo 3.3.83 uma contextualizagdo inadequada, conforme

conceitos predefinidos na introdugao desse capitulo.

Comentario final sobre o livro 3.3. Nessa obra ndo foi encontrado uma conexdao entre a fungdo

exponencial e matrizes.
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3.4 Anailise do livro Matematica : contexto & aplicacoes : ensino

médio - Volume 1

Iremos analisar nesse livro o capitulo 5 que se encontra a partir da pagina 147, destinado a fun¢do
exponencial, dando énfase as contextualizagdes encontradas nos exercicios.

A introducéo do conteiido se da com a demostracio de aplicabilidade da funcdo exponencial através
do crescimento populacional de uma colonia de bactérias e do juros compostos, logo apds comega uma

revisdo das potencias, definindo em seguida a fun¢do exponencial.

Exemplo 3.4.1. (Ezxercicio 54, retirado da pdgina 173) A radioatividade é um fendmeno que ocorre em
nicleos de dtomos instdveis por emitirem particulas e radiacdo. A medida de tempo na qual a metade da
quantidade do material radioativo se desintegra é denominada meia-vida ou periodo de semi desintegracao
(P). A cada periodo de tempo P a quantidade de material radioativo cai a metade da anterior, sendo

possivel relacionar a quantidade de material radioativo a qualquer tempo coma quantidade inicial por meio

2
t € o tempo decorrido e P € o valor da meia-vida do material radioativo considerado. A radioatividade

1\~
de uma fun¢ao exponencial: N(t) = Ny - <> em que No € a quantidade inicial do material radioativo,

faz parte da nossa vida, como quando se faz tomografia. um dos isétopos mais usados nos radiofdrmacos
injetados nos pacientes submetidos a tomografia é o carbono - 11, cuja a meia vida € de 20 minutos. O

, . 1
tempo necessdrio, em minutos, para que uma amostra de carbono - 11 se reduza a — do que era quando
foi obtida é:

a) 5.
b) 10.
c) 20.

d) 40.
e) 80.

Comentario 3.4.1. O exemplo 8.4.1 é considerado uma boa contextualizagdo devido a veracidade de
suas informacoes, como a meia-vida do carbono - 11 que realmente e 20 minutos, dados confirmados
por pesquisa realizada no dia 20 de abril de 2018, no site hitp : //www.cerebromente.org.br/n01/pet/
petcycloport.htm.

Exemplo 3.4.2. (Ezxercicio 55, retirado da pdgina 173) O carbono - 14 é um isétopo raro do carbono
presente em todos os seres vivos. Com a morte o nivel de C-1} no corpo comega a decair. Como é
um isdtopo radioativa de meia-vida de 5730 anos, e como € relativamente facil saber o nivel original de
C-14 no corpo do seres vivos, a medi¢do da atividade de C-14 em fdssil é uma técnica muito utilizada

para dotagoes arqueoldgicas. A atividade radioativa do C-14 decai com o tempo pds-morte seguindo a
t

fungao exponencial A(t) = Ag - %5730 , em que Aqg € atividade natural do C-14 no organismo vivo et € o
tempo decorrido em anos apés morte. Suponha que um féssil encontrado em uma caverna foi levado ao
laboratorio para ter a sua idade estimada. Verificou-se que emitida 7 radiagées de C-14 por grama/hora.
Sabendo que o animal vivo emite 896 radiagoes por grama por hora, entdo a idade aprozimada do féssil,

em anos, seria;
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a) 400 mil anos.
b) 200 mil anos.
¢) 80 mil anos.
d) 40 mil anos.

e) 20 mil anos.

Comentario 3.4.2. O exemplo 8.4.2 é uma boa contextualiza¢io devido a veracidade das informagades
contidas em sua estrutura, podemos confirmar pelo site hitps : //mundoeducacao.bol.uol.com.br/ fisica

/datacao — carbono — 14.htm, que a meia-vida do C - 14 e de 5730 anos.

Exemplo 3.4.3. (Ezercicio 56, retirado da pdgina 173) Em uma certa cultura, hd 1000 bactérias em
determinado instante. Apds 10 minutos, existemn 4000. Quantas bactérias existirao em 1 hora, sabendo
que elas aumentam sequndo a formula P = Py - €, em que P é o nimero de bactérias, t é o tempo em

horas e k é uma contante?

Comentario 3.4.3. O exemplo 3.4.3 nao se refere qual bactéria que esta tendo esse comportamento e, em
pesquisa realizada nos sites https : [/ /brasilescola.uol.com.br /biologia/reproducao — das — bacterias.htm
e https : //www.sobiologia .com.br/conteudos/Reinos/biomonera3.php no dia 19/08/2018 as 09:57,
observamos que uma bactéria em condigées ideais se reproduzem muito rapidamente, basicamente se
duplicam a cada vinte minutos. Portanto consideramos o exemplo 3.4.3 como uma contextualizacdo

inadequada, devido ao exagero na quantidade de bactérias apos 10 minutos.

Exemplo 3.4.4. (Ezercicio 58, retirado da pdgina 173) Os dtomos de wm elemento quimico radioativo
tém uma tendéncia natural a se desintegrar (emitindo particulas e se transformando em outros elementos).
Dessa forma, com o passar do tempo, a quantidade original desse elemento diminui. Chamamos de
meia-vida o tempo que o elemento radioativo leva para desintegrar metade de sua massa radioativa.
O antibidtico axetilcefurorima apresenta meta-vida de 8 horas. Se uma pessoa tomou 50 myg desse

medicamento, qual € a quantidade de antibidtico ainda presente no organismo:
a) apds 12 horas de sua ingestao?

b) apds t horas de sua ingestao?

Comentario 3.4.4. O ezxemplo 3.4.4 é considerado uma contextualiza¢ao inadequada, devido a um
erro na hora de mencionar a meia-vida do antibidtico azetilcefurorima. Por pesquisa realizada no
dia 20 de abril de 2018 no site hitp : //www.anvisa.gov.br/datavisa/ filayula/ frmVisualizar Bula.
asppNuTransacao = 4816222014&pld Anexo = 2087845, a meia-vida do antibidtico é de 1 a 1,5 horas.

Comentario final sobre o livro 3.4. Nao foi encontrado nesse livro uma conezxdo entre a fun¢ao expo-
nencial e matrizes. A quantidade de aplicag¢oes da fun¢do exponencial € bem reduzida, entdo finalizamos

a andlise por nao haver mais aplicagoes diferentes da que jd foram citadas.
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3.5 Analise do livro Matematica: interagao e tecnologia - Volume
2

Analisaremos nesse livro o capitulo 3 destinado a sistemas lineares e matrizes a partir da pagina 83,
onde daremos énfase as contextualizagoes encontradas nos exercicios voltados a matrizes. O processo
de aprendizagem e abordagem sobre matrizes nessa obra se inicia com a vinculacao do conhecimento
matricial e o uso de tabelas, introduzido com objetivo de usa-lo para demostrar a possivel utilizacdo na
resolucdo de sistemas lineares. O tema matrizes se inicia logo apods a definig¢do e aplicagdo dos sistemas
lineares. Dentre as informagoes contidas destacamos alguns exemplos de contextualizagoes indiretas no

texto béasico construtivo da obra tais como:

Figura 3.5: Pixel

%

Fonte: Livro Matemética: interacao e tecnologia - Volume 2, pagina 66.
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Figura 3.6: Pixel 2
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Fonte: Livro Matemética: interacao e tecnologia - Volume 2, pagina 66.

Esses exemplos sdo usados para dar introducio a matrizes nessa obra. Observe que foi utilizado uma
situacao real e que esta presente na vida do educando, assim, mostrando de forma simples que o assunto

que seria tratado no capitulo é importante para sua vivéncia. E, consequentemente, motivando-o para
aprender e posteriormente aplicar o conhecimento adquirido.

Iremos destacar a seguir alguns exemplos de exercicios que o livro traz que sao boas contextualizagoes
para o ensino de matrizes.

Exemplo 3.5.1. (Ezercicio de nimero 32, retirado da pdgina 88) Observe a tabela.

Tabela 3.2: Cinco Primeiros colocados ao final do campeonato brasileiro de futebol da série A, em 2015.

Equipe Vitorias | Empates | Derrotas
Corinthians/SP 24 9 5
Atlético/MG 21 6 11
Grémio/RS 20 8 10
Sao Paulo/SP 18 8 12
Internacional /RS 17 9 12

O campeonato brasileiro de futebol da série A de 2015 foi disputado por 20 equipes.
a) Escreva uma matriz F que representa os dados da tabela.

b) Determine F* * .

¢) Qual € a posi¢iao da matriz F que representa a quantidade de empates da equipes do Siao Paulo/SP?
E na matriz F*?

d) Escreva a matriz transposta de F na forma de tabela.

Comentario 3.5.1. O exemplo 3.5.1, € considerado uma boa contextualizacdo devido a veracidade do seus
dados, ou seja, a classificacao dos times no campeonato brasileiro de 2015, as vitérias, empates e derrotas

sao exatamente a mesma proposta pela contextualizacdo, e podem ser conferidos pelo enderego eletronico

*A matriz transposta da matriz F'
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hitps : //www.cbf.com.br /competicoes/brasileiro — serie — a/classificacao /20154 WitC8WY jwblV

acesso realizado no dia 13 de abril de 2018.

Exemplo 3.5.2. (Ezercicio 40, retirado da pdgina 92) Observe as tabelas.

Tabela 3.3: Populagdo da Regido Sul do Brasil, em 2000

Rio Grande do Sul | Santa Catarina | Parana
Homens 4994719 2669311 4737420
Mulheres 5193079 2687049 48266038

Tabela 3.4: Populagdo da Regido Sul do Brasil, em 2010

Rio Grande do Sul | Santa Catarina | Parana
Homens 5202057 3100360 5130994
Mulheres 5488872 3148076 5313532

a) Utilizando as linhas para representar o sexo dos habitantes e as colunas para representar a unidade
da federacao, escreva a matriz A e B que indicam a populacio da regiao sul do Brasil no ano de
2000 e 2010, respectivamente.

b) Calcule B — A.

¢) O que representa a matriz formada pela operagao B — A?

Comentario 3.5.2. O exemplo 3.5.2 € considerado uma boa contextualiza¢iao devido a veracidade de seus
dados, comprovados por consulta realizada nos enderegos eletronicos https : [/ww?2.ibge.gov.br/home
/estatistica/populacao/censo2000/tabelagrandes/ regioes211.shtm e https : //censo201.ibge.gov.br
/sinopse/index.php?dados = 1R&uf = 00, no dia 13 de abril de 2018.

Exemplo 3.5.3. (Ezercicio Semdforos e matrizes, retirado da pagina 89.) O esquema representa o
encontro de duas vias de mao dupla em que o fluzo de veiculos que passam pelo ponto A, B e C ¢

organizado por trés semdforos.

Figura 3.7: Semaforos

Fonte: Livro Matematica: interacao e tecnologia - Volume 2, paginas 89.
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Na matriz a sequir, os valores indicam tempo, em minutos, que cada semdforo fica aberto (verde) a
cada periodo de 2 minutos, no sentido de acesso na via indicada pela linha para via indicada pela coluna
da matriz. O wvalor 1,5 indicado pelo elemento a1z, por exemplo, indica o semdforo que dd acesso da via

A( linha A) para a via B (coluna B) fica aberto 1,5 minutos a cada periodo de 2 minutos.

0 1,5 1
0,5 0 1
1,5 0,5 0

a) Quanto tempo fica aberto o semdforo que dd acesso de:

e B para C, considerando um periodo de 2 minutos?
e C para B, considerando um periodo de 2 minutos?
e A para C, considerando um periodo de 2 minutos?

b) Considere que entrem em cada via 20 veiculos por minuto, qual a quantidade mdxima de veiculos

que podem ir de:
e C para A,em 6 minutos?
e B para A,em 30 minutos?

e A para B,em 2 horas?

Comentario 3.5.3. O exemplo 3.5.3 relaciona algo simples do cotidiano com a linguagem matricial.

Portanto, o consideramos como uma boa contextualizacdo.

Comentario final sobre o livro 3.5. Na andlise do livro nao foi encontrado nenhuma contextualizacao
que 0 nosso ver, possa ser considerada inadequada, nem contextualizacoes que envolvam matrizes e func¢ao

exponencial.

3.6 Anilise do livro Matematica: ciéncias e aplicagoes: ensino
médio - Volume 2
Nesse livro iremos analisar o capitulo que se refere a matrizes e suas operacoes. Inicialmente obser-

vamos que se destina o capitulo 5 a partir da pagina 65 para esse t6pico, e que o pontapé inicial sobre o

assunto se da com uso de tabelas, como veremos a seguir:
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Figura 3.8: Censos Demograficos

Fonte: Livro Matematica: ciéncias e aplicagdes: ensino médio - Volume 2, pagina 65.

Figura 3.9: Producdo, consumo de feijao

Fonte: Livro Matematica: ciéncias e aplicagdes: ensino médio - Volume 2, pagina 66.
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E importante destacar que as figuras 3.8 e 3.9 sio boas contextualizacoes, pois tratam-se de situacoes
reais. Dados comprovados por pesquisa realizada nos enderegos eletronico https : //cens02010.ibge.gov.br
/sinopse/index.php?dados = 8 e hitp : / /www.agricultura.gov.br /assuntos /politica—agricola/todas—
publicacoes —de—politica—agricola/projecoes —do—agronegocio/projecoes —do—agronegocio—brasil —

2014 — 2015 — a — 2024 — 2025.pdf /view, pesquisa realizada no dia 14 de abril de 2018.

Exemplo 3.6.1. (Ezercicio 10, retirado da pagina 70) Na matriz a sequir, estao representados as quan-
tidades de sorvetes de 1 bola de 2 bolas comercializados no bimestre de uma ano em uma sorveteria:

(1320 1850)

1485 2040

Figura 3.10: Sorvetes

THINKSTOCK/GETTY InaGEs

Fonte: Livro Matematica: ciéncias e aplicagoes: ensino médio - Volume 2, pagina 70.

Cada elemento a;; dessa matriz representa o nimero de unidades do tipo © (i =1 representa a bola
e i =2, duas bolas) vendidas no més j ( j = 1 representa janeiro e j = 2, fevereiro).

a) Quantos sorvetes de duas bolas foram vendidos em janeiro?

b) Em fevereiro, quantos sorvetes de duas bolas foram vendidos a mais que os de uma bola?

¢) Se o sorvete de um bola custa R$ 3,00 e o de duas bolas custa R$ 5,00, qual foi a arrecadagao bruta
da sorveteria no primeiro bimestre com a venda desses dois tipos de sorvete?
Comentario 3.6.1. O exemplo 3.6.1 foi considerado uma boa contextualizacdo devido a sua conexio
com a realidade, e seus dados serem possiveis no mundo real.

Exemplo 3.6.2. (Ezercicio 10, retirado da pagina 70) As tabelas a seguir indicam o nimero de faltas
de trés alunos (A,B e C) em cinco disciplinas (Portugués, Matemdtica, Biologia, Historia, e Fisica,

representados por suas iniciais), nos meses de margo e abril.
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Tabela 3.5: Marco

P M|B|H|F
AlunoA |2 | 1|01 4 ]2
AlunoB | 1|0 |2 |11
AlunoC | 5 | 4 | 2| 2 | 2
Tabela 3.6: Abril
P M|B|H|F
AlunoA |1 |2 |0 1]3
AlunoB |0 | 1 |1 |3 |1
AlunoC | 3|1 | 3] 2|3

a) Qual é a matriz que representa o nimero de faltas desses alunos no primeiro bimestre em cada

disciplina?

b) No primeiro bimestre, qual aluno teve maior nimero de faltas em Portugués? E em Matemdtica?

E em Historia?

Comentario 3.6.2. O exemplo 3.6.2 demonstra uma situa¢io do cotidiano, vinculando com conceito

matricial, por esse motivo consideramos como uma boa contextualizacdo.

Exemplo 3.6.3. (Ezercicio 50, retirado da pagina 90) Uma dona de casa registrou, na tabela seguinte,
as quantidades (em gramas ) de frutas compradas em duas semanas consecutivas, em um mesmo super-
mercado:

Tabela 3.7: Quantidades (g) e Fruta
Banana | Maga | Laranja | Mamao
1%rc semana 2700 2430 3450 4155
2%rc semana 1640 3120 3390 3700

Os pregos do quilograma (Kg) da banana, maca, laranja e mamdo, em vigor nesse periodo, eram
respectivamente R$ 2,85, R$3,40, R$ 1,70 e R$ 2,60.

Determine, a partir do cdlculo de wm produto de matrizes, a quantia, em reais, gasta pela dona de

casa, €m cada semana.

Comentario 3.6.3. O exemplo 3.6.3 ¢ uma representacao da realidade com o uso do conceitos matriciais,

por esse motivo consideramos como uma boa contextualizacao.

Iremos destacar a seguir algumas contextualizagoes encontradas nas paginas 91, 92 e 93 dessa obra.
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Figura 3.11: Computacao grafica
Aplicacoes
Computacao grafica e matrizes

As transformagbes geométricas no plano (ou
transformacdes 2D — duas dimensées) sao muito
usadas pela computacao grafica para a construgao
de figuras e producdo de imagens. Tais imagens
podem ser percebidas nos efeitos especiais utilizados
no cinema, na TV e nos sistemas multimidia em geral,
além de servir de ferramenta de auxilio em vérias
areas da atividade humana.

As trés transformacoes basicas séo: translagao,
rotacao e escala. Vamos estudé-las, relacionando-
-as com a teoria das matrizes e com a Trigonometria.

Representaremos um ponto qualquer P(x, y) de
X
y
correspondente P'(x, y'), obtido pela transformacéo,
porP'= [;.
uma relagdo entre P e P' por meio de uma matriz

uma figura pela matriz coluna P = { }e 0 ponto

1

] Para cada transformacao, vamos obter

Translacao

% translacdo é uma transformagdo que desloca uma figura sem al-
=2r sua forma e suas dimensdes. Esse deslocamento pode ser vertical,
Sorizontal ou segundo uma certa direcao.

Consideremos o tridngulo ABC ao lado, o qual é transformado no
'2ngulo A'B'C' por uma translacao horizontal.
Observe que, nessa transformacdo, a abscissa de cada ponto do
ABC é deslocada quatro unidades a direita, e a respectiva ordenada
n20 sofre alteracéo.

Sgura seguinte:
y

4

B O filme Guardides da Galdxia apresenta personagens criados por
(M) de transformagao. computacdo gréfica, como o Groot.

vl ()

v

y
c
A== b
1_~_A: '_3“._/3: B
o' 1 2 3 i N

; 4 ;
Temos, portanto: (;,) = G) + (g] istoé, P'=P+ M, sendo M = (O) a matriz dessa transformacao.

Suponha agora que o AABC fosse deslocado, na vertical, quatro unidades para baixo, como mostra a

QMM e
Observe, no AAB'C, obtido pela translacao, que a orde- e
nada de cada um de seus pontos é deslocada quatro unida- Qual & a matriz que
des para baixo e a respectiva abscissa ndo sofre alteracao.

transforma o tridngulo
de vértices A(1, 1),
B3, 1)eC(2,4) no

i 5. A . X' X 0 ‘
LAl SRS ASSIm,( ,]= ( )— (ﬁje, dessemodo, P'=P + M, sendo | trigngulo de vértices

0
¥ S o | A(5,6),B(7,6)e
: S | 0 0 ; % . C(6,9?
Y M = —( = | _4| @ matriz dessa transformacao. i
—3TA4—epB 4 Se P(x, y) € um ponto do triangulo ABC e P'(x, y') € um ponto do triangulo A'B'C', temos

4
5

Fonte: Livro Matematica: ciéncias e aplicagdes: ensino médio - Volume 2, pagina 91.
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Figura 3.12: Computacao grafica 2

Rotacao

Vamos considerar unicamente a rotacdo (“giro”) de um ponto P(x, y), em torno da origem
(0, 0), de um &ngulo de medida 6 graus (6 > 0), tomado no sentido anti-horario.

y
P i P'(x,y')
De acordo com o AOPQ, o ponto P(x, y) tem suas
; coordenadas expressas por:
o) ¢ = COS O &
E =r-seno
e e AP(x,y) y ©
ey E sendo r = ¥x2 + y? a medida do raio da circunferén-
T % cia de centro na origem, passando por P e P'.
o Q Q| x

Ao girarmos P de um dngulo de medida 6 (graus), ele se transforma no ponto P'. Da Trigonometria, obtemos
as féormulas sen (@ + b) =sena-cosb + senb - cosa e cos (a + b) = cosa - cos b — sen a - sen b, vélidas

para quaisquer a e b reais. De acordo com 0 AOP'Q', temos:

X p
s cos (o4 0)=—=>x=r-cos(o+0) =r-(cos o.cos 6 — sen o.sen B) e, usando 1Y e 2, escrevemos:
1 X y 1
X=r: rcosG—Tsen6:> X' =x-cos0—y-sen@

»sen(o+0) = Lr:» y' =r-sen (o + 0) =r- (sen c.cos O + sen 6 cos 0) e, usando (1" e (2, escrevemos:

y‘=r'(%cose+sen9'%)="Y'=y'cose+X'Sen9

X _[cose —sen 8} [x
[y.}— sen® cos 6 [y}

; 2EE ] __Jcos 6 —sen
isto &, P'= M - P, sendo M = [sen 6 cosO

Assim, escrevemos:

]a matriz de transformacao.

Observe a figura seguinte, em que o ponto P(x, y) é rotacionado em torno da origem, no sentido anti-

-horério, de 180°. Quais sdo suas novas coordenadas?

Como 6 = 180°, temos:

“l'cos180% | ~sen 180° LG el
“|lsen 180° cos180° |=| 0 —1

P":'_ ..... Ly Assim, P'=M - P:(;:j = (_01 _OJ'(;()=>X' = xie Y

Fonte: Livro Matematica: ciéncias e aplicagdes: ensino médio - Volume 2, pagina 92.
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Figura 3.13: Computagao gréfica 3

. £ : ‘::‘--.n‘w";r.h:am ;r,:u-‘ﬂ?slga .
y wehaiRe
Nessa transformagéo, ocorre uma modificagdo no tamanho da figura (ampliagao ou reduco), origi-
\ando outra figura, semelhante ou ndo & primeira. . ol R
_“ﬁa figura 2eguint.e, o retangulo ABCD é transformado no retangulg A&C@l;aiaipgﬂtz
y) do retangulo ABCD é transformado no ponto (X, y) do retangulo ABCD!, com X = X

; e docil Ae \heorqal Aa0p Sidihd.
= 4 - y; observe que os retangulos ABCD e ABCD' sdo semalhan’ce;. e it bR

y el

e
o OSMRE Fn

I s st i e

—
+

1l
2
0

~ Podemos escrever [xl,] = [g 2] . [;} isto &, P'=M - P, sendo M = [0 4
 abscissas (e ordenadas)dos =Y © =

e M' sdo dadas pela média
ad

, essa propriedade pode
lorada do ponto de vista da
tria Analtica (mesmo que

Em um retangulo, as diagonais intersectam-se em
seus pontos médios. Veja os pontos M e M. Qual é.a
relagdo entre suas abscissas (e ordenadas)_ eas a!asc&s—
sas (e ordenadas) das extremidades das diagonais?

2

ey, =231 =L (obtemos aritmética das coordenadas dos extremos
3 2 2 i . do segmento. ; :
Vieja agora a transformaggo abaixo: cada ponto (x, y) do retangulo ABCD é transformado no ponto

do retangulo ABCD', comx =4 -x e y.= 30 oy 2QMSNat ;
-20mot

o : 0k, ;_,\‘,.;{'g s S
____ [ T g e 0 C

- Hastiea 48 2

R ero U ias e o T

— =

 Observe, nesse caso, que os retangulos ABCD e ABCD' néo sao semelhantes. Ll

‘ ' ‘ ms’] e
X|istog P=M- A= natriz de transformacao.
» T@mos:i§.}=[g gj[y:]' isto & P'= M - P, sendo M j.(l 3@ matriz de

Fonte: Livro Matematica: ciéncias e aplicagdes: ensino médio - Volume 2, pagina 92.

Comentario 3.6.4. As contextualizacoes demostradas nas figuras 8.11 , 8.12 e8.18, sdo transformacoes
geométricas no plano: translagdo, rotag¢ao e escala. Além disso faz analogia a computacdo grdfica e
utilizando o contexto do filme Guardioes da Galdzia na sua estrutura, vinculando o abstrato da matéria

com o cotidiano do aluno. Assim, consideramos o exemplo como uma boa contextualizacao.
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Comentario final sobre o livro 3.6. Observamos a inezisténcia de contertualizacoes inadequadas nessa
obra, e consideramos as contextualizacoes encontradas em seus exercicios tanto quanto no decorrer dos
textos informativos do capitulo 5 de muito valor educacional. Contudo, nio encontramos uma conexdo

entre funcao exponencial e matrizes nesse livro.

3.7 Analise do livro Conexoes com a Matematica - 2° ano do ensino
médio
Analisaremos nesse livro o capitulo 8 a partir da pagina 160, destinado ao estudo das matrizes e

determinantes. O capitulo se inicia com a definicdo de matrizes com a utilizagdo de tabelas, logo apos

sao dados alguns exemplos.

Exemplo 3.7.1. (Ezercicio 25, retirado da pdgina 171.) (Ibmec) Uma agéncia de propaganda nas

campanhas publicitarias que elabora para seus clientes trés tipos de material para divulgagao em papel:
e impresso tipo PB, em preto e branco no papel simples;
e impresso tipo CK, colorido no papel simples;
o impresso tipo CKX, colorido no papel mais grosso;

Tabela 3.8: Tabela 1
Tipo PB CK CKX

Grafica A | RS 2,00 | RS 3,00 | RS 4,00
Grafica B | RS 3,00 | RS 3,00 | RS 4,00
Grafica C | RS 1,00 | RS 2,00 | RS 6,00

a) Determine a grifica que, para fazer 800 impressées do tipo PB, 150 do tipo CK e 200do tipo CKX,

apresentaria o menor custo.

b) No ultimo ano, a agéncia fez 25% dos seus impressos com a grifica A, 45% co m a grifica B e o
restante com a grifica C. Supondo que, em cada campanha deste ultimo ano, a agencia sempre fez
0s trés tipos de impressao com a mesma grdafica e que os precos unitdrios foram os valores dados

na tabela 3.7.1, determine o custo unitdrio médio que a agéncia teve em cada tipo de impressao.

Comentario 3.7.1. O exemplo 3.7.1 relaciona a impressao de uma material para divulga¢ao com o
conhecimento matricial, algo simples mas que esta presente mo nosso cotidiano. Assim, como o exemplo

destaca uma situacdo real consideramos uma boa contextualizacao.

Exemplo 3.7.2. (Exercicio 3, retirado da pdgina 175.) (UEL-PR) Durante a primeira fase da copa do
mundo realizada na franga,em 1998, o grupo A era formado por quatro paises: Brasil, Escicia, Marrocos
e Noruega. Observe os resultados (nimero de vitdrias, empates e derrotas) de cada pais, registrados na
tabela I.
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Pelo regulamento da Copa, cada resultado (vitéria, empate ou derrota) tem wma pontuag¢do que pode

ser observada na tabela II.

Tabela 3.9: Tabela I
Tabela I | Vitéria | Empate | Derrota
Brasil 2 0 1
Escocia 0 1 2
Marrocos 1 1 1
Noruega 1 2 0

Tabela 3.10: Tabela II

Tabela IT | Pontuagao
Vitoérias 3
Empate 1
derrota 0

Noruega
. Marrocos . , . L
A matriz C = Escei , que representa a pontuacdo final de cada pais, ao termino dessa primeira
sccia
Brasil
fase,é:
6 6 6 7 7
1 1 1 1 2
a b c d e
) 4 ) 5 / 4 ) 4 / 3
5 4 5 6 6

Comentario 3.7.2. O exemplo anterior é considerado uma boa contextualizag¢iao devido a veracidade de
seus dados, comprovados por pesquisa realizada no site http : //esportes.terra.com.br/ futebol /copa2006
Jinterna/0,, 01685678 — EI5509,00.html, no dia 21 de abril de 2018 e também por vincular o conheci-
mento matricial a um evento real e de importdincia na vida da sociedade.

0 2 4

estd
0 0 3

sedo usada para representar as coordenadas dos vértices A(0,0), B(2,0)eC(4,3) de um tridngulo ABC.

Exemplo 3.7.3. (Exzercicio 11, retirado da pdgina 176.) (UFSC) A matriz M =

Multiplicando-se M por uma constante k > 0, a matriz resultante da operac¢do indicard os vértices do

tridngulo A’B'C’, de acordo com o mesmo padrio anterior de representacdo. Em tais condigoes, a drea

do triangulo A’ B'C’ serd igual a:
a)3k b)6k c)k?

4)3k>  e)6k?

Comentario 3.7.3. O exemplo 3.7.3 utiliza conceito de geometria analitica com aplicacio na matrizes. O
que demostrar a existéncia de conexao real entre os diversos temas e conceitos da matemdtica. Portanto,

consideramos como uma boa contextualizagdo.

Comentario final sobre o livro 3.7. Nesse livro nao foi encontrado nenhuma contextualizacdo que
possa ser considerado inadequada, e nem uma conexdo entre funcdo exponencial e matrizes. Porém a
iltima pdgina do capitulo traz uma autoavaliagdo que deizaremos a sequir, como exemplo diddtico vdlido

para enriguecimento da aula do professor leitor dessa pesquisa.
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Figura 3.14: Autoavaliacao

NS N
} Autoava“aiao Registre as respostas em seu caderno

1.

»

Retomada de conceitos

Se vocé ndo acertou alguma questdo, consulte a tabela e verifique o que precisa estudar novamente.
Releia a teoria e refaca os exercicios correspondentes.

Uma matriz de ordem 2 é uma matriz: alternativa b
a) identidade.

b) quadrada.

¢) nula.

d) linha.

. S6 existe adicdo ou subtragio de matrizes se elas

forem: alternativa ¢
a) opostas.

b) nulas.

c) de mesmo tipo.
d) quadradas.

. Sejam ‘as matrizes A, w3 € B3 x 2. Os produ-

tos4+A-Be4-B-Asao: alternativad

a) iguais. '

b) opostos.

¢) respectivamente, dos tipos 3 X 3e 2 X 2.
d) respectivamente, dos tipos 2 X 2 e 3 X 3.

s . -1 0 -1 0) _ i
matrizes 0 2 e 01 s4a0: alternativa
a) iguais.

b) opostas.

c) identidades.

d) diagonais.

. Na EEEEEEE de matrizes, o numero de colunas da

primeira matriz deve ser igual ao ntimero de linhas
da segunda. alternativa a

a) multiplicag¢ao

b) adicao

c) subtragédo

d) igualdade

10.

2
. O determinante da matriz (

3 b6
. Multiplicando-se asmatrizes| 1 —1|e 1 &5 "
121 2
0o 3
obtém-se uma matriz de ordem: alternativa a
a)3 x4 c)2X2
b)3 X5 d)3x3

. Na multiplica¢do de matrizes, ndo ¢ valida a pro-

priedade: alternativa c

a) associativa.

b) distributiva a esquerda.
c) comutativa.

d) distributiva a direita.

4. -6

:

€é: alternativa d
a) —10

b) 22

c) 10

d) —22

. Se det A # 0, entdo a matriz A é: alternativad

a) matriz linha.

b) nula.

c) diagonal.

d) nenhuma das anteriores.

Se det A = 5 e A é uma matriz de ordem 2, podemos
afirmar que: alternativa d

a) det (—4) = -5

&Y.
b)det(loj—o,s

c) det (24) = 10
d) det (24) = 20

ssiilEsties slinsmodb 200 slnastngEupe ; oz o
4 ’ y 7% R At 10,
';& X o ?'.hi‘\ l:‘:}g‘,%. S50 &8 JuD Ejig) - ‘é’l"ﬁ 31 ¥ g“’ ! '*‘SLBQE' ’;f@
Identificar e classificar uma matriz. X X X X X
Operar com matrizes. X X X X X
Calcular o determinante de uma
f X X X
matriz quadrada.
160a 165a 160 a 160a 163 a 160 a 168 a 172e 160 a 165, 172e
165 167 171 165 171 171 171 173 172e173 173

177 @

Fonte: Livro Conexdes com a Matematica - 2° ano do ensino médio, pagina 177.
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Consideramos essa auto avaliagao de muito valor. Contudo, acreditamos que haveria a mecessidade
de exigir a resolugao das operagoes matriciais para se alcancar a resposta, o que ndo acontece nas ques-
toes. Poderia ter usado mais questoes voltadas para manipulagao de adigao, subtracdao e multiplicacdao
de matrizes. e também questoes contextualizadas em sua estrutura, visto que no capitulo havia questoes

desse tipo. Alguns exemplos que poderiam ter sido usados sdo;

Exemplo 3.7.4. Em uma editora a venda de livros de Matemdtica, Portugués e Quimica no 1° trimestre

de um ano estao representadas na matriz, onde as linhas representam os livros e as colunas os meses.

20000 32000 45000
A = {10000 20000 8700
15000 2000 20100

a) Quantos livros de matemdtica foram vendidos?
b) Qual o livro mais vendido no més de mar¢o?
¢) Em janeiro foram vendidos quantos livros de Quimica?

d) Quantos livros de Portugués foram vendidos nos trés meses?

1 -1

Exemplo 3.7.5. (UFU) Considere a matriz A = )

. Entdo A* +2A3 +4A? + 8A ¢ igual a:

a) AS

b) A8

C) AlO

d) AP

Exemplo 3.7.6. (PM ES ? AOCP) Considere as duas matrizes A e B a seguir:

50 30 40 |1
A= (30 40 50| |2
60 50 30] |3

Cada linha da matriz A indica a pontuacao obtida, em cada tentativa, em wma prova de tiro ao alvo por
um competidor. Assim, a primeira linha indica as pontuagées do competidor X, a sequnda linha indica
as pontuacgoes do competidor Y e a terceira linha indica as pontuagdes do competidor Z. Obtendo-se uma
matriz C = A.B, na matriz C aparece a nota de desempenho final de cada um dos trés competidores X,

Y e Z, respectivamente, na primeira, na sequnda e na terceira linha. Dessa forma, € correto afirmar que:

a) O competidor X obteve a menor nota de desempenho final, igual a 250.
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b) O competidor Y obteve a maior nota de desempenho final, igual a 260.
¢) O competidor Z obteve a menor nota de desempenho final, igual a 230.
d) Os competidores X e Y obtiveram a mesma nota de desempenho final.

e) Os competidores X e Z obtiveram a mesma nota de desempenho final.

E assim terminaremos nossa andlise das contextualizagoes encontradas nos exercicios dessa obra.

3.8 Analise do livro Matematica : contexto & aplicacoes : ensino

médio - Volume 2

Iremos analisar nessa obra o capitulo 4 intitulado Matrizes e determinantes onde dedicaremos nossa
atencao as contextualizagoes empregadas nos exercicios. O capitulo se inicia com uma breve analogia
a obra Smaller and Smaller de Maurits Cornelis Escher (1898 - 1972) e a aplicacdo das matrizes nas
transformagoes geométricas e também utiliza a tabela como porta de entrada para o conceito matricial.
Em seu texto bésico o autor insere muitas contextualizagoes como exemplos, 0 que nao ocorre em seus

exercicios. Porém, dentre as poucas contextualizagoes encontradas nos exercicios destacamos.

Exemplo 3.8.1. (Ezercicio 30, retirado da pagina 70) Para a fabrica¢ao de caminhdes, uma indistria

montadora precisa de eizos e rodas para seus trés tipos modelos de caminhdes, com a segquinte especificacdo:

Tabela 3.11: Nimeros de eixos e rodas de cada modelo de caminhéao
Componentes/ Modelos | A | B | C

Eixos 2131 4
Rodas 416 |8

Para os dois primeiros meses do ano, a producdo da fabrica deverd sequir a tabela abaizo:

Tabela 3.12: Numeros caminhdes nos meses de janeiro e fevereiro

Componentes/ Meses | janeiro | fevereiro
A 30 20
B 25 18
C 20 15

Usando a multiplicacdo de matrizes, respondam: nessas condi¢oes, quantos eizos e quantas rodas sao

necessdrios em cada um dos meses para que a montadora atinja a producdo planejada?

Comentario 3.8.1. O exemplo 3.8.1 refere-se a uma situacdo real e utiliza a manipulacao de matrizes
em sua estrutura, por isso consideramos como uma boa contextualiza¢ao. Porém acreditamos que o
exercicio poderia ter pequntado algo mais, como: Quantos eizos e rodas do tipo A e B ou B e C deverdo
ser produzidas no més de janeiro? no més de fevereiro? Poderiamos também no final acrescentar o custo

de cada eizo e roda na forma de tabelas e logo depois pedir o valor de custo total nos meses, por exemplo:
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Modelos/eizos | Valor(R$) Modelos/rodas | Valor(R$)
A 1.250,00 A 990,00
B 2.125,00 ¢ B 1.150,00 |
C 3.250,00 c 1.250,00

e assim utilizando a multiplicacdo de matries alcangar o resultado pedido.

Exemplo 3.8.2. (Ezercicio 49, retirado da pagina 87) Copie o diagrama abaizo em uma malha quadricu-

lada. Translade o triangulo A de acordo com cada matriz coluna dada e desenhe o tridngulo transladado.

Figura 3.15: Grafico 5

Fonte: Livro Matemética : contexto & aplicacoes : ensino médio - Volume 2, pagina 87.

2
a) ( ), dando origem ao triangulo B.

w

-3
b) ( 4), dando origem ao triangulo C.

2
c) ( 5), dando origem ao triangulo D.

-3
d) ( 2) , dando origem ao triangulo E.

e) Em cada caso, escreva a adi¢do de matrizes correspondentes.

Comentario 3.8.2. O exemplo 3.8.2 utiliza o conceito de transformacio geométrica’ (translacdo) ,
portanto consideramos como uma boa contextualizagio. Contudo, acreditamos que o exemplo 3.8.2 poderia
ter definido o significado de translagao. Poderia ter disponibilizando exemplos de matrizes rotagdo e

reflexdo possibilitando a utilizagdo desses conhecimentos em sua estrutura. Por exemplo: A matriz de

1 0 0 -1 0 0
reflexdo em torno do eizo z |0 —1 0| ouem tornodoeizoy [ 0 1 0
0 0 1 0 0 1

Exemplo 3.8.3. (Ezercicio 55, retirado da pagina 92) Transformem a figura a sequir usando a matriz

A1:<3 0) A2:<—2 0>
0 1 0 1

fTransformacio geométrica é uma aplicacio bijectiva entre duas figuras geométricas, no mesmo plano ou em planos
diferentes, de forma que, a partir de uma figura geométrica original, forma-se outra figura geometricamente igual ou
equivalente. Uma transformacao geométrica é, portanto, uma correspondéncia, um a um, entre pontos de um mesmo plano
ou de planos diferentes

de transformacao escala:
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Figura 3.16: Grafico 6

Fonte: Livro Matemética : contexto & aplicacoes : ensino médio - Volume 2, pagina 92.

a) Qual é a drea da figura A?
b) Qual é a drea de cada figura transformada?

¢) Qual é a relagdo da figura inicial A e a drea de cada figura transformada? O que ocorrew com a

figura A apds sofrer cada transformagao?

Comentario 3.8.3. O exemplo 3.8.3 utiliza o conceito de transformagao geométrica , portanto conside-

ramos como uma boa contertualizacao.

Infelizmente nao encontramos diversidade de contextualizacoes nessa obra, os poucos exercicios con-
textualizados encontrados sao voltados para transformacao geométrica.

Entre as poucas aplicacoes encontradas, gostariamos de destacar a criptografia com uma boa con-
textualizacdo, apesar de nao fazer parte do cotidiano da maioria dos educandos. No proximo exemplo,

iremos reproduzir o tinico exercicio sobre essa aplicacao que é proposto nessa obra.
Exemplo 3.8.4. (Ezxercicio 55, retirado da pagina 92)

CRIPTOGRAFIA E MATRIZES
De acordo com a tabela numérica temos os nimeros: 3,18, 9, 16, 20, 15, 7, 18, 1, 6, 9, 1, 28, 5, 28, 13,
1, 20, 18, 9, 26, 5, 19 e 27. Devemos arrumar a sequéncia de nimeros acima em uma matriz M de duas
linhas:

Figura 3.17: Matriz

18 9 16«20 15 7/ 18
5 28 13 1 20 8 g

Fonte: Livro Matemética : contexto & aplicacoes : ensino médio - Volume 2, pagina 93.

O remetente utiliza a matriz A para codificar a mensagem fazendo N = AM e, obtém a matriz N.

Figura 3.18: Matriz 2

Fonte: Livro Matemética : contexto & aplicacoes : ensino médio - Volume 2, pagina 93.
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Os elementos de N constituem a mensagem codificada: 87,59, 55, 61, 61, 65, 39, 63, 29, 23, 46, 30,
90, 51, 102, 71, 43, 90, 68, 63, 80, 27, 75 e 83.
Quando a mensagem codificada chega ao destinatdrio, ele utiliza a matriz decodificadora B para des-

fazer os procedimentos anteriores; ja deve ter sido estabelecido que :
BN =BAM =IM =M

Com os nimeros da mensagem codificada recebida, o destinatdrio constréi uma matriz com duas linhas
(N) e efetuar o produto BN. Veja:

Os elementos da matriz M obtida formam a sequéncia de numeros: 3, 18, 9, 16, 20, 15, 7, 18, 1, 6,
9,1, 28, 5, 28, 13, 1, 20, 18, 9, 26, 5, 19, e 27, cuja decodificacio é:

Figura 3.19: Criptografia

Fonte: Livro Matemiética : contexto & aplicacoes : ensino médio - Volume 2, pagina 93

(Exercicio 57 - pagina 93) Codifiquem wma mensagem utilizando os cédigos dados acima, depois

entreguem para outro grupo decodificar.

Comentario final sobre o livro 3.8. Infelizmente, nao foi encontrado nessa obra outro tipo de con-
textualizacdo em seus exercicios além dessas apresentadas ate aqui. Nao encontramos uma conexao entre

0s topicos func¢do exponencial e matrizes.



Capitulo

4
EXPONENCIAL DE MATRIZ

Essa secao é dedicada a demostragao da existéncia da relacao entre a fungao exponencial e as matrizes.
Para tal, serao usados o conceito de exponencial de matrizes, exemplos voltados apenas para manipulacao,
pois o intuito é de mostrar como se chega de fato a exponencial de matrizes.

A funcdo exponencial e matrizes ndo sdo relacionadas no cotidiano escolar médio. Isso acontece
devido a separagao dos topicos das disciplinas no CBC (contetido basico comum), pois geralmente a fungao
exponencial é apresentada para o educando no 1° ano do ensino médio, j4 matrizes sao apresentadas no 2°
ano. Essa separacao é um dos fatores preponderantes que causa a nao existéncia da interdisciplinaridade
de ambas nos livros didaticos ofertados aos alunos no ensino médio. Um momento oportuno para juntar
esses conceitos no ensino médio seria no 3° ano, pois nesse momento o educando ja esta familiarizado
com o0s tépicos de fungao exponencial e matrizes, e ja teria maturidade para receber esse conhecimento,
possibilitando a conexao exponencial e matrizes.

Na expectativa de estar contribuindo com o professor que estara regendo em sala de aula essas disci-
plinas, sera definido a seguir o conceito de exponencial de matriz. No entanto, ndo haverd um aprofun-
damento nesse conteudo visto que o objetivo é demonstrar que a relacao entre a funcdo exponencial e as
matrizes é possivel.

Considere M (n), o espago vetorial* das matrizes de ordem n com entradas reais, munido das operagoes
de adi¢do e multiplicacdo por escalar. Uma norma | - || do espago vetorial das matrizes M(n) é uma
funcao que associa cada matriz um ntmero real nao negativo que satisfaz a seguintes condigoes: seja k

uma escalar qualquer, A e B matrizes. Tem-se
i) ||A]| =0 se, e somente se, A =0
ii) A =0
iii) [[EA[ = [k - [|A]

iv) |[A+ Bl < ||All + [|B]].

*Um espago vetorial real consiste em um conjunto ndo vazio de objetos que podem ser somados e multiplicados por
um namero real satisfazendo as propriedades usuais (comutativa, associativa, elemento neutro e distributiva) da adi¢ao e
multiplicacdo por escalar
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Defini¢ao 4.0.1. Seja A = [aij]rxs uma matriz. Chamamos de norma da matriz A e denotamos por

All, o nimero nio negativo

14l = max Zlaml,

que € o maior valor da soma do modulo de todos os elementos de cada linha da matriz.

1 2 3
Exemplo 4.0.1. Determine a norma da matriz A= |3 4 1
2 3 1
S
Resolugao 4.0.1. Determinaremos o valor da norma ||A|| = Jnax. Z |a;;| somando os mddulos de cada

elemento de cada linha da matriz A, desde modo:

1+ (20 +13] =
31+ 4] + 1]
20+ 131+ 1]

assim, ||A]| = max{6,8,6} = 8.
Um caso particular da defini¢do 4.0.1 é o vetor coluna n x 1 que enunciaremos a seguir.

T
Definicao 4.0.2. Seja X = | . | um vetor coluna. Chamamos de norma do mdzimo de um vetor coluna

Tn
X o numero

1 X1 = max{|z| + - + 2]}
Teorema 4.0.1. Sejam A = [a;j]rxs € B = [agj]sxt duas matrizes, entio
[A- Bl < [IA]l - [|B]l (4.1)
Um caso particular é quando B é um vetor coluna X, temos
[A- X[ < Al [1X]]- (4.2)

A demonstragdo do teorema 4.0.1 pode ser encontrado no livro Boldrini et al. (1980).

Consequentemente, pelo o teorema 4.0.1 temos
1A% = [|A- Al < [|A] - Al < [lA]1%,

por recorréncia
AR < 1A]l~.

Defini¢ao 4.0.3. (Ezponencial de matriz) Definimos como exponencial de uma matriz A, x, com entra-

das reais por

> 1 1 1 1
AR T A AP A+ = Ad
]; ! AT Tt T
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onde I é a matriz identidade n X n e, ainda,

A =171, Al =4, A= AFA.

)

Como se trata de uma série, devemos ter o cuidado de verificar se a mesma converge. De fato, note

que para matriz A de ordem 1 temos a serie de Taylor da exponencial escalar ou ainda série de Maclaurin

2 933

dada por e =1+ + 5>+ 37 + ..., e essa série é convergente. De maneira geral usando a norma de
matrizes em M (n) temos

Y1 1
k k
<D w4t = gl
k=0 k=0
Y1
= ) —|l4A-A4...4
k! ||[Y~—~—
k=0 Jj vezes
M1
< > Al Al Al
k=0 Jj vezes
N
1 k
= YAl
k=0 "
Se N — oo, entdo segue que
> Ly =1 k
Z l? < Z Tl [N
k=0 k=0
= ellAll,
Como ell4ll ¢ um nimero real nio negativo, a série
1 o
kl

é absolutamente convergente.

Por consequéncia, se fixar uma matriz A, x,, t € R. Como tA é uma matriz n X n temos:

d(t) = et = %t"fA’“ =T+tA+ 5 A2 +3 A3 (4.3)

Observe que se derivarmos ®(t), obteriamos:

RS U S k=1 gk—1 _ SR _ tA
_Z(k—l)!t A AZ t A ';EtA—A-q)(t)—A-e. (4.4)

k=1
Nos exemplos a seguir demostraremos como calcular o matriz exponencial e?.

Exemplo 4.0.2. Determine:

5 0
2 \0 3

fdados retirados da obra (Stewart, 2013)
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Resolucao 4.0.2.

a) Observe que,

4 = 5 0
0 3

A? =

A3 = A A% =

,deste modo temos

()6

5:540-0 5-0+0-3) (5% 0
0-5+3-0 0-0+3-3/ \o 32

5 0 520\  (5-5240-0 5-0+0-32\ (5° 0
0 3 o 32/ \0-52+3.0 0.0+3-32)/ \o 33

5 0

b) Observe que,

e(og)_ Loy (5 0\, (5 o), 1(5 o),
0 1 0o 3) 20 o 32/ 3 \o 3

2 3

)
1+5+—+—+... 0
2! 3!
2 33

3
0 1+3++7+--.

2! 3!
_ e 0
B 0 e/’

0-a+b-0 0-0+0b-0D

)

B <a~a—|—0-0 a-0+0~b> B

a® 0
0 b2

B A A2 a 0 a? 0 B a-a2+0-0 a-0+0-52 B a® 0
B o b 0 2] \o-a2+b-0 0-0+b-2) \0
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, assim temos

a 0
0 b 1 0 n a 0 n 1 {a® 0 n 1 ({a® 0 n
e = —
0 1 0 b 20\ 0 o? 31\o0 o

2 a3

b b
0 1+b4+ =4+ =+
_ e 0
B 0 e/’

20 3
Exemplo 4.0.3. (matriz diagonal) Considere a matriz diagonal

A 0 0 - 0]

0 X O

A = A3
: 0
L0 0 0 p

Note que,

A0 0 0]

0 X 0

A =N
C 0
L0 0 A%
A3 0 0 0]

0 A 0

A3 = : )\g
: 0
L0 0 0 A3 |
A 000 0]

0 X o0

AR =N
S .0
L0 0 0 - M

para todo k € N. Representaremos a matriz A* com a sequinte notacio A*¥ = diag ()\’f,)\’g, . .,/\’g).
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Consequentemente,
1
A k
et = g i A
k=0

= Zmdmg (AF NS, 0F)

k=0

_ diag (Z M)\l,zm/\27...,zk!)\n>
k=0 k=0 k=0

= diag(e,e?2, ... etn).

feM 0 0 -~ 0]

0 e 0
= e)\g
: 0
L0 0 0 e |

Portanto se A e wma matriz diagonal, entao e também é. Em consequéncia, temos

e 00 0
0 e O
el = diag(e,e, ..., e) = e =el
: 0
0 00 e

Definigao 4.0.4. Dada uma matriz A, xn,, se existir um n tal que A™ = 0, entdo denominamos A como

matriz nilpotente. De uma forma geral temos

0
a
A=N,=|0 a 0 O
0 O a 0
0 0 0O
a 0 0 O
Por exemplo, se N, = A = , entao
p 4x4 0 a 0 0
0 0 a O
2
0 00O 0 00 O 0 0 0O 0O 0 0 O
a 00 0f Ja 0 00 a 00 0f |0 0 00
0 a 0 O 0 a 0 O 0 a 0O a> 0 0 0
0 0 a O 0 0 a O 0 0 a O 0 a> 0 O
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S O©O o T

o o 38 O

oS 8T O O

Observe que para todo n > 4, A™ = 0. Desde que,

1 2 1 3
T+ A+ A+ A%t

GA:

segue que

Resultando em

Por inducao pode-se demostrar que para qualquer matriz nilpotente temos:

n=2)! (n—23)!

(n—1)!

1 0
a 1]

(

).

0 0
a 0

eNe, Observe que P(2) ¢ verdadeira, pois eMNe = e<

Seja P(n)

Demonstragao:
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Suponha valida P(n) para todo n > 2, ou seja, que

1 0
a 1
o 1 0 0
- a e
P(n) = eNa B eA”X" B CL% a?
g E a 0 0
n;l n.72 n.73
a a a a 1

mn=1)! (n=2)! (n-23)!

A

Queremos provar que P(n + 1) = e“»+1xn+1 é verdadeira. Observe que P(n) é

1 0 0 0 0
0 1 - 0 0 a
1
effe = gfoxn - 00 10 01+10 a 0 [+5 a?
0 0 0 1 0 0 a 0 0 a®
ot : TR
(n—1)! n
an—l 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
a 1 0 0
2
< a 1 0 0
. 3
) T 2 0 0
an‘— 1 an.— 2 an-_ 3
1
(n—1)! (n-2)! (n-3) ¢
Entao, P(n + 1) é dada por
0 0 0
0 .. 0
1

eNa = eAntixntl — 0 0 0 n 0 a 0 0
0 a 0
0 0 a
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0
0
N 1|a 0 0 0 0 . 1 0
21 .. (n—1)! ...
a2 0 an—l
a2 0 anfl
0 0 0 0 0
0
+ l 0 + 1
n! (n+1)!
0 0 0 0 0 0
a” 0 0 0 0 0
1 0 0
a 1 0
2
% a 1 0 0
a’ a?
n—1 n—2 n—3
a a a 1 0
m=1)! (mn—=2)! (n-23)!
ﬁ anfl an72 )
o -1 (n—2) “

Ou seja, P(n + 1) é verdadeira para todo n > 1, conforme queriamos demonstrar.

Para os exemplos a seguir, considere as séries de Taylor! do cosb e sinb sdo dadas por

[e] (71)]C
cosb = >, 2%)! b2k
2 bt 1S
=g ta et
e
" _ 00 (_1)k 2k+1
sinb = >3,7, (2k—|—1)!b
_o, vy
B R T

0

b
Exemplo 4.0.4. Seja B = ( O)l Calcule e”.

tDados retirados da obra (Stewart, 2013)
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Resolugao 4.0.3. Iremos comecar a resolucao observando as poténcias da matriz B, ou seja,

O | ) B A
2= (00 -
S I SR TR ]
HRICHIR

Considerando o expoente par, por recorréncia, temos

k0
2k __ k

B+ (Z1)k 0 p2k+1
_b2k+1 0 .

Utilizando a série de Taylor para as fun¢des seno e cosseno obtemos

5 10+ 0 b+1—b2 0 L1 0—b3+

(& - —
0 1 -5 0) 20\ 0 —b? 3\ 0

1= b2 + fib* — 05+ ... b— ;b3 4 305 — LT+ ...

—b+ b — L0+ 0T 4. 1 — b bt — O

B cosb  senb
B —senb cosb |’

Para continuarmos o estudo sobre exponencial de matriz iremos apresentar a seguir conceitos que nos

B5

e para expoente impar,

auxiliardo no calculo.

Definigao 4.0.5. Duas Matrizes A e B de ordem n sio ditas conjugadas, se existe uma matriz Cpxn,
invertivel tal que AC = CB, ou seja, A= CBC™!.

Teorema 4.1. Sejam as matrizes Ay xn, Bnxn conjugadas e a matriz Cy,x.,,, Seque que:
i) Se AC = CB, entio eAC = Ceb.
ii) Se C é invertivel e A = CBC™!, entio e = eCBC™ = CeBC1.

Demonstragao:
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i) Como AC = CB,

A2C = AAC
= ACB
= C(CBB
= (OB
Da mesma forma, temos
AFC = A-A-...-AC
—_—
k vezes
= A-A-...-A-CB
—_—
k—1 vezes
= A A-...ACB-B = A-A-...-ACB?
— —
k—2 vezes k—2 vezes ’
= A A-...-ACB-B? = A-A-...-A-CB?
———— ————
k—3 vezes k—3 vezes
= CB*

para k € N. Agsim

Afirmacgao 4.0.1. Sejam as matrizes Anxn € Bnxn. Tem-se:
i) Se AB = BA, entio e‘eB = eATB;

A Ap—A _ [ — g—ApA

ii) A matriz e® sempre é invertivel, com (e?)™! = e™4, ou seja, e =e el

A demonstragdo da afirmagao 4.0.1 pode ser encontrada em Silva (2011).

—b 0 0 —-b 0 0 —b
Exemplo 4.0.5. Seja C = “ . Observe que C = “ + e . =
b a 0 a b 0 0 a b 0

-04+0-b -(=b)+0-0 0 —ab 0 -b 0
a0+ a-(=b)+ = = S . Logo pela propriedade 4.0.1 ()
0-0+a-b 0-(=b)+a-0 ab 0 b 0 0 a
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temos:

e 0 cosb —senb
0 e senb  cosb
(e“cosb —e“senb)

senb  e%cosb
. [ cosb  —senb
= e .
senb  cosb

A 1
0 e B = 0 . Observe que A- B =
0 A 0 0

0 X
0 0

Exemplo 4.0.6. Sejam as matriz A = =B A

[A 1}
Al A0 0 1
Assim, pela propriedade 4.0.1 (i) podemos calcular e 0 A , visto que [ 1 = [ ] + [ ]

0 A
{A 1] {o 1]
t t
oA o o of
0 1

2 t
1 1 1 { ]
Note que lg O] = lo ] [0 ] = [0 0], o que implica em e 0 0] _ I+

Desse modo temos:

0 0[]0 O 0 0

‘A e 0\ (1 ¢
e
0 e/ \o 1
e)t te)\t
0 eAt :

Iremos apresentar a seguir um método alternativo para se calcular o exponencial de matriz. Para isto,

0 1], _ |1t
o ol o 1|’

Assim,

conceitos exigidos podem ser encontrados no apéndice na se¢ao 6.2.

11
. 9 1
Exemplo 4.0.7. Determinar e .

11
Resolucao 4.0.4. Primeiramente, calculamos os autovalores da matriz <9 1) , 0U Seja,

1—A 1

Y 1) =1-N1-N)-91=X-22-8=A-4)(\+2)=0




71

6.2 et = Z aptfNE temos,

n—1
que resulta em Ay =4 e Ay = —2. Como definirmos no apéndice na se¢ao
k=0
et = ay + 4as
9 )
e =01 — 209
Dai
et = ay + day et = aq +4as
(72 =a; —2as) -2 2e% = 20 — 4oy
= et +2e72 = a1+2m
et 4 22 = 3
et +2e2
« = —
! 3

determinaremos oo substituindo na equagao
e* = a1 +4as

1
0 a1 por 3(64 +2e72), dessa forma temos

et = a1 +4as
1
et = 5(64 +2e72) + 4y
a_ L4 -2
e* — g(e +2e7%) = dao

1
et — 5(64 +2e¢72)

[6%) = 4
3et — et — 272
[6%) = i
2 4 =2
o _ A —e)
3 4

(4.5)
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2(e* —e72)
@z = 12
et o2
Qg = 6
1
ay = 6(64—6_2).
Assim temos que
e = a1l +aA
o)
9 1 1o, o, (r oy 1,, ., (11
e = —(e*+277)- + —(e*—e™*)-
3( ) (0 1 6( ) 9 1
4 -2 Loa_ oy L4 o
—(e* 4+ 2e79) 0 —(e*—e?) —(e*—e?)
€A = 1 + 8
0 5(644-26_2) 6(64—6_2) 6(64—6_2)

1 (3e* 43¢ et—e?
6\ 0et—0e72 3et43e72)°

2 1
. 3 0
Exemplo 4.0.8. Determine e .

Resolugao 4.0.5. Primeiramente, calculamos os autovalores da matriz A = <3 0) , 0U Seja

2—X 1
=2-M(-N)—-3-1=X-2\-3=0,
3 -
que resulta em Ay = —1 e Ay = 3. Como e = ay + as(t\), temos
et =aq —aot
€3 = aq + 3ast 7
Da7t
e t=qay —ast (et =1 —ast) -3
e = ay + 3ant et = ay + 3ot

et = 301 — 3ast
e = aq + 3ast

= et 4 ¢3¢ = 301+ o
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et 4 3t

40(1

aq

. Determinaremos oo utilizando a equagao

—t

e

= 40[1
= 3t 4 3e!

1
= Z(e‘% +3e7t)

= 1 7Ol2t

1
, onde substituiremos oy por Z(e?’t +3e7), seque que

(4.6)

e a1 — aot
—t Lo —t
e 1(6 +3e7h) — aot
4e~t et + 3e~t — dawt
de=t — 3t — 3¢t —4aot
et — et —Atay
et _ o3t
= «
—4t 2
1
I O U
Q9 4t( e”)
Segue que
1 0 1 2 1
tA 3t —t 3t t
= I tA) = = 3 — -
e arl + as(tA) (e + 3e )(0 1>+4t(e e ) (3 O)

e3t 4 3et 0 2e3t —2e7t 3t — et
_ 4 4
0 et 4+ 3et T 3e3t = 36t 0
4 4
363t 4 ot Bt ot
- 3¢5t —43e_t> et +43€_t
4 4

0
-9
caracteristico p(\) = A\? — 6\ + 9 note que o autovalor duplo de A é X\ = 3 e o autovalor duplo de tA é

1
Exemplo 4.0.9. (¢4 onde A tem auto valores repetidos ) Considere A = ( 6). O polinomio
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A= 3t. Assim
et = g+ a(3t) ,

como é um autovalor duplo ndo temos outra equagdo, para encontrar os coeficientes oy e g iremos

derivar a equacio anterior em relacio ao pardmetro t, assim temos g = €3t e dai oy = e3t(1 —3t), logo

etA arl + as(tA)

(1 =3) 0 N 0 e3t
N 0 e3t(1 — 3t) —9e3t Get

e3t(1 — 3t) e3t
—9e3t e3H(7 — 3t)

Exemplo 4.0.10. (Matriz de ordem 3 com auto valores distintos)

2 1 0
Seja A= |0 3 1| para calcularmos et sequiremos os mesmos passos dos exemplos anteriores.
0 0 4

Primeiramente calculamos o polinémio caracteristico de A, que é
p(A) = (A=2)(A=3)(A —4),

e por sua vez 0s autovalores, que sdo respectivamente Ay =2, Ay =3 e A3 =4 e o0s autovalores detA
n—1
sio A\ =2t, Ao =3t e A3 =4t. Entdo como definimos na secio 6.2 do apéndice et = Z aptFNE,
k=0
ou seja, e = ay + az(At) + az(\t)?, assim
e?t = ay + a(2t) + az(2t)?

e3t = ay + aa(3t) + az(3t)?
et = ay + ag(4t) + as(4t)?

resolvendo o sistema e descobrindo as varidveis oy, as e as € possivel calcular o valor da exponencial,

através de arl + ao(tA) + az(tA)? a qual, deizaremos a critério do leitor terminar esse exemplo.

Exemplo 4.0.11. (Matriz de ordem 8 com autovalor um duplo e um simples )

2 10
Seja A =10 2 1| para calcularmos et sequiremos o0s mesmos passos dos exzemplos anteriores.
0 0 4

Primeiramente calculamos o polinémio caracteristico de A, que é
pA) =(A=2)A=2)(A—4),

e por sua vez os autovalores, que sdo respectivamente A\ =2, Ao =2 e A3 =4 e 0s autovalores de tA

n—1
sGo A\ = 2t, Ao =2t e A3 =4t. Entdo como definimos na se¢io 6.2 do apéndice e = Z aptP\F,
k=0
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ou seja, eN = ay + ag(At) + az(\t)?, assim

e?t = ay + as(2t) + a3 (2t)?

et = oy + ao(4t) + as(4t)?

nesse caso precisamos derivar em t a equacdo €?' = oy + ao(2t) + a3(2t)?, pois a mesma se refere ao
autovalor duplo, dessa forma temos
2e% = 20, + Sast. (4.7)

Rescrevendo o sistema e acrescentando a equagao 4.7 temos
e?t = ay + aa(2t) + az(2t)?

et = oy + ao(4t) + asz(4t)?
2e?t = 201 + 8at

resolvendo o sistema e descobrindo os coeficientes v, as e ag € possivel calcular o valor da exponencial,
através de et = a1 + as(tA) + az(tA)? .

Exemplo 4.0.12. (Matriz de ordem 8 com autovalor triplo )

2 10
Seja A =10 2 1| para calcularmos et sequiremos os mesmos passos dos exzemplos anteriores.
0 0 2

Primeiramente calculamos o polinémio caracteristico de A, que é
pA) =(A=2)A=2)(A-2),

e por sua vez os autovalores, que sao respectivamente \y =2, Ao =2 e A3 =2 e 0s autovalores de
tA sGo M1 =2t, X =2t e A3 =2t. Entdo

e = ay + a(2t) + as(2t)?

nesse caso precisamos derivar em t a equacio €** = oy + as(2t) + a3(2t)2, pois a mesma se refere ao

autovalor triplo. Assim a equagao fica da sequinte forma
2¢%t = 205 + 8aist

resolvendo o sistema e descobrindo as varidveis oy, ag € possivel calcular o valor da exponencial, através
de e = oy I + ag(tA) + az(tA)? .

Nessa secao a seguir veremos uma aplicacao da exponencial de matriz.
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4.1 Uma aplicagao para exponencial de matriz

As matrizes podem ser utilizadas para obter a solucdo de um sistema homogéneo de equacoes di-
ferenciais lineares de primeira ordem. Podemos representar o sistema de equacbes diferenciais lineares

homogéneas (EDO’s)S da seguinte maneira

I,(t) = an(t)xl + alg(t)$2 + -+ alnll?n(t)
() = an(t)n+ (e + o+ oz (t) s
() = a1tz + ana(t)xe + -+ + apnen(t),
na forma matricial
LC/(t) all(t) a12(t) s aln(t) X
$/(t) agl(t) a9 (t) e agn(t) xro
- (4.9)
' (t) ap1(t)  ana(t) - ann(t)) \an

Denotaremos as matrizes X e A por

1 (t) ain(t) a2(t) - ain(t)
.o xz‘(t) A azl‘(t) a22.(t) ‘1271.(0 7
T (1) an1(t) an2(t) - ann(t)

com z; sendo fungoes diferencidveis que satisfazem o sistema 4.8 associado a matriz A e a;; os coeficientes
desse sistemas.

De forma mais simples, o sistema 4.8 pode ser escrito na forma
X' = AX. (4.10)

Proposigao 4.1.
E possivel definir exponencial de matriz e de tal forma que X = e'AC' seja uma solug¢io do sistema

linear homogéneo de
X' = AX,

onde A € uma matriz de ordem n e C é uma matriz coluna de constantes arbitrdrios.

A demonstragdo da proposigao 4.1 pode ser encontrada em Stewart (2013).
. 10 i -
Exemplo 4.1.1. Considerando A = 0 9 encontre uma solugao para equagao X' = AX.
Resolugao 4.1.1. Sejam X = (z1,22) e X' = (2}, x%) note que

()6 0)

$Equacdes diferenciais lineares homogeéneas de primeira ordem, sdo equagoes diferencias de primeira ordem onde a fungao
incognita depende apenas de uma Gnica varidvel.
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o , » _ 10
Primeiramente, iremos calcular e”*. Encontrando os autovalores da matriz A = NYE temos
1-A 0
=(1-N2-X)—-0=X-3)1+2=0,
0 2—A
se, e somente se, \} =1 e Ao = 2. Como ™ = a1 + as(t)\y), temos
et = a1 + ast
e?t = aq + 2ast
Da7t
el = a1 + ast (et = a1 + ast) - (=2)
et = aq + 2ast et = aq 4 2ast
—2et = —201 — 2000t
e?t = aq + 2ast
= —2¢’ + €% —
2et —e? = o
o = 2¢t — 2t
. Determinaremos oo utilizando a equag¢do
el = aq + ast, (4.11)

onde substituiremos a1 por 2et — e?t, seque que

el =y + ast

et = 2t — e 4 ot
et — 2t +e2t = ot
Qot = % ¢t
o2t _ ot
Qo =
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.Seque que

e = ail+as(td) = (28— e (1 O) + (2 —et) <1 O>

Assim, como

X = eAte,
entao
1 et 0 c1
T 0 €] \e
1 = el
9 = €%y
X = etep + %oy

Com C(0) = <01> sendo a solu¢do que satisfaz a condigio inicial.
C2
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5
CONSIDERACOES FINAIS

O desenvolvimento do presente estudo possibilitou uma analise nos livros didaticos que foram ofere-
cidos pelo MEC as escolas publicas estaduais da regiao leste de minas, e a0 mesmo tempo propiciou a
revisao dos conceitos e propriedades da funcao exponencial e matrizes, e a obtencao do conhecimento
sobre exponencial de matrizes.

Em cada livro didatico, analisamos as contextualizacoes e aplicagoes encontradas nos exercicios presen-
tes nos capitulos que se destinavam a fungdo exponencial e matrizes. Observamos que ha uma diversidade
maior em contextualizagoes nos exercicios que estao voltados para funcao exponencial. Esta tendéncia
de diversidade em contextualizagoes nos exercicios de exponencial esta relacionado possivelmente a sua
familiarizacdo com situagoes do cotidiano do educando.

Através do presente estudo percebemos como as contextualizacoes ou aplicagoes de situagdes reais tem
um valor significativo para educando. As contextualizagoes justificam a necessidade da aprendizagem do
contetdo, motiva- os a aprender, pois veem o conteido com mais significado.

Ja as abordagem dos tépicos aqui mencionados em ambos livros possuem caracteristicas semelhantes,
iniciam com exemplos de aplicagoes, definem o conteido e logo apds definem alguns exercicios. Acredita-
mos que é possivel ensinar esses topicos de uma maneira um pouco diferente, possibilitando ao educando
a descoberta da importancia do ensino que ele esta adquirindo. Uma abordagem diferente para esses
topicos seria através das contextualizagoes, vinculando o abstrato tratado em sala de aula com o real

visto no cotidiano do educando, essa abordagem seria feita do seguinte modo:

i) Analisar situagoes reais que podem ser modeladas pelo conteudo lecionado, tendo o cuidado de

apresentar situacoes que sejam do cotidiano, diretamente ou indiretamente.

ii) Pesquisa direcionada sobre o temas mencionados, afim de trazer o méximo de familiarizacdo do

conteido .
iii) Explicacdo formal dos conteidos.
iv) Aplicacdo de exercicios contextualizados e relacionados a situagdes antes mencionadas.

v) Construir uma modelagem de forma simples da situagdes relacionadas.
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Infelizmente a conexao entre a funcdo exponencial e matrizes nos livros didaticos é bem escassa, na
nossa pesquisa nao encontramos uma conexao direta entre esses topicos. Porém no capitulo 4 demostramos
que é possivel a existéncia de uma conexao direta entre ambas, e também a aplicacdo dessa conexao.
Possivelmente a escassez da conexao entre a funcao exponencial e matriz é devido a dificuldade de
relacionar um assunto que viabilize a conex@o e que possa ser compreendido no ensino médio, grau de
estudo que os educandos estao.

Como professor, estamos sempre utilizando ferramentas diversas para ensinar. Ferramentas essas que
devem ser precisas, pois, do contrario nao alcancaremos os nossos objetivos. Como o livro didatico e uma
das ferramentas mais utilizadas pelo o professor, devemos tomar o coitado se os livros abordados estao
trazendo em seu contetdo instrumentos que fomentarao a busca pelo conhecimento. Como demostramos
nessa pesquisa as boas contextualizacoes sao eficientes nesse aspecto, portanto a acreditamos que a escolha
do livro didatico deve ser pautada também na verificagao das contextualizagoes e aplicacoes encontradas
em seu interior. Para assim proporcionar um ensino mais dinamico para o educando, solucionando os

questionamentos comuns em sala de aula, para que? Porque? Aonde vou usar isso? etc.
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6

APENDICE

Nessa segao iremos relembrar alguns conceitos de algebra linear, e ndo aprofundaremos nesses topicos,

deixando a critério do leitor tal aprofundamento.

6.1 Autovalores e Autovetores

Os resultados a seguir sao importantes e iremos definir -los por completude de informagao e podem

ser encontrados no livro Geometria Analitica e Algebra linear de Manuel Ferreira Filho - 2° edigéo - 2003.

Definigao 6.1.1.
Seja Anxn € A € R. Diremos que A € o autovalor ou valor proprio de A se existe um vetor coluna K

de R™, nao nulo, tal que AK = AK e o vetor K serd chamado de autovetor ou vetor préprio. Entao
AK = \K

AK = \IK
AK — MK =0
(A= MK = 0.

Definigao 6.1.2.
Seja Apxn- Chamaremos de polindmio caracteristico de A o polindmio p(\) = det(A — M), onde I é
a identidade e A € o autovetor.

Exemplo 6.1.1.

-1 -2
Cualcule os autovalores e autovetores de A ( 5 A ) .

A\ — —-1-X =2
3 4—-A

p(A) = det(A — \I) = \* — 3\ + 2.

Resolugao 6.1.1.
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Portanto Ay =1 Ay =2 logo para A1 =1
-1-X =2 r\ (0
3 4-A)\y/) \o
2 =2\ (z\ (o
3 3/ \y) \o)’
—2z—-2y=0

-1
portanto , ou seja, x = —y, entGo o um autovetor vinculado \; é K = . 0
3z+3y=0 1

calculo para o autovetor vinculado a Ao e de maneira andloga de \1, e por isso na a realizaremos.

6.2 Teorema de Cayley - Hamilton

Teorema 6.2.1.

Seja V um K-espago vetorial de dimensao finitan eT : V — V linear e p(\) o polinémio caracteristico
de T. Entao
p(T) = 0.

Demonstragao:

Seja B uma base de V e A = [T]5 a matriz de T nesta base. Consideremos Ay = A — A, com [ a

matriz identidade de ordem n. Assim, p(\) = detAy. Seja
B = adj(4y) = (by).

Logo, cada b;; é um polindmio de grau no maximo n — 1 na varidvel A. Podemos escrever tal polinémio
para cada i, j como:
_ 0 1 n—1yn—1
bij = by +bj; A+ ...+ b AT

A matriz dos coeficientes do termo k (fixa) destes polinomios é

k k k
by, biy ... bY,

BF = , onde k=0,1,...,n—1.

k k k
biy by ... by,

Entao, segue
B=B"+BA+...+B " 1A\" L.

Como p(A) = det(A] — A) é monico e de grau n, temos
p(A)=ag+arA+...+ "

Escrevemos também

BAy = adj(Ay) Ay = (detA\)T = det(\ — A)I
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Substituindo as expressoes para B, A\ e det(A] — A) = p()\) encontramos
(B°+BA+...+B" "\ (M —A4) = (ag+aA+...+\") L.

Donde segue
~B°A+ (B - B A\ +...+ B '\" =aol + a1 I\ + ...+ I\".

Igualando-se os coeficientes dos termos de mesmo grau obtemos

0,0] = 7BOA
ail = B°-B'A
an—1I = B"?2—-B"14
I = B!

)

multiplicando-se por I, A, A2,..., A", segue que

aol = —BOA
amAI = BYA-— B!'A?
an_lAnfl — PBn=2gn-1 _ gn-1lyn
An = BrlAn

Adicionando os membros da igualdade anterior temos

aol + a1 AT + ... 4+ ap 1 A" 4 A" = py(A) = 0.

Logo, pelo teorema temos que para toda matriz quadrada A
n
p(A) = b A* =0,
k=0

onde A° = I e A**1 = A. AF para cada k € N. Por consequéncia da definicio do teorema temos
n—1
Am == b AR,
k=0

11
Exemplo 6.2.1. Seja A = N O polinémio caracteristico de A e dado por p(\) = A2 — 2\ — 8,

pelo teorema de Cayley Hamilton substituindo e A por A, temos que a equagdo p(A) € nula, ou seja,

A2 —24—-8] = 0
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Dai,
A2 = 2A+81
AP = AQRA+8I) = 2424+8A = 12A+16]
At = A(2A%2+8A) = 2434842 = 40A+ 961,

assim podemos dizer que toda as potencias da matriz A com expoente inteiro, podem ser escritas como

uma combinacio lineares das matrizes I e A,ou seja, A¥ = al +bA onde a e b sio dois escalar quaisquer,

At

como et é uma soma de potencias de A chegamos a conclusio que et = al + bA.

Da mesma forma podemos expressar os autovalores de uma matriz como uma combinagdao linear,

N 22 -8 = 0
A2 = 2\ + 8
A3 = A2A\+8) = 2\248\ = 12A+16
A = A2X\2+8)\) = 2X3+8)\% = 40\ + 96,
AF = a+ b

Dessa forma podemos calcular os valores dos coeficientes a e b, construindo um o sistema de equagoes

formado pelas combinacoes lineares dos autovalores da matriz dada

AE = a4 b
AL = a+ b
AE =+ bA,.

De forma geral
n—1
et = E agth AF
k=0
e determinaremos os coeficientes «, através de

n—1
e = E aptF .
k=0

Demonstramos o teorema 6.2.1 por completude de informacao, e o mesmo pode ser encontrado em
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