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Resumo

O presente trabalho tem o objetivo de mostrar que a utilizacao de vetores
no estudo de Geometria Analitica no ensino médio, nao sé facilita o entendimento dos
conceitos e demonstracoes, como também agiliza a resolucao de problemas, otimizando o
tempo - um fator muito relevante em concursos como o Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM). O trabalho destaca que a grande maioria dos livros didaticos de matemética
disponiveis nao trata desse assunto. Durante um periodo de 04 meses foi desenvolvido
com um grupo de 10 estudantes uma abordagem vetorial de alguns topicos da Geometria
Analitica que podem ser beneficiados com a utilizagao de conceitos vetoriais. O software

Geogebra foi utilizado como apoio ao processo de aprendizado dos alunos.

Palavras-chave: Matemética, Geometria, Vetores, Ensino Médio, Geogebra.



Abstract

This document aims to show that the use of vectors in the study of Analytical
Geometry in High School, not only facilitates the understanding of concepts and demons-
trations, but also speeds problem resolution by optimizing time - a very relevant factor in
college admission tests such as the Brazilian National College Admission Test (ENEM).
It will include the analysis of books commonly used in High School and will contain sug-
gestions of where vectors can be of great use. Geogebra software will be introduced to

support the student learning process.

Keywords: Mathematics, Geometry, Vectors, high school, Geogebra.
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Introducao

Tenho observado em minha pratica educativa, em escolas tanto ptblicas quanto
privadas, que os alunos apresentam enormes dificuldades em entender alguns dos concei-
tos basicos de Geometria Analitica, tais como: distancias, posicoes relativas entre retas,
calculo de areas, dentre outros. Chama atencdao também as dificuldades observadas na

resolucao dos problemas que envolvem tais conceitos.

Acredito que a introducao sistematizada do conceito de vetores e sua utilizacao
na resolucao de problemas pode contribuir positivamente para o aprendizado do estudante.
De fato, o estudo de vetores no ensino médio, pode fornecer aos estudantes uma ferramenta

que agiliza determinadas solugoes tornado o estudo mais objetivo.

O intuito deste trabalho é mostrar que a utilizacao de conceitos simples de
vetores aplicados de forma correta na resolucao de exercicios de geometria analitica, pode

trazer ao estudante rapidez e eficiéncia na obtencao da resposta final.

De um modo geral os livros de ensino médio apresentam a Geometria Anali-
tica no terceiro ano, iniciando sua apresentacao com Plano Cartesiano e demonstrando a
formula da distancia entre dois pontos. Utilizando o conceito de norma de vetor o apren-
dizado ficaria menos arido e atrativo para o aluno. A utilizacdo de softwares matematicos

como o Geogebra, também tornaria o estudo mais agradavel.

Tenho também observado nesses vinte anos que leciono Matematica, uma di-
ficuldade maior dos estudantes no aprendizado da Geometria em relacdo a Algebra, em
especial a Geometria Analitica. Analisando as programagoes curriculares das escolas mu-
nicipais, estaduais e particulares, observei que os estudos de Geometria se iniciam no
sexto ano do ensino fundamental e plano cartesiano no sétimo ano do ensino fundamen-
tal. A unido desses conteiidos, Geometria e Algebra se faz no terceiro ano do ensino
médio. Dessa forma passam-se aproximadamente 7 anos entre o inicio do aprendizado
e sua culminancia no terceiro ano do ensino médio. Esta observagao nos mostra que os
contetidos sao ministrados sem que se tenha a preocupacao de relacionar a geometria e a

algebra desde o inicio da vida académica dos alunos.
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Em [10] as autoras afirmam que “|...] a introducao da algebra ¢ o grande
momento de corte na educacao mateméatica escolar, e que a reacao usual é deixar para

depois, ao invés de antecipar essa introducao”.

Ainda, segundo [10], "a Aritmética e a Algebra constituem, junto com a Geo-
metria, a base da matematica escolar”, por isso nao se justifica retardar tanto a introducao
destas, uma vez que ambas, ao serem desenvolvidas juntamente com a Aritmética propicia
ao estudante uma base matemética mais solida, capaz de diminuir os impactos gerados

pelo contato desconecto desses trés campos da Matematica.

Na disciplina de Matematica, no nono ano o Teorema de Pitagoras é apre-
sentado sendo utilizado para célculo de distancias. Em Ciéncias também no nono ano,
esse teorema ¢ utilizado para calcular a forca resultante de duas forcas perpendiculares
e o modulo da forca. Assim, as nocoes iniciais de vetores sao apresentadas em Ciéncias,

deixando uma impressao inicial que o seu estudo somente se aplica a Fisica.

A auséncia do estudo de vetores nos curriculos de Matematica foi destacada
em [8], uma publicacdo da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), na qual o professor

Elon Lages Lima, ao analisar diferentes livros de Matematica para o Ensino Médio afirma:

“[...]Por alguma obscura razao, ou por nenhuma em especial, o importante
conceito matematico de vetor, [...| , é personagem ausente deste e dos demais compéndios

brasileiros, sendo usado apenas pelos professores de Fisica”. ([8], p.62)

O objetivo deste trabalho é chamar atengao para a possibilidade de desenvolver
o ensino da Geometria, principalmente a Geometria Analitica, concomitantemente com a

Algebra e o estudo vetorial.

Defendo a inclusao, no ensino médio no curriculo de Matematica, dos conceitos
de vetores e operacoes vetoriais, afim de utilizar esses conceitos, na resolucao de problemas,

que normalmente sao utilizados em avaliagoes escolares e no Exame Nacional do Ensino

Médio (ENEM).

Em 2016, propus aos alunos de uma turma do terceiro ano do ensino médio do
colégio estadual CIEP 137 - Cecilia Meirelhes em Petropolis, estado do Rio de Janeiro, uma
nova abordagem para alguns contetidos de geometria analitica que eram contemplados no

livro adotado naquele ano.

Uma parte formada por 10 alunos se interessou e assim, durante as aulas
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normais, reservei um tempo para que os conceitos de vetores fossem trabalhados.

Durante 4 meses, com esse grupo de estudantes, tive a oportunidade de apre-

sentar os conceitos basicos de vetores e algumas aplicagoes a Geometria Analitica.

Ao terminar esse periodo, propus algumas atividades e solicitei que estes co-

mentassem, de forma comparativa o método analitico e o método vetorial.

Afim de ilustrar a auséncia do contetido de vetores no ensino médio, apresento
em anexo no final desse trabalho as matrizes curriculares dos Parametros Curriculares
Nacionais (PCN) de matematica para o 3° ano do ensino médio retirado do site do Instituto

Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP)'.

O 3° ano do ensino médio é avaliado apenas no Sistema de Avaliacao da Educa-
¢ao Basica (SAEB). Em Matemética (com foco na resolugao de problemas) sao avaliadas
habilidades e competéncias definidas em unidades chamadas descritores, agrupadas em
temas que compoem a Matriz de Referéncia dessa disciplina. As matrizes de Matemé-
tica do Saeb estao estruturadas em duas dimensoes. Na primeira dimensao, denominada
objeto do conhecimento, sao elencados quatro topicos, relacionados a habilidades de-
senvolvidas pelos estudantes. A segunda dimensao da matriz de Matematica refere-se as
competéncias desenvolvidas pelos estudantes. E dentro desta perspectiva, foram elabo-
rados descritores especificos para cada um dos quatro topicos mencionados anteriormente,
diferentes para cada uma das séries avaliadas. Ao final do trabalho apresentamos a Matriz
de Referéncia completa para a Matematica, referente ao terceiro ano do Ensino Médio. A

partir de sua observacao destacamos que:

(GGeometria analitica é tratada nos descritores D6, D7 e DS.

e D6 - Identificar a localizacao de pontos no plano cartesiano.
e D7 - Interpretar geometricamente os coeficientes da equagao de uma reta.

e D8 - Identificar a equacao de uma reta apresentada a partir de dois pontos dados

ou de um ponto e sua inclinacao.

Pode-se observar que o assunto é tratado de uma maneira analitica bem ele-

mentar. Nem se fala de vetores em sua forma mais bésica.

thttp://portal.inep.gov.br/web/saeb /matrizes-de-referencia-professor
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O programa curricular em uso nas escolas do estado do Rio de Janeiro que é
chamado Curriculo Minimo?, aborda apenas os conceitos mais basicos da Geometria
Analitica. Esse curriculo serve de base para o Ensino Médio e também para uma avaliacao
institucional chamada Saerj e avaliacoes preparatorias para o Saerj chamadas Saerji-
nho. A utilizacao dessas avaliacGes servem para medir o grau de conhecimento dos alunos
sendo utilizadas como instrumentos de avaliacoes bimestrais. A Secretaria de Educacao
do Estado do Rio de Janeiro usa esses instrumentos para medir a eficiéncia da educacao
no estado. Defendo que a inclusao do estudo de vetores poderia abrir novos horizontes e

despertar a curiosidade nos estudantes para novos conhecimentos.

Acredito que com apenas esses assuntos abordados nesse curriculo o ingresso
em universidades publicas ou em universidades particulares de qualidade fica comprome-

tido.

O professor deverd determinar complementos para enriquecer os contetdos a

serem ministrados.

Fica como desafio contrapor este curriculo, romper com este sistema, lutar pela
autonomia pedagogica. O professor tem o poder de transformar este curriculo, pois é ele
quem trara a significacao dos contetidos em um dado contexto cultural. Suas concepgoes
epistemologicas vao modelar este curriculo prescrito e seu planejamento determinaré o que
realmente serd ensinado. Esta agao do professor acaba sendo uma forma de transgressao

a este curriculo minimo prescrito e arbitrado verticalmente pelo Estado.

Ao longo do desenvolvimento desse trabalho o governo tornou publica a sua
proposta para a Base Nacional Comum Curricular® (BNCC), e com muita satisfagao,
pode-se perceber a inclusao do contetido de vetores. Segundo o documento, na sua pagina

580:

O trabalho com vetores deve proporcionar aos estudantes, inicialmente,
compreender o conceito de vetor tanto do ponto de vista geométrico (co-
lecao de segmentos orientados de mesmo comprimento, dire¢ao e sentido)
como do ponto de vista algébrico (caracterizado por suas coordenadas).
Na continuidade, esse trabalho é ampliado para que eles sejam capazes
de interpretar a representacao geométrica da soma de vetores e da multi-
plicagdo de um vetor por um escalar e de compreender as relagoes entre
vetores e as transformagoes isométricas (reflexao, translagao e rotagao).
E importante que todo esse trabalho seja proposto de modo articulado e
integrado com situacoes estudadas na Fisica, por exemplo, e com apoio

http:/ /www.rj.gov.br/web /seeduc/exibeconteudo?article-id=759820
http:/ /basenacionalcomum.mec.gov.br/
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de softwares de geometria dindmica.

Este trabalho esté estruturado da seguinte forma. No capitulo 1, sdo apresen-
tados os conceitos basicos da (Geometria Analitica, analisando a forma vetorial que pode

ser utilizada na resolugao de problemas normalmente aplicados no ensino meédio.

No capitulo 2 sao apresentadas algumas atividades que foram realizadas com
os estudantes que participaram da pesquisa, comparando os métodos analitico e vetorial
em exercicios comumente aplicados no Ensino Médio.Nessas atividades foi solicitada a

opiniao dos alunos referente aos métodos em questao.

O capitulo 3 traz um relato sobre a minha experiéncia com a utilizacao do

software Geogebra em uma escola publica do Estado do Rio de Janeiro.

Foi enviado por e-mail a diversos educadores um questionario indagando sobre
a utilizacao de vetores em suas respectivas areas de atuacao. O questionario, bem como

as respostas recebidas, sao apresentados no capitulo 4.

O capitulo 5 ¢ dedicado as consideracoes finais e conclusao. Por fim, hd um

capitulo com os anexos.
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1 Vetores: uma proposta de abordagem

Analisando os livros de Matemaética que sao normalmente adotados no ensino
médio tanto em escolas publicas quanto em particulares, é notéria a auséncia de uma
abordagem como a que propomos nesse trabalho. Geralmente os autores apresentam
brevemente o Plano Cartesiano e em seguida discutem a nocao de distancia entre dois

tos, tant ta R quant lano R%. N éncia sao vist itos d
pontos, tanto na reta R quanto no plano R”. Na sequéncia sao vistos os conceitos de

ponto médio, baricentro e a condicao de alinhamento para trés pontos dados no plano.

=il Moderna

Figura 1.1: Capas de livros de terceiro ano do ensino médio de colecoes aprovadas no
Programa Nacional do Livro Didatico - PNLD

Toda abordagem desses livros é puramente analitica, ou seja, nao leva em
conta qualquer conceito vetorial. Acredito que o estudante do terceiro ano do Ensino
Médio, deveria ter contato com o conceito de vetores. Desta forma, além de facilitar
o aprendizado de Geometria Analitica, ele também estaria se preparando para resolver

problemas de Fisica envolvendo grandezas vetorais.

Para o desenvolvimento desse trabalho foram consultadas as colecoes de Mate-
matica [3], [5], [14] e [11], todas aprovadas no altimo Programa Nacional do Livro Didatico

(PNLD).

Nas proximas secoes serd apresentada, de forma simples e objetiva, uma pro-
posta de abordagem vetorial para os topicos: distancias no plano, ponto médio, baricentro

e a condicao de alinhamento para trés pontos. Iniciaremos com o conceito de vetor.

Conforme mencionado na Introducao desse trabalho, essa abordagem foi de-
senvolvida por um periodo de 4 meses no ano de 2016, com 10 estudantes voluntarios
do terceiro ano do ensino médio, do CIEP 137 - Cecilia Meirelhes em Petropolis, estado

do Rio de Janeiro. Com esses estudantes foram trabalhados os contetidos apresentados a
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partir da secao 1.2 até o final desse capitulo.

1.1 O conceito de vetor

Nosso objetivo inicial é definir vetor de um ponto de vista geométrico. A
definicao que apresentaremos a seguir, bem como as figuras dessa secao foram extraidas

do material proposto pelo projeto Livro Aberto de Matemdtica ', Capitulo de Vetores 2.

Inicia-se com a nocao de segmento de reta. Sabemos que segmento de reta é o

conjunto de pontos sobre uma reta que estao entre dois pontos chamados extremos.

Figura 1.2: Segmento de reta.

O que esta representado na Figura 1.5, é uma reta r e um segmento de reta
que contém os pontos compreendidos entre A e B. Representamos este segmento de reta
pelas duas letras que caracterizam seus pontos extremos, ou seja, o segmento de reta
da figura é chamado AB ou BA. O segmento AB é o mesmo que o segmento BA, pois
ambos identificam o mesmo conjunto de pontos. A reta r, em que estd o segmento AB, é

chamada de reta suporte de AB.

Conforme mostrado na figura a seguir, em um segmento de reta AB é possivel
estabelecer duas orientacoes: de A para B e de B para A. Indicamos estes segmentos

—
orientados, respectivamente, por zﬁ e BA.

—— = —— = ==

Figura 1.3: Segmentos de reta orientados.

O mddulo do segmento orientado é o comprimento do segmento de reta que
o define, ou seja, a distancia entre seus pontos extremos. Portanto, médulo é sempre

um nimero nao negativo. J& a direcao e o sentido do segmento orientado estao ligados

lumlivroaberto.com
https://drive.google.com/file/d /1hszbVBaNIqJWXgDI1-bfx4Lp38cqF Y Wiw /view
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a orientacao do segmento. Em Matemaética, uma reta define uma direcao e segmentos
herdam a direcao de sua reta suporte. Por simplicidade, utilizaremos apenas a expressao
direcao do segmento em referéncia & direcao proveniente de sua reta suporte. Dizemos
que dois segmentos tém a mesma diregao se eles forem colineares (estao sobre uma mesma

reta suporte) ou paralelos (quando estao sobre retas suporte paralelas).

A nocao de direcao é comumente confundida com o conceito de sentido, mas
o sentido ¢ a orientagao sobre uma direcao. Nota-se que, sobre cada dire¢ao existem
sempre dois possiveis sentidos. Por exemplo, sobre a direcao horizontal temos os sentidos
da direita e o da esquerda e sobre a direcao vertical temos os sentidos para cima e para

baixo.

Apresenta-se entdo a definicao de vetor:

Vetor ¢ uma cole¢ao de segmentos orientados que possuem o mesmo médulo, mesma

direcao e mesmo sentido.

Figura 1.4: Segmentos orientados com mesmos modulos, direcao e sentido.

E importante frisar que, segundo a definicdo, um vetor fica determinado por
uma infinidade de segmentos de mesmo moédulo, diregao e sentidos. Isoladamente cada

um deles pode ser chamado de representante do vetor ou simplesmente vetor.

Comumente um vetor é representado por uma letra miniscula, por exemplo
7 ou a partir das extremidades de um segmento orientado que o represente, como por

exemplo AB. O médulo de um vetor @ ¢ indicado por |7'].

Apresenta-se a seguir e até o final desse capitulo, o contetido que foi apresen-

tado aos estudantes que participaram voluntariamente dessa proposta.
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1.2 Distancia entre dois pontos no plano

Como foi visto acima, o mddulo de um vetor é a distancia entre seus pontos
extremos. Baseado na experiéncia que o autor teve em sala de aula, sugerimos que sejam
apresentadas as expressoes que determinam a distancia entre dois pontos A e B no plano,
primeiramente para pontos com a mesma ordenada e em seguida, pontos com mesma

abscissa e por fim para pontos A e B quaisquer.

Seja entdo A = (va,ya) ¢ B = (xp,yp) pontos do plano cartesiano. Se

Y4 = Y, isto &, os pontos A e B possuem a mesma ordenada, entdo dap = x4 — xp|.

4
y

Xp Xg

Figura 1.5:

Se x4 = xp, isto é, os pontos A e B possuem a mesma abscissa, entao dyp =
[ya — ysl-

Finalmente, para pontos A = (x4,y4) € B = (zp,yp) conforme representados

na Figura 1.7, tém-se que

dap = /(x4 —z5)>+ (ya — yp)*.

E importante chamar atencio que a expressio para dap é obtida pela aplicacdo do Teo-
rema de Pitagoras no triangulo da Figura 1.7. Outro ponto que deve ser salientado aos
estudantes é que as duas primeiras expressoes sao casos particulares da terceira. De fato,

se r4 = xrp entao

dap =\ (x4 —28)%+ (ya —y5)2 = V/(ya — y5)2 = |ya — ys|
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‘V
B
R S .
A
R U ‘
X,
A
Figura 1.6:
i
5 x
X5 Xg
Figura 1.7:

e se Y4 = yp entao

dap =/ (va —2B)2+ (ya —yp)2 = V(va — 25)2 = |24 — 5]

Apos isso, uma atividade coma a apresentada abaixo foi realizada com os estudantes.

Atividade

Escolha um par de pontos A e B de forma que:
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1. A e B estejam sobre o eixo z. Qual a distancia entre os pontos escolhidos?
2. A e B estejam sobre o eixo y. Qual a distancia entre eles?

3. Para os pontos que vocé escolheu no item 1, troque o sinal das suas abscissas.

Marque esses novos pontos no eixo x. Qual a distancia entre eles?

4. Escolha agora pontos A e B que nao sao sobre os eixos. Determine a distancia entre

os pontos escolhidos.

1.3 Equacoes Paramétricas da Reta

Considere um vetor no plano. Note que ele determina uma direcao, o que
significa que existem infinitas retas paralelas no plano que tém a mesma direcao deste
vetor. Entretanto, dado um ponto no plano, existe uma tnica reta passando por este
ponto e que tem a mesma direcao deste vetor. Nosso intuito é obter uma equacao para
representar a reta r cuja diregao é dada pelo vetor B = (a,b), denominado vetor diregao
da reta, e que passa pelo ponto Py = (¢, yo). Para isso, observe que um ponto P = (z,y)
pertence a reta r se, e somente se, o vetor 1_5]58 é paralelo ao vetor 1@ Ou seja, P

pertence a r se, e somente se, existe um escalar ¢ tal que

PP, — tAB

|

=
Como as coordenadas de PP, sao dadas por PPy = (x — o,y — o) € AB = (a,b) obtemos

que

(z = @0,y — yo) = (ta,tb).

Dai vem que,

(xvy) = (IanO) + t(a,b),

ou seja, a reta r que passa pelo ponto Fy e tém direcao dada pelo vetor 1@ sera

r(t) = Py + tAB.
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Em que as equacoes

z(t) = x9 + ta
(t) = .
y(t) = yo + tb
sdo chamadas de equagOes paramétricas da reta no plano. A forma r(t) = By +tz@

¢ chamada forma vetorial da equacao da reta.

E importante levar o estudante a compreender que para cada valor do para-
métro ¢t tém-se um ponto no plano. A medida que t percorre todo o conjunto dos re-
ais, teremos a reta no plano. O uso da geometria dinamica pode ser de grande ajuda
para a melhor compreensao do estudande. O seguinte arquivo em Geogebra desen-
volvido pelo professor Waldecir Bianchini (IM-UFRJ) e disponivel no endereco https :
/Jwww.geogebra.org/m/NTYUZyq7 pode ser utilizado para auxiliar os estudantes na

visualizacao da parametrizagao descrita acima.

Figura 1.8: Parametrizacao de reta
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Exercicio

Determinar a equagao da reta que passa pelos pontos A(1,2) e B(3,5).

Solugao: Inicialmente, iremos determinar a equagao paramétrica, para logo em seguida

isolar o parametro t e obter a equacao envolvendo apenas x e .

Considera-se que a reta passa pelo ponto A(1,2) e tém dire¢ao dada pelo vetor

AB.

r:r(t):A—thﬁ,tER
(z,y) = (1,2) +¢[(3,5) = (1,2)]

r:(z,y) = (14 2t,2 + 3t)

-1 -2
Fazendo x =1+ 2t e y = 2 + 3t, temost:xT et:yT, que resulta na

seguinte equagao:

r:3x—2y+1=0.

1.4 Posicao relativa entre duas retas no plano

Nessa parte foram utilizadas nocoes vetoriais para investigar a posicao relativa
entre duas retas no plano. Sabe-se que dadas duas retas no plano, suas posicoes relativas

podem ser: paralelas, coincidentes ou concorrentes.

Consideremos duas retas dadas em forma vetorial como r : P+ Ute s : Q+ Ut.
Como a direcao de uma reta ¢ dada pelo seu vetor direcional, temos que as retas r e s
serao paralelas se seus vetores diretores U e U sdo paralelos, ou seja, se um ¢ multiplo

do outro.

Duas retas r e s sao coincidentes se possuem o mesmo lugar geométrico, isto é,
o mesmos pontos. Assim, um primeiro requisito para coincidéncia é, claramente, parale-
lismo. Uma vez estabelecido o paralelismo basta agora que localizemos um ponto comum

as duas retas. Podemos, por exemplo, verificar se o ponto inicial de r (ponto P) pertence
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a reta s. Caso as retas nao possuam pontos em comum, entao elas serao paralelas nao
coincidentes. Como as retas estao em um mesmo plano, uma vez que nao sejam paralelas
ou coincidentes elas claramente s6 podem possuir um ponto em comum, nesse caso elas

sao ditas concorrentes.

Para o estudo que sera feito a seguir, foi necesséirio apresentar ao estudante a

nocgao de produto escalar entre dois vetores.

Definicao 1.4.1. Dados dois vetores, @ = (a,b) e ¥ = (¢, d), definimos o produto escalar

entre 4 e ¥, denotado por (i, U), como sendo o nimero real dado por: (@, V) = ac + bd.

Utilizaremos o produto escalar para caracterizar algebricamente uma reta nor-
mal ou perpendicular a uma direcao dada. Antes disso porém, foi necessario apresentar

o seguinte resultado.

Proposicao 1.4.1. Dizemos que dois vetores sao perpendiculares se, e somente se, seu
produto interno € zero. Isto é,

Ul e (u,0) =0
Prova: Se @ =0 ou v =0, entdo « L ¥ e, também (i, v) = 0.

Sejam u # 0, 7 #* 0. Sabemos que o cosf do angulo 6 formado pelos vetores i
e U é dado por

(i@, ) = ||| |v]] cos 6.
Portanto,

(u, vy = ||u||||V]| cos@ =0 <= cosf =0 < 6 =90°.

[ |
Observagao 1.4.1. Sabe-se que um vetor 4 # 0 ¢ normal ou perpendicular a uma reta
se u L 1@, quaisquer sejam os pontos A, B € r.

A partir da observagao acima, podemos concluir que, se r é uma reta que passa
por um ponto A = (g, ) e é perpendicular ao vetor @ = (a,b) # 0. Entao,

P=(x,y) er < AP L

— (ﬁ, @) =0

< ((z — 20,y — %), (a,0)) =0
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< a(x —x9) + by —yo) =0
< ax + by = axy + by
< ax + by = ¢, onde ¢ = axy + byp.
A expressao r : ar + by = ¢ é chamada equagao cartesiana da reta r.

Na equacao ax + by = ¢, os coeficientes a e b de = e y, respectivamente, sao as
coordenadas do vetor normal 4 = (a,b) a reta r e o valor de ¢ se determina conhecendo
um ponto de r, por exemplo, o ponto A = (zg,yo). Vale observar também que a e b,

ambos nao podem ser iguais a zero, pois 4 = (a,b) nao é um vetor nulo.

Feito isso foi apresentado sem demonstragao o seguinte resultado:

Asretasr:ax+by =ce s:dx+by=c sao perpendiculares se e somente se seus

vetores normais 4 = (a,b) e t = (a, ') sdo perpendiculares, ou seja:

aa' +bb =0

Exercicios

1. Determinar a reta s paralela a reta r : 5z — 3y = 1 que passa pelo ponto A(5,6).

Pelo que foi visto acima, s : d'z + by = ¢ e r : ax + by = ¢, sdo paralelas se a = a' e

b=1".
s:br—3y=/C.
Para determinar ¢/, basta substituir as coordenadas do ponto A em s.
d="1.
Portanto, s : bx — 3y = 7.
2. Determinar a reta w perpendicular a reta r : 5z — 3y = 1 que passa pelo ponto A(5,6).

Entao, w: d'z+by = er:ax+by = ¢, sdo perpendiculares se a.a’+b.b' = 0.

Assim, 5a’ — 36 =0, onde '’ =3 e b =5, que da w : 3x + by = (.

Para determinar ¢, basta substituir as coordenadas do ponto A em w.
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c = 45.

Portanto, w : 3z + 5y = 45.

1.5 Condicao de alinhamento de trés pontos

Utilizando a notacao e o conceito de vetores podemos dizer que, considerando

os pontos A(xa,ya), B(xg,ys) € C(zc,yc), o ponto B pertence a reta que passa por A e

C, se e somente se

para algum A\ € R.

Yc

Y8

Ya ¢

AB = ABC,

X,
XA XB

(

Figura 1.9: Alinhamento entre trés pontos.

Os exemplos a seguir ilustram a aplicacao da condigao apresentada.

Exercicio

1. Utilize a condi¢cao de alinhamento descrita acima para determinar se os

pontos



1.5 Condicao de alinhamento de trés pontos 24

A(1,2),B(3,5) e C(5,8) estao alinhados.

Solucao:

AB = ABC
B—A=\C-B)
(3? 5) - (17 2) = )‘[(5’ 8) - (37 5)]

(2,3) = \(2,3).

Como a ultima igualdade é satisfeita para A\ = 1, concluimos que os pontos A, B e C,

estao alinhados.

2. Faga o mesmo para os pontos A(1,2), B(3,5) e C(5,10) estao alinhados.

Solugao:

AB = ABC
B—A=XC - B)
(3,5) — (1,2) = A[(5,10) — (3,5)]

(2,3) = A\(2,5)

Nota-se que a igualdade acima nao é possivel, uma vez que para que ela ocorresse, A

deveria assumir simultaneamente os valores 1 e 3/5, o que é impossivel.

Concluimos entao que os pontos A, B e C' nao estao alinhados.

1.5.1 Ponto Médio

Vamos utilizar o conceito de retas paramétricas para mostrar uma forma rapida

e eficiente para o célculo do ponto médio entre dois pontos dados no plano.

Seja entao r: r(t) = A+t1@,t € R, a reta que passa pelo ponto A(a,b) e tém
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direcao dada pelo vetor 1@, em que B(c,d). Pelo que foi visto na se¢io anterior tém-se
(x,y) =(a+ (c—d)t,b+ (d —b)t).

Nota-se que, quanto ¢t = 0 estamos no ponto A e quando t = 1 estamos no ponto B.
1
Sendo assim, é razoavel de se imaginar que quando t = 3 estaremos no ponto médio entre

Ae B.

1
De fato, quando t = 5 obtemos

( ) = a+c b+d
Ty, YMm) = 2 ) 2 ’

que sao as coordenadas do ponto médio M entre A e B.

1.5.2 Baricentro Método vetorial

Sejam A(a,b), B(c,d) e C(e, f) pontos distintos e ndo alinhados no plano. Por

definicao, o baricentro é o ponto de intersecao das trés medianas do triangulo ABC.

Figura 1.10: Baricentro

Vamos determinar o ponto de intersecao de duas das medianas. Como o pro-
cesso ¢ anélogo para cada par de medianas, este procedimento ¢ suficiente para determinar

o ponto do baricentro que chamaremos de G.

Considerando M ponto médio do lado AB e N ponto médio do lado AC', suas
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coordenadas serao dadas por:

M= (a+c7c—|—d) o N = (c+e’d—|—f)
2 2 2 2

Se denotarmos por r e s as retas que contém os segmentos MC e NB, pelo

que foi visto na secao 1.2, suas equagoes paramétricas serao dadas, respectivamente por
r(t)= M +tMC e s(t)=N+INB,

ou seja,

0 (55 (- (59) 5 (- (59)
- (55 (- (250 (o ()

O ponto G procurado é a intersecao das retas r e s, portanto, igualando as

coordenadas das retas acima teremos:
a+c+ a-+c t_a+e+ a—+e .
2 Ty - Ty

b+d b+d\, b+ f b+ f
T*(f—T)t—T+( ‘—)t

1
Em ambos os caso obtemos t = 3

Substituindo em r ou s, vamos encontrar que as coordenadas do ponto G serao
G- a+c+ a+c\1 b+d+ f b+d\ 1
—\ 2 ‘T )3 2 )3)

G_ (etete btdtf
a 373

isto é,

Apresenta-se a seguir, uma demonstracao que utiliza argumentos geométricos

para obter as coordenadas do baricentro.

Com base no triangulo abaixo vamos determinar as coordenadas do baricentro



1.5 Condicao de alinhamento de trés pontos 27

de um triangulo ABC no plano cartesiano R?, a partir das coordenadas dos vértices deste

triangulo.

Figura 1.11: Baricentro

Sejam D, E e F pontos médios do segmentos BC, AC e AB, respectivamente.

Sejam AD mediana referente ao lado BC, BE mediana referente ao lado AC

e C'F mediana referente ao lado AB.

Como o ponto médio divide um segmento ao meio, temos que AE = EC,

CD = BD e BF = AF. Assim, analisando o ponto médio D temos, por semelhanca de

triangulos, que:

op = 2Bt %o (1.2)
2
+

b= YB . Yo (13)

Como a medida de AF ¢ igual a medida de BF, e a medida de CD ¢é igual a
medida de BD, pelo Teorema de Tales, F D é paralelo a AC.

Desse modo, o triangulo ABC' é semelhante ao triangulo BF'D.

Assim,

g

— D=

FD ? (1.4)

Il
33
I
SIS
$II
S
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y

Figura 1.12: Baricentro

A igualdade em (1.3), é conhecida como Teorema da Base Média.

O triangulo ACG ¢ semelhante ao triangulo DF'G, e dai segue que,

AG  AC N AG  AC N AG 2
GD FD GD AC GD 1
2
Assim, por semelhanca:
Tg — XA 2
A _Z 1.5
Tp — T 1 (1.5)
e
— 2
Yo —ya _ 2 (1.6)
Yp —ye 1
Substituindo (1.1) em (1.4) , segue que
Tg —TA=2rp — 206 = xG+2wG:xA+2M
o = Tataptic (1.7)
3
Analogamente, obtém-se
(yB +yc)

Ya —Ya = 2yp — 2Yye = Yo +2yq = ya + 2 5
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+yp +
o= YaTYs T Yc (1.8)
3
Concluindo assim que,
B A+ 2T+ ZTo Yat+ys+ Yo
G('rc% yG) - 3 ) 3

1.6 Area de triangulo definido por trés pontos nao co-

lineares

O ultimo topico abordado com os estudantes que participaram voluntariamente
desse estudo, foi a determinacao da area de um triangulo definido por trés pontos nao

colineares no espaco euclidiano R3. Para isso foram apresentadas as seguintes definicoes.

Definigao 1.6.1. O produto vetorial de dois vetores em R3 ¢ = (vi,v9,v3) e W =
(wq, we, ws) é dado por:
i J k
17 X ’U_j = rUl fU2 '03 . (19)

w; W2 w3

Definicao 1.6.2. A norma de um vetor é o valor que indica seu comprimento. A norma

de um vetor v é dada por:

18| = V7.5,

O mddulo do produto vetorial entre dois vetores @ e ¥ pode ser obtido em termos

das normas dos vetores e do valor do seno do angulo formado por eles.

@ x o] = [|]|||a]|sen(6). (1.10)

e
Sejam entao B? e BA vetores nao nulos definidos a partir dos pontos nao
colineares A, B e C'. Da Geometria Plana, sabe-se que a area S do triangulo ABC é

obtida a partir do calculo da metade do produto da medida da base pela medida da
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altura do triangulo. Isto é,

medida da base X medida da altura
5 )

A= (1.11)

— —
Como a altura do triangulo é || BA|| sen/(BA, B?), e a base é B?, temos:

1
S = 5”@|H|B—1>4Hsenl(3—z>4, B?),

que pela relagdo em (1.10) sera igual a

5= L[BOXBA|

Figura 1.13: Area do triangulo ABC

Desse modo, temos que:

A 4rea de um tridngulo formado por trés pontos nao colineares no espaco é igual
a metade do moédulo do produto vetorial de dois vetores que constituem dois dos

lados desse triangulo.
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Exercicio

Calcular a area do triangulo determinado pelos pontos A(1,2,0), B(3,5,0) e C(5,10,0).

Solucao: Pelo que foi visto sabe-se que,

Portanto,
1
S:§|(C—B)><(A—B)|.
Ou seja,
1
S:§-|(2,5,0)x(—2,—3,0)|,
isto é, S L 4=2
stoé, S=—--4=2.
i , 5
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2 Aplicacao de exercicios comparativos:

Método algébrico versus Método vetorial

Apos a apresentacao dos conceitos expostos no Capitulo anterior, os estudan-
tes participantes se dividiram em duplas e realizaram as atividades apresentadas a seguir.
Para cada uma das atividades foi solicitado que eles a fizessem utilizando tanto a abor-
dagem tradicional, apresentada na maioria dos livros didaticos, quanto pela abordagem
vetorial. Logo apo6s a apresentacao da ficha com as atividades, no Capitulo seguinte,

apresenta-se algumas das respostas dadas pelos estudantes participantes.
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Ficha do professor das atividades

Primeiramente o professor deve introduzir o conceito de vetores, mostrando e
resolvendo exercicios com as ferramentas e operacfes vetoriais necessarias a
execugdo desta atividade.

Também o professor ja deve ter dado os conteudos relacionados a Geometria
Analitica previstos nos livros de ensino médio, comumente utilizados nas escolas.

O professor deve entdo separar os alunos em duplas e os orientar nas etapas
seguintes:

1- De inicio a atividade deve ser resolvida utilizando os conhecimentos de
Geometria Analitica utilizados nos livros de ensino médio.

2- Depois a mesma atividade deve ser resolvida utilizando os conhecimentos de
vetores previamente discutidos e desenvolvidos em sala de aula.

3- Apds encontrarem as solugdes, o professor deve promover um debate com
cada dupla, buscando conhecer qual processo é mais vantajoso para os alunos,
no sentido de agilidade, facilidade e capacidade de entendimento do processo
de resolucao.

4- Finalizando, os alunos devem relatar com suas palavras suas impressdes sobre
os dois métodos.
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Dupla: Turma:

Atividade 1

1) Esta atividade serd realizada em duplas. A dupla devera calcular a distdncia entre
os pontos A(2,2) e B(10,8) de um plano cartesiano utilizando dois métodos:
0 analitico mostrado no livro texto e o método vetorial que estudamos em

sala.

Método analitico:

Método vetorial:

1) Discuta com o colega da sua dupla e fagam uma comparagdo entre os métodos
e relatem no quadro abaixo os seguintes aspectos, caso vocés concordem um
com o outro. Caso haja discordancia, escrevam o que cada um pensa:

| — Qual método se mostrou mais facil na resolugdo do problema?

II- Qual método se mostrou mais rapido na resolugdo do problema?

I1I- Qual método vocé utilizaria em uma avaliagdo?
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Rio de Janeiro

Dupla: Turma:

Atividade 2

1) Esta atividade serd realizada em duplas. A dupla devera calcular a area definida
pelo tridngulo formado pelos pontos A(10,8), B(2,2) e C(10,2) de um plano
cartesiano utilizando dois métodos: o analitico mostrado no livro texto e o
método vetorial que estudamos em sala.

Método analitico:

Método vetorial:

1) Discuta com o colega da sua dupla e fagam uma comparagdo entre os métodos
e relatem no quadro abaixo os seguintes aspectos, caso vocés concordem um
com o outro. Caso haja discordancia, escrevam o que cada um pensa:

| — Qual método se mostrou mais facil na resolugdo do problema?

II- Qual método se mostrou mais rapido na resolugdo do problema?

IlI- Qual método vocé utilizaria em uma avaliagdo?
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Dupla : Turma:

Atividade 3

1) Esta atividade serd realizada em duplas. Resolvam utilizando dois métodos: o analitico
mostrado no livro texto e 0 método vetorial que estudamos em sala.

(UFMG - 2002) Os pontos A = (2,6) e B = (3,7) sdo vértices do triangulo ABC, retangulo em
A. O vértice C esta sobre o eixo OX. A abscissa do ponto C é:
A) NDA B) 8,5 09 D)8 E)9,5

Método analitico:

Método vetorial:

1) Discuta com o colega da sua dupla e fagam uma comparagdo entre os métodos e relatem
no quadro abaixo os seguintes aspectos, caso vocés concordem um com o outro. Caso haja
discordancia, escrevam o que cada um pensa:

| — Qual método se mostrou mais facil na resolugdo do problema?

II- Qual método se mostrou mais rapido na resolugdo do problema?

I1I- Qual método vocé utilizaria em uma avaliagdo?
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Rio de Janeiro

Dupla: Turma:

Atividade 4

1) Esta atividade sera realizada em duplas. A dupla devera calcular a equagdo de reta
que passa pelos pontos A(4,3) e B(9,6) em um plano cartesiano utilizando dois
métodos: o analitico mostrado no livro texto e o método vetorial que
estudamos em sala.

Método analitico:

Método vetorial:

1) Discuta com o colega da sua dupla e fagam uma comparagdo entre os métodos
e relatem no quadro abaixo os seguintes aspectos, caso vocés concordem um
com o outro. Caso haja discordancia, escrevam o que cada um pensa:

| — Qual método se mostrou mais facil na resolugdo do problema?

II- Qual método se mostrou mais rapido na resolugdo do problema?

IlI- Qual método vocé utilizaria em uma avaliagdo?
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Rio de Janeiro

Dupla: Turma:

Atividade 5

1) Esta atividade serd realizada em duplas. A dupla deverd provar que as retas
r:2x-y+1=0es:x+ 2x-10 = 0 sdo perpendiculares em um plano cartesiano
utilizando dois métodos: o analitico mostrado no livro texto e o método

vetorial que estudamos em sala.

Método analitico:

Método vetorial:

1) Discuta com o colega da sua dupla e fagam uma comparagdo entre os métodos
e relatem no quadro abaixo os seguintes aspectos, caso vocés concordem um
com o outro. Caso haja discordancia, escrevam o que cada um pensa:

| — Qual método se mostrou mais facil na resolugdo do problema?

II- Qual método se mostrou mais rapido na resolugdo do problema?

IlI- Qual método vocé utilizaria em uma avaliagdo?
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2.1 Solucoes dadas pelos estudantes

Nesta secao, serao apresentadas as solucoes das atividades que foram propostas

aos alunos bem como suas conclusoes sobre a maior eficiéncia do método vetorial sobre o

método analitico.

M't d I’t. 2 n 9 Jre, X

eﬁo};anancg ;2,& => X2 aBa=d dpe = V64 +36

P 5(:08)>2 mawéf o !
drqg Y .,.00
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il e dee ,(7!0 Q;*gff ) e
7 —’
Usanoo ©1TA GopaSs d.ﬂ@ 8 b ;z
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Método vetorial:

Novwe 00 Vewor
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V B - 3H—(io 2 3.2

g 1
———— a% - (z,6)
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Figura 2.1: Solugao atividade 1

1 - Qual método se mostrou mais facil na resolucio do problema? -
O MET0D0 QUE NOS ACHAMDS MANS FAQ L & O VETOR AL .

- Qual metodo se mostrou mais rapido na resolugdo do problema?

O mé&oto MAIL RAP eo FParA NOS Dok € O VEWORIAL
1ll- Qual método vocé utilizaria em uma avaliagio?
(O mémopo veTorEL .

Figura 2.2: Conclusao da atividade 1
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Método analitico: A AR — : -
e A=2 (1on-s6)
ou
4( o2 ’,‘l RN
O 2 A = /] ;,\ A ‘/ )
2 / n L
ot
4 >< ¢
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Figura 2.3: Solucao atividade 2
[ B Quai método se mostrou mais facil na resolucio do problema?
mes qw n@‘v QUL w0 ol wifeatey 0L
‘ ol
Il- Qual método se mostrou mais rapido na resolugiio do problema?
/ roe 2 e .
[ W ol atiiows  Jnl VG 39 J‘-‘J:_}‘/_rd.r\r‘j/\}, AOOAN AL A
lIl- Qual método vocé utilizaria em uma avaliacdo?
S e e e B s s T R s B
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Figura 2.4: Conclusao da atividade 2
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Método analitico:

:(%--Z)o_Q :(2(-21—6)
Corrme ;é,- _Q j!.? 1 4 ;E ) 'ﬁ”:;—> =0
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Método vetorial:
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Figura 2.5: Solucao atividade 3

e ey et m st s tasese s ECL

1 - Qual método se mostrou mais facil na resolugdio do problema?

Omibole s foccll £ o yepppusl

1l- Qual método se mostrou mais rapido na resolucio do problema?

O vitmid £ o oo //R//:n' de :
I Qual método vocé utilizaria em uma ayahag:ao
O vdomdR 1 soae /o

ﬂ?z%% M/P'YWW

Figura 2.6: Conclusao da atividade 3
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2.1 Solugoes dadas pelos estudantes
Método analitico: 2 b
J‘ka/«::"{iﬂﬁ/ ozt b olee 4/§)+é-5
= 4)vb 5
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Método vetorial:
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Figura 2.7: Solucao atividade 4

| - Qual método se mostrou mais fécil na resolugéio do problema?

e ol D achere ra,ww’Abzl/@pnﬁ:’VW

Il Qual método se mostrou mais répido na resolugfio do problema?
PLH loto atdriaman o rclouwal .
9 velioneo ‘ 7 ' 45

1ll- Qual método vocé utifizaria em uma avaliagio?

Figura 2.8: Conclusao da atividade 4
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Método analitico: ﬁ& s ; e

7
2 [ (\ g ) /
¢ A vl
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£< NYARY O 1 l - = L_'j

Figura 2.9: Solucao atividade 5

| - Qual método se mostrou mais facil na reselucido do problema?

o 4 (

II- Qual método se mostrou mais rapido na resolucio do problema?

Ili- Qual método vocé utilizaria em uma avaliaggio?

Figura 2.10: Conclusao da atividade 5
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2.2 Conclusao a partir da experiéncia e das observacoes

dos estudantes

De uma maneira geral pode ser observado que nesta escola, para esse grupo
de estudantes, a utilizacao de vetores tornou a solucao dos exercicios mais atrativas e
rapidas.

Os alunos demonstraram durante as atividades estar muito interessados em

uma maneira de resolver os problemas com rapidez e eficiéncia.

Quando desafiados, os alunos respondem com prestatividade e dedicacao, e
quando percebem que o que estao aprendendo tem alguma utilidade, ou traz alguma

agilidade na resolucao de problemas, o aprendizado se torna prazeroso.
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3 Utilizando o Geogebra

Atualmente ensinar matematica tem se tornado uma tarefa cada vez mais
dificil. Em primeiro lugar devido a ideia errada que a disciplina é dificil e enfadonha. Em
segundo lugar, o desafio que o professor tem de estimular o interesse dos alunos que estao

envolvidos com celulares e o uso descontrolado das redes sociais.

Motivar a sua participacao durante as aulas é um desafio. A maioria dos
estudantes possuem muitas dificuldades nas atividades propostas em sala de aula, devido
a nao assimilacao dos conhecimentos prévios e também por nao conseguirem aplicar os
contetidos no seu dia a dia. Assim, nao reconhecem o sentido nas atividades propostas e

nao se preocupam com o estudo da matematica.

Especificamente a Geometria Analitica, é o conteiido da matematica em que
os alunos possuem muitas dificuldades, em grande parte porque é apresentado de forma
abstrata, voltada para a resolugao de exercicios. Sendo assim, os estudante nao conseguem

relacionar o que estudam com o seu cotidiano e nem com o regiao em que moram.

Desafiado entao, o professor deve buscar meios dinamicos e atrativos para

ensinar de forma diferenciada, intencionando chamar a atencao dos estudantes.

A utilizacao de novas tecnologias, nesse caso a utilizacdo do Geogebra, pode
ajudar bastante o trabalho do professor em associar a teoria & pratica e vice-versa, pro-
porcionando uma aprendizagem verdadeira e solida, envolvendo o interesse dos estudantes

pelo novo estimulando a curiosidade e estreitando a relacao professor e estudante.

Neste capitulo vamos utilizar o Geogebra na resolucao de algumas atividades
propostas aos alunos, onde serd verificado que sua utilizacao auxilia de forma conside-
ravel o aprendizado e o desenvolvimento de conceitos de geometria analitica e a melhor

compreensao da utilizagao de vetores.

As atividades desenvolvidas, embora simplistas, tem o objetivo de trazer o
estudante para uma atividade diferenciada, e aqueles que realmente ficarem motivados,
podem em outro momento desenvolver e ampliar o dominio do programa resolvendo ati-

vidades mais elaboradas.
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A realidade dos estudantes das escolas publicas do estado do Rio de Janeiro é
preocupante devido ao seu despreparo. Por esse motivo as atividades que seguem adiante,

nao oferecerem um grau de dificuldade elevado.

Encontrei estudantes que nao sabiam ligar o computador, nem como usar o
mouse. Para a maioria chegar ao final das atividades, representa vencer um gigantesco

obstaculo.

Essa realidade nao se faz presente na maioria das escolas particulares que
trabalhei, pois o acesso as tecnologias e a informacao é muito maior do que possuem os

estudantes de escolas publicas estaduais do Rio de Janeiro.

No primeiro exercicio, Qual a distancia entre os pontos A(2,2) e B(10,8)7,

basta digitar na "Entrada:", (2,2) e enter para criar o ponto A.

Em seguida vamos criar o ponto B do mesmo modo, digitando na caixa "En-

trada:", (10,8) e depois teclar, enter.

Depois clicando no menu "retas", secionamos "segmento"e clicamos no ponto
A e depois no ponto B. O programa automaticamente desenha o segmento AB, e mostra

sua medida na "janela de algebra".

O programa Geogebra dinamicamente calcula e desenha o segmento AB, dei-
xando o aluno mais curioso de sua utiliza¢ao.

7 GeoGebra — X

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

A PP . —2

AALIOION N ec[ =]

P Janela de Algebra < | » Janela de Visualizagao Py
Ponto 5

L8 A=(2,2)

5

4

Entrada: @+ =

Figura 3.1: Criacao do ponto A
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€7 GeoGebra

—; x
Arquivo Editar Exibir Opges Feramentas Janela Ajuda Entrar.
A . [N ' i) . . =2
R | AL B DN e 22
» Janela de Algebra > | » Janela de Visualizagdo X
Ponto =
® A=(2,2)
® B=(10,8)
8
8 L]
s
4
a
A
2 L]
o
2 0 2 a ] ] 10 2 14 18 18 20 22 24
2
Entrada;

Figura 3.2: Criacao do ponto B

€7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

I . a2
R A 2 P OO ) N e 2 4
b Janela de Algebra X [ v Janela de Visualizagdo X
- Ponto o
i@ A=(2,2)
L@ B=(10,8)
- Segmento s
L@ a=10

Entrar.

Entrada:

0034
DB gmpms

Figura 3.3: Criagao do segmento AB

No segundo exercicio, "Calcule a area definida pelo tridngulo formado
pelos pontos A(10,8), B(2,2) e C(10,2) ". Primeiramente na caixa "entrada", digi-

tamos (10,8) e depois enter para criar o ponto A, (2,2), enter, para criar o ponto B e

(10, 2) para criar o ponto C.

Clicando no menu "segmento"e depois clicando em A e depois em B, o pro-

grama cria o segmento BC'. Clicando em A e depois em C, o programa cria a segmento
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AC e o triangulo fica destacado.

€ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

c-(10,2)

Entrada:|

oll.png

— X
Entrar.
FlliF .
\ | a
512 O] SN PAINNITE
4 | » Janela de Visualizagdo =

s

A

s ®
7
o
s

4 4

3

B C

2 [ ) ]
|
o

k3 T 7 B 3 3 3 3 7 3 g P N PR
4
2
@: @

Figura 3.4: Trés pontos distintos

¥ 3 pontoslinha.ggb - o X
| Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda Entrar
RN RANEE ’
| U871 O [ VAN o I [ e
b _Janela de Algebra X | b Janela de Visualizagio X
Ponto o
| A
Segmento 8 4
® a=10
® c=6 s
8
a
B ¢
P 4
d a
g c
2 [
b
p
0
2 Kl o 1 H 3 4 s ] 7 6 9 10 bl 2 72 T4 18 T 7 1) 1o
El
7 Entrada @

Figura 3.5: Triangulo ABC
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€7 3 pontoslinhatriangulo.ggh

Arquivo Editar Exibir Opghies Feramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra X

Ponto

=(10,8)

. 2,2)

® C=(10,2)
Segmento
® a=10
a, =8

b Janela de Visualizagio

o
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= ]

6
® c,=10

Tridngulo
@ poi1=24 s

Al /'1 “';)7 ©, @7 .{L x ngc| 22|

B

X

Entrar
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Figura 3.6: Superficie do triangulo ABC pelo Geogebra

€7 3 pontoslinhatriangule.ggb
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e
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Segmento
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X

Entrar,

< > 2
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Figura 3.7:

Area do triangulo ABC pelo Geogebra
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4 Pesquisa com outros educadores

Com o intuito de verificar se outros educadores também compartilhavam do
mesmo sentimento sobre a utilizagao de vetores no ensino médio no curriculo de Matema-
tica, realizei uma pesquisa solicitando que alguns colegas respondessem ao questionario

abaixo. As perguntas foram enviadas por e-mail no dia 17 de janeiro de 2015.

Questionario

Estou destacando a importancia de se aprender vetores de forma correta e
detalhada no ensino médio, onde acredito ter um grande reflexo no aprendizado mais
adiante tanto no ensino médio quanto no ensino superior em grandezas vetoriais, como

forca, velocidade, aceleracao, etc.

Perguntas

1

Nome?

2
3

Institui¢do onde trabalhou/trabalha?

Tempo de docéncia ?

)
)
)
)

4) Em que/quais cursos?

5) Em sua experiéncia docente, que dificuldades encontrou quando o estudante se

deparava com a necessidade de usar esses conceitos (vetores)?.

6) Que estratégias foram adotadas para facilitar esse aprendizado?

7) Em geral, os alunos apresentaram aproveitamento desejado?
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4.0.1 Respostas do questionario

Docente A

Instituigdo onde trabalhou/trabalha

Instituto de Fisica da UFRJ

Tempo de docéncia

34 anos

Em que/quais cursos

Fisicas 1, 2 e 3, Fisicas Experimentais
1, 2, 3 e 4 e Introducao as Ciéncias Fi-

sicas 1 (EaD)

Em sua experiéncia docente, que difi-
culdades encontrou quando o estudante
se deparava com a necessidade de usar

esses conceitos (vetores)?

As disciplinas Fisica 1 e Fisica 3 sao
onde o problema da falta de conheci-
mento de vetores mais dificulta o apren-
dizado. O aluno que nao consegue tra-
balhar com vetores nao consegue resol-
ver problemas de mecanica e de campos

eletromagnéticos.

Que estratégias foram adotadas para

facilitar esse aprendizado?

Explicar as principais caracteristicas e
as operacoes definidas para vetores an-
tes de iniciar a matéria propriamente
dita e, durante o curso, fazer o passo
a passo das decomposicoes dos vetores
nas bases escolhidas e das operacgoes
vetorias a cada exercicio resolvido em

sala.

Em geral, os alunos apresentaram apro-

veitamento desejado?

Somente os alunos que entendem as
operagOes com vetores conseguem um
bom aproveitamento nessas duas disci-

plinas mencionadas.
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Docente B

Instituigao onde trabalhou/trabalha

IFRJ; Colégio e Curso Miguel Couto;
Loghus vestibulares; Colégio Nossa
Senhora da Assuncao; Colégio Gay-

Lussac; MV1; etc.

Tempo de docéncia

20 anos

Em que/quais cursos

Técnico em Mio Ambiente; técnico em
logistica ambiental; técnico em infor-

matica; pré vestibular; ensino médio

Em sua experiéncia docente, que difi-
culdades encontrou quando o estudante
se deparava com a necessidade de usar

esses conceitos (vetores)?

A primeira dificuldade encontrada é a
de possuirem algum conhecimento, por
conta da disciplina de fisica, mas sem
embasamento. Mas com toda certeza,
a maior dificuldade é a quase exclusao
desse conteido em exames de selecao
para o 3° grau, isso faz o aluno, apesar
de conseguir facilmente perceber a apli-
cacao desse contetido no dia a dia, se
desinteressar. As proprias escolas que
sempre estao preocupadas com o resul-
tado desses exames de selecao, colocam
em segundo plano, ou até em momento

virtual, tais contetidos.

Que estratégias foram adotadas para

facilitar esse aprendizado?

Exemplos de aplicagoes na fisica e apli-

cacoes no dia a dia.

Em geral, os alunos apresentaram apro-

veitamento desejado?

De modo geral, muito satisfatorio. Ge-

ralmente acham o contetdo mais facil.
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Docente C

Instituigdo onde trabalhou/trabalha

Bom Jesus

Tempo de docéncia

20 anos

Em que/quais cursos

Fundamental e Médio

Em sua experiéncia docente, que difi-
culdades encontrou quando o estudante
se deparava com a necessidade de usar

esses conceitos (vetores)?

Basicamente, eles nao conseguem en-
tender que certas grandezas necessitam
de mais informagoes e que nao basta
apenas um nimero para representa-las.
Normalmente, tentam dar como res-
posta somente um valor esquecendo de

dizer as outras caracteristicas.

Que estratégias foram adotadas para

facilitar esse aprendizado?

Um facilitador é o uso da fisica com su-
porte, pois 14 vemos o motivo de apren-
der vetores. Os exemplos dados na fi-
sica sao concretos e assim facilita o en-

tendimento

Em geral, os alunos apresentaram apro-

veitamento desejado?

A maioria.
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Docente D

Instituicdo onde trabalhou/trabalha

Colégio Pedro II - Campus Realengo 1T

Tempo de docéncia

24 anos

Em que/quais cursos

Ensino Fundamental e Médio

Em sua experiéncia docente, que difi-
culdades encontrou quando o estudante
se deparava com a necessidade de usar

esses conceitos (vetores)?

Os alunos possuem muita dificuldade
em entender o significado das opera-
¢oes vetoriais. Muitos misturam opera-
coes escalares nas resolucoes vetoriais.
Outra dificuldade é o fato de que pou-
cos conseguem relacionar os conceitos
com os fendmenos fisicos. Além disso,
muitos se desinteressam em fungao des-
ses conceitos nao aparecerem nas prin-

cipais provas de vestibulares.

Que estratégias foram adotadas para

facilitar esse aprendizado?

Relacionar, desde as primeiras aulas, os
conceitos as grandezas fisicas. Mostrar
aplicacoes concretas facilita o entendi-
mento. Exemplo, soma vetorial pode

ser vista como a busca da For¢a Resul-

tante.

Em geral, os alunos apresentaram apro-

veitamento desejado?

Nao, ainda assim o aproveitamento é
relativo. Para aqueles que possuem di-
ficuldade ou desinteresse o fator pouco

tempo prejudica muito também.
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5 Consideracoes finais

Levando em conta os resultados das atividades propostas a esse grupo de alu-
nos, os resultados das entrevistas com os docentes, além de registros de pesquisas cienti-
ficas, acredito que vale a pena incluir o estudo de vetores no ensino médio como auxiliar

ao estudo da geometria analitica no terceiro ano do ensino médio.

A experiéncia que vivenciei mostrou que os estudantes ao serem desafiados de-
mostram desenvoltura, curiosidade e disposicao para resolverem novos desafios. Os alunos
que participaram desse projeto desenvolveram a capacidade de se superar e alcancaram

resultados muito expressivos nos exames de vestibular.

Ao estudarem um conceito que nao tem na programacao de escolas, principal-
mente as piblicas, se sentiram estimulados, e com o aprendizado e resultados, sentiram-se

recompensados pelo esforco dispendido.

O estudo de vetores também pode auxiliar no estudo da Fisica. Notadamente
no ensino médio, grande parte dos estudantes sentem muitas dificuldades no estudo da
Fisica. Estudar Fisica com o apoio da geometria vetorial, traz uma maior seguranca e

maior clareza na compreensao dos fenomenos fisicos e sua aplicabilidade no dia a dia.

A utilizacao do software Geogebra foi muito bem aceita, despertando o inte-
resse e a atencao dos alunos para as atividades. O Geogebra esta disponivel gratuitamente
em varias plataformas, como computador e em aplicativo para celular. Atualmente, de-
vido a popularizagao dos smartphones e o acesso a internet, existe grande possibilidade
de sua ampla utilizacdo. As escolas atualmente estdo disponibilizando laboratoérios de

informéatica e até mesmo livre acesso i rede wi-fi em suas unidades.

Projetos como Um livro aberto de Matemdtica no qual ocorreu o desenvol-
vimento de um Capitulo dedicado ao estudo de vetores como um objeto matematico,e
principalmente a nova Base Nacional Comum Curricular [2|, ddo alguma esperanca de
que a proposta defendida neste trabalho encontre algum lugar, seja nos livros didaticos
ou ao menos em discussoes nos conselhos de educagao visando a inclusao do estudo de
vetores, de forma mais profunda do que é realizada atualmente, no curriculo minimo

divulgado por secretarias de educacao estaduais.
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Descritores do Tema 1. Espaco e Forma

D1 | Identificar figuras semelhantes mediante o reconhecimento de relacoes de pro-
porcionalidade.

D2 | Reconhecer aplicagoes das relagoes métricas do triangulo retangulo em um
problema que envolva figuras planas ou espaciais.

D3 | Relacionar diferentes poliedros ou corpos redondos com suas planificacoes ou
vistas.

D4 | Identificar a relagao entre o nimero de vértices, faces e/ou arestas de poliedros
expressa em um problema.

D5 | Resolver problema que envolva razoes trigonométricas no triangulo retangulo
(seno, co-seno,tangente).

D6 | Identificar a localizacao de pontos no plano cartesiano.

D7 | Interpretar geometricamente os coeficientes da equagao de uma reta.

D8 | Identificar a equacao de uma reta apresentada a partir de dois pontos dados
ou de um ponto e sua inclinacao.

D9 | Relacionar a determinacao do ponto de intersecao de duas ou mais retas com
a resolucao de um sistema de equagoes com duas incognitas.

D10 | Reconhecer entre as equagoes de 2° grau com duas incognitas, as que repre-
sentam circunferéncias.
Descritores do Tema II. Grandezas e Medidas

D11 | Resolver problema envolvendo o calculo de perimetro de figuras planas.

D12 | Resolver problema envolvendo o calculo de area de figuras planas.

D13 | Resolver problema envolvendo a area total e/ou volume de um solido (prisma,

piramide,cilindro, cone, esfera).
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Descritores do Tema III. Ntimeros e Operacdes /Algebra e Funcdes

D14 | Identificar a localizacao de ntimeros reais na reta numeérica.

D15 | Resolver problema que envolva variacoes proporcionais, diretas ou inversas
entre grandezas.

D16 | Resolver problema que envolva porcentagem.

D17 | Resolver problema que envolva equacgao de segundo grau.

D18 | Reconhecer expressao algébrica que representa uma funcao a partir de uma
tabela.

D19 | Resolver problema envolvendo uma funcao de primeiro grau.

D20 | Analisar crescimento/decrescimento, zeros de fungoes reais apresentadas em
graficos.

D21 | Identificar o grafico que representa uma situacao descrita em um texto.

D22 | Resolver problema envolvendo PA /PG dada a formula do termo geral.

D23 | Reconhecer o grafico de uma func¢ao polinomial de primeiro grau por meio de
seus coeficientes.

D24 | Reconhecer a representacao algébrica de uma funcao do primeiro grau, dado o
seu grafico.

D25 | Resolver problemas que envolvam os pontos de méaximo ou de minimo no gra-
fico de uma funcao polinomial do segundo grau.

D26 | Relacionar as raizes de um polinémio com sua decomposicao em fatores do
primeiro grau.

D27 | Identificar a representacao algébrica e/ou grafica de uma funcao exponencial.

D28 | Identificar a representagao algébrica e/ou grafica de uma fungao logaritmica
reconhecendo-a como inversa da funcao exponencial.

D29 | Resolver problema que envolva fungao exponencial.

D30 | Identificar graficos de fungoes trigonométricas (seno, co-seno, tangente) reco-
nhecendo suas propriedades.

D31 | Determinar a solugao de um sistema linear associando-o a uma matriz.

D32 | Resolver o problema de contagem utilizando o principio multiplicativo ou no-
¢oes de permutacao simples e/ou combinagao simples.

D33 | Calcular a probabilidade de um evento.
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Descritores do Tema IV. Tratamento da Informacao

D34 | Resolver problema envolvendo informagoes apresentadas em tabelas e/ou gra-
ficos.
D35 | Associar informagoes apresentadas em listas e/ou tabelas simples aos graficos

que as representam e vice-versa.
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Descritores do Tema III. Ntimeros e Operacdes /Algebra e Funcdes

D14 | Identificar a localizacao de ntimeros reais na reta numeérica.

D15 | Resolver problema que envolva variacoes proporcionais, diretas ou inversas
entre grandezas.

D16 | Resolver problema que envolva porcentagem.

D17 | Resolver problema que envolva equacgao de segundo grau.

D18 | Reconhecer expressao algébrica que representa uma funcao a partir de uma
tabela.

D19 | Resolver problema envolvendo uma funcao de primeiro grau.

D20 | Analisar crescimento/decrescimento, zeros de fungoes reais apresentadas em
graficos.

D21 | Identificar o grafico que representa uma situacao descrita em um texto.

D22 | Resolver problema envolvendo PA /PG dada a formula do termo geral.

D23 | Reconhecer o grafico de uma func¢ao polinomial de primeiro grau por meio de
seus coeficientes.

D24 | Reconhecer a representacao algébrica de uma funcao do primeiro grau, dado o
seu grafico.

D25 | Resolver problemas que envolvam os pontos de méaximo ou de minimo no gra-
fico de uma funcao polinomial do segundo grau.

D26 | Relacionar as raizes de um polinémio com sua decomposicao em fatores do
primeiro grau.

D27 | Identificar a representacao algébrica e/ou grafica de uma funcao exponencial.

D28 | Identificar a representagao algébrica e/ou grafica de uma fungao logaritmica
reconhecendo-a como inversa da funcao exponencial.

D29 | Resolver problema que envolva fungao exponencial.

D30 | Identificar graficos de fungoes trigonométricas (seno, co-seno, tangente) reco-
nhecendo suas propriedades.

D31 | Determinar a solugao de um sistema linear associando-o a uma matriz.

D32 | Resolver o problema de contagem utilizando o principio multiplicativo ou no-
¢oes de permutacao simples e/ou combinagao simples.

D33 | Calcular a probabilidade de um evento.
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Descritores do Tema IV. Tratamento da Informacao

D34 | Resolver problema envolvendo informagoes apresentadas em tabelas e/ou gra-
ficos.
D35 | Associar informagoes apresentadas em listas e/ou tabelas simples aos graficos

que as representam e vice-versa.




Matematica 3° SERIE / ENSINO MEDIO

Campo Numérico Aritmético Analise Combinatoria e Introducao a probabilidade

- Resolver problemas de contagem utilizando o principio multiplicativo ou nogées de permutacdo simples e/ou
Habilidades e combinacao simples.
A - Utilizar o principio multiplicativo e o principio aditivo da contagem naresolucdo de problemas.
Competéncias LoprnePo mu P princip . crodep
-Identificar e diferenciar os diversos tipos de agrupamentos.
- Calculara probabilidade de um evento.

Campo Numérico Aritmético Probabilidade

Habilidades e -Resolver problemas utilizando a probabilidade da unidao de eventos e a probabilidade de eventos complementares
Competéncias -Resolver problemas envolvendo probabilidade condicional.

Campo do Tratamento PP 0 . A -

da Informacio Estatistica: medidas de centralidade e dispersao

Habilidad -Compreender os conceitos basicos de estatistica: populacao, amostra, frequéncia absoluta e frequénciarelativa.
abillidades e - Construir, lere interpretar histogramas, gréficos de linhas, de barras e de setores.

Competéncias -Resolver problemas envolvendo o calculo da média aritmética, mediana e moda.

-Resolver problemas envolvendo célculo de desvio-padrao.




Matematica 3° SERIE / ENSINO MEDIO

Campo Algébrico Simbélico Numeros Complexos

Habilidad -Identificar e conceituara unidade imaginaria.

el b= s -Identificar o conjunto dos nimeros complexos e representar um nimero complexo naformaalgébrica.
Com peténcias - Calcular expressdes envolvendo as operagdes com niimeros complexos na forma algébrica.

- Calcular poténcias de expoente inteiro da unidade imaginaria.

Campo Geométrico Geometria analitica

Habilidades e -Resolver problemas utilizando o calculo da distancia entre dois pontos.
Competéncias -Identificar e determinar as equacoes geral e reduzida de umareta.

Campo Algébrico Simbélico Polinomios e Equagdoes Algébricas

-Identificar e determinar o grau de um polinémio.
- Calcular o valor numérico de um polindmio.
Habilidades e - Efetuar operagdes com polinémios.

. - Utilizar o teorema do resto pararesolver problemas.
Competenaas - Utilizar o dispositivo pratico de Briot-Ruffini na divisao de polinémios .
-Resolverequacgdes polinomiais utilizando o teorema fundamental da algebra e o Teorema da Decomposicéo.
-Representar graficamente uma funcéo polinomial.
- Utilizar as Relagdes de Girard para resolver equagdes polinomiais.

Campo Geométrico Geometria analitica

Habilidades e -ldentificar retas paralelas e retas perpendiculares a partir de suas equacées.
Competéncias - Determinar a equacao da circunferéncia naforma reduzida e na forma geral,conhecidos o centro e o raio.
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