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Resumo

Vetores ortogonais podem aparecer formando as colunas de uma matriz
motivando alguns autores a estabelecerem a defini¢do de elemento ortogonal em M,,(R).
Isso se traduz pela igualdade AA* = I,. Examinando o caso n = 2 mostramos que esse

conceito pode ser estendido para o conjunto C dos nidmeros complexos.

Palavras-chave: Isomorfismos, operadores lineares, matrizes e elementos ortogonais.



Abstract

Orthogonal vectors may appear to form the columns of a matrix motivating some
authors to establish the orthogonal element definition in M,,(R). This is translated by the
equation AA = I,. Examining the case n = 2 we show that this concept can be extended

to the set C of the complex numbers.

Key words: Isomorphisms, linear operators, matrices and orthogonal elements.



SUMARIO

59U o0 10 (or= o JU PP STOPRTOUPOTRE 10
Capfitulo 1 - Uma representacao dos nimeros complexos dentro de um anel de matrizes ....... 13
1.1 DefiNiCOES € OPETACOES ..ccuviiiutieeteeeteeeitee et et et e st e st e st e e st e e sabeesabe e sateesabeesabeesabeesabeesabeesaees 13
1.2 O anel das matrizes quadradas de Ordem 2 ..........ccoccuveiiiiieriiciee s 20
1.3 O corpo dos NUMET0S COMPLEXOS...uviiirieiiiierieeriieriteesreesreesreesreesseesseesseesssessseesssessssessanes 24
1.4 Isomorfismos - cépias do corpo dos NUMEros COMPIEXO0S .......cecververrieriereireenieneeneenieeeees 26
1.5 ESPAGOS VETOTTAIS «euuteeuiie ittt ettt ettt ettt e st e st e st e e st e e sateesabeesabeesaees 32
1.6 TransSformagOes LINEATES.......cccuiiieiiiieiieieee e este ettt e st e e e st e e e sbee e s saaee s sbteeessaeeesnseeesenses 35
Capitulo 2 - Elementos OrtOZONAIS ......cueeuiriiriiiienieiiteiee sttt ettt ettt et st 41
2.1 Os elementos ortogonais de My (R) .....ccveviiieeierienieie ettt be e eaeeneas 41
2.2 As ¢~ - imagens dos elementos ortogonais de C ...........ccceeuevereverererererererereserere oo 42
2.3 Uma razoavel definicdo para elementos ortogonais em C .........cccecceereeverieniieeiiencienie e 44
2.4 Os elementos ortogonais de RZ ..........cccceeveverereiereierereresesesesese e ese st sesesesesesesesesesesesesas 46
2.5 Os elementos ortogonais de F(RZ) .......ccccceveveverererererereereiereseese et e ettt sese e teseseseseseaenas 48
Capitulo 3 - Consideragtes fiNaiS.......cccucveivieiiiiiiiie e sre e sere e srae e sreeerne e 52

BIDLIOGIATTa ...ttt et ettt et sttt sae e 56



Lista de Simbolos

: menor do que,

: maior do que

ANV A

: menor do que ou igual a

v

: maior do que ou igual a

: identificador por

: diferente

H

:isomorfo a

R

N

: imerso em

V: para todo, qualquer que seja

=: entdo, implica

©: equivalente, se e somente se, se e sO se
co: infinito (ndo € um numero)

/ (ou;): tal que

3: existe

A : ndo existe

€: pertence a

¢: nao pertence a

C: esta contido,

¢: nao esta contido

U: uniao

N: intersecao

X e Y : conjuntos abstratos

#X: nimero de elementos do conjunto X
N: conjunto dos nimeros naturais
Z: conjunto dos numeros inteiros

Q: conjunto dos numeros racionais
R: conjunto dos nimeros reais

C: conjunto dos numeros complexos

M, (K): 0 conjunto das matrizes de ordem m X n sobre um corpo K



10

Introducio

O Mestrado Profissional

Embora o mestrado profissional em Matematica - PROTMAT seja na modalidade
de um mestrado semipresencial e visto com certa desconfianca por alguns da comunidade
da matematica, ele é muito bem avaliado pela CAPES e o diploma que ele concede aos
estudantes também é bem valorizado.

E bastante claro o objetivo do PROFMAT em aprofundar alguns conhecimentos de
Matematica basica, oportunizando ao professor uma formag¢do mais sélida, que pode
obter maior confianga no exercicio dessa bela profissao de ensinar.

Depois de conhecer as particularidades do PROFMAT e conversar com alguns
colegas, egressos desse curso ou que ainda estavam estudando, percebi que todos falavam
positivamente do mestrado e ai eu vi a oportunidade de estar trabalhando e estudando
perto da familia e amigos, participando efetivamente de um programa de estudo que me
garantird boas oportunidades profissionais no futuro e ainda me permitird ser um
professor melhor qualificado.

No PROFMAT pude reforgar alguns conteddos que tive na graduagdo; ja que as
disciplinas: Numeros e Funcbes, Matematica Discreta, Geometria e Aritmética, que
compode a base da prova do exame nacional de qualificagio (ENQ), nos proporcionam
fazer uma revisao bastante significativa dos contetidos de Matematica da educagdo basica.
Isso me deu mais certeza de que fiz a escolha certa ao optar por essa drea do conhecimento
e eu destaco a Aritmética e a Algebra Linear como as disciplinas que guardam os
conteudos que Eu, depois de concluir mais essa etapa de estudos, passarei a dedicar mais

do meu tempo para fazer novas investigacoes.

A escolha do tema

Com relagdo ao tema a ser apresentado no Trabalho de Conclusao de Curso - TCC,
meu orientador e eu vinhamos conversando sobre fazermos algo na Teoria dos Niimeros,
sobre a reciprocidade quadratica de Gauss, porém, percebemos que além de ja existirem
outras dissertacdes levariamos muito tempo para fazer algo diferente e de significacdo
sobre esse tema. Entdo, em meios as longas conversas que tinhamos surgiu uma pergunta
feita pelo meu colega de classe Leonézio Ponce: o que motiva a definicio de matrizes

ortogonais? A discussao girou em torno do fato de que ortogonalidade é uma relacao 2
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testavel em um espaco de vetores, no qual esta definido um produto interno. O meu colega
havia percebido um pequeno exercicio em [4]; pagina 106, pedindo para concluir que
matrizes ortogonais possuem determinantes igual a +1.

Com o passar dos dias algumas consideracdes foram sendo feitas sem que
olhassemos o que, de fato, motivou a denominac¢do de ortogonal: matriz ortogonal é todo
matriz A € M,,(R) tal que AA® = I,. Mais em frente, sabendo que o conjunto dos nimeros
complexos estd imerso no anel de matrizes quadradas de ordem 2, via um isomorfismo,
pensamos em como definir um elemento ortogonal em C. Assim, investigamos como o
conjunto dos elementos ortogonais de M,(R) se relacionavam com as imagens diretas

desse isomorfismo, para depois, de volta em C, tentar estabelecer esse conceito.

A estrutura deste TCC

Nosso primeiro capitulo, de noc¢des preliminares, relembra o conjunto das
matrizes com as suas operacgdes e propriedades usuais, onde fizemos uma breve descricao
da estrutura de anel a qual o conjunto M,(R) se encaixa. Através de isomorfismo,
encerrando essa parte do trabalho, mostramos que podemos encontrar uma cépia de C
dentro dessa estrutura algébrica. A parte final deste capitulo, que trata de espaco vetorial,
mostra que o conceito de elemento ortogonal em M, (R) realmente é motivado pelo fato
de que vetores ortogonais podem formar as colunas de uma matriz. Mostra também, e isso
nio é novo, que podemos chamar de ortogonal determinadas func¢des definidas em R?.

No capitulo dois estabelecemos o conceito de elemento ortogonal em C, mostrando
que esse conceito estd diretamente ligado ao conceito de conjugado de um numero
complexo e, portanto, longe do que motivou essa definicdo em M, (R); o que pode dar
certa valorizagdo para a nossa pesquisa.

No capitulo trés fazemos algumas consideragdes a respeito do nosso trabalho.

Revisdo bibliografica

Afim de respondermos a uma pergunta sobre o que tratam os assuntos que
motivaram a definicdo de matrizes ortogonais, passamos a investigar alguns livros de
algebra linear usados, em geral, nos cursos de matematica na graduacao. Rapidamente
encontramos uma boa resposta para essa pergunta. Por exemplo, no livro de Steinbruch,
nossa referéncia [7], ele faz a definicdo de operador ortogonal, na paginal43. Seguindo,

na pagina 145, ele mostra que a igualdade AA' = I, aparece naturalmente, como uma
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propriedade, usando o fato de que o operador ortogonal preserva a norma. Assim, o autor
chama de matriz ortogonal a toda matriz A que satisfaz a igualdade AA" = I,,.

Em nossa referéncia [2], na pagina 254, o autor define matriz ortogonal e, usando
o fato de que matriz ortogonal é composta por linhas ou colunas que sado vetores dois a
dois ortogonais e unitarios, define, na pagina 258, operador ortogonal. Isso é feito da
mesma maneira, na pagina 389 de nossa referéncia [1].

Por fim, em [6], na pagina 286, Seymour define operador ortogonal para os caso
real e complexo. Em seguida, na pagina 287, ele define matriz ortogonal como
consequéncia do teorema 13.10B, a saber: A matriz A com entradas reais representa um
operador T (relativo a uma base ortonormal) se, e somente se, A' = A™L.

Na pagina 285, existe uma tabela na qual o autor faz uma interessante analogia
entre a aplicacdo adjunta T — T* e a aplicacdo de conjugacdo z — Z, em C, conforme a

tabela 1.

Tabela 1: Analogia entre aplicacdo adjunta e a conjugacdo nos complexos

Classe de Numeros | Comportamento | Classe de operadores de A(V) Comportamento pela
Complexos pela Conjugacao aplicacdo adjunta
Circulo unitario (|z| = 1) 1 Operador ortogonal (caso real) ou T*=T"1

Ny
Il

z unitario (caso complexo)

Eixo real z=2z Operador autoadjunto (caso real) ou T =T
hermitiano (caso complexo)

Eixo imaginario Z=-z Operador antiadjunto (caso real) ou T =-T
antihermitiano (caso complexo)

Eixo positivo (0, ) z=ww,w # 0 | Operadores positivos T=S8"S com S ndo

singular

Fonte: [6], pagina 285

A tabela mostra o comportamento, pela conjugacao, dos numeros complexos que
tém mddulos iguais a 1. Esses sdo os mesmos elementos que definimos como ortogonais.
Reforcamos que a nossa sugestdo é definir nimeros complexos ortogonais, sem que
tivéssemos conhecimentos prévio dessa tabela. Isso foi feito olhando para a equacgdo zz =
1, depois de analisar a imagem inversa de uma matriz ortogonal que também representa
a imagem direta de um nimero complexo, através de um isomorfismo. (Ver a defini¢ao

em 2.3.1).
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Capitulo 1 - Uma representagio dos numeros
complexos dentro de um anel de matrizes

Este primeiro capitulo, de no¢des preliminares, sera uma base na qual apoiaremos
discursoes breves sobre o conjunto das matrizes, relembrando as defini¢cdes usuais das
operacoes de adi¢do, multiplicagdo por escalar e multiplicacao.

Também relembraremos a definicdo de anéis, dando énfase ao anel das matrizes
quadradas de ordem 2. Em seguida, faremos uma breve descricio dos numeros

complexos, mostrando que dentro do anel M, (R) existe uma cépia de C.

1.1 DefinigOes e operagdes

A presente secdo serd dedicada ao conjunto das matrizes. Comegaremos

relembrando a seguinte

1.1.1. Defini¢do: Digamos que m e n sejam dois nimeros naturais ndo nulos. Definimos,
assim, matriz de ordem m por n (m X n), a qualquer tabela de m linhas e n colunas,

formada por nimeros, os quais chamamos de entradas da matriz.

1.1.2. Exemplo: A tabela [5];4; € uma matriz de ordem 1 X 1, enquanto que

1 4
2 5
3 6l3x;

¢ uma matriz de ordem 3 X 2, onde as entradas da primeira linha sdo os nimeros 1 e 4 e
as entradas da segunda e terceira linhas sao, respectivamente, os nimeros 2e 5 e 3 e 6.

E usual escrevemos uma matriz A de ordem m X n por

a1 4 A1m
az1 Ay Arm
A = :
AGm1 Amz2 " Amald,un

ou, ainda, por A = [aij] o onde a entrada a;; refere-se ao elemento da linha i e coluna

mx

j.Se a ordem da matriz ja estiver subentendida escrevemos apenas A = [ai j].

Vejamos, agora, como sdo denominadas algumas matrizes quando consideramos

suas ordens.
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1.1.3. Exemplo: A matriz de ordem 3 X 2 do exemplo em 1.1.2 é chamada de retangular.

Do mesmo modo a matriz,

[123
3 2 1k

€ uma matriz retangular. Isto é, toda matriz de ordem m X n, com m # n, é dita uma
matriz retangular. As matrizes retangulares de ordens 1 Xn e m X 1, com m # 1, sdo

chamadas de matriz linha e matriz coluna, respectivamente. Por exemplo, as matrizes

0
[1 6 3 Olel,
54><1

sdo matrizes linha e coluna de ordens 1 X 4 e 4 X 1.
Quando ocorrer de a ordem de uma matriz ser m X ncom m = n, diremos que essa

matriz é uma quadrada de ordem n (ou m). Assim, a matriz

1 1
1 Tlax

é uma matriz quadrada de ordem 2.

Se uma matriz quadrada A = [ai j]nxn todas as entradas a;;’s iguais a zero, quando

i #jel <i,j<n,entdo serda denominada de matriz diagonal. Como exemplo, a matriz

2 0 0
0 7 0 .
3x3

0 0 19

D =

Dentre as matrizes diagonais, podemos destacar I,, = [aij] ;ondeq;; = 1,sei =
nxn

jea;;=0,sei+j paratodoi,j € {1,2,..,n}. Essa matriz € denominada de identidade
de ordem n.
Esse nome para I,, é sugerido pelo fato de que essa matriz é o elemento neutro da

multiplicacao de matrizes que estabeleceremos na proposi¢cdao em 1.1.8. Particularmente,

==l ..

é o elemento neutro da multiplicagdo em M, (R).
Denominamos de matriz triangular superior (inferior), a matriz A = [a;;] tal que

a;j =0 sei>j(a; = 0sei<j).Comoexemplo, temos que

1 2 3 0 0 0 O

1 6 0 O
0 4 5 e 23 0 0 )
0 0 6l3x3

4 5 6 1l

sdo, respectivamente, uma matriz triangular superior e uma matriz triangular inferior.
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Matriz nula, é definida como sendo uma matriz cujas entradas sdo todas iguais a

zero. Ela é o elemento neutro da adi¢do que definiremos em 1.1.5.

0 0 O
0 = 0 0 0 )
3%X3

0 0 O

A matriz

¢ a matriz nula de ordem 3. Também é uma matriz diagonal, triangular inferior e
triangular superior.
Duas matrizes sdo iguais se, e somente se, tém a mesma ordem e entradas

correspondentes iguais. Vejamos no seguinte

1.1.4. Exemplo: As matrizes [1 3] e [1 Yl s6 ocorrem de serem iguais se tivermos
5 8l x 8l

x=5ey=3.

Na defini¢do seguinte mostraremos como a adi¢do de matrizes muito se assemelha

aadicdo dos nimeros reais, no que diz respeito as propriedades que essa opera¢ao possui.

1.1.5. Defini¢do: Dadas duas matrizes A = [aif]mxn e B= [bij]mxn de mesma ordem,
definimos a adicdo de A e B, representada por A + B, como sendo a matriz C = [Cif]an

tal que ¢;; = a;; + b;j paratodo1 <i <meparatodol <j <n.
Decorre dessa definicao propriedades que sao de imediata verificagao.

1.1.6. Proposi¢do: Suponha que A4, B e C sejam matrizes de mesma ordem. Entdo valem:
A A+ (B+C)=(A+ B) + C (Associatividade da adigdo);

Ay: A+ B = B + A (Comutatividade da adi¢do);

Az: A+ 0 = 0 + A = A (Existéncia de elemento neutro, onde O é a matriz nula);

Ay A+ (—A) = —A + A = 0 (Existéncia de inverso aditivo).

Demonstragdo: Tomemos matrizes quaisquer A = [a;;], B = [b;;] e C = [¢;j], de mesma
ordem. Entdo, temos que A+ (B+C) = [aij] + ([bij] + [cij]) = [aij] + [bij + cij] =
layj + (b + )] = [(ay; + bij) + cyj] = |ai; + byy] + [eij] = ([ayi] + [byy]) + [eis] =

(A + B) + C. Portanto, vale A;.
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Agora, vale que A+ B = [au] + [bl]] = [al] + bu] [bl] + al]] [bl-j] + [al-j] =
B + A, e assim, vale A,.
Omitiremos a demonstracdo das propriedades A5 e A4, que também nao é dificil

perceber, decorrem imediatamente das propriedades dos nimeros reais.

1.1.7. Defini¢do: Sejam a um nimero real e A = [aij]mxn uma matriz de ordem m X n.

Definimos a multiplicacdo de A pelo escalar « a matriz aA = [aai f]mxn'

1.1.8. Proposicdo: Sejam A e B matrizes de mesma ordem, a e A numeros reais. Entao,
valem e sdo de imediata verificacdo, as seguintes propriedades:
Ei:a(A+ B) = aA + aB;
Ey: (a + DA = aA + 14;
E3: a(14) = (ad)4;
E4 1A = A.
Demonstragdo: Consideremos A = [aif]mxn eB = [bij]mxn matrizes quaisquer de mesma
ordem e @ um ntimero real. Temos que a(4 + B) = a([a;;| + [b;;]) = a([ai; + b;j]) =
[a(aij + bij)] = [aaij + abl-j] = [aaij] + [abij] = a[aij] + a[bij] = aA + aB. Portanto,
vale Ej.

Os outros fatos ndo serdao verificados. Mas, também sdo decorrentes das

propriedades dos nimeros reais.

1.1.9. Defini¢do: Sejam A = [aif]mxz e B= [bij]lxn duas matrizes. Definimos a
multiplicacdo de A por B, nessa ordem, a matriz C = [Cif]mxn' como sendo de ordem

m X n, tal que
l

Cij = 2 Aixbyj = aiybyj + -+ ayby;
=1

paratodol <i<meparatodol1 <j<n

1.1.10. Exemplo: Em geral ndo vale a igualdade AB = BA. Notemos que

8 2 3 9 12
[4 12><2 02><2 [0 21352 [0 2122 [1 0]2><2 [ ]2><2'

isto é, essa operacdo ndo é comutativa.
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Vejamos as propriedades da multiplicagcdo de matrizes na seguinte

1.1.11. Proposigdo: Sejam A, B e C matrizes tais que os produtos indicados abaixo sdo
possiveis de serem calculados. Entdo, valem:

My: A(B + C) = AB + AC (Distributiva a esquerda em relacido a adicdo);

M,: (A + B)C = AC + BC (Distributiva a direita em relagdo a adigdo);

M3: A(BC) = (AB)C (Associatividade da multiplica¢do);

M,: Se A é uma matriz quadrada de ordem, entao Al, = I,,A = A (Existéncia de elemento
neutro da multiplicacdo).

Demonstragdo: Mostraremos apenas M;. As outras propriedades decorrem igualmente da

definicdo de multiplicacdo de matrizes. Temos
AB + €) = [ag]([bij] + [cxj]) = [au([bj + cij]) = [Z=1 aun(bj + i) | =
|24 o1 (ainbrj + aixcrj)] = [Zhet @inbij] + [Tkt aincrj] = AB+AC, com i=1,..,m e

j =1, ...,n. Portanto, vale M;.
1.1.12. Exemplo: Acontece as vezes de o produto entre duas matrizes nao nulas resultar

o ool ol.=lo ol

Fazendo uma analogia com o conjunto dos nimeros, onde um produto é nulo se, e

na matriz nula. Veja,

somente se, um dos fatores € nulo, vemos que em um conjunto de matrizes podem existir

divisores de zero.
Mais uma operacdo que podemos considerar é apresentada na seguinte

1.1.13. Definigio: Dada uma matriz A = [a;;] _, dizemos que amatriz A* = [a;;|  éa

transposta da matriz A.

Em particular, a matriz A* = [2 > O] de ordem 2 X 3 é a transposta da
0 1 3lyx3
2 0
matriz4A =[5 1 de ordem 3 X 2.
0 3lx2

Se acontecer de A = A dizemos que a matriz A é uma matriz simétrica. Se tivermos

que A = —A dizemos que a matriz A é uma matriz antissimétrica.
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1.1.14. Proposi¢do: Para toda matriz A = [a;j] e B = [b;;] e todo niimero real «, desde que

a multiplicacdo e a adicao possam ser calculadas, vale que:
T: (AHE = 4;

T,: (A+ B)t = At + BY;

T;: (AB)t = BtAY;

T,: (@A)t = aAt.

Demonstragao: Temos
Ty (A" = ([aij]t)t =[] = [ay] = 4;
Ty: (A+ B) = ([ay] + [by])" = ([ay; + by])" = [aji + b = [az]” + [bs] = 4° + B,

T3: (AB)' = ([aij][bij])t = ([Zr-, aikbkj])t = [Zr_y aibir] = [ZRe1 bjk ari] =
[bji][a;:] = B*A%;

Ty: (@A)t = (alay]) = ([eay])” = [aa;] = ala;] = aat

1.1.15. Definigdo: Dada uma matriz quadrada A de ordem n, dizemos que a matriz B é a
inversa da matriz A se tivermos que
AB = BA =1,.
Nesse caso, denotamos por B = A™! a inversa de A. Claro que a ordem de B é a
mesma de A. Além disso, A = B~1.

Uma matriz é dita inversivel quando admite inversa.

1.1.16. Exemplo: Em particular, as matrizes
3 5]

A=[1 2

eB = [_21 _?5’]

2X2 2X2

0

1 ; logo, a matriz B é a inversa de A, e vice-versa.
2x2

sdo tais que AB = BA = [(1)

1.1.17. Proposigdo: A inversa de uma matriz, quando existir, é tnica.
Demonstragdo: Suponha que A seja uma matriz inversivel e que B é uma inversa de 4, isto
é, AB = BA = I,,. Se houver uma matriz C para a qual também seja valida a igualdade
AC = CA = I,,, entao afirmarmos que C = B.

Realmente, se AC = I,, temos BAC = BI,, isso implica que C = B. Portanto, a

inversa de uma matriz, quando existe, € mesmo unica.
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Vejamos algumas propriedades ligadas a inversao de matrizes.

1.1.18. Proposi¢do: Consideremos A e B matrizes quadradas de ordem 1 < n € N. Temos
que:

S: Se A é inversivel, entdo A™! é também inversivel e (471! = 4;

S,: Se A e B sdo inversiveis, entdo AB também é inversivel e (AB)™! = B~1471;

S3: Se A é inversivel, entdo A® também é inversivel, e (41)™! = (4A™1)};

Demonstragdo: Ora, A~! é inversivel se podemos encontrar uma matriz X para a qual
A71X = XA™! = I,,. Porém, sendo A inversivel, temos que A~1A = AA™! = [; ouseja, X =
A.Como a inversa é tinica s6 resta que (A™1)~! = A. Portanto, vale S;.

Temos que (AB)(B'A™ ) =ABB VA = ALLAT 1 =447 =1 e
(B7'A™Y)(AB) =B (47 'A)B=B"'I,B =B~ !B =1,. Isto é, AB é inversivel e, como
possui uma tnica inversa, concluimos que (AB)™! = B~14 1 e vale S,.

Por fim, temos que AA™! = A71A = I,,, 0 que implica que (447 1)t = (A714)¢ =
It = L;isto &, (A™1)tAL = AY(A™1)t = I,,. Portanto, (4Y)™! = (A1)t e vale Ss.

1.1.19. Defini¢do: Seja A uma matriz quadrada de ordem 1 <n € N dizemos que A é
ortogonal se, e somente se, for satisfeita a seguinte condigao:

AAt = AtA =1,

cosd  —send cosf —senf 0O
1.1.20. Exemplo: As matrizes [ e |send cos@ 0 sdo ortogonais.
send cosf1,,,
0 0 1i3x3
Vale que:
[cos@ —senf [ cosf senf _ [60529 + sen?6 0 ] _ [1 0
senf  cosOl,,, l—senf cosOl,4, 0 cos?0 + sen?0l,y, 10 1l

Na referéncia [6] de nossa bibliografia, o autor, na pagina 254, define matrizes
simétricas e matrizes ortogonais. Comenta ainda que as matrizes ortogonais formam um
conjunto de matrizes que sdo inversiveis e, que a relacdo entre matrizes inversiveis,

simétricas e ortogonais é indicada conforme o diagrama abaixo:
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M, (R): Matrizes
I,,(R): Matrizes inversiveis
O(Mn(]R)): Matrizes ortogonais

MS,, (R): Matrizes simétricas

-1
4 ]2><2

Observamos que a matriz [_31

é simultaneamente simétrica e inversivel,

0,81 0,9
—/0,9 +0,81l,,,

mas ndo é ortogonal. Enquanto que, a matriz [ é ortogonal e inversivel,

mas nao é simétrica.

Observagao 1.1.21: O produto de matrizes ortogonais € uma matriz ortogonal.
Demonstragdo: De fato, sejam M; e M, matrizes ortogonais 1 < n € N. Como ja sabemos
que M; M = M,M} = I,. Temos que,

(M1'M2)'(M1'M2)t=M1'(Mz'Mzt)'Mz =My -1-My=M;-M; =1,

0 que mostra que M; M, é uma matriz ortogonal.

1.2 O anel das matrizes quadradas de ordem 2

A identificacdo de um nimero complexo com uma matriz quadrada de ordem 2
sera feita, por meio de isomorfismo depois de descrevermos a estrutura de M,(R).

Comegamos com a seguinte

1.2.1 Defini¢do: Digamos que A seja um conjunto ndo vazio, no qual estdo definidas uma
operacdo de adicdo e uma operacao de multiplicagdo. Se, além disso, para quaisquer
a,b,c € A,valer que:

Ayia+(b+c)=(a+b) +c;

Ay:a+b=b+a;

Ajz:existe0 € Atalque0+a=a+0=aq;

Ay existe —a=(—1)a€ Atalquea+ (—a) = —a+ a = 0;

As:a-(b-c)=(a-b) ¢

Agia-(b+c)=a-b+a-c;(b+c)-a=b-a+c-a,

diremos que (4, +,’) é um anel.
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1.2.2. Defini¢do: Se (4, +,) é um anel e para quaisquer a, b € A, valer que ab = ba dizemos

que (4, +,7) é um anel comutativo.

1.2.3. Defini¢do: Se (4, +,-) é um anel e existir 1 € Atalque 1-a = a -1 = q, dizemos que

(4,+,")) é um anel com unidade.

1.2.4. Defini¢do: Se (4, +,’) é um anel comutativo com unidade e para quaisquer a, b € A4,
coma-b = 0, implicar que a = 0 ou b = 0, diremos que (4, +,-) é um dominio (ou anel)

de integridade, o que significa dizer que ndo existem divisores de zero no anel (4, +,).

1.2.5. Definigdo: Se (4, +,") é um dominio de integridade e para todo a # 0 € A, existir

aleAtalquea-a ! = a!:-a=1,dizemos que (4, +,) é um corpo.

1.2.6. Exemplo: Seja D # {0} um dominio de integridade. Entdo, se a funcado

¥Y:D——>D
xl—)lll(x) = ax,

para todo a € D\{0}, for sobrejetiva, D é um corpo.

Realmente, para todo elemento a # 0 em D, definindo ¥ como acima, o fato dela
ser sobrejetiva garante que, para a identidade 1 em D = CD(¥), existe b € D = D(¥) tal
que ¥(b) = 1; ou seja, a-b =1 e a é inversivel. Portanto, pela generalidade de a,

concluimos que D é um corpo.

1.2.7. Exemplos: Consoante as defini¢des vistas nesta unidade, podemos perceber que o

conjunto das matrizes quadradas de ordem 2,

Mz(R) = {[Ccl Z

é um anel ndo comutativo, com unidade e que admite divisores de zero.

:a,b,c,dE]R}

De fato, [1 1] e 1] sdo elementos em M,(R) e temos que
2 _1 2%2 1 2X2

B —1]2><2 [1 JEPRS) [1 %2 [3 0d2x2 [1 2%z [2 —1]2><2'

A matriz I, = [0 1 é a unidade de M,(R), pois para uma matriz M =
2x2

[a b] qualquer em M, (R), valeque I, M = M-I, = M.
dlaxz
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Ademais, se b e b’ sdo dois nimeros reais quaisquer, as matrizes B = [g 8] e
2x2
, _JO O ~ . o _J0 0
B’ = [0 b']zxz saotaisque BB = [0 0,y

1.2.8. Observagdo: Se A é um anel, paratodoa € A,valeque0-a = 0 = a-0.

Demonstragdo: Usando a propriedade A; da definicdo em 1.2.1 e escrevendo 0 =0 + 0,
A

temos as seguintes equivaléncias: a-0=a-(0+0) Sa-0=a-0+a-0

Ay Ay, Ay

S(-a)'0+a-0=(-a)0+(@0+a-0)=0=((-a):0+a-0)+a-0 0=

0 + a - 0. Usando a propriedade As, da definicdo em 1.2.1, concluimos que a - 0 = 0.

1.2.9. Observagdao: Em um anel comutativo com unidade, a existéncia de inverso
multiplicativo implica na ndo existéncia de divisores de zero.
Demonstragdo: Considere A um anel comutativo com unidade e a,b € Acoma-b = 0.

1. a = 1. Dai, vemos que

Suponhamos que a # 0. Por hipétese, existe a™! € A tal que a~
a-b=0=al(ab)=atl 0@l a)b=0= 1'b=0<=b=0.

Analogamente, suponhamos que b # 0. Como, por hipétese, existe b~! em A tal que
b~l-b=1,vale que ab=0= (ab)b"'=0-aloabhb ) =0a-1=0a=

0.

1.2.10. Observagio: Em um dominio de integridade, a equagdo x?> = x tem como Unicas
solucdes O e 1.

Demonstracdo: De fato, x? = x @ x? —x =0 < x-(x —1) = 0. Como em um dominio
de integridade nao existem divisores de zero, s4 nos resta a conclusao de que x = 0 ou

x—1=0=x=1.

A proxima observagdo que faremos toca diretamente na “regra dos sinais” da

adicao e multiplicacdo de nimeros inteiros; ja que Z possui a estrutura de um anel.

1.2.11. Observagao: Sejam A um anel com unidade e x e, y elementos em A. Entdo, valem:
a)(=1) x=—x;

b) —(—x) =x;

) (=x)y =x-(-y) = —xy;
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d) (=x) - (=y) = xy.

Demonstragdo: a) Veja x+ (-1)-x=1x + (-1)'x =[1+(-1D]'x =0-x =0
concluimos que (—=1) *x = —x;

b) Temos que —(—x) é o inverso aditivo do inverso aditivo de x. Como pelo item a) vale a
igualdade x+ (—x) = x + (—1) - x, podemos perceber que também é verdadeira a
igualdade 1-x+ (—1)x= [1+ (—=1)]'x = 0-x = 0.Isso mostra que x = —(—x);

c) Ora, (—x)'y=[(-1)"x]-y=(—=1)-(x-y). De a) vem que (—x)-y =—x"-y. De
maneira semelhante, obtemos que x - (—y) = —x - y;

d) Vejamos que (—x)-(—y)=[(-1)-x]-[(-1)-y]=(-1)-x-(—1)-y. Assim, por
termos da multiplicacdo ser comutativa, vemos que: (—x) - (—=y) = (-1)-(-1)-x-y =
ED-[EDxy]l=ED-[EDE-Y)] =D - (=xy) = —(=xy) =x 0y, E essas

ultimas igualdades decorrem de a) e b).

1.2.12. Defini¢ao: Sejam A um anel e B um subconjunto de A. Dizemos que B é um subanel
de A se, e somente se, B é um anel com respeito as operacoes de adicao e multiplicacdo

definidas em A.

1.2.13. Exemplo: O conjunto dos multiplosde 3,3Z = {...,—6,—3, 0,3, 6, ...} ¢ um subanel
de Z. Enquanto que Q é um subanel de R.
Claro que 3Z nao possui unidade e Q, na verdade, é mais do que um anel, é um

subcorpo de R.

1.2.14. Observagdo (Caracterizagdo de um subanel): Seja A um anel. Entao, B é um subanel
de A se, e somente se, as seguintes condi¢cdes sdo verificadas:

a) 0 € B (o elemento neutro de A pertence B);

b)x —y € B,paratodo x,y € B;

c)x-y € B,paratodox,y € B.

Demonstragdo: Ver referéncia [3]; pagina 43.

X
1.2.15. Exemplo: Considere o subconjunto C = {[_y 2:] /x,yE]R} do anel
2x2
(Mz(R),‘l', )
_[0 0
Temos que 0 = [O 0)rs € C.
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Além disso, para X = [_ em C, vale que X —Y =

b a]zxz e V= [ d C]sz

ac — bd ad + bc
—(bc +ad) ac—bd

a—c b—d
—(b—-d) a-cl,,

um subanel de (M, (R), +,).

pertencem a C. Portanto, C é
2%2

eX-Yz[

Esse conjunto C sera muito importante para as definicoes que pretendemos
estabelecer. No final, mostraremos que ele é, na verdade, uma cépia do conjunto C dos

numeros complexos que descrevemos a seguir.

1.3 O corpo dos numeros complexos

Os numeros complexos, historicamente, existem por duas razdes principais, a
saber: uma de natureza algébrica com a resolu¢do da equagdo x? + 1 = 0, quando na
Europa discutia-se as “solucdes impossiveis” de uma equagdo em torno dos nimeros
negativos e irracionais. Outra, com o desejo de criar um analogo aritmético do conceito de
vetor, que surgiu dentro da Geometria e da Fisica, onde os nimeros complexos aparecem

como candidatos perfeitos para representar e permitir operar com vetores no plano.

Em C={z=x+yi;x,y € Rei =+v—1,0onde i? = —1}, estio bem definidas uma
operacdo de adicao e uma operac¢do de multiplicacao. Para todos z = a + bie h = ¢ + di;
definimos:

(+):iz+h=(@+bi))+(c+di)=(a+c)+(b+d)i€C
(*):z-h=(a+bi) (c+di) =ac—bd+ (ad + bc)i € C.

Claro que R c C, ja que para todo r € R, podemos escrever r = r + 0i.

1.3.1 Observagdo: Para essas operagdes de adi¢do e multiplicacdo definidas em C, valem
as seguintes propriedades, para todo z4, z,, z3 € C:

Aq:z1 + (25 + z3) = (24 + z,) + z3 (associativa da adigdo);

Ay:zy + 7, = 7, + z; (comutativa da adicdo);

Ajz:existe 0 =0+ 0i € C, talque 0 + z; = z; + 0 = z; (existéncia de elemento neutro da
adicao);

Aj:parazy =a+bi,3 —z;=—a+(—b)ieC em que 2z +(—2z;)=-2,+2,=0

(existéncia de inverso aditivo);
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Mq:z, - (2 z3) = (21 - z5) - z3 (associativa da multiplicagio);

Mj:z, - z, = z, - z; (comutativa da multiplica¢do);

Mj:existe1 =1+ 0i € C, tal que 1-2z; = z; - 1 = z; (existéncia de elemento neutro da
multiplicacao);

My:paratodoz € Ccom z # 0, existez ' €C talque z-z71 =z71-z=1 (existéncia
de inverso multiplicativo);

D:zy (zy+23) =21 2y, + 2123 = 7y 21 + 23 - 2, = (2, + z3) - z; (distributividade da
multiplicacdo em relagdo a adi¢do);

C:Se z, -z, = 0,entdo z; = 0 ouz, = 0 (em C nado existem divisores de zero).

Demonstragdo: A propriedade M, sera provada em frente na observacao 1.3.3.

Provaremos, aqui, somente a validade da propriedade C: admitindo a validade de M, se

z, 7y = 0 ez, # 0,temos que existe z; ! € C,talque z-z~! = z71 - z = 1. Dai, temos z; -

M
2, =027 (2,-2) =2z{1- 08 (271 2) 2, =012, =0 = 2z, = 0.
Analogamente, se z, # 0, podemos concluir que z; = 0, o que completa a prova da

validade de C.

1.3.2. Defini¢do: Sejam z; = a + bi e z, = ¢ + di elementos em C. Entdo:

a) dizemos que o nimero complexo i = 0 + i é a unidade imagindria;

b) os nimeros reais a = Re(z;) e b = Im(z,) sdo, respectivamente, a parte real e a parte
imaginaria do nimero complexo z;. A parte imaginaria é a que acompanha a unidade
imaginaria i,

¢) definimos z; = a — bi como sendo o conjugado do nimero complexo z;;

d) Diremos que os nimeros complexos z; e z, sdo iguais, se e somente se, tivermos que

Re(z;) = Re(z,) e Im(z;) = Im(z,).

x . Cnl — . ~_1:z:a_b.,.
1.3.3.Observagdo: Seja0 # z = a + bi € C.Entdo z Tapr = aiap T aigpzl€oinverso

multiplicativo de z.

1 = x + yi. Entdo, vale a condicdo z71-z=1=1+ 0i. Usando a

Demonstragdo: Seja z~
definicdo de multiplicacdo em C, obtemos

z7lez=(x+yi) - (a+bi)= (ax—by)+ (bx+ay)i=1=1+0i.
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ax —by =1

é um sistema linear nas
bx +ay =20

Pelaigualdade definida no item d) de 1.3.2, vem que {

a’x —aby = a

variaveis x e y. Esse sistema é equivalente ao sistema { . Somando essas

b?x + bay = 0
equacdes, obtemos (a? + b?)x =a & x = aZin 3 equacio,
vemos que ———+bay =0 &y =— fzazi = ——. Portanto, vale que, 27! = ——é o0
+b a“+b“ ba a“+b a“+b
inverso multiplicativo de z = a + bi.
1.3.4. Exemplo: O inverso do ntimero complexow = 4 — 7i éigualw™! = % + é L.

1.4 Isomorfismos - cépias do corpo dos niimeros complexos

Nesta secao vamos apresentar versdes concretas dos numeros complexos. Uma
como um par de ndmeros reais, outra como uma matriz de ordem 2. Antes definiremos as

funcdes especiais que permitem que fagamos essas identificacao.

1.4.1. Defini¢do: Uma func¢do f de X em Y é uma lei que associa a cada elemento do
conjunto X um elemento do conjunto Y. Comumente, escrevemos
fiX—Y
x —— f(x)
para denotar uma funcdo de X em Y. Também é comum chamar uma funcao de
transformacao ou aplicacgao.

Na definicdo acima X = D(f) é o dominioe Y = CD(f) é o contradominio da
fungdo f. Por Im(f) = f(X) = {f(x): x € X} denotamos o conjunto imagem da fungio
f, formado pelas transformadas de f.

Algumas fung¢des recebem nomes especiais devido a forma como atuam nos seus

dominios. Vejamos isso na seguinte

1.4.2. Definigdo: Seja f uma funcdode X em Y.
a) Dizemos que f é sobrejetiva se, e somente se, f(X) = CD(f) =
b) Dizemos que f é injetiva se, e somente se, f(x) # f(y),semprequex,y €EXex # y

se, e somente se, sempre que f(x) = f(y)parax,y € Xtemosx = y.
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c) Se g é uma funcdo de Z em W, dizemos que f é iguala g se, e somente se, temos que
X =Z7ZY =Wef(x) = g(x),paratodox € X = Z.

d) Dizemos que f é bijetiva se, e somente se, for injetiva e sobrejetiva.

e) Se A c X, afuncgao

flatA——Y
a——>f/a(a) = f(a),

¢ denominada de fungdo restricio de f ao subconjunto A de X.

1.4.3. Exemplo: A funcdo
fi:N—— 2N

n |—>f(n) = 2n,

que associa a cada numero natural o seu dobro, é bijetiva.

1.4.4. Definig¢do: Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. Suponha que * é uma operacao bem

definida em X e O é uma operacdo bem definida em Y. Uma funcao

é dita um hAomomorfismo se, e somente se, para todo a,b € X , valer que ¢(a*b) =
¢(a)Op(b).
Um homomorfismo injetivo é denominado monomorfismo. Se for sobrejetivo é

denominado epimortfismo. Se for bijetivo é denominado isomorfismo.

E facil ver que, se ¢ é um isomorfismo de X em Y, entdo ¢! é um isomorfismo de

Y em X.

1.4.5. Observagdo: Se ¢ é um isomorfismo de X em Y, valem as seguintes propriedades:
a) Se e € 0 elemento neutro para uma operacao * definida em X, e’ o elemento neutro para
uma operacdo O definidaem Y e, em Y, valem as leis do cancelamento para essa operacao,
entdo, p(e) = ¢€'.
b) Se x~1 é o inverso de um elemento x em X, entdo ¢(x~1) = @(x)~1.
Demonstragdo: Primeiramente, temos que e * e = e. Dai vale que

e'np(e) = ¢(e) = p(e * e) = p(e)Op(e);
ja que @ é um homomorfismo. Cancelando ¢(e) em ambos os membros da igualdade,

vemos que ¢@(e) =e'.
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Agora, de x * x"1= e, obtemos ¢@(x* x"1)=¢(e). Como ¢ ¢é um

homomorfismo, conforme o que provamos anteriormente, @(e) =e€’, vem que

@(x)Op(x~1) = e'.Isso mostra que ¢(x™1) = p(x)~L.

1.4.6. Defini¢do: Consideremos o conjunto R? = R X R = {(a,b) /a,b € R}. Podemos
definir as seguintes operacdes de adigdo e multiplicacdo para todo (a, b), (¢, d) € R?:
(+):(a,b) + (¢c,d) =(a+c,b+d)
(:):(a,b) - (c,d)=(a-c—b-d,a-d+b-c).
Valem as mesmas propriedades da adi¢cdao e da multiplicacao, 4;, A,, A3, A4, M4,
M,, M3, M,, D e C, exibidas em 1.3.1, com (1, 0) sendo o elemento neutro da multiplicagio.
Além disso, podemos identificar cada nimero complexo com um unico par

ordenado de R x R = R?, como mostra a observacao seguinte.

1.4.7. Observagdo: A aplicacdo

5:C R?
z=a+ bi—6(z) = (a,b),

é um isomorfismo; isto é, C = R?.

Demonstragdo: De fato, sejam z; = p + qi e z, = r + si dois nimero complexos. Para a
adigdo e a multiplicacdo definidas na observacio em 1.4.6, temos que 6(z; + z,) =
S(p+q) + r+s)) = 8(p+7r) + (@+9)i) = (p+r.qg+s) = (p,q) + (,5) =
8(z) +68(z2) e b8(z1°2) = 8((p+q) (r+si) = 8((or —gs) + (ps + qr)i) =
(pr —gqs,ps + qr) = (p,q) - (r,s) = 6(z,) - 6(z;). Mais do que isso, vemos que a
igualdade 6(p + qi) = §(r + si) implicaem (p,q) = (r,s); istoé,p =r e q = s.Logo, 6 é
injetiva. Agora, para todo par (t,u) € R? temos que existe z =t +ui € C tal que
5(t +ui) = (t,u), ou seja, § é sobrejetiva. Portanto, § é bijetiva; logo, Ce R? sio

isomorfos.

1.4.8. Defini¢do: Sejam z = a + bi um nimero complexo ndo nulo e o par (a,b) que o
representa no plano, conforme a correspondéncia estabelecida em 1.4.7.

Usando o tridngulo retangulo da figura da pagina a seguir temos as relacdes:
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1) a = rcos6;
2) b =rsend, 4
edele 2, temos:

3) (a,b) = (rcos6,rsend).

4)z = a + bi = rcosO + irsenf = r(cosf + isenh). r

A

Nesse caso, r = |z| = Va? + b? significa, na
norma euclidiana, a distincia do ponto P = (a, b) ao
ponto O = (0,0), obtida através do teorema de

Pitagoras, e 0 é o angulo que o segmento OP faz com

&
<«

o eixo horizontal do plano cartesiano, no sentido
anti-hordario.
Considerando essas relagoes, definimos que:
(1): z = |z|(cosO + isenB) é a representacdo polar do numero complexo z.
(2): O angulo 6, considerado no intervalo 0 < 6 < 21, é denominado de argumento do
nimero complexo z, comumente denotado por arg(z).
Olhando sobre o circulo trigonométrico, vemos que arg(z) = arg(z) + 2km, para

todo k € Z.

1.4.9. Observagio: Sejam z = |z|(cos6 + isenf) e w = |w|(cosy + iseny) dois nimeros
complexos na forma polar. Entdo, a representacao polar do nimero zw é dada pela
formula zw = |z||w|(cos(9 +y) + isen(6 + y)).

Demonstragdo: De fato, temos que zw = (|z|(cos® + isend))(Iw|(cosy + iseny)) =
|z||w|(cosO + isenB)(cosy + iseny). Como esse resultado equivale a igualdade:
|z||w|(cos€cosy — senfseny + i(cosfseny + senecosy)), concluimos facilmente que

lz|lwl(cos(8 + y) + isen(8 +7)).
Mais geral é o conhecido

1.4.10. Lema de De Moivre: Consideremos o nimero complexo z = |z|(cos 0 + isen 6).
Entdo, para todo inteiro positivo n, vale que
z" = Izln(cos(nH) + isen(n@))

Demonstragdo: Vamos usar inducdo sobre o inteiro n.
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E claro quesen = 0oun = 1, ndo ha nada a ser mostrado. Se n = 2, é o caso
mostrado na observacao em 1.4.9.

Agora, vamos supor que z* = |z|*(cos k8 + isen k@); para todo 2 < k € N.
Provaremos com isso que, z¥*1 = |z|¥*1(cos (k + 1) + isen (k + 1)8).

Realmente, temos que z**! = z - z¥ = (|z|(cos@ + isenB))(|z|*(coskd + isenkB)) =
|z||z|*(cosO + isenB)(cosk + isenkd). Por sua vez, essa igualdade nos conduz a
|z||z|¥ (cosOcoskl — senBsenk®) + i(cosOsenk® + senfcoskd), que nada mais é do que
|z|¥*1(cos (8 + kB) + isen(8 + kB) = | z|¥**(cos(k + 1) 6 + isen(k + 1)8). Portanto,

podemos concluir a veracidade de que z" = IZI"(cos(nH) + isen(n@)), para todon € N.

A férmula z™ = |z|"(cos nf + isen n@), contida no lema acima, é conhecida como
a férmula de De Moivre.
Esse lema permite calcularmos de maneira pratica e precisa as raizes de um dado

numero complexo.

1.4.11. Observagio: Sejaw = |w|(cos a + isen @) um nimero complexo ndo nulo. Entdo,

as enésimas raizes de w sao dadas pela férmula

a 2wk

a 2mk
Wy = 'W[cos <—+—) + isen <—+—
n n n

)],k =0,..,n—1.
n

Demonstragdo: Ver [5], pagina 190.

O isomorfismo que apresentaremos a seguir mostra que o conjunto C pode ser

identificado como um subconjunto do conjunto das matrizes quadradas de ordem 2.

1.4.12. Observagdo: Seja ¢ a funcdo que associa a cada nimero complexo uma matriz

quadrada de ordem 2, definida por
@:C C c M,(R)

z=x+yi'—><ﬂ(z) = [—xy ?CI]

]
2X2

onde C = {[_xy z]zxz

/x,y € ]R} é o conjunto do exemplo em 1.2.15. Entdo, ¢ é um
isomorfismo.
Demonstragdo: Realmente; sejam z; = a + bi e z, = ¢ + di dois elementos quaisquer em

C. Entao valem:
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a+c b+d

i) para z;+z,=(a+c)+(b+d)i, temos @(z;+2z,) = —(b+d) a+c =
2x2

a+c b+d _Ja b c d .
[—b —d a+cly B [—b a]2><2 * [—d C]2x2 B (,0(21) * (p(ZZ)'
ii) para z, 2z, = (ac — bd) + (ad + bc)i, temos p(z,2y) =
ac—bd  ad+ bc =[ac—bd ad+bc] _ [a b] .[c d] _
—(ad + bc) ac - bdl,,, —ad — bc ac — bdl,«2 —b alyuy l—d clyxo

©(z1) - 9(z2)
Além disso,

iii) ¢ é injetiva, pois vemos que valem as seguintes implicacdes: @(z;) = p(z,) =

[—ab Z]szz[fd CCisz(:) a=ceb=de z; =z,

X
iv) ¢ é sobrejetiva, pois para toda matriz M = [—y z € C existe z=x + yi € C tal

]ZXZ
que @(z) = M.

O conjunto C acima é uma cépia de C dentro do anel das matrizes quadradas de
ordem 2. Portanto, tem a mesma estrutura de C; é um corpo dentro de M, (R).

Usando o item b) de 1.4.5, podemos determinar a inversa de uma matriz quadrada

de ordem 2 de uma maneira diferente.

-

1.4.13. Exemplo: Podemos calcular a inversa da matriz E = Ll} 1

Sem recorrer aos
2x2

determinantes ou outro método comumente empregado. Basta fazer o seguinte: temos

1=

. .. — 1 4 ., .
que E = @(z = 1 — 4i). Agora, como visivelmente z ;T ;1 € oinverso de z. Pelo

item b) de 1.4.5, concluimos que

1 4
-1y _ 1 _p-1_1| 17 17
17 17455
Claramente, temos
1 4
. —1\ _ 1 —4 ﬁ ﬁ _ — -1
0@ o =[, 7| M| e
17 171542
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1.5 Espagos vetoriais

Apresentaremos nesta secdo alguns conceitos e propriedades referentes a

estrutura algébrica dos espacos vetoriais.

1.5.1. Defini¢do: Seja V um conjunto ndo vazio em que estd definida uma operacdo de
adicao tal que V u, v € V, tem-se u + v € V, e uma operagao de multiplicagdo por escalar
ondeVAe€eKeVv eV, tem-selv eV,
Suponhamos que para quaisquer u,v,w elementos em V e quaisquer a, A
elementos num corpo K, valem:
Ap:u+ (v+w) = (u+v) +w (Associatividade da adicdo);
Ay:u + v = v+ u (Comutatividade da adigdo);
Aj:existe 0 € V tal que u + 0 = 0 + u (Existéncia de elemento neutro da adi¢cao);
Ay existe —x € V tal que x + (—x) = —x + x = 0 (Existéncia de inverso aditivo);
M;y: (ad)u = a(Aw);
M;: (a + Du = au + Au;
Ms:a(u+v) =au+ av;
My1-u=u.
Nessas condicdes dizemos que V é um espaco vetorial sobre o corpo K, que

denotamos por V (K).

1.5.2. Observagdo: Se V é um espaco vetorial sobre um corpo K, valem

i)A0 =0,VA1 € K;

ii)(m1)v=—-v,Vvev.

Demonstragéo: Para i), temos que 10 = A1(0 + 0) = A0 + A0, o que implica que 0 = 10, ou
seja, A0 = 0. Agora, para ii), temos que 0 = 0v = (1 + (-1))v = v+ (-Dv = v + (- 1)v;

o que implica que (—1)v = —v.

1.5.3. Exemplo: O conjunto F(R) = {f:R — R; f é fun¢do} de todas as fungdes reais,
munido das operagdes de adi¢cdo e da multiplicacdo por escalar definidas da seguinte
forma:V f,g € F(R) eV a,1 € R, temos

+H):f+gR——R
x— (f+ ) = f(x) + gx);
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(- )Af:R—R
x —— (Af)(x) = Af (%),
€ um espaco vetorial sobre R.

Como a operacdo de adi¢do em R é associativa vale que: (f(x) + g(x)) + h(x) =
flx) + (g(x) + h(x)) para cada x,logo (f + g) + h = f + (g + h) e vale A4;.

Como a adi¢do em R é comutativa; vale que f(x) + g(x) = g(x) + f(x) para cada
x,logo f +g =g+ f evale 4,.

0 “vetor” nulo é a funcao

ocR——R
x—o0(x) = 0.

A funcao
—fiR——R
x ——— (=f)(x) = —f(x)
é o inverso aditivo de f.

Temos também que [(ad)f](x) = (ad)f(x) = a[Af (x)] = a(Af)(x), ou seja, que
vale M;. Que [(@ + Df](x) = (@ + Df(x) = af (x) + Af (x) = (af)(x) + 1) (x) =
(af +Af)(x) e, vale M,. Mais ainda, [A(f + @)](x) = AL(f + g)()] =Af(x) + g(x)] =
Af(x) +Ag(x) = Af)(x) + (Ag)(x) = (Af + 1) e, vale Ms.

Por fim, a funcao

1f:R——R
x — (1) (x) = 1f (x) = f(x);
mostra que, 1f = f e, vale M,.
Essas verificacbes dependem do conceito de igualdade de funcgdes e das

propriedades da adi¢do e multiplicacdo de nameros.
1.5.4. Defini¢do: Um vetor v é dito uma combinagcdo linear dos vetores vy, ..., v, em V se
existem escalares 14, ..., 4, em K tais que

n
V=04V + -+ Ay, = Z)livl-

=1

1.5.5. Defini¢do: Dizemos que o conjunto 8 = {vy, ..., ,} gera um espaco vetorial V se todo

vetor em V puder ser escrito como combinacgdo linear dos vetores de f3.
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1.5.6. Defini¢do: Sejam V um espacgo vetorial e f = {v, ..., v,} um subconjunto de V.
Dizemos que S é /inearmente independente (L1), ou que os vetores vy, ..., U, sdo LI, se a
equacao

Ao+ -+ A, =0
implicar 4; = -+ = 4,, = 0.No caso em que existe algum A; # O parai = 1,2, ...,n, dizemos

que B é linearmente dependente (LD), ou que os vetores vy, ..., v, sdo LD.

1.5.7. Observagdo: Sejam vy, ... v, vetores em V. Se vy, ... v, sdo LI's entdo a combinagao
linear v = 4,v; + -+ + 1,1, é unicamente determinada pelos escalares reis 44, ..., 4,,.
Demonstragdo: De fato, considere que exista outra combinacdo linear com a;, ..., a, € K
tal que
V=00 + o+ apvy = 4 v o+ Ao
Entdo vale que
(a1 = A)vy + -+ (@, — A)v, = 0.

Como vy, ..., v, sao LI's, restaque a; = A4, ..., a,, = A,,.

1.5.8. Defini¢do: Seja n um nimero natural. Dizemos que um subconjunto f = {vy, ..., v}
de um espaco vetorial V é uma base desse espaco se, e somente se:

i) B geraV;

ii) f é um conjunto LI.

1.5.9. Proposic¢do: Se f = {v;, ..., v, } € uma base ordenada do espago vetorial V, cada vetor
em I/ pode ser expresso de maneira inica como combinacao linear dos vetores de f3.
Demonstragdo: Sabemos que 8 gera V/, logo um vetor arbitrario v em V pode ser expresso
como combinacdo linear dos vetores de 5. Suponhamos que

v=ov;+ ot apvpev =A4v + o+ 4,0,
com @y, ..., ¥p, A4, ..., 4y, € R. Dai, obtemos

O=v—-—v=(a;—A)vy + -+ (a, — )V,

Como vy, ..., v, sdo LI's concluimos que a; = 14, ..., a,, = 4,,.

1.5.10. Defini¢do: Seja n um nimero natural. Se § = {vy, ..., v, } for uma base de um espago
vetorial V, dizemos que V tem dimensao finita n (ou que V é n-dimensional). O espago

constituido do vetor nulo tem dimenséo zero. Indicaremos por dim(V) a dimensio de V.
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Muitos resultados a respeito de um espaco vetorial podem ser vistos nas
referéncias [1], [2], [3], [4] e [5]- Os que incluimos aqui é para dar significado aos
conjuntos que investigaremos. Facilmente, podemos reconhecer que C e M,(R) sao

também espacos vetoriais sobre o corpo R. O conjunto = {1,i} é uma base de C e o

1 0 , L

conjunto { } ¢ uma base de M, (R); isto é,
) r= [0 0]2><2 0 2x2 [1 0l2x2 [0 IEPNT 2(R)

dim(C) = 2 e dim(M,(R)) = 4.

1 0 0 1

0 1]2><2' _1 O]ZXZ} €é uma de suas

O conjunto C é dois gerado; ja que ¢ = {[

bases. Além disso, vale que dim(C) = 2, o que ndo pode ser uma novidade, pois por 1.4.12,

vale que C = C.

1.6 Transformagoes lineares

Nesta secdo relacionaremos alguns resultados sobre transformacgoes lineares, que
sdo func¢des especiais cujo dominio e contradominio sao espagos vetoriais sobre um corpo
K. O objetivo principal é estabelecer que essas fun¢des podem ser representadas por

matrizes.

1.6.1. Definigdo: Sejam V e Wespacos vetoriais sobre um corpo K. Diremos que uma
transformacdo T de V em W é linear se, e somente se,

DTw+v)=Tw)+Tw);

ii) T(Au) = AT (w),

onde u e v sdo vetores arbitrarios em IV e A é um escalar arbitrario em K.

1.6.2. Exemplo: Se V é um espaco vetorial, a transformacdo identidade I, definida por
Iy(u) = u, para todo u € V, é linear. Do mesmo modo a transformacio nula, definida por

O(u) = 0,paratodou € V.

Note que se A = 0 em ii), por 1.5.2, temos que T(0) = 0; isto ¢, toda transformacgio
linear leva vetor nulo em vetor nulo. Observemos que o contrario nao vale, isto é,se T é
uma transformacio linear, temos que T(0) = 0 ndo implica que T é linear, pois T (x) = |x|

nio é linear.
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1.6.3. Proposi¢dao: Uma transformacdo T:V — W é linear se, e somente se, Vu,v € V(K) e
V A € K tivermos que T (Au + v) = AT (u) + T (v).
Demonstragdo: Se T é linear, temos T (Au + v) = T(Au) + T(v) = AT (u) + T(v).
Equivalentemente, pondo A =1, temos T(u+v) =T(Qu+v) =T(1u) + T(v) =
1IT(w)+T(w) =Tw) + T(v)
E, usando que T(0) = 0,temos T(Au) = T(Au+ 0) = T(Au) + T(0) = AT(u) + 0 =
AT (u).

1.6.4. Exemplo: Seja A é uma matriz de ordem m X n sobre o corpo R. A matriz A
determina a “transformacédo matricial” T4: R™ — R™ definida por T4(X) = AX, para todo
X em R™ (Aqui os vetores de R"™ e R™ sdo escritos como matrizes coluna). Essa
transformacdo é linear, pois para qualquer X;, X, € R™ e todo 1€ R, temos que

1.6.5. Proposi¢do: Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita. Se § = {vy, ..., v, } for
uma base ordenadadeV e B’ = {wy, ..., w,} um conjunto de vetores, nio necessariamente
distintos, em W, existe uma tnica transformacéo linear T: V — W tal que T (v;) = w;, para
todoi =1,...,n.

Demonstragdo: Ver [6]; pagina 135.

1.6.6. Proposigdo: Sejam V e W espacos vetoriais sobre um corpo K e as aplicacdes lineares
T:V—>WeT":V — W.Entdo T + T' e AT definidas por:

(T+THW)=TWw)+T'(v) e (AT)(v) = AT (v)
sdo transformacoes lineares de V em W.

Demonstragdo: Ver [5]; pagina 128.

1.6.7. Proposicdo: Sejam V, W e Z espacos vetoriais sobre um corpo K, T:V — W e
T'":W — Z transformacgdes lineares. Entdo, a composta T' o T:V — Z, definida por
(T'T)(v) = T’(T(v)) é uma transformacio linear.

Demonstragdo: Ver [4], pagina 124.
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1.6.8. Exemplo: Vemos que
T:R?2—C L:C C
X
EN)—— AN =1fW =f() e z=x+yi——Ll@D=[_

]ZXZ
sdo aplicagoes lineares, e

LoT:R?—¢C

(x,y)——— (Lo T)((x, y)) =L (T((x, y))) = L(x + yi) = [_;C, z] .

2X2

1.6.9. Defini¢do: Sejam VV e W espacos vetoriais de dimensao finita sobre um corpo K com
bases 8 = {vy, ..., v} e B = {wy, ..., w,,, } fixadas, respectivamente, e seja T:V — W uma
transformacio linear. A matriz de T em relagio as bases 8 e ', indicada por [T]g,, éa
unica matriz cuja j-ésima coluna é a matriz coordenada do vetor T(vj) = X1 a;vj na

base f'. Entio,

ai; Q42 Qin
rf, = [ %2 T
B : : : ’
Anm1 Amz2 " Amndpxn

€ a matriz que representa a transformacgao T, a qual notamos ser a matriz transposta da
matriz dos coeficientes de
T(vy) = a;wy + az Wy + -+ + A Wiy
(%) T(v2) = arpwy + agewy + -+ + Am2Wm_
T(Un) = AQpWp + AW + 0+ QWi
que obtemos escrevendo as imagens dos vetores da base § como combinacdo linear dos

vetores da base 8.

B

Note que a unicidade da matriz [T][;

, € garantida pela proposicao em 1.5.7.

1.6.10. Exemplo: Seja L a aplicacdo do exemplo em 1.6.8. Temos que

1 0] _.[1 0 0 1
i =[g 4] =1l 1l,,+0l5 ol
L 70 1] _ .o 0 1
1=y o =0l 1,115 ol
~ g_ 11 0
Entdo, temos que [L], = [O 1]2X2.

1.6.11. Defini¢do: Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma aplicagado linear de V

em V sera denominado de operador linear.
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Em se tratando da representacao matricial de um operador linear T: V — V, é mais
conveniente usarmos a mesma base ordenada de V. Nesse caso [T]g = [T]p sera

denominada simplesmente de matriz de T em relacao a base ordenada £.
1.6.12. Exemplo: Consideremos o operador linear T: R? — R? definido por T((x, y)) =
(x + ky,y).Parak € Re 8 = {(1,0), (0,1)} uma base ordenada de R?, vamos determinar
[T]s. Temos

T((1,0)) = (1,0) = 1(1,0) + 0(0,1)

T((0,1)) = (k, 1) = k(1,0) + 1(0, 1),

1 k

entdo, [T]s = [0 1]zxz'

Notemos que, se § # {(1,0),(0,1)} entdo, [T]s # [(1) ]ﬂ ; ou seja, para cada
2x2

base ordenada 8 ha uma tnica matriz [T]z que representa o operador linear T.

Seja V um espago vetorial de dimensdo finita 1 <n € N sobre um corpo K.
Conforme o exemplo em 1.5.4 e a observacao em 1.6.6, podemos considerar o conjunto
FV)={f:V — V/f éuma fungio}. Dentro desse conjunto, um espaco vetorial sobre o
corpo K, é o conjunto L(V) = {T:V — V /T é uma aplicacdo linear} dos operadores
lineares de V em V. Cada elemento de L(V), fixada uma base 3, pode ser representado por

uma matriz de M,, (K).

1.6.13. Proposig¢do: Se V é um espaco vetorial n-dimensional sobre o corpo R com uma
base ordenada f = {v,,...,v,} fixada, existe uma bijecdo entre o conjunto L(V) dos
operadores lineares T de V em V e o conjunto M,,(R) das matrizes de ordem n X n sobre
o corpo R.
Demonstragdo: Consideremos a fungao § que associa a cada operador linear T em L(V)
uma matriz quadrada em M, (R) definida por
& LV) — M (R)
T———F(T) = [T]p: My (R) ——— M5, (R)
X——[T]pX

Ora, ja sabemos, pela definicao em 1.6.9, que a cada transformacgdo linear, esta

associada a uma matriz e, em particular, ao operador linear T esta associada uma matriz

de ordem n X n fixada uma base § = {vy, ..., v,,} de seu dominio. Isto &, se [T;]z e [T,] g sdo
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matrizes de M, (R), que representam os operadores lineares T; e T, em L(V),

respectivamente, e se [T;| = [T,]; entdo ocorre que T; = T,. Logo, & é injetiva. Ja para toda

matriz
a1 Q12 A
rle=|"2 2 O emm),
an1 Anz2 = Aunl,q

existe um operador linear T € L(V) tal que F(T) = [T]z, 0 que mostra que § é sobrejetiva.

Portanto, § é uma bijecdo de L(V) em M,,(R).

1.6.14. Proposi¢do: Sejam v um elemento do espacgo vetorial V e T um operador linear
sobre V. Se [v]z e [T(v)]p indicam, respectivamente, as matrizes coordenadas de v e T (v)
numa base f = {vy, ..., v, } de V, entdo

[T(W)]g = [Tlglv]e.
Demonstragdo: Se v = Z}‘zl cjv; é um elemento de V,

entio

n n

Tw)=T z cvj | = Z ;T (v)).

j=1 =1

Como as imagens dos vetores da base pertencem a V, podemos escrever

n
T(vj) = Z CkjVr paratodoj =1,..,n.
k=1

Dai,

Tw)=T zn: cjv; | = Zn: ¢;T(vy) = zn: cj (Zn: ckjvk) = Zn: Zn:ckjcj Vy.

j=1 j=1 j=1 k=1

Consequentemente, a matriz coordenada de T'(v) na base 8 é

A11C1 + A12C3 + -+ + AypCy 11 Azt Qip €1

T | G21C1 t A€y + -+ AppCy |21 Gzz t Agp )

[ (v)]ﬁ = il I : : : .

An1C1 t AnaCy + -+ ApnCn 1, 4 An1  An2 Annlyxn Lonlypxq
Isto é,

[T(W)] = [Tlglvlp.
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1.6.15. Exemplo: Se [T]; = [(1) lﬂ é a matriz da transformacao do exemplo em 1.6.11
2x2

X
elvlg = [y] a matriz coordenada de um vetor v qualquer do espaco vetorial R?, entdo
2x1
_ 1 k X _ [x + ky] . . .
[Tlglvls = 0 1]2X2 [y]2x1 = y L. é a matriz coordenada da imagem de

T((x,)) = (x + ky, y).

1.6.16. Proposi¢do: Sejam V um espaco vetorial sobre o corpo Re 8 = {vy, ..., v, } umabase

ordenada de V. Sejam T e T’ operadores lineares sobre V. Se [T]z = Ae [T']; = B, entdo
[T oT']z = AB (nessa ordem).

Demonstragdo: Seja C = [T o T']z e sejam A = [T]; e B = [T']. E facil ver que C = AB,
pois se v é um vetor qualquer de V, temos [T'(v)]z = A[v]ge [T(T’(v))]ﬁ = A[T'(v)],
entdo [(T o T')(v)]g = AB[v]g. Logo, por definicdo e pela unicidade da matriz que

representa um operador linear fixada uma base £, temos necessariamente que C = AB.
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Capitulo 2 - Elementos ortogonais

Neste capitulo, depois de definirmos o conjunto das matrizes ortogonais de ordem
2, faremos a intersec¢ao com o conjunto C do exemplo em 1.2.15, mostrando que o
conjunto O(C), dos elementos ortogonais de C, esta contido propriamente nesse conjunto.
Por isomorfismo, constataremos que O(C) tem uma pré imagem em C, que coincide com
Z={z€C/z-z=1}. Esse conjunto Z = O0(C) serd denominado de conjunto dos

elementos ortogonais de C.

2.1 Os elementos ortogonais de M, (R)

ya

E comum, que a partir de conjuntos conhecidos e de conjuntos que possuem
elementos de mesma natureza, construamos o conjunto intersecc¢ao, o conjunto unido, o
conjunto soma ou produto cartesiano. Assim, foi que, olhando, simultaneamente, em C e
no conjunto de todas as matrizes ortogonais de M, (R) pudemos chegar aos elementos

ortogonais de C.

m n
Primeiramente, note que, se M = [p q] € M, (R), aigualdade
2x2

M-Mt=[7;; szz'[r:ll Zz><2=[(1) (1)2><2

impde as seguintes relacdes: m? + n? = p?2 + q> =1 e mp + nq = 0. Portanto, vamos
definir por O(M,(R)) = {4 € M,(R); a?, + a%, = a3, + a%, = 1 e ay a1 + apay, = 0} =
{M € M,(R); M- M = I,} o conjunto das matrizes ortogonais de M, (R).

Obviamente, C nao coincide com O(MZ (]R)). [sso fica claro se observamos que a

1 1
matriz M = ‘/15 ‘/51 é um elemento de O(MZ(]R)); pois M - Mt = I,. Porém, sendo
V2 Valpe

mqq #F My,, temos que M & C e isso mostra que O(MZ(IR{)) ¢« C.

2 1

Por outro lado, é claro que a matriz N = [ 1 2 estd em C e nio estad em
- 2x2

o 2 1 2 -1 _I5 0 1 0 )
O(MZ(IR{)), ja que [_1 2l [1 9 ]m = [0 5, * [0 1, 0 que mostra que

N & O(M,(R)) e, assim, € ¢ O(M,(R)).
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Agora, pelo fato de que O(MZ(R)) N C # @; ja que esse conjunto contém I,, faz

sentido investigarmos os elementos dessa interseccdo que, na verdade, sao formas

concretas de nimeros complexos, via isomorfismo.

X
A analise é a seguinte: um elemento de C, digamos M = [—y 2;] , estd em
2x2

O(M,(R)) se, e somente se, tivermos M:M!= [—y x] [x —y]
2x2 2x2

[x2+y2 Xy —xy =[x2+y2 0 ] =[1 0 de onde obtemos a

xy —xy x%+y? 0 x? +y? 0 1l
igualdade x% + y2 = 1, que por sua vez, fornece y = x + V1 — x?, com —1 < x < 1. Isso

mostra que as matrizes ortogonais de M, (R) dentro de C formam o conjunto

x (i 1- xz)
— (i 1-— xz) x s

Assim, como na pagina 20, vemos que existe estreita relacdo entre o conjunto das

o) = ;x€ERe —1<x<1;=0(M,(R))NC.

matrizes, das matrizes inversiveis, das matrizes ortogonais e ordem 2 e as matrizes de C.

Veja o seguinte diagrama:

M, (R): Matrizes

I, (R): Matrizes inversiveis

0 (M, (R)): Matrizes ortogonais
C: Matrizes de C

2.2 As ¢! - imagens dos elementos ortogonais de C

Na observacao em 1.4.12 vimos que a fungao ¢ é bijetiva. Evidentemente, podemos
definir a fun¢io ¢ 1, bijetiva, inversa de ¢, que associa a cada elemento em C, um Unico
elemento em C. Investigaremos como se comportam as imagens dos elementos de O(C)
no conjunto dos numeros complexos.

Veremos que tais investigacoes, nos levam a um interessante subconjunto de C,
que assim como o conjunto das matrizes ortogonais, cujos elementos inversos se
destacam por serem as matrizes transpostas, tal conjunto de nimeros complexos pode
também ser destacado a partir uma particular caracteristica relacionada aos seus

inversos.
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2.2.1. Definigdo: Definimos por
pl.c—C
M ——— ¢~ (M)
a funcao que associa a cada matriz em C um Unico nimero complexo. Assim, a fungao

(p_l/o(@), restricdo da fun¢do ¢! ao conjunto O(C), fornece, através desse isomorfismo

inverso, o subconjunto de nimeros complexos

={xi\/1—x2i;i=\/—1,comi2=—1exeRcom—1SxS1}.

2.2.2. Observagdo: Seja Z = {x +vV1 —x%i;i=vV—1,comi?=—-lex € Rcom—1<x < 1}.
Entio, valem:

i) Todo elemento de Z tem modulo igual a 1, ou seja, no plano complexo, todo elemento
de Z esta sobre uma circunferéncia de raio 1 e centro na origem;

ii)w-w =1, paratodow € Z;

iii) Sew™! = w; vale que p(w™1) = ((,o(w))_1 = ((p(w))t, paratodow € Z.

Demonstragdo: Seja w = x + V1 — x?i um elemento de Z. Temos, entdo, que |w| =

2
\/xz + (£V1 —x2) =/x2+ (1 — x2) = V1 = 1. Portanto, vale i).

Temos, ainda, que
= (x 4+ V1 = x%i)-(x = V1 — x%i) = (x — V1 — x2i)-(x + V1 — x%i) =

x? — (1 —x%)i? = x?2 + (1 — x?) = 1, 0 que mostra a validade de ii).

' N ; V1 — x?
Por fim, se w = x + V1 — x2i, sabendo que ¢(w) = [ X ] ,
—V1—x? X J2x2
N ‘ .
vemos que @(w™ 1)—[ ] =(p(w)) ou se w=x—vV1—x2i e,
que ¢ i (p(w))
1 = 2
sabendo que p(w) = [ 1—x ] , percebemos que se verifica a igualdade
V1 —x2 X

= ((p(w))t , 0 que mostra que vale iii).

pw™h) = [ \/7]

_\ll_xZ



44

2.2.3. Exemplo: Veja que para w = 0,4 ++/0,84i e w = 0,4 —+/0,84i, temos a seguinte

igualdade ¢@w) = 04 “08] é verificada e, portanto, concluimos que
—/0,84
_ 0,4 \/08 ] t
wh=|[ " =(pw)) .
oW =| e = (pw))

2.3 Uma razoavel defini¢do para elementos ortogonais em C

Da equacdo da circunferéncia x? + yz = 1 de raio 1 centrada na origem, vemos,
claramente, que essa pode ser reescrita como segue abaixa:
x2+y?=x?—(—y?) =x?—i?y? =x? —xyi + xyi —y%i? = (x + yi)(x — yi) = 1.
Percebemos, assim, que a igualdade x2 + y? = 1 ocorre em C quando um ndmero
complexo z = x + yi é multiplicado pelo seu conjugado zZ = x — yi. Isto é, o conjunto Z é
conjunto dos nimeros complexos que tem a caracteristica do seu conjugado ser o seu

inverso multiplicativo.

2.3.1. Defini¢ao: Dizemos que um numero complexo z é ortogonal se, e somente, se a
igualdade z-Z =1 ocorrer. Por O(C) = {z € C;z- Z = 1} denotaremos o conjunto dos

nimeros complexos ortogonais. Ressaltamos, e é facil perceber que o conjunto O(C) é

exatamente Z = {x + V1 — x2i;i =vV—-1comi? =—-lex € Rcom -1 <x < 1}.

2.3.2. Exemplo: O numero complexo z = 0,6 + 0,8i é ortogonal, pois

z-z=1(06+0,8i)-(0,6 —0,8i) =036+0,64 =1.

Ademais, sendo @ O isomorfismo em 1412, a matriz (p(Z) =M= (')8 0’6
] IET2X2
. t ) ) . ) ’ —
OrtOgOIlal, Ja que M- M= 0,8 0,6 o2 0,8 0,6 ]ZXZ [0 1]2X2.

E claro que para encontrar um nimero complexo ortogonal z = x + yi bastar
encontrar dois nimeros reais x e y satisfazendo a igualdade x? + y? = 1 e pertencentes
ao intervalo [—1,1].

Fazendo um parelelo a observacao em 1.1.21 temos o seguinte fechamento para a

multiplicacao em O(C).
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2.3.3. Observagdo: O produto de dois nimeros complexos ortogonais é ainda ortogonal.

Demonstragdo: Realmente, sejam z,; e z, dois numeros complexos ortogonais, temos

(z1°2) (21" 2) =212, (z21) (22) =21 (z21) "2 () =1-1=1.

2.3.4. Observagdo: O produto entre numeros complexos ortogonais permanece na
circunferéncia unitaria centrada na origem.

Demonstragdo: De fato, sejam z; e z, dois niumeros VA
complexos ortogonais. Digamos que 6 e 6, sejam os

argumentos de z; e z,, respectivamente. Como o

modulo de z; e z, sio ambos iguais a 1, temos b

Zq* Z = cos(6; + 0,) + isen(6, + 06,),

A

de onde obtemos

|z, * z5| = |cos(6, + 65,) + isen(6, + 6,)| = 1.

2.3.5. Observagdo: A poténcia de um numero v
complexo ortogonal permanece sobre a circunferéncia unitaria centrada na origem.
Demonstragao: Pela formula de De Moivre, temos

z™ = (cos n@ + isen no),

pois 0 médulo de z é igual a 1. Como |cos nf + isen nf| = \/(cos no)? + (sennh)? =1,
vemos que a poténcia de um nimero complexo ortogonal realmente permanece sobre a

circunferéncia de raio 1.

2.3.6. Observagdo: A n-ésima raiz de um nimero complexo ortogonal permanece sobre a
circunferéncia de raio 1.

Demonstragdo: De fato, temos que o médulo de um nimero complexo é igual a 1. Assim,

n a 2k . a 2k
Wy = \/F[COS <—+—> + isen <—+—)],k =0,..,n—1,
n n n n
equivale a
a 2mk ] a 2mk
Wy = [cos (—+—) + isen <—+—)],k =0,..,n—1.
n n n n
Como

a 2rnk ) a 2mk
cos (— + —) + isen (— —)| =1
n n n

verificamos esse fato.



46

2.3.7. Observagdo: O nimero complexo i é ortogonal.

Demonstragdo: Realmente, (0 + i) - (0 — i) = —i?2 = —(—1) = 1.

Podemos ter uma visdo geral do comportamento dos nimeros complexos, dos
numeros complexos inversiveis e dos nimeros complexos ortogonais no diagrama logo

abaixo.

C: Nimeros complexos
c (I(c) 1(C): Numeros complexos ndo nulos

0(C): Nimeros complexos ortogonais

2.4 Os elementos ortogonais de R?

Nesta sec¢do, brevemente, consideraremos o conjunto dos pares ordenados de R?,
que sdo imagens dos elementos de O(C) pela func¢io §, definida em 1.4.7.
Temos
8/0(c): 0(C) R?
z=x+ V1= x2i——8/0)(2) = 6(2) = (x, £V1 — x2),

restricdo da funcio & e, conforme a definicdo de O(C), vale que —1 < x < 1.

Verifiquemos o comportamento dessas imagens com respeito a multiplicacdo
definida em 1.4.6: V (a,b),(c,d) € R?, (a,b) - (c,d) =(a-c—b-d,a-d+ b c). Antes,

vejamos, primeiramente, que Im(8/p), 0 conjunto imagem da fungdo 6/p) €
exatamente o conjunto 3 = {(x, +V1 — x2) € R?/x € Rcom —1 < x < 1}.
Para x = 1, temos que (1,0) € 3. Além disso, se (x, +v1 —xz) € 3, usando o

isomorfismo & e o fato de que, em C, o inverso de § 1 ((x +V1— x2)) =x + V1 — x2i,

é o ntimero complexo (x + V1 — xzi)_l = x — (£V1 — x2)i, de volta em 3, temos que
6((r £ VT =220) ) = 0(x = (+VT=29)) = (5, ~(+VT=9)) = (x £V — ) €3
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E  natural definirmos O(R?) = {(a,b) € R?/(a,b)(a,—b) = (1,0)}, pelo
isomorfismo &8, como sendo o conjunto dos elementos ortogonais de R?. Esse conjunto
coincide com Im(6/p)) =3 = {(x, im) €ER?/x ERcom—1<x < 1}.

Os elemento de O(R?) = {(x, +V1 — x2) € R?/x € R com —1 < x < 1} sdo todos

inversiveis, no entanto, 3(R?), o conjunto dos elementos inversiveis de R?, é maior do

que O(R?). Por exemplo, (2,0) € I(R?) mas, (2,0) € 3. J4 o par ordenado (E %) é

6

ortogonal, pois conforme a defini¢do acima, temos que (% %) (E’ E) = (1,0).

2.4.1. Observagdo: Todo elemento de 3 pode ser representado como um ponto na

circunferéncia unitaria.

Demonstragdo: Como o nimero complexo z = x + V1 — x2i estd na circunferéncia

unitaria, pelo item i) da observagao em 2.2.2, e como cada nimero complexo representa
um par ordenado, conforme a funcao 6 definida em 1.4.7, temos que (x, +v1— xz) esta

na circunferéncia unitaria.

2.4.2. Observagdo: O produto de dois pares ordenados ortogonais é ortogonal.

Demonstragdo: Sejam (a, +v1— az) e (b, +V1— b2) dois elementos de O(R?). Temos
(a, V1 —a?)(b,+V1 - b?) = (ab — (/T =a)@=17), (VT -57) + b(im)). E,

o produto desse elemento por (ab - (i\/(l —a?®)(1- bz)) (a(+\/1 - bz) + b(+\/1 —-a )

fornece((ab (VA=DA=5)) - (a(=VT=F) + b(EVT=) (- (aT=F) + b T=))) o)

_ <<ab - (A=) + (a@BVT=F) + b(VT=@)) (a(+VT=F) + b(+VT=)) 0)
)

= ((ab - (+VT=GT=5)) + (a(+vT=87)" + 20b(+:/A-a)A-17) + (b(=VT=a@))", 0
=(a?p? = 2ab (£/0T = A = b2)) + (1 — a®)(1 = b?) + a>(1 — b?) + 2ab (+,/(1 — A - b?)) + b*(1 - a*),0)

=(a?bh?+ (1 —a®)(1 — b?) + a?(1 — b?) + b%(1 — a?),0) = (a®*b? + 1 — b?> — a? + a?b? + a® — a?bh? + b? — a?b?,0)

=(1,0). Isso mostra que (a, V1 — a?)(b,£V1 - b?) € O(R )
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2.4.3. Observagdo: Seja O(R?) o conjunto dos elementos ortogonais de R?. Ent3o:

i) sez € 0(C), vale que 5(z~1) = (6(2)) " € O(R?)

ii) para um qualquer elemento (x, +V1 - xz) em O(R?), vale que 61 ((x, +V1 — xz)) =
-1
(6‘1 ((x, +V/1 — xz))) )
Demonstragdo: i) Para z =x + V1 — x2i, vale que §(z) = (x,+V1 — x2). Dai, temos
-1 _
5(z7H)=602)= (x,—(iVl — xz)) =(x,+V1—x2) = (6(2)) g
ii) Considere 671, a funcdo inversa de § da observa¢do em 1.4.7. Entdo, temos que

6‘1((x,i\/1—x2))60(((?). Como, pela definicio em 23.1, vale que

51 ((x, +V1 — xz)) €EO0C) 6! ((x, +v1 — xz)) 51 ((x, +/1 — x2 ) =1, temos,

-1

portanto, que § 1 ((x +V1-— xz)) = (5_1 ((x V1 - xz)))

Podemos ver o comportamento dos pares ordenados de R?, J(R?) e O(R?)

conforme o seguinte diagrama.

R?2: Pares ordenados

J(R?): Pares ordenados inversiveis
3(R?) ( O(R?) (R°)
O(RR?): Pares ordenados ortogonais

2.5 Os elementos ortogonais de F(R?)

Conforme a observagdo em 1.6.13, dentro das fun¢des que agem de R? para R?,
podemos considerar o conjunto L(R?) = {T:R? — R? / T é uma aplicacio linear}. Mais
ainda, existe uma bijecdo entre L(R?) e o conjunto M,(R) das matrizes quadradas de
ordem 2 com entradas em R.

Dentro de £L(IR?) vamos considerar o conjunto
2={T € L(R?)/ T((x,y)) = (mx + ny,px + qy); comm? + n? =p?+q?> = L emp + nq = 0}.

Isso permite que formulemos o seguinte resultado.
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2.5.1. Observagdo: Seja 1 a aplicacao que associa a cada matriz ortogonal um operador
linear definida como abaixo
P: 0(Mz(R)) ———2 < L(R?)
M———FP(M) = T: R> ——— R?
(x,y) —— ((x,¥)) = (mx + ny, px + qy),

comm? +n? =p?+qg?=1emp+nqg =0, entdo Y é um isomorfismo.
Demonstragdo: Ja sabemos que o produto de duas matrizes ortogonal é ortogonal. (Ver
1.1.21). Assim, sejam T;: R? — R? e T,: R? — R? operadores lineares em £(R?), temos
que Y(My -M,) =TT, =Ty o Ty, = P (M;) o p(M;). (Ver 1.6.16).

Agora, como pela proposicdo em 1.6.12 a fungao &: L(R™) — M,,(R) é uma bijecdo
e em particular, L(R?) c L(R™) e O(M,(R)) € M,,(R), temos que ¥ como definida acima
também é uma bijecao e, portanto, um isomorfismo.

0 isomorfismo definido na observacdo acima induz a seguinte definicao.

2.5.2. Defini¢iio: Uma aplicacdo linear T € L(R?) é ortogonal se, e somente se, fixada uma

base 8 de R?, a matriz de Mi,(R) que representa T é ortogonal, ou seja, a matriz [T]g =

m n
bl

;ondem? +n2 =p?2+qg>=1emp+nq=0.
2.5.3. Exemplo: O operador T: R> — R? definido por
T((x,y)) = (xcos8 + ysenf, —xsend + ycos6)
€ um operador ortogonal.
De fato, consideremos 8 = {(1,0), (0, 1)} uma base de R?. Temos que

T((l, 0)) = (cosB,—senB) = cosf(1,0) — send(0,1)
T((O, 1)) = (senb, cosf) = sen6(1,0) + cos6(0,1),

cosf senf

0 que implica que [T]z = —senf cosO1,x;

. Ademais, sdo satisfeitas as condi¢oes

(cos8)? + (senB)? = (cosB)? + (—send)? = 1 e (cosh - (—send)) + (send - cosh) = 0.
Obviamente, conforme a definicdo acima, o conjunto de todos os operados

ortogonais O(L(R?)) de £,(R?) é o conjunto 2, isto é:

0(L(R?)) = {T € L(R?) / T((x,y)) = (mx + ny,px + qy)}; com a condi¢do de que se

verifiquem as igualdades m? + n? = p2 + ¢ = 1emp + nq = 0.
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Podemos verificar a relacao entre as aplicagdes lineares, os operadores lineares, os

operadores inversiveis e os operados ortogonais em R?, no seguinte diagrama:

F2(R) ( £,(R) (7,(R?) (0(L(R?))

2.5.4. Observagio: Sejam T; e T, elementos de O(L(]Rz)). Entdo, vale que T\T, =T, o T,

F,(R?): Operadores
L, (R?): Operadores lineares
7,(R?): Operadores inversiveis

0(£L(R?)): Operadores ortogonais

também é um elemento de O(L(R?)).

Demonstragao: Pela definicio em 2.4.2, vemos que cada operador ortogonal esta

representado por uma matriz ortogonal. Assim, fixada uma base £ de R?, sejam [T,]p e
[T;]p as matrizes que representam os operadores T; e T, respectivamente. Pela
observacdo em 1.1.21, temos que [T;]z[T;]z é ortogonal. Pela observacdo em 1.6.16,
temos que [T, ]z[T,] 4 representa o operador T; o T,. Entéo, pela defini¢do em 2.2.2, vemos

queT;oT, € O(L(]Rz))

2.5.5. Observacio: Sejam L(R?) c F(R?) o conjunto dos operadores lineares de R em R?
e f uma base fixa de R?. Entdo, sdo equivalentes:

i) T € 0(L(R?));

i) [T]5 € O(M,(R)).

Demonstragdo: Pela defini¢do em 2.4.2, T € O(L(R?)) se, e somente se, [T]g € O(M(R)).

2.5.6. Observagdo: Sejam T € 0(L(R?)) e [T]3 amatriz que representa T em relacdo a uma

base  de R?. Ento, sdo equivalentes:

) [Tlg € 0(€) = O(M(R)) N € < p(C);

ii) m = ((p‘l([T]B))_l, onde ¢ é o isomorfismo da observacdo em 1.4.12.
Demonstragdo: Consideremos i). Vemos que <p‘1([T]B) € 0(C). Entio, pelo item ii) da

observacio em 2.2.2, s6 podemos acreditar que ¢ 1( ﬁ) ( ([T]B))_l, pois
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0 ([T15)e~1([T1;) = 1.Agora, se considerarmos ii), temos pelo item iii) da observagio

em 2.2.2, queq)(( 1(I115)) ) < (o —1([T]ﬁ))>_ = [Tl = [T1s" e [T] € O(C).

Considerando o isomorfismo ¢!, inversa de ¢, definida em 1.4.12, temos a
seguinte demonstracdo alternativa: a funcao restrigao

¢ @) 0( ) ——3Z cC
X—— 07 oe)(X) = 97 1(X)

é um isomorfismo. Consequentemente, temos que: [T]z € O(C) se, somente se,

0™ /o) ([T1) = ¢~ ([T15) € O(C) se, e somente se, ( Y([1] ﬁ)) = ¢~ 1([T1p).
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Capitulo 3 - Consideragoes finais

A respeito de um grupo G
Nossas discussdes permeiam algumas estruturas algébricas, pois os conjuntos

abordados se encaixam em algumas delas.

3.1 Definigdo: Um grupo multiplicativo (G, -) é um conjunto ndo vazio, no qual esta defina
uma operacdo “-” de multiplicagdo que possui as seguintes propriedades: V x,y,z € G,
vale que,

Gi: x(yz) = (xy)z;

G,:J e € G tal que xe = ex = x;

1_ .

G3:3x 1 €Gtalque x 1x = xx~
Se, além dessas propriedades, tivermos
Gy xy = yx;

dizemos que G é um grupo abeliano.

0 leitor deve perceber que os conjuntos C, C e R?, munidos de suas particulares
multiplicagdes, sdo todos grupos multiplicativos abelianos. Reduzindo nossas
consideracdes aos conjuntos 0(C), O(C) e O(R?), todos isomorfos entre si. Também, que
M, (R) e L(R?) (ver 1.6.6) sdo espacos vetoriais sobre o corpo R e O(MZ(R)) e O(L(]RZ))
sao isomorfos.

Uma generaliza¢do do conceito de ortogonalidade, longe daquele que provém de
um produto interno, definido em um espago vetorial, conhecidamente uma propriedade

dois testdvel, pode ser dado como a seguir.

3.2 Definicio: Seja (G, -) um grupo multiplicativo. Entdo, se existe um isomorfismo ¢ de C
(ou C ou R? ou L(R?)) para G , diremos que em G existem elementos ortogonais. Mais
especificamente, diremos que ¢(z) = g é um elemento ortogonal de G se, e somente se

i) g71, o inverso multiplicativo de g, é a imagem direta do conjugado de um ndimero
complexo z tal que Z = z71; ou

ii) g71, o inverso multiplicativo de g, é a imagem direta da transposta de uma matriz
ortogonal, que é imagem direta, pelo isomorfismo ¢, do conjugado de um nudmero

complexo z tal que Z = z71; ou
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iii) g1, o inverso multiplicativo de g, é aimagem direta, pelo isomorfismo &, do conjugado

de um niimero complexo z tal que Z = z~1

; ou
. _1 . . . . 7 . . . 7
iv) g7, o inverso multiplicativo de g, é a imagem direta de um operador linear, que é
imagem direta, pelo isomorfismo 1, da transposta de uma matriz ortogonal, que é imagem

direta, pelo isomorfismo ¢, do conjugado de um nimero complexo z tal que zZ = z~ 1.

Note que a sequéncia que apresentamos os itens i), ii), iii) e iv) pode ser alterada
paraii),iv), i) eiii), olhando primeiramente para o produto interno de cada par de vetores
coluna de uma matriz quadrada, seus comprimentos, reduzindo esse entendimento para
matrizes quadradas de ordem 2 que, por construcdo representam operadores lineares.
Depois, olhando para a natural representacdo “concreta” de um ndmero complexo como
um vetor de R2.

Estabelecida a representacdo matricial de um operador linear T, agindo sobre um
espago vetorial V de dimensdo finita 1 <n € N, sobre um corpo K, a definicdo de
operador ortogonal estd ligada ao fato das colunas dessa matriz serem duas a duas vetores
ortogonais. Se considerarmos o caso n = 2, os elementos de L(V), definido no paragrafo
1.6, seriam representados por matrizes quadradas de ordem 2. Se o espago vetorial V for
definido sobre um corpo K, cada elemento de L(V) pode ser reconhecido com uma matriz
de M, (K). Isso pode induzir uma generaliza¢do do estudo que fizemos no paragrafo 2.5 e,
nesse caso, poderiamos estabelecer que os elementos ortogonais de L(V) seriam
determinados pela representacio matricial em M, (K), onde essas matrizes deveriam ter
pares de colunas como vetores ortogonais.

No entanto, reconhecer os elementos ortogonais de L(R?) como matrizes
quadradas de ordem 2, cujas inversas sdo suas transpostas é tecnicamente visivel e
possibilita, ainda, que relacionemos esses operadores com os elementos ortogonais de C
ou de R2.

Substituir em £L(R?), o conjunto R? por D,(R), o conjunto das matrizes diagonais
de ordem 2 ou por P;(t), o conjunto dos polinémio de grau no maximo 1, juntamente com
o polindmio identicamente nulo nos levaria a definir os elementos ortogonais de
L(DZ(IR)) ou L(Pl(t)) como em 2.5.2. Consequentemente, resultados analogos aos das

observacgoes em 2.5.1, 2.5.3, 2.5.4, 2.5.5 e 2.5.6 seriam obtidos.
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A respeito dos nossos estudos

Neste TCC, no capitulo 1, desenvolvemos alguns tépicos da matematica basica,
como o estudo das matrizes e, em particular o estudo da estrutura do conjunto das
matrizes quadradas e ordem 2 e o conjunto dos nimeros complexos.

Destacamos ainda os isomorfismos § e ¢ definidos nas observagdes 1.4.7 e 1.4.12,
respectivamente. Tais fun¢des merecem destaque porque permitem estender os
conceitos que elaboramos, de uma matriz quadrada de ordem 2 para um ndmero
complexo, e desse, para um par ordenado em RZ.

Nao menos importante, foi o estudo das transformacodes lineares, das quais
destacamos os operadores lineares na definigdo em 1.6.11, e a proposicdo em 1.6.13, que
faz associar a cada operador linear de £L(V), onde V é um espaco vetorial n-dimensional
sobre o corpo R, uma Unica matriz quadrada em M,, (R).

O capitulo 2 é o capitulo que julgamos mais relevante de nosso trabalho, pois é nele
que definimos os elementos ortogonais de C, R? e F(R?). Em primeiro lugar, ao encontro
da definicdo em 1.1.19, explicitamos o conjunto dos elementos ortogonais de M, (R), que
denotamos por O(M,(R)). Em seguida, intersectamos O(M,(R)) com o conjunto das
imagens de C pela funcao ¢, que denotamos por C, e obtivemos o conjunto O(C). O
conjunto 0(C), mandamos de volta para C pela funcio restricio ¢! /o), obtendo o
conjunto O(C) dos nimeros complexos ortogonais.

Dentro de O(C) vimos que existe o fechamento para a multiplicacdo, fato que
comprovamos na observac¢do em 2.3.3. Mais ainda, na observag¢do em 2.3.4, confirmamos
que a multiplicacdo de quaisquer dois nimeros complexos ortogonais sempre permanece
na circunferéncia unitaria e, do mesmo modo a poténcia e a raiz, pelas observacoes 2.3.5
e 2.3.6, respectivamente.

Em relacdo a R?, definimos par ordenado ortogonal em 2.4.1 e o conjunto desses
elementos denotamos por O (R?), que por sua vez, sdo as imagens dos elementos de O(C)
pela fungdo restri¢do §/¢(c). Destacamos as observagéo 2.4.3 e 2.4.4, como consequéncia
da definicdo de nimero complexo ortogonal em 2.3.1, cujas demonstragdes revelam o
poder do isomorfismo §.

Finalizamos o capitulo 2, explorando o conjunto O(L(R?)) dos operados
ortogonais, definidos em 2.5.2. Vale ressaltar que, a definicdo em 2.5.2, ndo tem o carater
da definicdo de operadores ortogonais que encontramos, por exemplo, em nossa

referéncia [2], pagina 143, ja que aqui ndo consideramos o produto interno entre vetores,



55

mas a definicdo dada em 1.1.19, como mostram a abordagem que fizemos nas observagoes
em 2.5.4 e 2.5.5.

Embora o tema tratado aqui ndo seja dificil de acessar, acreditamos que as
defini¢des e relacdes que estabelecemos merecam alguma atencao de quem se dedicar ao

estudo dos vetores de R? e da Algebra das Matrizes.
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