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Resumo

O objetivo deste estudo é oferecer aos alunos e professores dos cursos de graduacao que
possuem uma carga horaria reduzida, como Administracao, Ciéncias Contabeis, Psicolo-
gia, Sistemas de Informagao e outros, um texto que facilite o entendimento intuitivo da
Teoria das Probabilidades. O texto aborda as trés definicoes de probabilidade existentes
com varios exemplos de aplicacao e cita varias propriedades com algumas demonstragoes.
Inicia-se com a nocao intuitiva de probabilidade que surgiu com a preocupacao de estu-
dar as possibilidades de ganhar ou perder um jogo, conhecida como teoria do azar. Esta
nocao intuitiva tornou-se ciéncia a partir da definicao de probabilidade dada por Laplace,
conhecida como modelo equiprobabilistico, que reduz todos os acontecimentos do mesmo
género a certo nimero de casos igualmente possiveis. Interessa-se calcular as chances de
ocorréncia de um evento a partir da definicao dada pela razao entre o nimero de casos
favoraveis ao experimento (evento) e o niimero de casos possiveis (espago amostral). Em
seguida mostra a limitacao deste modelo, que estd em contar os elementos do espaco
amostral. Nos casos em que o uso de técnicas de contagem nao sao suficientes, utiliza-se
o modelo frequencial que consiste em repetir, em condi¢oes semelhantes, uma experiéncia
n vezes e verificar se o evento A ocorreu em n, dessas experiéncias. A probabilidade do
evento A ¢ assim definida como sendo o limite da razao “4 quando n — co. Mas nem
sempre é possivel repetir uma experiéncia nas mesmas condi¢oes. Dai surge a defini¢ao
subjetiva, na qual cabe ao interessado usar seu conhecimento “a priori’para que seja
possivel calcular a probabilidade de um evento ocorrer, probabilidade “a posteriori’. Mas
como esta definicao subjetiva considera a avaliacao da crenca do observador na ocorréncia
de um experimento deveria estipular algumas diretrizes a serem seguidas. Com objetivo de
estabelecer algumas regras gerais e de comportamentos racionais, Kolmogorov criou uma
definicao de probabilidade baseada em trés axiomas. A partir desta definicao foi possivel
criar modelos probabilisticos variados com algumas hipdéteses bem definidas. Como di-
versas situacoes reais se aproximam destas hipoteses, estes modelos sao muito uteis no
estudo, com a finalidade de solucionar problemas que envolvem variaveis aleatorias discre-
tas ou continuas. Dai a importancia das fungoes e distribuicoes de probabilidades neste
contexto. Finaliza-se o texto citando os modelos de distribuicao de probabilidades dis-

creta com alguns exemplos de aplicacao.

Palavras-chave: Probabilidade, Definicao, Classica, Frequentista, Axiomatica.



Abstract

The objective of this study is to offer the students and teachers of graduation courses
that own a reduced workload, like Business, Accounting, Psychology, Information Sys-
tems and others, a text which facilitates the intuitive understanding of the Theory of
Probabilities. The text addresses the three existent definitions of probability with several
examples of application and states some properties with a few demonstrations. It begins
with the notion of wining or losing a game, known as the Theory of Chance. This intuitive
notion became science starting the definition of probability given by Laplace, known as
equiprobabilistic model, which reduces all the facts of the same gender to certain number
of cases equally possible. The interest is to calculate the chances of occurrence of an
event from the definition given by the reason between the number of favorable cases to
the experiment (event) and the number of possible cases (sampling space). Then to show
the limitation of this model, which is on counting the elements of sampling space. In
the cases which the use of counting techniques are not enough, it is used the fequencial
model that consists in repeating, in similar conditions, one experience n times and verify
if the event A occurred in n, of these experiences. The probability of A event is thus
defined as being the limit of reason *4 when n — oo. But it is not always possible to
repeat one experience in the same conditions. Hence there is the subjective definition, in
which is up to the interested use his/her knowledgement “a priori” making it possible to
calculate the probability of an event occurs, probability “a posteriori”. However as this
subjective definition considers the evaluation of the observer’s belief in the occurrence of
one experiment, it should stipulate some guidelines to be followed. With the objective of
establishing some general rules and of rational behaviors, Kolmogorov created a defini-
tion of probability based on three axioms. From this definition it was possible to create
varied probabilistic models with some well defined hypothesis. As several real situations
approach to these hypothesis, these models are very useful in the study, with the purpose
of solving problems that involve several discrete or continuous random variables. Thus
the importance of functions and distribution of discrete probabilities with some examples

of application.

Keywords: Probability, Definition, Classic, Frequentist, Axiomatic.
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1 INTRODUCAO E OBJETIVOS

Este trabalho inicia-se com um breve historico do surgimento da nocao de probabili-
dade citando os principais estudiosos que fizeram parte na construcao do vasto campo de
conhecimentos, atualmente denominado Teoria das Probabilidades. Serao apresentadas as
trés defini¢oes de probabilidade: a definicao classica, a frequentista e a subjetiva, sistema-
tizada pelos axiomas de Kolmogorov. Além dessas defini¢oes, virao inseridas no contexto
outras defini¢oes e teoremas de suma importancia, que sao: a definicao de probabilidade
condicional e suas propriedades, o teorema de Bayes, o teorema da probabilidade total,
a definicao de Varidvel Aleatdria, a definicao do Valor Médio de uma Variavel Aleatoria

conhecida como Esperanca Matematica, as definigoes de variancia e desvio padrao.

Em seguida serda dado o conceito de Distribuicao de Probabilidades, Fun¢ao de uma
Distribuicao de Probabilidade e Funcao de Distribuicao Acumulada, enfatizando que o
objetivo de uma distribuigao é descrever o comportamento de uma Variavel Aleatéria.
Finalmente serao apresentados alguns modelos probabilisticos para Variaveis Aleatérias
Discretas, como a Distribuigao Uniforme, Distribuicao Binomial, Distribuicao Multino-
mial, Distribuicao Geométrica, Distribuicao Hipergeométrica, Distribuicao de Poisson e a
Distribuicao Binomial Negativa conhecida também por Distribuicao de Pascal. Também
terao no decorrer do texto varios exemplos resolvidos que possam relacionar a teoria com

a pratica a partir de situacoes problemas do cotidiano.

O objetivo deste estudo é oferecer aos alunos e professores dos cursos de graduacao
que possuem uma carga horaria reduzida, como Administragao, Ciéncias Contdbeis, Psi-
cologia, Sistemas de Informagao e outros, um texto que facilite o entendimento intuitivo

da Teoria das Probabilidades.
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2 BREVE HISTORICO

As primeiras ideias de probabilidade surgiram com Girolamo Cardano (1501-1576).
Girolamo, veja Figura 1, foi um cientista a moda de seu tempo, era médico, professor de
Geometria, Astrologia e Filosofia. Seus estudos sobre probabilidade limitou-se aos jogos
de azar, cujo interesse estava voltado em planejar estratégias de apostas (MORGADO, et
al., 2006).

AN

Figura 1: Girolamo Cardano, médico, filésofo e matematico, nasceu em 24 de setembro
de 1501 em Pavia e morreu em 21 de setembro de 1576 em Roma. Fonte: http://www-
history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cardan.html

A limitacao no estudo da teoria das probabilidades retardou por muito tempo como
disciplina no campo da Matematica. Grandes nomes da histéria da Matematica sao res-
ponsaveis pelo corpo de conhecimentos que constitui hoje a Teoria das Probabilidades.
Depois de Cardano, entre outros, vieram as ideias do Italiano Galileu Galilei (1564 - 1642),
os franceses Blaise Pascal (1623 - 1662) e Pierre de Fermat (1601 - 1665), o neerlandés
Christiaan Huygens (1629 - 1695), o inglés Isaac Newton (1642 - 1727), o suico Jacob
Bernoulli (1654 - 1705) também conhecido como James Bernoulli, que estudou um dos
processos mais simples e mais utilizados em Probabilidade, conhecido atualmente como
Os Ensaios de Bernoulli. O inglés Thomas Bayes (1702 - 1761) merece ser citado, pois

foi o matematico conhecido por ter formulado o caso especial do teorema de Bayes que
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deu origem a um importante campo de pesquisa conhecida atualmente como Inferéncia
Bayesiana. Destacando também, o francés Pierre-Simon de Laplace (1749 - 1827) que
publicou, em 1812, o livro Theorie Analytique des Probabilités, no qual aborda a de-
finicao classica de probabilidade que marcou um nova era nos estudos das Teorias das
Probabilidades. E mais recentemente, tivemos a participacao importantissima de An-
drei Nikolaevich Kolmogorov (1903 - 1987). Kolmogorov, veja Figura 2, participou das
principais descobertas cientificas do século XX nas areas de probabilidade e estatistica e
teoria da informacao. Gracas a Kolmogorov a probabilidade passou a fazer parte de um
contexto formal, permitindo assim o seu desenvolvimento enquanto ramo especifico da
ciéncia e permitindo sua utilizacao nas ciéncias aplicadas. Um de seus principais traba-
lhos publicados foi “Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung” (“Fundamentos de
Teoria das Probabilidades”), em que ele langa as bases da axiomatizagdo da Teoria das
Probabilidades e esboga o que seria a teoria da medida. As ideias de Kolmogorov fez
com que a probabilidade, que vinha sendo tratada de maneira informal desde o final da
idade média, se revestisse de um carater cientifico rigoroso tornando-se assim, uma area
especifica da ciéncia aplicada (MORGADO, et al., 2006; COSTA, 2005; GONGALVES,
2004).

Figura 2: Andrei Nikolaevich Kolmogorov, matematico, nasceu em 25 de abril
de 1903 em Tambov e morreu em 20 de outubro de 1987 em Moscou. Fonte:
http://pt.wikipedia.org/wiki/Andrei Kolmogorov

A partir de Kolmogorov o progresso dessa teoria nao parou. Com o surgimento de
novas tecnologias, computadores com planilhas eletronicas e softwares que facilitam e
agilizam os cédlculos, novos estudos foram e estao sendo realizados com maior eficiéncia,

proporcionando aos estudiosos a aplicacao da probabilidade na solucao de diversos pro-
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blemas presentes no cotidiano das pessoas.

Atualmente, os meios de comunicacao de massa e os meios de comunicacao em midias,
entre eles os jornais, as revistas, o radio, a televisao e, mais recentemente a internet, po-
pularizaram o conhecimento de forma geral, em particular, os conceitos e nogoes da Teoria
das Probabilidades, desmistificando assim a associacao inicial de probabilidade e jogos de
azar. Mesmo assim, em todo livro que trata de Teoria das Probabilidades faz uso de jogos
para introduzir os primeiros conceitos, contudo estudam-se um ato de jogar uma moeda
(ou um dado), ou o ato de retirar cartas de um baralho como introdugao a probabili-
dade. Obviamente, ha poucas ocasides em que uma decisao administrativa, ou um estudo
de um cientista em um laboratério dependa do resultado da jogada de uma moeda (ou
langamento de um dado), mas o estudo das probabilidades associadas a jogada de moedas
(ou langamento de um dado) propicia pratica valiosa para alguns conceitos mais dificeis

que um administrador ou um cientista podera encontrar em estudos adiante.

A Estatistica, em épocas recentes, era considerada uma parte da Matematica. Atual-
mente, é uma ciéncia paralela a Matematica, ¢ um campo de trabalho e é também uma
profissdao. Ha cursos de Estatistica de diversos niveis: ensino médio (como tépico da ma-
tematica), superior (bacharel) e pés-graduacao (Latu Sensu, Strictu Sensu e Doutorado).
Esta ciéncia faz uso intenso da Teoria das Probabilidades. Existem linhas de pesquisas
atualmente limitando-se exclusivamente a este estudo, o que justifica atualmente a se-
paracao do matematico, do estatistico e do probabilistico. Pode-se encontrar diversos
exemplos que ilustram a aplicacao das probabilidades: a previsao da inflacao acumulada
do periodo, das tendéncias do eleitorado, da preferéncia da populagao por um determinado
programa de televisao ou por um determinado tipo de sabao e os resultados em pesquisas
de mercado. Estas probabilidades podem ser obtidas a partir de coletas e andlises de
dados tomados de uma parte da populagao denominado amostra estatistica. Neste caso
sao contratados pesquisadores que tenha este conhecimento para que estes calculos sejam
feitos com objetivo de saber quanto a inflagao mordera o bolso do consumidor, qual a
popularidade dos politicos serem eleitos, qual o programa tem maior audiéncia, qual o
sabao ¢é o preferido pelas donas de casas brasileiras e se um produto poderd ou nao ser

lancado no mercado.
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3 TIPOS DE EXPERIMENTOS

O experimento deterministico é um acontecimento previsivel, que sempre repetido em
condicoes semelhantes dard o mesmo resultado. Ja o experimento aleatorio é algo que
nao se sabe ao certo se ocorrera, mas ¢é possivel, a partir de informacgoes prévias, verificar

quais sao as chances de ocorréncia (DANTAS, 2004).

3.1 Experimentos deterministicos

Sabe-se que a dgua pura, sob condigoes normais, atinge seu ponto de ebulicao a uma

temperatura de 100°C, veja Figura 3.

Pressdo atmosférica normal

D eC

ST |
k .,:ﬁ-'fs_i‘?*ﬁfapur de agua

Figura 3: Experimento deterministico referente ao ponto de ebuli¢do da dgua (& pressao
normal) ¢ 100°C.

Este é um experimento que pode ser repetido varias vezes em condicoes quase idénticas

que se obtém o mesmo resultado, a dgua ird ferver ao atingir a temperatura de 100°C.

Abandonando-se um objeto a uma altura de 20 metros em um local onde a aceleragao
da gravidade ¢ 9,8m?, pela equacao horaria do movimento h = %.g.tz, pode-se calcular
o tempo de queda deste objeto, que serd de aproximadamente 2 segundos. A Figura 4
ilustra este experimento. Do mesmo modo, este é um experimento que pode ser repe-
tido varias vezes em condigoes quase idénticas que se obtém o mesmo resultado, tempo
aproximado de queda igual a 2 segundos. A expressao “quase idéntica” foi utilizada por
que nem sempre podemos repetir um experimento nas mesmas condigoes que ocorreu a

primeira vez. Experimentos como estes, em que o resultado é previsivel, ou seja, sempre
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Figura 4: Experimento deterministico referenre ao tempo de queda livre de um corpo é
calculado com precisao a partir das equagoes da mecanica.

que o experimento é repetido varias vezes, em condigoes quase idénticas, conduzir a um
mesmo resultado, sdo denominados experimentos deterministicos (MORGADO, et
al., 2006)..

3.2 Experimentos aleatorios

Por outro lado, hé experimentos cujos resultados sao impossiveis de serem previstos
com precisao. A Figura 5 ilustra um experimento aleatério. O resultado de um jogo do
campeonato meneiro é imprevisivel. Em quase tudo, com maior ou menor grau, da-se
importancia ao acaso. Assim, da afirmagao “é provavel que o Cruzeiro ganhe a partida

hoje do Atlético” pode resultar:

Figura 5: Experimento aleatoério referente ao jogo do compeonato mineiro.

e que, apesar de que o Cruzeiro apresenta uma melhor equipe, ele perca;

e que, como afirma-se, o Cruzeiro ganhe;
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e que o jogo termine empatado.

Como se pode ver, nesta afirmacao, o resultado final depende do acaso. Cita-se varias
situagoes em que nao se pode dizer com precisao o que ocorrera. Qual o nimero de
ganhadores do préximo concurso da mega sena? Qual pais serd o campeao de futebol
da copa de 20147 Estes experimentos que se repetidos sob condi¢oes quase idénticas
produzem resultados geralmente diferentes sao denominados experimentos aleatdrios

ou experimentos probabilisticos. Outros exemplos de experimentos aleatérios:

1. Conta-se o numero de chamadas telefonicas que chegam a uma central das 12:00h

as 14:00h;

2. Conta-se o numero de veiculos que passam por um posto de pedégio das 24:00h
as 8:00h. A Figura 6 mostra um posto de pedédgio em que chegam aleatoriamente

varios veiculos em todo instante;

7

M
e =
n-:.u 4 Waiiuies

Figura 6: Experimento aleatério que consiste em contar o nimero de veiculos que passam
em um posto de pedagio em um determinado periodo;

3. Contar o nimero de particulas (de certo tipo) emitidas por uma massa radioativa

durante 1 minuto;
4. Verificar o tempo de vida de uma lampada de certa marca;

5. Um individuo é selecionado de uma populacao cujos elementos sao hipertensos ou
nao. Observar se o individuo é hipertenso ou nao. Considera-se como “sucesso”se o

individuo for hipertenso e “fracasso”caso contrario;
6. Selecionar ao acaso (aleatoriamente) um nimero real no intervalo (0,1);

7. Um individuo chega ao seu servigo, ao acaso, entre 8:00h e 10:00h. Observar o

instante em que ele chega;
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8. Seja um lote de um item produzido por uma fabrica. Selecionar, ao acaso, um item

e observa-se sua qualidade: defeituoso (sucesso) e bom (fracasso);

9. De uma populagao de diabéticos ou nao, relacionar (um de cada vez) ao acaso, sem

reposi¢ao, até selecionar um diabético. Observa-se:

(a) A sequéncia obtida;
(b) O numero de individuos nao diabéticos;

(¢) O nimero de selegoes.

10. O numero de nascimentos registrados em uma regiao durante cinco anos.

3.3 Espaco amostral e Eventos

A importancia dos nimeros naturais provém do fato de que eles constituem o modelo
matematico que torna possivel o processo de contagem, ou seja, eles respondem perguntas
do tipo: “Quantos elementos tem esse conjunto?”. Para contar os elementos de um cojunto
¢ necessario usar a nocao de correspondéncia biunivoca que héa entre os elementos desse
cojunto com os numeros naturais. Mas esta correspondéncia nao é possivel ser feita para
alguns conjuntos, como por exemplo, N e R. Um conjunto é dito enumeravel se seus
elementos podem corresponder biunivocamente com os niimeros naturais. Caso contrario,

diz-se que o conjunto ¢ nao enumeravel.

3.3.1 Espaco amostral

Definicao 3.3.1. O conjunto que possui todos os resultados possiveis de um experimento

aleatorio € denominado Espago Amostral e representado por €.

Se € for finito ou infinito enumeravel diz-se que €2 é um Espago Amostral Dis-
creto. Para um espago amostral discreto, |€2| indica o numero de elementos de €2, isto é,
a cardinalidade de 2 (DANTAS, 2004). Os espacos amostrais associados aos experimen-

tos dos exemplos anteriores (segao 3.2) sao:

1. Neste experimento pode-se ter zero chamada, ou uma chamada, ou um nidmero
muito grande de chamadas, o que leva a concluir que @ ={0, 1, 2, 3, ..., n, ...}
ou {2 =N.
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3. Q=N

4. O tempo de vida que uma lampada venha assumir pode ser qualquer nimero real

positivo, o que leva a concluir que Q2 = R,

5. Neste caso o espago amostral é formado por dois elementos, Q2 = {S, F'}, ou como é

comum usar S =1e F =0, tem-se , = {0, 1}, logo || = 2.

6. Neste experimento o resultado poderd assumir qualquer nimero real no intervalo,

logo o espaco amostral sera 2 = (0, 1).
7. Q= (8,10).
8. Q={0,1} e |Q] = 2.
9. Neste experimento tem-se:

(a) Q={(5),(FS),(FFS),(FFFS),(FFFFS),...}
ou Q = {(1), (01), (001), (0001), (00001),....}.

(b) Q@ =N.
(c) Q=N
10. Q = N.

Nestes 10 exemplos pode-se verificar que somente os exemplos 5 e 8 possuem espagos
amostrais finitos, os outros, os espacos amostrais sao infinitos. Claro que no exemplo 1
pode-se imaginar um nimero muito grande de chamadas que seja impossivel de ocorrer no
periodo citado, como 22°13 chamadas telefonicas. Sendo este niimero um niimero natural
pode-se dizer que os naturais nao poderia ser o espaco amostral deste experimento. No
entanto, a escolha do conjunto para o espago amostral do experimento deve ser feito de
modo que ele seja o melhor conjunto que o represente. Também se observa que héa espagos
amostrais continuos (os resultados podem ser um nimero qualquer em um intervalo real)
como é o caso do exemplo 6, e casos de espagos amostrais discretos (os resultados podem
ser somente nimeros inteiros) como é o caso do exemplo 10. Veja agora outros exemplos

de experimentos aleatdrios cujos espagos amostrais sao finitos:

i) Langamento de uma moeda e ler a face voltada para cima. O espago amostral deste
experimento é:

Q = {cara,coroa} ou Q={K,C},
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logo 2] = 2. No inicio de um jogo de futebol, veja Figura 7, o arbitro langa uma
moeda e pede que um dos representantes dos times da competicao escolha “cara”ou

“coroa”, com o objetivo de decidirem com quem ficara a posse inicial da bola.

Figura 7: Experimento aleatério referente ao inicio de um jogo de futebol em que o arbitro
langa uma moeda para decidir quem inicia com posse da bola.

ii) Um casal quer sortear dois destinos, para fazer uma viagem. A agéncia de turismo
oferece como op¢ao Fortaleza (FO), Sao Luis (SL), Manaus (MA) e Recife (RE).

O espaco amostral que representa os resultados possiveis deste sorteio é dado pelo

conjunto:
(FO, SL), (FO, MA), (FO, RE),
Q- (SL, FO), (SL, MA), (SL, RE), >
(MA, FO), (MA, SL), (MA, RE), |’
| (RE, FO), (RE, SL), (RE, MA)
logo:

0] = 12

se a ordem de visita nas cidades interferir na escolha. Caso contrario, o espaco

amostral seré:
Q={(FO, SL), (FO, MA), (FO, RE), (SL, MA), (SL, RE), (MA, RE)}

sendo || = 6.

iii) Lancamento de duas moedas diferentes e ler a face voltada para cima. O espago

amostral é:
Q={KK, KC, CK, CC}.
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iv) Lancamento de um dado e uma moeda e verificar os resultados possiveis. O espago

amostral é:

Q= {1K, 2K, 3K, 4K, 5K, 6K, 1C, 2C, 3C, 4C, 5C, 6C} .

v) Langamento de dois dados diferentes, e ler os niimeros da face superior de cada dado

(veja figuara 8).

Figura 8: Experimento aleatorio referente ao lancamento de dois dados e verificar os
numeros das faces voltadas para cima.

O espago amostral consiste de todos os pares ordenados (i, j) onde i e j sdo niimeros

inteiros positivos pertencentes ao intervalo [1, 6]. Assim, o espago amostral é:

vi) Escolher, aleatoriamente, duas cartas de um baralho de 52 cartas. Neste caso o espago
amostral possui 1326 elementos. De fato, para retirar a primeira carta tem-se 52
opgoes e para retirar a segunda carta ha 51 opcoes, veja Figura 9. Como a ordem
das cartas nao muda o resultado (4s e dois = dois e 4s) logo, usando um argumento
combinatério, tem-se (52 x 51) +2 = 1326. Para calcular o nimero de elementos do
espaco amostral pode-se utilizar das técnicas de contagens citadas no Anexo II, ja
que ha 6 opcoes de escolha para o lancamento de cada dado, entao, pelo principio
multiplicativo, tem-se 6x6=36, que ¢é a cardinalidade de €2. No caso em que o espaco
amostral possuir um ntimero grande de elementos ¢ mais comodo calcular somente o

nimero de elementos desse conjunto, nao sendo necessario relacionar seus elementos.
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Figura 9: Experimento aleatério referente a escolher duas cartas de um baralho.

Note que neste caso é trabalhoso relacionar todos esses elementos como foi feito nos

exemplos anteriores.

vii) O Super Mercado Bretas premiara duas familias na cidade de Patrocinio-MG que
fizeram compras no dia da inauguragao. Suponha que em Patrocinio 2.500 familias
fizeram compras neste dia. Assim, por um argumento combinatério (veja ANEXO

IT) o espago amostral desse experimento terd (2.500 x 2.499) + 2 = 3.123.750.

viii) Serao escolhidos dois alunos e quatro alunas do IV periodo do curso de Adminis-
tracao-UNICERP para participarem de um congresso. Se a sala possui 18 alunos
e 12 alunas matriculados, tem-se assim um espago amostral com 75.735 elementos.
De fato, para escolha dos dois alunos tem-se: (18 x 17) + 2 = 153. Agora, para a
escolha das quatro alunas tem-se (12 x 11 x 10 x 9) + 4! = 495. Assim, conclui-se
que |Q2] = 153 x 495 = 75.735.

Cada elemento do conjunto €2 que corresponde a um resultado possivel do experi-
mento aleatério de interesse recebe o nome de ponto amostral. Assim, no exemplo ii),
(FO, SL)e Q e diz-se que (FO, SL) é um ponto amostral de 2. Note que neste caso 2
possui 12 pontos amostrais. Enquanto que, no exemplo 6 da secao 3.2, o espago amostral

() possui infinitos pontos amostrais.

Observa-se que em alguns casos é possivel calcular o niimero de elementos do espaco
amostral e relaciona-los, pois tais conjuntos possuem um nimero pequeno de elementos,
como é o caso dos exemplos i), ii), iii), iv) e v), 0 que nao ocorre nos exemplos vi), vii) e
viii), nos quais seria muito trabalhoso relacionar os elementos de tais conjuntos. Verifica-
se que a Analise Combinatoria é uma ferramenta poderosa para o calculo dos elementos
dos espagos amostrais finitos. Esta parte nao sera tratada neste texto, veja ANEXO II,

mas, no texto, sera utilizado o principio multiplicativo e alguns argumentos combinatorios
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para a resolucao de alguns problemas.

3.3.2 Eventos

Dado um experimento aleatério com espaco amostral(2, um subconjunto de €2 é cha-
mado de evento e sera representado por letras maitsculas do nosso alfabeto. Assim,
evento é qualquer subconjunto do espaco amostral de um experimento. Realizando um
experimento diz-se que o evento ocorre se ocorrer um resultado do experimento (ou ponto
amostral) que pertenga a este evento. Considere o experimento do exemplo v), langar dois
dados e observar a face voltada para cima. Seja o eventos A = “ocorrer nimeros iguais

nos dois dados”e B = “ocorrer maximo faces menores que 3”. Temos entao que

A={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}

B = {(1’ 1)7 (1? 2): (27 1)7 (27 2)} :
No experimento do exemplo 8 da secao 3.2, o espago amostral é

Q:{{1a0}7 { }7 {0}’ {1} € {170}}'

Note que sao todos os subconjuntos (ou eventos) de €2. O conjunto destes subconjuntos
é denominado conjuntos das partes de €2 e é representado por P(€2). O evento { }
que também pode ser representado por ¢ é o evento impossivel e {1,0}, que é o préprio

espago amostral, é o evento certo. Para o evento {0}, 0 é o seu unico ponto amostral.

Definicao 3.3.2. Conjunto das Partes do Espagco Amostral €2:

Dizemos que o conjunto P € o conjunto das partes do espag¢o amostral € se:
P={A;ACQ}.

Exemplo 3.3.1. Considere Q = {1,2,3} o conjunto das partes de ) é a cole¢io de todos

0s seus subconjuntos. Entao
P ={0,9,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}}.

Obs.: Se o conjunto for finito com n elementos, entao o conjunto das partes tem 2"

elementos (veja anexo 1).
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Definicao 3.3.3. Particao do Espago Amostral €2:

Dizemos que os eventos Ay, As, Az, -+, A, formam uma particio do espagco amostral )

se.

a) Az#@;lzl7277n

b) A, A; = ¢, parai+#j

Isto significa que os conjuntos Aq, A, As, -+, A, sao disjuntos dois a dois e sua uniao
é o conjunto 2 (MORGADO, et al., 2006).

Definicao 3.3.4. Algebra: Uma classe de subconjuntos de §2, representada por A é
denominada uma dlgebra se satisfaz as sequintes propriedades(MAGALHfiES, 2006):

(A1) QC A
(Az) Se Ae A, entao A°c A

(A3) Se Aje A, i>1, entio| JAi € A

Definicao 3.3.5. O'-Algebra: Uma classe de subconjuntos de (), representada por F é

denominada uma o-dlgebra se satisfaz as sequintes propriedades (MA GALHAES, 2006):

(A1) QCF

(Az) Se Ae F, entio A®° € F

(As) Se A; € F,i>1, entio| JA; € F

Obs: Uma U—Algebra ¢ sempre uma Algebra.

Exemplo 3.3.2. Considere 2 = {1,2,3} e as sequintes colegdes de subconjuntos:
Fo={0,Q}
Fi={0,,{1},{2,3}}
Fo=1{0,9,{1},{2}.{1,3},{2.3}}
F3=10,9,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}} = P.

Seriam todas U—Algebm?
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A colecao Fy é a menor U-Algebra formada a partir dos subconjuntos de €2 denominada
U—Algebra trivial. A cole¢do F3 é o conjunto das partes de Q = {1, 2, 3}, entao esta cole¢ao

satisfaz os trés axiomas.

As colegoes Fi e F contém o espaco amostral e, assim (A7) estd satisfeita para ambas.
Vamos verificar (Ay). Observe que os complementos dos elementos de F; estao todos em
Fi1. O mesmo acontece para Fo. Para verificar (As) observamos que, como o nimero de
elementos em cada colecao ¢é finito, basta verificar se todas as unioes possiveis com seus
elementos pertencem a colegao. A uniao com o vazio é inécua e a com §2 d& o proprio 2,

logo vamos nos ocupar das demais unioes que poderiam nao pertencer a colegao.

Para F; temos

{23y =€ F,

e, portanto, a propriedade (Ajz) estd satisfeita e a colegao F; é uma o-algebra.

Agora isto nao ocorre para a colegao JFs, pois

U =021 ¢ 7,

logo (A3) nao vale e a colecao F, nao forma uma o-élgebra.

Exemplo 3.3.3. Considere Q = {A,B,C,---}, a cole¢io F = {0, A, A°,Q} € uma o-
Algebra?

De fato, ela satisfaz a trés condigoes. A colecao F contém o espago amostral e, assim
(A1) estd satisfeita. Vamos verificar (Ay). Observe que os complementos dos elementos
de F estao todos em F. Para verificar (As) observamos que, como o nimero de elementos
em cada colecao ¢ finito, basta verificar se todas as unioes possiveis com seus elementos
pertencem a colecao. A unidao com o vazio é inécua e uniao com 2 da o préprio €2,
logo vamos nos ocupar das demais unioes que poderiam nao pertencer a cole¢ao, como

AlJ A = Q temos que a condi¢ao (As) é satisfeita.

Definicao 3.3.6. A Menor o-algebra: Em wvdrias situagoes, nosso interesse é cons-
truir uma o-dlgebra que tenha, entre seus elementos, um particular subconjunto A C Q.
A cole¢ao F = {¢, A, A°, Q} € uma o-dlgebra sendo A um dos seus elementos (MA-
GALHAES, 2006).

Obs Qualquer outra o-algebra que também contiver A sera “maior”, isto é, terd os ele-
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mentos de F mais alguns. No exemplo 3.3.2 F} e Fj sao o-dlgebra, a F} é a menor.

A o-élgebra de Borel em R, denotada por B (R), é a menor o-algebra que contém to-
dos os intervalos abertos reais. E possivel verificar que ela pode ser gerada pelos intevalos
(—o0, ) com z € R. Existem outras escolhas para o intervalo gerador, mas o impor-
tante é que, qualquer tipo de intevalo dos reais, pode ser obtido através de um numero

enumeravel, finito ou infinito de operagoes de unioes e intersecoes com o intervalo acima.

Para ilustrar essas ideias, vamos verificar que o intervalo [a, 0], com a < b, a, b, € R,

estd na o-algebra gerada por intervalos do tipo (—oo, z) com x € R.

Observe que, para qualquer b € R, existe uma sequéncia b, — b de modo que
(—o0, b] = ﬂ(—oo, b,). Logo (—oo, b] estd em B (R), pois ele é obtido da intersecao infi-

n
nita enumeravel de intervalos do tipo (—oo, x), todos em R. Note que, sendo (—oo, a) =
[a, 00) este intervalo também estd em B (R). Finalmente, [a, b] estd na o-algebra de Bo-

rel, pois é intersegao de dois de seus elementos, isto é, [a, b] = [a,00) N (—o0,b].

A Teoria das Probabilidades estuda as varias formas de calcular as chances de o evento
ocorrer antes de realizar o experimento. Ha trés defini¢oes distintas de probabilidade. A
definicao classica ou Laplaciana, a definicao frequentista e a definicao subjetiva ou
axiomatica, devido a Kolmogorov. Na secao 4 sera feito uma abordagem dessas trés

concepgoes de probabilidade e quando estas poderao ser ou nao utilizadas.
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4 PROBABILIDADE

A probabilidade é uma parte da matematica que trata dos processos aleatérios, ten-
tando descrevé-los e coloca-los ao alcance da analise. Tal ciéncia é de vital importancia,
pois os processos aleatorios aparecem tanto na atividade cientifica como na vida cotidiana
com relativa frequéncia. Jogos de azar, prognodsticos de resultados esportivos, chances em
loterias e sorteios, cdlculos de prémios de seguros, precos de mensalidades de planos de
saude e as chances que um politico tem de ser ou nao eleito sao exemplos de situagoes
nas quais os processos aleatérios cruzam a vida do homem comum. Uma das grandes
ironias da vida: viver em um mundo cheio de possibilidades e duvidas. Pensam nisso
todos os dias, porém, poucos entendem a sorte. Se é que alguém entende. Por exemplo:
se uma moeda é jogada para cima e da “cara”cinco vezes seguidas qual é o resultado mais
provavel na préxima vez? Se voceé disse “coroa”, pense novamente. “Cara”é tao provavel
quanto “coroa”, porque eventos aleatorios como cara ou coroa nao tém memoria do que
aconteceu antes. Mas nao se cobre muito se vocé errou essa. Até mesmo matematicos
mais brilhantes ja tropecaram nas leis da probabilidade. Eles levaram séculos para des-

cobrir as regras bésicas e aprender como usa-las.

A Teoria das Probabilidades, como atualmente trata-se esta parte da matematica,
fornece explicacoes cientificas satisfatorias para varias questoes simples, mas intrigantes.
Suponha que num jogo de dados que utiliza um dado com faces que tenham a mesma
probabilidade de sair (nao seja um dado fraudulento) um jogador tenha obtido o nimero
6 nos tultimos seis lancamentos. Serda que é sensato supor que no préximo lancamento
o numero 6 nao vai sair novamente? A Teoria das Probabilidades nos diz que nao. A
probabilidade de sair 6 novamente é exatamente igual a de sair qualquer outro resultado.
Analogamente, quando alguém diz que é muito mais dificil de ocorrer em um sorteio da
mega-sena as dezenas 20, 21, 22, 23, 24 e 25, do que qualquer outra combinagao que
nao seja uma sequéncia de nimeros. Curiosamente, as pessoas evitam jogar este tipo de

combinacao julgando-se equivocadamente ser menos provavel.
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4.1 Probabilidade - Defini¢ao Classica (Laplace)

Esta nogao popular de probabilidade deu lugar na matematica por uma definigao for-
mal de probabilidade como sendo o nimero de “casos favoraveis”pelo “nimero de casos
possiveis”e apareceu pela primeira vez de forma clara na obra Liber de Ludo Aleae de Gi-
rolamo Cardano (1501-1576). Mais recentemente, veja Figura 10, o francés Pierre-Simon
de Laplace (1749 - 1827) publica, em 1812, o livro Theorie Analytique des Probabilités,
no qual aborda a definicao classica de probabilidade que marca um nova era nos estudos
das Teorias das Probabilidades (MORGADO, et al., 2006).

Figura 10: Pierre Simon Laplace (1749 - 1827), matemadtico, astronomo e fisico frances.

A partir desta defini¢ao, poder-se-ia dizer que a probabilidade de retirar uma carta de-
sejada de um baralho de 52 cartas seria % e que no lancamento de duas moedas idénticas
(ndo fraudulentas) a probabilidade de obter resultados iguais (cara-cara ou coroa-coroa)

. 1
é de 5-

4.1.1 Defini¢ao Classica - Pierre Simon - Marqués de Laplace - (1812).

Suponha Q = {wq, wq, w3, ..., wy} e acardinalidade de §2 dada por |Q2] = N. Suponha
também que todos os pontos amostrais sao igualmente possiveis de ocorrerem quando da
realizacao do experimento. Dado um conjunto A, defini-se a probabilidade do evento A

por:

ou seja,

P(A) = (n° de casos favordveis a A)

(n° de casos possiveis)
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Propriedades:

_ Hwpl _
)

1. A probabilidade de cada ponto amostral é dada por: P ({w;}) com

1
N
j€{1,2,..., N}, que é denominada probabilidade elementar.

ASH

zmwzﬁ:%zu
3. P() =[5 =1.

4. Dado qualquer evento A tem-se 0 < P(A) < 1. De fato, tem-se 0 = |¢p| < |A| < 1=
9], logo & < Ml < L o 0<P(A)<1.

5. Seja A e B eventos mutuamente exclusivos. Entao P(AU B) = P(A) + P(B). De
fato, de P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AnN B), veja ANEXO I, e por hipdtese
P(AN B) =0, dai, segue o resultado.

Para o exemplo iv) da segao 3.3.1 citado anteriormente, lan¢ar um dado e uma mo-
eda e verificar os resultados possiveis. Na Figura 11 mostra-se o espago amostra para o
lancamento de um dado e o espago amostra para o lancamento de uma moeda separada-

mente.

Figura 11: Experimento referente ao lancamento de uma moeda e um dado equilibrados.

O espaco amostral para o lancamente de um dado e uma moeda simultaneamente é
Q={1K,2K,3K,4K,5K,6K,1C,2C,3C,4C,5C,6C'} .
Seja 0 evento A = “obter niimero par e cara”. A cardinalidade de A é |A| = 3, pois
A={2K, 4K, 6K} .

Logo:

3
PA)=——=—=0,2 25%.
(A) o " 1 0,25 ou 25%
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Note que
1
P{1K})=P({2K})=...= P({6K}) = Iz
Isto significa dizer que os pontos amostrais de ) sao igualmente provaveis, ou seja, sao

equiprovaveis.
De um modo geral se A for um evento qualquer de €2, entao P(A) = Z P(w,) , onde
J

a soma ¢ estendida a todos os pontos amostrais de A.

Exemplo 4.1.1. Uma fdbrica produz determinado artigo. Da linha produgao sao retirados
quatro artigos aleatoriamente, e cada um € classificado como perfeito (P) ou defeituoso

(D). O espago amostral desse experimento é:

( 3

PPDD
PDPD
DPPP PDDP DDDP
PDPP DPDP DDPD
PPDP DPPD DPDD
| PPPP PPPD DDPP PDDD DDDD |

Seja A = “obter exatamente dois artigos defeituosos”. Entao:
P(A) =) P(uw;)
J

— P(PPDD) + P(PDPD) + P(DPPD) + P(DPDP) + P(PDDP) + P(DDPP)

B 1_+ 1 N 1_+ 1 N 1_+ 1
16 16 16 16 16 16

Portanto:
6
P(A) = —
(4) =15
ou
P(A) =37,5%.

E importante notar que esta definicao de probabilidade, denominada definigao Classica
ou Laplaciana, representa a proporc¢ao do nimero de resultados favoraveis ao evento em
relacao ao numero de resultados possiveis do fenomeno, quando todos sao considerados
equiprovaveis, o que significa igualmente provavel, ou seja, nao preferir alguns resul-
tados em detrimento de outros. Isso é facil de observar quando ocorre algum tipo de

simetria no fenémeno estudado. Veja os espacos amostrais para alguns exemplos.
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Exemplo 4.1.2. Um casal quer ter dois filhos. Isto pode ocorrer da sequinte forma
(considere M = mulher e H = homem ), 0H2M , 1H1M e 2HOM, ou seja:

0 HM
MM MH HH |

Exemplo 4.1.3. Um casal quer ter trés filhos. Neste caso tem-se O0H3M, 1H2M, 2H1M
e SHOM, ou seja:

MMH HHM
Q= MHM HMH
MMM HMM MHH HHH

Assim, nestes dois exemplos tem-se a probabilidade de cada evento elementar igual a
%, ou seja, sao equiprovaveis.
Exemplo 4.1.4. De um grupo de 3 homens e 5 mulheres uma pessoa serd sorteada

para participar de um evento. Quer saber a probabilidade da pessoa escolhida ser do

sexo feminino. Veja que agora o evento “a pessoa escolhida é do sexo feminino”tem

3

probabilidade % e a probabilidade do evento “a pessoa escolhida € do sexo masculino”é

sao diferentes. Logo, estes dois eventos nao sao equiprovaveis.

Exemplo 4.1.5. Suponha que um dado seja langado com
Q={1,2,3,4,5,6} e

P{7}) = kj,

para k inteiro, ou seja, a probabilidade € proporcional ao ponto amostral. Assim tem-se:

P({1}) = k # P({3}) = 3k,
0 que mostra serem eventos nao equiprovdvers.

Assim, pode-se verificar que esta definicao é muito restrita, pois ela nao resolve todos
os problemas em que se necessita calcular probabilidades. Encontra-se dados de varias
formas e com probabilidades diferentes para cada face, o que vai depender de como ele
foi fabricado, dai, cada ponto amostral desse experimento pode ter uma probabilidade

diferente.

Verifica-se também que a definicao classica sé realiza o calculo de probabilidade de

alguns eventos bem simples, utilizando, para isso, a contagem dos elementos dos conjuntos.
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Na préxima secao a probabilidade serd vista como a frequéncia relativa em que evento

ocorre.

4.2 Probabilidade Frequentista

Suponha um pesquisador interessado em saber que idade predomina entre as pessoas
economicamente ativa de determinada cidade. Para isto, a partir de uma amostra bem
representativa da populagao, ele entrevistou 80 pessoas e obteve os seguintes dados da
Tabela 1 abaixo, denominados dados brutos, que sao dados nao organizados numerica-
mente, ou seja, aqueles que nao se encontram preparados para andlise (dados originados

da pesquisa).

28 | 271313330 |33]27]|31
30 3313329322734 37
37131 130130]26 29|29 34
30 |27 1322430273130
31131303027 |30 27|27
30 |28 1332836293227
3312712713033 |30|33]| 33
30 (392727313136 28
33313113028 |23 |32/ 30
29 124 133130332135 36

Tabela 1: Dados Brutos.

A partir destes dados brutos obtém-se o Rol, veja Tabela 2, que é o arranjo dos dados

brutos em ordem crescente ou decrescente.

21 123 |24 24|27 | 27 | 27 | 27
20 | 27 | 27 | 27 | 27 | 27 | 27 | 27
27 | 27 128 | 28 128 |28 |28 | 29
29129129129 |30|30]30]|30
30 1303030303030} 30
30130 130(30|30|31 3131
3131313131 |3131]32
321321323233 (33|33 33
3313313333 (33|33|33]34
34135363636 |37 37|39

Tabela 2: Rol.

A partir deste rol pode-se construir a Tabela 3 seguinte, denominada Distribuicao de
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Frequéncias (DF).

IDADE | FREQUENCIA ABSOLUTA | FREQUENCIA RELATIVA (em %)
21 1 1,25%
23 1 1,25%
24 2 2.50%
26 1 1,25%
27 13 16,25%
28 5 6,25%
29 5 6,25%
30 17 21,25%
31 10 12,50%
32 1 5,00%
33 12 15,00%
34 2 2.50%
35 1 1,25%
36 3 3,75%
37 2 2.50%
39 1 1,25%

Total 80 100,00%

Tabela 3: Distribuicao de Frequéncia (DF). Fonte: dados hipotéticos.

A frequéncia absoluta é o nimero de pessoas que apresenta a idade correspon-
dente e a frequéncia relativa é o percentual de pessoas que apresenta esta idade. Essas
frequéncias sao consideradas estimativas de quantidades desconhecidas das quais foram
extraidas de uma amostra de 80 pessoas de uma populacao, neste caso, a populacao de
uma cidade. Segundo Bussab (2006, p.103) as frequéncias relativas sao estimativas de
probabilidades de ocorréncias de certos eventos de interesse. Portanto, a probabilidade es-

timada de que uma pessoa economicamente ativa desta cidade tenha 30 anos é de 21, 25%.

Esta probabilidade estimada nao representa a probabilidade real da populacgao, ela
¢ um valor aproximado do real. Para obter uma probabilidade mais proxima do real
teriamos que aumentar o tamanho da amostra ou, quando possivel, consultar toda a po-
pulagao. Segundo Bussab (2006, p.103), com suposigoes adequadas, e sem observar dire-
tamente o fendmeno aleatoério de interesse, pode-se criar um modelo teérico que reproduza
de maneira razoavel a distribuicao das frequéncias, quando o fenomeno é observado dire-

tamente. Tais modelos sao denominados modelos probabilisticos.
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4.2.1 Defini¢ao de Probabilidade Frequentista.

A concepcao frequentista de probabilidade baseia-se em repetir um experimento um
numero grande de vezes e fazer uma estimativa do niimero de vezes que ocorre determi-

nado evento.

Seja A um evento associado a um experimento aleatério. Realiza-se n repeti¢oes do

experimento e seja n4 0 nimero em que A ocorreu nas n repeticoes do experimento. Seja

a frequéncia relativa de ocorréncia do evento A. A probabilidade frequentista do evento

A é dada por
P(A) =p= fa(n)

para n suficientemente grande, ou seja,
P(A) = p = lim fa(n).

Quando o experimento for repetido um nimero suficientemente grande de vezes espera-
se que surja uma regularidade, isto é, haverd uma estabilidade da fragao fa(n) = =4

(frequéncia relativa).

O gréfico da Figura 12 ilustra esta ideia, para o lancamento de uma moeda equilibrada,

que espera-se a probabilidade de ocorrer cara tender a 0, 5.

Frequéncia relativa
Ocorréncia de cara no langamento de uma moeda equilibrada.

1

0.8

L

0,6 & P

Frequéncia * . . * PR S

relativa

0,2

Figura 12: Frequéncia relativa f4(n) = %4. Fonte: Dados hipotéticos.
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Suponha um experimento em que se joga um percevejo, usado para afixar painéis de
aviso, sobre uma superficie lisa. Qual seria a probabilidade do evento A = “o percevejo

cair com a ponta virada para cima”?

Primeiro deve-se entender que, neste caso, nao se pode recorrer a propriedades de
simetria, pois, no caso do percevejo, elas nao existem. A ideia é aproximar a probabilidade
p pela estimativa da probabilidade de ocorréncia do evento, ou seja, jogar o percevejo
um numero n suficientemente grande de vezes, procurando manter as mesmas condigoes.

Assim:

P(A) = P(o percevejo cair com a ponta virada para cima)=p= fa(n)

ou

n® de wvezes que cair com a ponta voltada para cima

p )
n

12

onde n é o numero total de observagoes, ou seja, numero de repeticoes do experimento.

Desta forma, esta razao tende a se estabilizar, isto é, aproximar de um limite.

Para criar um modelo probabilistico de um experimento, deve-se verificar que esse

experimento revela (FONSECA; MARTINS, 2006):

1. Cada experimento podera ser repetido indefinidamente sob condigoes semelhantes

(quase idénticas).

2. Nao se conhece um particular valor do experimento “a prior:”, porém podem-se

conhecer todos os possiveis resultados, o espaco amostral.

3. Quando o experimento é repetido um ntumero finito de vezes havera uma estabilidade

das frequéncias relativas.

Propriedades:
1. P(qb):%d’:%:O
2. PQ)="2=1

3. Dado qualquer evento A tem-se 0 <ny <n <0< P(A) =24 < 1.
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4. Seja A e B eventos mutuamente exclusivos. Entao:

P(AUB):MA:B) = W;’;”B) = 244 28— P(A) + P(B).

O modelo probabilistico para o langamento de uma moeda equilibrada é dado por:

Face Frequencia tedrica
K (coroa) z
C (coroa) 5

Total 1

Tabela 4: Distribui¢ao de Frequéncia (modelo probabilistico tedrico) para o langamento
de uma moeda.

O modelo probabilistico para o langamento de um dado equilibrado é dado por:

Face | Frequencia tedrica
! %
3 i
1 i
5 i
6 i
6
Total 1

Tabela 5: Distribui¢ao de Frequéncia (modelo probabilistico tedrico) para o langamento
de um dado.

O modelo probabilistico para o exemplo 4.1.4 é dado por:

Sexo Frequéncia tedrica
Feminino g = 0,625
Masculino g = 0,375

Total 1

Tabela 6: Distribuigao de Frequéncia (modelo probabilistico teérico) para o exemplo 4.1.4.

Em eventos que nao sao possiveis de serem repetidos, nas mesmas condigoes, nao se
aplica a definicao de probabilidade frequentista . Veja alguns contra exemplos para esta

definicao.

Exemplo 4.2.1. Em um hospital estao fazendo um novo tipo de cirurgia. Aplica-se a

cirurgia em um paciente e obseva: sucesso (sobrevive) e fracasso (morre). Como repetir
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esse experimento vdrias vezes, em condigcoes semelhantes, para calcular a probabilidade de

ocorrer sucesso ou fracasso?

Exemplo 4.2.2. Resultado do jogo Cruzeiro e Atlético no final do campeonato mineiro.
Este experimento € impossivel de ser repetido em condicoes semelhantes a de uma situacao
ocorrida anteriormente. Um atleta, veja Figura 13, pode querer saber qual a probabilidade

dele ganhar ou perder o jogo.

QUE DEFINIGAO DE
PROBABILIDADE USAREI PARA
CALCULAR A PROBABILIDADE
DEGANHAR 0 J0GO HOJE?

Figura 13: Um jogo de futebol nao pode ser repetido em condig¢oes semelhantes.

Exemplo 4.2.3. Suponha que se queira atribuir uma probabilidade de aceitacdo de um
novo perfume recém-fabricado para mulheres. O quimico que produziu o perfume poderd
ter atribuido uma probabilidade de seu produto bastante diferente da probabilidade do

comerciante junto a um grupo de mulheres que irao compra-lo.

Exemplo 4.2.4. Qual a probabilidade de um enfermo se recuperar completamente.

Estes tultimos exemplos sao situagoes em que nao se aplica nenhum dos conceitos
(cldssico e frequentista) vistos até aqui. Na préxima unidade serd discutida a terceira
defini¢ao de probabilidade, a probabilidade subjetiva, que explica como iremos calcular
a probabilidade quando se considera a avaliacao da crenca do observador na ocorréncia

de um evento.

4.3 Probabilidade Subjetiva - Kolmogorov (1933).

Como ja foi citado nos ultimos exemplos da secao anterior, a Probabilidade Sub-
jetiva é aquela em que cada individuo, baseado em informacoes prévias e na sua propria

opiniao a respeito do evento de interesse, pode ter uma resposta para a probabilidade
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desse evento. Assim, a definicao subjetiva considera a avaliacao da crenca do observador
na ocorréncia de um evento (BATANERO, 2005). Dai surge a pergunta: mas nao existe,
na definicao de probabilidade subjetiva uma regra a ser seguida? Vamos a um exemplo.
Qual a probabilidade de chover no préximo fim de semana? Se levar em conta que hé
duas possibilidades, chove ou nao chove, esta probabilidade é de 50%. Mas pode ocorrer
que a pessoa interessada em saber esta probabilidade se informou sobre a previsao do
tempo e que na cidade onde ela mora a previsao é de tempo nublado e possivel chuva
para o fim de semana em questdo. Assim esta probabilidade passa ser maior que 50%.
Para que a teoria construida sobre estas ou outras questdes subjetivas (opinides pessoais)
tenha consisténcia, seja coerente, algumas regras gerais e de comportamentos racionais
foram estabelecidas (BATANERO, 2005). Estas regras sao baseadas em alguns axiomas
que serao apresentados observando o caso em que o espaco amostral é finito e o caso em

que ¢ infinito .

4.3.1 Caso Finito

Definicao 4.3.1. Uma func¢ao P, definida na dlgebra A de subconjuntos de §2 e com valo-
res em [0, 1], € uma probabilidade se satisfaz os Ariomas de Kolmogorov (MAGALH/[ES,
2006):

(i) P(Q2) = 1.

(it) 0 < P(A;) <1, VA; C Q.

(iti) Para toda sequéncia finita de eventos Ay, As, As,..., A,  dois a dois disjuntos

(mutuamente exclusivos) tem se P(U!_A;) = Z P(A4;).
i=1

A trinca (9, A, P) é denominada espago de probabilidade. A fungao P é definida do

seguinte modo:
Se Q = {wy,ws,ws,...,wy} finito, defini-se a funcdo P(w;) = p, tais que p; >

N
0e ij = 1. Assim, a funcdo P é tal que P(w;) = p1, P(wy) = po, Plws) =
j=1

N
p3, -, Plwy) = pn, sendo pr > 0, po > 0, p3 > 0, ..., py > O e ij =
j=1

pr+p2+ps+...+py =1

I
(]
s
E

Também, dado um evento A qualquer com A C €, define-se P(A)

que ¢é a soma das probabilidades dos pontos amostrais de A.
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Exemplo 4.3.1. Suponha o experimento lancamento de um dado qualquer e observar a
face voltada para cima. Assim: Q ={1,2,3,4,5,6}. Podemos ter P(1) =0, P(2) =0,8,
P(3) = 0,2, P(4) =0, P(5) = 0 e P(6) = 0. Logo a probabilidade do evento A =
“obter um numero par no langamento de um dado”é P(2,4,6) = P(2) + P(4) + P(6) =
0,84+ 04+ 0 = 0,8. Ja a probabilidade do evento B = “obter um niumero impar no
langamento de um dado”é P(1,3,5) = P(1)+ P(3)+ P(5) =0+0,240=0,2.

Exemplo 4.3.2. Suponha o experimento lancamento de uma moeda e observa a face
voltada para cima. Tem-se Q = {K,C}. A funcdo P pode ser definida como sendo
P(K)=peP(C)=1—p, onde 0 < p < 1. Andlogo, pode-se definir a probabilidade
para Q = {0,1}, onde 1 = “sucesso” 0 = “fracasso” e , dai pode-se definir P(1) =p e
P0)=1—-p, onde0 <p<1.

Exemplo 4.3.3. Seja Q = {wy,wq, w3}. P pode ser definida como sendo:

P({wl}) =P
P({w;}) = P({ws2}) = p2
P({ws}) =ps =1~ (p1 + p2)

compy >0, po >0 ep3 > 0. Assim podemos ter:
1
P({wi}) = P({wa}) = P({ws}) = 3

ou

3

P({w}) = 55, Pw}) = e Pl{us}) = o

Exemplo 4.3.4. A partir dos axiomas da definicao de probabilidade ¢ possivel, neste
momento, construir um espaco de probabilidade para o exemplo 4.1.5. Um dado € lancado
tal que a chance de ocorrer a face de nimero j, com j € {1, 2, 3, 4, 5, 6}, € proporcional
a j. Para que se tenha um espaco de probabilidade coerente com esta informacgao deve-se

ter\=8=8B=8=~0=8B =151 com )\ e€R, sendo p; a probabilidade de j ocorrer.
6
j=1
Pr+pe+ps+pa+ps+ps=121A=1 = % Portanto:

1 2 3 4 ) 6

p1:ﬁ7 p2:ﬁ’ p3:ﬁ’ p4:ﬁu p5:ﬁ€p6:ﬁ-
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4.3.2 Caso Infinito

O sistema de axiomas (i, i, 7i¢) da definigao de Probabilidade é completamente
adequado para tratar questoes quando o espaco amostral {2 é finito. Quando 2 é infinito,
mesmo que enumeravel, o modelo matematico decorrente daquele sistema deixa de servir

para a construgao de uma teoria que se deseja ser mais eficiente (JAMES, 2004).

Exemplo 4.3.5. Considere-se o experimento aleatorio em que se lanca uma moeda até
que apare¢a a “face”. Convencionando que o inteiro n significa que a “face”apareceu a
1% vez no n-ésimo lancamento, o espaco de resultados pode representar-se pela sucessao
infinita Q = {1,2,3,4,5,---}. Considere-se em Q a classe F composta pelo conjunto (),
Q, por todos os conjuntos finitos de € e pelos respectivos complementares. Fsta classe €

uma dlgebra.

De fato, o axioma (i) é satisfeito, pois {2 € F. O axioma (i7) também é satisfeito, pois
todo conjunto tomado na classe seu complementar também esta na classe F. O axioma
(731) também é satisfeito, pois a unido finita de conjuntos finitoS é finita, entao esta na

classe F.

No entanto pode pensar-se em acontecimentos (subconjuntos de €2) que nao pertencem
a JF. Por exemplo, o acontecimento “a face sai pela primeira vez num langamento de ordem
impar”, isto é, A = {1,3,5,---}. Este acontecimento ndo pertence a F, pois nao ¢ finito
e nem complementar de conjunto finito. No entanto, A pode exprimir-se como a uniao

infinita de elementos de €2,
A=|J2k-1
k=1

Exemplo 4.3.6. Considere-se o experimento aleatorio em que se seleciona, ao acaso, um
ponto do intervalo [0,1]. Aqui, Q = [0,1] e a dlgebra A sao todos os subconjuntos cugjos
comprimentos estejam bem definidos. Quem sao esses conjuntos? Considerando primeiro
unioes finitas de intervalos e seja Ay = {A C [0,1]: A € uniao finita de intervalos }.
Notemos que Aqy € dlgebra, pois Q € Ay, se A € Ay entao A° também é unido finita de
intervalos, (iii) € trivial. O conjunto () e o evento elementar {w}, onde w € [0, 1], serdo

interpretados como intervalos degenerados de comprimento 0, portanto sao elementos de

Ap.

Mas Ay nao é o-algebra, pois nao contém toda uniao enumeravel de intervalos, como
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teria que conter se fosse o-algebra. Por exemplo, o evento

=g UEHUGEHU- U5 -gm) U

¢ uma uniao enumeravel de intervalos mas obviamente nao é uma uniao finita, isto é,

Ad A,

Os dois exemplos veicula a ideia de que no caso 2 infinito ha acontecimentos interes-
santes que se exprimem pela uniao infinita de outros acontecimentos ou de acontecimentos
elementares. Se o dominio da func¢do de conjunto P(.), probabilidade de um ponto, deve

conter tais acontecimentos entao em vez de uma algebra deve optar-se por uma o-algebra.

Definicao 4.3.2. Uma funcao P, definida na o-dlgebra F de subconjuntos de £ e com

valores em [0, 1], € uma probabilidade se satisfaz os Axiomas de Kolmogorov:

(i*) P(2) =
(ii*) 0 < P(A;) <1, VA; C Q.

(iti* ) Para toda sequéncia infinita de eventos Al, Ay, As, ... dois a dois disjuntos (mu-

tuamente exclusivos) tem se P(U2, A;) Z P(A

A trinca (2, F, P) é denominada espago de probabilidade.

Exemplo 4.3.7. Agora, € possivel definir uma probabilidade para o exemplo 1 citado no
inicio da se¢ao 3. Conta-se o numero de chamadas telefonicas que chegam a uma central
das 12:00h as 14:00h.

Tem-se Q = {0, 1, 2, 3, ..., n} = N. Pode-se definir P({0}) = 3, P({1}) =
P({2}) =5, .... Assim
PO+ PUIN) + P2+ =5 4ot oo b

Como esta sequéncia ¢ uma P.G. infinita com |q| < 1, entdo a soma de seus termos é

dada por S = -*-. Logo:

PO} + P{I}) + P({2}) +... = 25 =1,

odedecendo assim, os trés axiomas da definicao de probabilidade. A Figura 14 mostra o

primeira central de telefone do mundo.
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Figura 14: A primeira central telefonica do mundo entrou em funcionamento no dia 25
de janeiro de 1878, em Connecticut, nos Estados Unidos. Central ajudou a popularizar o

uso do telefone. Fonte: http://inovabrasil.blogspot. com.br/2010/01/surge-profissao-de-
telefonista-em-1878.html.

Este problema é comum nos livros de estatistica e, a partir dos axiomas de Kolmo-
gorov, pode-se definir outras probabilidades para a central de telefone. Veja o proximo

exemplo.

Exemplo 4.3.8. Andlogo ao exemplo 4.3.7 define-se uma probabilidade para as chamadas

telefonicas do sequinte modo: para e =2,718... en € N,

-1

PH0Y) = 5
P({1}) = <
P2 =
P((3)) = S
P} = =
Assim,
P({0}) + P{1}) + P{2}) + ... = et (1+1+ % + % + ).
Mas como

e} n

xr
T __
e —E —n!,V:ceR,

n=o
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entao

1 1 1 1
61:(1+1—|—5—|—§—|— ) e 61:(1—1+———+ >

Logo
PHOY) +PH{1I) +P{2H)+... = &' x et =1,

satisfazendo assim, os axiomas i*), ii*) e iii*). FEsta probabilidade € conhecida como

Probabilidade de Poisson ou probabilidade realista para as chamadas telefonicas.

4.4 Propriedades de uma Probabilidade

Dados 2, F e P, denomina-se (2, F, P) Espago de Probabilidade. Para o espaco de
probabilidade (2, F, P) vale as seguintes propriedades:

Py) Seja ¢ o evento impossivel. Entao P(¢) = 0.
Demonstragao:
Considere a sequéncia de eventos €2, ¢, ¢, ¢, ... . Esta é uma sequéncia de

eventos dois a dois mutuamente exclusivos, logo obedece ao axioma iii), em que:

PUY_,A,) = Z P(A,), com A;NA; = ¢. Entao tem-se:
n=1

PUIA) = S P(A,) &

n=1

PQU ¢ U@ U@ U ...)=PQ)+ P(p)+ P(¢d)+ P(p) + ...

P(Q) = P(Q) + P(¢) + P(¢) + P(¢) +... = P(Q)+>_ P(¢)

Pelo axioma ii), tem-se P(§2) = 1, entdao 1 = 1+ ZP(¢), dai, ZP(¢) =0.E
n=1 n=1

como P(¢) > 0 conclui-se que P(¢) = 0.

Py) Se Ay, Ay, Az, ... A, forem n eventos 2 a 2 mutuamente exclusivos, entao:
P(UI_ Aj) = P(A;)
j=1

Demonstragao:

Sejam Ay, As, As, ..., A,, ¢, ¢, ¢, ..., uma sequéncia de eventos 2 a 2 mutua-
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mente exclusivos. Entao:

P(AJUAU... A,UpU@U¢ ...) = P(A)+P(A2) + ...+ P(A)+P(d)+P(¢) + ...

Como P(¢ = 0), conclui-se que:
P(Ay UAy U ... A,U 9o U @U@ ...)=PA)+P(A)+...+ P(A,)

Isto significa que a probabilidade da uniao dos eventos é a soma das probabilidades

de cada evento.

P3) Dados dois eventos A e B, entdao P(A — B) = P(A) — P(AN B).
Demonstragao:
Veja na Figura 15 que (A— B)U(ANB) = A, sendo (A— B) e (AN B) mutuamente

exclusivos.

Figura 15: Diferenga entre dois eventos A — B. Fonte: Préprio autor.

Entao:

P(A-B)U(ANB)]=P(A) < P(A—B)+ P(ANB) = P(A)
Assim, conclui-se que: P(A— B) = P(A) — P(AN B).

P,) Suponha que os eventos A e B sdo tais que B C A. Entao:

P(A—B)=P(A)— P(B) e P(B)<P(A)

Demonstragao:
Por Py, P(A— B) = P(A) — P(AN B). Como P(AN B) = B (veja na Figura 16),
entao:

P(A— B) = P(A) — P(B)
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e como P(A — B) > 0 tem-se

dai conclui-se que:

Figura 16: Diferenga entre dois eventos A — B. Fonte: Préprio autor.

Ps) Para todo evento A tem-se P(A°) =1 — P(A), sendo A° o evento complementar de
A.
Demonstragao:

Como A€ e A sdo mutuamente exclusivos tem-se P(AU A¢) = P(A) 4+ P(A°). Mas,
AUA=Q & P(AUAY) =P(Q) < P(AUAY) = 1.
Assim conclui-se que P(A) + P(A¢) = 1, ou ainda, P(A°) =1 — P(A).
Ps) Dados os eventos quaisquer A e B, entao:
P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANDB)

Demonstracao:
Como A e (B — A) sao mutuamente exclusivos e AUB = AU (B — A), veja ANEXO

I, tem-se:
P(AUB)=P[(AU(B—-A)] < P(AUB)=P(A)+ P(B—A)

Por P; tem-se:
P(B—A)=P(B)— P(BNnA).

Dai, substituindo, temos:

P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(BNA),
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donde conclui-se que:
P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANDB)

Da mesma forma, sabendo que A e B podem ser escritos como uma reuniao de dois

eventos mutuamente exclusivos, entao:

AUB=AU(A°NB) < P(AUB) = P(A) + P(A°N B)

B=(A°NB)U(ANB) < P(B)=P(A°NB)+ P(AN B).

Logo,
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Outra demonstragao seria usando a propriedade (veja ANEXO I),
|AU B| = |A| +|B| — |AN B|.

Dividindo-se ambos os membros por || tem-se:

[AUB| _|A] |B| |AnB
€] Q2 € €]

que resulta em:
P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(AN B).

P;) Dados os eventos quaisquer A, B e C, entao:
P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—[P(ANB)+ P(ANC)+ P(BNC)]+P(ANBNC).

Demonstracgao:

Por Py tem-se:

P(AUBUC)=P(AUB)UC)
=P(AUB)+ P(C)—P[(AUB)NC]|

Mas,
(AUB)NC=(ANnC)u(BNQO).

Dali, tem-se:

P(AUBUC) = P((AUB)UC) = P(AUB) + P(C) — P[(ANC) U (BN C)]
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= P(A)+P(B)—P(ANB)+P(C)—P(ANC)—P(BNC)+P[(ANC)N(BNC)]
=P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANnB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

Assim conclui-se que:

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—[P(ANB)+ P(ANC)+ P(BNC)|+P(ANBNC)

P;) Suponha n eventos quaisquer Ay, Az, As, ..., A,. Entao:

P(OAJ) -y P(4;)

— > P4, NA
(1<g1<j2<n)
+ Z P [Ah N Ajz N A]s]
1<j1<g2<ga<n
- Z P [Ajl N Ajz a Ajs N AJ4]

1<j1<j2<j3<ja<n
+ o+ (DY PIA, NAL NAL N AN NA

Veja a demonstragao desta propriedade em (MORGADO, et al., 2006, p. 191).

4.4.1 Exemplos de aplicacgao.

Os exemplos seguintes relaciona-se situacoes em que o espaco amostral podera ser

finito ou infinito enumeravel.

Exemplo 4.4.1. Num prédio residencial hd 2 blocos I e II. No bloco I, hd 80 apartamen-
tos, dos quais 15% estao em atraso com o condominio. No bloco II, hd 50 apartamentos,
10% dos quais com taxas atrasadas. As fichas de todos os moradores estao reunidas, e

uma delas € escolhida ao acaso. Pergunta-se:

a) Qual é probabilidade de que a ficha escolhida seja do bloco I e esteja quite com o

condominio?

b) Qual € probabilidade de que a ficha escolhida seja do bloco I ou esteja quite com o

condominio?
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Para responder a essas perguntas, primeiro vamos analisar o problema a partir do

sequinte quadro.

I IT Totais
Em atraso 15% de 80 = 12 | 10% de 50 = 5 17
Quite com o condominio 68 45 113
Totais 80 50 130

Tabela 7: As probabilidades: exemplo 4.4.1. Fonte: dados hipotéticos

Para o item (a), a probabilidade de que a ficha escolhida seja do bloco I e esteja com

o condominio em atraso € dada pela intersegao desses eventos, A = “ser do bloco I"e Q)
= “esteja quite com o condominio”, ou seja, P(ANQ) = %. Note que hd 68 condominos

que moram no bloco I e estao quites com seus condominios.

Para o item (b), a probabilidade de que a ficha escolhida seja do bloco I ou esteja
quite com seus condominios € dada pela uniao desses eventos. Assim, pela propriedade
By, tem-se:

PAUQ) = P(A)+ P(Q) - P(ANQ)

80 113 68
PAUQ) = — + — — =
(AVQ) =735 130 ~ 130
125
P(AUQ) = 135 = 96, 15%

Exemplo 4.4.2. (DANTAS, 2004) Uma moeda balanceada € lan¢ada dez vezes. Sabe-
se que o espaco amostral desse experimento tem 2'° pontos amostrais. Para calcular a
probabilidade de ocorréncia de cara (K) em pelo menos um dos langamentos de nimero 2,

4, 0 ¢ 8, denota-se por Ay o evento cara ocorra no langamento 2k, para k € {1,2,3,4} .
4 4

Assim, o evento de interesse €é: U Aoy, Note que o evento U AS,. corresponde a ocorréncia
k=1 j=1
de coroa nos lancamentos 2, 4, 6 ¢ 8. O numero de pontos amostrais desse evento € 25,

pois, fiza-se coroa messes quatro lancamentos e nos outros seis tem-se duas possibilidades

em cada um deles. Assim, da propriedade 5, tem-se:

P(A) =1 — P(A°).
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Dai decorre que:
26

4 4
UA%:l—UAgkzl—ﬁ:0,0G%
j=1 k=1

Exemplo 4.4.3. Seja uma urna contendo trés bolas distintas, sendo duas bolas brancas

(by e by) e 1 vermelha (v). Seleciona-se, ao acaso, duas bolas, uma de cada vez e com

reposicao.

Figura 17: Urna com 2 bolas brancas e 1 vermelhra. Fonte: Préprio autor.

Considere 0s eventos:

e By = “a primeira bola selecionada € branca”’.
e By = “a sequnda bola selecionada € branca™’.
e Vi = “a primeira bola selecionada é vermelha”’.
o Vo, = “a seqgunda bola selecionada € vermelha™’.

A partir destes dados € possivel construir um modelo de probabilidade para este experi-

mento. O espaco amostral é dado por:

blbl bgbg VU
Q= blbg bgbl Ubl

blv bQU Ub2

Obs. Aqui foi definido que by € a bola branca 1 e By € o evento que consiste em retirar

a primeira bola e esta ser branca. Portanto by # By.

Como as bolas sao idénticas a probabilidade de cada ponto amostral € a mesma e igual

a %, onde N = |Q|. Logo, para o evento By tem-se:

n
P(By) = N
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onde n € o numero de casos favoraves a Bi. Fste ¢ um modelo de probabilidade. Se
o interesse fosse somente a ocorréncia de By e Vi em wuma unica retirada, teria se

— ¢ _ 2 _ cy _ 1 _ 1/c _ Rc
Q = {b1,by,v}. Dai, P(B1) = 5 e P(V1) = P(B{) = 5. Note que B, = V{ e Vi = Bf.
Mas como o interesse € considerar duas retiradas, uma apds a outra, pelo principio mul-

tiplicativo, tem-se || =3 x 3 =9, dai decorre que:

6 2
|Bi|=2%x3=6= P(B)) =~ =~
9 3

3 1
Vil=1x3=3=P(V})=2==
Vil X (W) 93
2
]Blﬂ%]:2x1:2:>P(BlmV2):§
4
|B1032!=2><2=4:>P(Blﬂ82):§
2
]VlﬂBQ]:lx2:2:>P(VlmBz):§

Vol =3 x1=3= P(V1) =

ol ©lw
Wl Wl

|BQ|:3X2:6:>P(BQ):

Agora, pode-se fazer a andlise para este mesmo problema, considerando que a primeira

bola retirada nao serd colocada de volta na caixa, sem reposicao. O espaco amostral

O— blbg bgbl Ubl
bﬂ) bgU UbQ .

Assim |Q = 3 x 2 =06, dai, decorre que:

passa a ser:

4 2
|B|=2x2=4=P(B))=~-=—-
6 3
4 2
|B2|=(2><1)+(1><2)=4:>P(B2):6:§

Observe que P(By) = P(Bz), ou seja, a probabilidade de selecionar uma bola branca na
primeira tentativa € a mesma de sair bola branca na sequnda tentativa. Analogamente

para Vi e Vy tem-se P(Vy) = P(V3) = . Também tem-se:

|31032]:2X1:2:>P(Blﬂ32):

DN DI |
|
Wl Wl W]+~
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Pode-se também mostrar que, em trés retiradas, sem reposicao, a probabilidade de sair
bola branca em qualquer posi¢ao é sempre a mesma e igual a % O espaco amostral, neste

caso, €

O— blbzv bgbﬂ) Ublbg
bﬂ)bg bg?)bl Ubgbl ‘

Dai, decorre que:

P(B))=2x2x1=4
P(By)=2x2x1=4
P(B;)=1x2x2=4

Logo,
4 2
P(By) = P(By) = P(B3) = 6= 3

Finalmente, considere agora trés retiradas, com reposigao. Assim tem-se: |2 = 3 X

3 x 3 =27. Dai, decorre que:

18 2
B|=2x3x3=18= P(B))=— ==
B =23 (Bi) =57 =3

18 2
By|=3%x2x3=18= P(By) =— ==
[Bel =32 (B2) =57 =3

18 2
B3| =3x3x2=18= P(B)) = — = -
| B3| X a X (B1) 57~ 3

Exemplo 4.4.4. Suponha uma populagao de n elementos {ay,as,as,...,a,},n € N.

Selecione r individuos, ao acaso, com reposicao, um de cada vez, sendor < n. Considere
o evento A= “um elemento fizado aparece na amostra pelo menos uma vez”. Determinar
P(A). Em cada sele¢ao hd n opgées de escolha, jd que a sele¢do serd feita com reposi¢ao
do elemento observado. Se for feita r selecoes, o numero de pontos do espaco amostral
desse experimento €, pelo principio multiplicativo, dado por |QQ] = n". Para calcular P(A)

tem-se que obter numero de casos favordveis a A. Assim:

?
O evento complementar de A € A° = “o elemento fixado ndao aparece na amostra”. Dai

tem-se |A°| = (n —1)". Assim,

P(A)zl—P(AC)zl—uzl—(1—1)T.

nr n

Note que para uma populacao grande, ou seja, n — oo, tem-se P(A) = 0. Do contrdrio,

se firado n e fazendo um numero muito grande de escolha, ou seja, r — o0, tem-se
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(n—1)"/n" — 0, da? P(A) = 1. Logo, para n fixo e r muito grande a probabilidade de
encontrar a; € de 100%, isto € claro, pois n fizo e aumentando o nimero de escolha, em

algum momento ay aparecerd. Note também que se n = r, tem-se

P(A):l—(l—%)n

e fazendo n — oo, tem-se
P(A)=1—¢e1=1-0,367879...=0,632121... .

Isto significa que numa populacao de 5 elementos, a probabilidade de que um determinado
elemento apareca em uma amostra de tamanho 5, sendo feita 5 selecoes com reposicao, €

de aprozimadamente 63,21%.

Exemplo 4.4.5. Suponha uma populagio de n elementos {ay,as,as,... ,a,}, n € N. Se-
lecione r individuos, ao acaso, com reposicao, um de cada vez, sendo r < n. Considere

o evento A=“nao hd elementos repetidos na amostra”. Para calcular P(A) tem-se:

(n° de casos favoraveis a A)

P(A) =
(4) (n° de casos possiveis)
P(A) = n(n—1.n—=2). ... (n—(r— 1))
n""
Assim:
P(A)zﬁx n-l X n-2 ”'n—(r—l)
n n n n

D ()

T

Note que se © — o0, as fungoes f(z) =1—z e g(x) = e se aprozimam, ou seja,
r20=1—-az=e "

Assim pode-se dizer que para r razoavelmente menor que n tem-se:

1——%6%
n
2 _
1——%@72
n
- (r—1) ~ 2D
n
Dat,
1 2 (r—1)
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Uma aplicagao deste exemplo
Em um grupo de r pessoas, qual a probabilidade de haver pelo menos duas que fazem
aniversario no mesmo dia?
Seja o evento A = “aparecer pelo menos duas pessoas que fazem aniversario no mesmo

dia”, entao A° = “nao haver pessoas que fazem aniversario no mesmo dia”.

Assim, tome n = 365 dias, e da propriedade do complementar, tem-se:

—r.(r—1)

AC) =1 — ¢ 2365

P(A)=1-P

~—~

Assim, variando r obtemos a Tabela 8:

T P(A)
1 | 0,0000
-2 10,0027
3 10,0082
4 10,0163
5 10,0270
6 | 0,0403
~ 7 10,0559
8 10,0738
~ 9 10,0939
710 | 0,1160
20 | 0,4058
30 | 0,6963
60 | 0,9922
80 | 0,9998

Tabela 8: Probabilidade de haver pelo menos duas pessoas que fazem aniversario no
mesmo dia em um grupo de r pessoas

Pela tabela verifica-se que P(A) aumenta surpreendentemente. Note que para r = 1,
é 6bvio que P(A) = 0%. Mas para r > 30 esta probabilidade ja é bem grande, maior

que 69,63%. Agora, em um grupo de 80 pessoas, é quase certo que sempre encontrard
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duas delas que fazem aniversario no mesmo dia, com probabilidade de nao ocorrer igual
a 0,02%.

Exemplo 4.4.6. Suponha uma populagio com 10 elementos {ay,as,ag,---,aip}. Sele-
cione 4 destes elementos, um de cada vez, ao acaso, sem reposicao. Seja o evento A
= ‘a4 e as estar sempre presente”. A probabilidade de A € 135 De fato, o numero de
elementos do espago amostral deste experimento é Ay, pois a escolha € feita retirando-se
um elemento de cada vez e sem reposicao. Por outro lado o niumero de casos favordveis
a A é A2 x A2, pois, deve-se calcular o mimero de agrupamentos em que aparece a4 € as,
que € A3 e estas aparecem em nimero de A2, pois deve-se escolher dois dos 8 elementos

restante do conjunto. Assim:

A2x A2 672 2
P(A) =208 o ==
(4) Al 5040 15

Exemplo 4.4.7. (Generalizagio do exemplo anterior) Suponha uma popula¢ao com N

elementos {ay, as, as, ...,ax}, N € N. Seleciona-se r elementos, um de cada vez, ao acaso,
sem reposigao. Seja o evento A = “n elementos, n < r, firados na amostra”. Calcule
P(A).

O espago amostral desse experimento é Ay, pois a escolha € feita retirando-se um elemento
de cada vez e sem reposicao. Em um conjunto de r elementos escolhe-se n elementos
fizados o que resulta em A7 e dos (N — n) restantes escolhe-se (r —n), ou seja, AN "y-

Entao,

_ r N —n N —n
|A| = A x A", =n! x X (r—mn)!l x =rlx :
n r—mn r—mn
Portanto:
N —n N —n N —n
rl x rl x
r—n r—n r—n

P(A) = — —

(Ay) ' <N>

Veja que, para o exemplo 6, tem-se N =10,r =4 en = 2, entdo:

<10—2>
4—2 28 2

P(A) = -

10 210 15
4
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Exemplo 4.4.8. (Problema dos reencontros) Dado uma urna com n bolas numeradas
{1,2,3,...,n}. Selecionemos n bolas da urna, uma de cada vez, ao acaso, sem re-
posicao. Dizemos que hd um reencontro na sele¢ao j-ésima se a bola de nimero j for sele-
cionada na sele¢ao j (por exemplo, se a bola 8 for selecionada na oitava sele¢ao, houve um
reencontro). Seja A; = “ocorre um reencontro na selecao j”, j € {1,2,3,...,n}. Calcule
e probabilidade de haver pelos menos um reencontro. A probabilidade de haver pelo menos
um reencontro € a probabilidade da unido dos A; eventos, ou seja, P(A; U Ay U...UA;).

Entao:

P(U AJ) =) P(A)— Y P(A;NA)
j=1 j=1 1<51<ja2<n

n

+ ) PALNALNA)+ .+ (CD)TIP (AN Ay A

1<j1<g2<y3<n
Como: ( )
n—10 1
Pid;) = n n
(n—2)! 1
(4)) n! n(n —1)
(n —3)! 1
P(Aj) = =7 = ————
n n(n—1)(n —2)
Dat,
" 1 S 1 - 1 1
P Al = —_ - — (=)=
<U J> — Z n(n—1)+ Z n(n—1)(n — 2) +(=1) n!
J=1 J=1 1<j1<g2<n 1<51<g2<g3<n
n 1 2 3 1
P A = — — 4 (=i
<H j) n n(n—1)+n(n—1)(n—2) +(=1) n!
11 1
TR T A
11 1
=1 [g gy
Como e* = Z %,Vx € R, tem-se:

Lo =D 11 n 1
et =) e e TR R EENR Gl Vi &
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Assim, para n — oo tem-se:

P <OA]> =1 —6_1.
j=1

n C

Note que a probabilidade de nao ocorrer reencontro € dada por P (U A]-) =e ! Os
=1

casos favordveis a este evento sao conhecidos por permutagées cadticas (casos em que

nenhum elemento ocupa a posicao inicial), (MORGADO, et al., 2006). Veja que para

n = 2, teriamos {1,2,3}, dai as permutagioes sao
(123,132,231, 213,321,312} .

Ha reencontro somente em

{123, 132, 213 € 321},

dai:
4
P(A) = 6 =~ 66, 67%,

que € igual a

1 1 2
l— =+ - —=2=66,67%.
2 + 6 3 67%
Fazendo variar n, obtemos a Tabela 9:

P(A)
1,0000
0,5000
0,6667

0,6250
0,6330
0,6314
0,6321

|| ] o] o] =)

Tabela 9: Probabilidade de haver pelos menos um reencontro em um conjunto com n
elementos.

4.5 Probabilidade Condicional (Bayes)

Considerando novamente o exemplo 4.4.1, e suponha agora que se queira calcular a
probabilidade de que a ficha sorteada seja de um condoémino em atraso, com a condigao
de que, antes do sorteio, ja se sabe que a ficha é de um condémino do bloco II. Veja a
Tabela 10.
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Bloco I | Bloco II | Totais
Em atraso 12 5 17
Quite com o condominio 68 45 113
Totais 80 50 130

Tabela 10: Dados do exemplo 4.4.1. Fonte: Dados hipotéticos.

Assim, a probabilidade desejada é igual a ;—0, pois héd 5 casos favoraveis (condéminos
do bloco II que estao em atraso) e 50 casos possiveis (condéminos do bloco II). Seja:
A = “estar em atraso’e
B = “ser do bloco II”.
A probabilidade desejada é denominada probabilidade condicional de A dado B e repre-
sentada por P(A|B).

Defini¢ao 4.5.1. Para dois eventos A e B, sendo P(B) > 0, define-se a probabilidade

condicional de A dado B, como sendo:

(P(ANB)
P(A|B) = —F—-
(AIB) = 55
No exemplo citado acima, tem-se AN B = “estar em atraso e ser do bloco II”. Dai
P(ANB) = 35 e P(B) = 35. Assim,
5 5
130
P(AIB) = 20 =

como ja havia obtido no calculo anterior.

A probabilidade P(A) é a probabilidade “a priori’de A, e com a informagao adicional

a7
130

e P(A|B) = 2. Note que, neste caso, P(A|B) > P(A), o que justifica que a informacao de

de que B ocorreu, obtém-se a probabilidade “a posteriori” P(A|B). No exemplo P(A) =

que B ocorreu fez aumentar as chances de A ocorrer. Da defini¢ao decorre que: P(ANB) =
P(A|B) x P(B), se P(B) > 0 ou ainda P(AN B) = P(B|A) x P(A), se P(A) > 0, que
é conhecida como regra do produto. Isto significa que, para se avaliar a probabilidade
de ocorrerem dois (ou mais) eventos simultaneos (ou sucessivos), que é P(A N B), basta
multiplicar a probabilidade de ocorrer um deles, neste caso P(B), pela probabilidade
de ocorrer o outro, sabendo que o primeiro ja ocorreu, que é dada por P(A|B). Veja a

aplicagao desta propriedade nos exemplos seguintes.

Exemplo 4.5.1. Numa empresa ha 10 departamentos, 7 responsdveis pelas vendas de
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um produto X e 3 responsaveis pelas vendas de um produto Y. A probabilidade de um
produto X ser vendido para um cliente desconhecido é de 80% e, para o produto Y, essa
probabilidade é de 60%. Um cliente desconhecido chega a esta empresa a fim de comprar
um dos produtos, e dirige-se, ao acaso, a um dos departamentos. Qual a probabilidade
deste departamento nao consequir vender o produto para este cliente? Note que para o
produto ndao ser vendido, o cliente tem que escolher um dos (X ou Y) e em sequida nao
comprar. Assim, devemos calcular a probabilidade de o cliente nao comprar o produto
dado que ele necessita do produto X ou a probabilidade de o cliente nao comprar o produto

dado que ele necessita do produto Y, ou seja:
P(nao compra | necessita de X) ou P(nao compra | necessita de Y).
Mas:

P(nao compra e necessita de X) = P(nao compra | necessita de X)x P(necessita de X)

2 7
—1—0XE—14%, e

P(nao compra e necessita de Y) = P(nao compra | necessita de Y) x P(necessita de Y)

4 3
R P
0% 10~ 124

Logo, a probabilidade do departamento nao consequir vender o produto para o cliente é de

26%. Problemas como este sao melhores visualizados pelo diagrama abaizo:

Figura 18: Diagrama das probabilidades condicionais.

Note que:



4.5.1
i)
i)
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P(vender X no depto. X)=P(vender X|X)xP(X) = & x 15 = 56%,

P(ndo vender X no depto. X)=P(ndo vender X|X)xP(X) = & x £ = 14%,
P(vender Y ngdepto. Y)=P(vender Y|Y)xP(Y) =& x & = 18%,

P(ndo vender Y no depto. Y)=P(ndo vender Y|Y)xP(Y) = x & =12% e

P(vender X|X)+P(nao vender X|X)+P(vender Y|Y)+P(ndo vender Y|Y)= 1.

Propriedades

P(¢|A) = 0;

P(QJA) = 1;

iii) 0 < P(BJA) <1

iv)
)

P[(BUC)|A] = P(B|A) + P(C|A) se BNC = ¢;

P(A; N Ay (1 A3) = P [A3|(Ay N Ag)] . P(As]A,).P(A)).

Demonstragao:

i)
ii)

P@n4) _ P _ 0 _
P(¢|A) = P = P = Pay = O

P(QNA) _ P(A)
PQA) = "o = iy = L

iii) Como 0 < P(AN B) < P(A), tem-se 0 < 2408 <1 'ogo: 0 < P(B|A) <

iv) P

P(A)

[(BUC)[A] = BPU( A))“ ) _ PlB0 ;(z; nA)]

_P(BNA)  PCnN )

b o ~ PB4+ PCIA)

v) Temos que P(A; N Ay N As) = P(A3|(A1 N A2).P(A; N As), mas como, por definigao,

tem-se P(A; N Ay) = P(As]A;1).P(A1), segue o resultado.
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O item v) é conhecido como o teorema do produto, e vale para n eventos. Assim,
para os eventos {A;, As, As, ..., A,} com P(N,A;) > 0, a regra do produto de
probabilidades é dada por:

P(Ai;NAyn...NA,) = P(A)) x P(Ay|Ay) x P[As](A; N Ag)] x ...

XP[An|(A1 N AQ N A3 X ... X ﬂAn_l)]

A demonstracao serd feita por inducdo. Note que, por hipdtese, todos os condiciona-

mentos do lado direito sao feitos em eventos com probabilidade positiva, pois todos
n

eles contém ﬂAi. Para n = 2, pela definicao de probabilidade condicional, tem-se:

=1
P(A5]Ay) = B0 = P(A; N Ay) = P(A)).P(4s]Ay), pois P(A;) > 0. Suponha o

resultado valido para n = k, entao: P(A;NAsU ...NA) = P(Ay).P(A2|A1).P(A3|(A1 N
Ay) ... PlAR|(Ay M AN As ... Ag_1)]. Quer-se provar para n = k + 1. Assim,

PAiNAsn ... .MANAgyq) =
Pl(AinAyn... NA) N (Agy1)] =
PAiNMAyN... NA).PlAs|(AinAs oo n Al
e por hipétese de indugao tem-se:
P(AlﬂA2ﬂ ﬂAkﬂAk+1) -

P(A;).P(A3]Ay). ... . P(Ag(AiNAsNAs...N A1) PlAkia|(A N AN N AL

Mostrando assim que a afirmativa é verdadeira.

Como a probabilidade condicional é uma probabilidade, ou seja, a definicao de pro-
babilidade condicional satisfaz os axiomas i), ii) e iii) da definigdo de probabilidade

axiomética, entdo, sejam A, B e C eventos de 2, valem as propriedades (DANTAS, 2006):

o P[(BUC)|A] = P(B|A) + P(C|A) — P[(BNC)|A];
o P(B°|A) = 1— P(B|A);
o P[(B—C)|A] = P(B|A) — P[(BNC)|A)].

Exemplo 4.5.2. Hd trés envelopes idénticos sobre uma mesa. Sabe-se que em um deles
contém uma nota de R$100,00, em outro contém uma nota de R$5,00 e o terceiro contém

uma nota de R$2,00. Trés pessoas, cada uma, na ordem, escolhe um envelope. Seja o
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evento G; = “o i-ésimo jogador ganha R$100,00”. Quais sao as probabilidades dos trés

jogadores.

e O primeiro jogador terd trés opgoes para escolher um dos envelopes. Portanto a

probabilidade P(Gy) = 5.

e Para que sequndo jogador ganhe os cem reias € necessdrio que o primeiro nao peque o
envelope com a nota de R$100,00. Portanto P(Gy) = P(GSNGy), ou seja, P(Gy) =
P(G§N Gy) = P(Go|GS).P(GS) = 5.5 =5

2°3 " 3"

e Para que o terceiro jogador ganhe, os dois primeiros terao que perder. Assim,

P(G3) = P(G§ N G5 N Gs) = P(Gs|GE N G5)P(GS|GE).P(GE) = 1 x 5 x § =3

3"

Note que os trés jogadores tem a mesma probabilidade de ganhar independente da

ordem de escolha.

Exemplo 4.5.3. (Urna de Polya - 1945) Selecionamos uma bola n vezes de uma urna
com b bolas brancas e v bolas vermelhas com b > 1 e a > 1. Cada bola selecionada é
devolvida a urna juntamente com c bolas da mesma cor da bola selecionada, antes da
proxima sele¢ao. Seja: V; = “a i-ésima bola selecionada é vermelha”.

B; = “a i-ésima bola selecionada € branca”.

Entao para Vi e By tem-se:

P) = (b+v)
‘ b
PB) = G5y

Agora para Vs, ou seja, a sequnda bola selecionada seja vermelha, tem-se:
Vo=(BleV2)ou (V1eV2), ouseja, Vo = (ByNVa) U (ViNV,).
Dai:

P(Vz) = P(B1NVa) + P(ViNVa) = P(Va|By).P(By) + P(Va|V1).P(V1) =

) b v+e )
P p—
(V2) b+v—|—cxb+v+b—l—v—|—cxb—l—v
vX (b+v+ec v
A p— )

(b+v)x (b+v+c) T bt
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Note que o evento Vo tem mesma probabilidade que o evento Vi. Agora para o evento

By = “a sequnda bola seleciona € branca”, tem-se:

v b
P(By) =1-P(Va) =1~ b+v) (b+v)

Observe também que os eventos By e By tem probabilidades iguais. Mostra-se por indu¢ao

sobre n que P(V,,) = (biv) e P(B,) = (b—iliv)'

4.5.2 Teorema da probabilidade Total

Seja{Ay, As, As, ..., A,} eventos mutuamente exclusivos, com P(A;) > 0, P(Ay) >
0, P(A3) >0, ... ,P(A,) >0 ¢, seja B um conjunto tal que: B C \Jj_, A;. Entdo:

P(B) = P(B|A,).P(A)) + P(B|As).P(A3) + ...+ P(B|A,).P(A,)

ou

P(B) = > P(BI4;).P(4),

(MORGADO, et al., 2006, p. 163).
Demonstragao: Veja na Figura 19 que B = (A1NB)U(A;NB)U(AsNB)U. .. U(A,NB).

Como esta € uma unido disjunta, tem-se:

Figura 19: Particdo de Q - Unido disjunta, B C {J;_, 4;.

P(B)=P(A,NB)+P(A;NB)+P(AsNB) +... + P(A,NB).
Por definicao de probabilidade condicional decorre que:

P(B) = P(B|A)).P(A)) + P(B|A5).P(Ay) + ... + P(B|A,).P(A,).
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4.5.3 Teorema de Bayes

Nas condigoes do teorema anterior, se P(B) > 0, entdo, parai,i € {1, 2, 3, ..., n},

P(B|Ai).P(A:)
(B|A1).P(A1) + P(B|A;).P(Ay) +... + P(B|A,).P(A,)

P<Ai|B) = P

(MORGADO, et al., 2006).

Demonstracao:

Da defini¢ao de probabilidade condicional tem-se:

_ P(BNn4;) P(B|4;).P(A;)

E pelo teorema anterior, decorre que:

P(B|A;.P(A;)

P(AilB) = P(B|A,).P(A,) + P(B|A3).P(A3) +...+ P(B|A,).P(A,)
ZP(Aj)P(BMj)
paratodoi = 1, 2, 3, ..., n.

A deducao da férmula de Bayes é bem simples, porém permite interpretacao bastante
profunda e que é responsavel pelo desenvolvimento de uma area da Estatistica que hoje
é conhecida como InferéncianBayesiana. Como Ay, Ay, As, ..., A, é uma particao do
espago amostral 2, ou seja, U A;j=QeANA; = ¢, segue que P(A;)+ P(Ay) + P(As) +

j=1

...+ P(A,) = 1. Também se verifica que ZP(AAB) = 1. De fato, isto decorre do
i=1

axioma iii) da defini¢ao de probabilidade na se¢ao 4.3.1.

Exemplo 4.5.4. Hd uma indistria com trés maquinas. A porcentagem de pecas defeitu-

osas produzidas pelas mdquinas I, II e III sao 1%, 3% e 2% respectivamente. Da produgdo

total, 20% wvem de I, 30% vem de II e 50% vem de III. Selecione, ao acaso, um item da

producao total. Sejam os eventos:

e B = “oitem selecionado é defeituoso”;
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e A; = “oitem selecionado foi produzido pela mdaquina I7;
o A;r = “o item selecionado foi produzido pela mdquina I17;
o A = “oitem selecionado foi produzido pela mdquina I117.

Qual a probabilidade destes eventos?

Tem-se que: P(A;) = 0,2, P(A;r) = 0,3 e P(Arrr) = 0,5. Estas sao as probabilidades
“a priori”. O evento B é dado por B = (A; e B) ou (A;r e B) ou (Arr e B). Como
B = (A;NB)U(A;NB)U(ArNB) € uma unido disjunta, pelo teorema da probabilidade
total, tem-se:

P(B)=P(A;nB)+ P(A;;NB)+ P(A N B)
ou
P(B) = P(B|A;).P(A;) + P(B|A).P(Arr) + P(B|Apr).P(Arrr)
P(B)=10,01x%x0,240,03x0,3+0,02x0,5
P(B)=0,021=2,1%
Se o desejo € calcular a probabilidade de que o item selecionado foi produzido pela mdquina
I sabendo-se que este € defeituoso, ou seja, P(A[|B), tem-se:

P(BNAr)  P(B|A[).P(Ap)

P == = p)

Mas como P(B) = 0,021, P(B|A;) =0,01 e P(A;) = 0,2, decorre que:

0,01 x 0,2
P(A[|B) = ﬁ — 0,095238

Esta € a probabilidade “a posteriori”. Analogamente tem-se:

P(BQA][> . P(B|A[[)P(A[]) - (0,03 X 0,3)

P(Ay|B) = P(B) P(B) ~ 0,021

=0, 428571

P(BQA[[[) _ P(B|A[[[).P(A[[[) _ (0,02 X 0,5)
P(B) P(B) 0,021
Note que P(A;|B) + P(Ay|B) + P(A;|B) = 1.

P(A|B) = = 0,47619

Exemplo 4.5.5. Suponha que 0,5% de uma populacao tenha determinada doenca. Hd
um teste para essa doenca, que nao €, entretanto, muito preciso. Além disso, o teste acusa
resultado falso positivo para 1% das pessoas sadias testadas. Hd uma chance de 95% do
teste dar positivo para uma pessoa que de fato estd doente. Seja D, o evento “ter a
doenca”, D_ o evento “nao ter a doenca”, T'y o evento correspondente a “teste positivo”e

T_ o evento “teste negativo”. Deseja-se calcular a probabilidade de alguém, escolhido ao
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acaso, ter a doenca (D), sabendo que o teste foi positivo (1), (DOWNING; CLARK,
2002).

O problema fornece:

e P(ter a doenca)= P(D,) = 0,005;

e P(ndo ter a doen¢a)= P(D_) =1— 0,005 = 0,995,

e P(teste positivo | ndo ter a doenga)= P(Ty|D_)=0,01;

e P(teste positivo | ter a doen¢a)= P(T|D) = 0,95.

O que se quer calcular é a probabilidade P(T,|D+). Como:

P(D.NT
P(DyIT) = D,
entao:
P(D.).P(T.|D
P(D+’T+) _ ( +)P<IE+)+| +)
0,05 x 0,95
P(D4|T) = =—5 ==

Dai, tem-se que calcular P(Ty). Mas o evento T, que corresponde a “teste positivo”,

pode ser dado por:

(ter a doenca e teste positivo)
ou

(nao ter a doenga e teste positivo),

ou seja:
T, =(D:NT)U(D-NTY)

E como esta é uma uniao disjunta, tem-se:
P(D+).P(Ty|Dy)+ P(D—).P(T.|D_) =

P(T}) = 0,005 x 0,95 + 0,995 x 0,01
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P(T,) =0,00475 + 0,00995

P(T,) = 0,0147.

Assim: (D.).P(T,|D.)
P(D,).P(T.|D
P(D+|T+) - +P(T+)+ =
Entao, a partir dos dados, tem-se:
0,05 x 0,95

Visualiza-se melhor estas probabilidades a partir da Tabela 11.

Probabilidade de ocorrer D, | Probabilidade de ocorrer D_ | TOTAL
Probabilidade 95% de 0,5%=0,475% 0,025% 1,47%
de ocorrer T';
Probabilidade 0,025% 98,5% 98,53%
de ocorrer T_
TOTAL 0,5% 99,5% 100%

Tabela 11: Probabilidade Condicional. Fonte: Dados hipotéticos.

Um fato importante € a maneira como se deve enunciar uma probabilidade condicional.
A probabilidade de o teste dar positivo, dado que a pessoa tem a doenga P(Ty|Dy) ndo é
a mesma coisa que a probabilidadede de a pessoa ter a doenca, dado que o teste acusou

resultado positivo, P(Dy|T).

Para Downing e Clark (2006, p. 75), a regra de Bayes nos diz como achar a probabi-
lidade condicional P(B|A), desde que se conhece P(A|B), ou seja:

P(A|B).P(B)
(A|B).P(B) + P(A|B¢).P(B°)

P(B|A) = -

4.5.4 Independéncia Estocastica - Eventos independentes.

Seja (€2, A, P) espaco de probabilidade e sejam A e B eventos tais que P(B|A) =
P(B). A e B dizem-se estocasticamente independentes ou estatisticamente indepen-
dentes. Assim, da definigdo de probabilidade condicional P(A|B) = (P}ngf ) decorre que
se dois eventos sdo independentes estocasticamente, entao P(AN B) = P(A).P(B).
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4.5.4.1 Propriedades

i) Q é independente de qualquer evento A;

ii) ¢ é independente de qualquer evento A;

iii) P(B|A) = P(B) < P(A|B) = P(A);

iv) P(AN B) = P(A).P(B) < P(B|A) = P(B);

v) Se A e B sao eventos independentes entao:

a) A° e B sdo independentes;
b) A e B¢ sdo independentes;

c) A° e B¢ sao independentes.

Demonstracao:

i) Como P(Q) =1e ANQ = Atem-se P(ANQ) =P(A) & P(ANQ) = P(A).P(Q).

ii) Como P(¢) =0e AN¢ = ¢ tem-se P(AN¢) = P(¢) =0 = P(A).P(¢).

iii) Da defini¢ao de probabilidade condicional tem-se:

iv)

P(B|A)P(A)  P(B).P(A)
P(B) P(B)

P(A|B) = P(ANB)/P(B) =

ou seja, P(A|B) = P(A). Esta propriedade nos diz que se A independe de B, entéo
B independe de A, dai diz-se que A e B sao independentes, caso contrario diz-se

que sao dependentes.

(=) P(ANn B) = P(B|A)P(A) e como P(B|A) = P(B) tem-se P(AN B) =
P(B).P(A).

A .P(A
(<) P(AIB) = "5 = 3™ = P(A).

a) Da unido disjunta B = (ANB)U (B —A) = (AN B)U (BN A°), veja a Figura

20, tem-se:

P(B) = P(ANB) + P(BU A%)
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Figura 20: Uniao disjunta (AN B) U (BN A°)

P(B) = P(A).P(B) + P(A°N B)

P(A°N B) = P(B) — P(A).P(B)
P(A°N B) = [1 — P(A)].P(B)
P(A°N B) = P(A°).P(B)

b) Da unido disjunta A = (ANB)U(A—- B) =(ANB)U (AN B°), veja a Figura

21, tem:se:

Figura 21: Uniao disjunta (AN B) U (AN B°)

P(A)=P(ANDB)+ P(AN B°)

P(ANB¢) = P(ANB)—P(A) = P(A)—P(A).P(B) = P(A).[1-P(B)] = P(A).P(B°)

¢) Como (A°N B¢) = (AU B), veja anexo I, tem-se:
P(A°N B%) = P(AU B)°)

P(A°NB°)=1-—P(AUB)=1-[P(A)+ P(B) — P(AN B)]
P(A°NB°)=1—-P(A)— P(B)+ P(A).P(B)=1— P(A)— P(B).[1 — P(A)]

P(A° N BY) = P(A°) — P(B).P(A) = P(A°).[1 — P(B)]
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Portanto,
P(A°N B°) = P(A°).P(B°)

Exemplo 4.5.6. Uma urna contém 3 bolas vermelhas e duas brancas. Seleciona-se duas

bolas, ao acaso, uma de cada vez, e com reposicao. Seja os eventos:

e By = “bola branca na 1* selecio”;
e By = “bola branca na 2* sele¢ao”;
o V1 = “bola vermelha na 1* selegcao™;
o V5 = “bola vermelha na 2* selecao”.

O espago amostral deste experimento é Q) = {B1 By, B1V,, ViBy, ViBa}. Assim:

22 4
P(BiN By) = P(By| B1).P(B)) = == = o=

2
P(B1) = ¢ = P(By)
Como P(By; N By) = P(By).P(Bsy), By e By sao independentes. Andlogo verifica-se que

By e V5 sdo independentes. Agora, considere o experimento sem reposigao. Dai:

ol Do
|

] =

P(B, N By) = P(By|B,).P(By) =
E como P(By) = 2 = P(By), entdo tem-se:
P(By N By) # P(B1).P(By),

logo, By e By nao sao independentes. Também Vi e Vs, para o caso sem reposi¢ao, nao
sio independentes. Note que P(Vy N'Va) = P(Va|Vy).P(V}) = 2.2 = & = 3 ¢ como
Vo = (By e Vi) ou (Vi e Va) que é o mesmo que Vo = (By N Va) U (V1 NVL), e sendo esta

uma unido disjunta tem-se: P(Vy) = P(ByNVy) + P(Vi N Va). Assim:

P(Va) = P(Va|By).P(By) + P(V2[V1).P(V1)

3 2 2 3 12 3
= - X—-F+-X-=—=—_,
4 5 4 5 20 5
Dagi:
3 3 3 9
P =—#P P ==X - = —
(VinVe) = = # POA)P(Va) =2 x & =
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4.5.4.2 Eventos independentes - Generalizacao.

Na secao anterior foi feita uma analise para o caso de dois eventos serem ou nao
independentes. Agora, considere trés eventos Ay, As e As. Diz-se que trés eventos sao
independentes se:

ii) P(A2 N A3) = P(As).P(As)
iii) P(A; N As) = P(A;).P(A;s)

Para definir independéncia de trés eventos, deve-se impor que essas quatro igualdades

valham.

Exemplo 4.5.7. (DANTAS, 2004, p. 55) Visita-se um casal que tem duas criangas.

Sejam os eventos:

o My = “o primeiro filho do casal é mulher”;
e Hy = “o primeiro filho do casal € homem”;
o My = “o sequndo filho do casal é mulher”;
o Hy = “o sequndo filho do casal € homem”;

A = “os filhos tem o mesmo sexo”.

O espago amostral é Q@ = {M; My, MiHy, HiMs, HiHs}. Note que para os eventos
My, M, e A, tem-se: P(M;) = P(M) = P(A) =1, e

P(My 0 M) = P(M,).P(M,) = %% _ le
P(My N A) = P(M,).P(A) = %% _ %
P(My N A) = P(M;).P(H) = %% - 411

P(My N My 1 A) = % £ P(M,).P(My).P(A) = é

Portanto os eventos My, My e A sio dependentes, pois nao satisfazem a igualdade iv).
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A extensao da nocao de independéncia para n eventos A;, Ay, Az, ..., A, é feita
naturalmente a partir do teorema do produto. Diz-se que A;, Ay, Az, ..., A, sado
independentes se para toda escolha de um numero arbitrario deles, a probabilidade da

intersecao ¢ igual ao produto das probabilidades, ou seja:
P(A,NA,N... NA;) = P(A,).P(A,). ... .P(4;,),

Vk € {2, 3, ..., n} e {iy, i, ...,ix} C {1,2,...,n}. Note que o niimero de relagdes
que tera que ser verificadas para se constatar a independéncia dos n eventos coincide com
o numero de subconjuntos com dois ou mais elementos contido em um conjunto com n

elementos, ou seja:

()20 (3)-=

Portanto, para provar que dois eventos A e B sao independentes deve-se verificar so-
mente uma identidade, que é P(AN B) = P(A).P(B). Para verificar se 3 eventos sido
independentes deve-se verificar 4 identidades, como foram citadas no inicio desta secao
e, para verificar se n eventos sao independentes deve-se verificar 2" — n — 1 identidades

(MORGADO, et al., 2006).

Exemplo 4.5.8. Visita-se um casal que tem trés criancas. Sejam os eventos:

o My = “o primeiro filho do casal é mulher”;
o My = “o sequndo filho do casal é mulher”;
e My = “o terceiro filho do casal é mulher”

O espago amostral é:

Q:{M1M2M37 M1M2H37 M1H2M37 H1M2M3a H1H2M37 H1M2H37 M1H2H37 HlHQHB}-

Note que para os eventos My, My e Ms, tem-se: P(My) = P(Msy) = P(M3) = % — %’ o

4 4 1
P(My 0 My) = P(My).P(My) = & x 3 = &
4 4 1
P(M; N Ms) = P(M,).P(M3) = 3 X =7
4 4 1
P(My (1 My) = P(M).P(Hy) = < x = = 1.

1 1 1 1

P(My " My N My) = 3= P(My).P(My).P(4) = 5 x 5 % 7.
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Portanto os eventos My, My e M3 sdo independentes, pois satisfazem as quatro igualdades.
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5 VARIAVEL ALEATORIA

Um evento aleatério é algo que nao se sabe ao certo se ocorrera, mas cuja probabili-
dade de ocorréncia pode-se calcular. A partir desta ideia define-se variavel aleatoria,
representada por v.a., como sendo uma variavel tal que nao se sabe ao certo que valor ela
poderd assumir, mas para a qual se pode calcular a probabilidade de tomar determinado

valor.

5.1 Defini¢ao

Formalmente varidvel aleatéria é definida como uma fungao de conjuntos (espago
amostral) para nimeros reais, ou seja, é uma varidvel que toma um valor especificado
quando ocorre determinado evento aleatério (FONSECA; MARTINS, 2006, p. 37). As-
sim, variavel aleatoria é uma funcao cujo valor é um numero real determinado por cada

elemento em um espago amostral.

Assim, seja E um experimento e €2 o espaco amostral associado a este experimento.
Uma fungao X, que associe a cada elemento w € €2 um nimero real X (w) é denomida

variavel aleatéria. Veja na Figura 22, a representacao por digramas da fungao X.

O

Vanavel aleatona

Figura 22: Varidvel aleatoria X tal que X é a funcao f : 2 — R.

Exemplo 5.1.1. Duas pecas sao retiradas sucessivamente, sem reposicao, de uwma caira

que contém quatro pecas boas (B) e 3 defeituosas (D). Para esse experimento o espaco
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amostral é dado por Q = {BB, BD, DB, DD} . Seja a func¢io que associa o nimero
de pegas boas ao conjunto {0, 1, 2}. Fazendo uma correspondéncia entre ) e {0, 1, 2}

tem-se:

Ponto amostral | X=x
BB 2
BD 1
DB 1
DD 0

Tabela 12: A fungao f: Q — {0, 1, 2}.

Utiliza-se letras maitsculas latinas (X, Y, Z, etc.) para representar a varidvel aleatéria

e a correspondente letra minudscula (x, y, z, etc.) para representar um dos seus valores.

Se um espaco amostral contém um numero finito de pontos ou uma sequéncia infi-
nita enumeravel de pontos amostrais como encontrar pecas defeituosas em um lote de
produgao com n pegas, o numero de filhos do sexo masculino de um casal, o nimero de
lancamentos de um dado até que se encontre o nimero 6 na face voltada para cima, o
numero de acidentes que ocorre na BR 365 que liga Patrocinio e Uberaba, etc., ele é
denominado espaco amostral discreto. A varidavel aleatoria definida sobre este espaco

amostral ¢ denominada varidvel aleatéria discreta (v.a.d).

Por outro lado, se um espaco amostral contém pontos amostrais que formam uma con-
tinuidade entao ele é denominado espago amostral continuo. A variavel definida sobre
esse espago ¢ denominada variavel aleatéria continua (v.a.c.). Alturas de um grupo
de pessoas, pesos de animais, tempos de vida de um componente mecanico ou eletronico,
temperaturas, podem ser consideradas como v.a.c., mas deve-se tomar cuidado que suas

medidas estao limitadas na precisao do aparelho de medida.

Veja na Figura 23 que a representacao grafica de uma variavel aleatéria discreta é
um grafico de dispersao de pontos por ser uma funcao cujo dominio é um conjunto finito
ou infinito enumeravel, enquanto que o grafico da variavel aleatéria continua é um linha,

pois seu dominio é um conjunto infinito.

Na maior parte dos problemas praticos as variaveis aleatérias discretas representam
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VARIAVEIS

ALEATORIAS

VARIAVEIS VARIAVEIS
ALEATORIAS DISCRETAS ALEATORIAS CONTINUA

Figura 23: Varidvel aleatoria discreta x Variavela aleatéria continua.

dados originados da contagem de elementos de um conjunto e as varidveis aleatorias
continuas representam dados originados de medidas (DOWNING; CLARK, 2002). A
variavel aleatéria discreta nao precisa tomar apenas valores em nimeros inteiros. Por
exemplo, no lancamento de dois dados, seja M a variavel aleatoria que representa a média
dos dois nimeros que estao na face voltada para cima. Entao M admite os valores do

conjunto {1, %, 2, %,3, %,4, %,5, %,6} .

Exemplo 5.1.2. Geralmente para definir uma varidvel aleatoria seque-se os dois casos a

sequir (DOWNING; CLARK, 2002, p.79):

e Seja um conjunto de N elementos. Desses, M tem uma caracteristica de interesse,
e os outros N-M ndao a tém. A estimativa de M deve ser feita a partir de uma
amostra aleatoria de n desses elementos e seja X o numero de elementos que tem
essa caracteristica. X € uma v.a., pois seus valores depende dos elementos escolhidos

aleatoriamente para formar a amostra.

e Seja um conjunto de individuos em que cada um destes possui uma carasteristica
mensurdvel, tal como altura, idade, tempo de assisténcia a televisao. FEscolhe-se
uma pessoa ao acaso e seja X o valor do atributo para a mesma. X € uma varidvel

aleatoria.
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5.2 Distribuicoes de Probabilidade de uma varidvel aleatoria dis-
creta

Para o exemplo 5.1.1 pode-se calcular a probabilidade da variavel aleatéria assumir
um determinado valor, que representa-se por P(X = z;) parai = {1, 2, ..., }, obtendo

assim a Tabela 13 seguinte.

||
g
s (o | MHT:
NaJ

Tabela 13: A funcao f(z) = P(X = ;)

A partir da Tabela 13 verifica-se que é possivel estabecer uma relagao univoca entre
os valores da variavel aleatoria X e a probabilidade de ocorréncia de um ponto amostral
de €). Esta correspondéncia define uma fun¢ao onde os z; formam o dominio da funcao
e as probabilidades p; o seu conjunto imagem. Esta funcao, assim definida, é denominda
funcao de probalidade. Chama-se funcao de probabilidade de uma variavel aleatéria
discreta X que assume os valores x; para parai = {1, 2, ...} a fungao f(z) = P(X = z;)

que a cada valor z; associa sua probabilidade de ocorréncia.

Exemplo 5.2.1. Seja o experimento “dois langamentos consecutivos de uma moeda”, e
seja a varidvel aleatoria X = “ganha-se 1 se der cara (C) em qualquer dos langamentos e

perde-se 1 se der coroa em qualquer dos lancamentos”. Pode-se representar por “sucesso

= C =17 “fracasso = K = 0”. Assim Q = {(0,0);(1,0);(0,1);(1,1)}. e

—2, se ocorrer (0,0);
X = 0, se ocorrer (1,0) ou (0,1);
+2, se ocorrer (1,1).

A wvaridvel aleatoria X é uma funcao definida em €2 a valores na reta real, pois:

o (X =-2)={we L X(w)=-2}={(0,0)};
o (X =0)={we®X(w)=-2}={(0,1);(1,0)};

o (X =+42)={we®X(w) =2} = {(11)};

Assim, se P(0)=q e P(1)=p entao:
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o P(X =—2)=P[(0,0)] = P(0).P(0) = q.q = ¢*.
e P(X =0)=P[(0,1);(1,0)] = P(0).P(1) + P(1).P(0)+ = p.q + ¢.p = 2p.q
o P(X =+2)=P[(1,1)] = P(1).P(1) = p.p = p?
Note que
P(X =—=2)+P(X =0)+ P(X = 42) = 1,

entao

q2—|—2p.q+p2:1(:)
(p+a)=1eptqg=1

Sep=q= % tem-se:

-2, P(X =-2)=1,
X =4 0rPx=0=k
+2, P(X =+42) = §;

Define-se distribuigao de probabilidade da variavel aleatéria X o conjunto de pares
[z;, P(x;)], que, geralmente, pode ser representada por meio de tabelas ou graficos. Veja
o grafico da Figura 24, que representa a distribuigao de probabilidade do exemplo 5.2.1,

que também pode ser dada pelos pares:

{[=2, P(X ==2)]; [0, P(X =0)]; [L, P(X =1)]}.

Distruibuigio de probabilidade

-]
T

X P(¥=x)
-2 1/4 2
0 1/2
2 1/4
& H4 @
3 2 iy a a 2 3

Figura 24: Distribuicao de probabilidade para o exemplo 5.2.1, tomando p = ¢ = %

Definicao formal de uma distribuicao de probabilidade discreta:

Definicao 5.2.1. Seja X uma varidvel aleatoria que pode assumir os valores x; para para

i=A{1, 2, ...}. A cada valor z; correspondem pontos do espago amostral. Associa-se a
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cada valor x; a probabilidade p; de ocorréncia de tais pontos no espaco amostral. Assim

sz' =1

Os wvalores x; e suas correspondentes probabilidades p; definem uma distribuicao de pro-

babilidade.

tem-se:

Exemplo 5.2.2. Para o exemplo 4.1.5, “Um dado € lan¢ado tal que a chance de ocorrer
a face de nimero j, com j € {1, 2, 3, 4, 5, 6}, € proporcional a j”, a fun¢ao de probabi-
lidade pode ser representada como mostra Figura 25, em que foi feita a representacao da

distribuicao de probabilidade, em tabela e em grafico.

2 para z; ={1, 2, 3, 4, 5, 6}.

217

P(z;) =
0, para outros valores de x;.
Distruibuig3o de probabilidade

X P(X=x) 621 | ®
1 1/21 -
2 2/21 T o
3 1/7 421 | &
a a/n
5 5/21 Ak 5
6 2/7 221 @

1/21 .

0 T

a 1 2 3 4 5 ] 7

Figura 25: Distribuicao de probabilidade: exemplo 4.1.5.

As tabelas e os graficos sao utilizados para mostrar como a probabilidade total

atribuida a um espaco amostral é distribuida pelos diversos restultados daquele espaco.

5.3 Funcao de Distribui¢ao Acumulada.

E sempre interessante saber a probabilidade de uma variavel aleatoria X tomar de-
terminado valor. Mas, as vezes, necessita-se saber a probabilidade de X ser no maximo

igual a um valor particular ' (DOWNING; CLARK, 2002). Por exemplo, o jogo 21 que
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consiste em retirar cartas de um baralho até que se obtenha soma dos pontos no méximo
21. Vence aquele que atingir o valor mais préximo ou igual a 21. Assim, se um jogador
ja tirou um 7 e um 8, interessa-lhe a probabilidade de que o valor da proxima carta seja

no maximo igual a 6.

De modo geral, seja x1, x9, x3, ..., =’ todos os valores possiveis de uma varidvel X

no maximo igual a x’, entao:

P(X <a') = f(z1) + f(w2) + flzs) + ... + f(2).

Esta funcao, que da a probabilidade de X ser no méximo igual a um valor particular, é
denominada fungao de distribuicao acumulada da variavel aleatéria X e é repre-

sentada por um F maitsculo, sendo:
F(z)=P(X <ux).

Exemplo 5.3.1. Seja a varidvel X definida como o numero de caras obtidas em quatro

jogadas de um moeda equilibrada. O espaco amostral 2 € dado por:

( 3\

KKCC
KCKC
CKKK KCCK CCCK
KCKK CKCK CCKC
KKCK CKKC CKCC
| KKKK KKKC CCKK KCCcC cccc )

Assim X pode assumir os valores {0,1,2,3,4}.

As probabilidades para estes valores sao:

Probabilidade de ocorrer 0 caras:

1
P0) = —
0=
Probabilidade de ocorrer 1 caras:
4
P(l) = —
)=,
Probabilidade de ocorrer 2 caras:
Py = o
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Probabilidade de ocorrer 3 caras:

4
Probabilidade de ocorrer 4 caras:
1
P4)=—.
4= 15

A fungao de probabilidade para um numero de caras X que aparece em 4 jogadas de

uma moeda equilibrada € dada pelos pares:

1) =
)=,
@)=
f@) = e
@)=

Veja na Figura 26 a distribuicdo de probabilidade representada graficamente.

Distruibuicdo de probabilidade
7/16

X P(X=x) 3z - &

0 1/16

1 1/4 5/16 7

2| 38 | 4 | 8 &)
3 1/4

a 116 || 3/16 ]

1/8

1/18 T @
o 4 T T T T

1
a 1 z 3 4 5

Figura 26: Distribuicao de probabilidade da varidavel X definida como o niimero méximo
de caras obtidas em quatro jogadas de um moeda equilibrada.

A fungao de distribuicao acumulada para o niumero de caras X, que apresenta em 4
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jogadas de uma moeda equilibrada pode ser dada por:

(

0,se x <0

1
167
5
F)={ 1

11
16 s€e2<w<3

15
g sed3<wx <4

1, sed <z

se0<xr<1
sel<zx<?2

Veja na Figura 27 a funcdao distribuicao acumulada de probabilidades representada grafi-

camente.
Distruibuigio de probabilidade
1,0000 P A—
—0
90,8750
0,7500
>—
0,6250
0,5000 -
0,3750
*—0
0,2500
0,1250
_..—..0
ot
b T T
2 1 0 ! 2 3 4 5

Figura 27: A funcao de distribuigao acumulada F(x) d4 as probabilidades de a varidvel
aleatéria ser no maximo igual a um valor particular: F(z') = P(X < 2/).

5.4 Exemplo de Varidvel Aleatoria: Provas de Bernoulli.

Considere um experimento aleatorio que pode ser repetido em condigoes semelhantes
um numero finito de vezes, e que neste experimento ha uma probabilidade p do experi-
mento resultar em sucesso e de 1 — p de resultar em fracasso, em qualquer prova. Expe-

rimento como esse, que pode apresentar somente dois resultados possiveis, “sucesso”ou

“fracasso”, é denominado Prova de Bernoulli (DOWNING; CLARK, 2006, p.87).

Exemplo 5.4.1. Uma populacdo tem aqueles que tem uma certa caracteristica de in-
teresse (diabético, daltonico, etc.) e aqueles que ndo a tem. Selecione ao acaso e com
reposicao, individuos, um de cada vez, até encontrar um portador da caracteristica de
interesse. Em cada selecao considere S = “selecionar um portador da caracteristica”e

F “selecionar um nao portador da caracteristica”’. Considere o experimento “selecio-
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nar n individuos até ocorrer o 1° sucesso”. FEste problema € conhecido como “Ensaio de

<0

Bernoulli”ou “Prova de Bernoullt”’. Tem-se:

P(S)=p e P(F)=¢q, ondep+q=1

O ={S FS FFS FFFS FFFFS,...}

Entao:

P(S) =p

P(FS)=q.p

P(FFS) =qqp=q¢"p
P(FFFS)=qq.qp=¢p

P(FFF ... S)=q.q.q. ... .p=q"p (k fracassos)

A varidvel aleatéria X, que assume apenas os valores 1 (sucesso) e 0 (fracasso), com

fungao de probabilidade representada por (z,p(z)) tal que:

é denominada “varidvel aleatéria de Bernoulli”.

O valor de p é uma probabilidade de valor desconhecido, que a partir de uma veri-

ficagdo da populagao calcula-se ou estima-se este valor (DANTAS, 2004).

5.5 Caracteristicas de uma variavel aleatdria

Conhecer a funcao de probabilidade ou a funcao de distribuicao acumulada de uma
v.a. ¢ muito importante. Mas para que se tenha uma completa informagao sobre esta
variavel aleatoria o ideal é que se procure calcular o valor médio que esta varidvel
assumiria apds repetir o experimento um nimero muito grande de vezes que é denominado
esperanca matematica (ou valor esperado), e também a variancia e o desvio padrao

correspondente.
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5.5.1 Esperanca (ou média) de uma variavel aleatdria discreta

A esperanga de uma varidvel aleatéria é o valor médio que ocorreria se observasse a

variavel aleatoria um ntmero grande de vezes.

Suponha Q = {wy, wy, ..., wy} finito. Seja X : @ — R uma varidvel aleatéria
discreta e que X assuma os valores x1, X2, ... Z,, onde n < N. A esperanca (ou valor

esperado) de X é dado:

Segundo Downing e Clark (2002, p. 86), a esperanca pode ser entendida como sendo a
média ponderada de X (wq), X (ws), ..., X(w,) com pesos P({w:}), P({ws}), ..., P({w,}),

ou seja,
E(X)=) zi.f(z) =Y 2,.P(X =u).
=1 =1

Obs No caso em que a variavel aleatéria discreta assume um ntumero infinito, porém

enumeravel, de valores, {wy, ..., wy,...}, com probabilidades {p1, ..., pn,...}, tal que

[e.e]

pi > 0e Zpi = 1 a definicao de esperanca é definida como sendo uma “soma infinita
i=1
convergente” (BUSSAB, 2006). Veja os exemplos 4.3.7 e 4.3.8.

Exemplo 5.5.1. Considere a varidvel aleatoria X do exemplo 5.53.1., (nimero de caras

obtidas em 4 jogadas de um moeda equilibrada). A esperan¢a da varidvel X é

0= o) () () () (-3)
_ 32 _

=16~
Exemplo 5.5.2. Considere a varidvel aleatoria Y definida como sendo o numero que

& B(X) 2

aparece na face superior no lancamento de um dado equilibrado. A esperanca da varidvel
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Y é
1= (028)+2) D) D)+ (D) () (o)
N E(Y)—%—?),s

5.5.2  Variancia e desvio padrao de uma varidvel aleatoria discreta

Seja X uma variavel aleatéria discreta que assume os valores z1, x3, ... x,. Para o
calculo da variancia deve-se tomar o quadrado das distancias de cada valor da variavel
e em seguida calcular a esperanca desses valores. Isto significa calcular o desvio médio
quadratico de X em torno da média, onde o desvio é dado pela diferenca entre cada valor
da varidvel e a média (DOWNING; CLARK, 2006). Assim denomina-se variancia de
uma varidvel aleatéria discreta X, que é representada por Var(X) ou o2, o valor

Var(X) = Z [z, — B(X)]*.P(X = ;).
Entao tem-se:
Var(X) = E [(X — E(X))?].

Mas
E[(X — E(X))?] = E[X* = 2X.E(X) + E(X)’]
— BE(X?) — E2.X.E(X)] + E [E(X)?]
= B(X?) - 2.E(X).E(X) + E(X)?
Dai

Var(X) = E(X?) — [E(X)?].

Esta férmula torna os calculos mais faceis.

O desvio padrao de X, representado por DP(X) ou o, é definido como a raiz quadrada

positiva da variancia.

Exemplo 5.5.3. A esperanca (ou média) da varidvel aleatdria de Bernoulli é o proprio

P, ja que

E(X) :szf(xz) :in.P(X:xi) =0x(1—-p)+1xp=p.
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A wariancia é p(1 —p). Como E(X?) = 0% x (1 —p) + 1% x p = p, tem-se, a partir da
formula Var(X) = E(X?) — [E(X)?], que:

Var(X) =p—p*=p(1—p).

5.6 Algumas distribuicoes de varidveis aleatdrias discretas.

Nesta unidade sera feita uma discussao de algumas distribuicoes de probabilidades dis-
cretas com alguns exemplos de aplicagao. Tais distribuigoes partem da pressuposicao de
certas hipoteses bem definidas. Como diversar situagoes reais muitas vezes se aproximam
destas hipoteses, esses modelos sao tuteis no estudo de tais situagoes, dai a importancia

deste estudo.

5.6.1 Distribui¢do Uniforme

E a mais simples de todas as distribuicoes discretas de probabilidade. E aquela na
qual a v.a. assume todos os seus valores com a mesma probabilidade. Veja na Figura 28

a representacao grafica para um caso geral, em P(z;) = % Vi € N.

Distruibuigdo Uniforme de probabilidade

X; P{X=xi)
:':1. 1\\k l,fk' . . . .
%, 1\k
s 1\k
Xq 1\k
D T T T T T

Figura 28: Disbribuicao Uniforme: a varidvel aleatéria assume os seus valores com a
mesma probabilidade.

Definicao: A variavel aleatéria discreta X, qua assume os valores 1, o, ... T tem

distribuigao uniforme se, e somente se,
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Pz, k) :%:P(X:xi), Vie{1,2,3,. .. k)

Verifica-se que a esperanca e a variancia de uma distribuicao uniforme sao dadas,
respectivamente, por (BUSSAB; MORETTIN, 2006):

k
1
E(X) = Z i
2
1 , (X))
Var(X):E. le — .
Exemplo 5.6.1. Para o lancamento de um dado equilibrado tem-se:

1
E(X):6{1+2+3+4+5+6}:3,5

1 212
Var(X)zé{(12+22+33+42+52+62) —?} =2,92

5.6.2 Distribui¢ao Binomial (Uma extensado da distribuicao de Bernoulli).

Suponha um experimento cujos resultados podem ser classificados em “sucesso” ou
“fracasso”. Se fizer X = 1 quando obtiver um sucesso e X = 0 quando obtiver um

fracasso, entao a fungao de probabilidade de X sera dada por:

P(X=0)=1-p.

Nesse caso se diz que a varidvel aleatdria tem distribuicao de Bernoulli (BUSSAB; MO-
RETTIN, 2006, p.142).

A distribuicao Binomial advém da distribuicao de Bernoulli quando repete-se um
ensaio (ou prova) de Bernoulli n vezes.

Assim tem-se:

e Sao realizados n ensaios independentes e do mesmo tipo;
e Cada ensaio admite dois resultados: “sucesso”ou “fracasso”;

e A probabilidade de sucesso em cada ensaio é p (valor constante). Dai, a probabili-

dade de fracasso serd ¢ = 1 — p;
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Assim, ao associar uma v.a. X="“ntmero de sucessos’nesses n ensaios, X podera assumir

os valores {0,1,2,3, ...n}.

Exemplo 5.6.2. A probabilidade de um atirador acertar um alvo é de 75%. Tome para

“sucesso”acertar o alvo e “fracasso”errar. Assim:

P(sucesso) = P(S)=0,75

P(fracasso) = P(S) = 0,25.

Para oito tentativas o espaco amostral possui 28 elementos. Suponha a varidvel
aleatoria X “o numero de vezes em que o atirador acerta o alvo”. X poderd assumir

os valores {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.

e 0SS8F, onde o atirador erra todas as tentativas. Assim so hd uma unica situacao

que pode ser representada por FFFFFFFF. Como P(F) = 0,25 tem-se:

P(0S8F) =1 x 0,25% x 0, 75°.

e 1STF, onde hd 7 situagoes distintas, pois o S pode figurar em 7 posicoes, sendo:
SFFFFFFF, FSFFFFFF, FFSFFFFF, ... FFFFFFFS.
Dai tem-se:
8!

m x 0,257 x 0,75

e 256F, onde hd 15 situagoes distintas, ja que hd um permutacdo com 8 elementos

sendo 28 e 6F, ou seja: SSFFFFFF, FSSFFFFF, FESSFFFF, ... FFFFFFSS.Dai

tem-se: 555 x 0,25% x 0,752,

Andlogo tem-se:

o 3S5F, 55 % 0,25° x 0,75,

o JS/F, 2 % 0,25* x 0,75

4!1x4!



91

593F, =8 % 0,25°% x 0, 75°.

5! 3!

6S2F, B % 0,25% x 0, 755.

6!x2!

7S1F, =8 % 0,25' x 0,757,

TIx1!

8SOF, -2 % 0,25% x 0, 758.

8!x0!

Fazendo os cdlculos utizando uma planilha eletronica obtém-se a distribuicao de probali-

dade da varidvel aleatoria discreta X, veja a Figura 29, dada por:

Distribuigdo Binomial (n=8, p=0,25)
Varigvel X 0.350000
(Numero de Sucessos) | P{X=xi) *
1] 0,000015 e faRE]
1 0,000366 | 0250000 *
2 0,003845
3 0,023071 Ny *
4 0,086517 | 0 150000
5 0,207642
6 0,311462 IS * ¢
7 0,266968 | 0,050000
3 0,100113 *
0,000000 . + T T T T T T 1
a 1 2 5 4 5 6 7 8 9

Figura 29: Disbribui¢ao de Binomial: n=8 e P(S)=0,75.

Assim, pode-se concluir que, a distribui¢ao de probabilidades de uma variavel aleatéria

que tem distribui¢ao binomial é dada por (BUSSAB; MORETTIN, 2006):

Crprq"*, se z={0,1, 2,3, ..., n.}
P(‘Tv n, p) =

0, se caso contrario.

Veja outros exemplos de aplicagao da distribui¢ao binomial.

Exemplo 5.6.3. Um casal planeja ter n filhos. Considere que se o nascituro for do sexo

masculino, a varidvel assume valor 1 (sucesso) e caso contrdrio assume valor 0 (fracasso).

FEsta é uma distribui¢ao binomial que resulta da aplicagio de n provas (ou ensaios)

de Bernoulli (a soma de n varidveis bindrias). Para estudar a distribui¢do do nimero de
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criangas do sexo masculino em n nascimentos, € necessario fazer n = {1,2,3,..., n}.
Seja
P(l)=p=-

a probabilidade de um nascimento ser uma crian¢a do sexo masculino e
PO)=q=1-p
a probabilidade de esta crianca ser do sexo feminino. Logo, como p+q =1 tem-se ¢ = %
Para n=3, isto é, no caso de trés nascimentos, o numero de meninos assume 0s

valores {0, 1, 2, 3.}. Veja na Tabela 14 a distribuicao de probabilidades para este caso

em que n=3.

Numeros de nascituros do sexo masculino Probabilidade
0 {94} = ¢’ =:=0,125
1 ${qqp, apq, paq} =3¢’p =3 =0,375
2 {app, pap, ppa} =3qp° =32 =0,375
3 {ppp} = p* =:=0,125
Total @+ 3p*q + 3pg® + p? =

Tabela 14: A distribuicao binomial paran =3 e p = %

A distribui¢ao binomial fica definida quando sdo dados dois parametros: o niimero n
de varidveis aleatdrias bindrias observadas (por exemplo, 3 nascimentos) e a probabilidade
p de ocorrer valor 1 em uma tunica observagao (no exemplo anterior, a probabilidade de
nascer uma crianga do sexo masculino). Assim, dados n e p, a probabilidade de a varidvel

aleatoria discreta assumir valor x é obtido pela expressao
Pz, n,p) = Cop™q" .
O nome Binomial é devido a expressao C*p"¢"~* ser um termo do binomio (p + ¢)™.

Exemplo 5.6.4. Suponha, no exemplo anterior, n=4. Sendo p = % a probabilidade de

nascer um menino, a probabilidade de ocorrerem 2 meninos em 4 nascimentos é:

1 N\ /1\*"? 11
Plo2 4 ZV=0C?1Z2) (= =6.—.— =
(, , 2) c; (2) (2> 64 1 0,375 ou 37,5%

Exemplo 5.6.5. Uma empresa de sequros faz uma pesquisa e verifica que, numa grande
cidade, a probabilidade de que um carro de certo modelo seja roubado, no periodo de um

ano, é 5%. Considerando uma amostra aleatdria de 10 destes carros pode-se calcular a
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probabilidade de que exatamente um carro seja roubado no periodo de um ano.

Assim:

1\" /19)°
PX)=Cl| =] .| =] =10.0,05. >~ (,3151 = 31,51%.
(X) 010(20) (20> 0.0,05.0,63 = 0,315 31,51%
Admita-se neste caso independéncia entre os eventos associados aos roubos de cada carro.

Exemplo 5.6.6. Se 5% dos parafusos produzidos por uma mdquina sao defeituosos, €
possivel determinar a probabilidade de, entre n parafusos escolhidos ao acaso, no mdxrimo

k deles (k <n) sejam defeitusos.

Sendo a Distribuicao Binomial uma soma de n variaveis do tipo “Bernoulli”, a espe-

ranga e a variancia sao dadas, respectivamente, por:

E(X)=mnp

Var(X) = np(l —p).
Exemplo 5.6.7. Para o exemplo 5.6.4 tem-se:

1
B(X)=10.35 =05

1 19
X)=10.—.— = 0,4
Var(X) = 10.55.55 = 0,475

5.6.3 Distribui¢do Multinomial

Essa distribuicao ¢ uma extensao da distribuicao Binomial. O experimento binomial
se transforma em um experimento multinomial se em cada tentativa (prova ou ensaio)
tem-se mais de dois possiveis resultados de interesse. Como exemplo considere o caso em
que se tem 3 possiveis resultados: classificagao de um produto em defeituoso, aceitavel e

recuperavel; ou de acidentes de transitos em leves, graves ou fatais.

Generalizando, se numa dada tentativa podem ocorrer k resultados, Ay, Ao, As, ..., Ag,
com probabilidades p1, ps2, ps3, ..., Pi, entao a distribuicao de probabilidades das variaveis

aleatérias discretas X, Xo, X3, ..., Xg, numero de ocorréncias para Ay, As, As, ..., Ag,
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em n tentativas independentes é (FONSECA; MARTINS, 2006):

n! -

xT X o
,2711]9221733 e Dy
T

P(mla T2, T3y... Tky P1, P2, P35 -+ Pk; n) = 1re 1o |
T1iX2: T3 ...

Para k=2 tem-se a distribuicao binomial.

A esperanca e a variancia de uma distribuicdo multinomial sao dadas, respectiva-
mente, por (DANTAS, 2004):
E(X;) = np;

Var(X;) = npi(1 — p:).

Exemplo 5.6.8. Em uma fabrica, uma peca € considerada “boa”(tipo 1) se uma de suas
dimensoes L estd entre 1y e ly; “recuperdvel”(tipo 2) se L > 1y e “perdida”(tipo 3) se
L < ly. Numa sequéncia de producao de 12 pecas resultou em &5 pecas do tipo 1, 4 do
tipo 2 e 3 do tipo 3. Retira-se, aleatoriamente, uma peca dentre as 12 e mede-se sua
dimensao, devolvendo a pe¢a para o conjunto (com reposi¢ao). Sao realizadas 6 ensaios
dessa natureza.

Tem-se:

° D= % ¢ a probabilidade de que a peca retirada seja do tipo 1;
e Dy = 14—2 ¢ a probabilidade de que a peca retirada seja do tipo 2;

o 3= 13—2 € a probabilidade de que a peca retirada seja do tipo 3.

A probabilidade de entre as seis pecas obsevadas obter 3 pecas do tipo 1, 2 do tipo 2 e 1

do tipo 3 é:

n! o1

3
I1!I2!I3!p1 P2 Ps

6! 5\° 4\? 3\!
P (@, w2 wa) = 55y > (E) 8 (ﬁ) 8 (E)

P (x1, x9, x3) =0,1206 ou 12,06%.

P<I‘17 T, ./Eg) -

5.6.4 Distribui¢do Geométrica

Numa sequéncia de provas de Bernoulli independentes, o nimero de “falhas”antes
do acontecimento do primeiro “sucesso”tem uma distribuicao denominada geométrica

com parametro p, sendo p a probabilidade de ocorrer “sucesso” (DANTAS, 2006, p.145).
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Seja X uma varidvel aleatéria discreta (numero de “falhas”antes de um “sucesso”). Esta

distribuicao ¢ dada por:

p.(1—p)*, se x={0,1,2,3, ..., n,...}

0, se caso contrario.

Exemplo 5.6.9. Se a probabilidade de certo experimento dar rea¢ao “positiva”for igual
a 0,4, qual serd a probabilidade de que menos de 5 reacoes “negativas”ocorram antes da

primeira “positiva”?

Neste caso a varidvel aleatoria X poderd assumir os wvalores {0, 1, 2, 3, 4}. Esta

distribuicao pode ser representada pela Tabela 15.

X P(X=x)

0 q —0.4

1 p-q =0,4.0,6' = 0,24

2 P —0,4.0 67 =0, 144

3 p.q° =0,4.0,6° =0, 864

4 p.q* =0,4.0,6* = 0,05184
Total | ¢ + p.q + p.¢* +p.¢° + p.¢* =0,92224

Tabela 15: A distribuicao geométrica para x =4 e p =0, 4.

Portanto a probabilidade de que menos de 5 reacoes “negativas”ocorram antes da

primeira “positiva”é de 92,22% aproximadamente.

As probabilidades dessa distribuicao sempre diminuem numa progressao geométrica
a medida que o valor da varidvel aleatéria discreta X aumenta, veja Tabela 15 . Dai o

nome distribuicao geométrica.

Deve-se tomar o cuidado na interpretacao de experimentos que existe uma longa
sequéncia de “falhas’numa série de provas de Bernoulli independentes com p = 0,5.
Contrario ao pensamento intuitivo de alguns jogadores, isto nao tem efeito algum nos
resultados futuros. Por exemplo, ao lancar uma moeda equilibra 9 vezes se os resul-
tados foram 9 caras consecutivas, a probabilidade de se obter coroa na décima jogada

continua sendo 0,5. Por outro lado, a probabilidade de obter, em 10 lancamentos de
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uma moeda, 9 caras nos primeiros lancamentos e coroa no ultimo lancamento é dada por

0,5%.0,5' 2 0,00097.

A experanga e a variancia de uma distribuicdo geométrica, veja (DANTAS, 2004,

p. 146), sdo dadas, respectivamente, por:

I1—p
p?

Exemplo 5.6.10. Um banco de sangue necessita de sangue do tipo O-Rh negativo. Seja

Var(X) =

p=0,1 a propor¢cao de individuos na populagcao com esta caracteristica. As pessoas serao
escolhidas ao acaso para serem examinadas se tem esse tipo de sangue. O numero de
pessoas examinadas antes de se encontrar a primeira pessoa com este tipo de sangue tem
distribuicdo geométrica com parametro p = 0,1. A experanca e a varidncia desta

distribuicao sao, respectivamente:

1-0,1
F(X) = o
(X)=—7 =79
e
1-0,1
Var(X) = RE = 90.

5.6.5 Distribui¢do Hipergeométrica

Seja um conjunto com N pessoas (M brasileiros e N-M ingleses). Extraimos uma amos-
tra aleatoria com n pessoas, sem reposigao; a ordem de extragao € irrelevante. Qual
a probabilidade de examente x pessoas serem brasileiros? A resolugao deste problema
ajudard a entender a definicdo de uma distribuicao hipergeométrica (DOWNING;
CLARK, 2005, P.64). Note que:

e Ha ( > maneiras de extrair a amostra;
n

=

e Ha ( ) maneiras de escolher os x brasileiros na amostra;
x
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N —k
e Hi ( > maneiras de escolher os n — x ingleses.
n—ux

k N —k
Portanto ha ( ) X < ) possibilidades da escolha da amostra com k brasileiros
x

n—x
e n — x ingleses, e a probabilidade de isso ocorrer é:

()
8

A distribuicao hipergeomeétrica se aplica a experimentos como este, em que interessa-

se calcular a probabilidade de selecionar x sucessos de k elementos rotulados como sucessos
e n — x falhas de N — k rolulados como falhas ou defeitos quando uma amostra aleatéria

de tamanho n é retirada de uma populagao de N elementos (DOWNING; CLARK, 2002).

Exemplo 5.6.11. Considere um grupo de 20 pessoas, sendo 12 brasileiras e 8 inglesas.
FEscolhe-se aleatoriamente 8 destas pessoas. Seja X a v.a. dada pelo “nimero de pessoas
brasileiras escolhidas dentre as 8 escolhidas”. A wvaridvel X poderd assumir os valores
{0,1,2,3, ... 8}. Assim tem-se uma varidvel aleatdria com distribui¢ao hipergeométrica
com polucao N = 20 de onde se retira uma amostra de tamanho n = 8 e nesta polucao

ha k=12 possibilidades de sucesso. Entao, de

tem-se:

- 920 ~ 125970
8



98



99

Assim, esta distribuicao pode ser representada graficamente como mostra a Figura 30.

Distribuigio Hipergeométrica

N=20, n=8 e k=12.

0,40000
X P(X=xi)

0,35000 4
0 0,00001
1 0,00076 O *
2 0,01467 000
3 0,09780 P(%=xi) 0,20000 +*
4 0,27507 0,15000
5 0,35208 0,10000 +
6 0,20538 0,05000 -
L 0,05030 0,00000 . : : : : P
8 0,00353 e 1 2 3 4 5 & 7 B 9

xi

Figura 30: Disbribuicao de Hipergeométrica de uma polucao N = 20, amostra n = 8 e
nuimero possiveis de sucessos na populacao £ = 12.

Exemplo 5.6.12. Uma empresa comprou vdrias caizas contendo cada caixa 15 lampadas.
A mesma decidiu fazer uma inspecdao por amostragem sem reposicao analisando 5
lampadas de cada caixa e aceitando a caira se encontrar duas ou menos defeituosas.
Seja 20% a probabilidade do produto ser defeituoso. Tem-se aqui uma varidvel aleatoria

com distribuicdo hipergeométrica com
N=15 n=5 e¢ K=20% de 15 = 3.

Assim a probabilidade de se aceitar uma caixa € dada por:

(2)(%) (%) ()()
() (V)

= 10,2637+ 0,4951 + 0,2198 = 0,9780 ou 97, 80%.

A esperanca e a variancia de uma distribuicao hipergeométrica sao dadas, respec-
tivamente, por (BUSSAB; MORETTIN, 2006):
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Var(X) = %k (1 - %) . (%:T) .

Exemplo 5.6.13. Para o exemplo anterior, sendo N =15, n=>5 e K = 3, tem-se:

9.3

5.3 3\ [15-5\ 4
X)=22 (1-2) (222} =2
Var(X) = 35 ( 15) <15—1) 7

5.6.6 Distribui¢ao de Poisson

le

Geralmente se conhece o nimero de sucessos, porém o numero de fracassos ou niimero
total de provas seria dificil de ser determinado, ou muitas vezes, nao faria nehum sentido
pratico. Por exemplo pode-se, num determinado intervalo de tempo, anotar o ntmero
de veiculos que passaram em um trecho de uma rodovia, porém, o nimero de carros que
deixaram de passar nao podera ser determinado. Verifica-se entao que ha uma variavel t

e quando t — oo a probabilidade de ocorrer um sucesso tende a aumentar.

Para Fonseca e Martins (2006, p.67), a distribuigdo de Poisson é uma forma limite
de distribuicao binomial, quanto N tende ao infinito e p tende a zero. Assim para se
encontrar a expressao que da P(X = k,t) , ou seja, a probabilidade de X = k suces-
sos no intervalo de tempo t, pode-se calcular o limite de uma distribuicao Binomial com
parametros n e )\.%, onde A é o coeficiente de proporcionalidade em que dado intevalo de
tempo At = £ tem-se P(X =1,At) = \.L.

A também pode ser interpretado como sendo a média da distribuicao no intervalo de

tempo (média esta sempre positiva) ou também como sendo a medida considerada.

Para encontrar a expressao que da a probabilidade de k sucessos num intervalo de
tempo t, deve-se admitir que a probabilidade de um sucesso num intervalo de tempo
At seja proporcional a amplitude do intevalo e as ocorréncias de sucessos em intervalos
sao independentes. Assim, a fun¢ao de probabilidade da distribuigao de Poisson (FON-
SECA; MARTINS, 2006), que dara a probabilidade de ocorrer examente k sucessos em
um intevalo de tempo t, é dada por:

P(X =k) = lim C° <A.f) (1 - A.f) ,
n

n—00 n
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que resulta em:

T (comk = 0,1, 2, 3, ...).

Note que a distribuicao de Poisson fica completamente caracterizada por um tnico
parametro (BUSSAB; MORETTIN, 2006), a média do processo, pois nesta distribuigao

a média é igual a variancia, ou seja,
E(X)=Var(X) = A\

Assim, sabendo-se que uma v.a. tem resultados distribuidos segundo uma distribuicao de
Poisson e conhecendo o nimero médio de ocorréncias por unidade de medida, podemos
determinar a probabilidade de qualquer dos resultados possiveis nos intervalos para os

quais deseja-se.
Exemplo 5.6.14. Numa indistria ha em média 3 acidentes por més. A probabilidade de
ocorrer um acidente no proximo meés é dada por:

e 3.32
21

P(X =2) =0,049787.4,5 = 0,2204 ou P(X = 2) = 22,04%.

Exemplo 5.6.15. Uma central de telefones recebe em média 5 chamadas por minuto.

Supondo que a distribuicao de Poisson seja adequada nessa situagao, a probabilidade de

que esta central nao receba chamadas durante um intervalo de um minuto é dada por:
e.5°

P(X =0)=—

=0,0067 ou P(X =0)=0,67%.

Veja que no exemplo 4.3.8, em que se deseja calcular a probabilidade do nimero de cha-

madas n chegar a uma central de telefones, tomou-se A = 1.

Pode-se, a partir exemplo 5.6.15, obter a Tabela 16 fazendo os calculos a partir de
uma planilha eletonica, que mostra as probabilidades de obter exatamente K chamadas

no intervalo de tempo de 1 hora.

Veja na Figura 31 a representacao grafica dessa distribuicao de probabilidade.

Para Dantas (2004, p. 148-149), a Distribuigao de Poisson é uma aproximagao para a
Distribui¢ao Binomial quando o ntimero de ensaios de Bernoulli tende ao infinito, porém

de modo que n.p = X permanece constante. Neste caso, considera-se para cada inteiro n
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P(X=k)=(Probabilidade de se obter exatamente k chamadas)
0,006738
0,033690
0,084224
0,140374
0,175467
0,175467
0,146223
0,104445
0,065278
0,36226
0,018133
0,008242
0,003434

—| =
Sl e ||| o ur x| w| |~ oK

—_
N}

Tabela 16: A distribuicao de Poisson para A = 5.

Distribuicdo de Poisson
P(X=k) A=5
0,20
0,18 & +
0,15
* [2
0,13
0,10 L
*
0,08
L
0,05
* *
0,03 . 3
oo — 000000000
0 1 2 g 4 5 -] 7 8 9 10 11 12 13
k

Figura 31: Disbribuigao de Poisson para A = 5.

um conjunto de n ensaios de Bernoulli em que a probabilidade de sucesso em cada um

dos n ensaios é p. Assim para P(X = k) = 6_2!’\k, (comk = 0,1, 2, 3, ...). tem-se

na realidade nao uma distribui¢ao de Poisson, mas sim uma familia de distribuicoes de

Poisson dependendo do parametro \.

5.6.7 Distribui¢ao Binomial Negativa ou Distribuicao de Pascal

Se ensaios de Bernoulli independentes com probabilidade p de ocorrer “sucesso”sao
repetidos X vezes até que um numero fixo x de “sucessos’tenha ocorrido, X terd dis-

tribuicao Binomial Negativa. Essa distribuicao pode ser considerada como a soma de
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variaveis aleatérias X, X, ... X,,, cada uma com a mesma Distribuicao Geométrica.

Considere um experimento em que as propriedades sao as mesmas que aquelas enu-
meradas para o experimento Binomial, com excessao as tentativas serao repetidas até que
namero fixo de sucessos venha a ocorrer. Portanto em vez de calcular a probabilidade
de x sucessos em n tentativas, onde n é fixo, interessa-se, para a Distribuicao Binomial
Negativa, calcular a probabilidade de que o k-ésimo sucesso ocorra na x-ésima tentativa.
O numero de tentativas X para produzir k sucessos em um experimento binomial negativo
¢ chamado variavel aleatoéria discreta binomial negativa. Sua funcao de probabilidade é

dada por:

;

Crlp(1—p)* se o={k k+1, k+2, k+3, ...};

0 <p<l
P (s k, p) = e e

0, se caso contrario.
\

Exemplo 5.6.16. No arremesso de uma moeda equilibrada, qual seria a probabilidade de
ocorrer a sequnda “cara’no quarto arremesso?

Pode-se verificar neste exemplo que:

Entao:

1
P (2; 2, 5) =0, 1875 ou 18,75%
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Essa probabilidade fica mais fdcil de calcular se for possivel obter o espaco amostral

como Seque.

KKCC
KCKC
CKKK KCCK CCCK
KCKK CKCK CCKC
KKCK CKKC CKCC
| KKKK KKKC CCKK KCCC cccc )

Note que os sucessos sao KKCC, KCKC e CKKC em um total de 16 possibilidades.

A distribuicao binomial negativa ou distribuicao de Pascal é uma distribuicao de pro-
babilidade discreta. Note que esta distribuicao indica o niimero de tentativas necessarias
para obter k sucessos de igual probabilidade p ao fim de n experiéncias, sendo a ultima
tentativa um sucesso. Caso queira calcular o nimero esperado de tentativas para se obter
k sucessos, dado o valor de p, é necessario que se calcule a média dos valores da varidvel

aleatéria binomial negativa.

Se X é uma variavel aleatéria discreta binomial negativa entdao a esperancga e a

variancia sao dadas, respectivamente, por:

k

BXY) =
) ~z.(1—-p)
Var(X) = —7

Exemplo 5.6.17. A probabilidade de que um experimento seja bem sucedido € 80%. Se o
experimento for repetido até que quatro resultados bem sucedidos tenham ocorridos, qual

serd o numero esperado de repeticoes necessdarias?

O que se quer calcular € a esperanda da varidvel aleatoria discreta dada. Como

entao:
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Uma comparagao importante entre as disbribui¢coes Binomial e a Binomial Negativa
é que em amabos os casos estamos tratando com provas de Bernoulli. A distribuicao
Binomial surge quando lida-se com nimeros fixados n dessas provas e preocupa-se com o
numero de sucessos que venha a ocorrer. A distribuicdo Binomial Negativa é econtrada
quando o nimero de sucessos a ser obtido é pré-fixado e dai registra-se o nimero de
provas de Bernoulli necessarias. Portanto em uma distribuicao Binomial o nimero de
amostragens ¢ pré-determinado, nimero de sucessos é aleatério e em uma distribuicao
Binomial Negativa o nimero de sucessos ¢ pré-determinado e o nimero de amostragens é

aleatdrio.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O fato de a incerteza estar sempre presente em muitas situagoes do cotidiano, o ser
humano, em suas miultiplas relacoes e interacoes, faz com que criancas e adultos tenham
um conhecimento intuitivo sobre temas originados dessa incerteza, tais como: o acaso, a
aleatoriedade e a probabilidade. Esse conhecimento esta relacionado com sorte, destino,
crenca, e outros, adquiridos a partir de situagoes do cotidiano, como a participacao de
um sorteio, adivinhagoes ou previsoes, sem, no entanto, adotar nenhuma metodologia ci-

entifica, originando assim, uma ideia intuitiva de probabilidade.

O célculo de probabilidade esta ligado a experimentos, chamados experimentos aleatorios,
que nao se sabe ao certo o resultado, mas é possivel fazer uma estimativa das chances de

sucesso ou fracasso deste evento.

Durante a historia da humanidade surgiram trés significados diferentes para probabi-
lidade e a partir desses é que se originaram trés defini¢oes para calcular probabilidade: a
definicao cléssica, a definicao frequentista e a definicao subjetiva. A definigao classica
de probabilidade é a que esta presente nos livros do ensino fundamental e médio. Esta
definicao relaciona a probabilidade de um sucesso ocorrer em um nimero finito de moda-
lidades, o que faz com que a probabilidade seja definida como uma fracao cujo numerador
é o numero de casos favoraveis ao sucesso e o denominador da fragao é o nimero de casos
possiveis. A partir desta definicao é possivel enunciar um grande nimero de propriedades
que sao muito uteis na resolucao de varios problemas em que se deseja saber as chances
de um evento ocorrer. Mas devido esta definicao tomar como base o niimero de elementos
de dois conjuntos, é necessario, para se conhecer a probabilidade de um evento, que se
conte o numero de elementos destes conjuntos. Dai o uso de técnicas de contagem no
calculo de probabilidade se tornar a ferramenta fundamental. No entanto, o nimero de
elementos destes conjuntos pode ser impossivel de calcular e essa fracao que é atribuida
a probabilidade pode nao existir. Assim, hé situagdes em que nao se aplica a definicao

classica.
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Um experimento é repetido, em condi¢oes semelhantes, um nimero n finito de vezes
e, a partir de uma analise em seus resultados pode-se chegar a conclusao que um evento
tem uma probabilidade de ocorréncia que tende a um determinado valor. A partir da
necessidade de calcular esta probabilidade é que surgiu a definigao frequentista de
probabilidade. Esta definicao toma como base a frequéncia relativa do evento. Entao
define-se a probabilidade de um evento como sendo a fracao "4 em que ny4 € a frequéncia
com que o evento A surge nas n repeticoes do experimento, quando o nimero n tende a
um numero muito grande. Um problema pratico é que, com o enfoque frequencial, nunca
se obtém o valor exato da probabilidade, sendo somente esta razao uma estimativa da pro-
babilidade real. Por outro lado, ha experimentos que sao impossiveis de serem realizados
exatamente nas mesmas condi¢oes. Também ¢ dificil saber com certeza qual o nimero de
vezes que se deve repetir o experimento para se obter uma boa estimativa da probabili-
dade. Outra restricao da definicao frequentista, e talvez a que mais a compromete, é que
certos experimentos, por exemplo, no campo da economia, da historia, no esporte, apesar
de serem aleatorios, nao se repetem em condi¢oes semelhantes e, de acordo com o sig-

nificado frequentista, nao seria possivel aplicar a teoria das probabilidades para seu estudo.

Embora, o significado frequencial amplia o campo de aplicacao desta teoria, ainda ha
situagoes em que ela nao se aplica. A partir da definicao de probabilidade condicional e a
regra de Bayes, que permite transformar as probabilidades “a priori’ (probabilidades que
se tem antes de realizar o experimento) em probabilidades “a posteriori’ (que incorporam
a informagao dos dados analisados) é que surge a definigao subjetiva de probabilidade.
Esta definicao se baseia em medir o grau de crenca pessoal, baseados no conhecimento e
na experiéncia da pessoa. Neste caso, a probabilidade de sucesso de um dado experimento
esta condicionada a certo conjunto de conhecimentos e pode ser, portanto, diferentes para
diferentes pessoas. Assim, o enfoque subjetivo nao necessita de contar os elementos dos
conjuntos e nem de repetir o experimento em condigoes “quase idénticas”para dar sen-
tido a probabilidade, e sim, aplica-se o conhecimento e o grau de crenga pessoal, como é
necessario em um diagndstico médico (avalicdo de um paciente), na economia (oscilagao
dos pregos das agoes na bolsa), etc. Uma dificuldade inicial deste enfoque subjetivo foi de
criar regras matemaéticas que atribuissem nimeros para as probabilidades que expressam
graus de crencas pessoais. Para que a teoria construida sobre esta ou outras questoes
subjetivas (opinides pessoais) tenha consisténcia, seja coerente, algumas regras gerais e
de comportamentos racionais foram estabelecidas. Estas regras sao baseadas em alguns

axiomas conhecidos como axiomas de Kolmogorov.
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A partir das ideias de Kolmogorov, a probabilidade passou a ser simplesmente modelos
matematicos que podem ser usados para descrever e interpretar fenomenos da realidade e
fenomenos aleatérios. Estes modelos tém mostrado sua importancia e utilidade em quase
todos os campos da atividade humana, como em pesquisas cientificas, na economia, na

gestao de empresas, em departamentos de recursos humanos, na pscilologia, etc.

Ideia intuitiva de || Sorteios e advi- || Opinidao, crenga, || Sorte, destino.

probabilidade nhacoes. imprevisibilidade.

Siginificado  de || Campos de Pro- || Defini¢coes e Pro- || Alguns conceitos

Probabilidade blemas priedades relacionados

Classica Célculo de Espe- || Razao entre ca- || Esperanca,
ranca ou riscos || sos favoraveis e || equiprovavel,
em jogos de azar. || possiveis. Equi- || independéncia.

probabilidade de
eventos simples.

Frequentista Estimagao de || Limite das || Frequéencia
parametros  em || frequéncias  re- || retativa.
problemas. lativas.  Caréter || Espaco amos-

objetivo baseado || tral. Variavel

na evidéncia || aleatoria. Dis-

empirica. tribuigao de
probabilidades.

Subjetiva Melhor conhe- || Carater  subje- || Probabilidade
cimento sobre || tivo. Voloriza || condicional.
sucessos e incer- || a experiéncia e || Probabilidades
tezas atribuidos || conhecimento a priori e a
ao experimento. pessoal. posteriori.

Axiomatica Quantificar as in- || Funcao men- || Espaco amostral.
certezas de resul- || suravel. Espaco de proba-
tados em experi- bilidadeses.
mentos aleatérios
abstratos.

Tabela 17: Elementos que caracterizam as diferentes concepcoes de probabilidade.

A Tabela 17 resume o que foi apresentado anteriormente. Os diferentes siginificados
de probabilidade que deram origem as defini¢goes que ainda persistem, sao utilizadas na
pratica e sao ensinadas nos cursos fundamentais e de graduagao, geralmente ligados a
disciplina Estatistica. As diferencas nao estao somente nas definicbes, mas também em
campos de aplicacao e métodos de calculos. A definicao subjetiva, em muitas situagoes,
se confude com a axioméatica. Os axiomas foram criados com o objetivo de criar regras

de comportamentos para todas as defini¢oes de probabilidade. Qualquer pessoa, seja um
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cidadao comum, um educador ou pesquisador, podera elaborar um modelo probabilistico,

desde que este modelo obedega os axiomas de Kolmogorov.

A teoria das probabilidades se tornou tao importante que na maioria dos cursos de
graduacgao este conteudo estd inserido em suas ementas, geralmente ligados a disciplina
Estatistica. A proposta do PROFMAT ¢é que as dissertagoes dos alunos concluintes do
curso de mestrado em matematica fossem elaboradas com vista na criagao de materiais
que possam auxiliar o professor na aplicagao e pratica docente, e que possam ser utilizado
em sala de aula em algum momento. Como professor das séries finais do ensino médio
e de cursos superiores noturnos de carga horaria reduzida como Administracao, Ciéncias
Contabeis, Psicologia, Sistema de Informacoes, Tecnologia em Cafeicultura, Tecnologia
em Agronegécio, no Centro Universitario do Cerrado - UNICERP - Patrocinio - MG,
surgiu a necessidade de escrever sobre a teoria das probabilidades, e tentar escrever um
texto que possa ser usado pelos professores desta disciplina em suas aulas. Geralmente,
os cursos citados, possuem carga horédria de 60 horas aulas semestrais e que além da
Estatistica descritiva nos programas consta regressao, correlacao e probabilidade, o que

torna dificil cumprir esse programa.

Outro fato importante e que justifica este estudo é que os alunos chegam no curso
superior com uma bagagem muito pequena de conhecimentos e portanto, o tratamento
que foi dado neste texto (citar as trés defini¢goes de probabilidade com exemplos simples
e com resolucao, enunciar a definicao de probabilidade condicional e suas propriedades a
partir de um exemplo, a preocupacao de cada propriedade apresentada ter um exemplo
de aplicacao com a resolucao e finalmente citar alguns exemplos de distribuicao de proba-
bilidade de varidvel aleatéria discreta) foi com o objetivo de criar um material que possa
ser utilizado nas aulas daqueles cursos de graduacao, paralelo com um livro didatico, de
modo a facilitar o entendimento desta disciplina que em muitas situcoes amedronta os

alunos pelo seu grau de dificuldade.
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7 ANEXO I- OPERACOES ENTRE EVENTOS

7.1 Defini¢oes

Considere o espago amostral Q2 = {1,0}. Os conjuntos { }, {0}, {1} e {1,0} séo
todos os subconjuntos (ou eventos) de §2. O conjunto destes subconjuntos é denominado
conjuntos das partes de € e representado por P(€2). O evento { } que também pode ser
representado por ¢ é o evento impossivel e {1,0}, que é o préprio espago amostral, é o

evento certo.

Assim o Conjunto das Partes do Espago Amostral €2, é definido como sendo:
P={A;ACQ}.

Exemplo 7.1.1. Considere Q2 = {1,2,3} o conjunto das partes de S é a cole¢io de todos

0s seus subconjuntos. Entao
P ={0,9,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}}.

Se o conjunto A for finito com n elementos, entao o conjunto das partes tem 2"
elementos, pois pode-se entender como a formacao de subconjuntos com zero elementos,

subconjuntos com 1 elementos, ..., subconjuntos com n elementos. Dai:

CO+Clr. . O =2"

Diz-se que o evento A implica o evento B, e representa-se por A C B, se para todo
w € A tem-se w € B. Isto equivale a dizer que a ocorréncia de A garante inevitavelmente

a ocorrencia de B.
Dois eventos sao iguais se A C B, e B C A.

A uniao de dois eventos A e B, representada por A|J B, é o evento que ocorre se
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pelo menos um deles ocorre. Entao A|JB ={w € Q;w € A ou w € B.}. Veja na Figura
32 que da mesma forma que se utiliza diagramas para representar conjuntos pode-se usar

também diagramas para representar eventos.

Figura 32: Diagrama representando a uniao dos conjuntos A e B. Fonte: proprio autor.

A intersecao de dois eventos A e B, representada por A|JB = {w € Q;w e Aew € B.},

é o evento que ocorre se ambos ocorrem. A Figura 33 representa o evento A () B.

Figura 33: Diagrama representando a interse¢do dos conjuntos A e B. Fonte: préprio
autor.

Se A e B sao tais que a ocorréncia de A implica na nao ocorréncia de B, diz-se que A e
B sao disjuntos e a uniao destes eventos é denominada uma uniao disjunta, veja Figura
34, ou ainda, se os eventos A e B nao podem ocorrer simultaneamente estes eventos sao

ditos mutuamente exclusivos. Isto equivale a dizer que AN B = ¢.

Figura 34: Conjuntos A e B disjuntos ou eventos mutuamente exclusivos. Fonte: préprio
autor.

De forma geral, se A; N A; = ¢, com i # j, dizemos que os eventos sao mutuamente

exclusivos.
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A diferenca entre dois eventos A e B, representada por A — B é o evento em que A

ocorre ¢ B nao ocorre (veja a Figura 35). Dal A—-B={weQ; we Aew¢ B}.

Figura 35: Diferenga entre os eventos A e B. Fonte: préprio autor.

O evento complementar do evento A, representado por A¢, veja Figura 36, é o evento

que ocorre quando A nao ocorre, assim tem-se A°={w € Q; we€ A} ou A°=Q — A.

Figura 36: O complementar do evento A, dado por A¢. Fonte: préprio autor.

Suponha os eventos Ay, Az, As ... ,A,. O evento |J;_, A; é o evento quando pelo
menos um dos eventos A; (parai =1, 2, 3, ...) ocorre.
O evento [, A; é o evento quando todos os eventos A; (parai =1, 2, 3, ...) ocorre.

Dados trés eventos A, B e C tem-se
AUBUC={weQ; weAouwe BouweC},
ou seja, AU B U C ocorre se A ou B ou C ocorrer. E,
ANBNC={weQ;weAeweBewelC},

ou seja, AN BN C ocorre se ocorrer A e B e C simultaneamente.
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7.2 Principios

1. Principio aditivo I Seja |A| o nimero de pontos amostrais do evento A. Se A e

B sao eventos finitos tais que AN B = ¢, tem-se que o nimero de elementos ou de

pontos amostrais do evento A U B, representado por |A U B|, é dado por:
|AU B[ = |A| + [B|

2. Principio aditivo II Se A;, Ay, A3z, ... , A, forem eventos 2 a 2 mutuamente

exclusivos, ou seja, A; N A; = ¢, com 7 # j, entao:

|Aj UAs UA3U.. . UA,| = [A| + |As| + | 45|+ ... + A,

Principio da inclusao e exclusao para 2 conjuntos (eventos) Se A e B séao

conjuntos (eventos) finitos tem-se que o nimero de elementos ou de pontos amostrais

do evento A U B, representado por |A U B, é dado por:

|AUB|=|A|+ |B|-|AN B|

Demonstracgao:
Seja os eventos (A—B), (ANB) e (B—A). Note que esses conjuntos sao mutuamente

exclusivos. Entao:
I)(AUB)=(A—B)U(ANB)U(B— A);
II)A=(A-B)U(ANB);
IIT) B=(B—A)U(ANB).
Pelo principio aditivo tem-se:
eem /) |[AUB|=|A—-B|+|ANB|+|B— A
eem/[])|Al=|A—-B|+|A-BJ; e
eem/])|B|=|B—-Al+|ANB.

Logo,
|JAUB|=|A—-B|+|ANB|+|B-A| &

|JAUB|=|A-B|+|ANB|+|B-Al+|ANB|-|ANB| &
|AUB| = |A|+|B| - |AN B|
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Analogo, pode-se obter para os eventos A, B e C, que:

JAUBUC| =|A|+|B|+|C|—(|[AnB|+ |ANC|+|BNC|)+|[AnBNC|.

4. Principio da Inclusao e Exclusao para n conjuntos. Seja {2 o espago amostral
de um experimento, e, Ay, A, As, ..., A, eventos (subconjuntos) de Q2. Denomina-

se:

So =19

St= A1+ |Az| + |As] + ... +[An]| =D |A)]
=1

= > |An4l

1<i<j<n

= > |AnA;N A

1<i<j<k<n

e Sn=[A1NAN ... NA]=]A1NAN ... NA,

Dai, demonstra-se que:

i) O numero de elementos de 2 que pertencem a exatamente p (p < n) dos conjuntos
Al; AQ, A3, 7An é:

n—p
ap = Z(_DkC:MSerk-
k=o

ii) O nimero de elementos de € que pertencem a pelo menos p (p < n) dos conjuntos
Al, AQ, Ag, ;An é:

n—p

by = Z(_l)kczlf-&-k—lsp'i‘k'

k=o0

iii) O numero de elementos do conjunto €2 é:

Q] = |[A1UAU ... UA =81 —S+S5— ...+ (-1)"'S,
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7.3 Propriedades

Sejam A, B e C eventos do espaco amostral €.
a) AUp=AeAN¢o=A

b)ACB< AUB=2EB

c) ACB& AnB=A

d) (AUB)UC=AU(BUCQC)

e) (ANB)NC =AnN(BNC)

Yy ([ AuUB)NC=(AnC)u(BNQC)

g) (ANB)UC =(AUC)N(BUCQC)

h) A—-B=AnNB"

) AUA=Q, ANA°=¢, ¢°=Q, e Q°=¢
J) (A9 =9

k) AC B< B°C A°

1) (AU B)¢ = A°N B¢ (férmula de Morgan).

m) (AN B)* = A°U B¢ (férmula de Morgan).
Aqui serd feito algumas demonstragoes.

f) Para demonstrar essa igualdade precisa-se demonstrar que todo elemento pertencente
ao lado esquerdo pertence ao lado direito e vice-versa. Logo, se w € (AU B)NC
entdo w € (AU B) e w € C. Dai decorre que w € A ouw € B e w € C, e portanto,
weAewe Couw e Bew e C, que implica em (AN C)U (BNC). Fazendo
a leitura de tras para frente verifica-se que sao verdadeiras, dai conclui-se que a

igualdade é verdadeira.

k) (=) Hipdtese: A C B. Assim tome w € B°. Isto implica w ¢ B, o que implica (por
hipétese) w ¢ A. Logo w € A°, entao B¢ C A°.
(<) Hipétese: B¢ C A°. Usando o que se provou em (=) temos que: (A°)¢ C
(B°)= ACB.
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1) Temos que w € (AUB) < w ¢ (AUB) & w ¢ Aew ¢ Be w e Ae
w € B¢ < w e (A°N B°). Logo, a igualdade é verdadeira.

m) Seja w € (AN B)°. Entao w ¢ (AN B), o que implica w ¢ A e w ¢ B, e que por sua
vez implica em w € A° ouw € B¢, ou seja, w € (A°UBC). Partindo de w € (A°UB°).

Fazendo as implicacoes inversas conclui-se que a igualdade ¢é verdadeira.
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8 ANEXO II - ANALISE COMBINATORIA

8.1 Principio Multiplicativo

Se um evento A pode ocorrer de m maneiras distintas e se, para cada uma dessas
maneiras outro evento B pode ocorrer de n maneiras distintas, entao o nimero de maneiras

de ocorrer o evento A seguido do evento B é m x n.

Exemplo 8.1.1. Uma empresa de onibus transporta passageiros que sao coletados em 10
estagoes. Quantos tipos distintos de passagens existem em circulagao, sabendo que cada
bilhete contém impressos apenas a estagdo de partida e a estagio de chegada? (Suponha
que os onibus sejam todos iguais).

Deve-se primeiramente saber que para escolher a estagao de origem ha 10 opgoes e, para

escolher a estagao de destino ha 9 opgoes. Pelo principio multiplicativo tem-se 10x9 = 90.

8.2 Permutagao - P,

Considere o conjunto A = {ay, as, as, ... a,}.Chama-se permutagdes dos n elemen-

tos de A, qualquer sequéncia formada pelos n elementos de A.

Exemplo 8.2.1. Seja o conjunto A = {a, b, ¢, d}. Todas as permutagdes possiveis de

A sao:

abed | beda | cabd | dabe
abdc | bead | cadb | dacb
adcb | bacd | cbda | dcba
adbc | bade | cbad | dcab
acdb | bdac | cdab | dbca
acbd | bdca | cdba | dbac

Tabela 18: Permutagoes dos elementos do conjunto {a, b, ¢, d}.

O célculo do nimero de permutagoes de um conjunto com n elementos é dado por

P, = n!. A Tabela 19 indica alguns valores de n!.
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n|0|1(2]3] 4 3 6 7 8 9 10
n! | 1|1[2]6]24|120| 720 | 5040 | 40320 | 362880 | 3628800

Tabela 19: Numero de permutagoes dos elementos de conjunto com n elementos: n!.

Exemplo 8.2.2. Um locutor de radio tem disponivel somente 10 musicas para fazer seu
programa didario. Em quanto tempo no minimo ele poderd tocar as mesmas 10 misicas sem
repetir uma sequéncia? As 10 masicas podem ser ordenadas em 10! =3628800 sequéncias

distintas. Logo o locutor terd 3628800 dias, o que corresponde quase 100 séculos.

8.3 Permutagdes com elementos repetidos.

Se se tem um conjunto com n elementos, dos quais n; sao iguais a a;, ng sao iguais a

as, N3 Sao iguais a ag, ... , N, a0 iguais a a,, o numero de permutacoes possiveis ¢ dado
por:
|
Pt N2, N3, e e n:
n | | | |
Nyt X Not X N3t X o0 X Ny

Exemplo 8.3.1. Considere o conjunto formado pelas letras da palavra ARARA. Quantas
permutagoes distintas sao possiveis. Como a palavra possui 5 letras tem-se n = 5 (total
de elementos do conjunto). Mas hd 2 letras A repetidas ny = 2 e 3 letras R repetidas

ny = 3. Portanto:
n! 5!

Pnl’ n2 — = =
" TL1! X ng! 2! x 3!

10

Exemplo 8.3.2. O numero de permutacoes dos elementos do conjunto formado pelas

letras da palavra ESTATISTICA é:

P23 22 _ 11!

= = 831600.
H 21 % 3! x 2! x 2!

Exemplo 8.3.3. Uma pessoa quer comprar 6 empada numa lanchonete. Ha de camarao,
frango, lequmes e palmito. Sabendo que podem ser compradas de 0 a 6 empadas de cada
tipo, de quantas maneiras diferentes esta compra pode ser feita?

Considerando que cada uma das 6 empadas seja representada por * e que | seja uma

maneira de escolher a quantidade de cada tipo de empada a ser compradas, entao

representa a op¢ao de comprar 8 empadas de camardo, 0 de frango, 2 de lequmes e 1 de
palmito. Outra opcdo seria
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que representa a opcao de comprar 0 empadas de camardo, 4 de frango, 0 de lequmes e 2
de palmito. Assim, calculando o nimero de permutagoes de um conjunto de 9 elementos
onde ha 3 elementos repetidos do tipo | e 6 do tipo x estaremos calculando o nimero de
maneiras diferentes de fazer a compra dos 6 salgados. Como Pg” 6 — 3!97!6! = 84, entao hd
84 maneiras diferentes de comprar os seis salgados numa lanchonete que hd 4 opcoes de

escolha.

8.4 Arranjos- A? = A, ,

Considere o conjunto A = {ay, as, ag, ..., a,}. Chama-se arranjo simples dos n
elementos, tomados p a p, qualquer sequéncia (obedecendo a ordem) formada por p
elementos distintos de A. Pelo principio multiplicativo, o calculo do nimero de arranjos

¢ dado por 4, , = {(n).(n—1).(n —2)..... (n—p+1)}, com n > p, ou também tem-se:

n!

A= =

n )

Exemplo 8.4.1. Uma empresa colocard 3 produtos dos cinco {A, B, C, D, E} em
promoc¢ao. Quantas possiveis sequéncias distintas destes produtos podem ser formadas?

1° modo - Pelo principio multiplicativo tem-se: 5 x 4 x 3 = 60.

2° modo - Utilizando a formula tem-se: Ag = (55!3)! = 60.

8.5 Combinagdes Simples - C? = C,, ,,

Considere o conjunto A = {ay, as, as, ..., a,}. Chama-se combinagoes simples dos
n elementos, tomados p a p, qualquer subconjunto (ndo importando a ordem) de A com
p elementos. O célculo do nimero de combinacoes se faz obsevando que qualquer per-

mutacao de uma determinada sequéncia ordenada da origem a uma tnica combinagcao.

Assim:
AP
P _ _n
Cn - C”v p p‘ )
ou
or n!
"oplx(n—p)!

Exemplo 8.5.1. De um grupo de 5 funciondrios {A, B, C, D, E} de uma empresa 3

serao escolhidos para fazerem parte da diretoria. De quantas maneiras diferentes pode ser
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escolhido este grupo?

Como os funciondrios ABC sejam os mesmos que CBA, CAB, ACB, BAC e BCA

entao tem-se:

1° modo: (5X§!X3) = 10.
2° modo: C3 = W'—B)' = 10.

Portanto os grupos (combinagées) sao:
ABC, ABD, ABC, ACD, ACE, BCD, BCE, BCE, BCE ¢ CDE.

Note que para cada uma dessas combinagoes € possivel formar 6 novos grupos (arranjos),

dai, 10 X 6 = 60, o que foi obtido no exemplo anterior.



