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RESUMO

EUZEBIO, Julian da Silva. Proposta de ensino de geometria analitica

utilizando o Desmos. 2018. 111 f. Dissertacdo de Mestrado — Programa de
P6s-Graduagdo em Matematica em Rede Nacional — PROFMAT. Universidade
Tecnologica Federal do Parana. Pato Branco, PR, 2018.

Na presente dissertacdo de mestrado investigamos a possibilidade de ensino e
aprendizagem de alguns conteudos de Geometria Analitica com o uso do
software Desmos. O Desmos é uma péagina da internet em formato de
calculadora gréfica disponivel gratuitamente para todos os interessados,
idealizado por Eli Luberoff, em 2007. No intuito de conhecer melhor as
possibilidades de melhoria do processo de ensino e aprendizagem dos
contetdos de matematica com o software Desmos, criamos uma sequéncia de
atividades interativas abrangendo varios topicos de Geometria Analitica para o
ensino médio. As atividades apresentadas nesta dissertacdo estédo dispostas em
forma sequencial, com a finalidade de que outros interessados ndo tenham
dificuldades em executa-las. A pesquisa também mostra os resultados positivos
do uso desse tipo de recurso e da analise de uma experiéncia aplicada de um
conteaddo em uma escola do ensino médio do municipio de Dois Vizinhos,
Parana.

Palavras-chave: Ensino. Tecnologia. Geometria Analitica. Computador.
Desmos.



ABSTRACT

EUZEBIO, Julian da Silva. Proposal of teaching of analytical geometry using
Desmos. 2018. 112 f. Dissertacdo de Mestrado — Programa de Pds-Graduacéao
em Matematica em Rede Nacional — PROFMAT. Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana. Pato Branco, PR, 2018.

In this dissertation we investigated the possibility of teaching and learning some
contents of Analytical Geometry with the use of Desmos software. Desmos is a
graphical calculator available free of charge to all interested parties, designed by
Eli Luberoff, in 2007. In order to better understand the possibilities of improving
the teaching and learning process of mathematics contents with Desmos
software, we created a sequence of interactive activities covering various topics
of Analytical Geometry for high school. The activities presented in this
dissertation are arranged sequentially, so that other stakeholders have no
difficulties in executing them. The research also shows the positive results of the
use of this type of resource and the analysis of an applied experience of a content
in a high school of the municipality of Dois Vizinhos, Parana.

Keywords: Teaching. Technology. Analytical Geometry. Computer. Desmos.
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1 INTRODUCAO

A presente dissertacao trata do tema tecnologias no ensino basico, em
especial o uso do software Desmos e suas possibilidades de melhoria do
processo de ensino e aprendizagem.

O interesse pelo tema urge da preferéncia por inovar com tecnologias
diferenciadas, e o0 querer por em pratica o aprendizado recebido. Além disso,
traz a possibilidade de auxiliar outros professores a lidarem com as novas
tecnologias, pois muitos professores tém uma visao equivocada sobre o uso das
tecnologias em sala de aula e esperam encontrar uma receita certa para ensinar
matematica.

As tecnologias estdo adquirindo muito espaco em sala de aula. Além de
um meio de aprendizagem, podem ser utilizadas também como forma de
interacdo entre professores e estudantes. Apesar dos varios beneficios
oferecidos, devemos também verificar a maneira que as tecnologias séo
introduzidas na escola, as possibilidades de melhoria, e os limites das mesmas
gue devem ser considerados.

Por isso, como forma de contribuir ao processo de ensino e
aprendizagem elaboramos uma sequéncia didatica, com o uso do software
Desmos para contetido de Geometria Analitica no Ensino Médio.

Para tanto, estruturamos o texto da dissertacdo em sete capitulos: 1)
Esta introducéo, contendo a justificativa, objetivos e a metodologia de pesquisa,
2) O uso das TICs no ensino de Matematica, onde buscamos autores que
justificam o uso de tecnologias em sala de aula; 3) Software Desmos, onde
especificamos varias questao pertinentes ao software; 4) Planejamento das
atividade, onde é detalhado quais sao as atividades foram desenvolvidas para o
projeto; 5)Aplicacéo das atividades, em que mostramos um relato de experiéncia
com uma turma do ensino médio noturno; 6) Andlise dos resultados, na qual
mostramos um resultado satisfatorio da aplicacdo do projeto em sala de aula; 7)
Consideracdes finais, mostrando possibilidades de contribuicdo académica e

profissional.
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1.1 JUSTIFICATIVA

Na histéria do desenvolvimento humano, o homem, desenvolveu e
continua a desenvolver tecnologias, técnicas, processos, métodos, instrumentos
e meios para aprimorar os oficios da atividade humana. A matematica, como
sintese do conhecimento humano, se faz presente em diversos oficios da
atividade humana. Os vestigios do conhecimento matemético, remota, tempos
pré-historicos (BOYER, 1974). Na idade média, esse conhecimento passou a
integrar o rol de disciplinas escolares, nas primeiras escolas europeias. No
entanto, sem preocupacao com seu ensino (ROSA, 2012).

Atualmente, tem-se um olhar preocupado com o ensino de matematica
e suas implicacbes no desenvolvimento da sociedade. Agora, o homem
presencia o desenvolvimento, e uso cada vez mais frequente, das tecnologias
computacionais.

O primeiro contato que eu tive com as tecnologias da informacéo
direcionadas ao ensino de matematica se deu na disciplina de Informética
Aplicada ao Ensino de Matemaética, no curso de graduacao na Universidade do
Extremo Sul Catarinense — UNESC, em Criciima no estado de Santa Catarina.
Nessa disciplina, foram apresentados como instrumentos para o ensino de
matematica softwares como o Maple, Graph, GeoGebra e Cabri Geometre.
Softwares, estes, desenvolvidos para o estudo e desenvolvimento de varios
conceitos matematicos, como funcdes, graficos, conceitos geométricos e outros.

Fazendo um levantamento das dissertacbes desenvolvidas no Brasil
sobre o uso de tecnologias no ensino de matematica. Nota-se uma referéncia
muito significativa ao software GeoGebra, e ao Cabri Geometre. Ambos com
fortes recursos para o ensino de geometria. Conforme o estudo de Santos (2016)
sobre o estado da arte das pesquisas realizadas no Brasil de 1991 até 2014 que
ensinam Geometria Analitica, aponta que os softwares mais utilizados sé&o:
GeoGebra, Cabri Geometre Il e 3D, Plataforma Moodle, Régua e compasso,

GrafEq, Planilhas Eletrbnicas o Excel e VetorRa.
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Apesar da importante contribuicdo dos softwares mencionados para o
desenvolvimento de conceitos matematicos, como apontam as pesquisas, e a
infinidade de conceitos que eles abrangem, definimos como instrumento para a
presente pesquisa o software Desmos, o qual foi publicado na internet em 2007.
Em funcdo disso, seu potencial ndo foi explorado em pesquisas anteriores.
Também se destaca aqui a facilidade de utilizacdo do Software Desmos para
professores e estudantes.

Definimos também como foco da pesquisa o0 ensino dos conceitos
acerca da Geometria Analitica com o auxilio do software Desmos. Assim,
guiamos a pesquisa com a seguinte pergunta: quais sdo as possibilidades do
ensino de Geometria Analitica, em escolas publicas, com o uso do software

Desmos?

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo geral

. Analisar a possibilidade de melhorar o processo de ensino e
aprendizagem de conteudos da Geometria Analitica com o uso do software

Desmos.

1.2.2 Objetivos especificos

e Conhecer, usar e manipular as configuragbes e recursos disponiveis

no software Desmos.
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e Elaborar uma sugestdo de sequéncia didatica sobre os conteudos de
Geometria  Analitica, para aplicacio em sala com uso
do software Desmos.

e Implementar uma sequéncia de ensino e aprendizagem na escola béasica
para um dos conteudos de Geometria Analitica.

e Ampliar a discussao sobre o0 uso de tecnologias em sala de aula.

¢ Analisar a sequéncia de ensino aplicada em sala de aula.

1.3 METODOLOGIA DE PESQUISA

Nesta secdo apresentamos o0s aspectos metodolégicos da pesquisa,
bem como, os recursos utilizados, a classificacdo da pesquisa, 0s instrumentos
de coleta de dados e 0s sujeitos da pesquisa.

Caracterizamos esta pesquisa por sua natureza qualitativa e
exploratéria. Os procedimentos metodologicos utilizados foram a pesquisa
bibliogréfica, por meio da analise da literatura e publicagbes anteriores e, 0
estudo de campo com a utilizacdo do software Desmos, em sala de aula com
estudantes do Ensino Médio.

A seguir apresentamos as caracteristicas de cada procedimento

metodoldgico e como o trabalho foi estruturado nesse contexto.

1.3.1 A pesquisa bibliografica

A pesquisa, segundo Gil (2007), é desenvolvida com base em material
ja elaborado, constituido principalmente de livros e artigos cientificos. Em um
primeiro estudo buscamos fontes no banco de dissertagbes do PROFMAT e
artigos do ENEM (Encontro Nacional de Educagdo Matematica) para verificar as

producdes atuais sobre o tema de estudo.
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Conforme Oliveira (2007) a pesquisa bibliografica € uma estratégia de
estudo e analise de documentos cientificos, tais como livros, periddicos,
enciclopédias, dicionarios e artigos cientificos e ndo possui a necessidade de
recorrer diretamente aos fatos e fendmenos da realidade empirica.

Contudo, para Marconi e Lakatos (2010) a pesquisa bibliogréfica
abrange a bibliografia ja tornada publica em relacdo ao tema de estudo. N&o &
apenas a mera reproducdo do que ja se tem escrito sobre determinado tema,
mas sim propicia o exame de um tema sob novo enfoque, chegando até mesmo

em conclusdes inovadoras.

1.3.2 A pesquisa de campo

Caracterizamos esta pesquisa como um estudo de campo, pois
conforme Gil (2007), “o estudo de campo focaliza uma comunidade, que ndo &
necessariamente geografica, ja que pode ser uma comunidade de trabalho, de
estudo, de lazer ou voltada para qualquer outra atividade humana” (p. 53).
Essencialmente, a investigacdo é feita por meio da observacdo direta das
atividades de determinado grupo estudado e de entrevistas com participantes
afim de entender seu conhecimento, explicacdes e interpretacdes do que ocorre
no grupo (GIL, 2007). Para esta pesquisa foram criadas atividades especiais com
a utilizacdo do software Desmos bem como um pré-teste e um poés-teste.
Segundo Gil (2007) “esses procedimentos sdo geralmente conjugados com
muitos outros, tais como analise de documentos, filmagens e fotografias” (p. 53).

O estudo de campo, é caracterizado pelo pesquisador realizar grande
parte do trabalho ele mesmo, pois destaca-se a importancia de o pesquisador
ter tido uma experiéncia pessoal direta com objeto de estudo. Exige-se também
que o pesquisador conheca a realidade em que ele esta se inserindo. Pois,
conforme aponta Gil (2007), somente com a imersdo na realidade é que se
podem compreender a logistica, os costumes e as convencdes que conduzem o

grupo estudado.
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Gil (2007), ainda apresenta determinados beneficios ao se fazer um
estudo de campo. Visto que o estudo de campo é realizado no proprio local em
gue acontecem os fenbmenos, nesse caso a sala de aula, seus resultados e
conclusdes tendem a ser mais fidedignos. Nao necessita de instrumentos
especiais para coletar dados, por isso, vem a ser bem mais econémico. E ainda
0 pesquisador destaca-se pelo seu maior nivel de participacao, tona-se maior a
possibilidade de os participantes oferecerem respostas com mais confianca (GIL,
2007).

Também com relacdo aos procedimentos podemos classificar esta
pesquisa como pesquisa participante, esta “caracteriza-se pela interacdo entre
pesquisadores e membros das situagdes investigadas” (GIL, 2007, p. 55). A
pesquisa participante envolve a distincdo entre ciéncia popular e ciéncia
dominante. Visto sua forma de a¢éo planejada, de caréater social e educacional.

Além disso, a pesquisa participante mostra-se bastante comprometida
com a minimizacao da relacdo entre pesquisador/professor e alunos e por esta
razao caracterizamos a pesquisa desse modo.

Para a criacdo das atividades de ensino, buscamos investigar possiveis
abordagem atualmente disponiveis e como séo realizadas na escola, também
procuramos atividades de ensino que possam ser desenvolvidas com os alunos
sobre contetdos de Geometria Analitica, verificamos livros tedéricos e didaticos
tais como: Eves (2004), Barbosa (1995), Sousa (2016), Chavante (2016),
Moderna (2016), e minha experiencia como professor em sala de aula para fazer
adaptacdes de atividades em meio digital.

Para aplicacdo das atividades criadas aos alunos do ensino médio,
procuramos uma escola no Sudoeste do Parana com laboratério de informéatica
devidamente estruturada e equipada para a realizacdo da pesquisa. Entéo,
escolhemos o Colégio Estadual Dois Vizinhos, localizado no municipio de Dois
Vizinhos, Parand. O colégio conta com um laboratdrio equipado e adequado para
aplicacdo da sequéncia. A amostra € composta por estudantes do 3° ano do
ensino meédio desse colégio que participaram da experiéncia, realizando a
sequéncia didatica.

O colégio atende a um meio social bastante diversificado com
estudantes oriundos de comunidades rurais, bairros urbanos do centro e da

periferia. A comunidade escolar € composta por descendentes de: Aleméaes,
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Italianos, Polonés, Ucranianos e mesti¢os oriundos praticamente dos estados do
Rio Grande do Sul e de Santa Catarina que estdo presentes desde a fundacao
da cidade.

Com base nos dados do ensino médio do Projeto Politico Pedagdgico
da escola em 2016, a renda mensal das familias que compde a comunidade
escolar estima-se que: 15% recebem até 1 salario minimo, 33% recebem entre
1 salario até 3 salarios minimo; 32% recebem entre 3 salarios até 4 salarios
minimos; e 20% recebem acima de 5 salarios minimos. Observamos que essa
diversidade social e econémica n&o influencia na pesquisa, pois amostra possui
acesso a tecnologia.

Buscamos desenvolver uma sequéncia de atividades sobre contetdos
de Geometria Analitica a serem resolvidas junto aos estudantes de 3° ano do
ensino médio, no Colégio Dois Vizinhos com o uso do Desmos. Vamos explorar
os conceitos fundamentais desta disciplina de forma simples, realizando
construcbes e conjecturas com o uso do software, previamente conhecendo
seus comandos e ferramentas, afim de estimular confianca e facilidade de
manipulacdo para uso constante em atividades de matematica.

A hipo6tese, neste momento, € que o software Desmos auxilia no
entendimento das definicbes matematicas, via construcdo, e, ha compreensao
de vérios célculos, pela iteratividade e planejamento de questdes e problemas.
Através de sua utilizacdo os estudantes podem sempre relacionar conceitos
matematicos, principalmente entre a Algebra e a Geometria que é uma relacéo
fundamental da Geometria Analitica.

Finalmente vamos analisar o material produzido e seu uso em sala de
aula, com testes aplicados em situagcdo de ensino, apontando possiveis

melhorias e contribui¢cdes para o ensino de Matematica.
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2 O USO DAS TIC NO ENSINO DE MATEMATICA

Por volta dos anos de 1990, segundo Fiorentini (2009), aparece a
nomenclatura em pesquisas educacionais conhecido por Tecnologias da
Informacdo e Comunicagcao (TICs), que surgem da juncdo das tecnologias
computacionais, até entdo chamada de informética, e as tecnologias da
comunicacdo, que eram conhecidas como telecomunicacdes e midias
eletronicas.

Segundo Kenski (2012), as tecnologias sado fundamentais para a
educagédo e o ensino, e podem ser vistas como a socializagao da inovagdo. No
caso do uso do computador, segundo ele, ndo basta ter a maquina, € preciso
saber utiliza-la adequadamente, e encontrar as melhores maneiras de obter do
computador a ajuda necessaria.

Conforme Santos (2016), é preciso mais do que oferecer as midias
educativas aos educandos tais como software de ensino, uso do computador e
projetores de multimidia, “pois apenas o uso por si s6 nao garante que o aluno
irA construir seu conhecimento” (p. 77). Por isso, Santos (2016), defende que o
professor poderia aproveitar o uso das TICs, com objetivos organizados e que
apresentem “situacdes didaticas que englobem os conteudos matematicos de
forma que o aluno desenvolva seu raciocinio I6gico-dedutivo e consiga resolver
problemas” (p. 77).

Segundo Masseto (2000), ndo satisfaz somente fazer uma aula
expositiva com aparelhos multimidias, tais como projetores de multimidia, de
costume recorrente, com o intuito s6 de trocar a lousa e o giz, sem a verdadeira

participacdo dos estudantes em sala de aula.

Como o processo de aprendizagem abrange o desenvolvimento
intelectual, afetivo, o desenvolvimento de competéncias e atitudes,
pode-se deduzir que a tecnologia a ser usada devera ser variada e
adequada a esses objetivos. Ndo podemos ter esperanc¢a de que uma
ou duas técnicas, repetidas a exaustdo, deem conta de incentivar e
encaminhar toda a aprendizagem esperada (MASSETO, 2000, p. 143).

Por isso, consideramos que o uso da tecnologia deve beneficiar o
desenvolvimento do pensamento matematico nos estudantes para a
aprendizagem de Geometria Analitica, desde que o professor tenha o

conhecimento e planejamento de ensino em um meio informatizado.
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No Ensino Médio os conceitos da Geometria Analitica, conforme Silva
(2013), Oliveira (2014) e Santos (2016), na maior parte dos componentes
curriculares do ensino publico e do ensino privado séo trabalhados no ultimo ano
desta faixa de estudo, 3° ano. Afirmam ainda que vem constituindo-se um grande
desafio para professores de matemaética, pois ainda que os estudantes estejam
no final do Ensino Médio, muitos deles alegam dificuldades simples como, uma
elementar resolucdo de expressdes numericas, algoritmos ou féormulas, e isso
nao permite o desenvolvimento aprofundado de certos conceitos da Geometria
Analitica como € o caso do estudo da circunferéncia.

A forma comum como os conteudos sdo abortados se torna pouco
atrativo aos estudantes. Porém, podem melhorar, se ficassem envolvidos em
ambiente propicio a aprendizagem. Para isso, 0 uso de softwares pode trazer
uma nova dindmica eficaz ao processo de ensino de Geometria Analitica, pois,
como sabemos, a interacdo com o objeto de estudo é importante na
aprendizagem e ainda, 0 quanto as redes virtuais sdo importantes para essa
nova geragao.

Em geral, a grande parte dos problemas da Geometria Analitica séo
solucionados aproveitando somente a ideia de coordenadas dos pontos. A
Geometria Analitica tem origem em uma ideia muito simples, introduzida por
Descartes no século XVIII, mas extremamente original: a criagdo de um sistema
de pares ordenados que identifica um ponto P do plano com um par de nimeros
reais (x,y) (EVES, 2004).

Segundo Santos (2016), a esséncia real da Geometria Analitica reside
na associacao entre uma representacdo geométrica para uma representacao
algébrica, porém, para que ela desempenhasse plenamente esse papel, foi
necessario esperar o desenvolvimento do simbolismo e dos processos
algébricos.

O desenvolvimento dos conceitos de Geometria Analitica, que se
apresenta no Ensino Médio, revela as relagbes dos conceitos geométricos e
algébricos. Para que esse envolvimento tenha significado aos estudantes, o
docente tem dois caminhos a desenvolver: a compreensdo das figuras
geomeétricas, por meio de equacdes, e a compreensdo de equacgdes, por meio

dos conceitos geométricos.



21

Conforme indicam as Orienta¢c6es Curriculares para o Ensino Médio
(OCEM), BRASIL (2006), ndo é necessario que o educando memorize férmulas
como, por exemplo, a da distancia entre dois pontos, pois quando precisa, 0s
calculos podem ser realizados apenas com conhecimentos basicos de
geometria. Segundo o OCEM, BRASIL (2006), temos de:

usar as formas geométricas para representar ou visualizar partes do
mundo real é uma capacidade importante para a compreensdo e
construgcdo de modelos para resolugdo de questdes da Matematica e
de outras disciplinas. Como parte integrante deste tema, o aluno
poderd desenvolver habilidades de visualizagdo, de desenho, de
argumentacao logica e de aplicagdo na busca de solugBes para
problemas (p. 123).

Em conformidade com as orientagbes dos OCEM, uma vez que definido
o sistema de coordenadas cartesiano, € importante trabalhar com os alunos o
significado de uma equacao. O entendimento do significado de uma equacéo e
de seu conjunto de solucdes, ndo € imediato para o aluno. Esta dificuldade é
natural, pois o significado da equacéao e de suas soluc¢des nao € explicito quando
simplesmente se escreve uma equacao.

Entendido o significado de ponto, sistema de coordenadas e de distancia
entre dois pontos, devemos iniciar o estudo das equacdes da reta e do circulo.
Estas equacdes, em alguns casos, necessitam ser deduzidas ou construidas e
nao simplesmente apresentada aos alunos. Por isso, propomos 0 uso de
softwares que ajudem nessas construcfes, como também simular e resolver
problemas em sala de aula. Acreditamos que essas ferramentas possam
acelerar algumas atividades de ensino e aprendizagem importantes para
desenvolvimento estudantil.

Borba e Penteado (1999) afirmam que o uso de tecnologias no ensino,
especificadamente sobre a utilizacdo de softwares, permite explorar o conceito
estudado de modo diferenciado, o que proporciona ao estudante 0 maximo de
interagcdo com o objeto estudado, ato que influencia a elaboragédo de novas
conjecturas.

Para Dreyfus (1991) o uso de computadores serve como ferramenta
heuristica para estudantes de matematica, da mesma forma com que o
microscopio serve aos bidlogos. Usando uma sala de aula com recursos
computacionais, muitas relacdes que normalmente estariam implicitas entre as

representacdes diferentes para o0 mesmo conceito tornam-se explicitas



22

Dreyfus (1991) aponta que uma sala de aula com recursos
computacionais tem sido usada com sucesso para alcancar tal estratégia no
ensino da Matematica. Concorda-se com Dreyfus (1991) ao afirmar que os
computadores podem auxiliar o desenvolvimento dos processos de visualizagéo,
representacdo, generalizacdo e abstracdo dos conceitos matematicos.

Assim, seguimos as OCEM, em que afirmam que os usos de software
auxiliam na criacdo de imagens adjuntas das propriedades geométricas e
destaca que: os recursos neles disponibilizados facilitam a exploracdo algébrica
e grafica e isso ajuda o aluno a entender os conceitos mateméaticos (BRASIL,
2006).

Oliveira (2014) afirma que o uso de ferramentas dinamicas ainda é um
tabu a ser quebrado por muitos professores, talvez por puro comodismo no
sistema tradicional ou pela deficiéncia dos cursos de formacgéao de professores
em relacdo ainda a estas ferramentas. No entanto, isso nao justifica deixar o uso
de tecnologias de lado, pois, cada vez mais, chega na escola uma geracédo mais
conectada as midias sociais e novas tecnologias.

A utilizacdo desse instrumento na escola pode ser como um gatilho para
o estimulo a participacdo ativa do estudante nos processos de ensino e
aprendizagem. O uso desta metodologia de ensino, com o uso do software
Desmos, é vista como uma alternativa de propor alguma ferramenta para o

ensino e aprendizagem de Geometria Analitica.

2.1 ESCOLHA DO SOFTWARE

Os critérios que seguimos para a escolha do software educacional
envolvem varios aspectos. Consideramos primordial observar os sistemas de
representacdo que estao disponiveis a partir de sua utilizagéo. Estes registros
devem ser entendidos como: a linguagem natural, graficos, linguagem algébrica,
figuras geomeétricas, dentre outras.

Para a apreciacdo do software, Valente (1999) afirma ser necessario

analisar aspectos como: Interface, interacdo entre o aluno e o computador,
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aspecto visual do software, “esforco mental” requerido para a utilizacao e tipo de
resposta do sistema.

Qualquer analise intrinseca a este processo € a analise propria do
software quanto sua facilidade de utilizagédo e de realizagdo de testes pelo
educando. Essas analises sdo importantes para a efetivacdo das atividades e
gue os alunos tenham liberdade de analisar e construir seus objetos em qualquer
momento.

Notamos em uma primeira utilizacdo que, o software Desmos, possui
menor variedades de recursos do que o famoso GeoGebra, mas trata-se de uma
ferramenta online de acesso gratuito e fixa em um endereco da internet que
oferece uma interface amigavel e recursos simples de se utilizar. Isso garante
gue nao ocorra atualizacdes de versdes diferentes de um mesmo software. No
capitulo seguinte levantamos 0s aspectos relevantes ao uso do software

Desmos e 0s motivos que levaram a usar nesta pesquisa.
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3 SOFTWARE DESMOS

3.1 CONHECENDO O DESMOS

Desmos € uma pagina da internet em formato de calculadora grafica
disponivel gratuitamente para todos os interessados. Idealizado por Eli Luberoff,
fundador do site em 2007, € uma calculadora grafica com acesso em qualquer
navegador ou ainda pode-se fazer o download do software de forma gratuita para
iOS e Android?!. Para acessé-la, basta digitar em qualquer navegador o endereco
www.desmos.com/calculator e a calculadora abrira instantaneamente. Isso
permite trabalhar em qualquer plataforma com 0os mesmos recursos e a mesma
interface. Além de possuir um sistema de computacdo em nuvem onde €
possivel salvar varios arquivos online e distribuir em forma de links como bem
entender na rede.

Antes de toda a manipulagéo € aconselhavel que os estudantes facam
o login nos sistemas do Desmos para ndo perder o material criado. Com isso &

possivel armazenar um numero imenso de graficos. Para isso, basta digitar o

nome, endereco de e-mail e fazer uma senha prépria de cada usuario.

« G ()| @ Seuro | https /wew.desmos.com o G

Imagem 1: Tela inicial Desmos
Fonte: www.desmos.com/calculator

1 0i0S, sistema operacional da Apple, é responsavel por fazer o iPhone e o iPad funcionarem
e dominou o mercado por um longo tempo. O Android, sistema operacional criado pelo Google,
€ utilizado por marcas como Motorola e Samsung e ja conquistou usuarios de smartphones.
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Segundo os idealizadores, em sua pagina oficial, dizem que, a Desmos
quer ajudar os alunos do mundo inteiro a aprender matematica. A calculadora
grafica foi construida e aprimorada em HTML5?, que milhdes de estudantes
usam diariamente em todo mundo de graga. A equipe da Desmos verifica as
avaliacbes dos usuarios para melhorar cada vez mais seu aplicativo. Criaram
também algumas atividades como exemplo para essa calculadora, ajudando os
alunos a usar de forma efetiva. Atualmente o software esta disponivel em mais
de 30 idiomas.

Uma grande vantagem na interacdo navegador (pagina na web) ou
aplicativo (Instalado em Android e 10S), € o fato de todos os recursos disponiveis
serem representados na mesma forma, sem diferencas entre o navegador e a
aplicacéo.

Para utiliza-lo, basta escrever cada expressao algébrica, ainda que em
inglés, e ao mesmo tempo os efeitos sdo apresentados graficamente na tela ao
lado. Podemos colocar um numero ndo definido de férmulas matematicas.
Quando digitamos alguma expressao algébrica ao lado esquerdo no editor,
sejam elas equacdes, inequacbes ou funcdes, a respectiva representacéo
geométrica € instantaneamente visualizada a direita, na malha quadriculada.

Toda a sua estrutura e interface interativa torna 0 Desmos muito simples
de usar, ajuda-nos em situacbes em que necessitamos representar alguns
graficos mais elaborados. Se comparado com o software educacional como o
GeoGebra, vé-se que oferece menor nimero de recursos, no entanto, isso torna
o Desmos muito mais simples de usar o que facilita na hora de criar uma
atividade. Um exemplo disso, para utilizar o namero irracional r, basta digitar no
editor, ao lado esquerdo o seu nome “pi” que o simbolo aparecera
instantaneamente.

Pode-se colocar um bom nimero de cores em cada equacao e uma
variedade de propriedades que fazem com que os graficos se tornem desenhos
complexos e realistas. O visual do Desmos € bastante intuitivo, isso faz com que
sua interface apresente maior facilidade quando colocamos o trabalho em acgéo.

Quando indicarmos uma cor em cada expressao, conseguimos distinguir com

2 HTML5 (Hypertext Markup Language, versdo 5) € uma linguagem para estruturagédo e
apresentacdo de contetdo para a World Wide Web e é uma tecnologia chave da Internet
originalmente proposto por Opera Software.
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facilidade as diferentes curvas desenhadas. E possivel, também, imprimir, salvar
como imagens e compartilhar os graficos em redes sociais a partir da tela
principal, tais como o Facebook, twitter e Google plus.

Dentre os fatores que nos levaram a optar por utilizar esse software na
realizacdo desta pesquisa, se destacam: € um software que ndo requer
pagamento por sua licenca; € facil utilizacdo; também esta disponivel em
portugués (exceto os simbolos de digitacdo e atalhos); ndo necessita de
instalacdo; roda em qualquer plataforma; possibilita a construcao de graficos de
equacoes, dados a serem plotados, avaliar equacgdes, explorar transformacgoes.

Além desses fatores pode-se destacar, também a possibilidade de
inclusdo de pessoas com deficiéncia visual. Foram introduzidas melhorias na
calculadora, como exemplo efeitos sonoros, para garantir que deficientes visuais

tenham as mesmas oportunidades que os colegas para aprender matematica.

3.2 QUESITO ACESSIBILIDADE

O software foi configurado para que seja compativel com as
configuragbes de acessibilidade WCAG 2.0 (Web Content Accessibility
Guidelines)®. As melhorias na calculadora incluem: a) respeitando as
configuracbes de tamanho de fonte de usuérios de baixa visédo; b) garantindo
que as cores do aplicativo tenham contraste suficiente; e c) tornando os graficos
acessiveis para estudantes completamente cegos.

Foi redesenhada a lista de expressfes da calculadora ao atualizar o
MathQuill*, o componente que alimenta o editor de equacdes. Assim o MathQuill
agora se comunica com os leitores de tela, permitindo que eles falem equagdes
de uma maneira verbalmente intuitiva; por exemplo, o texto “cos (x)” & falando
como “cosseno aberto parénteses x fechado parénteses” e “stddevx” é lido em
voz alta como “desvio padrao de x”. O leitor de tela expressa pistas adicionais

8 Traducdo livre: Diretrizes de Acessibilidade para Conteido WEB (WCAG 2.0).
4 MathQuill é um editor de férmulas web projetado para tornar a digitacdo de foérmulas
mateméticas melhor e compreensivel.
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para indicar a localizagdo de um estudante cego dentro de uma expressao
(Numerado ou denominador, sobrescrito ou subscrito, linha de base, etc.). Existe
também a sintese de audios ao componente grafico, permitindo que os usuarios
oucam representacdes audiveis de graficos, explorem seus pontos de interesse
e muito mais.

Embora o quesito acessibilidade do leitor seja de grande ajuda e uma
melhoria significativa para estudante com baixa visdo. Ainda assim € possivel
apontar melhorias, tirar davidas e fazer comentarios nos feedbacks. Entretanto,
visto que a acessibilidade ndo é o foco da presente pesquisa, deixa-se aqui

possibilidades para pesquisas futuras.

3.3 SIMBOLOS DE DIGITACAO

A calculadora inclui métodos para inserir tipos especiais de simbolos e
expressdes. Por exemplo, inclui alguns dos simbolos mais comuns como os da

imagem abaixo:

Fungao Atalho & (ou superiorly  "Nthroot"
Sohrescrito Shift  + A T L
Subscrito Shift |+ - J Int

r "Prog"
Prime '

|_| IIPiII
k sart 2 "Theta"

Imagem 2: Tabela de atalhos digitaveis
Fonte: www.desmos.com/accessibility

Além disso, o Desmos conta com um teclado virtual préprio, para os casos
de telas touch screen, ou mesmo seja necessario procurar algum elemento
matematico ou recursos para utilizar. Pode-se também iserir as equacdes pelo
proprio teclado da tela do software Desmos. Como mostra a imagem 3 a sequir,
temos ainda uma variedade de funcdes trigonométricas, de estatistica e de

exprec¢des adicionais.
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Imagem 3: Teclado virtual em Desmos.
Fonte: www.desmos.com/calculator.

7

O Desmos se beneficia do MathQuill que € um editor de férmulas de
codigo aberto para internet produzido e mantido por Han Seoul-Oh e por Mary
Stuffebeam. Software desenvolvido pela necessidade de se comunicar com
matematica. Os desenvolvedores usaram a LateX® para projetos em conjunto. A
ideia original era uma ferramenta para escrever e ler matematica sem recorrer a
textos ou a cédigos mais sofisticados. O MathQuill tornou-se amplamente (til, é

usado também por outros softwares educacionais. Assim, o Desmos pode

- . . —-b+VbZ%-4ac
escrever expressoes com uma sintaxe mais elaborada como x' = B y— por

exemplo, sem prejuizo ao modelo conceitual em sala de aula. Sem essa
ferramenta teriamos que escrever o cédigo em LaTeX do tipo: x=\frac{-b\pm
\sqrt{b”2-4ac}}{2a}.

Seu repertorio de fungbes esta organizado em fungdes trigonométricas,
estatisticas e diversas. Entre as funcdes trigopnométricas temos as funcées: seno
(sin), cosseno (cos), tangente (tan), secante (sec), cossecante (csc) e
cotangente (cot). Também temos suas respectivas inversas como arco seno
(sin~1), arco cosseno (cos™1), arco tangente (tan™1), arco secante (sec™1), arco
cossecante (csc™1!) e arco cotangente (cot™!). Além disso, contem as funcdes
trigonométricas hiperbdlicas. Apresentando o seno hiperbdlico (sinh), o cosseno
hiperbdlico (cosh), tangente hiperbdlica (tanh), secante hiperbdlica (sech),
cossecante hiperbdlica (csch) e cotangente hiperbélica (coth) como destacado

na imagem 4 a seguir.

5 LaTeX é um conjunto de macros para o programa de diagramacdo de textos TeX, utilizado
amplamente na producdo de textos matematicos e cientificos, devido a sua alta qualidade
tipografica.
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I trig

TRIG INYERSE  HYPERB

sin sin’ sinh

Cog cog” cosh

csC csC cech
SEC SEC sech

cot cat™t coth

Imagem 4: Fung6es trigonométricas em Desmos.
Fonte: www.desmos.com/calculator.

J& nas ferramentas estatisticas, podem-se destacar média (mean),
mediana (median), minimo (min), maximo (max) e desvio padrao (stdev). Além
de possuir outras ferramentas como: Total (total), que retorna a soma de todos
os elementos de uma lista; Comprimento (length), que retorna o niumero de
elementos de uma lista; Quantil (quantile) frequéncia distribuida acumulada;
Desvio médio absoluto (mad); Desvio padrao da populagéo (stdevp); Variancia
(var); Covariancia (cov); Coeficiente de correlacdo de Pearson de duas listas
(Corr). Numero de combinacdes (NCr); Numero de permutacdes NPr e Fatorial

(n!); como podemos ver na imagem 5.

m

total length fust=zivl
median tmniry mAx
quantile stdev stdevp
maid var warp
Cov cotr nCr
nPr n! ~

Imagem 5: Ferramentas de estatisticas.
Fonte: www.desmos.com/calculator.

Também temos uma aba para outras ferramentas (misc), como 0 minimo
multiplo comum (Icm); méximo divisor comum (gcd); resto da divisdo ou modular
(mod (a, b)); Inteiro maior que um numero (ceil); Inteiro menor que um namero
(floor); Arredondar para o inteiro mais proximo (round); Valor absoluto (abs) que
também pode ser representado por |x|; Funcao Sinal (sign); Porcentagem %,; A
func@o exponencial com a sigla (exp) que também pode ser expressa por e*;

logaritmo natural (In); Raiz de indice n (nthroot); logaritmo na base 10 (log);
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logaritmos em qualquer base (log, b); Derivada (:—x) ou ; Integral(int); Somatdério

(sum) e Produtdrio, como visto no teclado virtual, imagem 6, seguinte.

misc

lem acd mod

cel floor round

ahs sign Ya

£ In v

log log, dlfdx
[ 2. I1

Imagem 6: Ferramentas diversas.
Fonte: www.desmos.com/calculator.

Cada um desses recursos pode ser digitado diretamente no editor de
equacdes e expressfes matematica que o resultado aparecera ao lado. Sem a
necessidade de acesso ao teclado virtual. O que faz com que a ferramenta seja
muito facil de usar e muito rapida. Um exemplo disso é o fato de digitar o simbolo
7 para isso basta digitar “pi” e o simbolo aparece instantaneamente. Outros
casos sao o0s simbolos «, 8, 0 e ¢ em que bastas digitar, respectivamente, alpha,

beta, theta e phi. O que torna a experiéncia muito mais agradavel.

3.4 ALGUMAS COMPARACOES ENTRE DESMOS E GEOGEBRA

Nesta secdo ndo queremos estabelecer uma relacédo de qual € o melhor.
Temos conhecimento das inUmeras pesquisas utilizando o software GeoGebra,
e suas contribui¢cdes para o ensino. Apresentamos, a seguir, uma alternativa ao
GeoGebra que, no Brasil, € mais popular entre os educadores.

Durante a popularizacdo das tecnologias da informacdo na educacéo,
surge um software de geometria dinamica denominado de GeoGebra. O
GeoGebra foi criado por Markus Hohenwarter em 2001. O objetivo inicial do
GeoGebra era proporcionar ao usuario ferramentas para 0 ensino e
aprendizagem da Geometria e da Algebra. Possui ferramentas tradicionais de

um software de geometria dindmica como, ponto, reta e se¢des conicas, ou seja
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conceitos de Geometria Euclidiana, além de recursos que permitem resolucdes
de equacdes e graficos de funcodes.

O software GeoGebra permite ao mesmo tempo, duas ou mais
representacdes de um mesmo objeto que interagem entre si, uma representacéo
geométrica e outra algébrica. Existem vérias versbes do GeoGebra que
permitem o estudo de estatistica, probabilidade, calculo diferencial e integral e
etc.

O GeoGebra, assim como o Desmos, também conta com sua versao
online desde 2014 para rodar em qualquer navegador. Pode-se notar uma
enorme quantidade de recursos, além de varias fermentas de geometria
dindmica. Em sintese, o0 GeoGebra se mostra um software bem completo para
varios recursos Matematicos.

No entanto, devido a tantos recursos, notamos, em primeiro acesso, que
o software GeoGebra leva de em média 15 segundos para carregar todas as
configuracdes, enquanto o Desmos apenas 5 segundos. Isso em testes simples
com mesma situacdo de processamento e velocidade de internet, com o
navegador Google Chrome, em computadores da escola.

No decorrer da pesquisa o0 GeoGebra mudou a versao do software,
agora com duas versodes disponiveis. A versao classic bastante semelhante aos

softwares de versdes anteriores, disponivel em: www.geogebra.orb/classic. E a

versdo calculadora gréafica, graphing, com visual mais moderno, com maior
semelhanca ao software Desmos, sO que com 0S recursos de geometria
dindmica. Ambas as versfes contar com a mesma variedade de recursos, como
ferramentas estatisticas, vetores, matrizes e outros. Podemos, também,
escrever qualquer comando em portugués, desde que disponivel. A imagem 7
mostra com o visual da versao classic a esquerda e o visual da calculadora

gréfica a direita.

o ABG sy
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Imagem 7: Versao Classic a esquerda e Calculadora grafica a direita do GeoGebra.
Fonte: www.geogebra.org/classic.


http://www.geogebra.orb/classic
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A diferenca principal entre as duas versdes do software GeoGebra é que
‘escondem” as ferramentas de geometria dinamica na versdo nova. Antes
disponiveis na barra superior da tela e agora disponiveis no botdo ao lado do
icone da calculadora representado por um circulo e um tridngulo, conforme
mostra na imagem 8.

= B & <

Ferramentas Basicas

I A

Imagem 8: Ferramentas de geometria dinAmica em GeoGebra.
Fonte: www.geogebra.org/graphing.

O fato dos desenvolvedores do GeoGebra esconderem os recursos de
geometria dinAmica tem uma raz&o aparente. E o fato do estudante n&o precisar
saber matematica para construir qualquer objeto matematica com o software.
Por exemplo, para tracar uma reta que passa pelos pontos A(1,2) e B(5,4) o
estudante que ja conhece o software pode, muito bem, apenas escrever os
pontos A e B e em seguida digitar o comando reta(A, B) que a reta aparece, 0
que faz sentido pois € um axioma da Geometria Euclidiana. Isso é 6timo do ponto
de vista do conteddo de Geometria Euclidiana, mas nao do ponto de vista do
ensino dos contetdos de Geometria Analitica, pois como afirma Dreyfus (1991),
0 estudante ndo fez nenhum processo mental (construgdo) para atingir o
resultado apenas digitou o comando. O que ndo acontece com o software
Desmos, visto que ndo possui tais recursos. Esta situacéo nos indica para que
conteudos de matematica cada software esta direcionado, esta percep¢do nos
orienta a escolher o software Desmos para aplicar conteudos de Geometria
Analitica. Assim, por exemplo, para passar uma reta pelos pontos A e B o
estudante devera encontrar a equacao da reta que passa pelos pontos indicados,
sendo x — 2y + 3 = 0, para dai sim digitar no Desmos e desenhar a reta na tela.

Além disso, o software GeoGebra apresenta algumas falhas ao escrever
uma equacdo. Quando queremos inserir controles deslizantes é necessario
clicar em “criar controles deslizantes” sempre que preciso, o que torna a
digitacdo desagradavel. E quando criar uma funcéo definida como, por exemplo,

y = x + 1, devemos tomar cuidado ao tocar no grafico da fungdo com o mouse,
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pois podemos movimenté-lo e modificar a fungcéo definida. Na figura abaixo, o
software indicou erro ao digitar a expresséo ax? + bx + ¢, quando simplesmente
queria-se criar um controle deslizante que faram o papel das constantes em

Matematica.
&€ C 1| @& sequo | hitps:/www.geogebra.org/classic
Bl ~ 4200 4N =4

ad +bx+c

CRIAR CONTROLE DESLIZANTE

123 ) ABC ofy

Imagem 9: Erro ao criar controles deslizantes.
Fonte: www.geogebra.org/classic. Acesso em: 12/03/2018

Em outra situacdo, na imagem 10, vemos 3 circunferéncias diferentes
com apenas duas equacoes. Esse erro acontece ao digitarmos uma inequacéo
e trocamos a desigualdade por uma igualdade. Nesse caso, quando digitamos a
inequacdo do tipo x% + y? < 4 aparece o circulo todo preenchido, mas ao
modificar essa inequacédo para uma equacéo de circunferéncia do tipo x? + y? =
4 a figura permanece a mesma. Isso acontece por um erro de memaoria, pois
ainda mostra figura do circulo anterior. Além disso, apesar de definido a equacao
do circulo, podemos mové-lo sem preocupacao com o centro do circulo quando
tocamos o seu grafico.

Isso ocorre, pois, 0 software salva a imagem anterior e ndo modifica
posteriormente a mudanca da equacdo. Isso acontece nas duas versdes do

software GeoGebra acima citados.

@ 0| & Seqro | s www gsogebrarg
oL Y : @O L N
@ by 4 6.04x- 395y = -5.04

@

@ {x- L5) 4 (y - 1.60) = 4

Imagem 10: Erro, 3 objetos para duas equacdes
Fonte: www.geogebra.org/classic. Acesso em 12/03/2018.
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Isso requer um cuidado a mais do usuario e requer que o professor
identifique e corrija esses erros para o estudante. Pois pode levar a crer que
significa 0 mesmo objeto.

Também se nota que ao digitar um expoente, no GeoGebra, é sempre
necessario apertar a tecla ‘seta direita’ do teclado, para que o cursor volte para
o local apropriado. Isso € desnecessario com o Desmos, pois entende que
expoentes mais elaborados ndo sdo tdo comuns em ambiente escolar. Por
exemplo, quando lemos e explicamos uma equacao do tipo x? + y? = 4 falamos:
”x elevado ao quadrado mais y elevado ao quadrado igual a 4”. Essa fala nédo

precisa ser interrompida ao digitarmos a equacdo em Desmos, porém ao

digitarmos com essa fala no GeoGebra temos a equacéo X2ty que nao faz
nenhum sentido. Mostra que a experiéncia de digitacdo em software Desmos é
mais confortavel.

Uma das dificuldades em fazer esse tipo de comparagéo entre os dois
softwares sao as atualizagcbes que podem ser realizadas, principalmente no
software GeoGebra. Desde o inicio da pesquisa 0 software Desmos nao teve
nenhuma alteracdo, enquanto o software GeoGebra passa por mudancas. I1sso
proporciona uma instabilidade ao software GeoGebra bem como pequenos erros
no processamento. Enquanto isso, a equipe da Desmos lancou seu software de
geometria dindmica separado da calculadora gréfica, disponivel online em:
www.desmos.com/geometry.

Finalizamos esta comparacéo na segunda-feira, 28 de outubro de 2018.
Sabendo que provavelmente os softwares jA possam estar atualizados e
melhorados para versdes diferentes até a defesa da pesquisa e publicacédo de

resultados.
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4 PLANEJAMENTO DAS ATIVIDADE

4.1 PLANO CARTESIANO: LOCALIZACOES

Os objetivos desta secdo séo: apresentar o plano cartesiano; introduzir
a métrica usual do plano cartesiano; introduzir a nocéo de lugar geométrico no
plano cartesiano; utilizar a formula distancia entre dois pontos como modo de
traduzir algebricamente uma propriedade geométrica; apresentar o software
Desmos para a sequéncia dos estudos.

O conceito do plano cartesiano foi introduzido por volta do século XVII,
pelo trabalho dos matematicos franceses René Descartes e Pierre de Fermat
para representar graficamente pares ordenados (x,y) de ndmeros reais
(BEZERRA, 2010).

A ideia fundamental do plano cartesiano, que consiste em um sistema
de referéncia, é que identifica a cada ponto de um plano com suas duas
coordenadas ordenadas. O plano cartesiano consiste de duas retas orientadas
perpendiculares entre si, uma na vertical e outra na horizontal, chamadas de
eixos coordenadas. O ponto de intersecdo desses dois eixos é chamado de
origem do sistema. O eixo horizontal € dito eixo das abscissas e 0 eixo vertical,
eixo das ordenadas. Em cada eixo se associa os lugares geométricos de seus
pontos com 0s numeros reais como € feito na Reta Real. Feito isto, a
identificacdo de cada ponto P do plano cartesiano com suas coordenadas é feita
como sendo a primeira coordenada o valor real x resultante da projecdo
ortogonal do ponto P sobre o primeiro eixo e a segunda coordenada o valor y
resultante da projecao ortogonal de ponto P sobre o segundo eixo, denotado por
P(x,y).

Ao iniciar o software Desmos nos deparamos diretamente com um plano
cartesiano, com uma coluna a esquerda para inserir objetos matematicos. Ao
clicar no icone ferramentas, chave inglesa, canto superior direito, podemos
configurar o plano cartesiano conforme preferéncia. O software apresenta,

também, a possibilidade para utilizacdo, conforme a imagem 11, de grades
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cartesianas ou polares, aparecer ou ndo 0s numeros, linhas de grade menores
(Minor Grinlines), colocar ou retirar setas dos eixos, aparecer ou ndo 0s eixos x
ou y, homear 0s eixos e determinar a sequéncia de niumeros que ir4 aparecer

nos eixos,de 1 em 1,2 em 2, e etc.

%

& Axis Numbers

y - Ordenadas
+

Minor Gridlines

™ Arrowes yai | ‘ | ‘ .(ya' xa)

+@
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W Eixo X Abscissa 3

—10 Z£x =10 Passo 1
—

W Ebay Ordenadal 9 10 1

sclssa AI
—6.100 <y £ 6199 Passo 1

4 3 2 a1 0 1 2 3 4 5 6 Xq7 [ 9 101
X - Abscissas

Graus -1

Imagem 11: Configuracdes do grafico
Fonte: www.desmos.com/calculator.

A localizacdo desse ponto no plano, far-se-a conduzindo por A retas
paralelas aos eixos, sendo que uma delas intercepta o0 eixo x no ponto A’ de
abscissa x, e a outra intercepta o eixo y no ponto A” de ordenada y,. Em
Desmos, podemos inserir as equagdes x = x,, depois y = y,, onde x, € y, sdo
constantes fixadas em um momento, e criar controles deslizantes para x, € y,,
o Desmos construira estas equacées como retas uma vertical e outra horizontal
aos eixos ordenados, e por fim identificar o ponto A(x,, y,)-

O plano cartesiano fica, assim, dividido em quatro regides, que sao
denominados quadrantes, imagem 12: o primeiro fica acima do eixo das
abscissas e a direita do eixo das ordenadas; o segundo, acima do eixo das
abscissas e a esquerda das ordenadas; o terceiro, abaixo do eixo das abscissas
e a esquerda das ordenadas; e, o quarto, abaixo do eixo das abcissas e a direita
do eixo das ordenadas. O sinal de x e o sinal de y dependem do quadrante em
gue o ponto esta situado. A origem do sistema possui ambas as coordenadas
nulas.

Na continuacdo apresentaremos as atividades que faram parte da

sequéncia didatica.
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2° quadrante a 1° quadrante
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Imagem 12: Conceitos de quadrante, abscissa e ordenada
Fonte: www.desmos.com/calculator/Ix7iykpyfy.

Atividade 1.01 — Para esta atividade temos por objetivo motivar os alunos
ao estudo de pontos no plano. Para isso, com 0 uso do computador via internet
incentivamos o estudante a procurar o mapa da cidade onde moram,
encontrando a imagem para colocar no Desmos e realizar o estudo dos pontos
principais da cidade. A seguir sugerimos a atividade:

1. Pesquise 0 mapa da cidade no Google (Pode-se disponibilizar uma
imagem padréo para todo o grupo). Para isso sugerimos a utilizagdo de imagem
real 3D vista de cima e sua representacdo em 2D, com a visdo das ruas apenas.

Como mostra a imagem a segulir.

Supermercado Amigao

: i SR A IR e S U0,
Imagem 13: Mapa da cidade de Dois Vizinhos
Fonte: www.google.com/maps.

2. Inserir o mapa no editor do Desmos (Basta arrastar a imagem para o
Desmos).

3. Ajuste o tamanho e a posi¢cado da imagem. Conforme indica no proprio
editor do Desmos, imagem 16. Neste caso, colocamos o centro da imagem na
origem (0, 0) com as dimensdes: altura 14 e largura 20.
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MAPA_DQIS_VIZINHOS2 png
center: (00) width: 20
Angle: 0 Height: 14

MARS_DOIS VIZINHOS png

center: (00) width: 20
Angle: 0 Height: 14

Imagem 14: Posicédo e dimensdes da imagem em Desmos.
Fonte. www.desmos.com/calculator.

4. Localizar no mapa, utilizando o sistema de coordenada do Desmos,
quais as coordenadas dos pontos de referéncia da cidade (como as coordenadas
de onde est4 a escola, do banco, da praca, do teatro, prefeitura e etc.). A imagem

15 a sequir ilustra como ficou a situacdo da atividade:

Imagem 15: Tela final da atividade.
Fonte: www.desmos.com/calculator/mvjcsgljwf.

Atividade 1.02 - Nesta atividade objetivamos além dos conceitos vistos
sobre pontos no plano cartesiano, coordenadas, localizacbes dos quadrantes,
mas também os de bissetrizes dos quadrantes impares e pares com o Desmos.

Localizar no plano cartesiano, os pontos descritos abaixo, identificando
a que quadrante cada um pertence, se pertence ao eixo das abscissas, das
ordenadas, a bissetriz dos quadrantes impares ou a bissetriz dos quadrantes
pares. Pontos: A(3,3),B(—5,1), C(—1,-6), D(2,-3), E(0,4), F(3,0), G(—4,0) e
H(0,2), I(5, 4.99) .

1. Na coluna esquerda do Desmos insira cada ponto e veja sua localizacéo;

2. Digitar as equagbes y =x e y = —x que sao retas e chamaremos de
bissetrizes dos quadrantes impares e pares, respectivamente.

3. Com os pontos ja localizados determine se 0 ponto pertence a um

guadrante, a um eixo ou a uma bissetriz.
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F - Eixo das abscissas

—3) 10 8 5 4 2 rf 2 a [

Imagem 16: Final da atividade onde pertencem os pontos.
Fonte: www.desmos.com/calculator/w69nya2chg.

A critério do leitor: use o Desmos construa as bissetrizes dos quadrantes
do plano e conclua que eles tém por equacédo y = x e y = —x respectivamente.
Podemos ver uma proposta disso na sec¢éo de aplicacéo das atividades.

Atividade 1.03 - Ponto movel. Nosso objetivo com esta atividade é
entender o significado de constantes em matematica e que podem assumir
outros valores em instantes diferentes, desta forma vamos entender os controles
deslizantes como constantes no meio digital.

1. Insira um ponto do tipo (a, b).

2.  Crie controles deslizantes para a e para b (S0 apertar a tecla enter).

3. Descrever como € movimento desse ponto (Aluno).

4.1.1 Distancia entre dois pontos

Primeiramente veremos a definicdo de distancia entre dois pontos que
estdo sobre uma reta paralela ao eixo x. Apés a definicdo é estendida a pontos
gque estédo sobre uma reta paralela ao eixo y. E por fim, quando os pontos néo
estdo dispostos em retas paralelas aos eixos ordenados.

Sejam A(x4,y,) € B(x,,y,) pontos sobre uma reta paralela ao eixo x, das
abscissas, lembrando que x = x, € uma reta paralela ao eixo y e y = y;, € uma
reta paralela ao eixo x, entdo temos, nesse caso, que y; = y,. Assim podemos
ver que a distancia entre os pontos € a diferenca entre x, e x,. E indicado por

dag = |x, — x1]. Aimagem 17 a seguir ilustra a situagao, com y; =y, = 1.6.
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dhs= fr x|

Imagem 17: Distancia entre péntos
Fonte: https://www.desmos.com/calculator/yfdicppghm.

Para o caso de os pontos estiverem sobre uma reta paralela ao eixo y, sejam
eles A(x1,y1) € B(xy,y,), teremos entdo que x; = x,. Sendo assim, podemos
calcular a distancia apenas com: d,z = |y, — ¥1|. Como indicado na imagem 18

abaixo, com x; = x, = —4 fixado.

yp= =2

2

dyp= o= 71| b
4

Imagem 18: Distancia entre dois po'ﬁtos
Fonte: https://www.desmos.com/calculator/ymwmkxxnvr.

Atividade 1.04 - Nesta atividade visamos construir a nocéo de distancia
entre dois pontos e serd resumida em uma férmula. Para isso utilizaremos o
mapa anterior da cidade onde os alunos moram como motivagao para o estudo
de distancia entre pontos. Queremos saber a distancia da Escola, de

coordenadas A(0,—1), em linha reta até o Restaurante, no ponto B(3, 3).

o
Imagem 19: Mapa da cidade em Desmos.
Fonte: www.desmos.com/calculator/pgzofuazqy.
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Para isso queremos calcular a distancia entre os pontos A(0,—1) e
B(3,3). Para entender isso, aconselhamos a:

1. Insira uma tabela no editor do Desmos. Para isso, va no simbolo de [+] e

selecione a opc¢ao tabela, como indicado na Imagem 20 a seguir.

L < B«
Jix) Expressio i_VIZINHOS2 png
GE93 Miota

% Tabsla

- Pasta

Imagern

el A- Escola

Imagem 20: Inserir tabela em Desmos.
Fonte: www.desmos.com/calculator.

2. Digite os pontos A e B na tabela inserida, imagem 21.

231 ‘@J’l

R

3 3
|

Imagem 21: Tabela em Desmos.
Fonte: www.desmos.com/calculator.

3. Ligue os pontos A e B com um segmento (para isso va no cabecalho da
tabela e mude o estilo entre pontos, imagem 22).
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Imagem 22: Estilo da representagéo dos pontos na tabela.
Fonte: www.desmos.com/calculator.

4. Trace uma reta horizontal pelo ponto A (para isso digite y = —1).

5. Trace uma reta vertical pelo ponto B (para isso digite x = 3).

6. Localize o ponto C(—1, 3) do triangulo retangulo, ponto de intersecao entre
asretasx =—-1ley=3.
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7. Determinar a medida dos catetos como visto na pagina 36. E, em seguida,
com a aplicacdo do teorema de Pitagoras, em que o “‘quadrado da medida da
hipotenusa é igual a soma da medida dos quadrados dos catetos” ou c¢? = b? +
a? (EVES, 2004).

5 T
o e ,a'\/f stadua 2 4

2T Geppois Vizinhos
Ay b C

Ima:qzer; 723: Tfiéﬁguio reténg'ulor
Fonte: www.desmos.com/calculator.

8. Por fim, determine a distancia entre os pontos do plano. O resultado
esperado nesta atividade é igual 5 unidades de comprimento. Esta atividade
pode ser acessada em: www.desmos.com/calculator/pgzofuazqy.

Atividade 1.05 - Nesta atividade visamos seguir a construcao
desenvolvida no item anterior, individualmente pelo aluno para ele internalizar a
sequéncia, por isso queremos que ele calcule a distancia entre dois pontos,
desta forma o aluno compreenda a demonstracao da férmula.

Calcule a distancia entre os pontos A(—2,-3) e B(4,5).

1. Insira uma tabela no editor do Desmos.

2. Digite os pontos A e B na tabela inserida.

3. Ligue os pontos A e B com um segmento (para isso va no cabecalho da
tabela e mude o estilo entre pontos).

4. Trace uma reta horizontal pelo ponto A (para isso digite y = —3).

5. Trace uma reta vertical pelo ponto B (para isso digite x = 4).

6. Localize o ponto C(4, 2) do triangulo retangulo, ponto de intersecao entre
as retas x = 4 e y = —3. Desenhe esse tridngulo ABC.

7. Determine a medida dos catetos do triangulo ABC.

8. Com a aplicagéo do teorema de Pitagoras determine a distancia entre os

pontos A e B. Atividade disponivel em: www.desmos.com/calculator/jtwnxkvrim.
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Atividade 1.06 - A férmula da distancia. Nesta atividade visamos abstrair
a construcdo anterior, concluindo a férmula da distancia entre dois pontos
quaisquer do plano.
De forma geral, determine a distancia entre os pontos A(x,,y,) €
B(xp, yp)-
1. Insira uma tabela no editor do Desmos.
2. Digite os pontos A e B na tabela inserida (crie controles deslizantes para
Xar Yar Xp © Yb)-
3. Ligue os pontos A e B com um segmento (para isso va no cabecalho da
tabela e mude o estilo entre pontos).
4. Trace uma reta horizontal pelo ponto A (para isso digite y = y,).
5. Trace uma reta vertical pelo ponto B (para isso digite x = x3,).
6. Localize o ponto C(x,,y,) do triangulo retangulo, ponto de intersecao
entre as retas x = y, e y = x;,,. Desenhe o triangulo ABC.
7. Discuta como pode ser calculado cada cateto.
8. Com a aplicacéo do teorema de Pitdgoras, no triangulo ABC, conclua que

a formula geral da distancia entre os pontos A e B é dada por:

dap =/ (xa — %)% + (Va — ¥5)?

Que pode ser digitada diretamente no Desmos. A atividade pode ser
consultada em: www.desmos.com/calculator/vuxzvbhuma. Pode também ser
usada para exercicios de fixagcdo como por exemplo calcular a distancia entre os
pontos A(1,2) e B(3,-1).

4.1.2 Ponto Médio

Atividade 1.07 — Nesta atividade vamos construir a férmula do ponto
meédio de um segmento. Segundo Barbosa (1995), chama-se “ponto médio de
um segmento AB a um ponto C deste segmento tal que AC = BC” (p. 10). Para
ter uma no¢éo do ponto médio de um segmento visualizaremos primeiro no eixo

x, das abscissas.


http://www.desmos.com/calculator/vuxzvbhuma
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Sejam A(a,0) e B(b,0) pontos diferentes, a # b, sobre o eixo x, com
ordenada y = 0 em ambos os pontos, significa que o segmento AB esta sobre o
eixo X.

Encontrar o ponto médio C(c,0) do segmento AB. Para tal atividade,
sugerimos utilizar apenas o0 eixo x, assim podemos ir em configuracdes e

desabilitar o eixo y conforme indica a imagem seguinte.
|

Wodo de Projegéo i

‘/G_r_aide % Axis NUmBErs +
HH Minor Gridlines

Setas

| WEBR X arld a label

- -1 =x =10 Passor 1

Eixo y

—6.711 <y < 6711 Passo: 1

Radianos Graus

Imagem 24: Sem usar 0 eixo y
Fonte: www.desmos.com/calculator.

1. Inserir os pontos A(a,0) e B(b, 0), criando os controles deslizantes para a
e b.

2. Mover os pontos pelo eixo x, como melhor Ihe convir.

Para determinar as coordenadas de C discutiremos que a distancia do
ponto A até C deverd ser igual a distancia do ponto C até B.

3. Inserindo dois pontos um com coordenada C’'(a — k,0) e outro com
coordenada C"(b + k,0), bem como um controle deslizante para k,
variando entre a e b.

4. Notar que ao mover o deslizante k, existe um lugar geométrico onde os
pontos acima coincidem. Esse lugar € o ponto médio e (a — k,0) = (b +
k,0).

5. Algebricamente teremos que o ponto médio é quando ocorre a —k = b +
k, isso nos gera k = %. Substituindo nas coordenadas de C’ e C” temos

a+b

C' (a —aT_b,O) eC" (b +az;b,0), logo C’ (TO) ecC" (bJ’Ta,O) segue que

C' = C" vemos que 0 ponto médio € Unico e que a coordenada de C é

(50)
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A mesma situacao € valida para o caso A(0,a) e B(0,b) pontos sobre o
eixo y, encontramos o ponto médio €(0,c) onde ¢ = aTJ’b seguindo o0 mesmo

raciocinio. Deixamos a cargo do leitor.
Mostraremos que para quaisquer pares de pontos do plano do tipo

A(aq, ay) e B(by, by) teremos o ponto médio do segmento AB que néo € paralelo

a1+b1 ap +b2

ao eixo x, nem ao eixo y € dado por C( S ) Para fixar essa ideia

sugerimos a seguinte atividade:

Atividade 1.08 — Construcdo do ponto médio de um segmento. Sejam 0s
pontos A(x,,y,) € B(xy,y;,) diferentes, determine o ponto médio M(x,,, y,,) do
segmento AB.

1. Insira os pontos A(x,,y,) € B(xp, ¥p)-
2. Crie controles deslizantes para x,, Vg, X € Vp.
3. Seguir as construgcbes realizadas anteriormente e concluir que as

~ + + : Adi
equacdes x,, = ey =22 determinam as coordenadas do ponto médio,
2 2

gue € o0 mesmo que inserir diretamente.
4. Inserir 0 ponto M (X, Yim)-

A atividade 1.08 pode ser consultada no seguinte link disponivel em:
www.desmos.com/calculator/fwbwvazyer.

Observe que variando o ponto A ou B teremos que M também varia,
desta forma podemos determinar todos os pontos do segmento AB. Como a reta
determinado por AB contém o segmento AB, nos induz a pensar que podemos
determinar todos os pontos dessa reta fora do segmento AB. Fica a critério do
leitor determinar todos os pontos dessa reta usando o conceito de ponto médio.

Atividade 1.09 - No plano cartesiano, os pontos A(—2,5) e B(6,1)
representam duas casas de uma propriedade rural. Deseja-se perfurar um poco
equidistante as casas, de maneira que essa distancia seja a menor possivel.
Quais devem ser as coordenadas do ponto M onde o po¢o deve ser construido.

1. Selecione a imagem de duas casinhas simples e do poc¢o, pode-se usar
qualquer imagem disponivel na internet.

2. Posicione as casas em suas respectivas coordenadas, nesse caso
A(—2,5) e B(6,1).
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3. Questione aos alunos como é possivel saber o local exato para inserir 0
poco. Qual o significado de equidistante? Para chegar a concluséo que é o ponto
médio.

4. Insira 0 pogo nas coordenadas médias dos pontos. Fazendo os calculos

M (_2;6,5%1). As coordenadas do poc¢o podem ser inseridas do seguinte modo,
imagem 27:

pogo_desenho.png

2

Imagem 25: Posi¢éo do centro do pogo
Fonte: www.desmos.com/calculator/o3txe7jork.

5. Por fim, as coordenadas do ponto médio sdo, M (2, 3). Ao final a atividade,

na imagem 28, fica do seguinte modo:

+ s &% «

L t
® (= d =

l', [~
LI
o I ; ;

Imagem 26: Localiza¢do do pocgo
Fonte: www.desmos.com/calculator/o3txe7jork.
4.2 RETAS

Vimos, anteriormente, que um ponto é caracterizado, no plano
cartesiano, por um par ordenado de numeros reais, onde conseguimos
caracterizar todos os pontos de um segmento e fora dele. Aqui, queremos
caracterizar a reta como “um conjunto de pares ordenados que satisfazem uma
equacao de primeiro grau” do tipo ax+by+c=0, com a#0 ou b+#0
(BEZERRA, 2010, p. 21). E que, caso a = 0 ou b = 0 teremos retas paralelas

aos eixos x e y, respectivamente.
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Para justificar isso, por exemplo, com o uso do Desmos podemos
construir retas perpendicular ao eixo x, para isso, podemos inserir varios pontos
de coordenadas (a, —3), (a, —2), (a,—1), (a,0), (a,1), (a, 2), (a,3),...etc. Assim,
vemos uma reta como um conjunto de pontos e para representar o conjunto de
todos esses pontos, basta digitar x = a, em que a € um numero real qualquer.

Na imagem abaixo, vemos uma reta construida para x = 1.5.

© © © © e NSl

a?
>

Imagem 27: Reta perpendicular‘a X
Fonte: www.desmos.om/calculator

O mesmo ocorre com retas perpendiculares ao eixo y. Para construir
uma reta perpendicular ao eixo y, fazemos analogo para os pontos (—3,b),
(=2,b), (—1,b), (0,b), (1,b), (2,b), (3,b), ...etc. Para representar o conjunto de

todos os pontos, basta digitar y = b, em que b € um numero real e ver sua

construcao.

Imégem 28: Reta perpendicular a y'
Fonte: www.desmos.com/calculator.

Podemos construir uma reta com base em seu coeficiente angular, no
caso da reta nao ser vertical ou horizontal. Consideremos dois pontos A(x;, V1),
B(x,,y,) sobre uma reta r. A equacao geral da reta sera: ax + by + ¢ = 0. Para
verificar isso, seja C um ponto genérico alinhado aos pontos A e B como mostra

na imagem.
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o X1 x2 X

Imagem 29: Inclinagéo da reta
Fonte: www.desmos.com/calculator

O coeficiente angular da reta, que pode ser entendido como inclinagéo

ou declinacdo, comumente representado pela letra m. Tal coeficiente angular da

= yz_il, sempre que

X2—X1

reta determinada pelos pontos A e B sera calculado por myg

x; # x,. Observacao: essa definicdo € a mesma para a tangente do angulo, onde

2277 1ogo tan @ = m. Assim, com qualquer outro ponto genérico C(x,y),

X2—=X1

tana =

y—_zl, como m,. = mAB = m. Podemos, também, formar a equacao
—A1

temos My, = .

geral da reta com uma expressao do tipo y —y; = m(x — x;). Para representar
iISS0, sugerimos a seguinte atividade.

Atividade 2.01 - Para entendermos o significado da caracterizacdo da
reta € necessario verificar que uma reta € um conjunto de pontos que satisfazem
a equacao ax + by + ¢ = 0, ou do tipo y = mx + n. Por iSso sugerimos que:

1. Inserir pontos do tipo A(x;,v,) € B(x,y,) diferentes. Também os
respectivos controles deslizantes, porém fixos no momento.

2. Queremos tracar uma reta que passe pelos pontos A e B. Por isso
inserimos um ponto C(x3,y3). Com os deslizantes de x; e y;. Fazer a
discusséo que o ponto C devem estar alinhados aos demais pontos. Por

iIsso, devemos calcular o coeficiente angular dos pontos A4 e B. Inserindo

3. Assim, a discusséao volta-se para o ponto C (x5, y3), onde determinamos o
valor de y;, pois este, junto com o0 ponto A ou B, deve corresponder a

mesma inclinacdo dos pontos A e B, ou seja myp = mp.
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_Y3— Y2
xs—xz’

4. Por isso, considerando os pontos B e C, teremos mg como 0s

pontos A, B e C estao alinhados temos my,, = mp. que resulta em y; =
myg(x3 — x3) + y,, variando x; neste caso.
5. Assim, para cada valor de x5 teremos um y3, logo o ponto C(x3,y;) esta
alinhado aos dos pontos A e B. Verificar movimentando x;.
6. Podemos também criar uma tabela inserindo varios valores. Conforme e
imagem seguinte:
= - 8«

% | @l =)
-3 - 76050512
-4 — 67774061

59487611

-2 5120116 -6 4 -2 0 2 ] 6
-1 —4.204471
] 34688250 2 LJ
1 —2.6301800 b
~18115338
098388078 '.:
~015624573 i
5 0.67159632 s

& 1,4800444 1S

Imagem 30: Pontos na tabela
Fonte: www.desmos.com/calculator/kmgqtmjOls.

7. Pode-se também com a tabela criar uma linha de pontos. Colocando a
nocao de que a reta € um conjunto de pontos que satisfazem a equacao

y3 = myup(x; — x,) +y,. No cabecalho da tabela, conforme a imagem

abaixo:
*o \Q%(xo—xg) i AR '
- L]
—%  Points ) Color &

(o o0 | .7
_4 1
—1 _ .. L, &
Lines ® - .
- S
S R,
C

Imagem 31: Linha entre pontos na tabela
Fonte: www.desmos.com/calculator/kmgqtmjOls.

Atividade 2.02 — Construgcédo da reta. Sejam o0s pontos A(x;,y;) €
B(x,,y,) diferentes, determine a equagéao da reta que passa pelos pontos A e B.
Indicamos os seguintes passos:

1. Inserir um ponto (x4, y;) com controles deslizantes para x; e y;.

2. Inserir um ponto (x,,y,) com controles deslizantes para x, € y,.
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Y2=Y1

3. Inserir a equacdo m = para calcular o coeficiente angular.
X2~

4. Inserir a equacao do tipo y —y; = m(x — xy).
5. Verificar o resultado para quaisquer posi¢cdes dos pontos A e B.

Tal atividade o leitor encontra disponivel no endereco indicado pelo link:
www.desmos.com/calculator/z167neko4w.

A equacao da reta que passa pelos pontos A(x,,y,) € B(x,,y,) € sempre
associada a equacdao geral do tipo ax + by + ¢ = 0 ou uma equacgéo reduzida do
tipo y = mx + n. Com a equacao da reta anterior, visto no item (4) da atividade
2.02, podemos montar tanto a equacdo reduzida da reta como também a
equacao geral. Para montar a equacao reduzida precisamos apenas escrever a

equagéo y = mx —mx; +y;, assim temos o coeficiente angular m = 2=* e o

27 X1
coeficiente linear n = —mx,; + y,, para representar a equacgéo reduzida do tipo
y =mx + n.

Atividade 2.03 — equacgdo reduzida. Sejam o0s pontos A(xy,y:) €
B(x,,y,), verifigue a equacao da reta na forma y = mx + n.
1. Inserir um ponto (x4, y;) com controles deslizantes para x; € y;.
Inserir um ponto (x,, y,) com controles deslizantes para x, e y,.

2
3. Afastar os pontos para nao ficar um sobre o outro.
4

Insira o coeficiente angular m = zz zl
2741

5. Inserir o coeficiente linear n = —mx; + y;.
6. Inserir a equacgéo do tipo y = mx + n.

7. Verificar o resultado. Esta atividade encontra-se disponivel no seguinte
link: www.desmos.com/calculator/Ikimhiz8yq.
Atividade 2.04 — Equacdo da reta. Seja os pontos A(2,3) e B(3,7)
determine a equacéo reduzida que passa pelos pontos A e B. Para isso:
1. Insira os pontos (2,3) e (3,7) em Desmos.
Verifique o coeficiente angular m = 4.
Verifique o coeficiente linear n = —5.

Escreva a equagéo da reta y = mx + n ou a equagao y = 4x — 5.

o & N

Verifique o resultado.
Para representar a equagao geral podemos colocando o coeficiente

angular na equacéo. Assim, tem-se uma expressao do tipo:
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y—W =22 yl(x—xﬂ,comxl * X
X2 —Xq

Que em resumo apresenta a seguinte expressao geral:
(1 —y2)x + (xz —x)y + X1y, =%y, =0
Assim, teremos: y; —y, = a, x, —x; = b, € x;y¥, — X,y; = ¢ Na equacao
anterior obtemos: ax + by +c=0o0onde a,bec € Rcoma # 0ou b # 0.
Atividade 2.05 - Equacédo geral da reta. Sejam os pontos A(x;,y,) €
B(x,,y,) tracar uma reta que passa pelos pontos indicados.
1. Inserir os pontos A(x;,y1), B(x,,y,) no editor do Desmos.
Insira controles deslizantes para x4, y;, x, € y,.
Insira os valores de a = y; — y,.
Insira os valores de b = x, — x;.

Insira os valores de ¢ = x;y, — X3,

o ok~ w D

Inserir a equacdes geral da reta ax + by + c = 0. A atividade pode ser
consultada em: www.desmos.com/calculator/mden9oix2w.

Atividade 2.06 - Nesta atividade, vamos construir o esbo¢o da lateral
uma casa cujos pontos do teto sdo A(0,2), B(3,3), €C(6,2) e da parede séo
D(1,0), E(1,2), F(5,0) e G(5,2). O objetivo aqui € verificar a construcao de retas
paralelas aos eixos x e y.

1. Paraisso, coloque todos os pontos mencionados no Desmos.
2. Determine a equagao que passa pelos AB, BC, AC.
3. Insira todas as equacdes no editor do Desmos. O resultado inicial € um

conjunto de retas como a figura a seguir.

s

T

] 2 3 4 F [

Imagem 32: Construcao lateral da casa
Fonte: www.desmos.com/calculator/3dampirwp0.

4. Para deixar somente a casa desenhada é necessario definir os intervalos

que precisamos mostrar. Por exemplo, na reta AB queremos mostrar
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apenas o intervalo em que 0 < x < 3. Para isso, basta digitar o intervalo

entre chaves ao lado da equacéo {0 < x < 3}.

y:%x+2{0§x§3}

@ y:—%x+4{35x56}

Imagem 33: Intervalos que aparecem as retas.
Fonte: www.desmos.com/calculator/3dampirwpO.

5. Paraasretasx=1,x=5e y=2 definiros intervalos 0 <y <2e 0 <
x < 6, respectivamente. Pode-se fazer também uma reta y = 0 definiida
no intervalo de 1 <x <5. A atividade pode ser encontrada no link:
www.desmos.com/calculator/3dampirwpO.

Podemos ainda saber o angulo de inclinagdo da reta com 0s eixos
ordenados. Seja ¢ a medida do angulo que a reta r forma com o eixo x. Esta
medida a é denominada inclinagdo da reta r, considerada a partir do eixo x para
a reta r o angulo agudo.

Seja r a reta determinada por A = (x1,y1), B = (x3,y2). O coeficiente

Y2—y
x

angular ou a inclinagdo desta reta r € o nimero real m = =—= que expressa a
1

2—X

tangente trigonométrica de sua inclinacdo a, como visto na imagem 35.

)

Imagem 34: Inclinacéo da reta
Fonte: www.desmos.com/calculator.

Assim, podemos concluir que a equacdo daretaéy —y, =m(x —x;) e

que o angulo a da reta com o eixo x é dado por m = tana © a = tan ! m.
Atividade 2.07 - Inclinagcdo da reta. Verifique variando o coeficiente
angular m o comportamento de uma reta que passa por A(3,4).
1. Insira o ponto (3, 4) no editor do Desmos.

2. Insira a equacédo y — 4 = m(x — 3).
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3. Crie um deslizante para o coeficiente m. A atividade pode ser encontrada
em: www.desmos.com/calculator/ceoing2ecq.
Atividade 2.08 — Angulos e retas. Verifica a inclinacéo da reta y = mx +
3 onde m =tana para os angulos de 30° 60°, 75° e 120°. Nesta atividade,
pretende-se verificar o coeficiente angular m = tana na equacédo reduzida da
reta. Para isso teremos que:
1. Insira a letra a ‘alpha’ no editor do Desmos (para isso apenas digite
“alpha”).
2. Mudar a medida angular do aplicativo. Para isso, ir na ferramenta e clicar
em graus como mostra a figura.

Modo de Projegéo #

¥ Grade W Axis Mumbers +

' Winor Gridlines —_

Arrows

' Eixo ¥ add a label

-0 £x =10 Passo

VEboy add @ lahel

—8.218 <y < 6218 Passo:

Radianos

Imagem 35: Utilizacdo de graus
Fonte: www.desmos.com/calculator
Inserir o0 coeficiente angular m = tan a.

4. Inserir a equacao da reta y = mx + 3.
Verificar os resultados de inclinacdo. A mesma atividade pode ser
realizada com o conceito de radianos. Tal atividade pode ser encontrada

em: www.desmos.com/calculator/afhghQOoet6.

4.2.1 Posicoes relativas entre duas retas

Dadas duas retas no plano cartesiano, vamos estudar nesta secao como
se relacionam.

Atividade 2.09 - Retas concorrentes. Duas retas r e s séo ditas
concorrentes se existe um unico ponto P tal que P ereP €s,ouseja, rNs =

{P}. Sejam as retas r:a;x + b,y +c; =0 e s:a,x + b,y + c, = 0 concorrentes
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em um ponto P(x;,y;), conforme a imagem 37. Nesta atividade pretendemos
elucidar essa definicdo, portanto, sugerimos 0s seguintes passos:

1. Inserir a reta r de equacao a,x + b,y + c; = 0, com controles deslizantes
para a,, b; € c;.

2. Inserir areta s de equagédo a,x + b,y + ¢, = 0, com controles deslizantes
para a,, b, € c,.

3. Inicialmente s6 com os passos acima, vemos duas retas coincidentes,
pois a; = ka,, b; = kb, e c¢; = kc,, para todo k € R. (Pode-se criar um
deslizante para k na equagéo ka,x + kb,y + kc; = 0, mostrando que a
reta ndo muda).

4. Movendo, apenas, c¢; OU ¢, vemos retas paralelas.

E por fim, movendo qualquer um dos a4, a,, b;ou b,, vemos, assim, retas

concorrentes.

1}{1 -

N

Imagem 36: Retas concorrentes
Fonte: www.desmos.com/calculator.

Assim, como P satisfaz r: ayx + b;y + ¢; = 0 e também satisfaz s: a,x +
b,y + c, = 0 entdo, as coordenadas de P(x,,y;) séo solucdes do sistema
{alx +by+c, =0
a2x+b2y+C2 =O
Para resolver este sistema, de forma geral, podemos multiplicar r por b,
e, também, multiplicar s por —b;, obtendo o sistema
{ albzx + bley + b261 = 0
_azblx - bley - b1C2 = O

Ao realizar a adicdo das equacdes, eliminamos vy, ficamos com x =

bi—b .. ., ~
221724 quando a;b, — ayby # 0. Eliminamos a varidvel x nas equacdes,

aiby—a;bq
multiplicando a equacéo da reta r por a, e da reta s por —a,, obtendo o sistema

{ a,a,x + a;biy +a,cq; =0
—a,a,Xx — a;b,y —ac, =0
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Ao realizar a adicao de ambas as equagodes, eliminamos x, ficamos com

a2C1—A1C2

y = quandO ale - a2b1 * 0

aibz—azbq

O ponto de interse¢do das retas r e s pode ser escrito como x; =

cyb1—byc a,ci—a4qc ~
=21 22 . =—1—2 entdo P(x;,y,) sempre que a,b, # a,b,. Podemos
aib;—azby a;by—azby

dizer também, que duas retas sao concorrentes quando o coeficiente angular m
das retas forem diferentes.

Atividade 2.10 — Determinar o ponto de intersecdo das retas, esta
atividade objetiva a retomada de conceitos algébricos e verificar sua resposta
com o Desmos:

a) rx+y+1=0es:ix—2y+1=0.
b) mx=2es:2x—1=y.
—-X+5

C) m2y—x=0es:y= -

d rm—6x+3y—4=0es:6x+6y—1=0.

1. Resolva algebricamente cada sistema de equacdes.
2. Escreva cada equacéo corretamente no editor do Desmos.
3. Verifique cada solug&o encontrada.

4.2.2 Angulo entre duas retas

Nesta secdo estudaremos o angulo determinado entre duas retas do
plano cartesiano.

Atividade 2.11 — Transferidor. Esta atividade visa a criacdo de um
transferidor virtual para entender a nocdo de angulos. Para isso faremos o
seguinte:

1. Inserir a letra @ que determina um angulo com controle deslizante (basta
digitar ‘alpha’) em Desmos.

2. Configurar o intervalo de variagcédo do deslizante a paraointervalo 0 < a <
180 previamente modificar para graus no software.

3. Inserir a equagdo m = tana.
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4. Queremos que o veértice desse transferidor seja no ponto (a,b), assim

inserimos esse ponto bem como os deslizantes de a € b.

5. Inserir uma equagéao do tipo y = m(x — a) + b definida no intervalo y > b.

6. Para que figue com um arco podemos inserir uma equacdo do tipo

(x —a)? + (y — b)? = 1 definido com o intervalo cosa < x —a < 1 e ainda

y—b=0.

7. E uma reta para a base do transferidor y = b definida no intervalo x > a.

8. E possivel armazenar as equacdes deste transferidor em uma pasta

propria do Desmos. Para que seja possivel utilizad-lo em outras atividades

sobre angulo entre retas. Disponibilizamos este transferidor em:

www.desmos.com/calculator/ovtxxrsmar.

—6

%

0 2 4 6 8

Imagem 37: Transferidor Virtual
Fonte: www.desmos.com/calculator/ovtxxrsmar

No link do transferidor podemos realizar varias outras atividades, como

exemplo: queremos verificar o angulo entre as retas r:x—y—-3=0 e s:x —

V3y — 1 = 0. Para isso, teremos que:

1
2
3.
4

Acessar o transferidor em: www.desmos.com/calculator/ovtxxrsmar.
Inserir a equacdo daretar:x —y —3 = 0.

Inserir a equacéo da reta s:x —v3y —1 = 0.

Ao colocar o vértice do transferidor no ponto (1, 0) verifica-se que o
angulo que a reta s forma com o eixo x é de 30°.

Ao colocar o vértice do transferidor no ponto (3, 0) verifica-se que o
angulo que a reta r forma com o eixo x é de 45°.

Ao colocar o vértice do transferidor no ponto de intersecéo das duas
retas, verifica-se, com facilidade, que o angulo agudo entre essas

duas retas € a diferenca entre os angulos, ou seja, 15°.
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Pode-se, também, definir uma férmula para calcular o angulo entre duas
retas. Para isso, seja @ 0 angulo formado por duas retas concorrentes r e s, nao
perpendiculares ao eixo das abscissas e a, e ay; 0s angulos que as mesmas

formam, respectivamente, como sentido positivo do eixo das abscissas.

Imagem 38: Relacado entre angulos
Fonte: www.desmos.com/calculator.

No triangulo ABC, o angulo ag € externo, portanto, igual a soma dos
angulos internos ndo adjacentes: a;=a, +ta e a=a;—a,. Se a = a; — a,,

tan ag—tan a,

entdo tana = tan(ag — a,) = m.

Como tana; =m,; e tana, =m,

teremos:
mg —m,
tana = ——
1+mg-m,
Observacoes:
(1) tana > 0 entdo a é um angulo agudo.

(2) tana < 0 entdo a é um angulo obtuso.

Logo, tana = | , 0 angulo calculado sempre sera agudo, uma vez

Mg—My
m

1+mgmy
gue tana = —tan(180° — «a).
Atividade 2.12 — O aplicativo Desmos né&o verifica o angulo entre as

retas. No entanto, decidimos aqui criar uma maneira de calcular. Portanto,
devemos calcular o angulo entre as retas r:a;x + b,y +c; = 0 e areta s:a,x +
b,y +c, =0.

1. Inserirasretasr:ayx + b;y+c, =0es:a,x+ b,y +c, =0.

2. Criar controles deslizantes para a4, a,, by, by, ¢4, C5.

3. Calcular os coeficientes dere sm, = —Z—

4. Inserir a férmulam = |——"r

1+my-mg
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5. Inserir a inversa da tangente a =tan"!m. O link para a atividade é
www.desmos.com/calculator/igep90085b.
Atividade 2.12 — parte 2. Determine o angulo formado pelas retas r: 3x +

y—5=0es:2x—y+1=0.

Solucéo:
a 3 -2
Comom=—;,temosmr=—I=>mr=—3ems=_—1=>ms=2.
—-3-2 5
Logo: tana = |—| = |——| =|1| =1= a = 45°.
1+(=3)-2 -5

Como temos construido na atividade anterior uma féormula junto ao
Desmos para calcular isso, podemos apenas inserir 0s valores para
a,,a,, by, by, cq, c, € verificar o resultado.

Observagao: Se uma das retas r ou s for perpendicular ao eixo das

abcissas, entdo essa reta néo tera coeficiente angular. Neste caso, teremos:

-1 0

T 1 zTa ) 5 ?\7 3
-1

Imagem 39: Angulo entre retas com uma perpendicular a abscissa
Fonte: www.desmos.com/calculator.

Caso 1: Declinacéo Caso 2: Inclinagéo
a=as;—90° a=90°— ag
tan ¢ = tan(a — 90°) tan @ = tan(90° — ay)
1 1 1 1
tana = —cotay, = — =—— tana = cota, = =—
tan a, mg tana, mg
As formulas acima podem ser resumidas em:
1
tana = [—
mS

4.2.3 Retas paralelas

Duas retas coplanares r e s com suas inclinagdes definidas sao paralelas
entre si, se, e somente se, seus coeficientes angulares forem iguais. Como visto

na atividade 2.09. Entéo, r || s = m, = m;.
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0 1 / 3 4 5/5 "? 3 3 10
Imagem 40: Retas paralelas
Fonte: www.desmos.com/calculator

Observacgao: para retas perpendiculares ao eixo das abscissas, as

equagodes serdo, respectivamente, x = x,. e x = x,, € Sao paralelas neste caso o

coeficiente angular é nulo, conforme a imagem:

Imagem 41:Retas verticais paralelas
Fonte: www.desmos.com/calculator.

Atividade 2.13 — Verifigue em Desmos que asretasr:a;x + byy +¢; = 0

e s:a,x + b,y + ¢, = 0 séo paralelas se, somente se, a; = ka, e b; = kb,, para
todo k € R.

1.

a ~ 0N

Inserirasretas r:a;x + byy+c; =0es:a,x + b,y +c, =0.

Inserir os controles deslizantes de a4, a,, by, by, ¢4, C5.

No controle deslizante de a, e b, colocar a, = ka, € b; = kb,.

Inserir um controle deslizante para k.

Verificar todas as possibilidades. www.desmos.com/calculator/i3kfpkxtmt.

Atividade 2.14 — Obtenha a equacéo geral da reta r que passa pelo ponto

A(3,2) eéparalelaaretas:6x —2y—1=0.

1.

2
3.
4

Inseriraretas:6x —2y —1 = 0.

Inserir o ponto (3, 2).

Inseriraretar: 6x — 2y + ¢ = 0. Coloque um controle deslizante para c.
Encontrar o valor de ¢ desejado algebricamente. Verifiqgue o resultado

modificando o deslizante ¢. www.desmos.com/calculator/bk7fh97sdl.
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4.2.4 Retas perpendiculares

Sabemos que duas retas r e s sdo perpendiculares entre si se, e somente

se, 0 produto de seus coeficientes angulares for igual a —1.

rlsem.- -miy=—-1em,.=——m;#0
mS

Para inserir essa nogcao de perpendicularismo podemos montar um
“esquadro virtual”, o qual sera construido usando a perpendicularidade dos eixos
ordenados, visto que ja sao definidos como perpendiculares. Para isso
exploraremos todas as ideias de retas que ja estudamos.

1. Com o Desmos em sua tela inicial, inserir uma reta do tipo r: y = mx

com o controle deslizante para m.

2. O deslizante de m deve ser zerado para que essa reta r coincida com
0 eixo x.

3. Queremos agora uma reta s que coincida com o eixo y e seja sempre
perpendicular a r. Por isso escreveremos, s: x = —my, a reta escrita
nessa forma evita que haja divisdo por zero.

4. Dessaformatemos duas retas r e s que séo sempre perpendiculares,
em funcdo de m, mas que estédo fixas no ponto (0,0). Queremos
agora mover as duas retas para qualquer ponto do plano, para
verificar a perpendicularidade.

5. Assim, inserimos um ponto (a, b), j& com os deslizantes de a e b,
tomando valores reais.

6. Modificar as equacdes anteriores em (1) e (3) parar:y —b = m(x —
a).

7. E a outra equacéo para s: x —a = —m(y — b). Assim esse esquadro
se movimenta, por translacdo, em qualquer ponto do plano. Este
esquadro  virtual esta  disponivel no  seguinte  link:

www.desmos.com/calculator/pkwx4n5kwh.
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O “esquadro” podo ser utilizado em qualquer atividade, como exemplo:
queremos verificar se as retas t:y=2x+1 e wy=-2x+1 sé&o
perpendiculares ou ndo. Para isso, basta que:

1. No link do” esquadro”: www.desmos.com/calculator/pkwx4n5kwh.
Inserir as equacoes das retas t e u.

Colocar o ‘esquadro’ no ponto de intersecao das retas t e u, (0,1).

Verificar que as retas ndo se encaixam no “esquadro”.

a k& DN

Aritmeticamente teremos que m, = 2 e mg = —2 e logom,. - my = —4
0 que mostra que nao sao perpendiculares.

Outra atividade que podemos usar essa ideia € verificar se asretasr: y =
x+1es:y=—x+ 2 sao perpendiculares. Assim, faremos:

1. No link do ‘esquadro’: www.desmos.com/calculator/pkwx4n5kwh.

Inserir as equacoes das retas r e s.

2
3. Colocar o “esquadro” no ponto de intersecao das retas r e s, (%%)
4. Verificar que as retas se encaixam perfeitamente no “esquadro”.
5. Aritmeticamente teremos que m, = 1 e mg = —1. Logo, m,, - m; = —1
gue satisfaz a condicao de perpendicularismo.
Atividade 2.15 — Verifiqgue em Desmos a condi¢cao de perpendicularismo
paraasretasy =mx +1ey=m,x + 1.
1. Inserirasretasy =mx+1ley=myx + 1.
2. Crias controles deslizantes para m; e m,.

3. No controle deslizante de m, colocar a condicdo de perpendicularismo
my = — -
my
4. Verificar alterando os valores em m;.
Atividade 2.16 — Verifique em Desmos se as retas ax + by + c = 0 e bx —
ay + ¢ = 0 séo perpendiculares.
1. Inserirasretasax+by+c=0ebx—ay+c=0.
2. Criar os controles deslizantes para a, b e c.
3. Verificar o que acontece ao modificar os valores de a, b € ¢ no Desmos.
Atividade 2.17 — Obtenha a equacdo geral da reta r que passa por
A(3,—2) e é perpendicular aretat:6x —2y —1 = 0.

1. Inserir o ponto (3, 2) no Desmos.
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2. Inserir no Desmos a equacao dareta 6x —2y —1 =10

3. Inserir uma reta da forma 2x + 6y + ¢ = 0. Criar um deslizante para c para
procurar o valor para a equacao.

4. Encontrar o valor de ¢ algebricamente. Inserir o valor encontrado no

deslizante ¢, que conclui o problema.

4.2.5 Distancia entre ponto e reta

Sejam a reta r e 0 ponto P n&o pertencente a r. A distancia do ponto P
aretar, representado por dp ., € a distancia entre o ponto P considerado e a sua
projecdo ortogonal P’ sobre a reta r. Considerando a situacdo no plano

cartesiano, temos:

Imagem 42: Distancia entre ponto e reta
Fonte: www.desmos.com/calculator.

Para esta proposicdo podemos encontrar a reta perpendicular a reta r
dada que passa pelo ponto P em questdo. Em seguida, encontrar o ponto de
intersecao entre as retas, e, naturalmente calcular a distancia entre dois pontos.
Por isso, sugerimos a seguinte atividade.

Atividade 2.18 — Calcular a distancia do ponto P(x,,y;) a reta r:ax +
by + ¢ = 0. Para isso, a sugestao é que:

1. Inserir o ponto P(x;,y;) no Desmos, bem como os controles deslizantes
de x; e y;.
2. Inserir duas equag0des da reta uma na forma r: ax + by + ¢ = 0 e outra na

forma a,x + b,y + c; = 0 para organizarmos os dados.
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3. Queremos que a reta a,x + b,y + c; = 0 seja perpendicular a outra reta.
Portanto, devemos por nos controles deslizantes a; = b, b; = —a,
verificado na atividade 2.16.

4. Para que esta reta a,x + b;y + c; = 0 passe pelo ponto P devemos ter
c; = ay; — bx;.

5. Para encontrar o ponto de intersecdo das duas retas podemos usar a

expressio: x, = <A g 5, = 247U (om 6 ponto (xy, V)
p X2 T oy an, Y2 = tip—ab: p 2:Y2)-

6. Feito isso, basta inserir a féormula da distancia entre dois pontos d =

J(x; — x1)? + (y, — y1)? para obter o resultado. Esta atividade encontra-
se disponivel em: https://www.desmos.com/calculator/u6fe72vapv.

N&o obstante, podemos observar que ndo € necessario 0 uso de
férmulas para resolver esse problema, basta usar os conhecimentos pré-
estabelecido. Contudo, queremos aqui deduzir a formula exclusiva para esse
calculo, procederemos como segue: substituir os pontos x, e y, do passo 5 e 6
chegamos na férmula indicada abaixo.

Seja um ponto P(x;,y,) € umareta s: ax + by + ¢ = 0, a distancia entre
0 ponto P e a reta r é dada por:

i, = lax; + by, + c|

Convenhamos que a demonstragéo algébrica desta formula €, na visdo

dos alunos, um tanto exaustiva no Ensino Médio e foge ao objetivo desse texto.
O anexo D deixa claro esta demonstracéo algébrica. Contudo, vemos o quao util
é esta formula ao calcular distancias entre pontos e retas. Por exemplo, podemos
inserir a formula acima na atividade anterior e verificar os resultados.
Calcular a distancia do ponto A(—2,5) a reta r:3x — 4y — 24 = 0. Para
isto, basta colocar a formula no Desmos:
d, = lax, + by, + c| _ |3+ (=2) —4-(5) — 24| _ |—50]| — 110 = 10

O resultado pode ser verificado em Desmos.
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4.3 CIRCUNFERENCIA

A circunferéncia, historicamente, foi considerada durante muitos anos,
uma figura geométrica perfeita. Na antiguidade foi estudada por diversos povos,
0s quais sabiam dividi-la em partes congruentes, entre as quais em sessenta
partes, surgindo assim o sistema sexagesimal de contagem, caso da medicdo
de angulos e de tempo (EVES, 2004).

Para a definicdo de circunferéncia temos que é o lugar geométrico de
todos os pontos de um plano «, cuja distancia a um ponto C, desse plano, € uma
constante positiva r. O ponto C € denominado centro e a constante r denominado
raio da circunferéncia (BARBOSA, 1995).

4.3.1 Equacgéao da Circunferéncia

Consideremos, no plano cartesiano, um ponto genérico P(x,y) da

circunferéncia de centro C(x.,y.) eraior, r > 0.

6

___________________ =]
2
S |

0
1 1 2 3 4 SXE 7 g 9

-1
Imagem 43: Definicdo Circunferéncia
Fonte: www.desmos.com/calculator/tvtklg5ouk.

Todo ponto da circunferéncia tem sua distancia ao centro igual ao raio,
portanto, pela formula da distancia entre dois pontos P e C € dp; = r, obtemos a

equagao:

Va—x)2+ G -y)?=r
Ou podemos escrever

(x — xc)z + (y - yc)z =r?
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Pois ambos os lados da primeira da mesma s&o nimeros positivos.

Para fixar esta ideia no Desmos, seja €C(1,1) e r = 1 dados, seguir a

sequéncia de passos:

1.

Inserir a equacao de uma reta que passe pelo ponto C(1,1), ou seja

equacdaoy — 1 =m(x — 1).

Criar um deslizante para m.

Inserir no deslizante m = tan «, bem como criar um deslizante a variando

entre 0 < a < 360.

Modificar as configuracGes do software para graus.

Discutir como podemos mostrar essa reta para apenas 0s valores que

distam 1 do centro.

A solucéo € inserir um conjunto na equacéo do tipo {(x — 1)? + (y — 1)? <

1}. Por que assim vamos mostrar todos 0s pontos da reta que estao entre

0 centro a uma unidade de distancia. Quando modificamos os valores de

a vemos gue a reta gira em torno do ponto a 1 unidade de distancia.

Por fim, inserir a equacdo da circunferéncia (x — 1)? + (y — 1)? = 12

Mostrar aos alunos a diferenca entre a equagdo (x — 1)?2 + (y — 1)2 = 12

e ainequacdo (x — 1)2 + (y — 1)%? < 12
+ L K

O .y 4

QY (-0 {G-1)%+ (—1)?<1} 2

B )

@ a=38
—-

:

360

Q -1 (-1)2=1

Imagem 44: Definicao do circulo
Fonte: www.desmos.com/calculator/ks6g30xbep.

Atividade 3.01 — Para esta atividade queremos mostrar como usar a

equacdo da circunferéncia. No patio da escola existe um roteador wireless que

emite sinal de internet Wi-Fi numa regido circular com um alcance de 5 metros,

estando localizado no ponto A(2,5) de um plano cartesiano (péatio da escola).

Como faria para saber marcar a regiao que atinge o sinal Wi-Fi na escola? Para

resolver esta atividade temos que ter nogcdo da equacao da circunferéncia.

Primeiro, logo ela sera a fronteira até onde chega o sinal, e a regido seré interna
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ao circulo, a imagem seguinte mostra 0 nosso problema a regido dada pela

inequacao (x — 2)2 + (y — 5)% < 52,

F
Rateador jpg — +
@

Imagem 45: Problema do roteador
Fonte: www.desmos.com/calculator/ryObzplbav.
A equacdo da circunferéncia dada por (x —2)?+ (y—5)2=5% é

conhecida como forma reduzida. Para chegarmos a forma geral, basta
desenvolver, a equacgao anterior, e chegar na forma x2 + y2 —4x — 10y +4 =0
e digitar esta equacao no software. A questdo agora € se toda equacao geral de
duas variaveis de segundo grau é uma circunferéncia. Para isso, sabendo que a
circunferéncia é o conjunto de pontos que equidistam de um ponto central, para
saber se todos esses pontos que satisfazem a forma geral pertencem a
circunferéncia, temos que aplicar a férmula da distancia no ponto dado e verificar
no aplicativo Desmos. Entdo vamos completar quadrados na equacéo geral x? +
y? —4x — 10y + 4 = 0 para chegar em (x — 2)? + (y — 5)? = 52 extraindo a raiz
quadrada chegamos a definicdo de circunferéncia. Assim temos o0 seguinte
resultado para a equacdo da circunferéncia: Seja C(a,b) 0 centro da
circunferéncia e r o raio da circunferéncia temos, (x —a)? + (y — b)? =712 na
forma reduzida é equivalente a equacéao geral na forma:
x2+y?2—2ax—2by+a?+b?>—1r2=0

Ou ainda,
Ax?> + By + Cxy+Dx+Ey+F =0,comA=B # 0,C =0,D?> + E? — 4AF > 0

Atividade 3.02 — Determine a equacdo da Circunferéncia de centro em
0(1,2) que passa pelo ponto P(4,—2).

Os alunos serao estimulados a calcular a distancia dos pontos O e P. E
em seguida, montar a equacgéo reduzida e geral da circunferéncia sempre com

o auxilio do Desmos. Como temos na imagem.
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Imagem 46: Equacao geral e reduzida da circunferéncia
Fonte:www.desmos.com/calculator.

Atividade 3.03 — Sejam o0s pontos do plano cartesiano A(3,2) e B(1,1),
e a circunferéncia que passa por A e B cujo centro € o ponto médio do segmento
AB.
1. Para realizar esta tarefa, basta calcular o ponto médio do segmento AB.
Em seguida a distancia do ponto médio até um dos pontos.

2. Podemos inserir as coordenadas dos pontos A(3,2) e B(1,1) e ja colocar

0 ponto médio M (%2;—1) =M (2%)

3. Para calcular a distancia do segmento AB, podemos pér a formula em

Desmos d =+/(3—1)2+ (2—-1)2 = v/5. Como o raio é a metade do

didmetro temos que a distancia entre AM é \/Z_g

2
4. Por fim, escrever a equacao da circunferéncia (x — 2)? + (y - %) = z .0

link para atividade é: www.desmos.com/calculator/g4o5heuvqt.

Atividade 3.04 — Insira no Desmos a equagdo (x —a)? + (y — b)? =12,
crie controles deslizantes para a, b e r. Verifique 0 que acontece para cada valor
dea,ber.

O estudante deve verificar que quando alterar os valores em a a
circunferéncia se move na horizontal. E, ao modificar os valores em b a
circunferéncia move-se na vertical. E ao modificar os valores de r mudamos o
tamanho da circunferéncia.

Atividade 3.05 — Verifique se os pontos A(2,—1), B(3,4) e C(0,1)
pertencem a circunferéncia (x — 2)? + (y — 1)? = 4.

E necessério colocar todos os pontos no editor do Desmos, e verificar
quais pontos pertencam a circunferéncia. Visualmente vemos que 0s pontos A e

C pertencem a circunferéncia. Nao obstante, devemos verificar, aritmeticamente,
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se 0s pontos satisfazem as igualdades para o ponto A: (2 —-2)? +(-1-1)? =

4; para o ponto B:(3—2)2+(4—1)2+4; e para o ponto C:(0—2)?+

(1 —1)% = 4, ocorridas na equacéao da circunferéncia acima. Logo, os pontos A

e C pertencem a circunferéncia e o ponto B nao.

Atividade 3.06 - Os pontos A(—1,5) e B(7,—3) sao os extremos do

diametro de uma circunferéncia. Determine a equacao desta circunferéncia.

1.

Para realizar esta tarefa, basta calcular o ponto médio do segmento AB.
Em seguida a distancia do ponto médio até um dos pontos.

Podemos inserir as coordenadas dos pontos A(—1,5) e B(7,—-3) e ja

colocar o ponto médio M (%#) = M(3,1).

Para calcular a distancia do segmento AB, podemos por a formula em

Desmos dyz = /(-1 —7)% + (5 — (—3))2 = 8v2. Como o raio é a metade
do diametro temos que a distancia entre AM é 4+/2.

Por fim, escrever a equacéo da circunferéncia (x —3)? + (y —1)2 =32.
O link para atividade é: https://www.desmos.com/calculator/zsOu23rgsh.

Atividade 3.07 — Determine a equacéao da circunferéncia que passa pelos

pontos A(4,—2), B(2,0) de raio v10. Verifique geometricamente em Desmos.

Vamos esbocar uma maneira de resolver:

1.

Colocar os pontos A e B em Desmos.

2. Escrever a equagéo de centro em A e raio v10, (x — 4)? + (y + 2)? = 10.
3.
4

. Os pontos de intersecao das duas circunferéncias sédo os centros das

Escrever uma equacao de centro em B e raio V10, (x — 2)? + y? = 10.

circunferéncias de raio V10 que passam pelos pontos A4 e B.

Portanto, teremos duas circunferéncias que passam pelos pontos A e B
de raio v/10. Uma com centro em (1, —3) e outra com centro em (5,1).
Assim, as equacdes da circunferéncia ficam (x —1)?+ (y+3)2=10 e
ainda (x —5)% + (y — 1)? = 10. Esta atividade pode ser consultada em:
www.desmos.com/calculator/fdhze3esxf.

Atividade 3.08 — Passe a equacdo x? +y? —2x —4y—4=0 para a

forma reduzida.
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1. Esta atividade exige que o estudante compreenda o método de completar
guadrados, portanto devemos lembrar do quadrado da diferenca
(a — b)? = a? — 2ab + b*.

2. Assim, devemos escrever cada variavel com seu quadrado da diferenca
naforma: x> —2-1-x+12+y2—2-2-y+22=4+1+4.

3. Dai surge a equacédo na forma reduzida (x — 1)? + (y — 2)? = 32. Que é

facilmente verificada em Demos.

4.3.2 Ponto e circunferéncia

Entre uma circunferéncia de centro C(x.y.) de raio r e um ponto
A(x4,v4), podemos estabelecer as seguintes relacdes: o ponto A pertence a C
(A € C); O ponto A é interior a circunferéncia do centro C (dyc <7); O ponto A é
exterior & circunferéncia de cento C (dyc > ).

¢ O ponto A pertence a circunferéncia de centro C e raio r; se, e somente
se, a distancia do ponto A ao centro C é igual ao raio r. Logo, dyc = .

¢ O ponto A é interior a circunferéncia do centro C e raio r, se, e somente
se, a distancia do ponto A ao centro C, € menor do que o raio r. Logo, dy < .

¢ O ponto A é exterior a circunferéncia de centro C e raio r, se, e somente
se, a distancia do ponto A ao centro C é maior do que o raio r. Logo, dy. > .

Atividade 3.09 - Verificar as posicOes relativas entre ponto e
circunferéncia. Para isso faremos:

1. Inserir as coordenadas do centro C(x,,y.) no editor do Desmos. Colocar
controles deslizantes para x., y,.

2. Inserir as coordenadas do centro A(x,, y,) no editor do Desmos. Colocar
controles deslizantes para x,, y,.

3. Inserir a equacdo reduzida da circunferéncia de centro C e raio r.

(x —x.)? + (y — y.)? = r? e um controle deslizante para o raio r.

4. Inserir a formula da distancia d,c =/ (x, — x)2 + (Yq — Ye)?.

5. Mover os pontos e comparar os resultados da distancia com o raio.
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Atividade 3.10 — Determine a posicdo dos pontos A(3,2), B(4,1) e
C(—1,3) em relacéo a circunferéncia de equacio x? + y? —4x — 2y + 1 = 0.
1. Para esta atividade é necessario identificar o centro e o raio da
circunferéncia, pelo método de completar quadrados.
2. Calcular a distancia entre cada ponto e o centro.
3. Verificar os resultados em Desmos.
Atividade 3.11 — Determine os valores de m para 0s quais 0 ponto
A(2,-3) é exterior a circunferéncia x? + y? — 4x + 2y + m = 0.
1. Para esta atividade incentivamos os educandos a identificar o centro e o
raio da circunferéncia pelo método de completar quadrados. Verificar que
o centro é (2,—1) e o raio é r =5 —m. Aqui vemos que m ja deve ser
menor que 5, pois caso contrario ndo existe circunferéncia, pois se m = 5
a circunferéncia tem raio nulo e se menor que 5 possui raio negativo.
2. E necessario que se calcule a distancia entre o ponto A(2,—3) e o centro
(2,—1), que éigual a 2.
3. Assim, queremos 0s valores de m para que o raio r seja menor que 2.
Dessa forma, V5 — m < 2 implicaque m >1 e m < 5, ou seja, m € R tal
que 1 <m < 5. O resultado pode ser verificado em Desmos apenas

criando um deslizante para m.

4.3.3 Reta e circunferéncia

Uma reta s:ax + by + ¢ = 0 pode assumir as seguintes posicdes em
relacdo a uma circunferéncia de centro C(x.,y.) € raio r: A reta s € secante a

circunferéncia; s € externa a circunferéncia; s € tangente a circunferéncia.
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Imagem 47: PosicBes relativas reta e circunferéncia
Fonte: www.desmos.com/calculator.

e Areta é secante a circunferéncia se, e somente se, a distancia do centro
da circunferéncia a reta € menor que o raio. Logo, d.s <r. O sistema de
equacdes formado por elas admite duas solucdes reais:

ax+by+c=0
{(x —x)?+ (= y)? =17

e A reta é externa a circunferéncia se, e somente se, a distancia do centro
da circunferéncia a reta € maior que o raio. Logo, d.s >r. O sistema de
equacdes formado por elas ndo admite solugdes reais:

ax+by+c=0
{(x —x )+ —y)? =17

e Areta é tangente a circunferéncia se, e somente se, a distancia do centro
da circunferéncia a reta € igual ao raio. Logo, d.; = r. O sistema de equagdes
formado por elas admite uma Unica solucéo real:

ax+by+c=0
{(x —x )+ (v —y)? =17
Atividade 3.12 — Para ilustrar essas ideias sugerimos 0s seguintes
passos:

1. Criar de uma circunferéncia de centro C(x.,y.) e raio r.

2. Inserir os controles deslizantes de x.,y. e r.

3. Inserir o ponto do centro (x.,y:.), apenas para movimentar a

circunferéncia.

4. Inserir a reta s de equagéo ax + by + ¢ = 0, bem como os deslizantes

paraa, b e c.
5. Para ilustrar construiremos uma reta que passa pelo ponto C e é

perpendicular a reta r.
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6. O ponto de intersecdo das duas retas serda dado na forma

A (b(bxc—ayc)—ac a(ayc—bxc)—bc)
a?+b? ! a?+b2

7. Calcularemos a distancia do ponto de intersecdo A até o centro com a

__laxc+byc+cl

formula dy = NpEY

8. Por fim, basta verificar a posigéo relativa da circunferéncia e da reta ao
movimentar os deslizantes do raio, o centro e da reta s. O link esta
disponivel em: www.desmos.com/calculator/yOleev778r.

Atividade 3.13 — Verifique a posicéo relativaentre aretax+y—-5=0e€
a circunferéncia x? + y? — 2x — 4y + 1 = 0 e determine os pontos de intersecéo,
caso existam. Verifique a situagéo no Desmos.

1. E necessario encontrar o centro e o raio da circunferéncia pelo

método de completar quadrados. Centro C(1,2) e raio 2.

2. Calcular a distancia entre o centro e a reta através da formula da

distancia entre reta e ponto.

3. Verificar se a distancia é maior, menor ou igual ao raio.

Atividade 3.14 — Verifique a posicéo relativa entre aretay—4 =0 e a
circunferéncia x? + y? — 2x — 4y + 1 = 0, determine os pontos de intersecio,
caso existam. Verifique a situacdo no Desmos.

1. Neste caso, teremos uma reta que é paralela ao eixo x, que passa por
y =4,

2. A equacao da circunferéncia é a mesma do exercicio anterior de centro
(1,2) eraio 2.

3. Basta verificar que a distancia da reta até o centro é igual a 2. E concluird
gue a reta € tangente a circunferéncia.

Atividade 3.15 — Verifique a posicao relativaentreareta3x +y —16 =0
e a circunferéncia x? + y? — 2x — 4y + 1 = 0, determine os pontos de intersecao,
caso existam. Verifique a situacdo no Desmos.

1. A equacao da circunferéncia é a mesma do exercicio anterior de centro
(1,2) e raio 2.

2. Calcular a distancia entre o centro e a reta atraves da formula da distancia
entre ponto e reta.

3. Basta verificar que a distancia da reta até o centro € maior a 2. E concluira

gue a reta € externa a circunferéncia.
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4.3.4 Intersecédo de circunferéncias

Dadas as circunferéncias c;: (x —x;)?2+ (y —y1)? =rf e ¢: (x — x3)% +
(y —y,)? = r#, sua intersecdo € o conjunto de todos os pontos que pertencem
simultaneamente, a ambas. Se um ponto P(x,y) pertence as circunferéncias,
entdo as coordenadas deste ponto pertencem ao conjunto solucdo do sistema
nao linear:
{(x —x)?+ (y—y)? =r1f
(X =20+ —y2)? =75

1. Podemos construir em Desmos duas circunferéncias de centros e raios
distintos.

2. Para isso, escreveremos (x —a)? + (y — b)? = ¢? para representar uma
circunferéncia de centro (a, b) e raio c.

3. E outra, do tipo (x — a;)? + (y — b;)? = ¢ para representar uma equacao
de centro (a4, b,) € raio c;.

4. Podemos modificar o tamanho das circunferéncias e o local do centro
como bem entender.

5. Verificar que existem circunferéncias que séo: secantes (dois pontos
comuns); tangentes exteriores e tangentes interiores (um ponto comum);
exteriores ou interiores (nenhum ponto comum); e concéntricas (sem
pontos comuns ou todos os pontos de ambas as circunferéncias em
comum).

Atividade 3.16 — Obtenha a intersecao das circunferéncias de equacoes:
a)x’+y +x—-3y=0e3x?+3y’—x—2y=0

Algebricamente, aplicamos o método da adigcdo para resolver o sistema

chegamos na equagao —4x + 7y = 0 que implicaem y = %x. Substituindo y em

uma das equacdes, sugerimos neste caso a primeira, surge a equacao

quadratica 65x? — 35x = 0, que tem como solugcdo x; = 0 ou x, = % Para o caso
de x; = 0 temos que na primeira equacao y; = 0 ou y; = 3, na segunda equacéo

2 e ~ -
temos y; = 0 ou y; = . Como y; = 0 é comum nas duas equages concluimos
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que o ponto comumé x =0ey =0, (0, 0). Parax, = 1—73 temos que na primeira

~ 35 4 ~ 14 4
equagdo y, == 0U y, = —- e na segunda equagdo teremos y, = — e y, = .

, 7 4 -
Logo, concluimos que para x = - teremos y = — comum. Com o auxilio do

~ . ~ 7 4
software Desmos, vemos que as solu¢des do sistema séo (0,0) ou (EE) Caso

0 estudante pegue apenas o numero arredondado, mostrado pelo Desmos,
como neste caso (0.5385, 0.30769), é possivel mostrar a imprecisdo desse

namero colocando um zoom no local do ponto.

-2 -1 0 1 2

Imagem 48: Secantes
https://lwww.desmos.com/calculator/fmvuwv7r82

b)x?+y?2—4x—4y—1=0ex?*+y?+6x—4y+9=0
Aplicando o método da adicao temos diretamente que x = —1 apenas.
Ao substituirmos na primeira equacgao temos y = 2. Na segunda equacao temos
também y = 2. Logo, o ponto comum as duas circunferéncias é apenas (—1, 2).

Com o auxilio do software Desmos verificamos a solugéo do sistema.

Imagem 49: Tangente exteriores
https://www.desmos.com/calculator/2teogpkvwl

Lembrando que quando duas circunferéncias tém somente um Unico
ponto comum, denominam-se tangentes, interiores ou exteriores.
C)x’+y’+4x—6y+4=0ex’+y*—4x+3=0

Pelo método da adigédo obtemos a equagéo 8x — 6y + 1 = 0 que implica

que y = 8x6+1. Substituindo em qualquer uma das duas equacdes temos uma
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equacao quadratica sem solucdo. Verificando que a distancia entre os centros,
€ maior que a soma dos raios, concluimos que séo exteriores uma da outra. No
software Desmos vemos um sistema que nao tem solucéo real, logo as duas

circunferéncias ndo admitem ponto comum.

———6

Imagem 50: Exteriores
https://www.desmos.com/calculator/eswlugph8q

Lembrando que quando duas circunferéncias ndo tém pontos comuns,

elas podem ser exteriores ou interiores.
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4.4 CONICAS

Foi o grego Apolbénio de Perga em seu tratado “As Coénicas” quem
introduziu os nomes elipse, hipérbole e parabola as secc¢des planas no cone. A
circunferéncia foi estudada muito antes sem ser considerada como conica
(EVES, 2004).

Mais tarde as cbnicas sdo adotadas como modelo matematico para as
orbitas dos planetas por Copérnico, e depois, a partir de observacdes apuradas
de Tycho Bahmer que Johanes Kepler consegue demonstra que tais orbitas
eram realmente elipticas (EVES, 2004).

A elipse, a hipérbole e a parabola sdo chamadas genericamente secces
conicas, pois sdo obtidas através da interseccdo de uma superficie cénica por

um plano, conforme a figura:

/ /
clipse ! pardbola / / hipérbole

Imagem 51: Sne‘gc")es conicas.
Fonte: steemit.com/mathematics/@mes/conic-sections-hyperbola-definition-and-formula.
Queremos aqui apresentar as conicas como um conjunto de lugares
geomeétricos que sao descritos por uma equacao de segundo grau, envolvendo

as coordenadas dos seus pontos. A finalidade desta secdo € identificar as

cOnicas a partir dos coeficientes de sua equacgao de segundo grau.

4.4.1 Parabola

Optamos por iniciar com o conceito de parabola, pois, como sabemos,

0s estudantes do ensino médio estudaram este conceito vinculado a ideia de



77

funcdo quadrética. No entanto, no estudo da Geometria Analitica se distingue,
pois insere novos elementos e outros significados a nocao de parabola.

Consideremos no plano cartesiano, uma reta d e um ponto F a ela nao
pertencente. Chama-se pardbola o lugar geométrico dos pontos P(x,y) desse
plano equidistantes de F e d. Os elementos principais da Parabola séo: foco F;
reta diretriz d; vértice V; parametro p (distancia entre o foco e a diretriz); eixo de
simetria e; observagéo VF = L.

Atividade 4.01 — Para uma parabola com eixo de simetria contido no eixo
das abscissas, temos dois casos a considerar: voltado para a “direita” e para a

“‘esquerda”. Ou quando sua concavidade for voltada para a “direita” temos:

Determinar a equacdo da parabola de Vértice V7(0,0), foco F (S,O), diretriz de

equacgao: x = —g e P(x,y) um ponto genérico, conforme imagem:

6 /
P P

I

Vértice

1 -
“  Relar FocoF ¢ & 8

2 "\
Imagem 52: Parabola concavidade a direita
Fonte: www.desmos.com/calculator

1. Inserir as coordenadas do vértice (0, 0).

2. Inserir a coordenada do foco (g O). Criar controle deslizante para p.

3. Criar a reta diretriz de equagao x = — g.

4. Inserir um ponto genérico de coordenada (x;,y,). Crias 0s controles
deslizante para x; e y;.

5. Pode-se verificar que o ponto (x,,y,) esté livre pela tela.

6. Devemos calcular a distancia entre 0 ponto e a reta e depois entre o ponto
e o foco.

7. Podemos inserir uma lista de pontos do tipo: (2,0), (x1, Y1), (—g,yl).

Assim, podemos criar segmentos entre 0s pontos e calcular a distancia

entre eles.
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8. Inserindo a férmula da distancia entre o ponto e a reta temos: d,, =

\/(x1 + 2)2 + (o —y1)%

9. Inserindo a férmula para calcular a distancia entre o ponto e o foco temos:

dPFz\/(x1_§)2+3’12-

10. Ao movimentar o ponto (x;,y;) conseguimos alguns pontos tal que dp, =

dpr, 1ISSO NOS induz a pensar que existem infinitos pontos que satisfazem
a igualdade. Assim, concluimos que a equacao da parabola por defini¢cdo

é dp, = dpp, OU seja PF = PP', assim temos:
PN, P\? )
\/(X_E) +y —\/(x+5) + -y

(x_§)2+yzz(x+§)z

x? —px+p?+y%=x%+px+p?

y? = 2px

Que é a equacdo reduzida da parabola. Para finalizar a atividade basta
2
escrever x; em funcao de y; da seguinte forma: x; = ;’—;. Assim o ponto sempre

pertencera a parabola.
Caso a parabola tenha concavidade voltada para a “esquerda”
aplicamos o mesmo raciocinio teremos a equacédo y? = —2px como equacgio

reduzida da parabola, quando a diretriz x = g.

Para a equacao da parabola com eixo de simetria contido no eixo das
ordenadas. Temos dois casos a considerar. Quando a pardbola esta voltada para

cima ou quando ela esta voltada para baixo. Caso a parabola esteja voltada para
“cima” temos: Seja a parabola de vértice (0, 0), foco F (0, g) diretriz de equacéo
y = —g e P(x,y) um ponto genérico, conforme figura:

Aplicando a definicdo e desenvolvendo de modo analogo aos casos
anteriores, obteremos: x? = 2py. Caso a concavidade da parabola seja voltada
para “baixo” Aplicando a definicdo e desenvolvendo de modo conveniente,

teremos: x? = —2py.
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Caso as paradbolas ndo tenham vértices na origem procedemos do
seguinte modo: Seja 0XY o sistema de eixos ortogonais obtidos transladando o
sistema OXY para a nova origem 0. Caso o eixo de simetria seja paralelo ao eixo
das abscissas. Como 0 = (x,,v,) € 0 centro, temos que um ponto P = (x,y) =
(X + x, ¥ + y,) pertence a parabola se, e somente se, y2 = 2px?2  (y — y5)? =
2p(x — x,). Pode-se provar de forma analoga para parabolas com a reta focal

paralela ao eixo 0Y: (x — x¢)? = 2p(y — Vo).

yo =08 Retar

Imagem 53: Parabola com centro fora da origem.
Fonte: www.desmos.com/calculator/hcOfwkt7r0.

Atividade 4.02 — Dada a parabola de equagdo: (y —5)? = 16(x — 2),
determine: a) O parametro; b) O vértice; c) O foco; d) A equacéo da diretriz;
1. Para determinar o parametro basta dividir o 16 por 2 e obter o parametro
igual a 8.
2. Para identificar o vértice devemos apenas escrever (2, 5).
3. Como é uma parabola com vértice em (2, 5) com concavidade voltada
para a direita devemos somar a metade do parametro em X. Logo, o foco
é (6, 5).
4. A equacao diretriz devemos subtrair da abscissa do vértice metade do
parametro e escrever x = =2 oux + 2 = 0.
Atividade 4.03 — Dada a parabola de equacdo (x —2)% =8(y — 3),
determine: a) O parametro; b) O vértice; c) O foco; d) A equacéo da diretriz;
1. Para determinar o parametro basta dividir 8 por 2 que é 4.
2. O vértice da parabola é (2,3).
3. Como o vértice € (2, 3) e a parabola tem concavidade voltada para cima,
entdo devemos somar a metade do parametro na coordenada y do vértice.

Logo, o foco é (2, 5).
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4. Para escrevermos a equacgao diretriz devemos subtrair metade do
parametro da ordenada do vértice. Logo, a equagédo da diretrizé y = 1 ou
y—1=0.

4.4.2 Elipse

Consideremos num plano a dois pontos distintos F; e F,, denominados
focos, e dois numeros reais 2ae3c, com 2a > 2c >0, sendo F;F, =2c a
distancia focal. Chama-se elipse o lugar geométrico dos pontos P(x,y) desse
plano a cuja a soma das distancias a F; e F, é sempre constante e igual a 2a.

Os principais elementos da elipse sdo: focos: Fe F,; centro: (ponto
médio de F,e F,); eixo maior: A,4,; eixo menor: B, B,; medida do eixo maior 2a;

medida do eixo menor 2b; distancia focal: 2c.

[

F1 F2

hg
(@]
o
[N

r
-2

Imagem 54: Elipse.
Fonte: www.desmos.com/calculator.

No triangulo retangulo B,0F;, da imagem anterior, temos a relagéo:
a? = b% + c?
Esta relacdo € denominada de relacdo notavel. Excentricidade da elipse

€ 0 numero real e definido por: e = 2 Observacéo: Por definicdo ¢ < a, portanto

0<e<1.

Atividade 4.04 — Caso o eixo maior da elipse coincide com o eixo das
abscissas, teremos a seguinte situacao: seja a elipse com centro 0(0, 0), focos
Fi(—c,0) e F,(c,0) e seja P(x,y) um ponto genérico, conforme imagem 54, para
ISSO basta:

1. Inserir as coordenadas dos pontos A;(—a,0) e A,(a,0).
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Inserir as coordenadas dos pontos B,(0,b) e B,(0,—b).

Para o caso de a > b teremos que ¢; = Va? — bZ2.
Inserir os pontos F;(—cy,0) e F,(c1,0). Assim, o centro € sempre 0 ponto

médio dos focos, caso a > b.

Para o caso de a < b teremos que ¢, = Vb? — a?.
Inserir os pontos F;(0,c,) e F,(0,—c,). Assim, o centro € sempre 0 ponto
médio dos focos, caso a < b.

. Como a soma das distancias do ponto P até os focos € igual a constante
2a, teremos: PF; + PF, = 2a que implica na equacdo /(x +c)? +y% +

J(x—c¢)?+y? =2a omitimos aqui os passos dessa demonstracdo e

2

2
YT _
atyE=1

. s = . . X
deixamos a exercicio do leitor para concluir que

=]

-

F1/4
+ 4
1 g T

-2 o a2 4

—4
-2

Imagem 55: Definicdo de Elipse
Fonte: www.desmos.com/calculator/0zg4ynnzkO.

8. Afim de garantir o entendimento desta equacdo, mostramos que

dado um ponto P(x4,vy,), com x, livre entdo y, deve ser no formato,
vYV1 1 Y1
b e .
= — 2 _ 42 -
V1 a\/a x; . Verificar que o ponto P move-se na elipse.

Caso o eixo maior da elipse coincida com o eixo das ordenadas.

X

2 2
Demonstra-se que a equagéo reduzida desta elipse é = + % =1,a < b. Pode

a

ser visto no link www.desmos.com/calculator/xjzzd7nujm.

Atividade 4.05 — Dada a equagdo da elipse 9x? + 25y? = 225,

determine:

a) A equacéo reduzida;
Basta dividir a equacéo por 225 e depois simplificar as fracbes para

2 2
chegar na equacéo ;—5 + y? = 1. Em seguida verificar em Desmos o resultado.

b) A medida do eixo maior e do eixo menor;
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2 2
Como a equago pode ser escrita na forma = + % = 1, temos que a = 5
5 3

e b = 3. Assim, a medida do eixo maior é 2a = 10 e a do eixo menor é 2b = 6.

c) A distancia focal;

Para calcular a distancia focal deve-se utilizar a formula ¢ = V25 -9 =
4. Logo a distancia focal é 8.
d) Os focos;
Como o valor de ¢ é 4 logo os focos séo F;(—4,0) e F,(4,0).

e) A excentricidade;

A excentricidade é calculada por e = 2 Logo, temos que e = 2=08.

- =
Caso a elipse nao tenha centro na origem e cujos eixos sdo paralelos
aos eixos coordenados. Por uma translacéo dos eixos coordenados vamos obter

a equacao de uma elipse cuja reta focal é horizontal ou vertical.

- ——————— " .

0

|

Imagem 56: Elipse com centro em (xg, ¥o)-
Fonte:www.desmos.com/calculator.

Seja 0XY o sistema de eixos ortogonais obtidos transladando o sistema
OXY para a nova origem 0. Caso a reta focal paralela ao eixo das abscissas.
Como 0 = (x4,y,) € 0 centro, temos que um ponto P = (x,y) = (X + xo, ¥ + ¥o)

(x—x0)? | (x—x¢)?
a20 + sz

=2 52
pertence a elipse se, e somente se, z_z + % =le = 1. Pode-se

provar de forma analoga para elipses com a reta focal paralela ao eixo 0Y.
Atividade 4.06 — Dada a elipse 20x? + 25(y — 2)? = 100, determine:
a) A equacéo reduzida;
Basta dividir a equacdo por 100 e depois simplificar as fracdes até

2 —_2)\2
chegar na equacao x? + 92 g

b) O centro;
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Basta observar, na equacdo, que nenhum numero acompanha x,
portanto x = 0. Ja o numero 2 acompanhay, portanto y = 2. Logo o centro € em
(0,2).

c) A medida do eixo maior e do eixo menor;

A distancia do eixo maior ao centro é igual a V5, logo a medida do eixo
maior é 2+/5. A distancia do eixo menor até o centro é 2 logo a medida do eixo
maior € 4.

d) A distancia focal;

Para calcular a distancia do foco ao centro basta aplicar o teorema de

Pitagoras ¢ = V5 — 4 = 1. Portanto, a distancia focal é 2.
e) Os focos;

Como a distancia dos focos ao centro € 1, e, lembrando que o centro é

em (0, 2). Entdo os focos estdo em (—1,2) e (1, 2).
f) A excentricidade.

Para calcular a excentricidade basta fazer e =

al-

4.4.3 Hipérbole

Chama-se hipérbole o lugar geométrico dos pontos P(x,y) do plano

cujas diferenca das distancias a F; e F, € sempre constante e igual a 2a.

Imagem 57: Definicao Hipérbole
Fonte:www.desmos.com/calculator.
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Elementos da hipérbole: focos F;, F,, centro (pontos médios de F; e F,),
eixo real ou transverso (4;4,), eixo conjugado ou imaginario (B;B,), medida do
eixo real (2a), medida do eixo conjugado (2b), distancia focal(2c), vértice da

hipérbole (4, e A,). No triangulo B;0A4,, da imagem anterior, temos a relacdo

a’ + b? = c2. A excentricidade da hipérbole é o nimero real definido por: e = g

Como ¢ > a > 0, entdo temos:e > 1.
Atividade 4.07 — Caso o0 eixo real esteja contido no eixo das abscissas
entdo teremos: Seja a hipérbole com centro 0(0,0), focos F;(—c,0) e F,(c,0) e
seja P(x,y) um ponto genérico, conforme a imagem, para isso faremos:
1. Inserir as coordenadas dos vértices A;(—a,0) e A,(a,0), com deslizante
a.
2. Inserir as coordenadas do eixo imaginario B;(0,b) e B,(0,—b), com

deslizante em b.

Inserir o valor a distancia do foco ao centro ¢; = Va? + b2.

4. Inserir as coordenadas do foco F;(—cy,0) e F_2(cy,0).

5. Como a hipérbole é a diferenca das distancias de uma ponto P(x,y) até
os focos € igual a 2a, temos pela definicdo que PF; — PF, = 2a. Como
uma demonstracdo bem similar a da elipse chegamos a concluséo que:

- i—z = 1 é a equacdo da hipérbole.

a2

Imagem 58: Definicao hipérbole.
Fonte: www.desmos.com/calculator/ja8wtp7g6s.

6. Para garantir o entendimento da hipérbole, mostramos que dado um ponto
. ~ b
P(xy,y1), com x; livre entdo y, deve ser no formato, y; =Z,/xf — a?.

Verificar que o ponto P move-se na hipérbole.

Caso o eixo real esteja contido no eixo das ordenadas aplicando a

2 2

definicdo e desenvolvendo de modo analogo ao 1° caso, obtemos Z—z - z—z =1.
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Esta atividade com o conceito de hipérbole pode ser consultada em:
www.desmos.com/calculator/gdekxb2jyn.
Atividade 4.08 — Dada a equacgdo da hipérbole 15x2 — 10y? = 60,
determine:
a) A equacéo reduzida;
Para isso, basta dividir a equacao por 60 e simplificar as fracdes para
chegar em ’;—2 — yg = 1.
b) A medida do eixo real e do eixo conjugado;
Como vemos, na equacao acima, o eixo real € o eixo y. Assim, a medida
do eixo real é 2v/6. O eixo conjugado € o eixo x e a medida é 4.
c) A distancia focal,
Para calcular a distancia do centro até o foco temos ¢ = Va2 + b2 =
V& + 6 = V10, logo a distancia focal é 2v/10.
d) Os focos;
As coordenadas do foco sdo, lembrando que os focos estdo no eixo x

F,(v0,0) e F,(v0,0).

e) A excentricidade;
Para calcular a excentricidade basta fazer e = 2 =

f) A equacdo das assintotas;
As equacbes das assintotas sdo ay —bx =0 e ay+ bx =0, logo
teremos 2y —vV6x = 0 e 2y +vV6x = 0.
Caso a hipérbole ndo tenha centro na origem e cujos eixos sao paralelos
aos eixos coordenados. Por uma translacéo dos eixos coordenados vamos obter

a equacao de uma hipérbole cuja reta focal € horizontal ou vertical.

6
.
) c(
2
o 2 a4 6 8 10

Imagem 59: Hipérbole com centro em C(xq, ¥o)
Fonte:www.desmos.com/calculator.
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Seja 0XY o sistema de eixos ortogonais obtidos transladando o sistema
OXY para a nova origem 0. Caso o eixo real seja paralelo ao eixo das abscissas.

Como 0 = (x,,y,) € 0 centro, temos que um ponto P = (x,y) = (X + xo, ¥ + ¥o)

%2y (x—x9)?  (x—x¢)?
;—ﬁle azo — bzo = 1. Pode-

2

pertence a hipérbole se, e somente se,
se provar de forma analoga para hipérboles com o eixo real paralelo ao eixo 0Y.

Atividade 4.09 — Dada a hipérbole de equacéo

(x+3)?> (-2 _ 1
20 12

determine:
a) O centro;
A coordenada do centro sao é (-3, 2).
b) A medida do eixo real e do eixo conjugado;
A distancia do vértice ao centro é V20 = 2v/5, logo o eixo real é 4+/5.
Para o eixo conjugado temos V12 = 2v/3, logo a distancia do eixo conjugado é
44/3.
c) A distancia focal,
Para calcular a distancia focal usamos ¢ = 20 + 12 = v/32 = 4v/2, logo
a distancia focal é 8v/2.
d) Os focos;
Como o centra da hipérbole € (-3, 2) e a hipérbole esta sobre o eixo x,
teremos as coordenadas F; (=3 + 8v2,2) e F,(—3 — 8v2,2).

e) A excentricidade;

Para calcular a excentricidade basta fazer e = 2 = ;Tg = 2+/10.
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5 APLICACAO DAS ATIVIDADES

A aplicacéo das atividades foi realizada com uma turma do terceiro ano
do Ensino Médio, no periodo noturno do Colégio Dois Vizinhos. Escolhemos
essa turma pelo desafio que ela representa, segundo uma conversa com a
professora titular dos estudantes do periodo noturno, apresentam maiores
dificuldades em relacdo aos demais alunos, pois, segundo ela, os estudantes
chegam cansados em sala de aula pois trabalham durante o dia. Além disso,
possuem um numero maior de faltas nas aulas por diversos motivos. Também,
por conta disso, ndo € costume cobrar atividades extraclasse para os estudantes
do periodo noturno. Nessa conversa, a professora fala para aplicarmos a ideia
de pontos em Geometria Analitica.

A seguir apresentamos um relato de como foi a interacdo com os alunos,

bem como o resultado dos testes aplicados durante a pesquisa.

5.1 PRIMEIRO DIA: PREVIA COM OS ESTUDANTES

No primeiro dia, buscamos investigar alguns aspectos relevantes ao
trabalho antes de ser aplicado com os estudantes, porque tinhamos duvidas
sobre o conhecimento prévio dos alunos em Geometria Analitica. Buscamos
também averiguar, com os estudantes, o uso de ferramentas computacionais,
caso que poderia existir alguma resisténcia, ou dificuldades, ao uso de
computadores. Outro ponto importante foi a apresentacdo do Software para os
estudantes e seus principais recursos. A investigacdo foi feita na forma de
questionario aplicado na turma, além disso, é composta por algumas
observacdes do pesquisador.

No questionario 1, disponivel no anexo A, colocamos perguntas do tipo:
Qual o significado de pontos em Geometria? Qual a distancia entre os pontos?
A que quadrante pertence os pontos? E outras com o intuito de identificar o

conhecimento dos estudantes. Além disso, no primeiro dia foi feita perguntas aos
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participantes se todos possuiam enderec¢o de e-mail, ou se algum estudante teria
dificuldades em usar um computador.

No questionario, o estudante foi orientado a ndo expor seu nome,
colocando apenas o numero da chamada para ordenar. No primeiro encontro
participaram treze estudantes. As respostas séo analisadas de modo geral, sem
nos ater a detalhes de cada estudante, ou a estudo estatistico aprofundado.
Revelamos, assim, algumas respostas interessantes ou inusitadas relevantes
para o tema.

Pergunta 1: qual o significado de ponto em geometria? Em relacdo ao
significado de ponto em geometria, alguns estudantes colocaram que “é usado
para se referir a uma localizagao geografica”. Outros colocaram que “determina
uma posicao no espacgo”. Para outros “é usado para calcular distancias”.

Pergunta 2: Considere a reta s e 0s pontos A, B e C representados na

figura a sequir.

Pod . s ] s Pl bond! el M BT

a) Quais as coordenadas cartesianas dos pontos 4, B e C?
A=(C , ) B=(C , ) c=C , )

b) Qual a distancia entre o ponto A e o ponto C? E a distancia entre o
ponto A e o ponto B?

A questdo 2 é para determinar se os alunos tém conhecimento de
Geometria Analitica, sobre retas e pontos que pertencem ou ndo, pois é um
conteldo visto em anos anteriores. No item a) sobre as coordenadas dos pontos
dados, é possivel identificar que os estudantes conhecem um pouco, mas Vvarios
de estudantes trocam a ordem dos eixos, ou erra ao contar a posi¢éo, ou néao
identifica 0 nUmero negativo.

No item b) sobre a distancia entre os pontos, alguns estudantes
colocaram: "de -1 a 5” sem se preocupar com o valor ou de qual eixo esta

falando. Outros conseguiram calcular a distancia de A até B, visto que estao
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numa reta paralela ao eixo y. O que ndo aconteceu com a distancia de A até C,
pois estes nao estava sobre uma reta paralela a um dos eixos. Uma observacéao
interessante € que um estudante chegou a pesquisar na internet a férmula da
distancia entre pontos em Geometria Analitica, mas ainda ndo conseguiu
resolver, o que reforga que sem orientacdo e um planejamento o aluno nao
consegui lidar com tecnologias para a aprendizagem de matematica.

Pergunta 3: Os pontos A(—4, —2) e B(—2, 2) pertencem respectivamente
aos quadrantes: a) 1° e 2° b) 2°e 3°;, c) 3° e 2° d) 4° e 2°; e) 3° e 4°.

Pergunta 4: O ponto A = (m + 3,n — 1) pertence ao 3° quadrante, para
os possiveis valoresde men:aym>3en<1l,bpm<3en>1,c)m<-3e
n>1;dm<-3en<-l;efm<-3en<l1

Pergunta 5: Num triangulo ABC, sendo A4 = (4,3), B=(0,3) e C um
ponto pertencente ao eixo Ox com AC = BC. O ponto C tem como coordenadas:
a) (2,0); b) (—2,0); ¢) (0,2); d) (0,-2); e) (2,—2).

Nas questbes de 3 a 5 relacionadas a que quadrante estdo os pontos,
Ou quais os possiveis valores de m e n para o ponto pertencer ao 3° quadrante,
e ainda, qual a coordenada do ponto C no triangulo. Por mais que sejam
perguntas com alternativas, de multipla escolha, nenhum estudante conseguiu,
de fato, responder, 0 que nos induz a pensar que 0s conhecimentos sobre
sistemas de coordenadas e pares ordenadas ou pontos, sdo ainda inadequados.

Quando perguntados sobre o uso de computadores nenhum estudante
manifestou desinteresse pelo tema, mas pelo contrario mostraram curiosidade
sobre tal. Outra davida pertinente a pesquisa era se 0s estudantes usavam
algum e-mail, e quando perguntados todos, sem excecdo, possuiam um
endereco de e-mail. Portanto, ndo teriamos problemas em realizar a pesquisa.

Finalizamos o primeiro dia com a apresentacéo do software a ser utilizado.

5.2 SEGUNDO DIA: INICIO DAS ATIVIDADES

No segundo dia de aplicacdo, estavam presentes no laboratorio 17

estudantes para duas aulas. No inicio da primeira atividade discutimos sobre o
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uso do software Desmos. Descrevemos as atividades aplicadas apenas
comentando no modo geral, pois sdo semelhantes ao que foi proposto no
capitulo 4 desta dissertacao.

Na primeira atividade, todos os estudantes s&o convidados a ter o
contato inicial com o Software Desmos. Aqui definimos os eixos do plano

cartesiano, 0s eixos x e y, como sendo, respectivamente, abscissa e ordenada.

@

| Modo de Projegac | £

QOrdenada y
@

-

™ Grade " Aviis NUmbers +

il ) Minar Gridlines

| e -
M Eixo X Abstissa x
—12.337 <x < 7.663 Passo: 1

W Eixoy Ordenada y

21 —4202 <y <022 Passo. 1

1] 1 2 3

& 7
Abscissa x

Imagem 60: configuracdes em Desmos
Fonte: www.desmos.com/calcutator.

Também nesta atividade, definimos os quadrantes do plano cartesiano.
Para isso, escolhemos o ponto (6, 4) para representar o primeiro quadrante. Os
demais quadrantes foram utilizados o mesmo numero, alterando o sinal para
cada caso. Aqui os proprios alunos falaram quais sdo as coordenadas para 0s
demais quadrantes.
+ [ L= I

(8,4)

) Label: 1° quadrante 20 quadranle
(~8,4)

) Label: 2° quadrante

(=6, —4]

W Label 37 guadrante

(6! 74)

+ Label: 4° quadrante

Imagem 61: Pontos nomeando os quadrantes
Fonte: www.desmos.com/calculator/ ogk6thtvzb.

A segunda atividade consistia em encontrar alguns pontos de referéncia
principais da cidade a partir do referencial dado. Para isso, foi enviado por e-mail
a cada aluno um mapa da cidade para que fosse colocado no Desmos conforme
a orientacao.

Para essa atividade tivemos respostas diferentes, no sentido de exatidao
das coordenadas geogréficas, portanto foi comentado sobre como arredondar

valores e sobre o0 ponto exato do local. Portanto, os estudantes escolheram se
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gueriam arredondar o valor para niUmeros inteiros ou tentar aproximar ao maximo
do local exato. Neste caso, a maioria dos estudantes optou por arredondar para

nameros inteiros. Cada localizacéo foi definida a partir do referencial escolhido.

= 0 | £

3 1 1 - ! S o

Imagem 62: atividade com mapa da cidade.
Fonte: www.desmos.com/calculator/w3jytlolxc.

A terceira atividade consistia em determinar em que regido cada ponto
da lista pertencia. Os pontos sédo: A(3,3),B(—5,1), C(—1,—6), D(2,-3), E(0,4),
F(3,0), G(—4,0) e H(0,2), I(5, 4.99). Nesta atividade queremos saber onde os
pontos estdo no plano. Em qual quadrante estdo? Se estdo no eixo das
abscissas ou ordenadas? Ou se pertencem a bissetriz dos quadrantes impares
ou pares?

Todos o0s estudantes colocaram o0s pontos e seus quadrantes
corretamente. A duvida persistiu quando o ponto pertencia aos eixos ordenados,
onde foi explicado que ndo pertencem a um quadrante ou a outro e sim ao eixo
das abscissas ou das ordenadas.

Também, alguns alunos questionaram o ponto I(5,4.99), pois,
visualmente, pela tela inicial, parece que o ponto pertence a bissetriz dos
quadrantes impares. Ainda assim, a maioria dos estudantes afirmavam que
pertence a bissetriz dos quadrantes impares. Porém, com o recurso de
aproximar a visdo do ponto viram que o ponto ndo pertence a bissetriz dos
quadrantes impares. Assim, € visto que para que um ponto pertenca a bissetriz

dos quadrantes impares deve-se ter a coordenada x igual a y.
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Imagem 63: Ponto ndo pertence a reta.
Fonte: www.desmos.com/calculator/vwhgqw98as3.

Na quarta atividade inserimos a nocao de controle deslizante. Primeiro €
dito aos estudantes que eles devem fazer um ponto se mexer na tela do
computador. Por um momento eles se perguntam como iam fazer isso. Alguns
suponham que seria uma tarefa muito dificil. Para isso, com o Software em
estagio inicial inserimos um ponto com coordenadas (a,b), criando assim,
controles deslizantes para a e para b.

Ap6és criado o ponto (a, b), bem como os deslizantes de a e b, 0s alunos
séo instruidos a clicar em cima do ponto de mové-lo pela tela por onde bem

desejar. Isso causa comentarios, entre eles, do tipo: “nossa, que legal’, “oh que
massa”, “agora eu gostei”, entre outros.

Apos isso é aconselhado a modificar os valores no deslizante de a, afim
de verificar que o ponto se move apenas na horizontal, ou seja, no eixo x. Depois,
modificamos os valores no deslizante b, para verificar que o ponto se move na
vertical, ou seja, no eixo y.

Em seguida é mostrado o recurso para o ponto se mover sozinho. Nele
os valores de a e b se modificam sozinhos para que o ponto se mova pela tela
do computador. E possivel também modificar a velocidade em que se altera os
valores, para que o ponto fagca caminhos diferentes.

No final desta atividade, sugerimos que os estudantes escolhessem uma
imagem da internet para que possam colocar no software e fazer a imagem se

mover igual ao ponto criado.
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Imagem 64: Atividade com ponto moével.
Fonte:deathbattle.wikia.com/wiki/File:Pikachu_(Pok%C3%A9mon_Dream_World).png.

Uma das dificuldades desta atividade foi que os alunos ndo sabiam onde
estavam salvando a imagem. Pois ndo estavam habituados a usar o software
Linux Educacional dos computadores escolares. Mas ainda assim, ficou

disponivel no icone de download no navegador.

5.3 TERCEIRO DIA: EXERCICIOS DE FIXACAO

Nesse dia estavam presentes 22 estudantes para uma aula. Conforme
orientacdo da professora, estes estudantes nédo estdo habituados a fazerem
atividades ou exercicios extraclasses. Por isso, para esse terceiro encontro de
apenas uma aula propusemos alguns exercicios adicionais. Os exercicios foram
extraidos do livro de Sousa (2016). No primeiro exercicio temos um plano
cartesiano com seis pontos espalhados pelos quadrantes. Era necessario olhar
para um grafico com pontos dados e dizer as coordenadas. Também foi pedido
para que os estudantes identificassem quais quadrante estavam colocados cada
ponto. Nenhuma dificuldade foi encontrada nesta atividade.

No segundo exercicio temos um sistema de mapeamento da Terra,
fazendo analogia ao sistema cartesiano. Nele se pergunta as coordenadas
geografica dos navios situados nos pontos 4, B, C, D e E. Alguns alunos tiveram
dificuldade de notar que os numeros estavam do lado do mapa, mas é
esclarecido com a orientagao do professor, outros causavam confusao com os

termos longitude e latitude.
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O terceiro exercicio é uma questdo da OBMEP, que relaciona com as
coordenadas do plano quatro pontos sobre area e perimetro de quatro figuras
planas. Nenhum estudante teve davidas com relacéo a esse exercicio.

O quarto exercicio os estudantes deveriam construir um plano cartesiano
no caderno sem utilizar o Desmos para isso. Alguns estudantes utilizaram o
Desmos para tirar suas duvidas. Os pontos que deviam ilustrar eram A(3,—1),
B(0,4), C(-3,2), D(3,4), E(—2,—4) e F(—1,0).

Por fim, no dltimo exercicio temos pontos sobre a bissetriz dos
quadrantes impares e a bissetriz dos quadrantes pares. E dado um gréafico
mostrando os pontos A4, B, C, D, E, F, é necessario identificar com as respectivas
coordenadas: (—2,—-2), (1,1), (3,3), (—1,1), (1,—-1), (2,—2). Este exercicio visa
garantir que o estudante compreenda que o ponto na bissetriz dos quadrantes
pares possui uma coordenada positiva e outra negativa, e quando pertencer a
bissetriz dos quadrantes impares as coordenadas sao iguais. Por isso, pergunta-
se os valores de x e y para que os pontos (7,y) e (x,9) pertencam
respectivamente a bissetriz dos quadrantes impares e a bissetriz dos quadrantes

pares.

5.4 QUARTO DIA: DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

Nesse dia estavam presentes no laboratorio 25 estudantes para duas
aulas. Para esse dia o objetivo era definir a formula da distancia entre dois
pontos. Optamos em desenvolver na primeira aula a nogao intuitiva de distancia
entre dois pontos sobre retas paralelas aos eixos ordenados, e, posteriormente,
na segunda aula, pontos em qualquer localizacéao.

Para a primeira atividade sugerimos a criacdo de um ponto mével no
plano de coordenada A(a, b), com controles deslizantes em a e b. Questionou-
se aos participantes como era possivel escrever outro ponto movel, mas que
esteja sempre na mesma coordenada y de A. Logo, é explicado que para que
outro ponto tenha a mesma coordenada y de A é necesséario que a ordenada

tenha o mesmo valor de b. Assim, explica-se que devemos criar outro ponto de
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coordenada B(c, b), com mais um controle deslizante para c. Ao movimentar o
ponto A € visto que o ponto B sempre estd a mesma coordenada y.

Ainda nessa atividade modificamos o controle deslizante de ¢ e
colocamos ¢ = a + 5. Assim, 0 ponto A dista 5 unidades de B. Modificamos o
ponto A para as coordenadas (0, 0) é visto que o ponto B esta a 5 unidades de
distancia de A, pois esta com coordenada (5, 0) neste momento. Nesse caso, 0S
alunos ndo conseguem associar nenhuma operacdo as coordenadas para
identificar a distancia. Num segundo momento, o ponto A € ponto nas
coordenadas (0, 3), fazendo com que o ponto B fique em (5, 3). Nesse caso, 0s
estudantes s6 conseguem identificar que a distancia € 5 pois contam, num duplo
sentido, com a ajuda da malha quadriculada do plano e as unidades de medida
indicadas.

Somente quando o ponto A é deslocado para (2,3) e vemos o0 ponto B
em (7,3) € que conseguimos fazer uma analise das operagfes nas coordenadas.
Pois neste caso, para encontrar a distancia 5 demos fazer a operagdo 7 — 2 = 5.
Posteriormente colocamos o ponto A na coordenada (-6, 3), fazendo com que
B fique em (—1,3). A duvida entre os estudantes ficou mais evidente, pois
estdvamos com numeros negativos agora. A conta que devemos fazer é —6 —
(=1), mas o resultado dessa operacdo ainda € negativo. Por isso, agora
colocamos o modulo em todas as contas, para calcular a medida entre os dois
pontos, usamos d = |x; — x4].

Por fim, buscamos colocar o ponto A na coordenada (-2, 3) e o ponto B
em (3, 3). Dai viu-se que sempre devemos fazer a diferenca entre as
coordenadas em mdédulo. Podendo fazer a operacdo | —2 — 3| ou ainda |3 —
(—=2)| para chegar a distancia entre esses dois pontos. No final da atividade,
deixamos o deslizante c livre e inserimos a férmula d = |a — c|, para calcular a
distancia de A até B.

A mesma generalizagao foi feita para pontos sobre retas paralelas ao
eixo y. Nesse instante, também, foram feitos exercicios de fixagdo com pontos
do mesmo tipo. Quando foram misturados pares de pontos em que alguns
estavam sobre retas paralelas ao eixo x e outros estavam sobre retas paralelas
ao eixo y, alguns alunos nao perceberam quais coordenadas deveriam usar.

Alguns colocaram que a distancia entre os dois pontos era zero, sem perceber
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que a outra coordenada era diferente, mas isso é revisto com a explicacdo do
professor/pesquisador.

Outros, por sua vez, tinham muitas davidas com relacao as regras de
sinais. Mas, com o Desmos, 0s estudantes puderam fazer a experimentacao e
verificar cada resultado.

Na segunda aula definimos como objetivo determinar a distancia entre
dois pontos quaisquer. Para isso, e para motivar os estudantes sobre o tema,
decidimos utilizar o mapa da cidade ja visto anteriormente. Posteriormente,
queriamos calcular a distancia entre a escola, localizada no ponto A(0,—1) e um
restaurante localizado no ponto B(3,3). Colocamos 0 mapa e 0s pontos no
Desmos. Depois disso, desejamos construir uma reta na horizontal sobre o ponto
(0,—1) para isso basta criar a reta y = —1. Depois construimos uma reta na
vertical passando pelo ponto (3, 3), para isso digitamos x = 3.

Depois disso, alguns alunos ja comentaram se iamos “usar Pitagoras”.
Antes precisamos identificar o ponto de intersecao das retas com coordenadas
C(3,—1). Agora sim, calculamos a distancia de A até C como visto na primeira
aula |3 — 0| = 3 e adistancia de B até C igual | -1 — 3| = 4. Finalmente aplicando
o teorema de Pitagoras temos AB% = AC? + BC?. Queresultaem d = V32 + 42 =
VO +16 = 5.

Depois a segunda atividade definimos os pontos A(x;,y;1) € B(x,¥5),
com deslizantes em x,,x,,y, € y,, € desejamos calcular a distancia entre os
pontos A e B. Ao colocar os pontos é necessario que se mova qualquer um deles
para que nao fiqgue um em cima do outro para melhor visualizagéo.

Feito isso, construimos ainda uma reta na horizontal passando por A
colocando a equacado y = y;. Na sequéncia, construimos uma reta na vertical
passando por B com a equacao x = x,. Depois identificamos o terceiro ponto C
de coordenada (x,,y,). E explicado que a distancia de 4 até C é |x, — x;| e a

distancia de B até C é |y, — y;| e, que aplicando o teorema de Pitadgoras temos

a formula dug = /(x, — x1)2 + (¥, — y1)2. Assim, inserindo esta férmula em
Desmos Podemos calcular a distancia de quaisquer pontos no plano.

Foram feitos alguns exercicios sobre a distancia entre dois pontos.
Foram colocados pares de pontos ordenados, onde os estudantes deveriam

calcular a distancia entre cada pares de pontos. Ao final de cada exercicio o
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estudante podia verificar se o0 resultado estava certo ao modificar as

coordenadas da atividade anterior criada em Desmos.

5.5 QUINTO DIA: PONTO MEDIO DE UM SEGMENTO

Neste dia, estavam presentes no laboratério 26 estudantes para uma
aula de Matematica. Neste dia a finalidade da aula foi de construir a formula para
calcular as coordenadas de um ponto médio de um segmento de reta, ou ponto
médio entre dois pontos dados.

Na primeira atividade usamos a noc¢éo de ponto médio apenas no eixo
x. Por isso, sugerimos nesta atividade que desmarque a opc¢ao de utilizar o eixo
y em Desmos, como planejado na imagem 26. Depois disso, € discutida a
definicdo de ponto médio onde os estudantes afirmam que “é o ponto que fica
bem no meio dos dois”. Assim, é explicado que o ponto médio de um segmento
€ um ponto que pertence a esse segmento, e, ainda, € equidistante dos
extremos.

Entdo pela nossa definicdo, e como queremos trabalhar apenas com o
eixo x, criamos os pontos A(a,0) e B(b,0) para serem 0s extremos de um
segmento de reta. Assim, queremos encontrar um ponto C(c,0) que é o ponto
meédio do segmento AB.

Para auxiliar o entendimento do ponto médio criamos mais dois pontos,
um de coordenada C'(a + k, 0) e outro de coordenada C"(b — k, 0). Feito isso, ao
modificar os valores do deslizante k vemos que 0S pontos se aproximam ou se
afastam. E ainda, podemos notar que o ponto médio acontece visualmente

quando os pontos coincidem e dai temos a + k = b — k. Desta equacéo resulta

b— o -
que k = Ta Ao substituir k em uma das expressdes temos que o valor do ponto
T b—-a a+b . . .
médioc=a+k=a+ - = Portanto, no deslizante do ponto C inserimos a

~ a+b . . P
expressao ¢ = —-. Aqui informamos que podemos proceder de forma analoga

no eixo y, foi deixado como exercicio.
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Na segunda atividade queremos esbocar a formula do ponto médio entre
dois pontos. Para isso, criamos dois pontos genéricos do tipo A(xy,y1) € B(x2,V5)
para determinar o ponto médio entre estes. Nesta atividade os estudantes
criaram os pontos em Desmos e, em seguida, um ponto médio M de
coordenadas (x,,, yi»)- No entanto, ao criar os deslizantes de x,, e y,, colocaram

X1+Xxo — m

as férmulas x,, =—— e y,, . Assim, a0 movimentarem 0s pontos no
2 2

plano verificam visualmente que sempre M era o ponto médio do segmento AB,
para confirmar foi orientado que determinem as distancias.

Por fim, para dltima atividade da noite tinhamos o problema do poco
entre as casas. Para isso, sugeri que o0s estudantes selecionassem duas
imagens de casinhas pela internet e uma imagem de um poc¢o. As casas foram
colocadas nos pontos (—2,5) e (6,1). Enquanto, os alunos calcularam as
coordenadas do ponto médio para colocar o centro do poc¢o. Desse modo,
colocaram o poco no ponto (2,3). Notou-se em alguns alunos uma dificuldade
em operacbes com numeros negativos. Isso foi resolvido com a explicagdo do

professor no dia.

5.6 SEXTO DIA: AVALIACAO

No dia da avaliagdo estavam presentes 25 estudantes. Na avaliacdo os
alunos foram orientados a identificarem apenas pelo nimero da chamada e para
nao deixar questdes em branco. Também neste dia, responderam um
questionario sobre a utilizacdo do software Desmos. Diferente das aulas em
laboratério a avaliacao foi feita em sala de aula para que cada aluno relatasse o
gue aprendeu ou ndo. Além disso, o aluno ndo tinha acesso a qualquer material
de consulta.

Para esta avaliacdo temos uma média geral das notas, em uma escala
de 0 a 10, de 7,94. Apenas 3 alunos foram com notas inferior 6. Sendo que uma
aluna tinha sido transferida recentemente para a turma, somente, na ultima
semana de aplicacdo, ou seja, participou somente do 5° e 6° dia. O grafico a

seguir mostra a distribuicdo das notas pelos alunos.
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Notas das estudantes
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Imagem 65: Notas dos alunos
Fonte: Amostra do pesquisador

As questBes sdo bastantes similares ao aplicado no questionéario 1,
porém além de valores alterados, nenhuma das questfes tinham alternativas.
Mesmo assim, tivemos um resultado acima do esperado.

Na questdo 1 perguntamos: O que vocé entende sobre pontos em
geometria? Embora seja uma pergunta aberta e com varias possiveis respostas,
4 alunos zeraram a questdo. Os demais alunos responderam de varias formas

[{ P4

como por exemplo: “determinam uma posigdo no espago”, “¢ um objeto de

dimensao zero”, “sao coordenadas de um plano cartesiano”, “um modo de
marcar um lugar”, “indicam a localizagao de um objeto”.
A questao 2 apresentamos do seguinte modo: Considere os pontos A, B

e C representados na imagem a seguir.

L

y B
—5 1 - e
4
3 |
C
2 .
1
10 1 2 3 4 5§ B
X
-
A
-2 : - —

Imagem 66: Questdo 2 do teste
Fonte: Anexo B

a) Quais as coordenadas cartesianas dos pontos A,B e C?
A=(C , ) B=(C, »C=(C, )
b) Qual a distancia entre o ponto A e o ponto C? e do ponto A até o B?

Para o item (a) da questéo todo responderam, embora tivemos 3 alunos
que trocaram as coordenadas x por y. Ja no item (b) tivemos 4 alunos que néo

responderam ou ndo conseguiram atingir a resposta correta. No item (b) também
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alguns alunos nédo precisaram responder com o uso da formula, mas sim usando
a ideia de triangulos retangulos como na demonstracdo das aulas. Outros

utilizaram a férmula em sua resolucao.

i W TR
Imagem 67: Distancia entre dois pontos resolvido por estudante.
Fonte: Amostra do pesquisador.

Na questdao 3 temos: Os pontos M(—5,—2) e N(—3,4) pertencem
respectivamente a quais quadrantes? Para esta questdo temos somente um
estudante que errou ao colocar que o ponto M pertence ao 1° quadrante. Os
demais estudantes todos acertaram a questao.

Na questdo 4 perguntamos: Para que valores de m e n, 0 ponto A =
(m+ 3,n—1) pertenca ao 3° quadrante? Para esta questédo tivemos 4 alunos
gue deixaram em branco ou ndo souberam responder. Além disso, outros 3
alunos erraram ela por se confundirem com as inequacdes, sem saber se
usariam o maior ou 0 menor.

Questédo 5: Num tridngulo ABC, sendo A = (4,3),B = (0,3) e C um ponto
pertencente ao eixo Ox com AC = BC. Qual a coordenada do ponto C? Para esta
guestao temos 5 alunos que néo tiveram ideia de como resolver. Embora exista
um raciocinio algébrico para resolver esta questao, todos os estudantes optaram
por fazer o desenho e retornar as coordenadas do ponto do ponto C. Ainda
assim, 11 estudantes apresentaram uma resposta incompleta, apresentando
somente o desenho, ou ainda, inverteram o valor das coordenadas. Os demais

apresentaram respostas semelhante a seguinte.
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Imagem 68: Resposta do estudante a questao 5
Fonte: Amostra do pesquisador.

Além da avaliacéo tedrica sobre os contetudos ensinados os estudantes
responderam um questionario sobre as aulas com o software Desmos. Neste
questionario responderam perguntas de multipla escolha sobre a utilizacdo do
software.

Com relacéo a primeira pergunta: vocé conseguiu realizar as tarefas de
ensino? Nesta pergunta, de um total de 25 estudantes, 48% responderam quase
todas, 28% sim todas, 20% nem todas e 4% nenhum. Embora, talvez, os que
nao tenham conseguido realizar todas as tarefas ndo tenham participado de
todas as aulas.

Na segunda pergunta questionamos: qual o seu grau de satisfacéo
utilizando o software Desmos? Para esta pergunta 18 estudantes responderam
muito bom, 6 estudantes responderam apenas bom, nenhum estudante
respondeu ruim, enquanto um estudante respondeu péssimo.

Na terceira pergunta verificamos: Vocé esta satisfeito com sua
aprendizagem em Matematica? Dentre os 25 alunos, 56% responderam muito
satisfeito, 32% pouco satisfeito, 4% pouco insatisfeito e 8% muito insatisfeito.

Na quarta pergunta tinhamos: Como vocé avalia a qualidade do ensino
com a utilizacdo do software Desmos? Nessa questdo temos uma avaliacao
positiva, em que dentre os 25 alunos, 76% avaliaram como muito bom, 24%
apenas bom e nenhum marcou ruim ou péssimo.

Para a quinta pergunta queriamos saber sobre a facilidade de utilizacao
do software Desmos. Portanto, questionamos: Vocé acredita que um aluno pode
aprender a usar o Desmos sem o auxilio do professor? Para esta pergunta 60%,
0 equivalente a 15 estudantes, respondeu que sim, enquanto 40% responderam

gue nao.
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Para a sexta pergunta buscou-se a reflexdo sobre a aprendizagem de
cada aluno. Por isso, questionamos: Vocé aprendeu os conteudos Matematica
ensinados usando o Desmos? Para esta pergunta 21 alunos responderam que
sim, enquanto 4 responderam que nao.

A ultima pergunta: Quais as chances, em uma escala de 0 a 10, de vocé
recomendar o software Desmos para algum amigo estudar matematica? Para
esta pergunta sete estudantes responderam nota 10, trés estudantes registraram
a nota 9, outros nove estudantes anotaram nota 8, quatro estudantes marcaram
nota 7 e dois assinalaram 6 e 5. Nao teve nenhuma nota inferior a 5 nesta
amostra.

Além disso, nesse questionario ainda continha uma questao aberta para
que os estudantes escrevessem sua opiniao sobre as aulas de matemaética.
Perguntamos: o que € possivel melhorar para as aulas de matematica? A grande
maioria colocou nada, outros colocaram “explicar mais devagar”, outros ainda

” o«

“fazer mais atividades”, “usar mais o software” e alguns elogios.
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6 ANALISE DOS RESULTADOS

Esta pesquisa possui 0 objetivo de investigar a possibilidade de melhoria
do ensino e aprendizagem de conteudos de Geometria Analitica na escola
bésica com o uso do software Desmos. Por isso, criamos atividades para alguns
dos conteudos de Geometria Analitica no Ensino Médio, afim de averiguar essa
possibilidade de melhoria da escola. Consideremos que cada atividade criada
para esta pesquisa seja uma possibilidade de melhoria para o ensino na escola.

Durante a pesquisa mostramos o que € o software Desmos, suas
configuragcbes, seu funcionamento, peculiaridades e potencialidades que o
software pode oferecer com a finalidade de conhecer melhor o recurso e
melhorar o planejamento das atividades de ensino. Além disso, todas as
atividades aqui propostas podem ser revistas e melhoradas, pois na realizacéo
das atividades de ensino pelos alunos, podemos observar que pode ser
modificado, desta forma vérias atividades propostas tem constru¢des que sao
uma primeira solucdo a medida que seja aplicado podem ser corrigidas deixando
em aberto novas possibilidades.

Logo no comeco da aplicagao, foi percebido o interesse dos estudantes
pela forma como seria as aulas de matematica. Nesse periodo, os alunos
mostraram motivacdo em participar das atividades, pois ndo conheciam o
software antes e nenhuma experiéncia anterior, nas aulas de Matematica, em
laboratorio de informatica.

O pré-teste feito com os alunos no comeco da aplicacdo mostra que 0s
alunos ndo possuiam o conhecimento sobre o contetdo, de plano cartesiano e
pontos, apesar de que parte desse conteudo ser visto em anos anteriores.
Também outra dificuldade do ensino béasico foi amenizada ao realizar operacdes
com numeros inteiros, pois era notavel a dificuldade que os estudantes tinham
em realizar operacfes com numeros negativos e regras de sinais.

No pés-teste temos um resultado bem satisfatério com uma boa média
das notas dos alunos, também pela variedade de respostas, na questéao aberta,
que os estudantes mostraram. Dado o perfil dos alunos como descrito na secéo

5 na conversa prévia com a professora da turma. A preocupacgédo inicial da
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professora era que as atividades estivessem no mesmo nivel de aprendizagem
dos alunos.

Podemos ver o interesse dos estudantes ao realizar as atividades pelas
falas que os estudantes produziam. Além disso, se tornou facil acompanhar as
atividades que realizavam, pois sempre que preciso chamavam a carteira para
ver se a atividade estava correta. O erro, em geral, representa uma conotacao
ruim para o aluno, pois é entendido como uma falha ou engano. Essa concepcao
é transferida para o campo educativo e foi, por longo periodo, usado para
caracterizar o que falta no estudante ou o que ele ndo fez em relacdo ao que é
considerado correto ao desenvolver alguma atividade. Por isso, 0s estudantes
estavam ansiosos para ver se sua atividade estava correta.

Alguns procedimentos feitos de maneira errada d&o indicativos de como
o estudante pensa sobre determinado conteldo em comparacao aos que Sao
realizados de forma completamente correta. Nesta pesquisa procuramos
compreender o carater dos erros cometidos pelos alunos e suas causas. Por
isso, propomos atividades diferenciadas como estratégia para a correcao de tais
erros.

No questionario de utilizacdo do Desmos temos uma avaliagdo positiva
por parte dos estudantes. No questionario € visto que a maioria dos alunos teve
facilidade em usar o software e mesmo quando perguntados se aprenderam o
contelido usando o software a maioria respondeu que sim. A professora da turma
também relata sobre a facilidade de utilizacdo e se interessa em levar as
atividades com o software Desmos para outras turmas da escola.

Desse modo, podemos constatar que o objetivo deste trabalho, de fato,
conforme 0 nosso ponto de vista, esta alcancado devido ao resultado satisfatério
gue tivemos. Consideramos o resultado positivo tanto por parte dos estudantes
como para o professor/pesquisador dada a facilidade do uso do software
Desmos e pela criagdo de atividades diferenciadas em situacdo de ensino e
aprendizagem.

Ao final, podemos notar que o trabalho foi aproveitado, tanto no sentindo
motivacional, quanto no sentido da aprendizagem dos estudantes, pois
incentivamos cada estudante a conhecer cada vez mais a Matematica. Ainda
assim, os professores podem aproveitar o Desmos como mais uma possibilidade

de ferramenta de ensino e aprendizagem para a uso na escola.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Em primeiro momento devo constatar que este trabalho me fez repensar
muito a minha pratica docente, colaborando para o planejamento de minhas
aulas e ainda sobre o uso de novas tecnologias. Os resultados desta pesquisa
foram muito proveitosos, pois podemos constatar na avaliacdo final feita. Além
disso, a maior satisfacdo desta pesquisa, foi o fato de compartilhar com cada
estudante um conhecimento novo e ver que estavam compreendendo a
necessidade de estudar topicos de Geometria Analitica. Claro que este resultado
esta atrelado a toda a formacdo académica obtida no decorrer do PROFMAT,
além da orientacao correta para esta finalidade.

Compreendemos as muitas adversidades de implementacdo de
atividades que envolvam tecnologias na escola, mas ndo podemos fazer disso
uma barreira para levar a tecnologia a escola. Desse modo, compartilhamos a
proposta, entre outras razdes, para incentivar o professor a fazer o uso de
tecnologias diferenciadas na sala de aula.

N&o se trata de defender o uso de um software ou outro no quesito
educacional, e sim, de um planejamento cuidadoso e bem articulado. Afinal, a
tecnologia hoje disponivel, amanha pode estar obsoleta. Também ao planejar as
atividades notamos que o software poderia ter mais recursos, como um botao
para: ligar dois pontos por um segmento de reta; ou ainda, deixar o rastro de um
ponto em movimento. Porém, isso talvez nao seja a proposta do software inicial.

A utilizag&do dessa tecnologia em sala de aula fez com que os estudantes
tivessem maior envolvimento em relacéo as aulas, pois eles se viam engajados
na aprendizagem e na exploracdo de novos objetos. Conforme o comentario da
professora titular da turma a utilizagdo do software propiciou aos alunos novos
desafios na resolucdo de problemas que envolvem a Geometria Analitica.

Defendemos o uso de tecnologias para que os estudantes possam
investigar a matemética. Esta investigacdo deve ser um caminho que o
educando possa ver a matematica com um novo olhar. A ponto de construir
teorias, levantar hipoteses, conjecturar, testa-las e comprovar hipéteses que se

tornem argumentacao decisiva na construcao do saber.
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Além disso, apenas a primeira secdo das atividades planejadas foi
aplicada nesta pesquisa. Assim, um prosseguimento interessante desse trabalho
seria a implementacao das demais atividades em sala de aula que pode ser feito
por qualquer outro professor de Matematica. As aplica¢cdes sdo importantes e,
além do mais, com a finalidade de tornar mais clara e compreensivel a linguagem
formal matematica.

Espera-se ainda, que esta sequéncia de atividades, possa contribuir com
a formacéo de um cidadao consciente, critico em relacdo ao uso de tecnologias
e ao mundo que o circunda. E que o professor possa se inspirar para criar
atividades novas para motivar seus alunos.

Ressalta-se, ainda aqui, a importancia do programa de pés-graduacao
Metrado Profissional em Matemética em Rede Nacional — PROFMAT, em
especial a disciplina de Geometria Analitica, pois deu o aporte tedrico necessario
para esta pesquisa.

Por fim, o desenvolvimento deste estudo possibilitou uma analise de
como um software pode contribuir para os estudos em matemética. A utilizacédo
de recursos digitais permitiu que estudantes realizem o estudo de forma mais
detalhada. Além disso, permitiu a criacdo de varias atividades que podem servir

de base para professores e estudantes de matematica.
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ANEXO A — Questionério de prévio da pesquisa



1.

2.

c)
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Questionario 1 — Pré-teste
Qual o significado de ponto em geometria?

Considere areta s e os pontos A, B e C representados na figura a seguir.

Fod . s ] i Pl hond: el M BT

Quais as coordenadas cartesianas dos pontos A, Be C?

A=(C , ) B=(C , ) c=C , )
Qual a distancia entre o ponto A e o ponto C? E a distancia entre o ponto A e o ponto
B?

Os pontos A(-4, -2) e B(-2, 2) pertencem respectivamente aos quadrantes:

12292

2% e 39

3%2e2°

42 e 2°

3%2e4¢°

O ponto A(m + 3,n — 1) pertence ao 32 quadrante, para os possiveis valores de m e
n:

m>3en<l1

m<3en>1

m<-3en>1

m<-3en<-1

m<-3en<l1

Num triangulo ABC, sendo A(4, 3), B(0,3) e Cum ponto pertencente ao eixo Ox com
AC=BC. O ponto C tem como coordenadas:

(2,0)

(=2,0)

0,2)

(0,-2)

(2, _2)
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ANEXO B — Questionério pds pesquisa



1.

2.
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Questionario 2 — pos-teste

O que vocé entende sobre pontos em geometria?

Considere os pontos A, B e C representados na figura a seguir.

1

y B
| 5 I I ! .
4
3 I
C
2 *
1
1 o 1 2 3 4 ] 5—
x
-1
A
2 .

Quais as coordenadas cartesianas dos pontos A,B e C?
A=(C , ) ) C=(C, )

Qual a distancia entre o ponto A e o ponto C? e do ponto A até o B?

B=(,

Os pontos M(—5,—2) e N(—3,4) pertencem respectivamente a quais quadrantes?

Para que valores, o ponto A = (m + 3,n — 1) pertenga ao 32 quadrante?

Num triangulo ABC, sendo A = (4,3),B = (0,3) e C um ponto pertencente ao eixo
Ox com AC = BC. Qual a coordenada do ponto C?
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ANEXO C — Questionario de utilizacdo do Desmos
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Questionario Desmos.
1. Vocé conseguiu realizar as tarefas de ensino?
( ) Sim todos.
() Quase todos.
( ) Nem todos.
() Nenhum.

2. Qual o seu grau de satisfacdo com as aulas de matemética utilizando o
software Desmos?

() Muito bom.
( ) Apenas bom.
( ) Ruim.
( ) Péssimo.
3. Vocé esté satisfeito com a sua aprendizagem em Matemética?
() Muito satisfeito.
() Pouco satisfeito.
() Pouco insatisfeito.
() Muito Insatisfeito.

4. De modo geral, como vocé avalia a qualidade do ensino com a utilizacdo do
software Desmos?

() Muito bom.

( ) Apenas bom.
( ) Ruim.

( ) Péssimo.

5. Vocé acredita que um aluno pode aprender usar o Desmos sem o auxilio do
professor?

() Sim. () Nao.
6. Vocé aprendeu os contetdos de matematica ensinados usando o Desmos?
() Sim. () Nao.

7. Quais as chances, em uma escala de 0 a 10, de vocé recomendar o software
Desmos para algum amigo estudar matematica?

()0, ()L ()2, )3.( )4 ()5 ()6 ()7, ()8, ()9, ( )10.

DEPOIMENTO: O que é possivel melhorar para as aulas de matemética?
Criticas, sugestdes e elogios.
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ANEXO D - Demonstracao Férmula da Distancia entre Ponto e

reta.
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Formula da distancia entre ponto e reta

Para essa demonstracdo foi utilizada a ideia de reta perpendicular,

pontos de intersecao e distancia entre dois pontos. Seja o ponto P(x;,y;) € a

x CHA N £ +byi+
retar:ax + by + ¢ = 0, entdo a distancia entre P e r é dada por dp , = —'axl_a2+y;2 d

Sejaaretar:ax + by + ¢ = 0 e s umareta paralela areta r, entdo s € da
forma bx —ay + k = 0, como s deve passar por P(x;,y,), entdo k = ay; — bx;.
Assim, s é da forma bx — ay + ay; — bx; = 0.

Portanto, devemos resolver o sistema linear do tipo:

{ ax+by+c=0
bx —ay +ay, —bx; =0

Multiplicando a primeira equacao por a e a segunda equacgao por b, em

seguida somando os resultados obtemos:
b%x + a’x + aby; — b?x; +ac =0

Colocando x em evidéncia e em seguida isolando-0, encontramos 0

seguinte valor para x.
b?x, — aby, — ac
a® + b?
Substituindo o x da equacéo ax + by + ¢ = 0 obteremos o seguinte:

b?x, — aby, — ac
4 a? + b?

X =

>+by+c=0

Isolando y temos:

_ a’by, —ab®x; +a*c ¢
Y ST @+ Db b

Tirando o minimo multiplo comum e ajustando o resultado obtemos:

_ a’by, — abx; + a*c — a*c — b’c
Y= (@ + b2)b

Logo, teremos:

_ a’by, — abx; — b%c
YT @+ by

Podemos afirmar que o ponto de intersecdo das duas retas € da forma

Gey) = b?x, — aby,; —ac a’by, — abx; — b*c
g4 a? + b? ' (a2 + b?)
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Queremos a distancia entre o ponto de esse ponto e o ponto P(xq,y;).

Utilizando a formula d = /(x; — x,)2 + (¥, — ¥,)2. Primeiro faremos a diferenga
x; — x, da seguinte forma:
b?x, — aby; — ac
a? + b?
ApG6s 0 minimo multiplo comum e ajustando o resultado obtemos:

xl_

a’x; + b?x; — b%*x; + aby, + ac
a? + b2
Colocando a em evidéncia temos:

a(ax; + by, +¢)
a? + b? )

Fazendo o mesmo com y; — y,, obteremos:

a’by, — abx, — b?c

N T @ Y
a’y, + b*y, — a’by, + abx, + b?c
(@ + b?)

Ao final teremos:
b(ax; + byl +c¢)
*%)
a? + b?
Substituindo (*) e (**) na férmula da distancia obtemos:

= a(ax, + by, +¢) 2 N b(ax, + byl +c) 2
a a? + b2 a? + b?

Distribuindo os quadrados internos termos

g a?(ax; + by, + ¢)? N b%(ax; + byl + c)?
B (a? + b?)? (a? + b?)?

(ax,+by;+c)?
(a2+b?)?

(ax; + by; + ¢)?
d= j(az +b?) (laz — blz)z

.y +by;+c)? .
ue indica que d = |9¥EP19% 1506 podemos concluir que:
a?+b?

g = |lax; + by, + c|
T Ve ¥ b?

Sabe-se que existem demonstracfes mais simples, mas deixamos essa

Colocando o termo em evidéncia se obtém:

agui por usar apenas 0s conceitos mostrados até o momento.
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