A
AA
A A
AAAA

PROFMAT

UNIVERSIDADE FEDERAL DE OURO PRETO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Mayara Beatriz Ferreira Drumond

Orbitas Periddicas de Funcées e o Teorema de
Li-Yorke: Uma Aplicacao do Teorema do Valor
Intermediario

Ouro Preto

2018



MAYARA BEATRIZ FERREIRA DRUMOND

Orbitas Periédicas de Funcées e o Teorema de
Li-Yorke: Uma Aplicacao do Teorema do Valor
Intermediario

Dissertacao apresentada a Banca Examinadora como
exigéncia parcial para obtencdo do Titulo de Mestre em
Matematica, através do PROFMAT - Mestrado Profissio-
nal em Matematica em Rede Nacional.

Area de Concentragdo: Matematica
Orientador: Prof. Dr. Wenderson Marques Ferreira.
Coorientador: Prof. Dr. Eder Marinho Martins.

Ouro Preto
2018



D8450

Drumond, Mayara Beatriz Ferreira.

Orbitas periddicas de funges e o Teoremade Li-Y orke [manuscrito]: uma
aplicacdo do teoremado valor intermediario/ Mayara Beatriz Ferreira
Drumond. - 2018.

49f.: il.: color; grafs.

Orientador: Prof. Dr. Wenderson Marques Ferreira
Coorientador: Prof. Dr. Eder Marinho Martins.

Dissertagé@o (Mestrado) - Universidade Federal de Ouro Preto. Instituto de
Ciéncias Exatas e Biolégicas. Departamento de Matemética. Programa de Pos-
Graduagdo em Matemética em Rede Nacional.

Area de Concentracio: Matemética Com Oferta Nacional.

1. FuncBes continuas. 2. Teoremado valor intermediério. |. Ferreira,
Wenderson Marques. I1. Martins, Eder Marinho. I11. Universidade Federal de
Ouro Preto. IV. Titulo.

CDU: 510:37

Catalogacao: www.sisbin.ufop.br




MINISTERIO DA EDUCACAO
Universidade Federal de Ouro Preto
Instituto de Ciéncias Exatas e Biologicas (ICEB)
Departamento de Matematica - PROFMAT

Orbitas Periddicas de Fungdes e o Teorema de Li-Yorke: Uma

Aplicagao do Teorema do Valor Intermediario

Autor(a): Mayara Beatriz Ferreira Drumond

Dissertacdo defendida e aprovada, em 19 de Dezembro de 2018, pela banca

examinadora constituida pelos professores:

Lzl o <t /,(
Wend son(IVIarques Ferrelra Orientador
Universidade Federal de Ouro Preto

Eder Marinho Martins - Coorientador
Universidade Federal de Ouro Preto

PRY ctPUCAS 107 11 DED W//%éﬂé/ e~ //Z
E Marcio Fialho Chaves ©  —

Universidade Federal de Lavras .

- ¢
o \ ~\ \
(\J § \, T il 75 | \

AASAN NS N\ Qo N -

Q Geraldo César Gongalves Ferreira
Universidade Federal de Ouro Preto

Mestrado Profissional em Matematica em rede Nacional - PROFMAT
Campus Universitario — Morro do Cruzeiro — ICEB 11T - Sala 1-10 — 35400-000— Ouro Preto — MG — Brasil
Homepage: http://www. protmat.ufop.br — E-mail: profinat.na.ufop@gmail.com — Fonc: (31) 3559-1629



Mas Jesus, tendo ouvido o que falaram, disse ao chefe da si-
nagoga: "N&o tenha medo. Apenas creia.”
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Resumo

Neste trabalho estudaremos um resultado sobre fungdes continuas em uma variavel:
o Teorema de Li-Yorke, que estabelece que, se uma fungéo real para a qual a imagem do
intervalo [a, D] é aplicada em si mesmo possuir um ponto de periodo trés, entdo possuira pontos
periédicos de qualquer periodo inteiro positivo. Na demonstragao, utilizaremos fortemente o
Teorema do Valor Intermediario. No decorrer do trabalho, exploraremos, sempre que possivel,
a geometria dos resultados utilizados e apresentaremos exemplos que os ilustrem. Também
apresentaremos uma atividade sobre rotacées de um ponto numa circunferéncia, feita com o
software GeoGebra, que pode ser feita com alunos do Ensino Médio.

Palavras-chave: Pontos Periédicos, Orbitas Periddicas, Teorema do Valor Intermediario,
Teorema de Li-Yorke.



Abstract

In this work we will study a result about continuous functions of a single variable: the
Li-Yorke Theorem, which establishes that, if a real valued continuous function on [a,b], whose
range is contained in [a,b], has a 3-periodic point, than has n—periodic points for all positive
integers n. The Intermediate Value Theorem will be fundamental in our demonstration. We
will explore, always than possible, the geometry of the results and present some examples that
illustrate them. We will also present an activity about rotations of a circle, using GeoGebra, which
can be done with high school students.

Keywords: Periodic Point, Periodic Orbit, Intermediate Value Theorem, Li-Yorke Theo-
rem.
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1 Introducao

O objetivo geral deste trabalho é o estudo de 6rbitas periédicas de funcdes, apresen-
tando conceitos que vao além daqueles vistos no Ensino Médio. Grandes matematicos como
Newton (1642 — 1727), Leibniz (1646 — 1716), e Euler (1707 — 1783) tém estudos sobre esse
campo, para mais detahes, ver [4]. ApOs as definigcdes e resultados preliminares, abordare-
mos o Teorema de Li-Yorke o qual garante que sob certas hipéteses, a existéncia de um ponto
de periodo trés para uma fungdo continua, assegura a existéncia de pontos n-periddicos para
qualquer n inteiro positivo. Esse ultimo resultado, € uma aplicagdo do Teorema do Valor In-
termediario, cuja visualizagdo geométrica é simples e sera aprofundada ao longo do texto. O
Teorema leva o nome dos pequisadores T. Li e J. A. Yorke que, em 1975, publicaram o artigo:
Period Three Implies Chaos na revista American Mathematical Monthly.

No segundo capitulo, denominado Resultados Preliminares, abordaremos algumas defi-
nicdes como ponto fixo e alguns teoremas, como o Teorema do Valor Intemediario e o Teorema
do Ponto Fixo de Brouwer, que serdo essenciais ao longo de todo o trabalho. Sempre que
possivel, tentaremos explorar a geometria desses resultados.

No terceiro capitulo, denominado Pontos Periddicos e Orbitas, estabeleceremos pre-
cisamente as definicbes de Pontos Periddicos e Orbita Periédica de uma fungéo continua.
Nesse capitulo, muitos exemplos serdao apresentados ilustrando as definicdes apresentadas.
Tais exemplos quase sempre corresponderao as fungdes estudadas no Ensino Médio, com gra-
ficos simples e calculos que envolvem os conceitos de trigonometria, matrizes e composicao de
funcdes. Além dos resultados tedricos implementaremos, com auxilio do software GeoGebra,
uma atividade que pode ser desenvolvida em sala de aula com recursos computacionais. Essa
atividade, conduzida pelo professor, pode ser construida pelos alunos dando mais dinamismo as
aulas, possibilitando a exploragéao geométrica do processo de rotagdes sucessivas de um ponto
no circulo. Atividades como essas deixam as aulas mais dinamicas pois o professor desperta
no aluno a curiosidade e o préprio aluno faz as descobertas acerca do assunto estudado. O
professor leva o aluno a pensatr, a investigar, a ser mais participativo em aula e nao sé receber o
conteldo estudado. Assim, a aprendizagem ganha um significado muito mais forte comparado
com aqueles que nao tiveram o esforco da descoberta.

No quarto capitulo, denominado Sobre Orbitas Periédicas de Funcdes e o Teorema de
Li-Yorke, apresentaremos duas proposicoes que sao de extrema importancia para a demonstra-
cao do teorema principal do trabalho. A primeira proposicao € uma generalizacao do Teorema
do Valor Intermediario, € a segunda nos diz que, sob certas condigbes, uma 6rbita impar tem
seus pontos se alternando a esquerda e a direita de um ponto central. Este Ultimo resultado
€ interessante por si sO, e sua demonstracdo é bastante engenhosa e construtiva, ocupando



11

a maior parte do capitulo. Demonstrando esses resultados, obtemos facilmente o Teorema de
Li-Yorke. Duas observacdo sdo apresentadas ao final do capitulo para mostrar a importan-

cia das hip6teses do Teorema de Li-Yorke. Apresentaremos exemplos simples que ilustram a
necessidade das hipo6teses envolvidas.
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2 Resultados Preliminares

Nesta secédo apresentaremos alguns resultados e definicdes que seréo vistos no decor-
rer do trabalho. Nos basearemos principalmente nas obras: [5] e [6].

As fungdes consideradas sdo de dominios reais e contradominios reais. Vamos iniciar
pela definicdo de fungdo continua: considere um conjunto nado vazio X C R e uma fungéo f :
X — R. Diz-se que f é continua no ponto a € X quando é possivel tornar f(x) arbitrariamente
proximo de f(a) desde que se tome x suficientemente "préximo" a a. A nogédo precisa de
"préximo"pode ser posta de forma rigorosa do seguinte modo:

Definicao 2.1. f: X — R é continua no ponto a € X quando, para todo € > 0 dado arbitraria-
mente, pudermos determinar § > 0 tal que x € X e |x —a| < & impliquem em | f(x) — f(a)| < €.
Simbolicamente:

Ve>0,38>0talquexeX, |x—a|<d=|f(x)— f(a)| <e.

Para mais detalhes sobre essa abordagem rigorosa, ver em [5],

Vejamos agora o Lema de Permanéncia de Sinal que pode ser visto com mais detalhes
em [6]. Tal lema nos garante que se a fungéo f for continua e se f(xo) for ndo nula, entao existe
uma vizinhanga de xg tal que a imagem de todos os seus pontos tem o mesmo sinal de f(xp).

Lema 2.1 (Lema de Permanéncia do Sinal). Sejam I C R um intervalo e f : I — R uma fungdo
continua. Se xo € I for tal que f(xo) > 0 (resp. f(xp) < 0), existe d > 0 tal que

flxo)

xel|x—xp| <d= f(x) > 5

(resp. flx) < _%xo)

Em particular, f ainda é positiva (resp. negativa) em I N (xo — 8,x0 + 9).

Demonstragdo. Suponhamos, sem perda de generalidade, que f(xg) > 0, xo € I. Consequen-

f(x0)
2

> 0.
f(xo)

Sejae = — > 0. Entdo existe § > 0, tal que,

temente

x—x0| <8, xel = [f(x) = flx0)| <e=

De modo equivalente temos
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que corresponde a

f(xo) 3
— flx) < Ef(xo)-
Dai, temos
Fl) > A (;o)

paratodo x € I tal que |x —xp| < d, ou seja, para todo x € (xg — 8,x0+ &) N 1.
Analogamente, € mostrado o caso f(xg) < 0. O

Outro teorema classico da Matematica é o Teorema do Valor Intermediario que apresen-
taremos a seguir.

Teorema 2.1 (Teorema do Valor Intermediario). Seja f : [a,b] — R continua. Se f(a) < d <
f(b) ou f(b) <d < f(a) entdo existe c € (a,b) tal que f(c) =d.

Provaremos o caso para f(a) < d < f(b). O caso f(b) < d < f(a) é andlogo.

Demonstragdo. Considere o conjunto P = {x € |a,b], tal que f(x) < d}. Como f(a) < d segue-
se que a € P e portanto P # 0.

Consideramos um elemento m € P. Neste caso, f(m) < d. Como f é continua em todos
seus pontos, serd continua em m. Pela Defini¢cdo 2.1, dado € =d — f(m) > 0, existe & > 0 tal
que x € (m,m+9d) tem-se f(x) < f(m)+¢€ = d. Dai, todo elemento de (m,m + J) pertence a
P e, em consequéncia disso, ndo ha maior elemento em P.

Seja ¢ = sup P. Claramente ¢ < b pois f(b) > d e segue-se do Lema de Permanéncia
do Sinal que existe A, > 0 tal que f(x) ¢ P se x € (b—Ap,b). Para ¢ > a, existe A, > 0 tal que
f(x) < d paratodo x € [a,a+ Ag).

Considere uma sequéncia (y,) € P,y, — c. Dai f(c) = lim f(y,) < d. Ver Apéndice,
Teorema 6.1.

Como P nao possui maior elemento, ¢ ¢ P (j& que do contrario teriamos ¢ + € € P para
€ suficientemente pequeno). Dai f(c¢) ndo pode ser menor que d, e somos levados a concluir
que f(c) =d. O

Corolario 2.1 (Teorema de Bolzano). Seja f(x) uma fungdo continua num intervalo fechado
[a,b]. Se f(a) e f(b) tém sinais opostos, isto &, se

fla) <0< f(b) ou f(b) <0 < f(a),
entdo existe c entre a e b tal que f(c) =0.

Demonstragdo. Basta considerar d = 0 no Teorema do Valor Intermediario e obtemos nosso
resultado. O

A seguir veremos um corolario que sera muito importante nos préximos passos do tra-
balho. Antes de enuncia-lo, vejamos a definigdo de Ponto Fixo pode ser encontrada em [8].
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05
f(a)

Figura 2.1: llustragdo do Teorema do Valor Intermediario. Observe que cada d € [f(a), f(P)]
possui pré imagem por f em algum ¢ € [a,b].

i(;)

Figura 2.2: Nesse caso, f(b) <0< f(a) e ¢ € (a,b) é uma raiz de f(x).

Definicao 2.2 (Ponto Fixo). Sejam X um conjunto néo vazio e f : X — X uma fungdo dada.
Dizemos que um elemento xo € X é um ponto fixo de f se f(xo) = xo.

Corolario 2.2. Sejal = [a,b] e J = [c,d)] intervalos fechados, I C J e f uma fungdo continua.
Se f(I) D J, entdo f tem um ponto fixo em I.

Demonstragdo. Se f(a) = aou f(b) = b, ja temos um ponto fixo. Caso contrario, considere a
fungéo continua h(x) = f(x) —x. Dai, como I C J e f(I) D J (logo, contém os pontos a e b),
existe um x; > a, x; € [ tal que f(x;) = a e existe um x, < b, x; € I tal que f(xz) = b. Segue-
se entao

h(x;)=f(x;))—x1=a—x1 <0

h(xz) = f(xz) —xp=b—xp, >0.

Segue-se do Teorema do Valor Intermediario que existe x € I tal que h(x) = 0, ou seja f(x) = x.
Portanto f é uma fungao que tem ponto fixo. O
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Geometricamente uma funcgéao real possui ponto fixo quando seu grafico tem intersecgao
com o da fungdo de dominio real g(x) = x e é imediato que nem toda fungao possui ponto fixo.
Vejamos exemplos de fungdes f : R — IR com um, dois e trés pontos fixos.

Exemplo 2.1. Exemplo de fungdées com um, dois e trés pontos fixos:

o

Y“

Figura 2.3: A fungdo f(x) = x> — 3 possui apenas um ponto fixo no intervalo do dominio [1,2].

Figura 2.4: A fungdo f(x) = x> possui dois pontos fixos no intervalo do dominio [0,1].
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Figura 2.5: A fungdo f(x) = x> — 4x? +3x+ 1 possui trés pontos fixos no intervalo [—1,4].

Um dos mais importantes e conhecidos teorema sobre pontos fixos é o Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer que veremos a seguir.

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer serd fundamental em algumas demonstra¢des da
sequéncia do trabalho.

Teorema 2.2 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Seja f : [a,b] — |a,b] uma fungdo continua.
Entao f possui ao menos um ponto ponto fixo.

Demonstragdo. Se f(a) =a ou f(b) = b, o resultado esta provado. Considere, sem perda de
generalidade, f(a) > a e f(b) < b. Seja g(x) = f(x) —x. Como f é continua, temos que g é
uma funcéo continua. Temos, além disso,

8(b) = f(b) = b <0.

Pelo Teorema do Valor Intermediario, existe xo € (a,b) tal que

g(x) =0

ou seja,

f(xo) =xo

e provamos o teorema. O
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Na verdade, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer é equivalente ao Teorema do Valor
Intermediério. A primeira parte da equivaléncia ja foi demonstrada, o Teorema do Valor Interme-
diario implica no Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. A outra equivaléncia, o teorema do Ponto
Fixo de Brouwer implicar no Teorema do Valor intermediario pode ser vista em [7].

Antes de prosseguirmos, vejamos alguns exemplos.

O exemplo a seguir pode ser visto também em [7].

Exemplo 2.2. A fungdo f : [—1,1] — [—1,1] dada por f(x) = x> possui trés pontos fixos:
~1,0el.

05

Y

0.5 1

Figura 2.6: O fungéo f(x) = x possui trés pontos fixos no intervalo do dominio [—1,1].

O exemplo a seguir pode ser encontrado em [1].

Exemplo 2.3. Considere f : [0,1] — [0, 1] dada por f(x) = cosx, que possui um ponto fixo.
Com auxilio do GeoGebra', para analise dos graficos, encontramos esse ponto, que ocorre em
aproximadamente x ~ 0,739.

f
y
0.5
a
-_—
05 1
x

Figura 2.7: O gréfico de f: [0,1] — [0, 1], dado por f(x) = cosx intercepta o gréfico de g(x) = x
em somente um ponto, aproximadamente em x =~ 0.739.

Software matematico, verséo 6.0 utilizada
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3 Pontos Periédicos e Orbitas

Neste Capitulo abordaremos a nogéo de pontos periédicos de uma fungao f, dos quais
os pontos fixos, definidos no capitulo anterior, sdo um caso particular. Definiremos também
Orbitas periddicas e apresentaremos uma série de exemplos relativos aos conceitos apresenta-
dos. Grande parte dos exemplos que apresentaremos envolvem fungdes estudadas no Ensino
Médio. A nossa principal referéncia para esta se¢éo é o artigo [4].

De agora em diante, utilizaremos a notagao

X, se n=0,
f(x) = f(x), se n=1,
(" Yx), se n>1.

Exemplo 3.1. Se considerarmos f(x) = x+5 e x = 1. Temos a sequéncia de imagens

=1 1) =6, £2(1) = f(f' (1) = £(6) =11, (1) = f(£*(1)) = f(11) = 16,

e assim sucessivamente. As imagens de 1 pelas fungdes f", n € N formam uma progresséo

aritmética de razao 5 e termo inicial 1.

Definicao 3.1 (Ponto Periodico). Se xq satisfizer

1" (x0) = xo,
fk(x())?éxo k:1,2,...,l’l—1,

entao xy é chamado ponto n-periddico de f.
O menor valor de n que satisfaz a condigdo anterior € denominado periodo de xg. Ob-
serve que se xo for um ponto de periodo n entéo f*" (x0) = xo para k inteiro positivo.

Uma fungéo f pode possuir pontos de diversos periodos. Nosso principal objetivo neste
trabalho sera mostrar o seguinte fato: se uma fungao possuir uma ponto de periodo trés, entao
possuira pontos de quaisquer periodos inteiros positivos. Esse resultado sera visto em detalhes
no Capitulo 4.

Claramente os pontos fixos sao pontos 1—periddicos.

Definicdo 3.2 (Orbita periddica de f). Se xq for um ponto n-periédico de f. chamamos de érbita
periddica da fungao f o conjunto {xo, f(x0), f>(x0), ..., /"1 (x0)}.

Teorema 3.1. Sejal umintervalo deR. Se f : I — R for continua e possuir um ponto de periodo
k > 1, entdo possuira também um ponto de periodo 1.
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Demonstragao. Isso segue do Teorema do Valor Intermediario. Seja f uma fungao continua e
Xo um de seus pontos de periodo k, com fi(xo), i=0,1,2,3,....k— 1 sendo os pontos da 6rbita
de xg.

Inicialmente escrevemos os pontos xo, f(xo), - , /¥~ (xo) em uma sequéncia crescente
€ a renomeamos como

<y << < Zk-1.

Considere a fungéo continua (x) = f(x) —x. Como f é uma fungédo de periodo k, temos

h(z0) = f(z0) —20 = zi —z0 >0, paraalgum i=1,2,..k—1,

h(zg—1) = f(zk-1) —2x-1 = 2 —2x—1 < 0, paraalgum i =0,1,2, ...,k — 2.

Ent&o, como £ é continua, existe ¢ € [zo,zx—1] tal que h(c) = 0. Logo f(c) = ¢, 0 que nos d& um
ponto fixo para f. O

Aplicando a contrapositiva ao resultado anterior, temos o seguinte corolario.

Corolario 3.1. Segjal um intervalo. Se f : 1 — R é uma fungdo continua e ndo possui ponto
fixo, entdo f nao possui ponto de periodo k, k > 1.

Vejamos agora alguns exemplos de pontos periédicos e 6rbitas. Mais detalhes do exem-
plo que podem ser vistos em [1].

Exemplo 3.2. A fungdo f(x) = x> —2x+1 tem dois pontos fixos, ou seja, dois pontos de periodo
um. De fato, resolvendo a equacgao x* — 2x+ 1 = x encontramos as raizes

34+45 3—/5

) e x= 2 .

Os gréficos das fungées f(x) = x> —2x+ 1 e g(x) = x estdo indicados na Figura 3.1.
Ainda considerando a fungéo f, temos x = 0 ponto de periodo dois e sua orbita é {0,1}.
Calculo da érbita do ponto x =0

F20)=0, f1(0)=1e f*(0)=0.
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25

05

x

05 1 15 2 25

Figura 3.1: O fungdo f(x) = x> —2x+ 1 possui dois pontos fixos no intervalo [0, 3].

O exemplo a seguir pode ser visto também em [4] e em [1].

Exemplo 3.3. Considere f: [0,1] — [0, 1] dada por

1 1
X+—, OSXS_v
flx) = 2 1 2
2—-2x, —<x<lI.
2
v |
1 q
f
05
h_
o 0.8 1 x

Figura 3.2: O fungao f(x) do Exemplo 3.3 possui um ponto fixo no intervalo [0, 1].

Observando os gréficos de f(x) e g(x) = x na Figura 3.2, vemos uma unica intersecgao.
Resolvendo algebricamente temos

1
X+

3%
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1 _ ~
para valores de x entre |0, ik n&o obtemos solugdo. Resolvendo
2—-2x=x

1
para valores de x compreendidos em [5’ 1] , encontramos a solugéo

2
T3

que é o ponto fixo de f. A existéncia desse ponto ja era esperada como consequéncia do Teo-
rema do Ponto Fixo de Brouwer.

W =

15
Temos também que x = — € ponto de periodo dois de f e sua orbita é {5, 5} . De fato,

o (WYL (1Y _5 (1) !
()50 ()-570)-5

Ainda considerando a funcao f, temos x = 0 é ponto de periodo trés de f e sua drbita é

{0,%,1}. De fato,
P0)=0, /' 0) =1, £O) =1, £(0) =0

Exemplo 3.4. A fungéo

tem pontos fixos em

e possui um ponto de periodo dois.
De fato, calculando os pontos fixos da fungéo, observamos que a equacao

2X=x

3
tem solugdo unica para x = 0. Entdo ha um ponto fixo para x < 7 Ja resolvendo a equacao

encontramos o valor

3
o qual respeita a condicdo x > R Portanto, a fungao f tem dois pontos fixos.
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12 12 6
Além disso, x = 5 é um ponto de periodo dois e sua 6bita é {?, 3} . De fato,

o(12Y_12 4 (12)_6 o(12) 12
#(3)-57(5)-37(5)-%

Figura 3.3: Grafico da funcao f definida no Exemplo 3.4.

A ideia para o exemplo a seguir pode ser encontrada em [3] e em [1].
Vamos considerar o conjunto S' = {(x,y) € R x R tal que x> +y* = 1}.

Exemplo 3.5. Considere h(x,y):S' — S' dada por

2 2

cos(3> —sen 3 ; x »3

h(x,y) = [y]z o5 5 | (3.1)
2

27 o 27 - =
sen [ — s| —
3 3

27
Tal h(x,y) corresponde a fungdo de rotagdo do circulo do dngulo de 3 no sentido anti-horario
e h ndo possui pontos fixos, ja que a equacdo matricial

X0 Yyov3

22 ||
x0v3 _Yo Y0
2 2
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ndo possui solugdo em S'. Para verificar esse fato, basta resolver o sistema

Cx yoV3
3 2 = A0,
x0V3  yo
5~ =

Qualquer ponto (xg,y0) € S I possui periodo trés em h, ja que h* (x,y) é a fungdo identi-
dade. Abaixo estd a composigado da fungado para obter o resultado. Para um ponto (xo,yo) € S L
temos

X0
1 (x0,y0) = ] ,
R
r 21 21\ 7
cos 3 —sen 3 } x y0\/§
h' (x0,y0) = b= 2 2
o o 0 oTﬁ _
I sen 3 cos 3 |
i 21 21\ ]
cos ? —sen ? X0 y0\/§ X0 N yo\/g
h?(x0,y0) = 2 2 _ 2 2 |,
o0 2n 2n xof — %O _Xof - )g
n E— R
I se 3 cos 3
i <2n) <2n> 1 /3
cos | — —sen | — X 3
X 3 3 _50+y02 X0
P (x0.30) = 252 =10
21 o1 _Xov> Yo Y0
sen ? coS ? 2 2

Ou seja, pela rotagao do circulo, retornamos ao ponto inicial xo apos trés interagdes e qualquer
ponto do dominio de h é periédico de periodo trés.

Para obter uma fungédoh : S ' s com todos os pontos de periodo 4, basta trocarmos o
angulo de rotacdo, com raciocinio semelhante para a fungéo (3.1), trocando o periodo da fungédo

de27t araTc
3 Paray;

h(xay) =

@ (3) )],
) w1

Observe a Figura 3.5.
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[

Figura 3.4:
(x07y0) = (m70)7m > 0.

Figura 3.5: Funcéo & de rotacao do Exemplo 3.5 com todos os pontos de periodo quatro e
(XOJO) = (m70)7 mk > 0.

Repetindo o processo, e considerando um ponto (x,y) arbitrario, conseguimos construir
fungées de rotagcdo nos quais todos os pontos do em S U'sgo n— periodicos, bastando considerar
27 ~ L
— como angulo de rotacdo. De forma genérica,

n

my (2
e ]

n n

€ uma fungdo nos quais todos os pontos do em S !'sgo n—periodicos.
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Funcédo h de rotacdo do Exemplo 3.5 com todos os pontos de periodo trés e
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Para mostrarmos que essa conjectura é vdlida para todo k € N vamos prova-la por
Indugéo Finita. Vamos considerar pontos na circunferéncia de raio r e vamos iniciar as rotagées
de um ponto arbitrario de st Seja O o angulo inicial do ponto a ser rotacionado. Neste caso,
suas coordenadas sdo (x,y) = (rcos(0),rsen(0)). Vamos fazer uma primeira rotagdo desse

() () [ reotn
() () | Lo

Fazendo a multiplicacdo das matrizes e organizando os resultados, temos

211
rcos( T +9>
n
2r-1
rsen( —1—9)
n

Mostramos que é valida para k = 1. Suponhamos que a afirmacao é valida para um valor inteiro

s
ponto de um angulo de —
n

h! (xay) =

h'(x,y) =

positivo k, mostraremos que é valido para k + 1. Por hipdtese,

2
7CcoSs (ik—I—O)
n
2tk
rsen <i+9)
n

27
é vélida para todo k natural. Entdo, fazeremos mais uma rotagdo de (x,y) de um dngulo de —
n

H(x,y) =

depois de ja termos feitos k rotagées:

27 27 2tk

cos | — —sen | — rcos| — +06
n n n
27 27 21k

sen | — cos | — rsen{ — +0
n n n

K (x,y) =
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Utilizando duas transformagées trigonométricas: sen(a + b) = sen(a)cos(b) + sen(b)cos(a) e

cos(a+ b) = cos(a)cos(b) —sen(a) sen(a), obtemos

roos (5 1)

n
W (x,y) = :

2m(k 41
rsen (¥ —I—G)

como queriamos demonstrar. Portanto, como cos(8) = cos(2n+6) e sen(6) = sen(2n+0),

21k
7Cos (i+e)

n

21tk
rsen (l—i—G)

n

€ uma fungdo na qual qualquer ponto de seu dominio é n periédico.
Para esse exemplo, uma atencdo especial sera dada. Iremos propor uma atividade

hk(xay) =

para ser implementada com uso do GeoGebra (ja utilizado no Exemplo 2.3), com a descricdo
dos comandos para fazer a rotagdo de um ponto em uma circunferéncia tendo a periodicidade
escolhida.

3.1 Estudos de Rotacoes com Uso do GeoGebra

A atividade proposta, mostra como podemos trabalhar com as rotagdes de pontos sobre
uma circunferéncia arbitraria, centrada na origem no GeoGebra, com turmas do Ensino Médio.
Na implementacgao, alguns conteddos sédo essenciais para o entendimento e compreensao da
atividade, como a composicao de fung¢des, o conhecimento das fungdes seno e cossenos, de
transformacdes trigonométricas e de matrizes.

Antes de iniciarmos a implementagdo no GeoGebra, vamos comecgar uma discussao
com os alunos.

Para a atividade em sala de aula, faremos um breve roteiro. Inicialmente, coloque os
alunos para trabalharem em duplas. Defina um tempo para que os alunos manipulem o software
GeoGebra.

A- Discuta as expressdes "no sentido horario" e "no sentido anti-horario" e certifique-se

de que os alunos tenham uma compreensao desses termos;

B- Peca aos alunos que imaginem e desenhem numa folha como serd uma rotagao
de 90° graus no sentido anti-horario de um ponto numa circunferéncia. Quantas
rotacOes serdao necessarias para que o ponto retorne a posicao inicial? E para um
angulo de 60°?
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C- Peca aos alunos que imaginem e desenhem numa folha como sera uma rotagao
de 90° graus no sentido horério de um ponto numa circunferéncia (mesma do item
anterior). Quantas rotagdes serdo necessarias para que o ponto retorne a posigao
inicial? E para um &ngulo de 60°?

D- Monitore as respostas dos alunos durante a fase de ensino desta licao para avaliar o
dominio dos conceitos explorados.

Levamos os alunos a concluir que é importante ter o ponto original a ser rotacionado, o angulo
de rotacdo e o numero de rotacbes necessarias para voltar com o ponto para o local original.
Vamos aos passos de implementacdo no GeoGebra.

Ao iniciarmos o GeoGebra, faremos 0s seguintes passos:

1- Criamos quatro controles deslizantes: a,b,N e K e desativaremos a malha. As coor-
denadas do ponto na circunferéncia que iremos rotacionar (essas coordenadas nos
dardo o raio da circunferéncia) serdo os valores de a e b, esses valores podem ser
quaisquer reais, N que sera o periodo do ponto considerado, que pode variarde 1 a
qualquer valor inteiro positivo e K, um numero inteiro positivo que variade 1 a N e

indicara quantas composigdes sucessivas da fungéo de rotacao foram feitas;

€2 GeoGebra Classic o B S
. ~ — . ™ . —
R .A ,1'f B > (:,‘ @ -ﬁj_.‘, .\’\ Az q —
° |’ 7 , : +H é
-10 10 a= o
¢ ®© . .
b=1 : b=1
@ -10 ® 0 ) N=6B e 4
® N=6 i ® K=4 5
L ]
1 ® 50 .
® 2
K=4 H
O 1 @ 6 @
+ R B T B 2 L 3 2 4 e 2 3 3 5 [ 7 B
-1
-2
#
-3
—4
Q
=

Figura 3.6: Criado os quatros comandos deslizantes a,b,N e K.
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2- Definimos o ponto A = (a,b), em que a e b ja foram definidos pelo controle deslizante;

€2 GeoGebra Classic =)
PP S SIC eI AN Y oo Q=
o EN ) Cl# i =
10— — 10 5 a=2
5
b=1 H b=1
. 10— — 10@ N=B 4
B e E——
N=6 : K=4 s
o | - wg —_—— 2
K=4 H
. 1 _._ 5@ 1
@ A=(a,b) -0 -8 -8 -7 -5 -5 -4 -3 -2 -1 D 6 7 8
- (21
-1
+ Entrada...
-2
f
-3
4
Q
-5
=

Figura 3.7: Criado o ponto A = (a,b).

3- Definimos o raio da circunferéncia sobre a qual o ponto A ir4 rotacionar como r =

Va?+b?;

€7 GeaGebra Classic e
RS NICHSIPANIEI ) Sc Q=
P a=2 = , 8 A C i @

10— 10 a=
®© 5
b=1 H b=1
. 10— — 10@ N=B 4
e
° N=6 ; K-4 )
—_———
1 e ———— 50
® 2
K=4 H
® 1 — e 6 (5 1
® A= (ab) 0 e B T % B 4 3 2 4 0 [3 7 8
~ @
-1
r=+a2+b? o
— 224 #
-2
n X
4
Q
- ra
]

Figura 3.8: Criado r = v/ a2 + b2.



4- O centro da circunferéncia sera o ponto O = (0,0);

29

€ GeoGebra Classic

I
@

A 004N (9]

a2 N
-10 — — 10 @

E e A
10 0 5 N

1 e 50 (3

A =(a,b)
- @
R
— 2.24

0=(0,0)

Entrada...

Figura 3.9: Criado o ponto O = (0,0).

5- O ponto auxiliar B = (1,0) sera utilizado para determinar o angulo BOA entre o eixo

X e OA (sentido anti-horario);

¢ GeoGebra Classic =)
RN SICHSIPANIET Y Q =
a=2 = 6 e H e’
@ -10 10-%’ a=2 P
5
b=1 : b=1
® -10 10@ N=B 4
. B
° N=6 H K=4 )
S e
1 le—— 50
® 2
K=4
. 1 — — 5@ 1
o] B
@ A= (a.b) R 5 7 ) s ) 3 2 S0 T T 8
~ @ ;
r=+/a%+ b2 .
— 224
= ~
Q@ o0=(0
-4 Q
O B=(L0
= Q
+ X
B -

Figura 3.10: Criado o ponto B = (1,0).
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6- O angulo inicial do ponto A sera definido como 6 = angulo(B,0,A) e em seguida
ocultaremos o ponto B para melhor visualizagdo do angulo 6;

[ & Geotebra Classic b= e
Bl 04N =+ S5 Q=
® 6 —e—— =N - \:| AC P e
N=6 i _.—a_ s
® 1 EN0) b=1
T
K=4 H N=6 .
B
. 1 — — E@ K=4
_._
® A =(a,b) : i
- (21) A
r:\/azﬁ—b2 a
Bl=_26 57>
204 -10 ) ) -4 -2 2 4 & 2 10
© o=(00
-2
O B=(10)
® ¢ = Angulo(B, O, A) n
-4
— 2657 )
+ Entrada... S
=

Figura 3.11: Criado o angulo 6 = angulo(B,0,A).

7- Definimos a circunferéncia D = (O, r), de centro O e raio r. Para melhor identificagao

da circunferéncia, trocaremos sua cor para, por exemplo, laranja;

"7 GeoGebra Classic [ESREE ™y
DIEPES S IPAN I S Q=
= 1 eee—— 50 _ T u e’

=) - |_‘ fAC % =
® K=4 i a.-2 [
11— — 5@ b=1
R - .
® A= (a,b) : N=6 .
- (2,1) . K=4
S e
r=+/a2+ b? S
— 2.24 A
°
Q o=00 o
Bl=26 572
—10 ) s pr 2 0 2 4 [ 2 10
O B=(10
® ¢ = Angulo(B, 0, A) S
— 26.57°
“
— D : Circulo(O,r)
L -4
— x4+ y2=5 @
+ Entrada... &
- -5
&

Figura 3.12: Criado a circunferéncia D = (O, r).



8- Vamos transformar as medidas dos angulos de graus para radianos definindo o novo

. 0
angulo como Orad = w;
£ GeoGebra Classic SRR
HEES GV IPANEI Q=
o 08 N »
6
- @y DS
r=/a? 4 b? N *
— 224 - = ¢
Q@ o0=(00 .
O B=(10 :
L]
@ 0 = Angulo(B, 0, A) o o,
— 2657° -10 5 % a 22 0
D : Circulo(0,r)
— @4y =5 -2
70 il
Prad = Tgp0 .
— 0.46 0\
N a
B

Figura 3.13: Definindo Orad.
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9- Apéds cada rotacdo de A do angulo Orad definimos as coordenadas no ponto C =
(X,Y) que corresponde a imagem obtida. As coordenadas da abscissa de C séo

e da ordenada sao

2nK
X =rcos (L +6rad>
N

2nK
Y =rsen (L +6rad> .
N

Para melhor visualizagédo de C, alteraremos o estilo do ponto para 9 e trocaremos a

cor do ponto, por exemplo para vermelho.

¥ GeoGebra Classic. = | B ||
BlA P00 &N =4 Q=
# = Angulo(B, 0, A) )
(¢] N &
— 2657 g 2 .
D Circulo(0,r) tg 1
- X+y =5 N=6 .
e * K=4
brad = S Y
— 046 3
A
x:rms(ng-v-eraa) h
Bl=_26 57°
- -0.13 -10 -8 -6 -4 2 0 2 10
Y=r 5en(2 K +9nd)
" o
— 223
'S
C=(XY)
@ -
— (-0.13,-2.23)
¥ a
R hl ra
=]

Figura 3.14: Definindo C = (X,Y).
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Apb6s a implementagcao concluida, peca para os alunos fazerem a implementacédo do
item B no GeoGebra.

Apos feita e observado os resultados, vamos a segunda atividade. Os alunos devem
fazer primeiramente, usando a matriz de rotagédo (3.2) numa folha, a rotagao do ponto (4,0) de
tal forma que o ponto tenha periodo 12. Qual valor de 0 nesse caso? Facga o desenho do ponto
e o0 desenho de uma rota¢ao do ponto no papel e depois no GeoGebra. Compare as respostas
encontradas.

Encerramento: Nos ultimos 5 a 10 minutos de aula, dé aos alunos uma folha de papel e
peca-lhes que respondam as perguntas a seguir.

e Quais s&o as coordenadas da imagem do ponto (0,2) apés ser girado 90° no sen-
tido anti-horario? Isso seria equivalente a uma rotacao de quantos graus no sentido
horario?

e Qual é o valor do periodo do ponto (0,2) na rotagdo de 90° no sentido anti-horario?

e Quais s&o as coordenadas da imagem de um ponto (0, ) que é girado 90° no sentido
horario?

Confira e compare as repostas no GeoGebra.

As respostas esperadas seriam:
Utilizando a matriz de rotagdo temos

cos (%) —sen (%Tn) . i
23]
21 21 2 0

() ()

Essa rotagéo equivaleria uma rotagéo de 270° no sentido horario.
O periodo do ponto (0,2) é quatro.
As coordenadas do ponto (0,5) girado 90° no sentido horario é (—b,0).

Atencao com os alunos

A medida que os alunos trabalham com os questionamentos, o professor deve circular e
dar feedback individual aos alunos. Apds cada questionamento, o professor pode permitir que
0s alunos compartilhem suas solu¢des com a turma, intervindo se necessario.

Observacao

A mesma construcao feita nessa atividade pode ser utilizada para explorar o conceito de

poligonos regulares inscritos numa circinferéncia e raizes n-ésimas de numeros complexos.
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4 Sobre Orbitas Periodicas de Funcées e o Teo-
rema de Li-Yorke

Neste Capitulo, vamos apresentar o principal resultado do presente trabalho: o Teorema
de Li-Yorke. Esse teorema garante que se f for continua e contiver um ponto de periodo trés
entao contera um ponto de qualquer periodo inteiro. Antes de demonstra-lo, vamos ver alguns
resultados que nos fornecem informacdes sobre as Orbitas de funcdes reais que possuem um
namero impar de pontos periédicos.

Nossa principal referéncia nas demonstracoes e definicoes sera [4] e pretendemos de-
talhar as demonstragdes, justificando as principais passagens e explicitando os argumentos
utilizados.

A Proposigao a seguir € uma generalizagdo do Teorema do Valor Intermediério, visto no
Capitulo anterior, e sera fundamental para a sequéncia do texto.

Na Proposicao a seguir, bem como na sequéncia do texto utilizaremos a

Notacao 4.1. f(I;) D I significa que a imagem de I; por f contém I;1. De uma maneira
geral, consideraremos
I; —>Ij OU]j — I

se f(I;) D 1; (f(I;) contém 1I;). Quando ocorrer f(I;) D I;, denotaremos por ~ I;.

Proposicéo 4.1. Sejam f uma fungdo continua em [a,b] e Iy, 1, ..., I, intervalos fechados
contidos em [a,b]. Se

f) DLyy, k=0,1,....n—2,

f(Infl) D I,
entao a equacéao

S (x) = x

tem pelo menos uma solugédo x = xg € I tal que
fxo) €I, k=0,1,....,n—1.

Demonstracdo. Se n = 1, temos o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer que ja foi demonstrado.
Sabemos que a imagem de um intervalo por uma funcdo continua é um intervalo. Como
f(I,—1) D Ip, existe I,_, C I, tal que f(I,_,) = Io.

Do mesmo modo, existe I, _, C I,_» tal que f(I,_,) =1, ;.

Repetindo n — 1 vezes esse raciocinio obtemos uma sequéncia de subintervalos I; C I tais que

f(l;;)zllj+17 k:0717"'7n_2ef( ;—H):IO'
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Portanto
flp) =11,

) = f17) =5,
Pg)=fB) =15,

f1L) = f(3) = 1o,
f7NI) = L) =1y,
f'Io) = f (L) = o D &g

Portanto, como f" é continua e I; é fechado e limitado, existe xq € I tal que f"(xp) = xo. Além
disso, fX(x0) €I} C I, k=0,1,---, n—1.
OJ

Geometricamente falando, fk(xo) € I significa que, aplicando-se f a xo e, em seguida,
aplicando f sucessivamente as imagens obtidas, obteremos uma sequéncia de pontos, cada
um deles pertencente a um dos conjuntos 11,1, ...,I,_1, € voltaremos a assumir o valor inicial
Xo ha n-ésima aplicagéo de f. Vale ressaltar que a obtengéo do proprio xp apds a n-ésima
aplicacao de f é garantida pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, o que nao significa que
seja facil ou possivel exibi-lo.

4.1 A Localizacdo dos Pontos Periodicos de Ordem impar

O resultado da Proposicdo 4.1 é interessante por si sb, mas sera também fundamen-
tal para estabelecermos a prova da proxima proposigado. Tal proposicao estabelece que, sob
certas condicdes, uma orbita impar ( érbita com nimero impar de pontos) tem seus pontos se
alternando a esquerda e a direita de um ponto central. A demosntragao é grande e para me-
Ihor compreensdo, vamos apresenta-la através da prova de uma sequéncia de afirmacgdes que
culminardo na obtencao do resultado apresentado. Vejamos seu enunciado.

Proposicao 4.2. Seja I um intervalo. Seja f : I — I uma fungdo continua, e suponha que f
tenha uma 6rbita (2n + 1)—periédica {x; = £k (x0), k=0,1,...,2n} e que f ndo possua uma
Orbita (2m + 1)—periédica para 1 < m < n. Suponha também que, escrevendo a sequéncia
ordenada dos xgs em ordem crescente, xy seja seu termo central. Entdo uma das duas permu-
tag:ées’

) Xon < Xopo < -+ <Xxp <xg<xX]<- <x2p-3 < X1,

i) Xop—1 <Xxppz < -+ < X1 <Xx9 <X2<-+ <Xop—a < Xop,

'0Os ciclos desse tipo sdo denominados Ciclos de Stefan - ver [2].
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é valida.

ST
X10 X8 X6 X4 X2 X0 X1 X3 X5 X7 X9

N

Figura 4.1: Representagao esquematica da primeira permutacao da Proposicao 4.2.

Demonstracdo. Se n =1 o resultado é imediato. De fato, sendo x1,x; e x3 0s pontos da érbita
e supondo x; < xp < x3, temos a seguinte situagdo: f(x2) # x; j& que, por hipétese, ndo existe
ponto de periodo um. Portanto ou f(x) =xj ou f(x2) = x3. Se f(xz) =x1, entdo f(x;) s6 pode
ser x3 ja que, do contrério, a drbita seria menor do que trés. Pelo mesmo motivo, f(x3) =x; e
concluimos nosso resultado. O caso de f(x;) = x3 é anélogo.

X3 X1 X2 X2 X1 X3

AN N

Figura 4.2: As possiveis configuracdes para o caso em que ha 3 pontos na orbita.

Suponha n > 1. Reorganizando os x;, i=0,1,...,2n como
<2< < p+1

temos 2n + 1 elementos em ordem crescente. Vamos denotar tal sequéncia por z.

Considere o conjunto
X={ieN,f(z) >z}
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Tal conjunto, é ndo vazio pois 1 € X. Além disso, 2n — 1 ¢ X pois a imagem de z,+1 deve ser
menor do que ele préprio, ou seja

f(z2nt1) < 22n41-
Logo, X tem no maximo 2n elementos, sendo um conjunto limitado de pontos e no qual é

possivel estabelecer uma ordenagéo. Pelo Principio da Boa Ordenagéo (ver Apéndice, Teorema
6.2), existe o maior elemento de X, o qual denotamos por m, com z,, # z2,+1. Neste caso,

f(Zk) < Zk, se k > m.

Ainda nao sabemos se cada f(z;) € maior ou menor que o préprio z; parai =2,...,m— 1.
Considerando z;,, € seu sucessor z,,1 1, segue-se que

f(Zm) >Zm € f(Zm—H) < Zm+1-

Seja Sy = {zi, k <i <1} um subconjunto da sequéncia crescente definida anterior-
mente.
Consideramos
X = min{f(z):z € S},
z’}l =max{f(z;):2 € Su}-
Para ndo carregar a notacado, denotaremos zfl e z’jl simplesmente por z; e z; quando estiver
claro a qual Sy; estamos nos referindo.

Definamos a fungdo f*, com dominio Sy como?
[ (Su) = Sij.

Usando a Notag&o 4.1 temos que Sy; — S;; denota f(Sw) D Si;. Escolhendo §; como
{Zm,2Zm+1} € definindo
S2 = f*<S1)7“'7Si+1 = f*(Sl)v

vamos provar que S+ \ S; € um conjunto unitario e
S1 =8 == S,

S1CS -+ CSu—1 D S

Para tal prova, mostraremos que é possivel construir uma sequencia de 2n subconjuntos
de pontos da sequencia z, encaixados e distintos, sendo que o primeiro deles contém dois ele-
mentos. Como a sequéncia z possui 2n + 1 elementos, obrigatoriamente teremos que S;11 \ S;

2Por exemplo, se S35 = {z3,24,25} € f(z3) =25, f(za) = 27, f(z5) = 26, €NtA0 f*(S35) = Ss7, € 2 = 23° =
sed) =5 =z.
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correspondera a um unico elemento parai=1,2,---,2n.
Afirmacao 1: S| C S, sado conjuntos encaixados e distintos.

Como m é o maior elemento do conjunto X, entdo f(zm) > Zm+1 0U f(Zm+1) < Zm. Como
estamos considerando uma érbita 2n + 1- periédica, ndo ha elementos de ordem dois, nao
podendo ocorrer f(z,) = Zm+1 € f(Zm+1) = 2m Simultaneamente. Seja f(zm) =21, € f(Zm+1) =
Zk,, temos trés opgdes

1- 2k, <2Zm < Zm+1 <2z, OU

2- Zky = 2Zm < Zm+1 <25, OU

3 Zhy < Zm < Zmt+1 = 2U,-

Em qualquer uma das opgbes, teremos

S1 C Sk =82

(parai > 1, representaremos Sy, ;; = S;). Observe que S; e > sdo conjuntos encaixados e dis-
tintos.

Afirmacao 2: Existe um par de elementos consecutivos, z;,z;+1, cujas imagens satis-

fazem f(z;) <zm e f(zi41) > Zmr10U f(21) > zmr1 € f(zi1) < 2m-

Notamos inicialmente que o conjunto A = {zy,...,z,} tem m — 1 + 1 = m elementos e
definindo o conjunto B como os outros elementos da sequéncia z1,---,22,+1, OU Seja, B =
{Zm+15->22n+1}, temos que B possui 2n+1—m— 1+ 1 =2n—m+ 1 elementos.

Percebemos que os conjuntos A e B tém quantidades diferentes de elementos, pois se
tivéssemos

2n—m+1 = m, (4.1)
entdo
2n+1 = 2m. (4.2)

Mas temos um ndmero impar a esquerda da igualdade, representado por 2n+ 1, e do lado di-
reito da mesma igualdade, um namero par, representado por 2m, o que € um absurdo. Portanto,
os conjuntos A e B possuem quantidades diferentes de elementos.

Observe que f é injetiva quando restrita aos pontos da érbita e 0 nimero de elementos
de A é diferente do niumero de elementos de B. Se 0 niumero de elementos de A for maior que
o numero de elementos de B, a injetividade impede que todos os pontos de A sejam aplicados
em B. Dai, ha pontos de A aplicados em A, por f. Além disso, todos os pontos de A ndo podem
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ser aplicados no préprio A ou a 6rbita formada pelos elementos de z nao teria tamanho 2n + 1.
Entdo, ha pontos consecutivos de A aplicados um em A e outro em B. Escolha um desses
pontos para ser z;. Analogo para quando o nimero de elementos de A menor que numero de
elementos de B.

Afirmacao 3: Podemos tomar z; # z,.

Para provar tal fato, suponha a existéncia de um conjunto K C {z1,z2,- -, zon+1} tal que
z1€Kse f(z1) €Ae f(zi41) €B, ou f(z)) €Be f(zi41) €EA.

Temos z,, € K pois f(zm) € Be f(zm+1) €A. Logo K é um conjunto ndo vazio. Suponha
que z,,; seja o unico elemento de K.

Nesse caso, todos os elementos de A\{z,,} seriam aplicados em um mesmo conjunto,
0 B. Todos os elemento de B\{z,+1} sé@o aplicados em A. Porém a cardinalidade de A menos
um elemento é diferente da cardinalidade de B menos um elemento , pois sabemos que um
desses valores é par e 0 outro impar. O que nos leva a uma contradigdo. Logo exite pelo menos
um z; € K diferente de z;,,. Concluimos, portanto a prova da Afirmacao 3.

Afirmacgao 4: O conjunto S; possui no minimo i + 1 elementos da sequéncia z.

De fato, o conjunto S, possui [; — ki + 1 elementos (em que /; é o indice do maior ele-
mento do conjunto {f(z;) : zi € S1} e ki é o indice do menor elemento do mesmo conjunto).
Como os elementos 7, zu+1 € S1 € ndo podemos ter f(zm) = Zm+1 € f(zm+1) = zm (OU te-
riamos uma Orbita de periodo dois), segue-se que S possui pelo menos trés elementos. S3
possuira pelo menos quatro elementos, pois pelo menos uma das imagens dos elementos de
S> nao podera pertencer a S, ou teriamos uma 6érbita menor que 2n + 1. Podemos concluir
nossa afirmacao aplicando sucessivamente o0 mesmo argumento.

A justificativa da Afirmacéo 4 e a definicdo de /™ nos mostram que o conjunto S; .| é
obtidos a partir do conjunto S;, com o acréscimo de pelo menos um elemento. Como S| contém
dois elementos e a 6rbita contém 2n + 1 elementos, é possivel obter no maximo 2z conjuntos
distintos S; C S, C ...

Mostraremos na sequéncia que € possivel obter uma sequéncia de 2n conjuntos encaixados
satisfazendo

S1—=8 —.... = Sy,

(4.3)
SICSH C--CSu12D S

Para tal, voltemos a considerar os conjuntos A e B e os elementos z; e z;.+ 1 da Afirmacao
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Suponha que o conjunto A possua mais elementos que o conjunto B. Como os conjuntos
S; sd0 encaixados e distintos, em algum momento, algum §; contém

S = S1141 = {21,241}

Considere ¢ — 1 o menor indice tal que S,—1 — {z;,z7+1}, ou seja, Sy = f*(S;—1) D {z1,z141}-
( Note que S;+ ndo teve a mesma lei de formacao dos demais S;,i = 1,2,---, ndo estando na
sequéncia encaixada obtida anteriormente). Em outras palavras, como S$1 C S C S3 C ...,
existird algum indice a partir do qual {z;,z;4+1} estara em algum S;. Denotamos tal indice por .

A Afirmacao 4 indica que S;_1 possui no minimo ¢ pontos. Mas S;_; néo contém Sy« =
{z1, z1+1}. Portanto, r < 2n+ 1, ou seja, t < 2n.

Afirmacao 5: Sendo ¢ 0 menor indice tal que S; D S;+, temos ¢t = 2n.

Suponha, por absurdo, que t < 2n.
Para utilizarmos a Proposicao 4.1, assumiremos que /; € o menor intervalo fechado que
contém §;, e que I+ € o menor intervalo fechado que contém S;«, entéo

Lchc ... CLyp1s
L—bL— ... —L+~—1.
Sejam
Jo=h= ... =hp-1=1,
J2n7t == 127
Jnr1 = I,
Jon—r12 = Iy,
oz = L
oo = I

Temos Jo — J; — Jo — -+ — Jau—2 — Jo. Note que por construgdo, f (1<) D 1.
Pela Proposigéo 4.1, existe x;, € Jo tal que

N =xb e f5(x) € Iy, parak =0,1,....2n —2. (4.4)
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Observe que, para utilizarmos a proposicao, foi necessario defirnirmos os Jl-’s como conjuntos
fechados e limitados da reta.
Afirmamos que xj, , £(x5), ..., 2" 2(x};) s@o distintos pois, caso contrario,

F2xg) € {05, F(X5) oo S (05)

e concluiriamos que f2"~(

Xp) pertenceria a um dos conjuntos Ji, com k = 0,...2n — 3. Por
(4.4), teriamos

o Se fZ”_z(x(";) = x{), entao fzn_z(xz‘)) chpoNl=IxNl =;

o Se f"2(xj) = f(x5), entdo f2"2(xg) € Jan—2 Ny = 1o N1} = D;

o Se f2n72(x8) = fz(xg), entao f2n72<x8) EhpoNh=I+NI =,

e}

Se f2n—2(x(>§) = fni-l (x5), entéo fzn_z(XS) €Jy2Nhyp——1 =Nl =,
Se [ (xg) = 2" (x), entdo f2(x}) € Jon2 NIyt = I N = &;
Se f2n72<x(>§) = f2n7t+1 (x5), entéo onfZ(xEk)) € op2NIyp—ty1 =1+NhE =,

o

o}

o Se fA2(x5) = f7"H(xp), entao fV2(xh) € Jan2 NJana =T NIy = @;
e finalmente, se tivermos 2"~ 2(x) = £~ (x{;), entéo aplicamos f aos dois lados da igualdade

e para obter
=17 06) = 17 () (4.5)

0 que ndo pode ocorrer pois x; € 11, fz”_z(xé;) el-elNlx=a.

Portanto, x3, f(x3),..., f>"2(x}}) sdo todos distintos como afirmado. Desta forma, xq
é um ponto de periodo 2n — 1, ou seja, um ponto [2(n — 1) + 1]-periédico. Considerando m
exatamente igual a n — 1 < n, temos uma contradicao, pela hipdtese da Proposicdo 4.2 que
afirma que f possui uma érbita de periodo 2n + 1 e nao possui nenhuma 6rbita de periodo
2m+ 1 para 1 < m < n. Tal contradigcdo ocorreu, pois supusemos que ¢ < 2n. Logot =2n e
obtemos (4.3), provando a Afirmacao 5.

Pela Afirmacao 4, S;;| e S; séo distintos (a menos que contenham todos os 2n + 1
pontos) e S;y1 \ S; contém pelo menos um ponto. Logo S», contém no minimo 2n + 1 pontos
(ou seja, contém todos os pontos da érbita). Mas pela Afirmacgao 5, S», € o primeiro conjunto
que contém o Sy = {z;,z,+1 }. Portanto, necessariamente temos que §1 CSyC---C8,_15sa0

'

2n conjuntos
todos distintos e o maior deles tem, no maximo 2n elementos (j& que nao contém S;+). Isso nos

leva a concluir que S+ \ S; contém exatamente um Unico elemento i = 1,2,...,2n— 2. Como

Son \ S2,—1 tem um Unico elemento, (4.3) é valida.
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Facamos agora a prova de que apenas os casos i) e ii) da Proposigdo 4.2 podem
ocorrer. Antes de comecarmos a demonstracao, vejamos os casos n = 1 e n = 2 para clarear
as ideias. Se tivermos n =1, o resultado é imediato j& que teremos apenas trés pontos na érbita
e obrigatoriamente devemos ter uma das configuragdes indicadas na Figura 4.3:

. '
X3 X1 X2 xzh\ A"_“\

X1 X3

" NG

Figura 4.3: As possiveis configuragdes para o caso em que ha trés pontos na érbita.

Ao analisarmos os demais casos, posicionamos os elementos da érbita na reta real e
faremos o0 caso em que a imagem do termo central da sequéncia de pontos é aplicada em um
termo a sua direita. O outro caso tem demonstracdo analoga.

O resultado que pretendemos provar estabelece uma bijecdo entre termos situados a
esquerda e os termos situados a direita do termo central. Na notagdo que utilizamos, nossa
demonstragao nos permitira concluir que xo corresponde ao termo z,,, da 6rbita ja que é o maior
elemento da sequéncia ordenada de pontos da 6rbita cuja imagem por f esté a sua direita.

De modo geral, vimos que, partindo de S| = {zy, zm+1}, Obtemos a sequéncia

SitCcS$HcCsSC...,

sendo que S;+1\S; contém apenas um elemento (j4 que séo necessarios 2n etapas para que
todos os elementos da 6érbita estejam contidos em algum S,,).

Para termos uma ideia do que ocorre no caso geral, vejamos o0 caso n = 2, no qual
temos cinco termos na sequéncia {x;,x2,x3,X4,Xs } € 0 termo central é o terceiro deles.

Supondo que o termo central corresponda a z,,,, devemos ter f(x3) = x4 (j& que x3 € 0
maior elemento cuja imagem esta a sua direita), f(x4) = x (j& que x4 ndo pode ser aplicado em
elementos a sua direita e que a cada passagem acrescentamos apenas um termo ao conjunto
Si, s6 nos resta a possibilidade de a imagem de x4 por f ser x;) e, neste caso, S» = {x2,x3,x4}.
Temos entédo duas possibilidades para aimagem de x; por f: ou tal imagem é x; ou tal imagem
é xs. Afirmamos que f(x;) = xs. De fato, se f(x2) = x| teriamos a seguinte situagéo



42

X1 X2 X3 X4 X5

N

Figura 4.4: Uma possivel configuragdo para o caso em que ha cinco pontos na orbita.

Como f(x3) > x3 e f(xa) < x4, uma aplicagdo do Teorema 2.1 garante que existe z €

(x3,x4) tal que f(z) = z. Neste caso,
f([X3,Z]> ) [Z,X4],f([Z,X4]) 2 [)Q,Z] 2 [XZ,X3],f([XQ,X3]) ) [xl’x4] ) [X3,Z],

e concluimos pela Proposicao 4.1 que f possui um ponto de ordem trés, o que € uma con-
tradicdo. Portanto, concluimos que f(x;) = x5 e consequentemente devemos ter f(xs) = x| e
f(x1) = x3, fechando a érbita.

Ainda utilizando o caso n = 2 para clarear as ideias, temos

Sl = {X3,X4}, SZ = {x27x3,x4}, S3 = {x27x3;x47x5}7 S4 = {x17x27x37x4;x5}

e se definirmos
Ai = Si+1\Si,

temos
Ay =x2, A3 = x5, Ay = x1.

E naturalmente consideramos
Ag=2x3, A1 = x4.

Figura 4.5: Uma possivel configuracao para o caso em que héa cinco pontos na orbita.

Observamos que f(A;) =A;+1, 1 =0,1,2,....2n— 1.
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De modo geral, podemos generalizar a propriedade anterior ja que A; é o Unico ponto
de S; ndo pertencente a A;_; €, consequentemente, é o Unico elemento cuja imagem nao esta
predeterminada pelo passo anterior. Sua imagem sé pode ser, portanto, 0 novo elemento a ser
adicionado ao conjunto ao aplicarmos f a S, ou seja, sua imagem deve ser A;. | (se tivéssemos
f(A;) igual a um dos pontos j& presentes na sequéncia, ndo teriamos uma 6rbita de tamanho
2n+1). Sendo assim,

f(Ak—l) :Ak,k = 1,2, ...,2]’1.

Outra informacéo que obtemos pela maneira como construimos a sequéncia S| C S, C ... é que
os extremos de Sy s&o dados por A; e A;_1. Como f(A;_1) = Ay, nos resta apenas provar que
Ay esta entre Ay e f(Ar) = Ax,1 para cada S;. Suponhamos que, para algum k < 2n nao
valha tal situacao e tenhamos, sem perda de generalidade, A; | a esquerda de A (note que,
sabemos que sédo o maior e 0 menor valor dentre os termos de S;, mas mas ndo sabemos qual
dos dois é maior). Temos entdo um esquema do tipo no qual f(Ax_3) = Ax_» (pois todos os
outros elementos do conjunto S;_3 ja possuem imagem definida na etapa anterior e portanto
Ay_3 deve ser aplicado no Unico elemento de Sy_»\Sk—_3), f(Ax_2) = Ax_1 (pois todos os outros
elementos do conjunto S;_» ja possuem imagem definida e portanto A;_» deve ser aplicado no
Unico elemento de Sy_1\Sk—2), f(Ax—1) = Ar (mesma justificativa anterior). Como estamos
supondo que tal propriedade nédo vale no passo &, temos que Ay e f(Ax) = Axy1 se situam a
direita de A;_1.

AmAl AT ‘A,

Figura 4.6: Uma possivel configuracao para o caso em que ha cinco pontos na 6rbita.

Temos portanto, considerando [A2,A4] o menor intervalo fechado que contenha os pon-
tos Ag < Aj < ... <Ay, temos parak =3

1. f([Al,Ag,]) D) [Az,A4] D) [A1,A3];

2. f(JA1,A3]) D [A2,A4] D [A2,A0];

3. f(JA2,A40]) D [A1,A3].

O que pode ser descrito em uma notagcao como

~ [A1,A3] = [A2,A)]

(o simbolo ~ indica que o conjunto é aplicado em si mesmo por f.)
Para k arbitrario temos
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Ak—1 @—2 A Mg

~ ¥

Figura 4.7: Uma possivel configuracao para o caso em que ha 5 pontos na érbita.

1. f([Ax—2,A%]) D [Ak—1,Ak+1] D [Ar—2,Ax],
2. f([Ak=2,A]) D [Ak—1,Ak+1] D [Ak—1,Ak—3],
3. f([Ak=1,Ak=3]) D [Ar—2,Ax],

que seria representada como
~ [Ar2,Ar] 2 [Ak—1,Ak-3).

Portanto, aplicando a Proposicéo 4.1 com Iy = [Ar_2],Ar],I1 = [Ar—1,Ak—3],

1. f(lo) D Io;

2. f(lo) >

3. f([l) D I.
Segue-se que existe um ponto periédico z, de ordem 3, para f, com fk(z) el,k=0,1,2,
contradizendo a hipétese de nédo haver 6rbita periédica impar de ordem menor que (2n+ 1).
Portanto, concluimos a prova do resultado. O

Observacao 4.1. Pelo que acabamos de demonstrar, o termo central da sequéncia ordenada
dos elementos da drbita é o termo z,,,, na notagao que utilizamos. De fato, se isso ndo ocorresse,
teriamos, por exemplo, mais elementos a esquerda de z,, que elementos a sua direita. Dessa
forma, como S;1\S; contém um Unico elemento, teriamos, em algum momento, f(x;) = xx_1,
de modo que obteriamos uma situagdo semelhante a da Figura 4.1 e teriamos uma contradicdo
(obtida com a mesma construcéo anterior).

4.2 A Existéncia de Pontos n-periddicos Para Qualquer n € N

Nesta se¢do, veremos que a existéncia de um ponto de periodo 3 para uma fungao
continua que deixe um intervalo |a,b] fechado invariante implica na existéncia de pontos n-
periddicos para qualquer n natural. Este & o conhecido Teorema de Li-Yorke que veremos a
sequir.

Teorema 4.1. Seja f uma fungdo continua em [a,b], com f([a,b]) C [a,b]. Se a fungéo f
possui um ponto 3-periddico, entao ela possui um ponto n-periédico para todo inteiro positivo n.
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Demonstragdo. Sejam xg,x; € xp pontos de uma 6rbita 3-periddica de f tal que xp < x1 < x3.
Mostraremos que f possui um ponto n-periédico para todo inteiro positivo n.

Comegaremos mostrando que f possui um ponto fixo. Existem duas possibilidades
para o valorde f(xy) : f(x1) =xo ou f(x1) = x2. Sem perda de generalidade, suponhamos que
f(x1) =x0. Entao f(xo) = x2, f(x2) = x1, com isso, f(x1) = xo < x1 € f(xp) =x2 > x¢. Defina
a fungéo g(x) = f(x) —x. Temos que g(x;) < 0 e g(xp) > 0. Como g é continua, segue-se do
Teorema do Valor Intermediério que existe ¢ € (xg,x;) tal que g(c) = 0. Tal ponto é o ponto fixo
de f que procuramos.

l‘_‘\‘—-—\

X0 X1 X2

NS

Figura 4.8: Representagéo da 6rbita de periodo trés tal que f(xo) = x2, f(x2) =x1 € f(x1) = xp.

Passemos agora a demonstracdo da existéncia de pontos periddicos de ordem maior
que 1. O caso n = 3 é valido por hipétese. Os demais casos serdo demonstrados com a mesma
construcao, utilizando fortemente a Proposicao 3.1.

Considere os conjuntos I; = [xo,x1],1; = [x1,x2].

Pela continuidade de f em [a,b], segue-se que f é continua em cada subintervalo desse
conjunto. Dai temos

1. f([x0,x1]) D [x0,%2] D [x0,x1];

2. f([xo,x1]) D [x0,x2] D [x1,x2]

3. f([x1,x2]) D [x0,x2] D [x0,x1];

Ou seja,

1. f(ly) Dy,

2. flp) DI,

8. fI}) D1y,

e usando a notacao que temos adotado,

Iy — Iy — 1] = 1.

que também pode ser indicada por

o =38

Considere os conjuntos

hh=h=--=L =1
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Lo =1},

Pela Proposigéo 4.1, existe x;, € I tal que f"(x;) = x;; para n inteiro positivo e
ffa) er;, k=0,1,...n—2,

1) e 1

Utilizando o mesmo argumento usado na pégina 40, x, f(xg), - - - ,f”_l(xz‘)) sdo todos
distintos. De fato, se nao forem, ! (x}) devera ser um dos f*(x§), k=0,1,--- ,n—2. Entdo,

o Se f"l(x) =x;, entao " (xh) € I} NI = x1;

o Se f"l(xy) = f(x}), entao " (xf) € IF NI = x1;

o Se f"Hxp) = f2(xh), entdo fxG) € IF NI = xp;

o Se f"l(xy) = f"2(xh), entdao M (xh) € I NI = x1;

Em todos os casos teriamos
n—1,/.x
fH(xp) = x1.

Aplicando f na igualdade acima,obteriamos
f"(x0) = f(x1),
Como x;; € um ponto fixo de ", segue-se que
£"(5%) = x5,
Além disso, do lado direito da pendltima igualdade,

f(x1) = xo.

Das duas Utimas identidades, temos

Xp = Xo-
Aplicando novamente f, temos
f(x0) = f(xo).

Por construgao, f(x;) € I, mas, f(xo) =x2 € I}, e xo & I;. De modo que temos um absurdo.
Portanto todos os elemntos xj), f(x3), - -+, /"' (x})) sdo distintos. A prova do teorema 4.1 esta
completa. O]

Observe a importancia de se ter um intervalo fechado no dominio da fungao do Teorema
4.1. No Exemplo 3.5, a fungéo é continua, o dominio € um conjunto fechado, porém nao € um
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intervalo. Nao temos todas as hip6teses do teorema. Note que a fungdo, ndo possui pontos
fixos.

Observe agora a importancia da continuidade da fungéo do Teorema 4.1. Vejamos um
exemplo na qual a funcao nao é continua, ndo possui pontos fixos, mas possui pontos de pe-
riodo 3. O exemplo pode ser visto em [10].

Exemplo 4.1. Considere a fungdo f cujo dominio sdo nimeros racionais f : [0,1]NQ — [0, 1]

dada por
X1, se x = Xp,
X2, se x =Xxi,
flx) =
X0, Se x =Xy,

Xp+1, S€ x=x,,n>3, neN.

O dominio da fungéo f € um subconjunto do conjunto dos numeros racionais. O con-
junto dos numeros racionais é enumeravel (ver Apéndice, Corolario 6.1). Entdo existe uma
enumeracéo da forma

{f(x0) = x1, f(x1) = x2, f(x2) = x0, f(x3) = X4 o0, f(Xk) = Xpcy 15}

para os pontos dessa funcdo. O periodo de xgy, x| € x é trés pois
fx0) =x1, f2(x0) = x2, £*(x0) = x0,

fx1) =x, f2(x1) =x0, fP(x1) =x1 €
f(2) = x0, f2(x2) = x1, £ (x2) = x2.

No entanto, nenhum dos outros pontos é periédico.
Portanto f é uma fungao com trés pontos 3-periédicos e nenhum ponto fixo.
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5 Consideracoes Finais

O estudo de pontos periddicos de funcdes reais como apresentado no trabalho possui
uma grande visualizagdo geométrica quando consideramos o periodo 1 mas perde essa viséao
quando se tem um ponto n—periédico, n > 1.

Durante a elaboragéo do trabalho tinhamos em mente que seriam necessérios alguns
resultados de Matematica superior para justificar formalmente os resultados, em especial no
Capitulo 4. O conceito de continuidade das fungbes de uma variavel real perpassa todo o
trabalho, sendo condicao fundamental para que se obtenham resultados como o Teorema de
Li-Yorke.

O Teorema do Valor Intermediario, embora de enunciado e visualizagao simples foi a
chave para a obtencdo de grande parte dos resultados de nosso trabalho.

Procuramos explorar a visualizacdo geométrica, e, muitos dos exemplos que apresenta-
mos, utilizam conceitos matematicos vistos no Ensino Médio como fungoes, graficos de fungdes,
composicao de fungbes, matrizes e trigonometria. Todos esses conceitos séo utilizados no es-
tudo de rotagao feito no Capitulo 3. Tal estudo pode ser desenvolvido nos anos finais do Ensino
Médio e, sempre que possivel, pode ser explorado com o uso do software GeoGebra.

Na atividade didatica proposta, exploramos o conceito de ponto periédico sem o forma-
lismo apresentado no texto, aprofundando o conhecimento dos alunos em temas que, via de
regra, ndo sao vistos no Ensino Basico. Essa atividade pode corresponder a uma aplicacao de
Recurso Computacionais em sala como ferramenta de investigacao e ndo apenas como ferra-
menta de célculo. Desta forma, consideramos que a aprendizagem ganha um significado mais
dindmico e consolidado.
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6 Apéndice

Resultados importantes que sao utilizados ao longo do trabalho estao nesse capitulo, e
suas demonstracdes se encontram nas suas referéncias. O objetivo aqui, é facilitar a consulta
desses teoremas sem uma necessidade imediata de consulta aos livros na qual foram pesqui-
sados. A demonstrag@o desses teoremas fica a cargo da referéncia utilizada.

Alguns resultados importantes utilizados foram obtidos em [6]:

Teorema 6.1. Uma funcdo f : I — R é continua se, e so se, a seguinte condigdo for satisfeita:
para todo a € I e toda sequéncia (a,),>1 de elementos de I, temos

lim 4, = a = lim f(a,) = f(a).

O resultado a seguir pode ser encontrado em [9].

Teorema 6.2 (Principio da Boa Ordenacgéao). Seja S C Z um conjunto ndo-vazio e limitado infe-
riormente. Entao S possui um menor elemento.

O teorema a seguir é uma consequéncia direta do Teorema do Valor Intermediatio e sua
demonstrag&o pode ser encontrada em [5].

Teorema 6.3. Sel C R é umintervalo e f : I — R é continua entdo f(I) é um intervalo.

O teorema a seguir nos fornece uma importante corolario, que pode ser encontrado
também em [5].

Teorema 6.4. Sejam X e Y conjuntos enumeraveis. O produto cartesiano X XY é enumeravel.

Corolario 6.1. O conjunto dos Q dos numeros racionais é enumeravel.
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