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Resumo

Neste trabalho, estudamos ntimeros algébricos e niimeros transcendentes no con-
texto dos numeros reais. Usando resultados relacionados ao conceito enumerabili-
dade apresentamos uma prova da existéncia de nimeros transcendentes proposta por
Cantor. Além disso, apresentamos a defini¢do da constante de Liouville e mostramos
que ela é um numero transcendente. Finalizamos tratando alguns aspectos dos con-
juntos numeéricos e as operacoes elementares definidas em tais conjuntos, destacando a

importancia da maneira como estes conceitos devem ser tratados na Educacao Basica.

Palavras-chave: nimeros transcendentes, niimeros de Liouville, nimeros algébricos.



Abstract

In this work, we study algebric and transcendent numbers in the context of real
numbers. By some results, concerning the enumerability concept we show an evidence
of the existence of transcendental numbers proposed by Cantor. Besides, we present
the Liouville’s constant definition and show that it is a transcendent number. We
finish by bringing up some aspects of the numerical sets and the elementary operations
defined in those sets, detaching the importance of the way those concepts should be

treated in the Basic Education.

Keywords: transcendental numbers, Liouville’s numbers, algebric numbers.
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Uma wverdade matemdtica
nao € simples nem compli-
cada por st mesma. E uma

verdade.

Emaile Lemoine



Introducao

Abordamos brevemente os principais conjuntos numéricos estudados na FEducagao
Basica, para entao introduzirmos duas classificagoes para nimeros nao normalmente
apresentadas na Educacao Basica: os niimeros algébricos e o os niimeros transcenden-
tes.

A necessidade de contar e de ordenar é bastante comum na vida, sendo essa a razao
dos primeiros ntimeros terem sido os niimeros naturais.

Novas necessidades envolvendo saldos, dividas, temperaturas e alguns problemas
fisicos motivaram o surgimento dos nimeros inteiros.

O quociente entre dois niimeros inteiros passa a ser utilizado para representar gran-
dezas e medidas.

O problema envolvendo a medida da diagonal de um quadrado em funcao do seu
lado. Traz a incomensurabilidade entre essas medidas e o surgimento dos primeiros
numeros irracionais.

O conjunto dos ntimeros reais pode ser visto como uniao disjunta do conjunto dos
numeros racionais e do conjunto dos nimeros irracionais.

As equacoes polinomiais podem possuirem entre suas raizes, niimeros irracionais ou
nimeros racionais. Seja A o conjunto de todas as equagoes polinomiais com coeficientes
inteiros, o conjunto formado pelos nimeros que sao raiz de pelo menos uma equagao
polinomial do conjunto A é chamado conjunto dos ntimeros algébricos.

O conjunto formado por todos os nimeros reais que nao sao nimeros algébricos é
chamado conjunto dos ntimeros transcendentes.

Tratamos da enumerabilidade de conjuntos, das defini¢oes de nimeros algébricos e
ntumeros transcendentes, da prova da existéncia de niimeros transcendentes, do primeiro
nimero provado como transcendente na histéria da matemaética.

Nosso trabalho, esta dividido:

No Capitulo 1, estudamos os nimeros algébricos e transcendentes, sendo apresen-
tada a definicao de niimeros algébricos, uma listagem de resultados sobre conjuntos enu-
meraveis e a abordagem do matematico Cantor para a prova da existéncia de nimeros

transcendentes.



O Capitulo 2 é dedicado a resultados relativos aos ntmeros de Liouville, princi-
palmente a constante de Liouville, sendo esses os primeiros niimeros que tiveram sua
transcendéncia provada.

No Capitulo 3, trazemos mais um exemplo de nimero transcendente, o nimero T,
o numero transcendente mais famoso e uma prova de sua transcendéncia. Além disso,
citamos mais alguns exemplos de niimeros transcendentes.

No Capitulo 4, falamos da recente Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e
trazemos algumas consideragoes sobre nimeros e operagoes aritméticas na educacao
bésica, abordamos os conjuntos numéricos e suas particularidades, as representacoes
dos niimeros racionais como fracoes, e encerramos o mesmo com uma curiosidade sobre

o0 numero .



Capitulo 1

Numeros Algébricos e

Transcendentes

Neste capitulo apresentamos a definicao de conjuntos enumeraveis e mostramos que
alguns conjuntos numéricos conhecidos da educagao basica sao exemplos de conjuntos
enumeraveis. Em seguida, definimos niimeros algébricos e transcendentes e mostramos
a existéncia de numeros transcendentes. Para tanto utilizaremos os trabalhos de Djairo
Figueiredo [[5]], Diego Marques [[6]], Ivan Niven [[7]], José Plinio Santos [[10]], Martha

Monteiro [[11]] e William Dunham [[12]] que sugerimos para um aprofundamento.

1.1 Conjuntos Enumeraveis

Defini¢ao 1.1. Um conjunto X é finito se é vazio, ou quando existe uma bijegao entre o
conjunto I, = {1,2,3,....,n} e o conjunto X, assim podemos escrever
X ={x1,...,2,}.

Definigao 1.2. Um conjunto X é dito enumeravel quando ele é finito ou quando existe
uma funcao bijetiva f: N — X onde N = {1,2,3,4,...}. Assim,

f(].) = 1’17]((2) = T9, f(S) = T3,... ,f(n) = Tpy-w--

Exemplo 1.1. O conjunto dos nimeros naturais ¢ um conjunto enumeravel. Basta

tomar a fungao identidade f : N — N com a regra f(n) = n para realizar a bijecao.

FU)=1LF2) =2 f3)=3,....f(n) =n,....

Exemplo 1.2. Denotamos por N, o conjunto dos ntimeros pares. Entao, N, ¢ enu-

meravel. De fato, consideramos a bijecao f : N — N, dada por f(n) = 2n. Note
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que

F)=21=2f(2)=22=4,f(3)=23=6,...,f(n)=2n,....

De maneira analoga, se N; denota o conjunto dos nimeros impares, entao N; é enu-
meravel. Basta considerar a funcao f: N — N; com a regra f(n) = 2n — 1 que é uma

bijecao.

Exemplo 1.3. Se N? denota o subconjunto formado pelos niimeros naturais que sao
quadrados perfeitos, entdao N? ¢ enumeravel. Basta considerar f : N — N2 com a regra

f(n) = n? para realizar a bije¢ao.

Exemplo 1.4. Considere P o conjunto dos nimeros primos e ordene P em ordem
crescente, formando a listagem, P, Py, P3,..., P,,..... Deste modo, obtemos uma

bijecao f : N — P, onde

f) =P, f2) =P, f3)="Ds,....[(n) =P, ...

Entao, P é enumeravel.

Apresentar uma regra explicita para f do Exemplo 1.4 ndo é uma tarefa facil e
trata-se de um dos maiores problemas nao resolvidos da matematica.

O proximo resultado descreve como podemos mostrar que alguns conjuntos sao
enumeraveis sem precisar construir uma bijecao, visto que isto nem sempre é uma

tarefa facil.
Teorema 1.1. Todo subconjunto nao-vazio de um conjunto enumerdvel € enumerdvel.

Demonstragao. Sejam X um conjunto enumeravel e A C X. Se A for um conjunto
finito, entao A é enumerdvel. Caso A seja um subconjunto infinito, como X é um

conjunto enumeravel, existe um bijecao f : N — X dada por f(n) = z,. Assim,

f(1)=$1,f(2)=$2,f(3)=£€3,,f(n)=$n,

Vamos agora definir n; como o primeiro nimero natural tal que z,, € A. Em
seguida, definimos ny como o menor nimero natural tal que ny > ny e z,, € A. E,
assim sucessivamente até termos encontrarmos ny, ng, na, ..., Ny onde x,, ¢ o menor
ntimero natural que é maior do que ng_; e xz,, € A. Por hipétese, A é um conjunto

infinito e podemos construir uma bijecao f: N — A com a regra f(k) = z,,. Entao,

f(l):$n17f(2):$n27f(3):xnav-“:f(k):$nk7---~

Portanto, A é enumeravel. O
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Assim, fica claro que todo subconjunto nao-vazio dos ntimeros naturais ¢ enumeravel
e, desta forma, ja temos infinitos exemplos de conjuntos enumeraveis. Sao muitos
fatos interessantes que chamam nossa atencao e provocam surpresas, principalmente
no primeiro contato com essa abordagem. Mas, as surpresas continuam, vamos mostrar
outro exemplo classico e curioso de conjunto enumeravel.

Exemplo 1.5. O conjunto dos niimeros inteiros é enumeravel. De fato, a funcao

14H(—=1)"(2n—1)

f:N—Z com aregra f(n) = 1

¢ uma bijecao. Note que,

f(1)=0,f(2) =1,FB3) = =1, f(4) = 2,f(5) = =2,/ (6) = 3, f(7) = =3, ...

Exemplo 1.6. O conjunto dos niimeros racionais positivos é enumeravel. Uma forma
de mostrar essa propriedade foi proposta por Cantor. A ideia consiste em organizar
os numeros racionais positivos em linhas e colunas, onde as colunas organizam os

numeradores, enquanto as linhas organizam os denominadores.

LSS S S
LSS S S
WSS S S
LSS
WS

S

Agora comecando da fragao %, associando a mesma com o nimero natural 1, e se-

guindo conforme as setas, associando os ntimeros racionais do caminho com os préximos



1. Niimeros Algébricos e Transcendentes

numeros naturais 2,3,4,... ¢ assim sucessivamente. Deste modo, construimos uma
bijecao entre o conjunto dos numeros naturais e os numeros racionais positivos de
nossa tabela.

Podemos perceber que héa repeticoes de nimeros racionais, pois 0os mesmos nao
aparecem em sua forma irredutivel, para resolver isso ha varias maneiras, entre elas
podemos simplesmente considerar a tabela completa ¢ vendo que a mesma esta em
bijecdo com os numeros naturais, sendo portanto enumeravel, usar o Teorema (1.1)
e concluimos que os numeros racionais positivos sao enumeraveis. Alternativamente,
poderiamos reescrever as fragoes em sua forma irredutivel e ao seguir pela tabela, saltar

as ocorréncias repetidas, obtendo o mesmo resultado.

1 2 3 4 5 6 (1.2)
1 1 2—=3 4—=5 6—>:--
S
2 z 1 3 2 5 3
3 % 2 1 4 3/2/
|
T S M L U
N N N A
|
6 & : 2 3 1

SIS ST

Apresentamos alguns resultados sobre conjuntos enumeraveis que nos ajudarao a

Y

concluir a enumerabilidade para o conjunto dos niimeros racionais ¢ nao apenas para
o subconjunto formado pelos niimeros racionais positivos. Além disso, concluimos que

o conjunto dos ntimeros algébricos também é enumeravel.

Teorema 1.2. Sejam X ¢ Y conjuntos enumeraveis. O conjunto Z = X UY ¢

enumerduvel.



1. Niimeros Algébricos e Transcendentes

Demonstragao. Caso ambos os conjuntos sejam finitos, digamos X contendo m
elementos e Y contendo n elementos. Podemos listar os elementos de X seguidos pelos
elementos de Y, isto é, {z1, 29,23, ..., Tm,Y1,Y2,Y3,-..,Yn} € O conjunto Z terd no
méximo m +n elementos. Caso X NY = (), podemos listar os elementos do conjunto Z
fazendo cada x; = z;,1 = 1,2,...,m, e seguida fazendo cada y; = zp,4;,7 = 1,2,...,n,

obtendo assim a seguinte enumeracao para o conjunto

Z = {217227 Z3y o5 Zmy AmA1s - - 7Zm+n}-

Caso X NY # 0, procedemos de maneira andloga, listando os elementos do conjunto X

e depois listando os elementos do conjunto Y tais que y; € X, obtendo a enumeracao

7z = {Zla 22y 235+ oy Amsy AmAly - - - 7Zm+k}7

onde k =n — p com p o nimero de elementos do conjunto X NY.
Caso apenas um dos conjuntos seja finito, digamos o conjunto Y com nimero de
elementos n, podemos comecar listando os elementos dele y; tais que y; € X e s6 depois

continuarmos com os elementos de X, assim o conjunto
Z=XUY ={21,29, -, Zny Zntly- -+ Zniks -+ |-

Finalmente, se ambos os conjuntos sao infinitos enumeraveis, podemos listar o con-
junto Z = X UY primeiro alternando os elementos do conjuntos do seguinte modo,
1, Y1, Ta, Y2, T3, Y3, . ... Assim, os elementos do conjunto Z seriam dados por z; = z;,
se ¢ impar e z; = y; se 1 par.

Em todos os casos, o conjunto Z = X UY é enumeravel. U

Corolario 1.3. A uniao finita de conjuntos enumeraveis ¢ um conjunto enumeravel.

Demonstragao. Sejam X1, ..., X, conjuntos enumeraveis. Vamos provar o resultado

usando indugao sobre n, isto é, o nimero de conjuntos que compoe a uniao.

O caso n = 2 segue do Teorema 1.2. Suponhamos por hipdtese de indugao que
n—1

U X} é enumeravel, entao,
k=1

n n—1
U X, = U X, | UX,.
k=1 k=1
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n

Como a uniao de dois conjuntos enumeraveis segue que U X} é enumeravel. O
k=1

Teorema 1.4. Se f: X — Y ¢ injetiva e Y é enumeravel entao X é enumerdvel.

Demonstragao. Como Y ¢é enumeravel, existe uma fungao g : ¥ — N. Tomemos
a funcao composta h : go f : X — N. Como f ¢ g sao injetivas, h ¢ injetiva. Por-

tanto, h : X — h(X) C N é uma bijegdo. Segue do Teorema 1.1 que X é enumerdvel. [J

Nosso préoximo objetivo é mostrar que N x N é um conjunto enumerével. Para isso

precisamos provar um resultado bem preliminar.

Teorema 1.5. Todo nimero natural n > 1 se decompoe de maneira inica, ¢ menos

da ordem, como produto de fatores primos.

Demonstragao. Inicialmente observamos que se n é primo nao ha o que ser de-
monstrado. Suponhamos entdao que n é um numero natural composto. Seja p;, com
p1 > 1, o menor dos divisores positivos de n. Afirmamos que p; deve ser um niimero
primo. De fato, caso contrario existiria p, com 1 < p < p; sendo p um divisor de p;
e, consequentemente, p seria divisor de n contradizendo a minimalidade de p;. Logo,
n=pn;.

Se n; é primo a prova estd completa. Caso contrario, tomamos ps como o menor
divisor positivo de n;. Pelo mesmo argumento anterior, temos que py é primo e, assim,
n = pip2ana.

Prosseguindo desta forma, obteremos uma sequéncia decrescente de inteiros positi-

VOS N1, Na, ..., n,. Como todos esses sao inteiros maiores do que 1, este processo deve
terminar. Como os primos pi, ps. ..., pr NA0 sao, necessariamente, distintos, n tera a
forma:

n=p'py? ... ppk. (1.3)

Por indugao em n podemos mostrar a unicidade da representacao dada em 1.3. Para
n = 2 a afirmacao é trivialmente verdadeira. Suponhamos por hipdtese de inducao que
para todo inteiro maior do que 1 e menor do que n a representacao dada em 1.3 é tinica
a menos da ordem dos fatores. Se n é primo, nao ha o que provar. Suponhamos que n

seja composto e que
n=pipy? .. .ppk = qflqu g
Como p; divide o produto qf 1q2’82 ...q’" segue que ele divide pelo menos um dos

fatores g;. Sem perda de generalidade podemos supor que p; divide ¢;. Como ambos

sao primos, isto implica p; = ¢;. Logo, n’ = pa...ps = ¢o...q,, onde 1 < n’ < n.
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Assim, da hipdtese de indugao obtemos que as duas fatoracoes sao identicas, isto &,

k=rep =gq;jparai, je{l,...7}. O

Teorema 1.6. O conjunto N x N € enumerdvel.

Demonstragao. Definimos

fNxN->N

(n,m) — 2"3™

Pelo Teorema 1.5, f ¢ injetiva e, portanto, pelos Teoremas 1.1 ¢ 1.4 Nx N ¢ enumeravel.

O

Uma consequéencia imediata do teorema anterior é que se X e Y sao enumeréveis,
entao X x Y é enumeravel. Apresentamos a seguir, um resultado que generaliza o

Corolario 1.3.

Teorema 1.7. Consideramos uma sequéncia de conjuntos infinitos enumerdveis

oo
X1, X0, X5,....X,,... eU = U X,. Entao, U € enumeravel.

n=1
Demonstragao. Ja sabemos que U é infinito, pois X; C U. Colocando os elementos
de cada X, em uma lista infinita, e tomando cada lista como linha de uma matriz, de

modo que a primeira linha seja formada por todos os elementos de X, a segunda por

X5, e continuando dessa maneira teremos a matriz.

€11 €12 - €lp
€21 €22 -+ Cop
€ml1 €Em2 ¢ Emn

Os elementos dessa matriz sao os elementos do conjunto U. Para mostrar que U é
enumeravel temos que colocar os elementos de U em uma lista sem repeticoes, vamos
inicialmente coloca-los em uma lista que pode ter repeticoes ja que nao sabemos quais

os elementos que se repetem na matriz.

€11, €21, €12, €31, €22, €13, €41, €32, €23, €14, . . .

Observe que a sequéncia dada tem uma regra de formacao: primeiramente, comegamos

com os termos cuja soma dos indices é 2, depois os termos cuja soma dos indices é 3, e

9
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assim por diante. Assim, como todos os elementos estao em uma sequéncia, o conjunto

U, como subconjunto desta sequéncia, ¢ enumeravel, de acordo com o Teorema 1.1.
O

Notamos que para provar o ultimo resultado utilizamos implicitamente que o pro-

duto cartesiano N x N ¢ enumeravel.
Teorema 1.8. O conjunto dos niumeros racionais Q é enumerdvel.

Demonstragao. Mostramos no Exemplo 1.6 que o conjunto dos nimeros racionais
positivos, Q, ¢é enumeravel. Considerando a a bijecao f : Q. — Q_ temos que o
conjunto Q~ é enumeravel. Além disso, o conjunto {0} é finito e, portanto, enumerdvel.
Assim, segue do Teorema 1.3 que o conjunto Q = Q_ U {0} UQ, é enumerével. O

Um fato interessante a respeito da enumerabilidade de conjuntos, é que conjuntos
enumeraveis infinitos, possuem a mesma cardinalidade, ou seja, é possivel colocar um
conjunto em bijecao com o outro, pois todos estao em bijecao com o conjunto dos
ntimeros naturais. Este fato chegou a induzir Cantor! e outros mateméticos da épocs
a pensarem que todos os conjuntos infinitos possuiriam a mesma cardinalidade, ou
seja, que todos os infinitos seriam iguais, a historia desse fascinante percurso pode ser

consultada nos capitulos 11 e 12 de [[12]].

1.2 Numeros Algébricos e Transcendentes

Uma pergunta interessante é dentre todos os nimeros reais quais s@o os mais fre-
quentes: os algébricos ou os transcendentes? Sabemos que produzir numeros trans-
cendentes é uma tarefa relativamente dificil e, dessa forma, podemos ser induzidos a
imaginar que a quantidade de tais nimeros é pequena. Porém, nesta secao veremos
um teorema com um demonstragao muito interessante atribuida ao matemaéatico alemao
Cantor. Para os leitores que desejarem maiores detalhes acerca de Cardinalidade e so-

bre o Teorema de Cantor sugerimos principalmente a leitura dos Capitulos 11 e 12 de
[12].

Definicao 1.3. Dizemos que um nimero a é um ntumero algébrico, quando a é solucao

de alguma equacao polinomial da forma

™ + apy 2"+ a4+ ag =0, (1.4)

!Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) foi um matemético alemao famoso por ter
elaborado a moderna teoria dos conjuntos, o conceito de numeros transfinitos e uma prova da enu-
merabilidade dos nimeros racionais. Morreu num hospital psiquiatrico em Halle, depois de sofrer
com a pobreza durante a Primeira Guerra Mundial e ainda esgotado nervosamente pela descoberta
do Paradoxo de Russell.

10
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onde os coeficientes a; sao nimeros inteiros. Um nimero que nao seja algébrico é

chamado numero transcendente.

Observacao: Qualquer nimero racional, a = %, é algébrico, porque a é raiz da equagao
gr —p=0,onde p, g€ Zeq#D0.
Existem também nimeros irracionais que séo algébricos, por exemplo, v/2 é algébrico,
is é raiz d a0 22 -2=0. G lizand lo, sej ]
pois é raiz da equacao x . Generalizando esse exemplo, seja p um ntimero
primo, entao ,/p € irracional e algébrico, sendo raiz da equagao 22 —p = 0. Agora,
considerando as propriedades de fechamento dos ntimeros algébricos quanto a adigao e

multiplicacao, podemos obter novos niimeros algébricos e entre eles muitos irracionais

1+v5

algébricos, por exemplo, o nimero p = =2 que ¢ raiz da equagao 2 —ax—1=0.

Teorema 1.9. Sejam f(x) um polinémio com coeficientes inteiros da forma (1.4) e a
um nidmero racional, raiz de f(x) = 0. Entdo, x—a é um fator de f(x), ou seja, existe
um polinomio q(x), tal que f(x) = (z — a)q(x), onde q(x) tem coeficientes racionais e

o grau de q(x) € uma unidade menor do que o grau de f(x).

Demonstracao. Dividindo f(x) por (z — a) obtemos um quociente g(z) e um resto
r(x) onde o grau do resto menor do que o grau de x — a que tem grau 1. Assim, r(x)

¢ um polinomio constante. Entao,

f(z) = (z = a)q(x) + r(z),

onde ¢(x) é um polindémio com coeficientes racionais. Mas 0 = f(a) = r(z), isto é,
r = (x)0. O

Nosso proximo objetivo é mostrar que o conjunto dos ntmeros algébricos é enu-
meravel. Para isso, precisamos do seguinte resultado preliminar.

Lema 1.10. Qualquer equacao da forma
"™ + apy 2"+ a4+ ag =0, (1.5)

tem, no maximo, n raizes distintas.

Demonstragao. Vamos comegar supondo que a Equacao (1.5) tenha n + 1 raizes
distintas, a saber 81, 82, B3, - - ., Bn, But1 € s€ja f(x) = apx™ +ay 12" 4+ +a1x + ag.
Agora, segue do Teorema 1.9 que (z — £1) é um fator de f(z) com quociente que

denotamos por ¢;(z), isto é,

f(z) = (z = B)a ().
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1. Niimeros Algébricos e Transcendentes

Como [y sendo outra raiz de 1.5, entao segue que qi(f2) = 0. Assim, x — 5 ¢ um

fator de ¢;(x), com quociente que denotamos por go(z). Assim,

f(x) = (z = B)q(x) = (x — B1)(z — Ba)ga(x).

Prosseguindo com este processo obtemos

flx) = (2 = B = Bo)(w = B5) - .- (& = Bn)gn()- (1.6)

Mas f(z) tem grau n, portanto g,(z) é constante, isto é, g,(x) = ¢. Em particular,

f(Bus1) = (Buy1 — B1)(Bus1 — ﬁz)(ﬁnﬂ - 63) oo (Bny1 — Bn)g- (1.7)

Como cada fator de (1.7) é nao nulo segue que f(f,41) # 0, o que é uma contradigao
com o fato de (3,11 ser uma raiz de 1.5. Assim, qualquer equacao da forma 1.5 tem, no

maximo, n raizes distintas. 0

Definicao 1.4. Chamamos de indice ou altura de uma equacao no formato da Defini¢ao

1.4 o ntmero
h=(n—1)+|an| + |anso| + -+ [aa] + 1] + |aol. (1.8)

Observamos que o indice ¢ um numero inteiro positivo e, além disso, o menor valor
que h pode assumir é 1 que é a altura da equacao x = 0. Por outro lado, fixada uma
altura h existe um ntmero finito de polinomios com esta altura. De fato, existe um
nimero finito de coeficientes inteiros cuja soma dos modulos ao fixado grau menos um

sejam iguais a h.
Teorema 1.11. (Cantor) O congunto dos nimeros algébricos ¢ enumerdavel.

Demonstragao. Podemos colecionar todas as equacoes de uma altura fixada como
iniciado na Tabela 1.1 e, listar de todos os nimeros algébricos solugoes das equacoes

da Tabela 1.1 em ordem crescente. Dessa maneira, temos a seguinte sequéncia

07 _17 17 _27 5 _72; _37 -

11 —
\/5—’_17_\/57_@7_\/5 !
2°2 2 2

11 -1 V2
7__7_7\/3 7£7\/§7"'
2 33 2 2
(1.9)
O numero 0 vem da tnica operacao de indice 1, os nimeros —1 e 1, das equagoes
de indice 2, e assim por diante. Para cada indice h fixo, hd um numero de equagoes

finito, porque o grau n e os coeficientes a,, a,_1, ..., ai, ag estao restritos a um conjunto
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1. Niimeros Algébricos e Transcendentes

Tabela 1.1: Equacgoes por Indices

|Indice| Equagoes
1 r =0
2 22=02r=0,0+1=0,2—-1=0

3 2=0,202=0,2°4+1=0,32=0,20+1=020-1=0,2+2=0,2 —2=0

finitos de inteiros. Como o ntimero de polinomios com coeficientes inteiros com uma
fixada altura é finito o conjunto das as raizes de todos os polinomios com altura h é
um conjunto finito. Logo, o conjunto das raizes de todos os polinomios de todas as
possiveis alturas A é um conjunto enumeravel, pois é uniao enumeravel de conjuntos
finitos. 0]

Uma pergunta que surge neste momento é: o conjunto formado pelos nimeros reais
é enumeravel? Se mostrarmos que R é nao enumeravel, entao o resultado anterior
estabelece que existem numero reais que sao transcendentes. Observamos que a prova
apresentada acima é nao construtiva, uma vez que estabelece a existéncia de nimeros
transcendentes sem dar nenhum exemplos de tais niimeros. No que segue, mostramos
que o conjunto formado pelos niimeros reais nao é enumeravel usando um argumento

proposto também por Cantor.

Teorema 1.12 (Cantor). O intervalo (0,1) ndo € enumerdvel.

Demonstragao. Observamos que (0,1) é um conjunto infinito, pois A = {%, n e N}
é infinito e A C (0,1). Suponhamos, por absurdo, que (0, 1) seja enumeravel, isto é,
existe uma bije¢ao entre o conjunto dos niimeros naturais e o intervalo (0, 1).

Seja {1, 9, T3, T4, ...} wma enumeragao de (0,1), onde cada x; pode ser repre-
sentado na forma decimal infinita. Varios ntimeros terao mais de uma representacao
terminando em infinitos algarismos 0 ou 9, neste caso escolhemos a representagao que o
mesmo terminam em infinitos 0. Assim, por exemplo, o nimero 0, 4 serd representado
como 0,4000000... e nao como 0,3999999....

Sejam a1, ao, a3, Gia, - .. € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} os algarismos da representacao

decimal de z;

13



1. Niimeros Algébricos e Transcendentes

r1 = 0, a11a412a13014015016017 - - .
Ty = 0, a21022023024A25026027 - . .

r3 = 0, a3103203303403503637 - - .

ITp = 07 Up10n20n30n4dnsAnelnT - - -

Defina o ntimero b = 0, b1bybsbsbsbebr, . . . tal que para que cada i temos que b; # a;;,
ou seja, by # ayy, by # ass, ... .

Notemos que b é diferente de xq, pois, pelo modo como foi definido ele possui a
primeira casa decimal b; # a;;. O mesmo fato se repetindo para cada x; e assim b é
distinto de todos os z;.

Assim, temos a contradigao do fato de que {z1, x9, x3, 14, . .. } fosse uma enumeragao

de (0,1), ja que encontramos b € (0,1) que nao esta nessa enumeragao. O

Corolario 1.13. O conjunto dos nimeros reais R é nao enumeravel.

Demonstracao. Existem duas formas de mostrar esse fato. Primeiro, como o inter-
valo (0,1) € R. Suponhamos que R seja enumerdvel. Entao, em particular, (0,1) C R

seria enumeravel, o que é uma contradicao. O

Uma outra maneira de provar o corolario acima é considerar a funcao f : (0,1) - R
dada por

f(g;):2x_1

Entdo, f é uma bijegao conforme ilustrado pelo gréfico da figura 1.1 e, como (0, 1)

x— a2

nao é enumeravel temos que R é nao enumeravel.
A partir dos resultados apresentados até a presente leitura podemos enunciar os

seguintes coroldrios do Teorema (1.12).
Corolario 1.14. O conjunto R — @@ é ndo enumerével.

Demonstragao. Do Teorema 1.8 sabemos que QQ é enumeravel. Se R — Q fosse
enumeravel, como R = (R — Q) U Q, segue do Teorema 1.3 que R seria enumerdvel,

contrariando assim o Teorema 1.12. E, portanto, R — Q é nao enumeravel. 0
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1. Niimeros Algébricos e Transcendentes

80 T T T T

(2*x-1)/(x-%)

0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.1: Grafico de f(x) = 21

r—x2

Corolario 1.15. Seja T' o conjunto dos niimeros reais que nao sao algébricos. Entao,

T é nao enumeravel.

Demonstragao. Suponhamos o conjunto 7' dos nimeros reais transcendentes fosse

enumeravel, por exemplo,
T = {th tQ» t37 t47 t57 s }

Como ja mostramos no Teorema (1.11), o conjunto dos nimeros algébricos é enu-

meravel, isto é, poderiamos listar os ntmeros algébricos como
ay,ds, a3, a4, d5, . ..
Assim o conjunto dos nimeros reais poderia ser descrito como,
tl, ay, tg, asg, tg, as, t4, g,y ...

contradizendo o fato de que o conjuntos dos niimeros reais é nao enumeravel. O

Cantor usou a maneira descrita aqui para mostrar que existem Numeros Trans-
cendentes, mesmo sem dar um exemplo de um nimero que nao fosse algébrico (Ver
[12]). Mais do que isso, ele mostrou que a cardinalidade do conjunto dos nimeros

transcendentes é maior do que a cardinalidade do conjunto dos nimeros algébricos.
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1. Niimeros Algébricos e Transcendentes

Nas palavras de Niven (2012, p.156) [[7]]: ”Os nidmeros algébricos podem ser apresen-
tados como termos de uma sequéncia infinita, mas existem niumeros transcendentes em

demasia para uma tal representacao sequencial”.
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Capitulo 2
Os Numeros de Liouville

Neste capitulo, estudamos resultados sobre a aproximagao de niimeros racionais por
nuimeros irracionais e propriedades dos nimeros irracionais algébricos relativas a essas
aproximacoes. E como a partir da analise dessas aproximacoes e de suas limitagoes foi
realizada uma sabia escolha para mostrar a existéncia de niimeros transcendentes. Aqui
teremos a apresentacao dos primeiros nimeros transcendentes descobertos na histéria
da matemadtica: os niimeros de Liouville, nomeados assim em homenagem a Liouville!.
Recomendamos a leitura de [[5]], [[6]] e [[7]], que foram as referéncias utilizadas para

esse capitulo.

2.1 Aproximacoes de Niumeros Irracionais

Nesta segao, estamos interessados em entender o erro cometido ao aproximarmos
um numero real tomando o ntimero inteiro mais préximo. Iniciamos com um resultado

bésico que nos sera 1til para os proximos teoremas.

Teorema 2.1. Sejam A um niumero irracional qualquer e r wm numero racional dife-
rente de zero. Entao, a adigcao, subtracao, multiplicacdo e divisao de v e X resultarao

em numeros irracionais. Além disso, —\ e A~! sao irracionais.

Demonstragao. Se —\ fosse racional, digamos, —\ = r; com 7 um ntimero racional.
Teriamos, A = —r; = (—1)r, o que implica A racional o que é uma contradi¢ao.
Como a irracionalidade de A=! ¢ um caso particular da irracionalidade de 1, pbara
r = 1, vamos provar apenas o caso geral. Faremos isso juntamente com as outras
afirmagoes do teorema referente a irracionalidade, provaremos simultaneamente que

A1, A=r,r— A 1A, % e § sao numeros irracionais.

! Joseph Liouville (1809-1882) foi um matematico francés, fundador do Journal de Mathématiques
Pures et Appliquées. Sendo também conhecido pela demonstragao da existéncia de niimeros transcen-
dentes e pela divulgacao dos trabalhos de Galois.
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2. Os Numeros de Liouville

Cada expressao dessa que fosse um niimero racional, nos dariam uma das seguintes
equagoes:
’
)\-l—r:7"2,)\—7“:7"3,7“—)\:r4,7“)\:r5,; =rge— =71,

A

com 19, 73,74, 5, T € 77 NUMeros racionais. Resolvendo essas equacoes em A, teriamos

T's r
A=rg—r, A=r3+rA=r—ry A= —A=rrg, A\ = —.
r 7

Devido as propriedades de fechamento dos niimeros racionais quanto a essas operagoes,
todos os segundos membros dessas equagoes sao nimeros racionais. Porém, nenhuma

delas é verdadeira, pois A € irracional. E, portanto, o teorema estd demonstrado. [

Teorema 2.2. Para qualquer nimero irracional A, existe um unico numero inteiro m
tal que

1 1
R Z.
5 < m< g

Demonstragao. Escolhemos m como o inteiro mais préoximo de A. Logo, m sera
igual ao inteiro imediatamente menor do que A ou ao inteiro imediatamente maior
do que A\. Nao havendo a possibilidade de ambos deles estarem a mesma distancia
de A, pois nesse caso A estaria no meio de dois inteiros consecutivos e assim A seria
dado pela média entre esses dois inteiros e portanto racional, o que contraria a nossa
hipétese. Agora percebendo que qualquer intervalo real [a, b] de comprimento unitério,

ou seja, |b—al = 1, conterd um unico nimero inteiro. Vamos agora escolher a = A —

D Nol—

eb=\+ % Os numeros a e b nao sao inteiros, nem sequer sao racionais, pois A
irracional, conforme o Teorema 2.1. Denotamos por m o tinico inteiro tal que m € [a, b].

Nesse caso, ainda, temos que m € (a, b), logo

1 1

E, subtraindo A,

1
——<m—-A<
2 m

Multiplicando por (—1) e reorganizando,

1
—§</\—m<

Como queriamos.
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2. Os Numeros de Liouville

Para provar a unicidade de m, suponhamos que existisse outro inteiro n tal que

1 1
—§<)\—TL<§,

Entao, também seria valido para n, a seguinte desigualdade,

1 1
——<n—-A< <
g =" 2’

Somando A a iltima desigualdade obtemos,

1 1
A—=<n< A+ -—.
g SMh<Aty

Porém, o intervalo [a, b] contém apenas um inteiro e, portanto, n = m. 0

No resultado anterior, consideramos a aproximacao de um nimero irracional usando
numeros inteiros. Uma outra forma de realizar este procedimento é utilizar a repre-

sentacao decimal. Por exemplo,
V5 = 2,236067977 . ..

Os numeros 2; 2,2; 2,23; 2,2306;..., formam uma sequéncia de aproximacoes cada

vez melhores, ou seja, com um erro menor entre a aproximacao e o valor exato de v/5.

22 223 2236
71071007 10007

Além disso, sao validas as desigualdades,
2 <5< 3,

99 23
_ = _
o <Vi<ip

993 994
100 < V5 < Top°

9936 9937
To00 < V5 < Tooo°

Todas essas desigualdades trazem infinitos termos tao préximos de v/5 com erro téao
pequeno quanto se deseje especificar. Por exemplo, para um erro menor do que 0,01
basta escolher 2,23 ou 2, 236.
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2. Os Numeros de Liouville

Note que todas as aproximagoes que apresentamos anteriormente tém a carac-
teristica de que os seus denominadores sao todos potencias de 10. E possivel obter
melhores aproximagoes melhores sem qualquer restricao aos denominadores.

Por exemplo, para o nimero irracional 7, temos o valor 3,14159265. .., e sao apro-

ximacoes de T,

3 31 314 3141 31415
"107 100" 1000 10000’

Mas 2—72 tem valor aproximado de 3,142857. .., estando mais proximo de 7 do que

% com valor de 3,1 e até mesmo de % com valor de 3,14. Claro que nao esta mais

proximo do que os demais termos listados em (2.1).

(2.1)

O proximo teorema estabelece uma outra forma para obter aproximagoes de niimero

irracional qualquer por um nimero racional da forma — cometendo um erro menor do
n
1
que o

Teorema 2.3. Sejam A um numero irracional e n um niumero inteiro positivo qualquer.

. . . _ m
Entao, existe um niumero racional — tal que
n

1<>\ m< 1
on n  2n

Demonstragao. Definimos m como sendo o niimero inteiro mais préximo de n\ que

¢ irracional (Teorema 2.1). Segue do Teorema 2.2,

1 1
—— <nA—m< —.

2 2
Dividindo por n, obtemos
1 m 1
—— <A — < —
2n n  2n
O
Serd que é possivel conseguir aproximacoes cometendo erro menor do que ==, =, ... 7
3n’ An

De fato, é possivel mostrar que podemos obter aproximagoes de A irracional com erro
menor do que - para todo inteiro & (Ver [7]).
Em geral, podemos mostrar que para todo numero irracional \, existem infinitos

numeros racionais ', em forma irredutivel, tais que

B 1 </\_m< 1
n(k+1) n nlk+1)

onde k é um numero inteiro qualquer (veja [7]).

Diante dos resultados que apresentamos até o momento é natural pensar se existem
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2. Os Numeros de Liouville

outras maneiras de encontrar aproximacoes de um nimero irracional qualquer A por
nimeros racionais da forma * de modo a cometer erros menores que os seguintes n—lg,
L. L ... E aresposta é que em geral ndo. De fato, para discutir melhor este fato,
n n

precisamos da definicao de grau de niimero algébrico.

Defini¢ao 2.1. O grau de um numero algébrico A é definido pelo polindémio p(x) de

menor grau possivel tal que p(A) = 0.

Assim, se A é um nimero algébrico de grau n e g(x) é um polinomio qualquer de
grau m, com m estritamente menor do que n, entdao g(\) # 0.

Existe uma relacao que associa o grau de nimero algébrico com os tipos de apro-
ximagoes que podemos utilizar. Por exemplo, se A ¢ um ntimero irracional algébrico
de grau 3 ¢ possivel aproxima-lo por nimeros racionais da forma 7 com erro menor do

< ; a0 6 ivel f: fi d L L D ire
que -3, porém nao ¢ possivel fazer o erro ficar menor do que -7, -5 etc. De maneira
geral, para um numero irracional algébrico A de grau r, podemos tomar aproximacoes
por numeros racionais “* com erro menor do que n%, porém nao é possivel tomar tais

aproximacoes com erro menores do que ﬁ, onde k ¢ um inteiro positivo qualquer

(ver [7]).

2.2 Os Primeiros Exemplos de Nimeros Transcen-

dentes

Nesta secao, apresentamos uma prova construtiva da existéncia de nimeros trans-
cendentes. Definimos a constante de Liouville o, e mostramos que ela ¢ um nimero
transcendente. Para justificar a transcendeéncia de «, vamos aproximar esta constante
de uma infinidade de nimeros racionais ™ com erro menor do que %, onde j é um

inteiro qualquer.

Consideramos a constante
a = 0,11000100000.. .,

cujas casas decimais sao compostas por zeros ¢ uns. Observamos que os algarismos 1
aparecem nas casas decimais: 1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, ..., ou seja, nas casas deci-
mais

11,20 31,48 506!, 7! L,

onde k é um numero natural e k! = 1 x2x 3 x ... (k—2) x (k—1) x k. Todos os
algarismos com excecao daqueles nas casas decimais correspondentes aos fatoriais sao

iguais a zero.
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Uma outra forma de representar a constante o ¢ escrevé-la como uma soma de

poténcias negativas de 10:

a=10"+102+10% +107" +10™° + ...
=107'4+102+10%+107 + 107120 ...
=0,1+0,01 4 0,000001 + - - -

O numero « definido acima é chamado constante de Liouville, em homenagem ao
matematico frances de mesmo nome.

Vamos agora obter uma aproximacao [ de a que nos ira auxiliar na demonstragao
da transcendéncia de «. Tal aproximagcao pode ser obtida tomando 3 como a soma dos

primeiros j termos de «, isto é,
B=10""+10"%+10"" +... + 107"

Notamos que [ é um nimero racional, pois é soma de fragoes cujos denominadores sao

poténcias de 10. Podemos reescrever a ultima expressao da seguinte maneira

1 1 1 1 t

b=ttt e T 1o

(2.2)

onde o numerador ¢ é algum nimero inteiro positivo. Além disso, o ntimero racional

esta proximo de « e
a—f= 10U+ 10U+ L 10U L.

A representacao decimal de o — § é também inteiramente formada de zeros e uns
e o algarismo 1 aparece pela primeira vez na posi¢do (5 4+ 1)! em seguida na posi¢ao

(7 + 2)! e, assim, sucessivamente. Portanto,
a — 3 < 0,000000...0000002,

onde todos os algarismos zeros, exceto o algarismo 2 na posicao (j + 1)!. Dali,

2

Como « e ( sao positivos, todas as poténcias de o e § também serao positivas.
Temos ainda que a < 1 e § < 1, seguindo que a” < 1 e §° < 1, assim o' (3° < 1, para

r e s quaisquer inteiros positivos. Obtemos entao, as seguintes desigualdades,
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0<a"<1, ,0<pB°<1, ,0<ap’<l.

Vamos agora mostrar que a constante de Liouville & é um numero transcendente.
Iniciamos supondo por absurdo, que o é um numero algébrico. Assim, dentre todas
os possiveis polinomios com coeficientes inteiros que o é uma raiz, escolhemos um de

menor grau possivel
() — o e S .2 a2 Sy Sp— 2
flx) =cpa™ + 2™ Fepox™ T+ eox® + cr + o = 0. (2.3)

Teorema 2.4. O numero B obtido como uma aproximacao de o na equagao (2.2) ndo

€ uma raiz da equacao
o n n—1 n—2 2 1 o
f(x)=cpx" +cp 12" +ep o™ T+ et o + =0,

isto €, f(B) # 0.

Demonstragao. Se f fosse uma raiz de f(x) = 0 terfamos pelo Teorema 1.9 que

(x — B) seria um fator de f(z), isto é,

onde ¢(z) é um polinomio com coeficiente racionais e de grau uma unidade menor do

que o grau de f(z). Sendo o uma raiz de f(x) = 0, teriamos

f(a) = (a - B)ala) = 0.

Como o fator (o — ) # 0, entdo g(a) = 0. Assim, « seria uma raiz de ¢(z). Se k é o
produto de todos os denominadores dos coeficientes racionais de ¢(x) o produto kq(z)
terd coeficientes inteiros e o serd uma raiz de kq(xz) = 0. Absurdo, pois contraria a
hipétese de a nao satisfazer nenhuma equagao com coeficientes inteiros de grau menor

do que n. ]
Os préximos resultados analisam a ordem de grandeza do numero f(a) — f(5) que
é um polinémio em [ com coeficientes inteiros, uma vez que, f(a) = 0.

Teorema 2.5. Eziste um numero N que depende apenas dos coeficientes de f(x) e do

seu grau, tal que

[f(@) = F(B)] < N(a = B).
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Demonstragao. Definimos o niimero N por
N =nley| + (n—1)|ep_1| + (n = 2)|cna| + - + 2|ea| + |e1]-
Notamos que N independe do inteiro j usado na definicao de 5. Logo,
F(@) = F(B) = enla™ = B") + caa (@™ = B1) 4 -+ ey — ).
Usando a identidade

Oék—ﬁk — (a—ﬁ)(ak_l +Oék_26+04k_362+"'+O./Qﬂk_3+aﬂk_1),

obtemos

of =g <(a=B)1+1+1+ - +14+1+1)=k(a-p),
pois os termos o', a*723, ... sao menores do que 1 e &« — 3 é um ntimero positivo.
Assim,

fle) = f(B) =(a = Pleala™ " +a" 2B+ +af" 2 + ")+
Coa (@Bt T BT 4 ).

Tomando os valores absolutos e usando a expansao de a* — 8¥, obtemos
|f(a) = f(B)] < la = Bl[nlea| + (n = Dfep] 4+ |ei]].

Como |a — | = a — 8, usando a defini¢ao de N do comeco da demonstrac¢ao temos,

[f(e) = F(B)] < N(a = B).

Teorema 2.6. O numero

[fa) = F(B)] x 10

€ um numero inteiro positivo para qualquer que seja o valor atribuido ao inteiro positivo
j.

Demonstragao. Temos que f(«) = 0, entao
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2. Os Numeros de Liouville

Sabendo que § = Wtﬂ e fazendo z =  na Equagao (2.3) obtemos,

f(B)=cnB" + a1 8" + o+ B+

Cpt™ Cp1t" ! Cpot" 2 cit
= ot oo ot T e
10wt T 10003t T 1002 x 107 + ¢

Multiplicando por 10™*7", temos
F(B) x 109" = e t™ 4 ¢p1t" 1107 + ¢ _ot"210% 4 - 4+ et 10TV g 10™

onde o segundo membro é um numero inteiro diferente de zero porque f(5) # 0.

Tomando os valores absolutos vemos que

[F(B) x 107 = [ £(B)] x 10

é um inteiro positivo, conforme queriamos. 0

. 7 il ’ .
Vejamos agora que o numero |f(a) — f(B)] x 10"*7" estd entre 0 e 1, contradizendo
o fato do mesmo ser um nimero inteiro. Para isso, precisamos escolher o inteiro j que

foi usado na definicao de 8 de modo que

2N x 10™*!
10G+1)!

Observamos que a tultima desigualdade é equivalente a

2N

100G+ =nxj! < 1’

e, o expoente no denominador pode ser escrito como
G+ —nxjl=0U+1jl—nxjl=(+1-n)jl.

Dado um n fixo, o expoente pode se tornar tao grande quanto desejarmos, basta

tomarmos j muito grande. Os valores n e N sao fixados; mas como j ¢ independente

2N x 107 %J!

oo < 1. Assim, utilizando essa desigualdade

de n ¢ N, podemos tomar j tal que

e o Teoremas 2.4 vemos que o nimero mostrado no Teorema 2.5 é positivo e,

» 2N x 107!
|f(Oé) — f(ﬁ)l x 10 X3t < N(Oé — 5) x 10 X3t < W < 1.

Obtemos assim uma contradicao, pois temos um valor inteiro maior que 1 e que também

esta entre 0 e 1.
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2. Os Numeros de Liouville

Podemos concluir a demonstracao usando a duas formas distintas para o ntimero
fla)—= f(B) = —f(B) apresentadas nos dois ultimos teoremas. Inicialmente mostramos
que este nimero é um inteiro maior do que 1, por outro lado, percebemos que f(a) —
f(B) é uma diferenca entre dois polinomios e que essa diferenga é da mesma ordem
de grandeza que a da diferenca @ — 8 que é relativamente pequena. Devido as ordens
de grandezas conflitantes para f(a) — f(f), obtemos uma contradi¢ao. Finalmente,
concluimos que « é um nimero transcendente.

Observamos que este nao é um caminho 6bvio mostrar a transcendéncia de um
nimero «. Possivelmente esta seja uma das razoes que levaram tais resultados a de-

morar de aparecer na historia da matematica.

Defini¢ao 2.2. Um numero real z, é chamado ntimero de Liouville se, para todo inteiro

positivo n, existirem inteiros p e ¢, tais que

1
0< $—§ <E,

com ¢ > 1. Ou, alternativamente, um ntmero real  é chamado ntmero de Liouville

se existir uma sucessao %, ¢; > 0, mdc(p;, gj) = 1, com todos os elementos diferentes,
J

e tal que

1

_j.
J q;

o — 2| <

A constante de Liouville @ é um exemplo de nimero de Liouville.

Agora trazemos alguns resultados de forma fiel a trazida por Djairo Figueiredo em
[[5]].

Teorema 2.7. Seja a um numero algébrico real de grau n. Entao, existe uma constante

A >0 tal que
P 1
a—=|> 2.4
=21 oo (24)
para todo racional £. (Sen =1, tome & # a)
Demonstragao. a é uma solugao de uma equacao polinomial da forma
f(z) = anz™ + ap_1z™ - 4+ ayx +ag=0. (2.5)

Seja d > 0 tal que, no intervalo d € [a — d,a + d] a Unica raiz de f(x) = 0 é a. Tal
d existe e deve ser menor que a menor das distancias de a as demais raizes reais da
equagao polinomial. A seguir observando que a derivada f’(x) de f(x) é um polinémio
de grau n — 1 e, portanto, ela é limitada em qualquer intervalo finito: seja pois M > 0
tal que

|f' ()| < M,para z € [a—d,a+d]. (2.6)
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2. Os Numeros de Liouville

Entao, para qualquer racional g, com q > 0, em [a—d, a+d], e aplicando o valor médio
temos que,

f(@) = FE) = (a= L) (), (2.7)
onde b € (a —d,a+d). Como f(a) =0, obtemos

p
a—=|, 2.8
ql (2.8)

|f<§>| —Ja— §||f'<b>| <M

onde buscamos a estimativa (2.6) no ultimo passo. Para obter a desigualdade buscada,

necessitamos de uma estimativa inferior para f(%):

anp” + ap_1gp" 4o+ aoq”| > 1

: 2.9
7 p (2.9)

Dy _
|f(5)|—|

Portanto, (2.8) e (2.9) nos dar a desigualdade

para L € l[a —d,a+d]. Se £ nao estiver nesse intervalo teremos entao

o — 2| >d
q
e como q > 1 temos
D d
|CL——| > q—n

Tomamos, finalmente, % igual a0 menor dos ntimeros % e d, e obtemos a relagao (2.4)

pra todos os racionais g. O
Teorema 2.8. Todo numero de Liouville é transcendente.

Demonstragao. Suponha, por contradi¢ao, que um certo numero de Liouville a seja
algébrico, digamos, de grau n. Entao, pelo Teorema 2.8, seguiria que a relagao (2.4)

seria valida para todo racional. E particular para os %’? da Definicao 2.2. Assim,
J

teriamos
Pj 1
< | - _l < i
Aqy} qj ]
de onde obtemos
qj_" < A.

Como ¢; — 400, segue-se que (2.2) nao pode se verificar para j suficientemente grande.

O absurdo provém de supormos que a seja algébrico. 0
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Capitulo 3
Outros Numeros Transcendentes

Todo nimero de Liouville é transcendente, mas nem todo nimero transcendente é
de Liouville. Neste capitulo, apresentamos o famoso niimero transcendente 7 e apresen-
tamos a prova de sua transcendéncia, recomendamos a enriquecedora leitura de Diego

Marques [[6]] e Joao Oliveira [[9]] ao qual seguimos fielmente.

3.1 O numero 7 é transcendente

Precisamos inicialmente de alguns resultados.
Um polindémio é dito simétrico quando podemos permutar suas variaveis sem que
isso altere sua expressao, por exemplo: z+y, ry, v2+zy+y?, sio polinémios simétricos.

Para polinomios simdétricos vale o seguinte teorema.

Teorema 3.1. Seja f(t1,...,t,) um polinomio simétrico de grau d com coeficientes
inteiros. Entao, existe um polinomio g(si,...,s,) de grau menor ou igual a d com

coeficientes em inteiros, onde

Jj=t
n
S9 = E t,‘tj
1<j
n
S3 — E titjtk
1<j<k
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3. Outros Niumeros Transcendentes

sao 0s polinomios simétricos elementares em ty, sy, ..., t,, tal que

fltr, o otn) = g(s1,. .., 8n). (3.1)

Para (n = 1): s; = t; é um polinoémio simétrico elementar. Para (n = 2): s; = t1+t
e Sy = t1ty sdo polindomios simétricos elementares. Para (n = 3): s = ¢ + t5 + 13,
So = titg + t1t3 + tot3, S3 = titat3. E assim por diante.

Demonstragao. Para n = 1, o teorema é 6bvio, pois nesse caso s; = t; + 1. Suponha-

mos, agora, que o teorema seja valido para polinomios em t;....,t,_1. Representemos
por §i,...,S,_1 os polinomios simétricos elementares em ty,...,t,_1:
n—1
51 = tj
J=
n—1
32 = Z tzt]
i<j
n—1
S3= Y titjt
i<j<k

Sn :tltg .. .tnfl.

os quais podem ser obtidos das funcoes correspondentes, fazendo t, = 0.

Agora para provar que o teorema vale para polinémios em ty,...,t,, procedemos
por inducao nos graus d desses polinomios. Para d = 0, o resultado é trivial, pois
terfamos apenas os polinomios constantes. Suponha que o resultado seja valido para

polinomios de grau menor que d, e provemos que ele se verifica para polinomios de

grau d. Seja, f(t1,...,t,) um polinomio de grau d. Pela hipétese de indugao, existe
um polinémio de grau menor ou igual a d, g1(51,...,5,-1), tal que
f(tla-"vtnfbo) :gl(gly"-vgnfl)' (32)
Assim, ¢1(s1,...,8,) é um polindmio em ti,...,t,, cujo grau é menor ou igual a d.
Vemos que ¢;(51,...,8,-1) ¢ um polinomio simétrico em ¢y, ..., t,. Logo,
fl(tla s 7tn) = f(tlv <. 7t’n) - gl(sla SR Snfl) (33)
¢ um polinomio simétrico em ty, ..., t,. Provemos agora que fi(t1,...,t,) ¢ da forma

(3.4), com fy de grau menor que d, para entao usarmos a hipétese de indugao. Agora,
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3. Outros Niumeros Transcendentes

se fizermos ¢, = 0 em (3.3), obtemos, em virtude de (3.2), que
fl(tlv .. 7tn—17 0) = 0

Consequentemente, ¢, é um fator comum em fi(t1,...,t,). Agora, do fato que
fi(ty,....t,) é simétrico em ty,...,t,, segue-se que t;, para todo j = 1,...,n é fator

comum de fi(ty,...,t,). Logo

fl(tla--'7tn) :Snfg(tl,...,tn), (34)

e dal segue que o grau de f, é < d —n < d. Aplicando a hipétese de indugao, temos

que existe um polindomio gs(sy, ..., S,) de grau menor ou igual a d — n, tal que

fg(tl,...,tn) :gg(Sl,...,Sn). (35)

Finalmente de (3.3), (3.4) e (3.5) obtemos

f(tla cee 7tn) - Sng2(817 ey Sn) + gl(sla o 78n71)7

o que mostra que f(ty,...,t,) é igual a um polindémio simétrico em si,..., S,
9(s1, ..y 80) = $pg2(S1, ..., 80) + g1(S1, ..., 8n_1). O grau de g(si,...,s,) é menor
ou igual a d. Concluindo a prova. U

Um resultado de Anélise Complexa que sera essencial para a demonstracao é o

Teorema a seguir.

Teorema 3.2. Seja f: C — C uma funcao analitica e sejam z1, zo € C. Entdo

£ (z1) = f(2)] < 2[z2 — z1|sup| f'(21 + A(z2 — 21))]. (3.6)

onde |z| representa o mddulo do complexo z = x + yi, isto €, |z| = ++/22 + y>.

Demonstracgao. Primeiramente, demonstraremos que
| f(20) = f(O)] < 2|zo[sup|f'(Az0)] : 0 <A <1 (3.7)

Dai, (3.6) segue-se da aplicagao de (3.7) a funcao g(z) = f(z+21) e ao ponto zg = zo—21.
Sejam u e v as partes real e imagindria de f(z). Dado zo = xg + iyo, defina as fungoes

¢o:R—Rery:R— R pelas expressoes

P(A) = u(Axo, Ayo).
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3. Outros Niumeros Transcendentes

(X)) = v(Azo, Ayp).

Aplicando o teorema do valor médio as fungoes reais ¢ e 1) obtemos
¢(1) = ¢(0) = ¢'(\1),0 < Ay < 1, (3.8)

(1) = (0) = ¢/ (As),0 < Ay < 1. (3.9)

Para calcular as derivadas de ¢ e 9, usamos o teorema de derivagao das funcoes com-
postas e obtemos de (3.8) e (3.9)

u(xo, yo) — u(0,0) = uz (Mo, Myo)zo + ty (Ao, M1Y0)Yo,

v(zo, yo) — v(0,0) = v (Ao, Aayo)To + vy (Aazo, A2Yo)Yo,
e dai
f(Zo)—f(O) = Um()\lfﬂo, A1y0)$o+uy()\1$0, /\1?/0)?/0+i{@’m(/\2$07 )\2?/0)—1—%()\21’0, )\2?/0).%}-

(3.10)

Agora usaremos a desigualdade
2| <[]+ [y].

da qual segue que o médulo de um ntimero complexo z = x 4 iy é menor ou igual que
a soma dos valores absolutos de sua parte real e imaginaria, bem como a desigualdade

de Cauchy-Schwarz

la1by + aghy| < \/a% + ag\/bf + b3,

onde ay, as, by, by sao nimeros reais quaisquer. Utilizando essas duas desigualdades em
(3.10) obtemos

|f(20) — f(0)] < \/Ufz(/\lfﬂoa Ayo) + (Mo, Miyo)\/ 28 + vg (3.11)

+\/U%()\2I0, Aayo) + v2(Aao, Aayo )/ 5 + U5

Os radicais em (3.11), envolvendo u e v sdo precisamente o médulo de f’ calculado

em certos pontos, isto é,

|/ (z0) = FO)] < [f"(Ar20) |20l + [/ (A220) ] 20]

de onde segue (3.10) imediatamente. E assim, demonstramos o Teorema (3.2). O
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3. Outros Niumeros Transcendentes

Agora vamos demonstrar a transcendéncia de 7. Para mostrar que 7 é transcendente
comecamos supondo por absurdo que 7 seja um numero algébrico.
Assim, tomando 7 = /—1, terfamos que im seria também um ntimero algébrico.

Dai, im seria raiz de uma equacao polinomial com coeficientes inteiros:

Pi(x) =0. (3.12)

Representando as raizes da Equagao (3.12) por oy = im, «o, ..., ap. E sabendo
que e™ = —1, obtemos

(1+e%)=0. (3.13)

7j=1
Ao desenvolver o produto da Equagao (3.13), teremos uma expressao da forma: 1

+ somatorio de exponenciais cujos expoentes sao:

a1, Q.. O (3.14)

a; + a;, para todo i < j (3.15)

a; + a; + ay, paratodoi < j <k (3.16)
(3.17)

al _|_ “ e —|— a'ﬂ,' (3.18)

Notemos que o nimero de termos em (3.14) é n, em (3.15) ¢ (}), em (3.16) ¢ (),
em (3.18) ¢é (Z) = 1, onde (:) sao os coeficientes binomials, isto ¢, (:l) =

0<m<n.

! o
Ty Para

Como aq + - - - + oy, satisfazem uma equagao polinomial de grau n com coeficientes
inteiros, segue de (3.1) que: os inteiros em (3.15) satisfazem uma equacao polinomial

de grau (’3) com coeficientes inteiros
Py(z) =0; (3.19)
os nimeros em (3.16) satisfazem uma equagao de grau (’;) com coeficientes inteiros

Py(z) = 0, (3.20)

e assiin sucessivamente.
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3. Outros Niumeros Transcendentes

Logo os ntimeros em (3.14) ... (3.18) satisfazem a equagao polinomial
P(x)...P,(z)=0 (3.21)

com coeficientes inteiros e cujo grau é n+ (g) +---+ (Z) = 2" — 1. Como alguns
dos nimeros em (3.14) ... (3.18) podem se anular, podemos supor que m deles sejam
diferentes de zero e representando-os por f3i, ..., B;,. Logo, simplificando de (3.21) os
fatores da forma x4, para ¢ > 0, caso haja, (e haverd se 2" — 1 > m), obtemos que

b1, ..., Bm sao raizes de uma equacao na forma
R(ZI’) — C[L'm + Cm—lfvm_l 4+ c1xr + co = 07 (322)

com coeficientes inteiros.

A seguir, efetuamos o produto de (3.13) e obtemos

Considere agora o polinomio

P(z) = 2 (R()), (3.24)

onde s = mp — 1 e p € um numero primo a ser escolhido posteriormente. O grau de P

ér =s-+p. Seja agora

F(x) = P(x) + P'(x) +--- + PEP)(2). (3.25)
Segue que g
%(e_xF(a:)) = —e “P(x). (3.26)

Aplicando o Teorema (3.2) a fungao f(z) = e *F(z), temos

€% F(B;) = F(0)] < 21B;|suple™ P(A3;)] : 0 < A < 1, (3.27)
para 7 = 1,...,m. Fazendo
e = 2| suple" NI P(AB) 0 <A< L, (3.28)

obtemos de (3.27) que
[F(B;) — e" F(0)] <. (3.29)
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3. Outros Niumeros Transcendentes

Usando (3.23) e a expressao (3.29) para j = 1,..., m obtemos
m m
KF(0)+ ) F(B) <D e (3.30)
j=1 j=1

Mostraremos, agora, que o lado esquerdo de (3.30) é um inteiro nao nulo, e que o
lado direito, para p conveniente, é menor que 1.
Devemos, entao, calcular as varias derivadas de P(z) nos pontos 0, 1, ..., Bm. O

polinémio P(z) definido em (3.24) é da forma

CS

N

e N Y (3.31)

Logo,
PY(0) =0, para i<p—1, e PP7V(0) =cch. (3.32)

Por outro lado, segue-se diretamente de (3.24) que
PY(B))=0, para i<p, j=1,...,m. (3.33)
uma vez que nas derivadas P (x), para i, p, a expressio R(z) é fator comum, e
Para as derivadas de ordem i > p, e de (3.24), concluimos que os coeficientes de

PO(x),i > p, (3.34)

sao inteiros divisiveis por pc®.

Logo, de (3.32) e (3.34) obtemos
F(0) = ¢’y + pc’ko, (3.35)

onde ky ¢ um inteiro, cujo valor nao importa para os nossos propositos. Para os demais

F(B;), observamos que

SOFB) =D P8 =) ) PYs). (3.36)

J=1 Jj=11izp izp j=1

Agora, na expressao

> Po(s) (3.37)

para cada i fixado, com p < i < s+ p. Por (3.34) o polinomio P tem coeficientes
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3. Outros Niumeros Transcendentes

inteiros divisfveis por pe®. Além disso, como P tem grau s + p, segue-se que P tem

grau s +p —i < sm pois p < i, Logo, a expressao (3.37) pode ser escrita como

m
S POB) = petQ(Brs . ), (3.38)
j=1
onde Q(f1,-..,Bm) é um polinémio nos /s de grau menor ou igual a s, com coefi-
cientes inteiros. Veja ainda que Q(fy,. .., fn) ¢ um polindmio simétrico nos s com
coeficientes inteiros. Logo, pelo Teorema (3.1), existe um polinomio G(oy, ..., 0,,) de
grau menor ou igual a s com coeficientes inteiros e onde oy, ..., 0,580 os polinomios
simétricos elementares em [, ..., (3, tal que
Q(ﬁlw--ab’m) :G(Ul,...,O'm). (339)
Por outro lado, temos
0L =C m1,09=10C Y09, Om = C ‘cp. (3.40)

Logo, de (3.38), (3.39) e (3.40) segue que a expressao (3.37) é um inteiro divisivel
por p. Voltando a (3.36) concluimos que

> F(B) = pK, (3.41)
j=1
onde K é um inteiro cujo valor é irrelevante para nosso objetivo. A seguir, usando

(3.35) e (3.41) obtemos que o lado esquerdo de (3.41) é um inteiro da forma
e’k + pEK], (3.42)

onde K = c’kg + Kyl. Agora escolhemos um nimero primo p de modo que ele seja
maior que k, ¢ e ¢g. Portanto, o inteiro (3.42) nao é divisivel por p, e, consequentemente
é um inteiro nao nulo.

Na conclusao da demonstracao, precisamos realizar uma estimativa para o termo

do lado direito de (3.30). Seja

M = maz{|p1], ..., |Bm|} (3.43)

Logo,

Ej S 2]\16]\"{(]9|i—‘1)'8up|)\ﬁj|p_1|R()\/Bj)|p : 0 S A S 1. (344:)
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3. Outros Niumeros Transcendentes

Seja a seguir

N = maz{|R(2)| : |z| < m},
a qual usada em (3.44) fornece

|C|s

=1 nTP
(p—l)!M NP,

gj <2Me

Como o fatorial domina qualquer exponencial, isto €,

An
lim — = 0;
n—oo n!

para qualquer A > 0, segue que, para p suficientemente grande, podemos fazer ¢; <

7. Logo,
m
E < — < 1. 3.45
Jj=1 e m+1 ( )

A expressao (3.45) juntamente com o fato que o lado esquerdo de (3.30) é inteiro

nao nulo resulta em um absurdo. Logo, 7 é transcendente. O

H& diversos outros ntmeros transcendentes, além dos ntimeros de Liouville e do
nimero m, por exemplo o numero de Euler (e) e a curiosa constante de Champernowne
que contém todos os niimeros inteiros em sua representacao decimal.

Outras formas de conseguimos numeros transcendentes é realizarmos operagoes de
soma e produto entre nimeros algébricos e nimeros transcendentes. Assim, sendo a
um numero algébrico e ¢ um nimero transcendente, os numeros a +t, a —t, a-t, § e
é com a # 0 sao transcendentes.

Além disso, sejam t; e t5 numeros transcendentes, pelo menos um dos numeros
t1 +ty e t; —ty é também transcendente. De fato, caso ambos fossem algébricos e pela
propriedade de fechamento da adigao no conjunto dos ntimeros algébricos, terfamos
que o numero t; 4ty +t; — ty = 2t; seria algébrico e dai t; seria algébrico contrariando
nossa hipétese.

A partir de alguns raciocinios andlogos, temos que:

. se t; e ty sao transcendentes, pelo menos um dos ntmeros t; + ty e t1-t2 é também

transcendente.

. se t é transcendente, pelo menos um dos ntimeros t' e t'*! é transcendente.
Para maiores detalhes sobre as propriedades operacionais dos ntimeros algébricos
e desses resultados citados, recomendamos a leitura de Teoria dos Niimeros Transcen-

dentes [[6]].

Curiosamente, apesar desses resultados é complicado sabemos quais dos niimeros
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3. Outros Niumeros Transcendentes

obtidos das operacoes entre nimeros transcendentes serao também nimeros transcen-
dentes. Por exemplo, apesar de sabermos que se 7 e e sao transcendentes, pelo menos
um dos nimeros 7+ e e 7 - e é também transcendente, nao sabemos especificamente se

T + e é transcendente, e também nao sabemos se 7 - e é transcendente.
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Capitulo 4

Numeros na Educacao Basica:

Algumas Observacoes

Neste capitulo, apresentamos alguns aspectos relacionados aos numeros reais e
outros conjuntos numeéricos estudados na Educagao Bésica. Pretendemos fazer ob-
servagoes que ajudam a compreensao matematica e podem atuar como motivagao para
que estudantes compreendam melhor estes conjuntos, especialmente aqueles estudantes
que estao no terceiro ano do Ensino Médio, assim, permitindo conhecer novos aspec-
tos da matemadtica e adquirirem maiores elementos para suas perspectivas futuras na
escolha de suas carreiras e no uso da matemadtica nelas. Apesar do aspecto curioso e
nao necessariamente aplicavel dos resultados deste trabalho ele visa trazer mais um
vislumbre da matematica e a usar a curiosidade como agente de pesquisa ¢ busca por
aprendizado. As referéncias curriculares nacionais [[2]] e [[3]] e o livro de Walle [[8]]
combinado ao interesse na clareza do aspecto numérico de Elon L. Lima [[4]] nos mo-
tivam a destacar essas recomendacoes e é recomendado principalmente aos professores
de matematica as citadas leituras. A pagina Viagem ao Interior do Pi do site Atractor

[[1]] é sugerida como atividade para despertar a curiosidade e motivagao.

4.1 Base Nacional Comum Curricular

Recentemente, o Ministério da Educagao (MEC) propds a criagao de uma Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) para a elaboragao dos curriculos de todas as
etapas da Educagao Bésica do Pafis.

A BNCC é um documento plural e contemporaneo, fruto de um amplo processo
de debate e negociacao com diferentes atores do campo educacional e com a sociedade
brasileira, sendo inspirada nas mais avancadas experiéncias do mundo.

A BNCC define as aprendizagens essenciais que devem ser desenvolvidas por todos
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os alunos do pais com o objetivo de promover uma melhoria na qualidade do ensino
além de proporcionar um acesso igualitario a todos os contetidos do ensino. A ideia é
criar um guia para o desenvolvimento escolar garantindo a autonomia das instituicoes
de ensino respeitando as particularidades regionais e locais.

Espera-se que com a BNCC, como referéncia nacional para a formagao dos curriculos
de todas as redes de ensino e instituicoes publicas ¢ particulares, ajude a superar a
fragmentacao das politicas educacionais. A BNCC é um instrumento fundamental
para garantir um patamar comum de aprendizagem a todos os estudantes.

De acordo com a BNCC o desenvolvimento de dez competéncias gerais da Educacao
Basica devem ser assegurados aos estudantes. Essas competéncias gerais podem ser
consultadas em [[2]]. Além dessas competéncias gerais a BNCC traz também as com-
peténcias de acordo com a fase de ensino e também de acordo com as areas de conhe-
cimento, no ambito do Ensino Médio, além da necessidade de universalizar o atendi-
mento ¢ necessario enfrentar o desafio de garantir a permanéncia e as aprendizagens
dos estudantes, evitando uma abordagem distante das culturas juvenis e do mundo de
trabalho. Diante desses aspectos a BNCC propos uma nova estrutura que valoriza o
protagonismo juvenil, prevendo a oferta de variados itinerarios formativos, ratificando
a organizacao do Ensino Médio por areas do conhecimento: linguagens e suas tecnolo-
gias; matemadtica e suas tecnologias; ciéncias da natureza e suas tecnologias; ciéncias
humanas e sociais aplicadas; e formagao técnica e profissional.

Na area de matematica e suas tecnologias para o Ensino Médio, a BNCC busca
construir uma visao mais integrada da matemdtica com a ampliagdo e o aprofunda-
mento das aprendizagens essenciais previamente desenvolvidas da Educacao Infantil
até o nono ano do Ensino Fundamental.

As competéncias especificas de matematica e suas tecnologias para o Ensino Médio

e suas habilidades de acordo com a BNCC sao:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar si-
tuacgoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias
da Natureza e Humanas, ou ainda questoes economicas ou tecnoldgicas, divulga-

dos por diferentes meios, de modo a consolidar uma formacao cientifica geral.

2. Articular conhecimentos matemadticos ao propor e/ou participar de agoes para
investigar desafios do mundo contemporaneo e tomar decisoes éticas e social-
mente responsaveis, com base na analise de problemas de urgéncia social, como
os voltados a situagoes de satide, sustentabilidade, das implicagoes da tecnolo-
gia no mundo do trabalho, entre outros, recorrendo a conceitos, procedimentos e

linguagens proprios da Matematica.
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3. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus campos
- Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade e Es-
tatistica -, para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagao das solugoes

propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros de repre-
sentagao matemaéticos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na
busca de solucao e comunicacao de resultados de problemas, de modo a favorecer

a construcao e o desenvolvimento do raciocinio matematico.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e proprieda-
des matematicas, empregando recursos e estratégias como observagao de padroes,
experimentacoes e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou nao, de

uma demonstracao cada vez mais formal na validagao das referidas conjecturas.

Em [2] sdo apresentadas as habilidades relacionadas a cada competéncia, e a notacao
utilizada pela BNCC fornece a ordem recomendada de desenvolvimento para essas
habilidades e competéncias.

Quanto especificamente aos nimeros a BNCC traz como habilidades:

Reconhecer um numero irracional como um nimero real cuja representacao de-
cimal é infinita e nao periddica, e estimar a localizagao de alguns deles na reta,
assim percebendo a necessidade dos niimeros reais para medir qualquer segmento

de reta.

Resolver e elaborar problemas com nimeros reais, inclusive em notagao cientifica,

envolvendo diferentes operagoes.

Além dessas, uma abordagem dos conjuntos numéricos com uma introdugao a sua
cardinalidade, pode ser utilizado como exemplo de bijecao em atividades complementa-
res e diferenciadas, assim, auxiliando o desenvolvimento da habilidade algébrica trazida
conforme trazida pela BNCC: compreender as fungoes como relagoes de dependéncia
univoca entre duas variaveis e suas representacoes numeérica, algébrica e grafica e uti-
lizar esse conceito para analisar situacoes que envolvam relacoes funcionais entre duas
variaveis.

E percebido que os livros didaticos de matemaética tem-se adaptado ao longo dos
anos visando atender as necessidades de mudancas em nossa lingua, das atualizacoes
dos documentos norteadores como os parametros curriculares nacionais, e as exigéncias

atuais pedagogicas. Os livros didaticos atendem parcialmente certas orientacoes da
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BNCC, mas precisam ser adaptados para atender todas as recomendacoes da BNCC
e assim promover o desenvolvimento das competéncias exigidas com suas habilida-
des. A divisao por areas de conhecimento e uma abordagem explicitamente melhor e
maior com intra disciplinaridade, interdisciplinaridade, aplicacoes na realidade juvenil
e desenvolvimento de habilidades para o mercado de trabalho sao as mudangas mais
notdérias trazidas pela BNCC.

Diante das consideragoes e itinerarios formativos trazidos pela BNCC cria-se em
espaco de possibilidades para, nesse novo ambito, abordar e enfatizar melhor alguns
tépicos referente a ntimeros. Nesse sentido trazemos nesse trabalho alguns aspectos

pertinentes a aprendizagem de niimeros e operacoes.

4.2 Conjuntos Numéricos

Na histéria da matematica, a necessidade de contagem traz o surgimento dos pri-
meiros nimeros: 1, 2, 3, ..., que chamamos nimeros naturais. Durante utilizagao dos
numeros naturais surge a necessidade de realizar operagoes elementares: como ins-
trumento de facilitar a contagem, surgem duas operagoes bindrias, a adicao(+) e a
multiplicacao(-). Quanto as essas operagoes elas possuem algumas propriedades de
acordo com o conjunto numérico que estamos trabalhando.

Denotamos o conjunto dos niimeros naturais como N e, assim,
N=1{1,2,3,4,56,7,8,9,10,11,... }.

Para as duas operagoes definidas acima sao vélidas as seguintes propriedades:

Fechamento: a+b&eNea-beN, a,beN;

Comutatividade: a+b=b+aea-b=0b-a, a,b €N;

Associatividade: (e +b)+c=a+ (b+c)e(a-b)-c=a-(b-c), a,b,c e N;

Elemento Neutro da Multiplicacao: Existe 1 talque 1-a=a-1=a,a € N;

Distributividade: a cdot(b+c¢) =a-b+a-ce (a+b)-c=a-c+b-c,a,b,c € N.

Uma possibilidade de construgao formal dos ntimeros naturais é usando os Axiomas
de Peanos e através de algumas defini¢eéos e postulados podemos demostrar as proprie-
dades enunciadas acima. Nesse trabalho, dado o objetivo de ser voltado para Educacao
Basica, vamos simplesmente adota-las, mas o leitor interessado em se aprofundar mais

pode consultar por exemplo [4].
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Com o uso dos niimeros naturais e a ideia da subtragao, surge aos poucos a ideia
de estender o conjunto dos niimeros naturais de tal modo que este contenha niimeros
negativos. De fato, notamos que 3 — 5 & N e, assim, surge a necessidade de estender o
conjunto N de modo a conter tais ntimeros. Construimos dessa forma, o conjunto dos

numeros inteiros, isto é,
Z=A...,-4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4,...}.

Em 7, podemos estender as definicoes das operacgoes de adi¢ao e multiplicacao de
modo que as propriedades listadas acima continuam verdadeiras. Além disso, neste

caso obtemos duas propriedades adicionais:

¢ Elemento Neutro da Adicao: Existe O talque 0 +a=a+0=a,a € N;

e Elemento Inverso da Adigao: Existe b= —a tal que b+a =a+b =0, ou
seja, —a+a=a+ (—a)=0,a € N.

Com esses elementos, podemos definir a subtra¢ao como a—b = a+ (—b). Podemos
. , . . . . , a
estender o conjunto dos numeros inteiros introduzindo os ntmeros da forma — com

b
a, b € Z com b # 0. Dessa forma, o conjunto dos ntimeros racionais

Q:{%: Coma,bEZeb#O}.

No conjunto dos numeros inteiros todas as propriedades listadas acima continuam

validas e ainda vale a seguinte propriedade adicional:

e Elemento Inverso da Multiplicagao: Para todo ¢ € Q,q # 0, existe p € Q
denotado por % tal que gp = pg = 1.

Na proxima secao, discutimos alguns aspectos relevantes sobre fragoes, nimeros
racionais e operagoes definidas nestes conjuntos.

Vamos agora considerar o conjunto dos niimeros reais R obtido como extensao do
conjunto dos nimeros racionais, isto ¢, o conjunto obtido incluindo os niimeros irracio-
nais ao conjunto dos nimeros racionais. Nao faremos a construgao formal do conjunto
dos numeros reais aqui, pois nao é nosso objetivo. Destacamos que todas as propri-
edades listadas acima valem no conjunto dos nimeros reais. Podemos provar outras
propriedades interessantes dos ntimeros reais, que sao importantes para auxiliarem no

pensamento matematico na educagao basica sao:

i. Para todo nimero real x, temos 0.x = .0 = 0. De fato, como 0 é o elemento

neutro da adigao, temos as seguintes igualdades

0O-z2=0+0)-2=0-24+0-x
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11

1ii.

1v.

r-0=2-0+0)=2-04+2-0

Assim,
0-24+(-0-2)=0-240-2)+ (-0 x)

0O-2+(-0-2)=0-2+(0-2+(=0-x))
0=0-24+0
0=0-2

Usando a propriedade comutativa do produto, ou realizando um processo analogo,

obtemos que 0 =0-z =z -0.

Dados =,y € R temos que = -y = 0 se, e somente se, v+ = 0 ou y = 0. De
fato, suponhamos que x -y = 0 com = # 0. Entao, pela propriedade do inverso
multiplicativo, existe tinico i € R tal que y - i = 1. Assim, z-y- 21/ =z-1=x=0
e concluimos que z = 0 o que é uma contradi¢ao. Por outro lado, podemos supor

sem perda de generalidade, x = 0, entao do item (i) obtemos x -y = 0.

Existe tinico 0 € R tal que + + 0 = 0+ x = x para todo x € R. De fato,
suponhamos que existam 0 e 0’ tais que para todo x € R, temos 0+z =2+0 ==z
e +x=2+0 =2z Entao, 0 =0+0 =0 +0 = 0 e, assim, concluimos
que 0 = 0’ e o elemento neutro da adicdo é tinico. Procedendo analogamente
podemos mostrar que se 1 e 1’ sdo ambos elementos neutros da multiplicacao,

entdo, 1 =1-1"=1"-1=1". Portanto, o elemento neutro multiplicativo é tinico.

A unicidade do elemento inverso aditivo e multiplicativo pode ser obtida de forma

analoga ao que fizemos para mostrar a unicidade do elemento neutro.

E de suma importancia a compreensao dessas propriedades, elas acabam sendo

utilizadas varias vezes de forma automadatica. Mas é preciso conhecé-las e compreende-

las para nao cometer enganos.

A partir das extensoes realizadas temos a seguintes relagoes de inclusao entre os

conjuntos numéricos

NCZcQCR,

onde cada inclusao é prépria, ou seja, existe —1 € Z \ N, do mesmo modo, % eQ\Z.

Nem sempre sao destacados claramente esses fatos, até por serem aceitos natural-

mente dadas as apresentagoes dos conjuntos na Educacao Béasica. Em particular, nao

¢é tratado na Educacao Basica que QQ C R sendo esta também uma inclusao prépria.
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Ao estudarmos um pouco da histéria da matemadtica, principalmente ao que se
refere a Escola Pitagoérica, vemos que a descoberta dos irracionais causou um grande
impacto, mudando a forma de pensar a matematica. Um exemplo de numero, cuja
descoberta é atribuida aos pitagoricos, que pertence ao conjunto dos niimeros reais
(R) mas ndo pertence ao conjuntos dos nimeros racionais Q é o v/2. Uma maneira
de pode motivar a apresentacao dos nimeros irracionais aos estudantes ¢ o problema
classico de obter a medida da diagonal de um quadrado de lado 1. Usando o Teorema
de Pitdgoras, podemos obter o nimero z tal que 2> = 2 denotado por z = /2 e
demonstrar a sua irracionalidade. Usamos o fato que o quadrado de um nimero par
(fimpar) é par (impar) e o conceito de fragoes irredutiveis (ver [6], por exemplo).

Assim, podemos afirmar que podemos dividir os niimeros reais em dois subconjun-
tos, tais que todo numero real é elemento de apenas um desses subconjuntos, isto é,
QU (R —Q) = R. Denotamos por R —Q o conjunto dos nimeros irracionais. Uma
forma alternativa de descrever o conjunto dos niimeros reais como uniao de dois sub-
conjuntos disjuntos é considerar o conjunto dos niimeros algébricos e o conjunto dos

numeros transcendentes.

4.3 Os Numeros Algébricos - O phi (¢)

Entre diversos ntimeros algébricos que podem ser apresentados aos estudantes, com
destaque aos nimeros irracionais, destacamos aqui um exemplo particularmente inte-
ressante de nimero algébrico, o nimero ¢ (phi). O ntiimero ¢ é algébrico, pois conforme

veremos o mesmo ¢é solugao da seguinte equacao:
-2z —-1=0. (4.1)

Para mostrar isso, vamos primeiro definir o nimero ¢ e mostrar que a Equagao (4.1)
nos ajudara a obter o seu valor.

Dizemos que um segmento ¢ aurco se existe um ponto neste segmento que o divide
em dois de tal modo que a razao entre o todo (o segmento) e a parte maior é a mesma
razao existente entre a parte maior e a parte menor, ou seja, denotando a como a parte

maior e b como a parte menor, entao o segmento tem medida a + b e

a+b a
= - 4.2
=3 (4.2)
O numero ¢ é definido como a constante da razao aurea, isto €,
a+b a
== = 4.3
P (4.3)
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Assim, a = by e, portanto,

b b b
bp b _ 0w (4.4)
by b
Colocando b em evideéncia e depois simplificando obtemos
e+1
LA (4.5)
¥
e, assim,
0 —p—1=0. (4.6)

Concluimos que ¢ ¢é algébrico e resolvendo a equagao do segundo grau em ¢, des-
cartando o valor negativo, pois estamos trabalhando com razoes entre medidas de

comprimento, obtemos que

1+45
L

Esse processo quando previamente motivado pelos padroes da razao aurea e suas

(4.7)

aplicagoes no desenvolvimento de produtos, artes e fenomenos da natureza propor-
ciona mais um exemplo da presenca de um ntumero irracional e algébrico em nosso
cotidiano.
Sugerimos solicitar que os estudantes realizem uma pesquisa e depois mostrar em
sala de aula como obter o valor de ¢ conforme fizemos ou de algum modo analogo.
Observe que o nimero ¢ ¢é irracional, basta tomarmos a propriedade demonstrada

no Teorema 2.1 e aplicar a (4.7).

4.4 O Numero 7

O ntmero 7 possui algumas caracteristicas curiosas. Vamos destacar agora um
exemplo que pode despertar a curiosidade matemadtica: Qual a probabilidade de en-
contrarmos um numero inteiro qualquer dentro da sequéncia de algarismos da escrita
do nimero 7?7

A primeira vista podemos pensar de que para alguns ntimeros especificos essa pro-
babilidade ¢é zero. Porém este fato pode ser testado usando a pagina Viagem ao Interior
do 7, do site Atractor, cujo endereco é encontrado em [[1]].

O site afirma que existe a possibilidade do niimero 7 conter qualquer niimero inteiro
em sua escrita, claro que quanto maior o niimero inteiro precisaremos de um nimero
cada vez maior de casas decimais do niimero 7 para encontrarmos, se existir, a primeira
ocorréncia.

Considerando esse aspecto curioso acerca do nimero 7, poderiamos indicar aos

estudantes que pesquisem utilizando a péagina citada: seus anos de nascimento, suas
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datas de aniversario, o ntiimero de sua casa, o CEP de seu endereco, e até mesmo seu
nimero de CPF ou outros ntimeros arbitrariamente escolhidos por eles.

Por exemplo, ao se procurar o ntimero 123456789, o site retorna que a primeira
ocorréncia foi encontrada na 523551502 posicao decimal de 7 e exibe a vizinhanca da
ocorrencia:

- 4918141256218476314772604899173238892072

123456789
2248644818807048671002472728100751989546 - - -

O site nem sempre encontrard o valor procurado, o que pode ocorrer devido a
possibilidade de nao existéncia desse valor, ou da limitagao do site que contém apenas
2147483000 casas decimais de 7.

H& outros recursos na péagina que nos permite gerar um postal com o nimero
procurado dentro do niimero 7 imprimindo uma pagina de niimeros com sua vizinhanga
e destacando o nimero procurado. Além disso, é apresentada uma explicacao sobre
as probabilidades de encontrarmos um niumero entre as casas decimais do nimero
m, inclusive quando o mesmo esta escrito em outras bases, e ndo apenas no sistema
decimal.

Existe um outro ntimero transcendente que contém todos os nimeros inteiros em
sua representagao decimal. Este ntimero é chamado o nimero de Champernowne e

obtido escrevendo as sequéncias de nimeros inteiros em base 10:
0,123456789101112131415161718192021 - - -

Outro aspecto da transcendéncia do nimero 7 estd relacionado a um problema
grego da antiguidade, o de construir usando uma régua sem marcas ¢ um compasso, um
quadrado com drea igual a de um circulo dado. E cuja impossibilidade de construcao
é decorrente da transcendéncia de m. Maiores informacoes sobre este problema e sua

relagdo com a transcendéncia do nimero m podem ser consultadas em [[6]] e [[7]].

4.5 Consideracoes Finais

H&a um vasto conjunto de possibilidades de ensino, para que os niimeros se tornem
ainda mais perspectiveis em nossas vidas, e com isso a matematica se torna mais
acessivel e interessante.

Por exemplo, somos fruto dessas possibilidades, foi bastante enriquecedor o trabalho

com esse tema para essa dissertagao, pois proporcionou excelentes leituras e permitir
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compreender melhor as relagoes entre operacoes, conjuntos numéricos, algebra e as
caracteristicas inerentes em cada um desses aspectos.

Diante disso, compartilhamos da crenca de que a matematica possa continuar a
ser utilizada com suas aplicagoes, mas nao fique limitada apenas as aplicacoes, pois a
pesquisa em matematica pura rende bons frutos, que podem ser trabalhados no ensino
e trazerem resultados importantes para o desenvolvimento de aplicagoes ¢ avango da

matemadtica e ciencias em geral.
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