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Resumo

Esta dissertacao se concentra no estudo de sistemas lineares com duas e trés incégnitas,
detendo-se em sua relacao algébrica e grafica, com a utilizagdo do software GeoGebra ja que
sua distribuicao é livre. Apresenta-se uma série de atividades que podem ser aplicadas aos
alunos do 82 ano do ensino fundamental (sistemas lineares com duas incdgnitas) e aos alunos
da 2% série do ensino médio (sistemas lineares com trés incognitas).

Palavras-chave: Sistemas Lineares, Representagao Grafica, GeoGebra.



Abstract

This dissertation focuses on the study of linear systems with two and three unknowns, fo-
cusing on their algebraic and graphical relationship, with the use of GeoGebra software since
its distribution is free. A series of activities that can be applied to 8th grade students (lin-
ear systems with two unknowns) and to secondary school students (linear systems with three
unknowns) are presented.

Keywords: Linear Systems, Graphical Representation, Geogebra.
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver o conteiido sobre sistemas lineares com
enfoque em sua representacao gréafica e interpretacao geométrica, voltada para o ensino médio.
Na rede publica do estado de Sao Paulo, este tema é trabalhado pensando apenas na resolugao de
problemas e métodos de resolucao e consideramos importante fazer a conexao entre o algébrico
e o geométrico.

Conforme as Orientagoes curriculares para o ensino médio (pag.77) [4] 'nés precisamos
colocar a algebra sob o olhar da geometria'.

O caderno do professor, criado pelo programa Sao Paulo Faz Escola, apresenta orientacoes
didatico-pedagogicas e traz como base o contetido do Curriculo Oficial do Estado de Sao Paulo,
que pode ser utilizado como complemento a Matriz Curricular. O caderno diz que as atividades
podem ser complementadas por outras que o professor julgar pertinente ou necessaria, depen-
dendo do seu planejamento e adequacao da proposta de ensino deste material a realidade da
sua escola e de seus alunos.

Conforme Lima (1993, p4g.8) [15] sobre o ensino de sistemas lineares, diz que "sua aborda-
gem nas escolas é, na maioria das vezes, obsoleta, arida e desmotivada". Portanto, o uso do
computador, pode dar sentido e a motivacao necessaria para o aluno desenvolver este tema.

Segundo Lima (2006, pag.164) [13].

"..., a0 analisar um sistema linear é vantajoso nao ter espirito preconcebido, encarando-
0 sob varios aspectos: linhas, colunas, intersecdo de planos, combinagoes lineares e
determinantes. A confluéncia dessas varias interpretacoes ilustra muito bem a riqueza
de um assunto, aparentemente elementar, porém de grande utilidade na Matemética
e em suas aplicagoes."

Para poder explorar a representacao grafica de sistemas lineares, foi utilizado o software
Geogebra, e sua escolha se deu pelos seguintes motivos:

e programa livre e de cédigo aberto;
o graficos, algebra e tabelas sao conectados dinamicamente;
« interface facil de usar, mas com poderosos recursos;

o ferramentas de autoria para criar materiais de ensino interativos exibidos como paginas
da internet;

 disponivel em varios idiomas para milhdes de usudarios ao redor do mundo.

Para baixar o GeoGebra, é necessario acessar www.geogebra.org.
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No capitulo 1 é contada, de maneira bem sucinta, um pouco sobre a historia do surgimento
do estudo de sistemas lineares, determinantes e matrizes assim como os responsaveis pelo seu es-
tudo, pois a histéria da matematica pode ser usada como um motivador para o aprofundamento
destes conteidos.

No capitulo 2 sera introduzido o estudo de vetores, para que seja possivel trabalhar em trés
dimensoes, com pontos no espaco e equagoes de retas e planos.

No capitulo 3 sera introduzido o estudo de matrizes, sua definicao e tipos, pois no capitulo
4, ao estudarmos sistemas lineares, veremos que os mesmos podem ser escritos como matrizes.

No capitulo 4 sera introduzido o estudo de sistemas lineares, sua defini¢ao, tipos, exemplos,
representacao grafica e resolucao pelo método do escalonamento, para auxiliar na compreensao
e aplicacao das atividades propostas, sendo este conteido o tema principal deste trabalho.
Também serd apresentada, por meio de dois exemplos, a interpretacao geométrica do processo
de escalonamento de sistemas lineares.

No capitulo 5 serad introduzido o estudo dos determinantes, como calcula-los, quais sdo suas
propriedades e como se aplica o método de Cramer para resolucao de sistemas lineares.

No capitulo 6 serao mostrados algumas aplica¢oes do uso de sistemas lineares, em diversas
areas de conhecimento, possibilitando por exemplo, o trabalho interdisciplinar.

No capitulo 7 serd dada uma noc¢ao de como trabalhar com o software GeoGebra e como
usa-lo para realizar as atividades propostas neste trabalho sobre a representacao grafica de
sistemas lineares com duas e trés incognitas.

No capitulo 8 sao apresentadas atividades que possibilitam relacionar a solucao algébrica
e a representacao grafica de sistemas de equagoes lineares com duas e trés incognitas. Essas
atividades sao destinadas a alunos do 22 ano do Ensino Médio e envolvem construgoes de
tabelas, resolugoes de sistemas lineares e o uso do computador para construgoes graficas.

No capitulo 9 serdao mostrados exemplos de exercicios que envolvem sistemas lineares, apli-
cados em provas de vestibulares, concursos, entre outros, e como a resolucao grafica ajuda no
entendimento e resolucao destes exercicios.
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Capitulo 1

Um pouco de Historia

O objetivo deste capitulo é contar de maneira bem sucinta um pouco sobre a histéria do
surgimento do estudo de sistemas lineares, determinantes e matrizes assim como os responsa-
veis pelo seu estudo, pois a histéria da matematica pode ser usada como um motivador para
o conhecimento destes conteiidos. Para um maior aprofundamento pode ser consultado as
referéncias [20],[8], [3] e [12].

1.1 Sistemas lineares

O estudo dos sistemas lineares desenvolveu-se, historicamente, com maior intensidade, nas
civilizacoes orientais. Um dos capitulos ! do livro chinés Nowve capitulos sobre a Arte da Mate-
madtica (aproximadamente século IIT a.C.) 2 contém um tépico sobre equagoes indeterminadas
e a solugdo de um problema envolvendo um sistema linear com quatro equagoes e cinco incog-
nitas. Os coeficientes do sistema eram escritos com barras de bambu sobre um tabuleiro, que
desempenhava o papel hoje ocupado pelas matrizes. Ainda na China em 1303, Chu Shi-kié
encontra-se a apresentacao mais acabada dos métodos aritmético-algébricos chineses de que
se tem conhecimento. Ele se utilizava dos métodos matriciais comuns que encontramos, sua
metodologia de eliminagao e substituigao ja foi comparada ao de J.J. Sylvester (1814-1897).

Credita-se aos chineses a descoberta de um processo de resolucao de sistemas equivalente
ao atual método do escalonamento.

Exemplo de um problema contido no capitulo VIII: Trés feizes de uma colheita de boa
qualidade, dois feixes de uma qualidade reqular e um feixe de uma de mad qualidade sao vendidos
por 39 dou. Dois feixes de boa, trés de reqular e um de ma sao vendidos por 34 dou. Um feixe
de boa, dois de reqular e trés de md sao vendidos por 26 dou. Qual € o preco do feixe para cada
uma das qualidades?.

LCapitulo 8, contetido: Sistemas de equacdes lineares e procedimentos matriciais

20 mais importante dos textos de mateméatica chineses antigos ¢ o K'ui-ch’ang Suan-shu, ou Nove Capitulos
sobre a Arte da Matemaética, que data do perfodo Han (Dinastia Han 206 a.C - 221 d.C.) mas que muito
provavelmente contém material bem mais antigo, é uma sintese do conhecimento matemaéatico chinés antigo.
Nele estdao estabelecidos os tragos da matematica antiga da China: calculos orientados, com teoria e prética
ligadas numa sequéncia de problemas aplicados
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1.2 Como surgiram as matrizes

Historicamente, a representacao de conjuntos de nimeros em forma de matrizes aparece no
século XIX. Augustin-Louis Cauchy(1789-1857), matematico francés, parece ter sido o primeiro
a nomear essas configuragoes numéricas de tableau (tabela, em frangés), em 1826, e s6 em 1850,
com o matematico inglés James Joseph Sylvester (1814-1897), é que esse tipo de configuracao
numérica recebeu o nome de matriz.

Em um artigo do matematico Arthur Cayley (1821-1895), datado de 1858. Cayley criou
as matrizes no contexto de estrutura algébrica, sem pensar em suas aplicagdes praticas que
apareceriam posteriormente. Porém, bem antes, no século III a.C., os chineses ja desenvolviam
um processo de resolugao de sistemas lineares em que aparecia implicita a ideia das matrizes.

As matrizes surgiram para Cayley ligadas as transformacoes lineares do tipo:

' =ax + by
Y =cr+dy’

com a, b, ¢ e d nimeros reais, e que podem ser imaginadas como aplicagoes que levam o
ponto (z,y) no ponto («’,y'). Obviamente a transformacao precedente fica completamente
determinada pelos quatro coeficientes a, b, ¢ e d, de modo que ela pode ser simbolizada pela

tabela:
a b
c d

1.3 A origem dos determinantes

Os primeiros trabalhos sobre determinantes teriam surgido, quase na mesma época, no
Oriente e no Ocidente: em 1683, em um artigo do matemdtico japonés Seki Kowa (1642-
1708) e, dez anos depois, com o alemao Leibniz (1646-1716). Ambos desenvolveram expressoes
matematicas ligadas aos coeficientes das incognitas das equagoes de um sistema linear.

Em 1693 Leibniz em cartas a L’Hospital®, escreveu que ocasionalmente usava nimeros in-
dicando linhas e colunas numa colecao de equacoes simultaneas. Essa antecipacao dos deter-
minantes por Leibniz s6 foi publicada em 1850 e teve que ser redescoberta mais de meio século
depois.

Outros matematicos, também publicaram no século XVIII, artigos sobre determinantes,
deixando contribuigoes valiosas, por exemplo, Cramer, Bézout, Laplace e Vandermond.

Porém, foi somente no século XIX que a teoria dos determinantes ganhou maior impulso na
Europa, com os trabalhos de Jacobi (1804-1851) e Cauchy (1789-1857). A esse tltimo atribui-se
o titulo de criador do termo determinante, além de ser o responsavel por reunir, em 1812, tudo
o que era conhecido até entao sobre o assunto.

3Guillaume Frangois Antoine Marquis de L’Hospital (1661-1704), nasceu em Paris. Durante alguns anos,
serviu o exército francés como oficial, mas renunciou por conta de sua miopia. Depois disso, L’Hospital dedicou-se
inteiramente a Matematica. L’Hospital aprendeu Calculo com Johann Bernoulli em 1691, assinando um acordo
onde, por um salério regular, Bernoulli concordava em enviar a L’Hospital suas descobertas matematicas. Dessa
forma, uma das mais importantes contribui¢oes de Bernoulli, datada de 1694, passou a ser conhecida como Regra
de L’Hospital para o calculo de limites de formas indeterminadas. A fama de L’Hospital é baseada na sua obra
Analyse des infiniment petits, publicada em 1696, considerada o primeiro livro texto sobre Calculo Diferencial.
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Cauchy nasceu em Paris em 1789 e recebeu a primeira edu-
cacio de seu pai. Posteriormente, na Ecole Centrale du
Pantheon, ele se sobressaiu em estudos cldssicos. Em 1805
entrou na FEscola Politécnica e ganhou admiracao de Lagrange
e Laplace. Dois anos mais tarde matriculou-se na Ecole des
Ponts e Chayssées visando preparar-se para ser engenheiro ci-
vil. Persuadido por Lagrange e Laplace decidiu abandonar a
engenharia civil em favor da ciéncia pura e aceitou um cargo
de professor na Escola Politécnica.

Figura 1.1: Augustin-Louis Cauchy

As contribuigdes de Cauchy a teoria dos determinantes, comegando em 1812 com uma
extrema memoria de oitenta e quatro paginas, colocam-no como o matematico que mais contri-
buiu para o assunto. Foi num artigo de Cauchy de 1812 que apareceu a primeira demonstracao
do importante e 1til teorema que garante que o determinante do produto de duas matrizes
quadradas de mesma ordem ¢ igual ao produto dos determinantes das matrizes.

O matematico escocés Colin Maclaurin (1698-1746) possivelmente em 1729, j& conhecesse
a regra de resolucao de um sistema de equagoes lineares, hoje conhecida por Regra de Cramer.
A primeira apari¢do impressa da regra ocorreu em 1748, no Treatise of Algebra de Maclaurin,
uma obra péstuma. O matemadtico suigo Gabriel Cramer (1704-1752) publicou-a, independen-
temente, em 1750, em sua Introduction a I’Analyse des Lignes Courbes Algébriques, com uma
notacao superior que, talvez, seja a responsavel pela op¢ao do mundo matematico pelo nome
consagrado pela regra.

Bézout, numa memoria para a Academia de Paris em 1764, em mais extensamente num
tratado de 1779 intitulado Théorie générale des équations algébriques, deu regras artificiais,
semelhantes as de Cramer, para resolver n equacOes lineares simultdneas em uma ou mais
incognitas. Ele é melhor conhecido pela extensao dessas a um sistema de equagoes em uma ou
mais incognitas, em que se quer achar a condigdo sobre os coeficientes necessaria para que as
equagoes tenham solugdo comum.
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Capitulo 2

Vetores

O objetivo deste capitulo é fazer uma introducao do estudo de vetores, para que seja possivel
trabalhar no plano e em trés dimensoes: pontos no plano e no espaco, equagoes de retas e
planos. Conforme [14] os vetores sdo um instrumento util no estudo da Geometria Analitica,
quase indispensaveis em trés dimensoes. O uso de vetores facilita a compreensao, simplifica as

formulas e da mais eficicia aos calculos. Para um maior conhecimento podem ser consultadas
as referéncias [1], [14], [2] e [7].

2.1 Segmentos equipolentes

Um segmento de reta diz-se orientado quando se estipulou qual de suas extremidades ¢ a
inicial e qual é a final. No segmento orientado AB, temos que A é o ponto inicial e B o final,
e o segmento orientado BA tem sentido oposto ao segmento AB.

Definicao 2.1.1. Os segmentos orientados AB e C'D no plano ou no espago sio equipolentes,
e escrevemos AB = CD, quando satisfazem as trés sequintes condigoes:

1. tém o mesmo comprimento;
2. estao contidos em retas paralelas ou na mesma reta,

3. tém o mesmo sentido.

Figura 2.1: Segmentos de reta AB e C'D orientados e equipolentes
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Observacao 2.1.2. No plano duas retas sao paralelas se nao se intersectam. No espago duas
retas sao paralelas quando estao contidas no mesmo plano e nao se intersectam.

Se AB e CD satisfazem as duas primeiras condicoes, a terceira significa, no caso em que A,
B, C e D ndo sao colineares, que o quadrildtero ABDC', percorrendo os vértices nessa ordem,
ou seja, A - B — D — C, é um paralelogramo. A condi¢cdo de que o sentido de um dos
segmentos seja 0 mesmo que o sentido do outro € intuitiva e boa para nossos propositos. Mas,
segmentos equipolentes podem ser definidos de modo preciso, tanto no plano como no espago,
dizendo que

Os segmentos de reta orientados AB e C'D sdo equipolentes se, e somente se, o0
ponto médio de AD coincide com o ponto médio de BC, como na Figura 2.2. (Ver
demonstragao em [7], pagina 17.)

(a) Segmentos paralelos (b) Segmetos na mesma reta

Figura 2.2: Segmentos de reta AB e C'D equipolentes

2.2 Coordenadas no plano

Um sistema de eixo ortogonais num plano 7 é um par de eixos, eixo OX e eixo OY, com
unidade de medida de igual comprimento, que se intersectam perpendicularmente na origem
comum O. Por convencao, o eixo OX é denominado eixo horizontal e o eixo OY, eixo vertical.

A escolha de um sistema de eixos ortogonais permite estabelecer uma correspondéncia biu-
nivoca entre os pontos do plano 7w e os pares ordenados de niimeros reais do conjunto

R? = {(z,y)|z,y € R}.

De fato, ao ponto P do plano 7 fazemos corresponder o par ordenado (x,y), onde z é a
coordenada do pé da perpendicular ao eixo OX que passa por P e y é a coordenada do pé da
perpendicular ao eixo OY que passa por P.

Reciprocamente, ao par ordenado (z,y) € R? associamos o ponto P do plano m dado pela
intersecao da perpendicular ao eixo OX que passa pelo ponto deste eixo de coordenada x com
a perpendicular ao eixo OY que passa pelo ponto deste eixo de coordenada y.

Sabendo que (z,y) = (2/,7') em R? se, e somente se, * = 2’ e y = y/, é simples verificar que
a correspondéncia
ponto do plano 7 < par ordenado de R?



é uma bijecao, isto é, uma correspondéncia biunivoca.

Os nimeros z,y € R
cartesianas do ponto P:
segunda coordenada de P

Na Figura 2.3, temos
relacdo ao sistema OXY'.

do par ordenado (x,y) associado ao ponto P sdo as coordenadas
x é a abscissa ou primeira coordenada de P e y é a ordenada ou

exemplos de alguns pontos do plano 7 com suas coordenadas em

(6,0)

ID(O’ _2)

O complementar dos eixos no plano é a uniao de quatro regioes denominadas quadrantes e
enumeradas como na Figura 2.4. Observe que os pontos do eixo OX tém coordenadas (x,0),
os pontos do eixo OY tém coordenadas (0,y) e os quadrantes, dados em coordenadas, sao:

Figura 2.3: Pontos no plano 7

eER?z>0ey >0}
eER}z <0ey >0}
eER?lz<0ey <0}
eR¥z >0ey <0}

12 quadrante = {(z,
29 quadrante = {(x,
32 quadrante = {(z,
(

v)
v)
v)
4° quadrante = {(z,y)

2° quadrante 1° quadrante

3° quadrante 4° quadrante

Figura 2.4: Quadrantes do sistema OXY
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2.3 Coordenadas no espaco

Um sistema de eixos ortogonais OXY Z no espaco E da Geometria Buclidiana consiste de
trés eixos mutuamente perpendiculares, OX, OY e OZ, com a mesma origem O.

Figura 2.5: Eixos do sistema OXY Z no espago 8

Escolhido um sistema de eixos ortogonais OXY Z no espago E , ha trés planos especiais,
chamados planos cartesianos, conforme Figura 2.6.

e Ty, 0 plano que contém os eixos OX e OY;
e T.., 0 plano que contém os eixos OX e OZ;

e Ty, 0 plano que contém os eixos OY e OZ.

Figura 2.6: Planos cartesianos do sistema OXY Z.

Um sistema de eixos ortogonais O XY Z estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os
pontos P do espago E e os ternos ordenados de nimeros reais (x,y, z). Isto é, cada ponto do
espago corresponde exatamente a um terno ordenado de nimeros reais, e cada terno ordenado
de niimeros reais corresponde exatamente a um ponto de E.

Se o ponto P estd em correspondéncia com o terno (z,y,2), dizemos que x, y e z sdo as
coordenadas de P em relagdo ao sistema de eixos ortogonais OXY Z. Estas coordenadas sao
obtidas da seguinte forma:
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« coordenada z: coordenada no eixo OX do ponto de interse¢ao deste eixo com o plano 7’
que passa pelo ponto P e é paralelo ao plano ..

» coordenada y: coordenada no eixo OY do ponto de intersecao deste eixo com o plano 7"
que passa pelo ponto P e é paralelo ao plano ..

o coordenada z: coordenada no eixo OZ do ponto de interse¢ao deste eixo com o plano 7"
que passa pelo ponto P e é paralelo ao plano mg,.

Designamos por R? o conjunto de todos os ternos ordenados (z, y, z) de niimeros reais. Uma
vez escolhido um sistema de eixos ortogonais OXY Z no espago E , identificamos cada ponto
Pe& pelas suas coordenadas (z,y, z) € R? e escrevemos:

P =(z,y,z).
Com esta identificagdo, observamos que:
« a origem do sistema de eixos ortogonal é o ponto O = (0,0, 0).

e 0s eixos do sistema sao os conjuntos:

eixo OX = {(z,0,0)|z € R};
eixo OY = {(0,4,0)|y € R};
eixo OZ = {(0,0,2)|z € R}.

» 0s planos cartesianos sao os conjuntos:

Ty = {(7,9,0)|z,y € R};
Tyz = {(l‘,O,Z)lI?Z c R}’
Ty = {(0,9,2)|y, 2 € R}.

Um sistema de eixos ortogonais no espaco E permite descrever os subconjuntos do espaco
por meio das coordenadas de seus pontos. Vejamos, por exemplo, como caracterizar outros
planos e algumas retas por equagoes que envolvem as coordenadas dos pontos neles contidos.

Um plano 7 é horizontal se coincide ou é paralelo ao plano 7, (Figura 2.7). Neste caso,
se o ponto de intersecao do plano 7 com o eixo OZ é (0,0, c), entdo a terceira coordenada
de qualquer ponto P € 7 é igual a ¢, ou seja, 7 = {(z,y,c)|r,y € R}, Assim, dizemos que a
equacao do plano 7 é z = c.

Analogamente, os planos paralelos aos planos m,. e m,, tém equacoes y = b e x = a, com
b # 0 e a # 0, respectivamente.

Figura 2.7: Plano horizontal 7.
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Um plano 7 é vertical quando contém o eixo OZ ou é paralelo ao eixo OZ. Isto é, 7 é um
plano vertical se, e somente se, o eixo OZ esta contido no plano 7 ou a intersecao do eixo OZ
e o plano 7 é vazia, ou seja, OZ C mou OZ N7 = .

Por exemplo, os planos 7 : x = a, a € R, assim como os planos 7 : y = b, b € R, sao
verticais.

Figura 2.8: Planos verticais.

2.4 Vetor

Se os segmentos de reta AB e CD sao equlpolentes entao eles representam o mesmo vetor

v, que pode ser representado por v —AB CD O vetor v —AB é representado pelo segmento
orientado AB e por qualquer segmento orientado C'D equipolente ao segmento AB. A origem
da palavra vetor vem do latim vehere que significa transportar.

2.5 Coordenadas de um vetor

As operagoes com vetores podem ser definidas utilizando um sistema de coordenadas orto-
gonais. Vamos considerar vetores no plano e no espago e associar coordenadas a esses vetores.
Na Secao 2.6 apresentamos definicdes de operacoes por meio de suas coordenadas.

2.5.1 Coordenadas de um vetor no plano

A proposicao que segue permite associar coordenadas a um vetor de modo preciso.

Proposicao 2.5.1. Considerando um sistema de eixos ortogonais OXY no plano e os pontos
A= (x1,11), B = (22,92), C = (23,y3) e D = (x4,v4), 08 segmentos de reta orientados AB e
CD sdo equipolentes se, se e somente se, To — T1 = Ty — T3 € Yo — Y1 = Ys — Y3.

Demonstragdo. As coordenadas dos pontos médios de AD e BC sao
(IE1 + 24 Ya +y1) o ($3 +22 Y3 +y2>
2 2 2 2 ’
respectivamente. Pela Observacao 2.1.2, dois segmentos sao equipolentes se, e somente se, 0s
pontos médios de AD e BC' coincidem. Para que isto ocorra é necessério e suficiente que

Ti+Ty T3+ T ey4+y1 Yzt

2 2 72 2
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ou seja, To — T1 = Tg4 — T3 € Yo — Y1 = Y1 — Y3
m
Devido a Proposicao 2.5.1, sendo A = (x1,y1), B = (22,y2), podemos definir as coordenadas
_>
do vetor v =AB colocando v = (x3 — x1,Y2 — y1), pois essas coordenadas independem do
— —
representante, AB ou C'D que consideramos do vetor v.

%
Dado um vetor v =AB, se escolhemos, para representar esse vetor, o segmento com ponto
inicial a origem do sistema ortogonal e ponto final o ponto P, tal que AB e OP sao equipolentes,
entao as coordenadas de v e as coordenadas do ponto P sdo iguais.

2.5.2 Coordenadas de um vetor no espaco

De modo analogo aos vetores no plano, temos o resultado seguinte para vetores equipolentes
no espaco.

Proposicao 2.5.2. Considerando um sistema de eixos ortogonais OXY Z no espago e os pontos
A = (x1,11,21), B = (22,92, 22), C = (x3,y3,23) ¢ D = (x4,y4,24), 08 segmentos de reta
orientados AB e C'D sdo equipolentes se, se e somente se, xo — X1 = Ty — T3, Yo — Y1 = Ya — Y3
€29 — 21 =24 — 23.

Demonstragcdo. Analoga ao resultado para o plano da Secao 2.5.1. O

Pela Proposicao 2.5.2, dado o vetor vetor v :A%, se A(z1,y1,21) e B(xg,ys,29), entao
definimos as coordenadas do vetor, no sistema de coordenadas considerado, como sendo os
nimeros Tp — Ty, Yo — Y1 € 23 — 21, Oou seja, v = (Ty — T1,Y2 — Y1, 22 — 21), qUE COMO Vimos,
independe do segmento que representa o vetor.

Quando se representa v por um segmento orientado com inicio na origem O = (0,0, 0), isto

%
¢, v =0P, entao as coordenadas de v sdao as coordenadas do ponto P.

As coordenadas do vetor nulo AA sdo (0,0,0).

Exemplo 2.5.3. Se A(2,4,1) e B(3,6,0) entao o vetor v —AB=B— A= (3—2,6—4,0—1) =
(1,2, -1).

2.6 Operacoes com vetores

Nesta se¢ao definimos a operacio de adi¢ao de vetores no plano e no espago e apresentamos
suas propriedades. Também definimos a multiplicacao de um vetor por um escalar.

2.6.1 Soma de vetores
Conforme Elon [14], definimos a soma u + v de dois vetores u e v da seguinte forma:
Definicao 2.6.1. Sejam os vetores u e v. Considerando as representacoes de u e v dadas por
—

— —
u=AB ev =BC, tais que o ponto final do primeiro vetor AB coincide com a origem do vetor

%
v =BC, a soma, denotada por u+ v, é definida por
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-
u+v=AC,

como mostra a Figura 2.9.

Figura 2.9: Soma de vetores

Observagao 2.6.2. E fdcil mostrar que a soma de vetores estd bem definida, mostrando que o
vetor u + v € unico, qualquer que seja a escolha dos representantes dos vetores u e v.

Observacao 2.6.3. Quando os vetores u e v ndo sao colineares ou nao paralelos, uma forma
— =

geométrica de visualizar a soma de dois vetores é a sequinte: sejam u =AB e v =C'D vetores do
_)

_>
plano, P um ponto escolhido do plano e Q) e R os pontos tais que u =PQ e v =PR. Como os

vetores u e v nao sao colineares e ndo paralelos, os pontos P, () e R ndo sdo colineares. Assim,
_>

o vetor soma u + v é PS, com origem no ponto P, sendo PS a dzagonal do paralelogramo

PQSR de lados ad]acentes PQ € PR De fato, sendo u PQ ev —PR QS pela Definicao
2.0.1, temosu+v—PQ+QS PS

B
v
/
c A

N
Figura 2.10: Soma de vetores: u + v = PS
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Considerando um sistema de eixos ortogonais, temos o seguinte resultado sobre as coorde-
nadas da soma de vetores no plano e no espaco.

Proposicao 2.6.4. (Soma de vetores no plano e no espago em termos de coordenadas)

(a) Sejamu = (x1,y1) e v = (x2,ya) vetores no plano, expressos em termos de suas coordenadas
em relagdo a um sistema de eizos ortogonais OXY. A soma dos vetores u e v, denotada
u+ v, é dada por

u+v= (21 + 22, Y1 + ¥Y2)

(b) Sejam u = (x1,11,21) e v = (X2, Y2, 22) vetores no espago, erpressos em termos de suas
coordenadas em relagao a um sistema de eizos ortogonais OXY Z. A soma dos vetores u e
v, denotada u + v, é dada por

u+v = (1 + 22, Y1 + Yo, 21 + 22).

Demonstragdo. Ver [14].
[

Exemplo 2.6.5. Sejam os vetores u = (1,3,2), v = (2,5,1) no espago e w = u + v. Entao
w=(1+2,3+52+1)=(3,8,3).

2.6.2 Propriedades da soma de vetores

As propriedades apresentadas a seguir sao validas para todos os vetores u, v, w no plano ou
no espaco.

a) Comutatividade: v+ v = v + u.

(a)

(b) Associatividade: (uw+v) +w =u+ (v + w).

(c) Elemento neutro: u+ 0 = u, com 0 denotando o vetor nulo.
)

(d) Inverso aditivo: —v+v = 0, com —v denotando o vetor cujas coordenadas sdo os negativos
das coordenadas de v.

2.6.3 Multiplicacao de um vetor por um escalar
%
A multiplicacdo de um vetor v =AB por um escalar k € R é um vetor, denotado kv, tal que
(a) Se k=0 ou v for o vetor nulo, kv é o vetor nulo;

_>
(b) Se k > 0 e v nao nulo, kv =AC, com C o ponto da reta AB tal que os sentidos de A para
B e de A para C' coincidem e o comprimento do segmento AC' é igual ao produto de k pelo
comprimento do segmento AB;

H
(c) Se k < 0 e v nao nulo, kv =AC, com C o ponto da reta AB tal que os sentidos de A para
B e de A para C sao opostos e o comprimento do segmento AC' é igual ao produto de |k|
pelo comprimento do segmento AB.
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Proposicao 2.6.6. (Multiplicagio de um vetor por um escalar no plano e no espago em termos
de coordenadas)

(a) Fizado no plano o sistema de eizos ortogonais OXY , seja v = (x,y) a representacio do
vetor v por suas coordenadas. Dado k um numero real, a multiplicacao do vetor v pelo
escalar k € o vetor, denotado por kv, com coordenadas dadas por

kv = (kz, ky).

(b) Fizado no espago o sistema de eizos ortogonais OXY Z, seja v = (z,y,z) a representagao
do vetor v por suas coordenadas. Dado k um niumero real, a multiplicacio do vetor v pelo
escalar k € o vetor, denotado por kv, com coordenadas dadas por

kv = (kx, ky, kz).
Demonstragdo. Ver [14].
[l

Exemplo 2.6.7. Sejav = (1,2,3), entao 2v = 2(1,2,3) = (2.1,2.2,2.3) = (2,4,6). (ver Figura
2.11)

Figura 2.11: Multiplicacdo de um vetor por um escalar

2.6.4 Propriedades da multiplicacao de vetor por escalar

As propriedades apresentadas a seguir sao validas para todos os vetores v e u no plano ou
no espaco e escalares k e t.

(a) Associatividade: k(tv) = (kt)v.
(b) Distributividade: k(v +u) = kv + ku e (k+t)v = kv + tv.

(c) Elemento neutro: 1lv = v.
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2.7 Colinearidade de vetores

Sabemos que trés pontos A, B, e C' sao colineares se eles pertencem a uma mesma reta. A
seguir apresentamos o conceito de vetores colineares.

Definicao 2.7.1. O vetor v é maltiplo do vetor u se existe um nimero real k tal que v = ku.
Observacao 2.7.2. Valem as sequintes afirmacoes:

(a) Todo vetor é mailtiplo dele mesmo.

(b) O vetor nulo é maltiplo de qualquer vetor.

(c) O vetor v é miltiplo de u se, e somente se, u é miltiplo de v, quando u e v sdo vetores
nao nulos.

Definicao 2.7.3. Dois vetores ndo nulos sao colineares se um deles for maltiplo do outro.

— —
Observagao 2.7.4. Se AC=k AB entao os pontos A, B e C' sdo colineares. Por outro lado,

se A, B e C sdo distintos e colineares, entao existe um numero real k tal que A_>C': k A_>B. Para
verificar este caso, consideremos k igual ao quociente do comprimento de AC' pelo comprimento
de AB com sinal positivo ou negativo, dependendo se os pontos B e C estdo do mesmo lado de
A ou em lados opostos na reta, respectivamente.

Exemplo 2.7.5. Verificar se os pontos A = (—1,1,0), B = (1,1,1) e C = (—=2,—1,—1) sao
colineares. N N
Para que os vetores AB = (2,0,1) e AC = (—1,-2,—1), sejam colineares, precisamos ter
— —
AC =k AB, ou seja, (—1,—2,—1)=(2k,0, k), o que € impossivel, pois na sequnda coordenada
temos que -2 # 0, portanto os pontos A, B e C' ndo sdo colineares, e consequentemente 0s
— —

vetores AC' e AB ndo sao maultiplos.

2.8 Combinacao linear de vetores

Definicao 2.8.1. Um vetor v é uma combinagdo linear dos vetores vy, Vg, «+, Un, quando
for soma de maltiplos destes vetores. Isto é, v é uma combinagdo linear de vy, vy, -+, V,, S€
existem kq, ko, -+ -, k, € R tais que v=kivy +kovo+- - - +kpv,.

Definicao 2.8.2. Dado um conjunto de vetores, dizemos os vetores do conjunto sao linearmente
independentes (LI) se nenhum deles é uma combinagdo linear dos demais vetores do conjunto.
Caso contrdrio, os vetores sio chamados linearmente dependentes (LD).

Observacao 2.8.3. No €spago, pode ser vem’ﬁcado que, quando os pontos A, B, C' e D ndo sao
coplanares, os vetores u= AB v= AC’ € w—AD 540 lmearmem‘e mdependentes (LI). E quando

os pontos A, B, C' e D sdo coplanares, os vetores u= AB v= AC’ e w= AD sdo linearmente
dependentes (LD). Para a justificativa, pode ser consultado [14].
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2.9 Produto interno

Nesta secao, serd dada uma definicdo geométrica do produto interno entre dois vetores e
posteriormente iremos obter a expressao do produto interno em termos de coordenadas em
relacdo a um sistema de eixo ortogonais. O desenvolvimento tera como base a referéncia [7].

O produto interno de dois vetores é um nimero que tem propriedades importantes. Esse
nuimero permite obter a distancia entre dois pontos, o angulo entre duas retas orientadas e, em
particular, condigoes para seu perpendicularismo.

Para a abordagem geométrica, sera dada a definicao de norma de um vetor e angulo entre
dois vetores e também da geometria plana, a lei dos cossenos.

Considere um triangulo ABC', no plano ou no espago, com as medidas dos lados a, b e ¢
conforme a Figura 2.12.

A lei dos cossenos estabelece que a? = b? + ¢ — 2bccos A, com A o angulo entre os lados
AB e AC. Quando o dngulo A é reto, ou seja, mede 90°, temos entao um tridngulo retangulo
com catetos b e ¢ e hipotenusa a, e entao a lei dos cossenos se reduz a a* = b* + ¢* (Teorema
de Pitagoras).

Figura 2.12: Lei dos Cossenos
Definicao 2.9.1. A norma ou comprimento do vetor v, no plano ou no espago, € o nimero
|v|| dado pelo comprimento de um segmento representante de v.

Observagao 2.9.2. Se A = (z1,y1) e B = (x2,y2) sao pontos no plano, a distancia entre o0s
pontos A e B, denotada por d(A, B), é dada por

d(A, B) = \/(1’1 — I2)2 + (yl - y2)2'

De modo andlogo, se A = (x1,11,21) € B = (22,2, 22) SGo pontos no espago, a distincia
entre entre eles € dada por

(A, B) = \/(z1 — 22)2 + (11 — 12)2 + (21 — 2)2.

Para um maior aprofundamento sobre o tema desta se¢do pode ser consultada a referéncia

[7].
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Observacao 2.9.3. Valem as sequintes afirmacoes:
(a) A norma de um vetor independe da escolha do segmento representante.

— —
Com efeito, se v = AB = CD, entao AB = CD e, portanto,

d(A, B) = d(C, D) = |||

o
(b) Se A= (x1,y1), B = (x2,y2) sdo pontos no plano e v =AB, entao

Joll = [AB| = /tws =227 + (e = .

—
De modo andlogo, se A = (x1,y1,21) € B = (22,2, 22) sdo pontos no espago e v =AB,
entao

Joll = [AB] = a4, B) = /w22 + (o1 — )+ (2 — 22

5
(¢c) Se P = (x,y) é um ponto no plano e v =OP, entao
[oll = d(O, P) = Vz* + y°.
—
E, se P = (x,y,z) é um ponto no espago e v =0P, entdio
[oll = d(O, P) = va® + y* + 2°.
H
Exemplo 2.9.4. Dados A= (1,2) e B=(5,1), entdo a norma de v =AB é:

loll = /(5= 1)+ (1= 2) = /82 + (-1)2 = V7

Definicao 2.9.5. O dngulo entre os vetores nao nulos u e v no plano (ou no espago), é o menor
angulo entre os segmentos representantes AB e AC de u e v, respectivamente. Designamos
0 = /(u,v) a medida do angulo entre u e v.

Figura 2.13: Angulo entre dois vetores
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Defini¢ao 2.9.6. O produto interno dos vetores u e v do plano (ou do espago), é o nimero
real

(u, v) = 0, seu =0 ouv=0;
R ull v cosB, seuw # 0,0 #£0 €0 = L(u,v).
Proposicao 2.9.7. (Produto interno em coordenadas)

(i) (Produto interno no plano) Seja OXY wum sistema de eizos ortogonais no plano, em
relagio ao qual tomam-se as coordenadas dos vetores u = (x1,y1) e v = (za,y2). Entdo o
produto interno desses dois vetores é dado pelo niumero

(u,v) = 2129 + Y192
(7i) (Produto interno no espago) Seja OXY Z um sistema de eizos ortogonais no espaco, em

relagio ao qual tomam-se as coordenadas dos vetores u = (x1,y1,21) € v = (T2, Y2, 22).
Entao o produto interno desses dois vetores é o nimero

<’U, U> = 2122 + Y1Y2 + 2122.
Demonstracao.

(i) Se um dos vetores u ou v é nulo, temos (u,v) = 0 e, também, x 29 + y1y2 = 0.

— —
Sejam u =0P e v =0Q) vetores nao nulos, com P = (z1,y1) € Q = (z2,y2). Entao,

— — —
PQ=0Q-0P=v-u=(r3—21,Y2— Y1)

Figura 2.14: Diferenca v - u

Aplicando a Lei dos Cossenos ao tridngulo O P(Q), obtemos:

2 2 2
lo = ull™ = {lull” + [Jo]|” = 2[ju jv]| cos 6, com & = Z(u, v).
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Dai:

2Jull vl cos® = [lul® + lv]* = lv—ul*.
(2 +yi) + (25 +y3) — (22 — 21)* + (12 — 11)?)
a3+t + x5+ Y5 — (25 — 2xamy + 27 + Y3 — 2y0y1 + 7)
= 2y 4+ a3+ yi — 2+ 2w0m — 2 — Y3 + 20001 — i
22911 + 2y211
= 2(z122 + Y1Y2)

Portanto, pela Defini¢ao 2.9.6,
(u,v) = [lull [[v]| cos & = z122 + Y1y2.

(ii) A prova é anédloga a do item anterior.

]

Definigao 2.9.8. O wvetor u € perpendicular (ou ortogonal) ao vetor v, e escrevemos ulwv, se
u="0ouv =0 ou /(uv)=90°

Proposicao 2.9.9. Dois vetores sao perpendiculares se, e so se, seu produto interno é zero:

ulv & (u,v) =0.

Demonstragio. Se u =0 ou v =0, entao ulv e, também, (u,v) = 0.

Sejam u # 0, v #0 e 0 = /(u,v), entdo:

(u,v) = |lu|| ||v]| cos @ =0 < cos § =0 < 0 =90°.

2.9.1 Propriedades do produto interno

u,v) = (v, u);

) |
(b) {u+v,w) = {u,w) + (v, w);
() {u,v+w) = {u,v) + {u, w);
(d) {evu,v) = a{u,v);

() (u,av) = a {u,v);

(f) (0,v) = (u,0) = 0;

(g) (u,u) >0seu#0

Exemplo 2.9.10. Sejam os vetores u = (1,2,3) ev = (—1,0,1), entdo (u,v) = (1.—14+2.0+
3.1) = 2.
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2.10 Equacao cartesiana da reta no plano

Da geometria plana sabemos que dois pontos distintos determinam unicamente uma reta.
Nesta secdo vamos encontrar as relagoes que as coordenadas (z,y), em relagdo a um sistema
de eixos ortogonais, de um ponto P devem satisfazer para que o ponto P pertenga a uma
determinada reta no plano.

Definicao 2.10.1. Um vetor u nao nulo é normal ou perpendicular a uma reta r no plano

_)
se u € ortogonal ao vetor AB, quaisquer que sejam os pontos A e B pertencentes a r.

Proposigao 2.10.2. Seja r a reta que passa pelo ponto A = (xg,yo) e € perpendicular ao vetor

u = (a,b) # 0. Entdo o ponto P = (x,y) pertence d reta r se, e somente se, ax + by = ¢, com
c = axy+ byp.

Demonstragao.
P=(z,y)er (:)AAP lu
& <A%P,u> =0
< ((x — 20,y — Y0), (a,0)) =0
< a(z —x0) +b(y — yo) =0

& ax + by = axg + by
& ax + by = ¢, com ¢ = axg + byg.

Portanto, P = (x,y) pertence a reta r se, e somente se, suas coordenadas satisfazem a equacao
ar + by = ¢, com ¢ = axg + byp.
O

A equacao

r:cm:—l-by:c.‘

da Proposigao 2.10.2 é chamada equagao cartesiana da reta r.

Observagao 2.10.3. Na equagdo cartesiana da reta ax + by = ¢, 0s coeficientes a e b de x ey,
respectivamente, sao as coordenadas do vetor normal u = (a,b) d reta r e podemos determinar
o valor de ¢ a partir de um ponto conhecido de r, por exemplo, o ponto A = (zo,Yyo), pois
¢ = axg+byy. Observamos também que a e b ndo podem ser ambos iquais a zero, pois u = (a,b)
é um vetor nao nulo.

Além disso, pela Proposicao 2.10.2, a representacdo geométrica dos pontos que satisfazem a
equacdo ax + by = ¢ € uma reta.

Exemplo 2.10.4. Determine a equagio cartesiana da reta r que passa pelo ponto A = (—1,4)
e é normal ao vetor u= (2,3).

Como u L r, devemos ter r : 2x + 3y = c.

O walor de ¢ € calculado sabendo que A = (—1,4) pertence a r. Assim, ¢ =2.(—1)+3.(4) =
10.

Portanto, a equacdo procurada € r : 2x + 3y = 10.
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2.11 Equacoes paramétricas da reta no espaco

Sejam A e B dois pontos distintos do espaco e seja r a reta que os contém. Entao, P
— —

pertence a r se, e somente se, existe ¢t € R tal que AP=1t AB.

N
O ponto P pode ser visto como sendo a translacado do ponto A pelo vetor AP, ou seja,

— —
P = A+ AP. Assim, P pertence a r se, e somente se, existe t € R tal que P = A+t AB.
Consequentemente, a reta r é caracterizada pela equacgao

N
r:P=A+tAB, t € R,
chamada equagao paramétrica da reta r, com parametro t.

Sendo os pontos A = (ay,as,a3) e B = (b1, by, b3) expressos em coordenadas cartesianas,
temos

A_)B: (bl — al,bg — aa, bg — CL3).

E, sendo P = (z,y, z), obtemos
ri(x,y,2) = (a1, a2, a3) + (b1 — a1, by — az, b3 — ag),

ou seja,
r: (x,y,z) = (CLl + t(b1 — CL1>, as + t(bz — ag),ag + t(bg — Clg)).

Portanto, P = (z,y, z) pertence a reta r que passa pelos pontos A = (aj,as,a3) e B =
(b1, by, b3) se, e somente se, suas coordenadas x, y, e z satisfazem as equagdes

r = a1 +t(b1 - al)
(%) 8 y="b1 +t(by — ag)
Z2=cC + t(bg — a3)

para algum t em R.
As equagbes () sdo chamadas equagbes paramétricas da reta r que passa pelos pontos

A= (CLl, as, a3) e B= (bl, bg, b3) e o vetor u :A%B: <b1 — aq, b2 — Q9, b3 — (13) é chamado vetor
diretor da reta.

Exemplo 2.11.1. Determinar as equacoes paramétricas da reta r que passa pelos pontos A =
(1,2,3) e B=(3,1,2).
—

Temos o vetor AB = (3—1,1—-2,2—-3)=(2,—1,—1). Assim,

r=1+1(2)
r:S y=2+t(—-1) ; teR,
z=34+1t(-1)

sao as equagoes paramétricas da reta r.



38

2.12 Equacao cartesiana do plano no espaco

Um dos axiomas da geometria no espaco nos diz que trés pontos nao colineares determinam
um plano. Nesta se¢do vamos encontrar as relagoes que as coordenadas (z,y, z), em relagao a
um sistema de eixos ortogonais, de um ponto P devem satisfazer para que o ponto P pertenca
a um determinado plano.

Definicao 2.12.1. Um vetor u nao nulo é normal ou perpendicular a um plano ™ no espago
— —

se u € ortogonal aos vetores AB e AC', quaisquer que sejam os pontos A, B e C' nao colineares
pertencentes a w. De outra forma, equivalentemente, u é normal ou perpendicular ao plano w

_>
que passa pelo ponto A se u € ortogonal ao vetor AP, para qualquer P pertencente a .

Proposicao 2.12.2. Seja m um plano que passa pelo ponto A = (xo,Y0,20) € € normal ao
vetor nao nulo u = (a,b,c). Entdo o ponto P = (x,y, z) pertence ao plano w se, e somente se,
ar + by + cz = d, com d = axg+ byy + czp.

Demonstragio. Seja m o plano que passa pelo ponto A e normal ao vetor u. Entao

,
Pern AP lu
o <A_>P,u> 0.

Considerando A = (29,0, 20), © = (a,b,c¢) e P = (z,y, 2), em relagdo a um sistema de eixos
ortogonais OXY Z fixado, obtemos

P=(x,y,2) E7T<:><A_>P,u> =0

g <(x_I07y_y0az_Z0)a(a7bac)> =0
Sal(r—xo)+b(y —yo) +c(z—20) =0
S axr + by 4+ cz = d, com d = axy + byy + czo.

Portanto, P = (x,y, z) pertence ao plano 7 se, e somente se, suas coordenadas satisfazem a
equacao ax + by + cz = d, com d = axqy + byy + czp.
O

A equacao

Tiaxr+by+cz=d

da Proposigao 2.12.2 é chamada equacgao cartesiana do plano 7 do espaco.

Observacao 2.12.3. Na equacao cartesiana do plano ax + by + cz = d, os coeficientes a, b e
¢ de x, y e z, respectivamente, sio as coordenadas do vetor normal uw = (a,b,c) ao plano 7 e
podemos determinar o valor de d a partir de um ponto conhecido de w, por exemplo, o ponto A
= (%0, Yo, 20), pois d = axg + byy + czo. Observamos também que a, b e ¢ nao podem ser todos
iguais a zero, pois u = (a,b,c) € um vetor nao nulo.

Além disso, pela Proposicio 2.12.2, a representacdo geométrica dos pontos que satisfazem a
equagdo ax +by+cz = d é um plano e o vetor u = (a,b, c) é normal ao plano, como no exemplo
da Figura 2.15.
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T2+ 3z =0 4p

15

Figura 2.15: Plano z + 2y + 3z = 0 com u = (1,2, 3) vetor normal

Exemplo 2.12.4. Determinar a equacio cartesiana do plano m que passa pelo ponto A =
(1,1,2) e é normal ao vetor u = (1,2, —3).

Como u = (1,2,—3) € normal a 7, temos w : lx +2y+ (—3)z = d e o valor de d é calculado
sabendo que A = (1,1,2) pertence ao plano. Assim, d =1.1+ 2.1+ (—3).2 = —3.
Portanto, a equacao procurada € 7 : x + 2y — 3z = —3.

Observacao 2.12.5. A intersecio de um plano vertical = com o plano m,, € uma reta. Esta
reta, vista exclusivamente no plano myy, : z =0, é dada por uma equagao da forma ax + by = d,
com a® +b* # 0. Mas, no espago, a reta r : w N7y € dada por duas equagoes:

Joax+by=d
71'{,2':0.

Ou seja, um ponto no espago pertence a reta r se, e somente se, as suas coordenadas satisfazem,
simultaneamente, as duas equacoes acima.

Além disso, como o eixo OZ ¢ paralelo ao plano 7, o plano € formado pela unido de todas
as retas paralelas ao eizo OZ que passam por um ponto de r. Portanto, o plano © é dado por

7={(z,y,2) ER®|ax +by =d e z € R},
e sua equacao cartesiana é:
mar+ by = d.

No espago, a equagao ax + by = d representa um plano vertical, ao passo que, no plano my,
esta equacao representa uma reta.

Procedendo de forma andloga com os outros dois eixos, temos:
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eizo OX || 7 ou eiro OX Cw & by +cz=d, comb*+ 2 #0;
eizo OY || 7 ou eizo OY C & 7w:ax+cz=d, coma®>+c* #0.

Observagao 2.12.6. A equagdo Ox + 0y + 0z = 0 € a equagdo do espago E.

2.13 Equacoes paramétricas do plano

Sejam A, B e C' trés pontos do espaco e seja m o plano que os contém. Pode ser verificado que
— —

A, B e (' sdo nao colineares se, e somente se, os vetores AB e AC' sao linearmente independentes.
Além disso, um ponto P pertence ao plano determinado pelos pontos nao colineares A, B e C
— — —

se, e somente se, o vetor AP se escreve como uma combinacao linear dos vetores AB e AC.
Entao,

— — —
P e <& existem s, t € R tais que AP=s AB +t AC' .
Isto é,
— —
P e 7, se, e somente se, P=A+ s AB +t AC . (2.13.1)
Sendo A = (ay, az,as), B = (by,ba,b3), C = (¢1,¢2,¢3) e P = (x,y, z) as coordenadas dos pontos
—
num sistema de eixos ortogonais OXY Z, temos o vetor AB = (by —aq, by — as, by — ag) e o vetor
—
AC = (¢1 — ay, ¢y — ag, c3 — az). Substituindo suas coordenadas na equagao 2.13.1, obtemos
T ('Ia Y, Z) = (ala az, 0,3) + S(bl —ag, b2 — ag, b3 - a3) + t(cl — a1, C — A2,C3 — (13),
ou seja,
7 (x,y,2) = (a1 +5(by —ay) +t(c1 —ay), az+ s(by — az) +t(ca — as), az + s(bs — az) +t(cs —as)).
Portanto, P = (z,y, z) pertence ao plano 7 que passa pelos pontos nao colineares A =
(a1, as,as), B = (b1,by,b3) e C' = (c1,co,¢3) se, e somente se, existem nimeros reais s e t tais
que as coordenadas x, y, e z do ponto P satisfazem as equacgoes
x=a;+s(by —ay) +t(c; —ay)
7 y=0by+5(by —az) +t(ca—as) . (2.13.2)
z =1+ s(bs —az) + t(c; — as)
As equagoes em 2.13.2 sao chamadas equagbes paramétricas do plano 7 que passa pelos
pontos A = (ay, as,a3), B = (by,ba,b3) e C' = (c1, ¢, C3).

Exemplo 2.13.1. Determinar as equacoes paramétricas do plano ®™ que contém os pontos

A=(0,1,1), B=(1,1,0) e C = (1,0, 1).
—

Temos AB=(1—0,1-1,0—1) = (1,0,~1) ¢ AC=(1—0,0—1,1—1) = (1,~1,0). Logo,

r = 0 + s(1) + t(1)
7y =1 4+ s(0) + t(-1) ; coms,teR.
z =1 4+ s(—=1) + t(0)

Portanto, as equacgoes paramétrica do plano m sdo

rT=s5+t
Tm:q y=1—1t ; coms,t €R.
z=1-—s
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2.14 Posicao relativa entre dois planos
Dados dois planos 7 e o, eles podem ser:

e coincidentes: m; = m9;

Seja qual for o nimero real k # 0, as equagoes ax + by + cz = d e kax + kby + kcz = kd
definem o mesmo plano. Reciprocamente, se as equagoes ax+by+cz = de d'z+by+dz =
d' definem o mesmo plano entao existe k = 0 tal que o' = ka, b/ = kb, ¢ = kc e d' = kd,
ou seja,

=k.

s}

S

o
SN

 paralelos: m Ny = (;

A fim de que os planos m e my de equacoes ax + by +cz =d e dx+by+dz=d, sejam
paralelos (isto é, ndo tenham pontos em comum) é necessario e suficiente que, para algum

k # 0, se tenha o' = ka, b’ = kb, ¢ = kc e d' # kd, ou seja:

a v d d
a—k, g—k, E_k € E}'ék'

e concorrentes: m Ny é uma reta.

Para que os planos m e my de equagdes ax + by + cz = d e d'z + by + 2z = d', ndo
coincidam nem sejam paralelos (portanto se intersectem segundo uma reta) é necessario
e suficiente que para nenhum k£ € R se tenha

a =ka, b =kbecd = ke
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Capitulo 3

Matrizes

O objetivo deste capitulo é fazer uma introducao ao estudo de matrizes, suas definigoes e
tipos, pois no Capitulo 4, ao estudarmos sistemas lineares, veremos que os mesmos podem ser
escritos na forma matricial.

3.1 Definicao

Uma matriz A, m x n (m por n), é uma tabela de mn elementos dispostos em m linhas e
n colunas.

Os elementos de uma matriz podem ser niimeros (reais ou complexos), fungoes, ou ainda
outras matrizes e representamos uma matriz de m linhas e n colunas por:

11 A2 - Aip

Q21 Q22 -+ QAap
Amxn -

Am1 Am2 - Qmn

Usamos letras maitusculas para denotar matrizes, e quando quisermos especificar a ordem
de uma matriz A (isto é, o nimero de linhas e colunas), escrevemos A,, .

Também sao utilizadas outras notagdes para matriz, além de parentéses, como colchetes ou
duas barras.

Para localizar um elemento de uma matriz, dizemos a linha e a coluna (nesta ordem) em
que ele esta, e denotamos por uma letra miniscula com subindice ij, com ¢ indicando a linha
e j a coluna. Por exemplo, na matriz:

1 0 —4
Ao o —
2x3 4 _3 2 )
o elemento que esta na primeira linha e terceira coluna é —4, isto é, a;3 = —4.

3.2 Matrizes especiais

a) Matriz linha: é toda matriz do tipo 1 x n, isto é, é uma matriz que tem uma unica linha.
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Exemplo 3.2.1. A matriz

(12 3)

¢ uma matriz linha do tipo 1 X 3.

Matriz coluna: ¢ toda matriz do tipo m x 1, isto é, é uma matriz que tem uma tnica
coluna.

Exemplo 3.2.2. A matriz
1

¢ uma matriz coluna do tipo 3 X 1.

Observacao: Matriz linha e matriz coluna, sdo basicamente nesta ordem, vetor linha e vetor
coluna.

Matriz nula: é toda matriz que tem todos os elementos iguais a zero.

Exemplo 3.2.3. A matriz
0 0

00
0 0

o 5)

Matriz quadrada de ordem n: ¢é toda matriz do tipo n X n, isto é, é uma matriz que
tem o nimero de linhas igual ao nimero de colunas.

¢ a matriz nula do tipo 3 X 2.

Exemplo 3.2.4. A matriz

¢ a matriz nula do tipo 2 x 2.

Exemplo 3.2.5. A matriz

1 3 =2
2 4 0
-1 0 10

¢ uma matriz quadrada de ordem 3, ou seja, do tipo 3 X 3.

(i s)

¢ uma matriz quadrada de ordem 2, ou seja, do tipo 2 X 2.

Exemplo 3.2.6. A matriz

Nas matrizes quadradas temos duas diagonais, a diagonal principal e a diagonal secundaria.

Diagonal principal: ¢ o conjunto dos elementos que tém os dois indices iguais, ou seja, ¢
0 conjunto {aij|i = j} = {a11, a2, azs, ...any }.
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Exemplo 3.2.7. Na matriz

1] 2 3
3 4] 1.
0 1 [2]

a diagonal principal € formada pelos elementos a1 = 1, ass =4 e agz = 2.

Diagonal secundaria: é o conjunto dos elementos que tém a soma dos dois indices igual
an+ 1, ou seja, é o conjunto {a;;|i +j=n-+ 1} = {ain, asn-1,a31-2, ...an1}

Exemplo 3.2.8. Na matriz
1 2
3 1
o] 1 2

a diagonal secunddria é formada pelos elementos a13 = 3, az =4 e az; = 0.

Y

Matriz diagonal: ¢ toda matriz quadrada em que os elementos que nao pertencem a
diagonal principal sao iguais a zero.

Exemplo 3.2.9. A matriz

0 0
0 0
0 0
¢ uma matriz diagonal de ordem 3.
Exemplo 3.2.10. A matriz nula de ordem 3, ou seja,
0] o o
0 [0 o],
0 0 [0]

também € wma matriz diagonal.

Matriz identidade de ordem n: ¢é toda matriz diagonal em que os elementos da diagonal
principal sdo iguais a 1. Indica-se por I,,.

Exemplo 3.2.11. A matriz

¢ a matriz identidade de ordem 3.

Exemplo 3.2.12. A matriz

L=

¢ a matriz identidade de ordem 4.
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3.3 Operacoes de matrizes

3.3.1 Adicao de matrizes

Dadas duas matrizes A e B do mesmo tipo m X n, denomina-se soma da matriz A com a
matriz B, que representamos por A + B, a matriz C do tipo m X n na qual cada elemento é
obtido adicionando-se os elementos correspondentes de A e B.

Se A = (a;;) e B = (b;j) sao matrizes do tipo m x n, a soma A+ B é a matriz C' = (¢;;) do
tipo m x n tal que:

cij =a;j +bj,coml<i<mel<j<n.

Exemplo 3.3.1. Consideremos duas matrizes A e B do tipo 2 X 3:
3 5 2 1 5 2
A= (2 8 0) B= <2 3 —1>
A matriz C = A+ B, tal que ¢;j = a;j + b;j, €
352+152_3+15+5 242\ (4 10 4
2 8 0 2 3 —-1) \2+2 843 0+(-1)) \4 11 -1
A matriz C assim obtida denomina-se soma da matriz A com a matriz B ou soma das

matrizes A e B.

3.3.2 DMatriz oposta de uma matriz A

Denomina-se matriz oposta de uma matriz A (representa-se -A) a matriz que somada com
A da como resultado uma matriz nula.

Exemplo 3.3.2.

280 —2 _8
3 5 2 n -3 -5 =2y (0 00
2 80 -2 -8 0/ \0 00O

3.3.3 Subtracao de matrizes

Se A= (3 o 2> , entdo a matriz oposta de A é —A = <_3 =9 _2> , POIs:

Sendo A e B duas matrizes do tipo m X n, denomina-se diferenca entre A e B (representada
por A — B) a soma da matriz A com a matriz oposta de B.

A—B=A+(-B)
Exemplo 3.3.3.

3—25_3—27_3—25+—32—7_00—2
10 0 -1 -3 -7 1) \10 0 -1 3 7 —1) \13 7 =2
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3.3.4 Multiplicacao de um nimero real por uma matriz

Se A é uma matriz m X n, de elementos a;; e & ¢ um ndimero real, entao A é uma matriz
m X n cujos elementos sao aa;;.

Exemplo 3.3.4. Seja a matriz

A matriz 2A é
94— 9 3 5 2 _ 23 25 22 _ 6 10 4
—2 4 0 2.(-2) 2.4 2.0 —4 8 0

3.3.5 Multiplicacao de matrizes

Dada uma matriz A = (a;;) do tipo m X n e uma matriz B = (b;;) do tipo n X p, o produto
da matriaz A pela matriz B é a matriz C' = (¢;;) do tipo m x p tal que o elemento ¢;; é calculado
multiplicando-se ordenadamente os elementos da linha i, da matriz A, pelos elementos da coluna
j, da matriz B, e somando-se os produtos obtidos.

A matriz C, produto de A por B, é denotada por AB.

Observe que s6 definimos o produto AB de duas matrizes quando o niimero de colunas de
A for igual ao nimero de linhas de B. Além disso, notamos que o produto AB possui o nimero
de linhas igual ao niimero de linhas de A e o nimero de colunas igual ao nimero de colunas de

B.
Exemplo 3.3.5. Sejam
3 2
A=15 0 e B= (2 ;)
1 4
Como A é uma matriz 3 X 2 e B € uma matriz 2 X 2, o numero de colunas de A € igual ao
numero de linhas B; assim, estd definido o produto AB, que serd uma matriz 3 X 2, isto é:

3 2 31 3.3+26 3.1+22 21 7
AB=15 0 (6 2) =153+06 51+02| =15 5
1 4 1.3+46 11442 279

3.3.6 Matriz transposta de uma matriz dada

Seja A uma matriz m X n.

Denomina-se matriz transposta de A (indica-se por A') a matriz n x m cujas linhas sao,
ordenadamente, as colunas de A.
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Exemplo 3.3.6.

3 9
A= 50::m:<§gi>
14

Exemplo 3.3.7.

Exemplo 3.3.8.

C:(1 2 3 4);»cf=

= W N =

3.4 Matriz de Vandermonde

Definicao 3.4.1. Chamamos matriz de Vandermonde, ou das poténcias, toda matriz de ordem
n > 2, do tipo:

1 1 1 1 1
aq a9 as ay Qp,
2 2 2 2 2
M=\ a1 a3 as ay an
n—1 —1 n—1 n—1 n—1
aq Ao as Ay a,

Isto ¢, as colunas de M sao formadas por poténcias de mesma base, com expoente inteiro,
variando desde 0 até n — 1 (os elementos de cada coluna formam uma progressao geométrica
cujo primeiro elemento € 1).

Os elementos da 2¢ linha sdo chamados elementos caracteristicos da matriz.

Exemplo 3.4.2.

11 1

2 3 4

4 9 16

Exemplo 3.4.3.

11 1 1
21 -3 5
41 9 25
8§ 1 =27 125
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Capitulo 4

Sistemas Lineares

O objetivo deste capitulo é introduzir o estudo de sistemas lineares, sua definicao, tipos,
exemplos, representacoes graficas e resolugoes pelo método do escalonamento, para auxiliar
na compreensao das aplicagoes do Capitulo 6 e das atividades propostas nos Capitulos 7 e 8.
Este contetido é o tema principal deste trabalho. Para um maior aprofundamento podem ser
consultadas as referéncias [11], [6], [13] e [18].

4.1 Equacgoes Lineares
De modo geral, denomina-se equagao linear toda equagao que pode ser escrita na forma

a1xy + asxy + azrs + ... + a,xr, = b,

na qual:

e X1,%2,3,....T, SA0 as incognitas;

e ay,as,as,...,a, sao niumeros reais chamados coeficientes das incognitas;
e b é um numero real chamado termo independente.

Dizemos que:

e 3x 4+ 2y = 7 é uma equagao linear nas incognitas x e y;

e 2x 4+ 3y — 2z = 10 é uma equacao linear nas incégnitas xz, y e z.
Pela definicao, nao sao equagoes lineares:

o zy = 10;

e 22 +y =6

o 22—y —yz+22=1.

Na equagao linear 3z + 2y = 18, temos:
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o par ordenado (4,3) é uma solugao da equacao, pois 3.4 + 2.3 = 18;

e 0 par ordenado (6,0) é uma solugdao da equacao, pois 3.6 + 2.0 = 18;

« o par ordenado (5,1) ndo é uma solugao da equacao, pois 3.5 + 2.1 # 18.
Na equacao 3z +y — 2z = 8, temos:

0 terno ordenado (2,4,1) é solugdo da equagao, pois 3.2 +4 — 2.1 = §;

« 0 terno ordenado (0,6, —1) é solu¢ao da equagao, pois 3.0 +6 —2. — 1 = §;
0 terno ordenado (5, —2,3) nao é solugao da equagao, pois 3.5 — 2 — 2.3 # 8.

Generalizando, dada a equacao linear a1x1 + asxo + azrs + ... + a,xr, = b, dizemos que a
n-upla ordenada de nimeros reais (aq, s, as, ..., ;) é solu¢do da equagdo se, e somente se,
aioq + astg + asas + ... + a0y, = b.

4.2 Sistemas lineares

Um sistema de equacoes lineares com m equagoes e n incognitas é um conjunto de equagoes
do tipo:

a1y + aers + ...+ apx, = b
a91T1 + 99T + ... + AopnLy = bg
Am1T1 + QmaTo + ... + QunZn = bm

com a;;, 1 <t <m, 1<j5<mn,eb 1<k<m,nimeros reais.

Uma solugao do sistema acima é uma n-upla de ntmeros (z1, s, ...,2,) que satisfaz si-
multaneamente estas m equacoes. Dependendo do ntimero de solugoes, um sistema pode ser
classificado como:

« sistema impossivel (SI), se ndo tem solugao;
o sistema possivel e determinado (SPD), se tem apenas uma solugao;

« sistema possivel e indeterminado (SPI), se tem mais de uma de soluc¢ao. Neste caso, pela
Proposicao 4.5.1, que vamos apresentar e demonstrar, o sistema tem uma infinidade de
solugoes.

Assim, temos o esquema da Figura 4.1.
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SISTEMA
POSSIVEL IMPOSSIVEL
DETERMINADOD [INDETERMINADO

Figura 4.1: Classificacao de Sistemas

4.3 Sistemas lineares homogéneos

Sistema linear homogéneo ¢é todo aquele em que o termo independente de todas as equacoes
¢ igual a zero. Um sistema linear homogéneo admite sempre a solugao trivial, que consiste da
solugao em que todas as incognitas sao iguais a zero.

Exemplo 4.3.1. O sistema

r + y + z =0
2 + 3y + 2z = 0

¢ homogéneo. Esse sistema admite a solugdo trivial (z,y,z) = (0,0,0), entre infinitas outras
solugoes, tais como (z,y,z) = (—1,0,1), (z,y,2) = (—2,0,—2), etc.

Exemplo 4.3.2. O sistema

a + b + ¢ + d =
2 + 3b — 2¢ — d =
—a — 2b + 3¢ + 2d =
3a — b 4+ 2¢ — 3d =

o O O O

¢ homogéneo e admite apenas a solugao trivial (a,b,c,d) = (0,0,0,0).

4.4 Sistemas lineares na forma matricial
Podemos escrever o sistema

ajiry + apry + ... 4+ apr, = b1
a1y +  aGexrs + ...+ G, = bg

Am1iT1 + QmaZTo + ... + QunZn = bm
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na forma matricial:

ay; a2 - Aip T1 by
Qg1  Az2 -+ Aap 4op) by
Am1  Am2 Qmn Tn bm
ou A.X = B, em que
11 QG2 - Aip
Q21 QG2 -+ Ay
A= .
Am1  Am2 Amn
é a matriz dos coeficientes,
T1
T2
X=1.
'I‘TL
é a matriz das incognitas e
b1
by
B=| .
b

¢ a matriz dos termos independentes.
Outra matriz que podemos associar ao sistema é

a;; aig - ai, by
Az Gz -+ Ao, by
Am1 Am2 *°° Amn bm

que chamamos matriz ampliada do sistema. Cada linha desta matriz é simplesmente uma
representacao abreviada da equagao correspondente no sistema.

4.5 Numero de solucoes de um sistema linear

Quanto ao nimero de solugoes de um sistema linear, existem apenas trés possibilidades, ou
ele ndo tem solugao (SI), ou tem uma unica solugao (SPD), ou ele tem infinitas solugdes (SPI).

Proposicao 4.5.1. Se um sistema linear possui duas solugoes distintas, entdo ele possui infi-
nitas solugoes.
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Demonstragdo. Seja A.X = B um sistema linear dado e X; e X, duas solugoes distintas deste
sistema linear. Assim, X; # Xy, A.X; =Be A. X, =B.
Sejam X = (1 — \) X + AXs, para VA € R. Temos

AXy = A[(1=NX| + \X)]
= A1 = NX1]+ ANX)
= (1-NAX, + X,
= (1-\B+AB
— B—AB+\B
- B.

Portanto, X é solucao do sistema A.X = B, para todo A € R. Assim, se um sistema possui
duas solugoes distintas, entdo possui uma infinidade de solugoes.
m

4.6 Sistemas lineares equivalentes

Dois sistemas lineares sao equivalentes quando possuem o mesmo conjunto solucao.
Por exemplo, os sistemas

x+y:5e 2c + y = 7
r + 2y = 12 r + 3y 11

sao equivalentes, pois quando resolvidos, ambos apresentam o mesmo conjunto solugao S =

{(2,3)}.

4.7 Escalonamento de sistemas lineares

Dado um sistema linear

a;1ry + G122 + ai3xrs3 + ... + AT, = bl
a91r1 + G929 + a93%3 + ...+ agur, = b2
a31T1 + 329 + 3373 + ... 4+ aspnty, = bg
Am1T1 + GmaT2 + Qp3r3 + ...+ AT, = bm

no qual em cada equagao existe pelo menos um coeficiente nao nulo, dizemos que o sistema esta
na forma escalonada, se o niimero de coeficientes nulos, antes do primeiro nao nulo, aumenta
de equagao para equacao.

Ou mais precisamente, considerando um sistema m x n, dizemos que ele estd escalonado
quando a matriz dos coeficientes tiver, em cada uma de suas linhas, o primeiro elemento nao
nulo situado a esquerda do primeiro elemento nao nulo da linha seguinte. Além disso, linhas
com todos os elementos nulos devem estar abaixo de todas as outras. Observando as equacoes
do sistema escalonado, percebe-se que, em cada linha considerada, a primeira incognita com
coeficiente nao nulo estd sempre a esquerda da primeira incégnita com coeficiente nao nulo da
linha seguinte.
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Exemplo 4.7.1. O sistema
r — 2y + bz =7
y + 2z =1
4z = 8

estd na forma escalonada, pois o primeiro coeficiente nao nulo da primeira equacio € o coe-
ficiente 1 da incognita x, que aparece a esquerda do primeiro coeficiente nao nulo da sequnda
equacdo que € o coeficiente 3 da incognita y e que, por sua vez, aparece d esquerda do primeiro
coeficiente nao nulo da terceira equacao que é 4, sendo o coeficiente da incognita z.

Exemplo 4.7.2. O sistema

x + 2y + 2z + t =9
4z 4+ bt 10

estd na forma escalonada, pois o primeiro coeficiente nao nulo da primeira equacio € o coe-
ficiente 1 da incognita x, que aparece a esquerda do primeiro coeficiente nao nulo da sequnda
equagcdo que é o coeficiente 4 da incognita z.

4.7.1 Resolucgao de sistema na forma escalonada

Para a resolucao de sistema na forma escalonada, precisamos considerar dois tipos:

12 tipo: niimero de equacgéoes é igual ao niimero de incégnitas

Nesse caso o sistema terd a forma

a1 + 199 + a13T3 4+ ...+ A1pnTy — bl
A929T9 + a923X3 4+ ... + Aoy = bg

assrs + ... + agpr, = bg

AppTp = bn

em que a; # 0, Vi € {1,2,3,...,n}.
A solugao pode ser obtida resolvendo o sistema por substituicdo. Partindo da tltima equa-
¢ao0, obtemos o valor de x,, em seguida, substituindo esse valor na equagao anterior, obtemos

Tn_1. Repetindo este procedimento sucessivamente, vamos obtendo x,_s, *,_3, ..., T3, T2, T1.

A matriz dos coeficientes do sistema escalonado é a matriz triangular

11 ai2 Aaiz -+ Qip
0 axp ag - agp

A= 0 0 az -+ as

0O 0 0 - amm
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Exemplo 4.7.3. Consideremos o sistema escalonado

a + 20 — ¢ + 3d = 6 (I)
b + 3¢ — d = -5  (II)

5¢ + 7d = 21 (I1])

20 = 6 (IV)

De (IV), temos 2d = 6 = d = 3.

De (III), temos bc+7d =21 = 5c+ 7.3 =21=c=0.

De (II), temos b+3c—d=-5=b+3.0-3=-5=b= —2.

De (1), temos a+2b—c+3d=6=a+2.(-2)—-0+33=6=a=1.
Portanto, a solu¢io do sistema € (1,—2,0,3).

22 tipo: nimero de equagoes é menor do que o nimero de incégnitas

Nesse caso o sistema terd a forma

annry + apre + ... + A1 + ..+ aypr, + .+ apr, = b1
axyix; + ... + ayxr, + ... + awr, = by
ArTr + oo + QunTn = by

comm<mn,j>2er>j.

Para resolvermos tal sistema, podemos tomar os termos das incégnitas que nao aparecem
no comeco de nenhuma das equagoes e passa-los para o segundo membro. As incognitas desses
termos sao chamadas variaveis livres. Observando o Exemplo 4.7.4, verificamos que a tnica
variavel livre é 2, pois os termos em z nao aparecem no comeco de nenhuma das equacoes.
Chama-se grau de indeterminag¢do de um sistema o niimero de suas variaveis livres.

Exemplo 4.7.4. Seja o sistema

r — y + [z2] = 4
y — [ = 27

Como o0s termos em z ndo aparecem no comecgo de nenhuma das duas equagoes, passando esses
termos para o 2° membro de cada uma das equagoes, teremos o sistema

r —y = 4—z
y = 242z °
O novo sistema assim obtido pode ser visto como sendo um sistema contendo apenas as in-
cognitas do primeiro membro das equagoes, ou sejam, x e y. Neste caso, atribuindo valores
a incognita z do 2° membro, temos um sistema do 1° tipo. Portanto, resolvendo-o, obtemos

solugoes do sistema.
Fazendo z = a, em que o € um numero real, temos

{:1: -y =4—a ()
y = 2+a (1)
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De (II), temos y =2+ «
De (1), temosx —y=4—a=>r—2—a=4—a=x2=06.
Portanto, as solugées do sistema sao as triplas ordenadas do tipo (6,2 + o, ) em que o € R,

Agora para cada valor atribuido a «, teremos uma solugdo para o sistema. Assim, esse
sistema possui uma infinidade de solucoes, ou seja, o sistema € possivel e indeterminado. O
grau de indeterminacao desse sistema € 1 e algumas solugoes sao:

Para a =1= (6,3,1).
Para o =2 = (6,4, 2).
Para o =0 = (6,2,0).

4.8 Processo para escalonamento de um sistema linear

Dado um sistema, podemos obter um sistema equivalente por meio de algumas operagoes
elementares. Denotando L;, a equacao da i-ésima linha de um sistema linear, a seguir apresen-
tamos operacoes elementares que podemos aplicar em sistemas lineares e exemplos.

o Trocar as posig¢oes de equagoes.

Exemplo 4.8.1. Dado o sistema

r + 2y + 3z =1
r — 3y — 5z =

obter um sistema equivalente trocando as posi¢oes da primeira equagio (Ly) e da sequnda
equagao (Ly).

r + 2y + 3z =1 L1 Ly r — 3y — 52 0
r — 3y — 5z = 0 r + 2y + 3z =1

o Multiplicar todos os termos de uma equacao pelo mesmo ntmero real diferente de zero.
O sistema obtido possui o mesmo conjunto solucao do sistema inicial, ou seja, sdo equi-
valentes. (Ver demonstracao na referéncia [11].)

Exemplo 4.8.2. Dado o sistema

r + 2y + 3z =1
r — 3y — 5z = 07

obter um sistema equivalente substituindo a sequnda equagio (Lo) pela equagio obtida
multiplicando por 2 todos os seus termos (2Ls).

{x—|—2y+3z:1 2L2—>L2{x—|—2y—|—3z:1

r — 3y — 95z = 0 2v — 6y — 10z = 0

o Multiplicar cada termo de uma equacao pelo mesmo ntimero real diferente de zero e somar
cada um dos resultados ao termo correspondente de outra equacao que sera substituida
pela equacao resultante dessa operacao. Neste caso, também, o sistema obtido possui o
mesmo conjunto solu¢do do sistema inicial. (Ver demonstragao na referéncia [11].)
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Exemplo 4.8.3. Dado o sistema

r + 2y + 3z =1
r — 3y — 5z =

obter um sistema equivalente substituindo a sequnda equagao (Ls) pela soma da primeira
equagdo multiplicada por —1 e a seqgunda equagio (—Ly + Lg).

r + 2y + 3z =1 —Li+La—L> r + 2y + 3z = 1
r — 3y — 5z =0 — 5y — 8 = -1

Quando um sistema linear nao esta escalonado, podemos obter um sistema escalonado
equivalente a ele, utilizando essas trés operagoes elementares.

Para escalonarmos um sistema, seguimos varios passos.

e 12 Passo
Colocamos como 1% equacao aquela em que o coeficiente da 1? incégnita seja diferente de
zZero.

o 22 Passo

Anulamos o coeficiente da 12 incégnita de todas as equagdes, com excecao da 1% equacao,
substituindo a i-ésima equagao (i > 2) pela soma da mesma com a 1?* multiplicada por
um numero conveniente.

e 32 Passo

Deixamos de lado a 1? equacao e aplicamos os dois primeiros passos nas equagoes restan-
tes.

e 4° Passo

Deixamos de lado as duas primeiras equacoes e aplicamos os dois primeiros passos nas
equagoes restantes, e assim por diante, até o sistema ficar escalonado.

Exemplo 4.8.4. Vamos escalonar o sistema

r + 2y + 3z = 9
2 + y — z = 3.
3r — y — 2z = —4

Para isso, realizamos as operacoes que sequem:

Substituimos a 2 equacao pela soma da mesma com a 1% multiplicada por -2.

Il
©

r + 2y + 2z = 9 9Ly 4LesLs r + 2y + =z
2« + Yy - z = 3 == — 3y — 3z = -—15

3r — y — 2z = —4 v — y — 2z = -4



57

Substituimos a 3% equacao pela soma da mesma com a 1% multiplicada por -3.

r + 2y + z = 9 _8Li+Ls—sLs r + 2y + =z = 9

— 3y — 3z = -—15 e - 3y — 3z = -—15

3r, — y — 2z = —4 — 7y — bz = =31
1

Multiplicamos a 2¢ equagdo por —3

r 4+ 2y + z = 9 YN r 4+ 2y + =z = 9
— 3y — 3z = —15 —_— y + oz o= 5
- Ty — 5z = =31 - Ty — 5z = =31

Finalmente, substituimos a 3% equagdo pela soma da mesma com a 2¢ multiplicada por 7,
e, assim, obtemos o sistema escalonado.

r + 2y + z = 9 Lt LaLs r + 2y + 2z =9
- Ty — bz = =31 2z = 4

4.9 Sistemas lineares de duas equacoes e duas incégnitas

Sabemos que uma soluc¢ao de um sistema linear de duas equagoes e duas incégnitas é um
par ordenado (z,y) de niimeros reais que satisfaz simultaneamente as duas equagoes, como no
Exemplo 4.9.1.

Exemplo 4.9.1. A solugdo do sistema

r + y =95
r — y =1

¢ o par ordenado (z,y) = (3,2). Os valores x = 3 e y = 2 satisfazem simultaneamente as duas
equacoes, pois 3+2=5e3—2=1.

Quando as equagoes sao consideradas isoladamente, cada uma tem uma infinidade de solu-
¢oes, como no Exemplo 4.9.2.

Exemplo 4.9.2. A equacdo
r+y=10

tem uma infinidade de solugoes, ou seja, infinitos pares ordenados (z,y) que satisfazem a equa-
¢ao, como por exemplo (1,9), (2,8), (3,7), etc.
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4.9.1 Classificacao de sistemas lineares de duas equacoes e duas in-
cognitas

Como sabemos, um sistema linear 2 x 2 e duas incégnitas pode ser classificado em possivel
e determinado, possivel e indeterminado ou impossivel. Essa classificagdo pode ser feita apenas
analisando suas equagoes.

e Se nao ha proporcionalidade entre os coeficientes das mesmas incégnitas, o sistema é
possivel e determinado (SPD).

Exemplo 4.9.3. Seja o sistema

3r — 2y = 4
xr — 4y = 2 °

Os coeficientes das mesmas incognitas nas duas equagoes ndo sao proporcionais: 3 € o
triplo de 1 e -2 é metade de -4. Entdo o sistema € possivel e determinado.

e Se ha proporcionalidade entre os coeficientes das mesmas incognitas e essa proporciona-
lidade se mantém nos termos independentes, o sistema é possivel e indeterminado (SPI).
Equacoes assim sao chamadas equivalentes.

Exemplo 4.9.4. Considere o sistema

v + y = -2
—6r — 2y = 4

Nesse caso, hd proporcionalidade entre os coeficientes das mesmas incognitas e essa pro-
porcionalidade se mantém nos termos independentes: -6 estd para 3, assim como -2 estd
para 1, assim como 4 esta para -2. Entao, o sistema € possivel e indeterminado.

e Se ha proporcionalidade entre os coeficientes das mesmas incognitas e essa proporciona-
lidade ndo se mantém nos termos independentes, o sistema é impossivel (SI). Dizemos
que equagodes assim sao imcompativeis.

Exemplo 4.9.5. No sistema

2c — 6y = 5
3r — 9y = 17

0s coeficientes das mesmas incognitas nas duas equagoes SGO Proporcionais, porém essa
proporcionalidade ndo se mantém nos termos independentes: 2 estd para 3 assim como
-6 estd para -9, porém nao como 5 estd para 1. Entdo o sistema é impossivel.

4.10 Representacao grafica de sistemas lineares de duas
equacoes e duas incégnitas

Sob o ponto de vista geométrico uma equacao da forma ax + by = ¢ representa uma reta,
conforme Proposigao 2.10.2 e Observacao 2.10.3. Assim, se marcarmos todos os pontos (z,y)
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do R?, em um sistema cartesiano, que satisfazem a esta equacdo, o grafico resultante é uma
reta. Se tivermos duas equacoes deste tipo, teremos duas retas no plano. Consequentemente,
as solugoes de um sistema linear de duas incognitas sao representadas pelos pontos em comum
as duas retas.

Ao representar graficamente um sistema de duas equagoes lineares com duas incognitas,
precisamos representar graficamente cada equagao. E, assim, a representagao grafica do sistema,
consiste em duas retas, que podem ser:

o Duas retas concorrentes;
o Duas retas coincidentes;

e Duas retas paralelas.
Para cada caso acima, temos uma interpretagao distinta:

o No primeiro caso, se as duas retas sao concorrentes, existird um ponto de interseccao, ou
seja, um ponto comum, que representara a solugao tinica do sistema, entao, o mesmo sera
possivel e determinado (SPD);

« No segundo caso, se as duas retas sao coincidentes, o sistema apresentara uma infinidade
de solugoes, entdo o mesmo serd possivel e indeterminado (SPI);

e No terceiro caso, se as duas retas sao paralelas, o sistema nao apresentara solucao, entao
o mesmo serd impossivel (SI).

Exemplo 4.10.1. A representagdo grifica do sistema
3r — 2y = 4
r — 4y = 2
do Exemplo 4.9.3 consiste de duas retas concorrentes. Neste caso, o sistema tem uma unica

solugao que € o ponto de intersecdo das duas retas, como podemos ver na Figura 4.2 e, portanto,
o sistema € possivel e determinado.

3x-2y=4

Figura 4.2: Sistema possivel e determinado
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Exemplo 4.10.2. A representacdo grdafica do sistema

20 — 6y = 5
3r — 9y = 1

do Exemplo 4.9.5 consiste de duas retas paralelas. Assim, como as duas retas nao tem pontos
em comum, como mostra a Figura 4.3, o sistema ndao tem solugdo e, portanto, é um sistema
1impossivel.

1 2X-6y=5

Figura 4.3: Sistema impossivel

Exemplo 4.10.3. A representagdo grifica do sistema

dr + y = -2
—6r — 2y = 4

do FExemplo 4.9.4 consiste de duas retas coincidentes, como na Figura 4.4. Assim, todos os
pontos dessa reta satisfazem as duas equacoes e o conjunto solugdo do sistema € formado por
todos os pontos da reta. Portanto, o sistema é possivel e indeterminado.
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Figura 4.4: Sistema possivel indeterminado

4.11 Sistemas lineares de duas equacoes e trés incégnitas

Consideremos o sistema

ar + by + cz = dy
asx + by + oz = dy

de duas equagoes com trés incognitas. Pela Proposicao 2.12.2 e Observagao 2.12.3, geometri-
camente, as equacgodes a1x + biy + c1z2 = di e asx + boy + oz = dy definem planos m e 7,
respectivamente. O termo ordenado (x,y, z) é solucao desse sistema quando o ponto P(x,y, z)
pertence a interseccao m; N o, ou seja P esta nos dois planos.

Associadas a este sistema hd duas matrizes: a matriz dos coeficientes e a matriz ampliada.

b
Matriz dos coeficientes: ( oA )
a9 bg Co

Matriz ampliada: <a1 b« d1>

ay by ¢y ds

4.12 Representacao grafica de sistemas lineares de duas
equacoes e trés incognitas

Toda equagao linear com trés incognitas ax + by + cz = d representa um plano, conforme
Proposigao 2.12.2, isto ¢, se marcarmos todos os pontos (x,y,z) € R3 que satisfazem A esta
equagao no sistema cartesiano, o grafico resultante é um plano (sdo infinitos valores).

Quando temos duas equagoes lineares com trés incognitas, temos dois planos no espago. As
solugoes do sistema constituido por essas equagoes sao representadas pelos pontos em comum
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aos dois planos. Existem trés possibilidades para as posi¢oes relativas dos dois planos. Elas
sao:

12 possibilidade: os dois planos sao paralelos e o sistema nao tem solucao.

Planos paralelos

Figura 4.5: Planos paralelos

22 possibilidade: os dois planos sao concorrentes e o conjunto solugao do sistema é uma reta.

Planos concorrentes

Figura 4.6: Planos concorrentes

32 possibilidade: os dois planos sao coincidentes e o conjunto solugao do sistema ¢ o proprio
plano.

Planos coincidentes

Figura 4.7: Planos coincidentes
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4.13 Sistemas lineares de trés equacoes e trés incégnitas

Counsideremos o sistema

amr + by + cz = d;
ast + by + oz = ds
asr + by + c3z = dj

de trés equacoes com trés incognitas. Conforme Proposicao 2.12.2, geometricamente, as equa-
coes a1 + by + 1z = dy, asx + boy + oz = dy e azx + b3y + c32 = ds definem os planos 7,
Ty € T3, respectivamente. O termo ordenado (z,vy, z) é solugao desse sistema quando o ponto
P(z,y, z) pertence a interseccao m; N mp N 73, ou seja P esta simultaneamente nos trés planos.

Associadas a este sistema hé duas matrizes: a matriz dos coeficientes e a matriz ampliada.

a b
Matriz dos coeficientes: as by ¢
az by c3

aq bl C1 d1
Matriz ampliada: ay by o dy
az by c3 ds

4.14 Representacao grafica de sistemas lineares de trés
equacoes e trés incognitas

Quando temos trés equacoes lineares com trés incognitas, temos trés planos no espaco. As
solucoes do sistema sao representadas pelos pontos em comum aos trés planos. Existem oito
possibilidades para as posigoes relativas dos trés planos. Elas sao:

12 possibilidade: os trés planos coincidem.

Neste caso, todos os pontos P = (z,y, z) de m sao solugoes do sistema. Ha portanto, uma
infinidade de solugbes para o sistema. O sistema é possivel e indeterminado (SPI).

Exemplo 4.14.1. Resolver o sistema

r + y - z =1
2¢ + 2y — 2z = 2
dr + 4y — 4z = 4

pelo processo de escalonamento e interpretar geometricamente.

r + y - z =1 :Zﬁiﬁ:ﬁg r + y — z =1
2 + 2y — 2z = 2 _— 0O + 0y + 0z = 0
dr + 4y — 4z = 4 Oz + Oy + 0z = 0

Nas linhas 2 e 3, apds o escalonamento, ficam apenas zeros, sobrando apenas a primeira linha
que representa a equacio x +y — z = 1. Como sao 3 incognitas e apenas uma equacao, temos
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um sistema possivel e indeterminado (SPI).

Podemos observar no sistema dado que L2 = 2L1 e L3 = 4L1. Assim, Ly, Ly e L3 representam
a mesma equagao e o mesmo plano e, portanto, os trés planos sao coincidentes, conforme Secao

2.1/

Figura 4.8: Trés planos coincidentes

22 possibilidade: dois planos coincidem e o terceiro é paralelo a eles.

Neste caso, o sistema é impossivel, ndo possui solugao (SI).

Exemplo 4.14.2. Resolver o sistema

r + y - z =1
2z +
dr + 4y — 4z =T

B
<
|
b
N
I
b

pelo processo de escalonamento e interpretar geometricamente.

v+ oy - z =1 31 iéi:éi r + y — z =1
2r + 2y — 2z = _ Oz + Oy + 0z =
dr + 4y — 4z =T Oz + Oy + 0z = 3

Na linha 2, apds o escalonamento, ficam apenas zeros, sobrando a primeira linha que representa
a equagdo T +y — z = 1 e a terceira linha que representa a equagdo Ox + Oy + 0z = 3, o que
torna o sistema impossivel, pois para quaisquer valores de x, y e z, 0z 4+ Oy + 0z # 3.

Podemos observar no sistema dado que L2 = 2L1 e, assim, Ly e Lo representam a mesma
equacdo e o mesmo plano. Temos desta forma, dois planos coincidentes. Por outro lado, o0s
coeficientes de x, y e z, na linha 3 sdo iguais a quatro vezes os coeficientes correspondentes da
linha 1, e 0 mesmo nao ocorrre com os termos independentes. Portanto, temos na linha 3 a
equagdo de um plano paralelo aos planos das linhas 1 e 2, conforme Secao 2.14.
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Figura 4.9: Dois planos coincidem e o terceiro é paralelo a eles

32 possibilidade: dois planos coincidem e o terceiro os intersecta segundo uma reta.

Neste caso, todos os pontos P = (z,vy, 2) da reta sao solugbes. H4, entdo, uma infinidade
de solugoes e o sistema ¢ possivel e indeterminado (SPI).

Exemplo 4.14.3. Resolver o sistema

r + y - z =1
20+ 2y — 2z =
dr + 4y — 2z = 4

pelo processo de escalonamento e interpretar geometricamente.

r + y — z =1 :iﬁ iﬁ:ii r + y — 2z =1
2v + 2y — 2z = —_— 0O + 0Oy + 0z = 0
dr + 4y — 2z = 4 Oz + Oy + 32 = 0

Na linha 2, apds o escalonamento, ficam apenas zeros, sobrando a primeira linha que representa
a equagdo r+y—z = 1 e a terceira linha que representa a equagdo Ox+0y+3z = 0, o que torna
o sistema possivel e indeterminado, pois o niumero de equacoes ¢ menor do que o numero de
incognitas. Da equagao 3, temos 3z = 0, logo z = 0. Substituindo na primeira equagcdo temos
r+y+0 =1 e, portanto, x = 1—y. Desta forma o conjunto solugao é S = {(1 —y,y,0)|y € R}.

Podemos observar no sistema dado que L2 = 2L1, assim, Ly e Ly representam a mesma equacao
e 0o mesmo plano. Logo, temos dois planos coincidentes, conforme Secio 2.14. A equagdo 3
nao pode ser obtida a partir da 1 por meio da multiplicacao por um escalar, o que itmplica que
os correspondentes planos nao sdo coincidentes. Também, na equacao 3, os coeficientes das
incognitas x, y e z nao podem ser obtidos multiplicando-se os correspondentes coeficientes da
equacao 1 por um mesmo niumero real. Assim, pela Observagdo 2.12.3, seus respectivos vetores
normais ndao sao paralelos e, portanto, os correspondentes planos sao concorrentes em uma
reta.
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Figura 4.10: Dois planos coincidem e o terceiro os intersecta segundo uma reta
42 possibilidade: os planos sao paralelos dois a dois.

Neste caso, o sistema nao possui solugdo e, portanto, é impossivel (SI).

Exemplo 4.14.4. Resolver o sistema

r + y - 2z =1
2v + 2y — 2z = 3
dr + 4y — 4z =T

pelo processo de escalonamento e interpretar geometricamente.

_ —2L1+La—L —

r + y - 2z =1 - 4L11L§::L§ r + y - z =1
2c + 2y — 2z = 3 —_— O + Oy + 0z =1
dr + 4y — 4z =T Or + Oy + 0z = 3

Apos o escalonamento, na linha 2 a equacao Ox +0y+ 0z = 1 nao admite solugdo. Desta forma
0 sistema € impossivel.

Podemos observar no sistema dado que os coeficientes de x, y e z na linha 3 sdo iguais a quatro
vezes 0s correspondentes da linha 1, e duas vezes os da linha 2, mas o mesmo nao ocorre com 0s
correspondentes termos independentes. Desta forma os trés planos sao paralelos, ndao existindo
ponto de intersegio entre eles e, portanto, o sistema é impossivel (SI), conforme Segao 2.1/.

Figura 4.11: Os planos sdo paralelos dois a dois
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52 possibilidade: dois planos sao paralelos e o outro os intersecta segundo retas paralelas r e s.

Neste caso, supondo que os planos 7; e w9, representantes da primeira e da segunda equagoes,
sao paralelos, temos m Ny = () e, portanto, m Ny N3 = (), com 73 0 plano que representa a
terceira equagao. Desta forma, o sistema nao possui solugao e, portanto, é impossivel (SI).

Exemplo 4.14.5. Resolver o sistema

r + y - z =1
2v + 2y — 2z = 3
e + 4y — 2z = 4

pelo processo de escalonamento e interpretar geometricamente.

_ —2L1+La—L _

r + y - 2z =1 _4L11L§:L§ r + y - z =1
2c + 2y — 2z = 3 —_— O + Oy + 0z =1
dr + 4y — 2z = 4 Oz + Oy + 32 = 0

Na linha 2, do sistema escalonado, a equacao 0z + 0y 4+ 0z = 1 nao admite solugao, o que torna
o sistema impossivel.

Podemos observar no sistema inicial que os os coeficientes de x, y e z da linha 2 sdo iguais a duas
vezes os coeficientes da linha 1, o que nao ocorre com os termos independentes correspondentes.
Desta forma os dois planos 7 e w9, definidos pela primeira e segunda equagoes, sao paralelos.
Com isto, ja podemos concluir que o sistema nao tem solugdo. Mas, podemos notar também que
L3 nao é miltiplo de L; e nem de Lo, o que implica que os planos 73 e 71 nao sao coincidentes,
assim como, 73 e my. Além disso, sendo uy = (1,1, —1), uy = (2,2,-2) e uz = (4,4,—1) os
vetores normais de m, my e w3, respectivamente, notamos que u3 nao é miltiplo de u; e uz nao
¢ multiplo de us, logo, os planos w3 e m; nao sao paralelos, assim como, 73 e my. Portanto,
concluimos que os planos w3 e m; sao concorrentes em uma reta r, assim como, os planos 73 e
9 Sa0 concorrentes em uma reta s.

Como r C m e s C my € 0s planos m; e my sdo paralelos, temos r e s paralelas.

Figura 4.12: Dois planos sao paralelos e o outro os intersecta segundo retas paralelas r e s.
62 possibilidade: os trés planos sao distintos e tém uma reta em comum.

Neste caso, todos os pontos P = (z,y,z) da reta sdo solu¢oes. Desta forma, hd uma
infinidade de solugoes e o sistema é possivel e indeterminado (SPI).



68

Exemplo 4.14.6. Resolver o sistema
T + y
2 — y + =z
de + y + 3z = 7

pelo processo de escalonamento e interpretar geometricamente.

v+ oy + oz =1 Ziptene r + y + z =1
2 — y + z =5 _— Or — 3y — 2z = 3
e + y + 3z =7 Oz — 3y — z = 3

Podemos verificar, apés o escalonamento, que as linhas 2 e 3 sdo iguais. Logo, o nimero de
equagoes ¢ menor do que o nimero de incognitas, o que implica que o sistema ¢é possivel e
indeterminado. Pela equacao 0z — 3y — 2z = 3, temos z = —3y — 3 e substituindo na equacao
r+y+z=1obtemosz=1—y—2=1—y+3y+3=2y+4. Portanto o conjunto solucao
do sistema é S = {(2y +4,y, —3y — 3)|y € R}, ou seja, S é uma reta.

No sistema inicial, ndo temos nenhum par de linhas multiplas entre si. Assim, nao temos
nenhum par de planos coincidentes, mais precisamente, todos os planos sao distintos dois a
dois. Sendo u; = (1,1,1), ug = (2,—1,1) e uz = (4,1,3) os vetores normais de m, m e 73,
respectivamente, é facil ver que nao temos nenhum par de vetores normais multiplos entre si.
Logo, nenhum par de planos sao paralelos e as intersecoes de pares de planos sao retas.
Sejam,

TNy =T, m N7y =S8 e T Ny = t.

Como, por escalonamento, ja sabemos que o conjunto solugdo é uma reta, concluimos que as
trés retas r, s e t sao coincidentes e representam o conjunto solucao do sistema.

Figura 4.13: Os trés planos sdo distintos e tém uma reta em comum.

72 possibilidade: os trés planos se intersectam dois a dois segundo 3 retas paralelas duas a
duas.

Exemplo 4.14.7. Resolver o sistema

r + y — 3z =1
or + 2y + oz = 2
92 + 3y + 5z = 5
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pelo processo de escalonamento e interpretar geometricamente.

S R e SR A A
ox + 2y + z = 2 —_— 0Oz — 3y + 16z = -3
92 + 3y + Hz = 5 0Oz — 6y + 32z = —4

Podemos verificar, apds o escalonamento, que os coeficientes de x, y e z na linha 3 sdo iguais
a duas vezes os correspondentes da linha 2, mas o mesmo ndao ocorre com o0s termos indepen-
dentes, o que implica que o sistema é impossivel.

Fazendo uma andalise andloga a do exemplo da possibilidade anterior, concluimos que nenhum
par de planos sao paralelos e as intersecoes de pares de planos sao retas.
E, portanto,

T N =T, m N7y =8 e T My = 1.

Como, por escalonamento, jd sabemos que o conjunto solugdo é vazio, podemos verificar que as
trés retas r, s et sao paralelas duas a duas.

Figura 4.14: Os trés planos se intersectam, dois a dois, segundo retas paralelas duas a duas.

82 possibilidade: os trés planos tém um tnico ponto em comum.

Neste caso, o sistema ¢ possivel e determinado (SPD).

Exemplo 4.14.8. Resolver o sistema

r + 2y — 3z = 4
2 + 3y + 4z = 5
e + Ty — 2z = 13

pelo processo de escalonamento e interpretar geometricamente.

r + 2y — 3z = 4 :Zﬁifijﬁ r 4+ 2y — 3z = 4
2v + 3y + 4z = 5 —_— 0Or — vy + 10z = -3
dr + Ty — =z = 13 0Oz — vy + 1llz = -3

r + 2y — 3z = 4 LotLyosLs r + 2y — 3z = 4

-y + 11z = =3 z = 0



70

Apds o escalonamento, na linha 3 temos a equacao z = 0. Substituindo na equagdo da linha
2, —y + 10z = —3, obtemos que y = 3. Depois, substituindo os valores de z =0 e y = 3, na
equagdo da linha 1, x + 2y — 3z = 4, obtemos o valor de x = —2. Assim sendo, o sistema tem
solugao tnica e, portanto, o conjunto solugao é S = {(—2,3,0)}.

De modo andlogo aos dois exemplos anteriores, concluimos que nenhum par de planos sdo
paralelos e as intersecoes de pares de planos sao retas. E, assim, sabendo que a solugcao € unica,
concluimos que essas 3 retas sio concorrentes no ponto (—2,3,0).

Figura 4.15: Os trés planos tém um tnico ponto em comum.

4.15 Escalonamento - Interpretacao Geométrica

Nesta se¢ao, resolvemos por escalonamento dois sistemas lineares, um possivel e determi-
nado e outro possivel e indeterminado. Apresentamos as suas representagoes geométricas, assim
como, de todos os sistemas lineares equivalentes a cada sistema, obtidos a cada operagao ele-
mentar aplicada nas suas equagoes. Analisamos e interpretamos geometricamente o efeito nos
planos de cada operacao elementar aplicada nas equacoes dos sistemas.

4.15.1 Sistema possivel e determinado
Denotamos por L; a equacao da i-ésima linha do sistema linear.

Seja o sistema

S 2 + 2z = 0
3r — y + =z =1
A Figura 4.16 mostra os trés planos do sistema linear dado, as retas de interse¢ao 2 a 2
desses planos e o ponto P na intersecao dos trés planos, ou seja, P ¢é a solugao do sistema.

r —y + 2z =1
y +
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Figura 4.16: Representacio geométrica do sistema dado S.

A seguir, por meio de operagoes elementares sobre as equagoes do sistema linear S, obtemos
a sequéncia de sistemas equivalentes 57, Ss, S3, Sy, S5, Sg, Sy e paracada S;, 7 =1,2,3,4,5,6,7,
apresentamos a representagao geométrica dos seus planos.

Passo 1: —2L1 4+ Loy — Lo

r — y + z = 1
St 3y = -2
3r — y + z = 1

A Figura 4.17 mostra os planos de Sp, assim como, as interse¢oes 2 a 2 desses planos e o
ponto P que pertence aos trés planos. Note que as retas de intersecao 2 a 2 dos planos podem
mudar, mas o ponto P é o mesmo e é a solucao de Sj.

Figura 4.17: Representacdo geométrica do sistema Sj.
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Passo 2: —3L1 + L3 — Ls

r - y + z = 1
Sy : 3y = -2
20 — 2z = =2

A Figura 4.18 mostra os planos de S;, assim como, as intersegoes 2 a 2 desses planos e o
ponto P que pertence aos trés planos. Note que as retas de intersecao 2 a 2 dos planos podem
mudar, mas o ponto P é o mesmo e também ¢ a solucao de S5.

-

Figura 4.18: Representacao geométrica do sistema Ss.

Passo 3: L3/2 — L3 e, a seguir, Ly <> L3

r — Yy + z = 1
S3 . y — = -1
3y = =2
Passo 4: —3Ly 4+ L3 — Ls
r -y + z = 1
Sy y — =z = —1
3z = 1

A Figura 4.19 mostra os planos de Sy, assim como, as interse¢oes 2 a 2 desses planos e o
ponto P que pertence aos trés planos. O ponto P é também a solugao de Ss. Note que o plano

3z =1 é paralelo ao plano xy e passa pelo ponto (0,0, §)
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Figura 4.19: Representaciao geométrica do sistema Sy.

Passo 5: L3/3 — L3

r — Yy + z = 1
. y — 2z = —1
Ss : 1
z —_— —
3

Passo 6: L3+ Ly — Ly
r -y + z = 1
2
862 Y = _§
z = —
3

A Figura 4.20 mostra os planos de Sg, as intersecoes 2 a 2 desses planos e a solu¢ao P do

sistema. Note que o plano z = 3 é paralelo ao plano zy e passa pelo ponto (0,0, §) e o plano

2 2
Yy = —3 é paralelo ao plano zz passando pelo ponto (0, —3 0).
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Figura 4.20: Representacido geométrica do sistema Sg.

Passo 7. —Ls+ L1 — L,

g
<
Il
|
Wl W DNw| b

A Figura 4.21 mostra os planos de S7, as intersecoes 2 a 2 desses planos e a solu¢ao P do
sistema.

Figura 4.21: Representacio geométrica do sistema Sy.

Passo 8: Ly + Ly — Ly
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Sg:

NS
|
Wl =Wl NN o

A Figura 4.22 mostra os planos de Sg, as intersecoes 2 a 2 desses planos e a solucao P

do sistema. Note que os planos z = 3 y = —3 e r = 0 sdo paralelos, respectivamente, aos

planos zy, xz e yz. Além disso, o ponto P ¢é a interse¢ao desses trés planos. E, por Sg temos
21

P=(0,—=,2).

33

Figura 4.22: Representacio geométrica do sistema Sg.

4.15.2 Sistema possivel e indeterminado

Denotamos por L; a equagao da i-ésima linha do sistema linear.

Seja o sistema

r — 2y — z =1
S: ¢ 2r + y — 3z =0
r — Ty = 3

A Figura 4.23 mostra os trés planos do sistema linear S dado e a reta r, interse¢ao desses pla-
nos, ou seja, esse sistema é possivel e indeterminado, apresenta infinitas solugoes, representados
geométricamente por todos os pontos da reta r.
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Figura 4.23: Representacio geométrica do sistema dado S.

A seguir, por meio de operagoes elementares sobre as equacoes do sistema linear S, obtemos
a sequéncia de sistemas equivalentes S, Sy, S5 e para cada S;, ¢ = 1,2, 3, serd apresentada a
representacao geométrica dos seus planos.

Passo 1: —2L1 4+ Ly — Lo

r — 2y — 2z = 1
St by — z = =2
x — Ty = 3

A Figura 4.24 mostra os planos de Sy, assim como, a reta r intersecao desses planos. Note
que alterando o plano representado pela equacao 2z +y — 3z = 0, pelo plano representado pela
equacao by — z = —2, a reta r continua a mesma, ou seja, a solucdo de S; é a mesma de S.

x-2y-z=1

Figura 4.24: Representagdo geométrica do sistema S7.

Passo 2: —Ly + L3 — Ls

Sy : by — z = =2
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A Figura 4.25 mostra os planos de Sy, assim como, a reta r intersecao desses planos. Note
que alterando o plano representado pela equacao z — 7y = 3, pelo plano representado pela
equacdo —Hy + z = 2, a reta r continua a mesma, ou seja, a solu¢ao de S, é a mesma de S.

Note também que os planos referentes as equacoes Ly e L3 sao coincidentes.

X-2y-z=1

Figura 4.25: Representacio geométrica do sistema Ss.

Passo 3: Ly + Ly — L3

Jr = 2y — 2z = 1
53'{ Sy — 2z = =2

A Figura 4.26 mostra os planos de S3, assim como, a reta r intersecao desses planos. Como
os planos referentes as equagdes Lo e L3 sdo coincidentes, ao soma-los ficou 0z 4+ 0y = 0,
portanto ficamos apenas com duas equagoes. A reta r continua a mesma, ou seja, a solucao de

S3 ¢ a mesma de S.

x-2y-z=1

Figura 4.26: Representacio geométrica do sistema Ss.

Como o nimero de equagdes ficou menor do que o niimero de incognitas, o sistema apresenta

infinitas solugoes, que sao os pontos da reta r, cujas equagoes paramétricas sao
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Capitulo 5

Determinantes e o Método de Cramer

Neste capitulo introduzimos o conceito de determinante, que é um niimero associado a uma
matriz quadrada, e apresentamos suas propriedades. Nosso objetivo principal é apresentar
e demonstrar o Método de Cramer, que depende do conceito de determinante e constitue
uma técnica para a resolucao de uma classe especial de sistemas lineares, ou seja, sistemas
com numero de equagoes igual ao nimero de incognitas e cujos determinantes das respectivas
matrizes dos coeficientes sao diferentes de zero. Além deste método poder ser aplicado apenas
se o determinante da matriz dos coeficientes é diferente de zero, ele constitui um método mais
trabalhoso do que o método do escalonamento, em especial, quando o niimero de equacoes ¢é
muito grande. Para um conhecimento mais detalhado sobre o assunto, pode-se consultar as
referéncias [11] e [6].

5.1 Definicao de determinante de matriz de ordem me-
nor do que trés

Nesta secao definimos determinante para matrizes de ordem n < 3.

Definicao 5.1.1. Consideremos o conjunto das matrizes quadradas de ordem n < 3 de ele-
mentos reais. Sendo M uma matriz de ordem n desse conjunto, chamamos determinante da
matriz M (e indicamos detM ) o nimero que podemos obter operando com os elementos de M
da sequinte forma:

(a) Se M é de ordemn = 1, entdao detM € igual ao unico elemento de M, ou seja, se M = (a11),
detM = aiq.

(b) Se M é de ordem n = 2, o determinante é o produto dos elementos da diagonal principal
menos o produto dos elementos da diagonal secunddria, ou seja, se

a1 Qa2
M = ,
Q21 A22

a11 A12
Q21 A22

detM =

= A11Q22 — A12G21.
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(c) Se a matriz M ¢é de ordem n = 3, isto €,

a11 Aaiz2 i3
M = Q21 Q22 23 )

31 G322 A33
definimos o determinante de A por

ail aiz Aais
detA = 91 Q92 Q923
a31 azz 33
= 11022033 + Q12023031 + 13021032 — (13022031 — A11023G32 — A12021033.

Exemplo 5.1.2. Seja M = (6) a matriz quadrada de ordem 1. Temos detM = 6.

Exemplo 5.1.3. O determinante da matriz M = ( ? g > ¢ igual a

deth‘ ‘:3.9—7.5:27—35:—8.

O ot

3
7
Exemplo 5.1.4. O determinante da matriz

—2

2
M=|1 8
7 3

Tt =~ W

¢ igual a

—2

detM = —24.3+387+(=2).1.5— (=2).4.7—2.85—3.1.3 = 149.

9 = o
T W

8
3
Observacao 5.1.5. No caso de uma matriz de ordem 3, para obtermos os seis termos da soma
da definicao do detM , pode ser usado o dispositivo prdatico conhecido como regra de Sarrus,

por ter sido desenvolvida pelo matemdtico francés Pierre Fréderic Sarrus (1798-1861). FEste
método consiste de:

e A direita de M, copiamos a primeira e a sequnda colunas da matriz.

o Multiplicamos os elementos situados em cada direcao paralela a diagonal principal e so-
mamos 0s produtos

e Multiplicamos os elementos situados em cada direcao paralela a diagonal secunddria e do
resultado anterior subtraimos esses produtos
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5.2 Menor complementar e complemento algébrico

Nesta secao apresentamos as defini¢oes de menor complementar e de complemento algébrico,
também chamado de cofator, pois na definicao geral de determinantes que apresentamos na
Secao 5.3 utilizamos esses conceitos.

Definic¢ao 5.2.1. (Menor complementar) Consideremos uma matriz M de ordem com n >
2 e seja a;; um elemento de M. Definimos o menor complementar do elemento a;j, e indicamos
por D;; como sendo o determinante da matriz que se obtém suprimindo a linha i e a coluna j

de M.

Exemplo 5.2.2. Seja a matriz

I
GURI RN
W = w
SIS TN

Calcular Dyy, Doy, D3;.

Suprimindo a linha 1 e a coluna 1 da matriz M, temos

15
Dy = 3 9 ‘ =—13.
Suprimindo a linha 2 e a coluna 1 da matriz M, temos
3 4
D21 = 3 9 = —6.
Suprimindo a linha 3 e a coluna 1 da matriz M, temos
3 4
D3 = 1 517 11.

Definig¢ao 5.2.3. (Complemento algébrico) Consideremos uma matriz M de ordem n > 2
e seja a;; um elemento de M. Definimos o complemento algébrico do elemento a;; (ou cofator
de a;;), e indicamos por A;j, como sendo o nimero (—1).D;;.

Exemplo 5.2.4. Seja a matriz
-2

8
3

=
I
9 = N
CUR W

Calcular Aqy, Az e Aiz.

Suprimindo a linha 1 e a coluna 1 da matriz M, temos

4 8
Ay = (-1t £ g |= —28.
Suprimindo a linha 1 e a coluna 2 da matriz M, temos
1 8
_(_1\1+2 _
A = (-1) 7 3 53.
Suprimindo a linha 1 e a coluna 3 da matriz M, temos
1 4
Ay = (1) 7 5| ="23
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5.3 Definicao de determinante no caso geral

Nesta secao definimos determinante de matrizes de ordem n qualquer, com o auxilio do
conceito de cofator (complemento algébrico).

Definicao 5.3.1. Seja M uma matriz de ordem n. Definimos o determinante da matriz M, e
indicamos por detM , da sequinte forma:

(a) Se M = (a11) € de ordem 1, detM = ay;.

(b) Se M € de ordem n > 2, ou seja, se

aip a2 - Qin
Q21 Q22 -+ d2p
M = ,
An1 QAp2 " Gpn
definimos
apn @2 - Qi
Qg1 Qg2 - A2p "
detM = . . . L= CL11.A11 + a21.A21 + CL31.A31 + ...+ anl.Anl = Z ail‘Ail'
. . . . i=1
Ap1 Gp2 - App

Assim, o determinante de uma matriz de ordemn > 2 € a soma dos produtos dos elementos
da 1% coluna pelos respectivos cofatores.

Observagao 5.3.2. Para n < 3, pode ser verificado que a defini¢io de determinante (5.3.1)
dada para o caso geral é equivalente a definigio de determinante (5.1.1) dada para n < 3. (ver
Ezxemplos 5.3.3 ¢ 5.3.4)

Exemplo 5.3.3. Calcular o determinante da matriz M = (ZL Z)

detM = La] b‘ = a.Ay + c. Ay = a.(—1)%|d|+c.(=1)%.]b|= ad — be.

d
a b c
Exemplo 5.3.4. Calcular o determinante da matriz M = [d e f
g h 1

[a] b ¢
detM = € f = a.A11 +d.A21 +g.A31‘

9] h i

b ¢ 4|0 ¢
L Z.+g.(—1).e f

=a(ei—hf)—d(bi—ch)+g(bf —ce) = aei+dhc+ gbf — gce —dbi — ahf (regra de Sarrus).

=a.(-1)%

e f
. Z’ +d.(—1)%
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31 2 =2
. . 020 4
Exemplo 5.3.5. Calcular o determinante da matriz M = 04 1 -9
013 3
12 -2
dethd = |2 2 0 | g 0 Ay 0.4y 4 0.4
—@41_2—-11 A2 Azl Agqn
0] 1 3 3
2 0 4
=3.A1=3.(-1)%4 1 —2|=3.62=186.
1 3 3
1 21 1
. . 21 4 3
Exemplo 5.3.6. Calcular o determinante da matriz M = 300 2
4 3 2 =5
2 1 1
211 4 3
d@tM: 0 0 9 :1.A11—2.A21+3‘A31—4.A41
32 -5

=1.20 — 2.(—2) + 3.(—48) — 4.14 = —176.

Observacao 5.3.7. No Exzemplo 5.3.6, como na primeira coluna ndao tem nenhum valor zero,
para calcular o determinante da matriz 4 x4, foi necessdrio calcularmos quatro determinantes de
matrizes 3 X 3, tornando o cdlculo bastante trabalhoso. O trabalho para calcular o determinante
dessa matriz 4 x 4 € facilitado utilizando o desenvolvimento de Laplace apresentado na Secdo

5.4,

5.4 Desenvolvimento de Laplace

Nesta secao apresentamos o método de calculo de determinantes denominado desenvolvi-
mento de Laplace que pode facilitar o calculo do determinante de determinadas matrizes.

Proposigao 5.4.1. (Desenvolvimento de Laplace) O determinante de uma matriz M, de ordem
n > 2, é a soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos
respectivos cofatores. Isto ¢€,

(a) Se escolhermos a coluna j da matriz M, temos

ay app - e an,
Ao Gy -+ C oy,
detM = | ] - ]

= alelj + angQj + ...+ anjAnj-

An1 Qp2 Qpj H ¢ 79
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(b) Se escolhermos a linha i da matriz M, temos

@11 G2 -0 Qip
Q21 G2 - A2p
detM = = Cl“Ail + CLZ'QAiQ + ...+ amAm
Qi1 Qi | | Qin
an1 Ap2 Apn
Demonstragio. Ver a Referéncia [1]. O

Exemplo 5.4.2. Calcular o determinante da matriz

121 1

2 1 4 3
M=13 010 2|
4 3 2 -5

do Fxemplo 5.3.6, utilizando a linha 3 no desenvolvimento de Laplace.

Como na terceira linha, existem 2 zeros, escolhendo esta linha temos:

1 2 1 1
2 1 4 3

detM = @ @ = 3.A31 — O.Agg + O.Agg — 2.A34 = 3.A31 — 2.A34.
4 3 2 =5

Assim, s6 precisamos calcular dois cofatores, em vez de quatro, como fizemos no Exemplo 5.5.6
usando a Definicao 5.53.1. Portanto,

Observagao 5.4.3. Pelo desenvolvimento de Laplace (Proposicao 5.4.1), para calcularmos um
determinante, nao precisamos necessariamente dos elementos da 1 coluna e seus cofatores (De-
fini¢ao 5.5.1); qualquer outra coluna (ou linha) e seus cofatores permitem seu cdlculo. Quantos
mais zeros houver em uma fila, mais fdacil o cdlculo do determinante se usarmos essa fila. Em
particular, se a matriz tiver uma fila de zeros, seu determinante serd igual a zero.

5.5 Determinante de Vandermonde

Indiquemos o determinante de uma matriz de Vandermonde por

V = (a1, a9,as,...,a,).

O determinante V' ¢ igual ao produto de todas as diferengas possiveis entre os elementos
caracteristicos, com a condi¢ao de que, nas diferencas, o minuendo tenha indice maior que o
subtraendo. Isto é:

[I(ai—ay)

V = (a1, as,as, ...,a,) = (a2 —ay)...(a, — 1) (a3 — az)...(a, — az)...(a, —a,—1) = @ >j , onde
1€1,2,3,.nejel,23, ..n
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Demonstragio. Ver a Referéncia [11]. O

Exemplo 5.5.1.

11 1
2 3 4] =(4-3).(4—-2).3-2)=2
49 16

5.6 Propriedades dos determinantes

A definicdo de determinantes e o desenvolvimento de Laplace permitem-nos o calculo de
qualquer determinante, contudo é possivel simplificar o cadlculo com o emprego de certas pro-
priedades. Para ver as demonstragoes destas propriedades verificar a referéncia [11].

Propriedades 5.6.1. Valem as sequintes afirmagoes:

P1. (Matriz transposta) Se M é uma matriz de ordem n e M" sua transposta, entio detM =
detM?.

P2. (Fila nula) Se os elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) de uma matriz M de
ordem n forem todos nulos, entio detM = 0.

P3. (Multiplicagio de uma fila por uma constante) Se multiplicarmos uma fila qualquer de uma
matriz M de ordem n por um numero k, o determinante da nova matriz M, obtida serd o
produto de k pelo determinante de M, isto €, detM, = k.detM.

P4. (Troca de filas paralelas) Seja M uma matriz de ordem n > 2. Se trocarmos de posicao
duas filas paralelas (duas linhas ou duas colunas), obteremos uma nova matriz My tal que
detM, = —detM .

P5. (Filas paralelas iguais) Se uma matriz M de ordem n > 2 tem duas filas paralelas (duas
linhas ou duas colunas) formadas por elementos respectivamente iguais, entio detM = 0.

P6. (Filas paralelas proporcionais) Se uma matriz de ordem n > 2 tem duas filas paralelas
(duas linhas ou duas colunas) formadas por elementos respectivamente proporcionais, entao
detM = 0.

P7. (Combinagao linear) Se uma matriz quadrada M = (a;j), de ordem n, tem uma linha (ou
coluna) que é combinagao linear de outras linhas (ou colunas), entdo detM = 0.

P8. (Teorema de Jacobi) Adicionando a uma fila de uwma matriz M, de ordem n, uma outra
fila paralela, previamente multiplicada por uma constante, obteremos uma nova matriz My,
tal que detM, = detM .
Observagao: Esta propriedade é muito importante, pois permite introduzir zeros numa fila
de uma matriz, sem, com isto, alterar seu determinante. FEsta propriedade, juntamente
com o desenvolvimento de Laplace, facilita bastante o cdlculo do determinante.

P9. (Matriz triangular) Chamamos matriz triangular, aquela cujos elementos situados de um
mesmo lado da diagonal principal sao iguais a zero, isto €, a matriz M = (a;;) € triangular
se a;; =0 para t < j ou a;; =0 para ¢ > j. O determinante de uma matriz triangular € o
produto dos elementos da diagonal principal.
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P10. (Teorema de Binet) Se A e B sao matrizes quadradas de ordem n, entio det(A.B) =
(detA).(detB). *

Os exemplos a seguir, foram feitos com matrizes de ordem 2, apenas pela facilidade do calculo
de seus determinantes, sendo que as propriedades valem para matrizes de qualquer ordem, como
enunciado em Propriedades 5.6.1. Os exemplos tém apenas o objetivo de constatar cada uma
das propriedades apresentadas em (5.6.1). Para as demonstragoes das propriedades podem ser
consultadas as Referéncias [11] e [1].

1 4
v=fa )

verificar que o determinante de M e de sua transposta M" sdio iguais. (P1)
Temos:

Exemplo 5.6.2. Dada a matriz

detM = |; g’ =15-42=-3, ¢
detM' = |}1 §| =15—-24=-3.

Assim, detM = detM*.

Exemplo 5.6.3. Seja a matriz

Calcular detM .

Notemos que M tem uma linha nula e seu determinante € igual a zero. (P2)

e ().

Calcular detM e detM;, com M a matriz obtida de M multiplicando-se sua primeira linha por

Exemplo 5.6.4. Seja a matriz

2, isto €,
2 8
w23,
Temos,
1 4
detM = |2 3‘ =13—-42=-5 ¢
2 8
det M, = |2 3‘ =23-82=-10.

Assim, detM, = 2.detM. (P3)

!Para a defini¢do de produto de matrizes pode ser consultada a Referéncia [1].
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Exemplo 5.6.5. Seja a matriz

- ()

Calcular detM e detMy, com M a matriz obtida de M trocando-se as posicoes das linhas 1 e

2, isto €,
2 3
= (29)
Temos,
detM = L4 =13—-42=-5
etM =1, o =1 2=-5 ¢
2 3
det M, = |1 4| =24—-31=5.
Assim, detMy = —detM. (P})
Exemplo 5.6.6. Seja a matriz
11
M= ( ! 4> |
Calcular det M .
11
detM = 4 4| =14—-14=0.

Notemos que M tem duas linhas iguais e seu determinante € igual a zero. (P5)

1 2
e (),
1 2
2 4

Exemplo 5.6.7. Seja a matriz

Calcular detM .

detM:‘ |:1.4—2.2:0.

Podemos observar que a linha 2 é igual a duas vezes a linha 1, ou seja, Ly = 2.L1, e seu
determinante € igual a zero. (P6)

Exemplo 5.6.8. Seja a matriz

I
(G2 BTSN NV
w~ e
—_
© w o

Calcular detM .
Temos,

2 3 [5]

detM = |4 —1 =2(-1).9+335+544—-5(-1).5-234—-349=0.

5 4 9]

Podemos observar que a terceira coluna da matriz M € igual a soma da primeira coluna e da

sequnda coluna, isto é, a terceira coluna é combinagdo linear das colunas 1 e 2, e detM =0.
(P7)
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Exemplo 5.6.9. Seja a matriz
5
7

1
M=14
4 —6

N W

Calcular detM e detMy, com My a matriz obtida de M adicionando-se a sequnda coluna a
primeira coluna multiplicada por (—3), isto é,

1 [0 5
My= 1|4 |-10] 7
4 |-11| —6
Temos,
1 3 5
detM =14 2 7 |=12(-6)4+374+541-524—-34.(-6)—1.1.7=117¢
4 1 -6
1 0 )
detM, =14 —-10 7 |=1.(-10).(—6)+0.7.4+5.4.(—11) —5.(—10).4—1.7.(=11) —0.4.(—6) =
4 —11 -6
117.

Logo, detM = detM, .

Neste caso, a sequnda coluna de My é uma combinagao linear das colunas 1 e 2 da matriz M.
Pela propriedade (P8), ao notar esta relagio entre as colunas, podemos apenas calcular det M
e colocar detM = detM,, sem a necessidade de calcular det M.

Exemplo 5.6.10. Seja a matriz

Calcular detM .

Temos,

3] 0 0

detM = | 1 0]=34140.02+0.1.(-3) - 042 —3.0.(=3) +0.1.1 = 12

2 -3 [1]

Note que a matriz M é triangular e, pela propriedade (P9), para obter o detM bastaria ter feito
o produto dos elementos de sua diagonal que € igual a 12.

Exemplo 5.6.11. Seja a matriz

cocoow
e R R N
N )
O O N

Calcular detM .
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Como a matriz M é triangular, pela propriedade (P9), o seu determinante é o produto dos
elementos da diagonal principal. Logo,

detM = =3.4.12 =24

OOHH
OHO[\D
Ho b —

Exemplo 5.6.12. Sejam as matrizes

(Y e

Calcular detA, detB e det(A.B), sendo A.B o produto das matrizes A e B, ou seja,
2 13
an-(25)

A sequir verificar que det(A.B) = (detA).(detB).

Temos
1 2
detA = |3 4‘ =14—-23=-2,
2 3
detB—‘O 5‘—2.5—3.0—10 e
2 13
det(A.B) = ‘6 29' =229 —-13.6 = —20.

Portanto, (detA).(detB) = —2.10 = —20 = det(A.B).

Note que, pela propriedade (P10), para obter o det(A.B) bastaria ter calculado detA e detB e
usado a identidade det(AB) = (detA).(detB).

5.7 Resolucao de sistemas lineares - Regra de Cramer

O estudo de determinantes constitui outra forma de resolver sistemas n X n, com a vanta-
gem de permitir que os sistemas sejam resolvidos a partir do determinante da sua matriz dos
coeficientes.

O método de resolver um sistema por determinante é conhecido como Regra de Cramer,
por ter sido divulgado pelo matemético suigo Gabriel Cramer (1704-1752).

Porém, esse método s6 pode ser utilizado em sistemas cujas matrizes dos coeficientes pos-
suem determinantes nao nulos.
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5.7.1 Meétodo de Cramer para sistemas lineares de duas equacoes e
duas incégnitas

Proposicao 5.7.1. (Regra de Cramer) Seja o sistema linear de duas equagées e duas incdgnitas

ar + by = ¢
dv + ey = f~

Sendo A a matriz dos coeficientes, ou seja,

a b
a=(a0)

se detA # 0, entdo o sistema tem uma unica solugcdo dada por

c b a ¢
_ _1df
x_ab 6y_ab'

d e d e

Demonstragao. Para calcular a incognita x, multiplicamos a primeira equacao por e e a segunda
equacao por b, obtendo o sistema equivalente

aex + bey = ce
bdx + bey = bf "~

Subtraindo da primeira equacao, a segunda equacao, temos
aex — bdxr = ce — bf
Logo,
(ae — bd)x = ce — bf.

Como detA = ae — bd # 0, temos

ce —bf

ae — bd’
Agora, para calcular a incognita y, multiplicamos a primeira equacao por d e a segunda equacao
por a, obtendo o sistema equivalente

adr + bdy = cd
adr + aey = af’

Subtraindo da segunda equacao, a primeira equagao, temos
aey — bdy = af — cd.

Logo,

(ae —bd)y = af — cd.
Novamente, como detA = ae — bd # 0, temos
_af —cd
Arr——
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E, finalmente, em termos de determinantes, os valores de x e de y podem ser expressos da forma

c b a ¢
_fe _d
x_abey_ab'
d e d

]

Observagao 5.7.2. As formulas de x e de y dadas na Proposi¢io 5.7.1, podem ser expressas
da sequinte forma:

 detA, _ detA,

T dad ¢ VT daar
sendo A a matriz dos coeficientes do sistema, A, a matriz que se obtém substituindo em A
0s coeficientes de x pelos termos independentes correspondentes e A, a matriz que se obtém
substituindo em A os coeficientes de y pelos termos independentes correspondentes. Enfatizamos
que estas formulas so podem ser utilizadas se detA # 0.

5.7.2 Meétodo de Cramer para sistemas lineares de trés equacgoes e
trés incognitas
Proposicao 5.7.3. (Regra de Cramer) Seja o sistema linear de trés equagoes e trés incdgnitas

amr + by + cz = dy
ast + by + oz = dy ..
asr + byy + c3z = d3

Além disso, sejam A a matriz dos coeficientes e B a matriz do termos independentes, ou seja,

aq bl (6] d1
A= as b2 C3 e B= d2
az bz c3 ds

Se detA # 0, entdo o sistema tem uma unica solugdo dada por

detA, detA, detA,
= — — = —
detA’ VT detA” detA’
em que A, € a matriz que se obtem de A substituindo-se a sua primeira coluna pela coluna de

B, A, € a matriz que se obtem de A substituindo-se a sua sequnda coluna pela coluna de B e
A, € a matriz que se obtem de A substituindo-se a sua terceira coluna pela coluna de B.

Demonstragdo. Sendo
detA:a1 bg C3 — a1 Co b3—bl a9 03+b1 CQCL3+01 a9 bg—Cl bg CL37AO,
escalonando o sistema, obtemos

blngg—blngg—bgCld3+b203d1+b301d2—b302d1

aq b203—a1 b302—(12b1Cg+&2b301+a35162—a36261
—a102d3+a1 ng2+a261 d3—a203d1—a301 d2+a302

lx + 0y + 0z =

O+ 1y + 0z = a1 bycg—aybgcg—ag by c3+as bycy+as3byca—a
allbzgjg—a,llggjz—ggé334—5’28&14‘33}732—23%

Oxr + Oy + 1z =
Y a1b203—a1bgCg—ale03+a2b301+a3b102—a3b201
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Assim,
b1 Co dg—bl ngg—bg C1 d3+b2 C3d1+b3 C1 d2_b302 d1
T = )
aq b203—a1 bgCQ—CLle Cc3 + ao bg c1+as b1 Co — a3 b2 C1
. —ay Cy d3+a1 C3 dg"‘&z C1 d3—a2 C3 dl—ag C1 dQ‘FCLg Co dl
N aq 6263—(11 bgCQ—GQ b1 Cc3 + as b3 1+ as bl Co — Q3 bz Cq
aq b2 dg—a,l b3d2—a2 b1 d3—|—a2 b3d1+(l3b1 dg—a,g bg d1
B ay by cg —ay by cg —ag by c3 +ag by c; +as by co —as by ¢y
Portanto,
dl bl (&1
d2 bg (&)
o dg bg C3 . detAm
v ai b1 C1 N detA 7
az by o
az by ¢
ap di o
az dy ¢
as d3 C3 detAy
y = = , e
ap b1 C1 detA
(05} b2 Co
as b3 C3
ap by dy
az by do
- as bg d3 . detAZ
T ay bl C1 N detA .
az by o
az by ¢

]

5.7.3 Meétodo de Cramer para sistemas lineares de n equacoes e n

incognitas

Consideremos o sistema linear de n equagoes e n incégnitas

a11T1 + Q1222
A21X1 + Q2222

ap1T1 +  Gpal2

_|_
+

+

que pode ser expresso por A.X = B, em que

a1 Aaig

Q21 Qa22
A= ]

An1  Ap2

+ apT, = bl

+  agmx, = b2

)

+  QppTy, = bn
Q1n
Q2n,

ann
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é a matriz dos coeficientes,
I
T

Tn

¢ a matriz das incognitas e

by
by
bn
é a matriz dos termos independentes.

A seguir apresentamos o resultado sobre a Regra de Cramer para sistemas lineares de n
equagoes e n incognitas.

Proposicao 5.7.4. (Regra de Cramer) Se o sistema linear de de n equagdes e n incégnitas
AX = B € tal que a matriz dos coeficientes A, . tem determinante nao nulo, entdo o sistema
tem uma unica solucao dada por

_ detA, _ detAy _ detA,
 detA’ T2 = detA’ Tn = detA’

em que A; € a matriz que se obtem de A substituindo-se a sua j-ésima coluna pela coluna de
B, para j =1,...,n.

X1

Demonstragio. Ver a Referéncia [19]. O

Observacao 5.7.5. Se a matriz A dos coeficientes nao tiver determinante nulo, entao a Regra
de Cramer nao se aplica. Pode ocorrer que detA = detA; = 0, para j = 1,...,n e o sistema
nao tenha solugao. Note que nas demonstragoes das Proposicoes 5.7.1 e 5.7.3, sobre a Regra de
Cramer, a hipotese do determinante dos coeficientes ser nao nulo é importantissima.

5.8 Determinantes, Regra de Cramer e analise de siste-
mas

Na se¢ao anterior vimos, para um sistema linear cujo niimero de equacoes € igual ao niimero
de incognitas, que se o determinante dos coeficientes do sistema é nao nulo entao o sistema
tem uma Unica solugao, sendo, portanto, um sistema possivel e determinado. Neste caso, a
solugao pode ser calculada utilizando a Regra de Cramer.

No caso em que o determinante dos coeficientes do sistema é nulo, para analisa-lo e resolvé-
lo deve ser utilizado outro processo, como por exemplo o método do escalonamento. Isso
reforga a importancia do processo de resolucao pelo escalonamento.

Exemplo 5.8.1. Dado o sistema

w
&
_l_
wo

<
_l’_
wo
&

I
o~
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e sendo A a matriz dos coeficientes, B a matriz dos termos independentes, A, a matriz que se
obtem de A substituindo-se a sua primeira coluna pela coluna de B, A, a matriz que se obtem
de A substituindo-se a sua sequnda coluna pela coluna de B e A, a matriz que se obtem de A
substituindo-se a sua terceira coluna pela coluna de B, temos

111 111 111 111
detA=12 2 2/ =0, detA, = |2 2 2/ =0, detAd, = |2 2 2/ =0, det A, =[2 2 2/=0
33 3 43 3 34 3 3 3 4

Se tentarmos usar a Regra de Cramer, mesmo sabendo que o detA = 0, podemos acabar fazendo
uma andlise errada do sistema. O que erradamente pode acontecer € que a partir de

detA, 0 detA, 0 detA, 0

T detA 0’ y= detA 0

°= detA 0

concluirmos que o sistema € indeterminado, isto €, possui infinitas solucoes. Mas isto € um erro!

Ao analisarmos as equagoes desse sistema, facilmente percebemos que ndao tem solugdo, pois

se a primeira equac¢do do sistema € x +y + z = 1, entdo 3x + 3y + 3z deve ser igual a 3

e nao 4, como na terceira equacdo do sistema. Porém, como vimos acima, tentando usar a
0

0 0

regra de Cramer, obtivemos x = —, y = — e z = —, ou seja, indeterminagoes, o que poderia

levar a falsa conclusao de que o sistema € indeterminado. Resolvendo esse sistema pelo método
de escalonamento obtemos que o sistema € impossivel, o que pode ser também visualizado ao
analisarmos sua representagdo grdfica, como pode ser conferido a sequir.

Resolugdo do sistema do Exemplo 5.8.1 pelo método de escalonamento e sua
representacdo grdfica

— —2L1+La—L
r+ y + z = BT r + y + z =1
20 + 2y 4+ 2z = 2 _— 0Oz + Oy + 0z = O
v + 3y + 3z = 4 Oz + Oy + 0z = 2

Apds o escalonamento, na linha 3 temos 0 = 2 e, portanto, o sistema ¢ impossivel.

=8 r=n ]

sssss

e ] & [elElE]

Figura 5.1: Representacao grafica do sistema do Exemplo 5.8.1
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Exemplo 5.8.2. Seja o sistema

r + 2y + 3z = 6
2 + 4y + 6z = 12 .
r + 3y + 2z = 6
Temos
1 2 3 6 2 3 1 6 3 1 2 6
detA=|2 4 6| =0,detA, =112 4 6| =0,detA, =12 12 6| =0,detA, =2 4 12/ =0
1 3 2 6 3 2 1 6 2 1 3 6

Assim, se tentarmos usar a Regra de Cramer, encontramos as indeterminagcoes

_detA, 9 _detd, 0 detA, 0
T deta "0 Y

 detA 0 ¢ Z:detA_O'

Com isto nao podemos decidir nada sobre o sistema.

Mas, ao analisarmos o sistema desse exemplo facilmente percebemos que a tripla ordenada
0 0

0
(1,1,1) € solugio. Porém, pela regra de Cramer, obtivemos x = —, y = — e z =

0 0 0’ ou seja,

indeterminacoes.

No Exemplo 5.8.1, apds uma andlise algébrica e por meio de escalonamento, concluimos que o
sistema era impossivel, o que ndo acontece neste caso. Este sistema tem a solugao (1,1,1) e,
como vimos na Secao 5.7, a solugdo so € unica quando detA # 0. Entdo, o sistema terd infinitas
solugoes, ou seja, temos um sistema possivel e indeterminado, o que pode ser demonstrado por
meio da sua resolugao algébrica (método do escalonamento), como faremos a sequir, e também
percebido pela sua representacdo grdfica, conforme Figura 5.2.

Resolugdo do sistema do Exemplo 5.8.2 pelo método de escalonamento e sua
representacdo grdfica

r 4+ 2y + 3z = 6 iQLLlleL;:LL; r + 2y + 3z = 6
2c + 4y + 6z = 12 —_— O + Oy + 0z = 0
r + 3y + 2z = 6 y — 2z =0
Fazendo z = k no sistema escalonado, obtemos infinitas solugoes do tipo (6 — 5k, k, k), o

que implica que o sistema € possivel e indeterminado. Além disso, a representagdo grdafica do
conjunto solucao é uma reta.



e

Arquivo Etar Exbir Opges Ferramentas Janela Ajuda
5 c

o =

[

Blolkblolelelalo]4lx]-<)

- Reta
@ EX=(6.0.0+A(5,1,1)

Figura 5.2: Representagao grafica do sistema do Exemplo 5.8.2

96



97

Capitulo 6

Sistemas Lineares - Aplicacoes

O objetivo deste capitulo é mostrar algumas aplicacoes do uso de sistemas lineares, em
diversas areas de conhecimento, possibilitando, por exemplo, o trabalho interdisciplinar. Para
um maior aprofundamento pode ser consultado as referéncias [17] e [16].

6.1 Quimica: Balanceamento de equacoes quimicas

Estequiometria é o cdlculo que permite relacionar quantidades de reagentes e produtos
que participam de uma reag¢ao quimica com o auxilio das equagodes quimicas correspondentes.

Para uma equacao quimica estar balanceada, é necessario que o nimero de atomos de cada
elemento seja 0 mesmo em cada lado da equacao. Para fazermos um balanceamento é necessario
colocarmos um numero (denominado coeficiente estequiométrico) antes dos simbolos. Esses
coeficientes, usados no balanceamento de uma equacao quimica, devem ser sempre oS menores
numeros inteiros possiveis. Numa reacao quimica temos um rearranjo de a&tomos, onde reagentes
sdo transformados em produtos.

Exemplo 6.1.1. Consideremos a equacao quimica
H2 + 02 — HQO

Esta equagdo nao esta balanceada, pois o numero de dtomos do oxigénio ndo € o mesmo em
cada lado.
Se o0s coeficientes estequiométricos forem respectivamente x, y e z, temos

THy + yOg — ZHQO s

2v = 2z
2 = =z
Apds escalonarmos o sistema obtemos
20 + 0y — 2z = 0
Oz + 2y — 2z =0

No sistema de equagoes acima, o numero de equagoes é menor do que o numero de incog-
nitas, portanto, o sistema é SPI (sistema possivel e indeterminado), ou seja, admite mais de
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uma solugdo, porém so nos interessa a menor solucao inteira. Pelo sistema escalonado, a so-
. . . . Q . . . .
lugao genérica deste sistema € (a, 5 a). Como os coeficientes precisam ser inteiros e o menor

possivel, entdo devemos ter « = 2 e a solugio x =2,y =1 e z = 2. Logo, a equacao balanceada

s

(&
2H2 —+ 102 — 2H20

Exemplo 6.1.2. Consideremos a equacao quimica
C6H6 + 02 — COQ + H20

Nesta equacao sao quatro coeficientes estequiométricos. Se os coeficientes estequiométricos
forem, respectivamente, x, y, z e w, temos

l'CgHG + y02 — ZCOQ + ’LUHQO .

6r = =z
6r = 2w
2 = 224w
Apds escalonarmos o sistema temos
6z + 0y — 2 4+ Ow = 0
Oz + 2y — 22 — w = 0 .
O + 0y — 2 4+ 2w = 0

. : ) .o b
Considerando no sistema escalonado w = «, encontramos as sequintes solugoes (g, 5 20, ),

com a € R. Entdo , a menor solugdo inteira ocorre quando o = 6, que corresponde a solu¢cao
x=2,y=152=12 e w = 6. Logo, a equagcio balanceada é

QCGHG + 1502 — 12002 + 6H20

6.2 Biologia: Dieta alimentar

Um jovem esportista esta fazendo o seu treino e se sente muito cansado. Fala entdo com a nu-
triocionista do clube que lhe sugere uma dieta com quilocalorias, lipideos e proteinas suficientes
para as atividades esportivas. O atleta precisa consumir diariamente 2072Kcal (quilocalorias),
220g de proteinas e 19,3g de lipideos e, para isto, uma nutricionista passou uma dieta a base de
arroz, filé de frango grelhado e maca. Na Tabela (6.1) temos a quantidade destas substancias
encontradas em cada alimento. Este exemplo consta do video, produzido pelo projeto M3 -
IMECC - Unicamp, conforme a Referéncia [16].

\ 100g H quilocalorias \ proteinas \ lipideos \
arroz 128 2,9 0,2
filé de frango 159 32 2,5
magca 63 0,2 0,2

Tabela 6.1: Dieta Alimentar
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Para sabermos quantos gramas de cada um destes alimentos o atleta deve ingerir diaria-
mente, consideramos o sistema de equagoes lineares

128a + 159f + 63m = 2072
2,56 + 32f + 0,2m = 220 ,
0,2 + 2,5f + 0,2m = 19,3

com: a a quantidade de por¢oes de 100g de arroz, f a quantidade de porgoes de 100¢g de frango,
m a quantidade de porcoes de 100g de maga.

Resolvendo o sistema encontramos a seguinte solucao: a = 4,2235, f = 6,8131 e m = 7,113.
Isto significa que o atleta necessita comer 4,2235 porc¢oes de 100g de arroz, ou seja, 422,35g de
arroz, 681,31g de frango e 711,3g de maca.

6.3 Curva polinomial

Com n pontos num plano xy, (z1,y1), (z2,Y2), ..., (Tn, Yn), representando uma colecao de da-
dos, pretendemos encontrar uma fungiao polinomial de grau n— 1, p(x) = ag+ a1 + ax? + ... +
a,_12"! cujo gréfico passa por todos os pontos especificados. Este procedimento ¢ chamado de
curva polinomial. Se todas as coordenadas dos pontos sao distintas, entao existe precisamente
uma fungao polinomial de grau n — 1 (ou menos) que se ajusta aos n pontos.

Para encontrar os n coeficientes de p(z), substituimos cada um dos n pontos na funcao
polinomial e obtemos n equagoes lineares nas variaveis ag, ay, as, ... ,a,_1, ou seja, obtemos o
seguinte sistema linear de n equagoes e n variaveis.

-1
Qo + a1ry + CLQQI% + ...+ an_lx? = U
-1
ag + aTy + axrs + ... + A, 1Y = Y
2 n—1 __
a + axr, + ax, + .. + ap_1x, = Yn
na forma matricial:
2 n—1
1z o7 ] ag Y1
2 n—1
1 zo x5 Ty aq Yo
2 —1
1z, x -+ x) Ap—1 Un

Matriz de Vandermonde

Exemplo 6.3.1. Para encontrar a fungdo polinomial de grau 2, dada por p(x) = ap+a1x+asz?,
cujo grdfico passa pelos pontos (1,4), (2,0) e (3,12), substituimos cada um dos 3 pontos na
funcao polinomial e obtemos 3 equacgoes lineares nas variaveis ag, ay, Gz, as, ou seja, obtemos
o sequinte sistema linear de 3 equacoes e 3 varidveis.

Substituindo,

p(1) = ap + ar(1) + az(1)*> = ag + a1 + ay = 4,
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p(2) = ag + a1(2) + a2(2)2 = ag + 2a; + 4ay = O,
p(3) =ap+ G1(3> + a2(3)2 = ag + 3a; + 9a, = 12.

Assim, temos o sistema linear

ag -+ a; + o — 4
ap + 2a1 + 4das
Qo + 3&1 + 9&2 = 12

I
o

Resolvendo o sistema obtemos ay = 24, a1 = —28 e ay = 8. Logo, a fungio desejada €
p(r) = 24 — 28x + 822, como podemos ver na Figura 6.1.

(3,12)

<=p(x)

Figura 6.1: Grafico de p(z) = 24 — 28z + 822

6.4 Analise de rede

As redes compostas de ramos e juncgoes sao usadas como modelos em campos tais como
economia, andlise de transito e engenharia elétrica. Em um modelo de rede, assumimos que o
fluxo total em uma jungao é igual ao fluxo total fora da jun¢do. Por exemplo, a jun¢ao mostrada
na Figura 6.2 tem 25 unidades fluindo para ele. Entao, deve haver 25 unidades saindo. Podemos
representar essa situacao por meio da equacao linear

X1+ X9 = 25.
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-~
25 _ C

X9

Figura 6.2: Analise de rede

Como cada jungdo em uma rede da origem a uma equacao linear, podemos analisar o fluxo
através de uma rede composta por varias jungoes, resolvendo um sistema de equacoes lineares.
O exemplo (6.4.1) ilustra este procedimento.

Exemplo 6.4.1. Consideremos a rede mostrada na Figura 6.5.

0 CA—
S P

~— -

X ;\ - //\’ 3
2 .
x, “T/_\/I g X,
//_/\q_ ~—

10_« 10
o )
Ny Xe N

]

Figura 6.3: Exemplo de rede

Cada uma das cinco jungoes da rede dd origem a wma equacdo linear e, portanto, temos o
sequinte sistema de equagoes lineares

Ty + Ty = 20
r3 — x4 = —20
To + X3 = 20 .
r1 — x5 = —10
—x4 + x5 = —10
Ou seja,
11]1 + 1.T2 + O.Tg + 01’4 + OZL’5 = 20
05(71 + 01’2 + ].[Eg — 11’4 + OZL’5 = —20
0.’L’1 + 11’2 + 1&73 + 01‘4 + 0I‘5 = 20 .
ley + O0xy + Ox3 + Oxy — 1lzs = -—10
0xy + Oxy + Oz3 — 1y + lzs = —10
Por meio de escalonamento, este sistema é equivalente a
11‘1 + 01’2 + 0133 + OZL’4 - 1.%'5 = —10
11’2 + 01’3 + 01’4 + 11‘5 = 30
leg + Oxy — 1lxzs = —10.
1.1'4 — 1[175 = 10
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Assim,
r1— x5 =—10, a9+ 25=30, x3—25=-10 e x4— x5 =10.

Portanto, o sistema € possivel e indeterminado, ou seja, apresenta infinitas solugoes. FEntao,
fazendo x5 =1t, comt € R, temos

r1=1t—10, 29=—-t+4+30, a3=t—10, x24=t+10 e z5=1.

Assim, supondo que seja possivel controlar a quantidade de fluzo ao longo do ramo x5, usando
a solugcao encontrada, podemos controlar os fluros representados pelas outras varidveis. Por
exemplo, fazendo t = 10 pode-se reduzir o fluxo de x1 e x3 para zero, como mostrado na Figura

6.

Figura 6.4: Controlando o fluxo da rede

O tipo de analise de rede apresentada no Exemplo 6.4.1 pode ser usado em problemas
relacionados com o fluxo de trafego pelas ruas de uma cidade ou o fluxo de dgua através de um
sistema de irrigagdo ou uma rede elétrica que é outro tipo de rede onde a andlise é comumente
aplicada, entre outras situacoes.
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Capitulo 7

Resolucao de Sistemas Lineares com o
GeoGebra

O objetivo deste capitulo é apresentar o software GeoGebra e dar uma nog¢ao de como usé-lo
para realizar as atividades propostas neste trabalho sobre a representacao grafica de sistemas
lineares com duas e trés incognitas. Foi usado como referéncia [9], site criado para a divulgacao
do software GeoGebra, onde podemos encontrar materiais e recursos para o seu uso em situacoes
de ensino e aprendizagem.

7.1 Conhecendo o GeoGebra

Markus Hohenwarter da Universidade de Salzburgo foi quem idealizou o projeto do soft-
ware GeoGebra e é um de seus principais desenvolvedores em conjunto com Yves Kreis da
Universidade de Luxemburgo.

O GeoGebra ¢ um software com finalidades didaticas para ser utilizado em situagoes de
ensino e aprendizagem de matematica. Com ele é possivel realizar cdlculos aritméticos, algé-
bricos e utilizar multiplas representacoes graficas de objetos mateméaticos. Os desenvolvedores
do GeoGebra permitem que ele seja baixado do site oficial www.geogebra.org e instalado em
computadores com sistemas operacionais diversos.

O GeoGebra recebeu esse nome pela possibilidade de operar com as representagoes arit-
mética, algébrica e geométrica conjuntamente. Isso significa que um objeto construido com o
mouse ou digitando sua sintaxe na Entrada pode possuir mais de uma representacao: geomé-
trica e aritmética ou algébrica.

7.1.1 Interface

A interface do GeoGebra, ao ser carregado, apresenta a seguinte configuragao padrao.
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Figura 7.1: Interface do GeoGebra

1. Barra de Menus: disponibiliza opgoes para salvar o projeto em arquivo (.ggb) e para
controlar configuragoes gerais.

2. Barra de Ferramentas: composta por dois conjuntos de icones, para se trabalhar em
2D ou 3D, concentra todas as ferramentas uteis para construir pontos, retas, figuras
geométricas, obter medidas de objetos construidos, entre outros. Cada icone dessa barra
esconde outros icones que podem ser acessados clicando com o mouse em seu canto inferior
direito.

3. Janela de Algebra: &4rea em que sdo exibidas as coordenadas, equacoes, medidas e
outros atributos dos objetos construidos.

4. Entrada: campo de entrada para digitacao de comandos

5. Janela de Visualizagao: area de visualizagao grafica de objetos em 2D ou 3D, que
possuem representacao geométrica e que podem ser desenhados com o mouse usando
icones da Barra de Icones ou comandos digitados na Entrada.

6. Lista de Comandos: listagem de comandos predefinidos. Entre eles hd comandos
relacionados aos icones da Barra de Ferramentas.

7.1.2 Barra de Ferramentas

A Barra de Ferramentas localizada na parte superior do GeoGebra é composta de um
conjunto de icones, de acordo com a Janela de Visualizacao que estiver trabalhando, 2D ou
3D, com as ferramentas necessarias para o usudrio construir, movimentar, obter medidas e

modiﬁcar atributos de objetos construidos.
&v &
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Figura 7.2: Barra de Ferramentas 2D do GeoGebra
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Para ativar uma ferramenta, basta clicar em seu icone. No entanto, para cada conjunto
de icones, ha apenas um visivel, ao clicar em cada icone pode-se ver as ferramentas ocultas.
Seguem abaixo as opgoes para o trabalho em 2D.

Y 5 25BN o) [+) P N2 B

P Jane de Visualizagdo

Ponto
&
Ponto em Objeto
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Intersecdo de Dois Objetos
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e 1
‘3}[% Rotagio em Torno de um Ponto 1 Roots
Figura 7.3: 2D - Barra de Ferramentas 1 Figura 7.4: 2D - Barra de Ferramentas 2

DR 2 S [0/ EAN ST

» Janelade Algehra

D5 = ESEREAN
¥ Janela de Al " Reta

./' Segmento
2.

Reta Perpendicular

8

Reta Paralela

Mediatriz

Segmento com Comprimento Fixo Bissetriz 4

%ﬁxv¥

Semirreta

./ Reta Tangente a
:_\‘ Caminho Poligonal 3 .\Q Reta Polar ou Diametral
> 2

,«" Vetor e Reta de Regressdo Linear

2 = 1
./’;. Vetor a Partir de um Ponto . .

¢ e, Lugar Geométrico
1 . o
Figura 7.5: 2D - Barra de Ferramentas 3 Figura 7.6: 2D - Barra de Ferramentas 4
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Figura 7.7: 2D - Barra de Ferramentas 5 Figura 7.8: 2D - Barra de Ferramentas 6
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Figura 7.11: 2D - Barra de Ferramentas 9 Figura 7.12: 2D - Barra de Ferramentas 10
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Figura 7.13: 2D - Barra de Ferramentas 11 Figura 7.14: 2D - Barra de Ferramentas 12

Seguem abaixo, as caixas de ferramentas para o trabalho em 3D.
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Figura 7.15: Barra de Ferramentas 3D do GeoGebra
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Figura 7.16: 3D - Barra de Ferramentas 1 Figura 7.17: 3D - Barra de Ferramentas 2
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Figura 7.24: 3D - Barra de Ferramentas 9
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Figura 7.25: 3D - Barra de Ferramentas 10
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Figura 7.26: 3D - Barra de Ferramentas 11
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Figura 7.28: 3D - Barra de Ferramentas 13
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Figura 7.27: 3D - Barra de Ferramentas 12
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Figura 7.29: 3D - Barra de Ferramentas 14

7.2 Aprendendo a utilizar o Geo(ebra

7.2.1 Resolucao de sistemas com duas incégnitas

12 passo: Abrir o GeoGebra.

Ao abrir o GeoGebra aparecers a seguinte tela, dividida em duas janelas, Janela de Algebra
e Janela de Visualizagio (usada para trabalhar em duas dimensdes, portanto, trabalhar com
sistemas com duas incognitas), conforme a Figura 7.30.

§¥ GeoGebra =X

Arquivo. Editar Exibir Op Janela Ajud: Ent

®

» Janela de Algebra ¥ _Janela de Visualizagio [
4

Entrad @

Figura 7.30: Tela inicial do GeoGebra
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2¢ passo: Digitar as equacgoes.

Na caixa de Entrada, no canto inferior da tela, (Figura 7.1), digitamos todas as equagoes do
sistema. Por exemplo, digitamos x+y = 10 e apertamos a tecla enter e repetimos este processo
para todas as equacoes. Automaticamente aparecera na Janela de Algebm, a equacao digitada,
e na Janela de Visualizagao, a sua representacao grafica, que neste caso serd uma reta (Figura
7.31).

32 passo: Pontos de intersecao.

Na barra de ferramentas, no segundo icone (Figura 7.4), clica-se na opgao Interse¢io de Dois
Objetos e depois, por exemplo, para marcar a intersecdo de duas retas, clica-se em cada uma
das retas. Se existir a intersecdo, serd criado um ponto, que aparecerd na Janela de Algebra e
também na Janela de Visualizagio (Figura 7.31).

ooty e T T T T T T T -
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Enfrada; B

02 | |

> 080972017

Figura 7.31: Janela de Algebra e Visualizacio

4° passo: Alterando as configuragoes.

Na Janela de Visualizacao, clica-se o botao direito do mouse sobre um objeto, desta forma
aparecera uma janela (Figura 7.32) para que possa ser alterada algumas propriedades, tais
como, cor, estilo, entre outras.
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Figura 7.32: Alterando Propriedades
52 passo: Visualizagao.

Na Barra de ferramentas, no décimo segundo icone (Figura 7.14), para melhorar a visuali-
zagao, existem opgoes para mover os objetos, ampliar ou reduzir.

7.2.2 Resolucao de sistemas com trés incognitas

12 passo: Abrir o GeoGebra.

Ao abrir o GeoGebra aparecerd uma tela dividida em duas janelas, Janela de Algebra e
Janela de Visualizagdo. Para trabalhar com sistemas com 3 incégnitas, usa-se apenas a Janela
de Algebm e a Janela de Visualizacao 3D, para isto, no menu principal, escolhe-se a opcao
Ezibir (Figura 7.33), para selecionar as janelas a serem usadas e fechar as quais nao serao
utilizadas. Neste caso, clica-se na opc¢ao Janela de Visualizagdo, a mesma serd fechada e ao
clicar na opcao Janela de Visualizacio 3D a mesma sera aberta.

Doons T -
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I

Figura 7.33: Escolhendo janelas de visualizacao

Apés selecionar as janelas a serem utilizadas, obtem-se a tela da (Figura 7.34).
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Figura 7.34: Tela inicial para trabalhar em 3D

29 passo: Configurar a Janela de Visualizagao.

Para facilitar a visualizacao, é necessario clicar em algum lugar da Janela de Visualizagdo
3D, e pressionar o botao direito do mouse, que abrird uma janela, onde escolhe-se a opcao
Plano, assim sendo ird desaparecer o plano que foi criado automaticamente pelo GeoGebra,
e na mesma janela, na opcao Janela de visualiza¢io, na opcao Bdsico, em Clipping, ha a
necessidade de desabilitar a opcao habilitar Clipping, para que nao mostre a caixa que envolve

o plano cartesiano (Figura 7.35).
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Janela de Visualizagio
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Figura 7.35: Configurando o GeoGebra para trabalhar em 3D

32 passo: Digitar as equacgoes.

Para digitar as equagoes de um sistema, usa-se a caixa de Entrada, na parte inferior da tela,
observando que ao digitar cada equagao ela sera associada a uma letra, neste caso a, b, ¢, assim
sucessivamente na Janela de Algebm, e para cada equacao, sera desenhado um plano na Janela
de Visualizacio 3D. Na Janela de Algebra, em frente a cada equacdo, hd um circulo no qual
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pode-se habilitar ou nao o aparecimento do plano na Janela de Visualiza¢io 3D (Figura 7.36),
para explorar cada plano individualmente, ou dois a dois, ou os trés ao mesmo tempo.

4° passo: Visualizagao.
Na barra de ferramentas existe a op¢ao Girar Janela de Visualizagio 3D (Figura 7.36),

ao escolher esta opcao, e clicando na imagem, pode-se gira-la, para explorar melhor a sua
visualizacao.

Entrar.
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b Wover Janela de Visualizacio s
@ Amptiar
Q| Resusr
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AR Bxibir Esconder Rotul
& CopiarEstio visua

Figura 7.36: Habilitar ou nao o aparecimento do plano na Janela 3D
52 passo: Alterando as configuragoes.

Ao clicar na Janela de Algebra, por exemplo, na equacio a com o botdo direito do mouse,
abrird uma janela, onde poderao ser alteradas algumas propriedades. FKEscolhendo a opcao
Basico, aparecera o nome da equagao, a qual podera ser renomeada, e no campo valor, aparecera
a equacao como foi digitada na caixa de Entrada. Escolhendo a opgao Cor, pode-se alterar a
cor das equacoes, diferenciando-as entre si e, automaticamente alterando a cor do plano na
Janela de Visualizagao 3D.

7.2.3 Exemplo de como usar o (Geo(GGebra para resolver sistemas com
trés incognitas

Vamos usar o GeoGebra para fazer a representacao geométrica do sistema do exemplo a
seguir, mas primeiramente faremos a resolucao algébrica:

Exemplo 7.2.1. Resolver o sistema

x + y — =z =1
20 + 2y — 2z = 2
de + 4y — 4z = 4

pelo processo de escalonamento e interpretar geometricamente com o auzilio do GeoGebra.

— —2L1+L L —
r+ y — z =1 _4L11L§:L§ r +y — z =1
de + 4y — 4z = 4 0 =0
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Agora basta digitar na caixa de Entrada, na parte inferior da tela, as equag¢oes que compoem
o sistema acima, observa-se que ao digitar cada equagdo, a mesma foi associada a uma letra,
neste caso a, b e ¢ na Janela de Algebra e para cada equacio foi desenhado um plano na Janela
de Visualizagao 3D (Figura 7.37). As equagoes 2x+2y —2z = 2 e dx+4y —4z = 4, digitadas na
caixa de Entrada, aparecem na Janela de Algebra como x+y—z = 1, pois, automaticamente, as

mesmas foram divididas, respectivamente, por 2 e 4, ficando, portanto, as trés equacgoes iguais,
e os trés planos coincidentes.

£ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgbes Feramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra } Janelade V\suahzan;au 30
Plano
-
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Figura 7.37: Caixa de Entrada
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Exibir Objeto

Exibir Rétulo
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|| [ Definir como Objeto Awiliar

Entrada:

Figura 7.38: Alterando propriedades

Ao clicar na Janela de Algebra, por exemplo, na equacéo b e clicando com o botéo direito do
mouse, abre uma janela, onde podemos alterar algumas propriedades (Figura 7.38). Escolhendo
a opc¢ao Basico, aparece o nome da equacao, neste caso b, a qual pode ser renomeada, € no campo
Valor aparece a equacao como foi digitada na caixa de FEntrada, neste caso, 2z + 2y — 2z = 2.
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Escolhendo a op¢ao Cor, pode-se alterar a cor, podendo fazer isto para todas as equacoes, para
diferencia-las, e automaticamente alterar a cor do plano na Janela de Visualizagio 3D.
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Capitulo 8

Sequéncia de Atividades para Sala de
Aula

O objetivo deste capitulo é que os alunos entendam e consigam relacionar a solugao algébrica
e a representagdo geométrica de sistemas e a solugdo de equagoes lineares com duas e trés
incognitas, através da construgao do seu conhecimento com atividades, tais como, construcao
de tabelas, resolugoes e classificacdo de sistemas, e o uso do computador para a construcao
grafica.

Neste capitulo montaremos uma sequéncia de atividades pedagdgicas voltadas para alunos
do 2° ano do Ensino Médio, como sugestao para serem trabalhadas em sala de aula juntamente
com o uso de computador. Para tanto, o professor devera ter nogdo do software GeoGebra,
para que possa orientar seus alunos, sendo que, no capitulo 7, apresentamos uma explicacao
e exemplos de como usar este software. O professor poderd também usar o capitulo 4, sobre
sistemas lineares, como referéncia.

Nestas atividades foram usadas algumas equagoes, apenas como exemplo, sendo que o pro-
fessor podera escolher outras, de acordo com sua preferéncia e de acordo com a sua turma.

8.1 Atividade 1 - Resolucao de equacao linear de duas
incoégnitas

O objetivo desta atividade é que os alunos construam tabela e grafico de uma equagao
linear com duas incognitas e consigam perceber que a mesma tem infinitas solugoes e que sua
representacao grafica é uma reta, e que todos os pontos da reta, sao solugdes da equacao.

Como primeira atividade, o professor pedira que os alunos facam uma tabela, conforme a
Tabela 8.1, com possiveis solugoes para a equagao z +y = 10, e respondam algumas perguntas.
Para isto deverd usar a ficha encontrada no Apéndice A.
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Loy [ (zy |
119 (L9
> 18| (2,8
3171 (3,7
116 (406
111 (=1,11)
212 (=2,12)

Tabela 8.1: Possiveis valores de x e y

Depois que os alunos preencherem a tabela e responderem as questoes, o professor entao
devera abrir uma discussao entre os mesmos, para que possam analisar as suas tabelas, ve-
rificando se as solugOes sdo as mesmas, como encontraram as solugoes, quantas solugoes eles
acham que existem.

Espera-se que eles descubram que existem infinitas solu¢oes e que a condi¢ao necessaria para
que o par ordenado (x,y) seja solucao é que a sua soma, seja igual a 10, ou seja x + y = 10.

Logo apds, o professor pedirda aos alunos que abram o GeoGebra e digitem na caixa de
Entrada (Figura 7.1) a equagao x +y = 10. Apoés a digitacao, aparecera o grafico na Janela de
Visualizagao (Janela de Visualizagao em 2D), e para melhor poder observar, se o aluno achar
necessario, poderd mover a Janela de Visualizagao, ampliar ou reduzir (Figura 7.14), para isto
devera usar a ficha encontrada no Apéndice A.

Depois desse processo apoés o aluno deverad digitar também na caixa de Entrada os pares
ordenados de sua tabela, digitar (1,9) teclar enter, (2,8) teclar enter, (estes pares ordenados
sdo do exemplo do professor), e assim sucessivamente. O aluno devera também criar no seu
grafico outros pontos que nao sao da sua tabela. Para isto, selecionar na Barra de Ferramen-
tas, no segundo icone (Figura 7.14), a opgao Ponto em Objeto, e cada vez que clicar sobre a
reta, ele criard um novo ponto, que automaticamente aparecera na Janela de Algebm as suas
coordenadas. Assim, o aluno podera testar se sao solu¢oes da equagao = + y = 10.

Depois de tudo digitado, o aluno devera observar o gréafico e responder algumas questoes.

Do exemplo do professor aparecera o grafico abaixo.

=)

o 165
10/08/707

Figura 8.1: Representagao Grafica da equacao x +y = 10

Se na questao “a) Todos os pares ordenados da tabela, pertencem ao gréafico?”, o aluno
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responder nao, o professor devera verificar com o aluno, pois o mesmo preencheu a tabela de
forma errada.

Com esta atividade espera-se que o aluno tenha compreendido que uma equacao linear com
duas incégnitas tem infinitas solugoes, e sua representagao grafica é uma reta.

8.2 Atividade 2 - Sistema linear de duas equacoes e duas
incoégnitas
Como segunda atividade pede-se para os alunos montarem duas tabelas com possiveis so-

lugbes para a equacdo x +y = 8 e x — y = 4, conforme realizado na atividade 1. Para isto os
mesmos deverao usar a ficha encontrada no Apéndice B.

2 [y (wy) | [z [y ] &y ]
1197 (=1,9) 10| 6 || (10,6)
0 8] (0,8) 9 151 (9,5
17 @O,7) 8 14 (84
216 (2,6 713 (7.3
315 (3,5 612 (62
1[4 49 5110 (51)
513 (53) 4101 (40
6 2] (6,2 3 1-11 -1
Tabela 8.2: Solugbes da equacdo z +y =8 Tabela 8.3: Solugoes da equagio r —y = 4

Depois de preenchidas as tabelas e feitos os questionamentos, o professor devera pedir aos
alunos que digitem no GeoGebra, na caixa de Entrada (Figura 7.1) as equagoes x +y = 8 e
xr—y = 4. Logo apoés a digitacao, aparecera o grafico na Janela de Visualizacao, e para melhor
poder observar, se o aluno achar necessario, o mesmo podera mover a Janela de Visualizagdo,
ampliar ou reduzir (Figura 7.14).

Logo apds, o aluno devera digitar, também na caixa de Entrada, os pares ordenados de suas
tabelas, para isto, na caixa de Entrada, digitar (—1,9) teclar enter, (0,8) teclar enter, e assim
sucessivamente, usando a ficha encontrada no Apéndice B.

s St G Opcoes. Famamenins saneis e | A=
» Jan ic Algepra ER= =

B :

Sayon

® oix-y-2

Figura 8.2: Representacao Grafica do sistema z +y=8ex—y=4
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Neste momento, o professor devera pedir para os alunos que resolvam o sistema, pelo método
que achar melhor, tal como método da adigao, substituicao, escalonamento, etc., devendo obter
a solugdo = = 6 e y = 2, ou seja, (z,y) = (6,2).

Dica para o professor: O professor devera fazer atividades semelhantes, usando um
sistema que seja impossivel e um que seja indeterminado, para que o aluno tenha contato, com
todos os tipos de sistemas lineares 2 x 2.

Expectativa: Com as atividades 1 e 2, espera-se que os alunos entendam que uma equagao
com duas incognitas, apresenta infinitas solucoes, e que estas solugoes sao representadas geo-
metricamente por uma reta, e que quando temos um sistema de equagoes com duas incognitas,
precisamos de pelo menos duas equagoes, onde cada uma pode ser representada por uma reta,
e que o sistema tera ou nao solucao, dependendo da posicao relativa entre as retas.

8.3 Atividade 3 - Sistema linear de duas equacoes e duas
incognitas

Como terceira atividade, serda colocada uma série de exercicios, visando explorar a solugao
de sistemas lineares 2 x 2 através da interpretacao da sua representagao grafica.

Exercicio 01) Para cada sistema linear abaixo, digite no GeoGebra as duas equagoes do
sistema, faga a interpretagao da sua representagao grafica e classifique-os.

x — y =0 r + oy = 2 x + y =4
a>{x+y:4 b){2x+2y:4 C){2x+2y:7

Resposta da a)

Figura 8.3: Representagdo Grafica do sistema z —y=0ex+y =4

A solugdo do sistema é o ponto de intersecao das retas, ou seja, € o conjunto S = {(2,2)},
portanto o sistema € possivel e determinado.

Resposta da b)
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> GeoGebra [ESRTa R
Arquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
BN So=ERNE R e
» Janela de Algebra 4 [ » Janelade 4 =]

Reta
@ fixty=2
® g:2x+2y=4

s

s

a

Entrada:

Figura 8.4: Representagao Grafica do sistema x +y =2 e 2z 42y =4

Como as duas retas sdo coincidentes, o sistema possui infinitas solucoes, portanto o sistema
¢ possivel e indeterminando.

Resposta da c)

€7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Al >-[olo] <)

» Janela de Algebra B4 | » Janelade
Reta aN
@ fixty=4
® g:2x+2y=7

N

s

=]

s

3

Entrada:

Figura 8.5: Representacido Grafica do sistema x +y=4e2x+2y =7

Como as duas retas sao paralelas, o sistema nao possui solucao, portanto o sistema € im-
possivel.

Exercicio 02) Observe a figura e responda as questdes a seguir.
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a) Qual é a equagdo cujas solugoes estao sobre aretar: t+y =3, z+y=4ouzx+y =57

Apds analisar a figura, espera-se que os alunos identifiguem alguns pares ordenados perten-
centes a reta r, tais como, (0,4), (1,3), (2,2), (3,1), (4,0), entre outros, e percebam que todos
eles satisfazem a equagio x +y = 4, pois a soma de suas coordenadas (x,y), sempre dd 4.

b) Qual é a equacao cujas solugoes estao sobre aretas: x -y =4, x-y=3oux-y = 27

Apds analisar a figura, espera-se que os alunos identifiquem alguns pares ordenados perten-
centes a reta s, tais como, (2,0), (3,1), (4,2), (5,3), (6,4), entre outros, e percebam que todos
eles satisfazem a equag¢io x —y = 2, pois a diferenca entre suas coordenadas (x,y), sempre dd

2.
¢) Qual é o par ordenado correspondente ao ponto de intersegao das retas r e s?

Apds analisar a figura, espera-se que o0s alunos identifiquem que o ponto de intersecio, € o
ponto cujas coordenadas sao (3,1), e que este par ordenado pertence as retas r e s.

8.4 Atividade 4 - Resolucao de equacao linear de trés
incognitas

Nesta atividade pede-se para os alunos montarem uma tabela com possiveis solu¢oes para
a equagdo = + y + 2z = 10, conforme Tabela 8.4, para isto, os mesmos deverao usar a ficha
encontrada no Apéndice C.
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lzlylz] (vy) |
1]1]8](1,1,8)
127127
13716 (1,3,6)
145 (1,4,5)
154,54
16]3](1,6,3)
172172
1[8[1](1,8,1)
1190/ (1,9,0)

Tabela 8.4: Possiveis valores de x, y e z

Depois de preenchida a tabela e feito os questionamentos, o professor pedira aos alunos que
digitem no GeoGebra na caixa de Entrada (Figura 7.1) a equagao = +y + z = 10. Logo apéds a
digitagao, aparecera o grafico na Janela de Visualizacao 3D, e para melhor poder observar, se
o aluno achar necessario, o mesmo podera, mover a Janela de Visualizagdo, ampliar ou reduzir
(Figura 7.29).

Logo apés, o aluno devera digitar, também na caixa de FEntrada, as triplas ordenadas de
sua tabela, assim sendo, na caixa de Entrada digitar (1,1, 8), teclar enter, (1,2,7) teclar enter,
e assim sucessivamente. E também digitar algumas que nao pertencem a sua tabela, tais como
(2,2,7), (3,3,6), (1,1,5), para isto deverd usar a ficha encontrada no Apéndice C.

Figura 8.6: Representagao Grafica da equacao = +y + z = 10

Dica para o professor: Dependendo de como o aluno girar a imagem, o mesmo podera
fazer uma interpretacao errada, pois observando as Figuras 8.6 e 8.7, as triplas ordenadas que
pertencem ao plano na Figura 8.6 e na Figura 8.7, parecem que nao pertencem ao plano. Isto
acontece, pois o plano é infinito e apenas parte dele aparece na tela do computador.
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{5 Geotebra =Tl
Arquivo Editar Exibir OpgBies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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(1,1,8) .
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1,3,6) {

(1,4,8) B
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Soocs0000000 0

Entrada: | a4
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Figura 8.7: Outra Representagdo Grafica da equacdo = +y + z = 10

8.5 Atividade 5 - Sistema linear de duas equacoes e trés
incognitas
Nesta atividade pede-se para os alunos montarem duas tabelas com possiveis solugoes para

as equacoes * +y+ 2z =9 e x+y — z = —1, conforme realizado na atividade 2, para isto, os
mesmos deverdao usar a ficha do Apéndice D.

(2 ]y]z] (2.y,2)] ]y 2z | (zy,2) |
L[1][7](L1,7) 111]3 ] (1,1,3)
1276/ (1,2,6) 1124 ] (1,2,4)
135 (1,3,5) 11315 | (1,35
144 (1,44 11416 ] (1,4,6)
1153 (1,53) L5 7] (1,57)
162 (16,2 116]8 ] (1,6,8)
L[ 71 (1,71 1719 1,79
180/ (1,38,0) 118110 | (1,8,10)
Tabela 8.5: Solucodes da equagdo z +y + 2z =9 Tabela 8.6: Solugoes da equagao z +y —z = —1

Fazendo o escalonamento o aluno devera chegar na solucao abaixo.

L
r 4+ y + 2z = 9 “hitle=le [ + y 4z = 9 Sl gyt =09
> ]
r + vy z = -1 - 2z = —-10 Z2=95

Se z = 5, substituindo na primeira equagao r+y+z = 9, temos z+y+5 = 9, entdao r+y = 4.
Como temos uma tnica equacao com duas incognitas, o sistema é possivel e indeterminado, ou
seja, possui infinitas solugoes. Com y variavel livre, se consideramos y = «, temos = + a = 4,
entao, r =4 — a.
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Portanto, (4 — «, a, 5) é solugao para qualquer o € R.

Depois de preenchidas as tabelas, resolvido o sistema e feito os questionamentos, o professor
pedird aos alunos que digitem no GeoGebra na caixa de Entrada (Figura 7.1) as equagoes
r+y+z2=9ex+y—2z=—1. Logo apds a digitagdo, aparecerao os graficos na Janela de
Visualizagdo 3D, e para melhor poder observar, se o aluno achar necessario, o mesmo podera
mover a Janela de Visualizag¢do, ampliar ou reduzir (Figura 7.29). Entao o aluno devera digitar
também, na caixa de FEntrada, as triplas ordenadas de suas tabelas, para isto, na caixa de
Entrada, digitar (1,1,7) teclar enter, (1,2,6) teclar enter, e assim sucessivamente. Para esta
tarefa o aluno devera usar a ficha do Apéndice D.

Do T T T - -

ar Exibir Opgies Fe

Jx P le]e) 4[] AN <] e

» Janela de Visualizagéo 3D [

Arquivo

» Janela de Algebra
Plano

entas Janela Ajuda Entrar.

®a =9
® bix+y-z=4

Entrada,

1319 | |

=Y aneng

Figura 8.8: Representagao Grafica do sistema x+y+z2=9ex+y—2z=—1

Expectativa: Com as atividades 4 e 5, espera-se que os alunos entendam que uma equa-
¢ao com trés incognitas, apresentam infinitas solugoes, e que estas solugoes sao representadas
geometricamente por um plano. E que quando temos um sistema de trés equagoes com trés
incognitas, cada é representada por um plano, e que o sistema tera ou nao solucao, dependendo
da posicao relativa entre os planos.

8.6 Atividade 6 - Sistema linear - lista de exercicios

Nesta secao sera apresentada uma série de exercicios, explorando a intersecao de dois planos
e classificacao de sistemas lineares 3 x 3.

8.6.1 Intersecao de dois planos

Neste exercicio sera explorado como determinar algebricamente a equacao paramétrica da
reta, intersecdo de dois planos e como usar o Geogebra, para verificar se a solugao estd correta.
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Foi feita a resolucao detalhada apenas do item c), pois a resolugao dos itens a) e b) sdo idénticas
a resolugao do item c).

Exercicio 01) Determine todos os pontos de interse¢ao dos planos:
(a) m:3x+y=2em:c+y—3z=0;
b)m:x4+yt+z=1lem:z+y—z=1;
(c)m:2x—y+2z=0em:4x—2y—=z=1.

Resolugao do item (c):

A intersecao de dois planos distintos e nao paralelos é uma reta, conforme podemos ver na
Segao 2.11. Como os dois planos 7; e m nao sao paralelos e nem coincidentes (verifique!), a
intersecao deles é uma reta. E, para determinar uma reta no espaco precisamos ter dois pontos.
Entao o primeiro passo é determinar dois pontos que pertencam simultaneamente aos planos
T € .

Primeiro passo:
Seja o sistema linear

Y

20 — y + 2z =0
de — 2y — 2z =1

cujas equagoes sao as equagoes cartesianas dos dois planos do item (c).
Podemos tentar encontrar um primeiro ponto da reta fazendo x = 0 no sistema. Assim,
substituindo x = 0 nas duas equagoes do sistema, obtemos

-y + 2z = 0
-2y — z = 1"

A seguir, fazendo o escalonamento deste sistema, temos

—y 4+ 22 = 0 2Litle~L: [ —y + 2z = 0 Lo, (—y + 2z = 0
_2y — z =1 -5z =1 7 = ——
)
o . 2
Substituindo z = — na equagao —y + 2z = 0, temos y = —E Portanto, o ponto A =
2
(0, —5 ——) pertence & reta intersegao.
Agora, tentamos achar um segundo ponto, fazendo y = 0 no sistema inicial.
2 — y + 2z = 0 v=0 20 + 22 = 0
e — 2y — 2z =1 dr — 2z = 1
E, fazendo o escalonamento,
20 4+ 2z = 0 2Litle=le | 22 4+ 2z = 0 —BoL [ 20+ 22 = 0
dr — z =1 -5z = 1 z = 73
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1 1 1
Substituindo z = —z na equagao 2z + 2z = 0, temos x = £ Portanto, o ponto B = (5, 0, —g)

pertence a reta intersecao.

: . -
Sequndo passo: com os dois pontos encontrados A e B, encontramos o vetor diretor u=AB=

12
Terceiro passo: escolhemos um dos pontos encontrados, por exemplo A, e com o vetor diretor
‘) ~ 7’ . ~ ~ . .
u, montamos as equagoes paramétricas da reta (ver equacao na Sec¢ao 2.11), substituindo as
. —
coordenadas do ponto A em ay, by e ¢, respectivamente, e as coordenadas do vetor v em by —ay,
by — as e by — ag, respectivamente, ou seja,

1
r = a1+t(bl—a1) = O‘i‘gt
-2 2
ris oy = bFtlby—ay) = ?+St;t€R
—1
z = Cl‘l—t(bg—ag) = ?"‘Ot
Portanto, as equagoes paramétricas da reta sao
1
r = 04 =t
—2 52
r:qy = —+-t ; tek
5
= — 40t
Z 5 +

Usando o Geogebra

Para ter uma melhor compreensao do exercicio podemos utilizar o programa GeoGebra e
fazer as representacoes geométricas dos dois planos e da reta interse¢do para observar as con-
clusoes obtidas algebricamente. Para uma melhor visualizagao, escondemos os eixos cartesianos
e o plano gerado automaticamente pelo GeoGebra.

1° Passo) Abrir o GeoGebra.

2° Passo) Deixar visivel apenas a Janela de Algebra e a Janela de Visualizagio 3D.
32 Passo) Digitar na Entrada: 2x-y+22z=0.

4° Passo) Digitar na Entrada: 4z-2y-z=1.

Ao digitar os planos, o aluno ja podera perceber que os mesmos sao concorrentes, portanto
existe intersecao. Também precisam perceber que sé estao visualizando parte dos planos,
portanto, apenas uma parte da reta, que é a interse¢ao dos dois planos.

59 Passo) Alterar as cores dos planos escolhendo cores diferentes para cada um deles para
melhor visualizagao.

6° Passo) Digitar na Entrada: A=(0,-2/5, -1/5).

7° Passo) Digitar na Entrada: B=(1/5, 0, -1/5).

Se o aluno achar melhor, pode mudar aos cores dos pontos para diferencia-los, também
podem ampliar e girar a imagem para ajudar na visualizacao. Neste momento é importante
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que os alunos observem que os dois pontos, A e B encontrados algebricamente, pertencem a
intersecdo dos planos, e que se isto nao aconteceu, ou ele digitou errado no GeoGebra ou a

resolucao do exercicio esta errada.

82 Passo) Digitar na Entrada: vetor(A,B).

Plana
@ a:2x—y+2z=0
@b:dx—2y—z=1
Ponta
® A-(0,-04,02)
® B8-(0.2,0,02)
Vetor

Entraga:

Figura 8.9: Interse¢do de dois planos

9° Passo) Digitar na Entrada: reta(A,u).

€2 GeoGebra g e
Al olelelale] <X -E 8

Sl=x fx L =he

Plano
@ a:2x—y+2z=0
®b:dx—2y—z=1
Ponto

® A-(0,04,0.2)

® B8-(02,0,02)

Reta
® £X=(0,0.4,02)+A(02,04,0)
Vetor

.- (E:é)

=

Entrada
14:00 gl

5 < mEw 2 K DO oums

Figura 8.10: Reta interse¢do de dois planos

Apoés digitar a equagao da reta, isto é, reta(A,u) do passo 9, se a mesma nao coincidir com
a reta de intersecao dos dois planos, ou o aluno digitou errado ou a sua resolucao algébrica do

exercicio é que esta errada.
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8.6.2 Classificacao de sistemas lineares de trés equacoes e trés in-
cognitas

Neste exercicio explora-se a classificacao de sistemas lineares 3 x 3, fazendo a interpretagao
da sua representacao grafica, com o uso do software Geogebra.

Exercicio 01) Usando o GeoGebra classifique os sistemas a seguir:

Neste exercicio os alunos devem digitar as equagoes no GeoGebra, analisar sua representagao
grafica e classificar o sistema como sistema possivel e determinado (SPD), sistema possivel e
indeterminado (SPI) ou sistema impossivel (SI). E importante que o aluno amplie e gire a
imagem, sempre que necessario, para que possa melhorar a visualizacao e fazer sua interpretacao
corretamente.

Sempre que for classificar um novo sistema, é importante abrir um novo arquivo. Para isto,
na Barra de ferramentas (ver Figura 7.1), selecionar a opgao Arquivo, clicar em Nowvo, e seguir
as orientacoes abaixo até o 5° passo, alterando apenas as equagoes do sistema em cada um dos
itens de (a) até (h) a seguir.

r 4+ 2y + 3z = 1
(a) r + 2y + z = 2
—2r — 4y + 2z = —6

1° Passo) Abrir o GeoGebra.

29 Passo) Deixar visivel apenas a Janela de Algebra e a Janela de Visualizagio 3D.

Para uma melhor visualizacao, se o aluno preferir podera esconder os eixos cartesianos, o
plano gerado automaticamente pelo GeoGebra e alterar as cores dos planos. Fazer isto apds o
29 passo.

32 Passo) Digitar na Entrada a primeira equacdo, neste caso: z+2y+3z=1.

4° Passo) Digitar na Entrada a segunda equacao, neste caso: x+2y+z=2.

5° Passo) Digitar na Entrada a terceira equagao, neste caso: -21-4y+2z=-0.

Logo apds estes procedimentos, o aluno estara visualizando a imagem da Figura 8.11. Tam-

bém, o aluno deve observar que na Janela de Algebra os planos sao denominados por a, b e c,
respectivamente.
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Figura 8.11: Classificacdo de sistemas lineares 3 x 3 - ex. 01 (a)

Se o aluno ainda estiver com duvida, pode usar a opgao Intersecao de Duas Superficies (ver
Figura 7.22. Apés clicar nesta opgao, basta clicar em cada um dos dois planos, ou na Janela
de Algebra ou na Janela de Visualizacio 3D. E importante fazer a intersecdo dos planos a e b,
a e c e depois b e c. O aluno deverd perceber que as trés intersecoes resultam na mesma reta
(Figura 8.12), ou seja, esta reta é a intersegdo dos trés planos. Portanto, temos trés planos
distintos que tém uma reta em comum e, neste caso, o sistema tem infinitas solugoes é (SPI).

9 GeoGebra

ArquIVO Editar EXIDIr Opglies Ferramentas Janela Ajuda

g T = ) 2 N [ e R =
~ Jansia de Algebra 3 [ mterseciio de Duas Superficies. |
Consirdi a curva G Ineraegao ae auas superfcies |
® c:-2x-dy+2:=-6 Para fazer a
@ X (21,02, 0.5+ A (4,2,0) intersecdo dos
@ :X=(29.02.-05 +A(16.8.0)
® hiX=(209,02 05 +A(2 4,00 planos

=

Reta intersecao
dos planos

Z o = = m '

Figura 8.12: Classificagio de sistemas lineares 3 x 3 - ex. 01 (a)

r + 2y — 3z =1
(b)s 3z + y + =z 3
8¢ + y + 6z = 6

Apos abrir um novo arquivo, e seguir as orientacgoes iniciais, o aluno devera fazer as in-
tersegoes dos planos dois a dois, verificando que sao retas. Devera entao, fazer as interse¢oes
das retas duas a duas, verificando que as intersegoes das retas nao existem, (Figura 8.13), pois
as retas sao paralelas, e concluir que os trés planos se intersectam, dois a dois, segundo retas
paralelas umas as outras, e que, neste caso, o sistema é impossivel (SI).
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Intersecgéao das retas:
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Figura 8.13: Classificacdo de sistemas lineares 3 x 3 - ex. 01 (b)

r + 2y — z = 3
(c)q 22 + 4y — 2z = 4
3r + 6y — 3z = 5

Depos de abrir um novo arquivo e seguir as orientacoes iniciais, logo apds a digitagdo das
equagodes, o aluno estard visualizando a imagem da Figura 8.14, e sera bastante dificil a sua
interpretacao. Apos ampliar e girar a imagem, o aluno terd a imagem da Figura 8.15, o que
facilitard muito a sua interpretagdo, devendo concluir que os planos sao paralelos, dois a dois,
portanto, ndo havendo interse¢ao entre eles, e que neste caso, o sistema é impossivel (SI).

7 GeoGebra (1) s o S|
Arquivo Editar Exibir Opg¢des Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

- =3
AL >l d]e] <] N]ec]< =
» Janels de Algebra (X [ » Janela de Vi 0 3D 1=

Plano
@aixt2y—z=3

® b:2x+dy—2z=4
@ c:3x+by—3z=5

Visualizagéo Inicial |:>

=

Figura 8.14: Classifica¢io de sistemas lineares 3 x 3 - ex. 01 (¢)
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» Janela de Algeb » Janelad
::ﬂ: e fen aneade :) <> Girar anetade 50 3D b
@ a:x+2y—z=3
® b 2x+:y72!:4 %> Wover Janela de Visualizagio
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A\ Exibir/ Esconder Rétulo
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/’ Vista para frente de

« i v
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Figura 8.15: Classificac¢io de sistemas lineares 3 x 3 - ex. 01 (c)

r + 2y — 2z = 3
(d)$ 2z + 4y — 2z
3r + 6y — 3z = 9

I
o

Depois de abrir um novo arquivo e seguir as orientagoes iniciais, logo apds a digitacao das
equagoes o aluno estard visualizando a imagem da Figura 8.16, e devera concluir que os trés
planos coincidem, e que, neste caso, o sistema é possivel e indeterminado (SPI).

» Janela de Algebra » Janela de Vis: nz\lmgzoZD

® b:i2xtdy—22—6
®c:3x+6y—3z=9

r + 2y — 2z = 3
() 2z + 4y — 2z
3r + 6y — 3z = 8

I
o

Depois de abrir um novo arquivo e seguir as orientagoes iniciais, logo apés a digitacao das
equagdes o aluno estarad visualizando a imagem da Figura 8.17, e devera concluir que dois dos
planos coincidem e o terceiro é paralelo a eles, e que neste caso, o sistema é impossivel (SI).
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€7 GeoGebra = | P ||

Arquivo Editar Bxibir OpgBos Forramentas Jancla Ajuda Entrar.

- ’llﬁrﬂf>lloﬂ o)< e[@] =

» Janela de Alaebra Janela d 30 <

® c:3x+6y—3z=8

Planoa eb
coincidentes \
4

r + 2y — 2z =3
(f) ¢ 22 + 4y — 2z = 6
3z + 6y + =z = 9

Depois de abrir um novo arquivo e seguir as orientagoes iniciais, o aluno deverd fazer as
intersegoes dos planos dois a dois, verificando que sao retas coincidentes (Figura 8.18), e concluir
que dois dos planos coincidem e o terceiro os intersecta segundo uma reta, e que neste caso, o
sistema é possivel e indeterminado (SPI).

Observacao: olhando para a Figura 8.18, percebemos que s6 existem duas retas, a reta
f, intersecdo dos planos a e ¢ e reta g, intersecao dos planos b e ¢. O GeoGebra nao fez a
intersecao dos planos a e b, pois sao planos coincidentes, portanto, todos os pontos sao comuns.

€3 Gentichm
Arquivo Editar Exibir Opghes Ferramentas Janela

I ll ol Ilﬁrllbllfé][

eia oe Algenra ge visuan:

JE BN B2

aixt2y—c—3
b:2x+dy—22z=6
ci3xtbytz=9

eta

X=(3,0,0)+ A (8

G- 5,6.0) ~A (16, 5101

’lmlllnL

<< —1Planoc

<7 Planoaec

coincidentes

Figura 8.18: Classificacdo de sistemas lineares 3 x 3 - ex. 01 (f)

r + 2y — 2z = 3
(g) ¢ 22 + 4y — 2z
r + 2y + 2z =9

I
ot

Depois de abrir um novo arquivo, e seguir as orientacgoes iniciais, o aluno devera fazer
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as intersecoes dos planos dois a dois, verificando que aparecerao duas retas, intersecoes dos
planos a e ¢, e b e ¢. Como, com relacao aos planos a e b, ndo apareceu intersecao, deverd ser
concluido que sao paralelos. O aluno devera por consequéncia, solicitar a intersecao de duas
retas, verificando que a intersegdo das retas nao existe (Figura 8.19, pois as retas sdo paralelas,
e concluir que temos dois planos paralelos e o terceiro os intersecta segundo retas paralelas, e
que neste caso, o sistema é impossivel (SI).

{67 Geocenra Y

Arquivo Editar Exibir OpgGes Femamentas Janela Ajuda

Chl i esi-alel

» .lanelade

ABC,

N

Intersegédo das
retas, nao existe

Reta g
Intersegédo dos

42,3 +A 2.1 planos bec

535, 13,3.28) < A (8
Reta f

< Intersegdo dos
planos ae c N

Pl P——

Entrada:

2 o mME s m REgE

Figura 8.19: Classificacdo de sistemas lineares 3 x 3 - ex. 01 (g)

r + 2y + 3z =1
(h)§ 22 + y + 2z = 2
v — y + 22 =1

Depois de abrir um novo arquivo, e seguir as orientagoes iniciais, o aluno devera fazer as
interse¢oes dos planos dois a dois, verificando que aparecerao trés retas, interse¢oes dos planos
aeb, aec, ebec Devera entdo fazer as intersegoes das retas duas a duas, verificando que as
intersecoes das retas geram pontos A intersecao das retas f e g, B intersecao das retas f e h
e C intersecao das retas g e h, de mesmas coordenadas, conforme Figura 8.20, e concluir que
temos trés planos distintos com um tinico ponto em comum, que é a solugao do sistema, e que
neste caso, o sistema ¢ possivel e determinado (SPD).

£2 GeoGebra oo | ]

Arquive Fditar Fxibir Opgfies Ferramentas lanela Ajuda Fntrar

u[ELlulb oA @] 4] N ] L= Q

» Janeia de Aigebra » Janela de Visuazagao 30

l ("&

Plano
@ a2y +3e_1
® b:2xtytz=2
® ci3x—y+2z=1
Ponto
@ A=(0386,071,043)
® 0-(0.06,071,0.43)
® C-(085,071,043)

Reta
@ EX=(1,0,00+A (1

® o (63 0he 0an- A,
L@ mx=

(0:6,0.8,0 A (3,1,

Pl P——

Entraga:

Figura 8.20: Classificac@o de sistemas lineares 3 x 3 - ex. 01 (h)
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Outro recurso que pode ser utilizado nesta construcao para ajudar na sua visualizacao e
interpretacao é desabilitar a visualizacdo dos planos, ficando na tela, apenas as retas e o ponto
de interse¢ao das mesmas, conforme Figura 8.21.

€2 GeoGebra (| O |l

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

B »<| ole] @] <] x]leE] @él

 Janela de Algebra ~ Janelade
DY Oy =~ I~
Plano

=== L aC~ T
aixt2yt3z=1 Desabilitar a
b:2x+y+z=2 . . -
bi2etee-2 <G visualizagdo dos

Ponto pl nos

@ A=(0.86,0.71,-0.43)
- ® B=(0.86,071,-0.43)
® C-(0.86,0.71,-0.43) <: Inters
Reta
@ £X=(1,0,00+A(1,5,3) retas, duas

@ g:X=(03,0.16,043) +A(7, 7,
°

X~ (0:6,0.8,0)+ A (3,1, 5) duas

w & o= =

Figura 8.21: Classificacdo de sistemas lineares 3 x 3 - ex. 01 (h)

Podemos também deixar habilitado apenas dois planos e a reta de intersecdo dos mesmos.
Podemos, por exemplo, deixar habilitado a visualizacao dos planos b e c e a reta de intersecao
dos dois planos, conforme Figura 8.22. Depois podemos desabilitar a visualizagao dos planos b
e ¢ e habilitar a visualizagdo do plano a, conforme Figura 8.23. E poderemos perceber que esta
reta de intersecao dos planos b e ¢, tem um tnico ponto em comum com o plano a, portanto
este sistema sé apresenta uma unica solucao.

~ Janela de Algebra X |» Janela de Vi izagdo 3D
=| v A+
Plano
a:x+2y+3z=1
~® bi2x+y+z=2
@ e 3x-y+2z=1
Refa

£ X=(1,0,0)+A(-1,5,-3)

g: X=(0.3,0.16,0.13) +A(7, 7,
® h:X=(06,08,0)+A(3,-1,-5
Texto

@ textol=“p”
@ texto2="“c”

Entrada:

Figura 8.22: Classificac¢do de sistemas lineares 3 x 3 - ex. 01 (h)
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0 g:X=(0.3,016,013) +A (7,7,
- ® h:X=(0.6,08,0)+A(3,-1,-5)
Texto a
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< >

Figura 8.23: Classificagio de sistemas lineares 3 x 3 - ex. 01 (h)

8.6.3 Resolugoes algébricas de sistemas lineares de trés equacoes e
trés incognitas
O objetivo deste exercicio é resolver algebricamente sistemas lineares 3 x 3, e utilizar o

Geogebra para conferir os resultados e explorar geometricamente os sistemas.

Exercicio 02) Resolva os sistemas a seguir:

r + 2y + 3z = 1
(a) r + 2y + z = 2
20 — 4y + 2z = —6
Resolucgao:
r 4+ 2y + 3z = 1 :2%11%31%3 r + 2y + 3z =
r + 2y + z = 2 —_— -2z = 1
—2r — 4y + 2z = -6 8z = —4
—%%Lg T + 2y + 3z = 1 Lo—Ls T + 2y + 3 — 1
— -2z =1 _—
—2z =1
-2z =1
: : 1 : RET
Da segunda linha temos —2z = 1, ou seja, z = —5 Se consideramos a variavel livre y = k,

e substituimos y e z na equacao x + 2y + 3z = 1, temos:

1
x+2k+3(—§) =1,

x+ 2k — Z) = 1, isolando x;

3
$:—2k5+1+§;
5
= 2k 4 —.
T —1—2
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5 1
Portanto, este sistema tem infinitas solucoes e o conjunto solugao é S = {(—2k + 3 k, —5) |k € ]R}.
Para cada valor de k encontramos uma solucao para o sistema, por exemplo, se:

5 1
k =0, obtemos A = (5,0, —5),

1 1
k=1, obt B=(=,1,—=
k = 2, obt C=(—=,2,—).

, obtemos ( 52 2)
. 5 1 1 1

Escolhendo dois destes pontos, por exemplo, A = (5, 0, —5) e B= (5, 1, —5), encontramos

N
o vetor diretor u =AB= B — A = (-2,1,0).

Escolhendo um dos pontos, por exemplo A, e com o vetor diretor u, podemos escrever as
equagbes paramétricas da reta (ver equagdo na Segdo 2.11), substituindo as coordenadas do
ponto A em aq, by e ¢, respectivamente, e as coordenadas do vetor u em b; — aq, by — as e
bs — ag, respectivamente, ou seja, substituindo esse valores em:

r = a + t(by—ay)
Yy = bl + t(bg — &2) 3 t e R,
zZ = ¢ -+ t(bg — a3>

obtemos as equagoes paramétricas da reta

r = g — 2t
r vy = 01 + 1 ; teR
= —= 0t
z 7 +

E importante que o aluno entenda que ap6s digitar o sistema no GeoGebra, fazer as inter-
secoes dos planos, se ele digitar os pontos que ele encontrou atribuindo valores para k, para
sua resolucao estar correta, todos os pontos precisam estar contidos na reta, como podemos
verificar na Figura 8.24.

nnnnn
) +2y —1

€2 GecGebra ‘M
Bl el =l ]l =]

Os pontos
encontrados
pertencem a
reta intersecéao
dos trés planos

Figura 8.24: Resolugdo algébrica de sistemas lineares 3 x 3 - ex. 02 (a)
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r + 2y — 3z =1
(b)d 3z + y + =z
8¢ + y + 6z = 6

I
w

Resolucao:
_ —3L14+Lo—L _
v+ 2y — 3z = 1 ey r + 2y — 3z = 1
3r + y + 2z = _— =5y + 10z =
8z + y + 62 = 6 —15y + 30z = -2
3Lt L3—Ls r + 2y — 3z = 1

0z = -2

Da terceira linha temos que 0z = -2, ou seja, ¢ impossivel, pois para qualquer valor de z € R,
0.z = 0. Portanto, o sistema nao possui solu¢do, é um sistema impossivel (SI).

r + 2y — 2z = 3
(c)q 22 + 4y — 22 = 4
3r + 6y — 3z = 5
Resolucao:
x + 2y — z =3 :gﬁif;:ig x + 2y — z = 3
2v + 4y — 2z = —_— 0z = =2
3r + 6y — 3z = 5 0z = —4
Da terceira linha temos 0z = —4, ou seja, é impossivel, pois para qualquer valor de z € R,

0.z = 0. Portanto, o sistema nao possui solugao, é um sistema impossivel (SI).

r + 2y — z = 3
(d)§ 2z + 4y — 2z = 6
3r + 6y — 3z =9

Resolugao:
r + 2y — z = 3 :géiiéijﬁ r + 2y — z = 3
3r + 6y — 3z = 9 0 =0

Apos o escalonamento, ficamos apenas com uma equacao, pois a segunda equacao é duas
vezes a primeira equagdo, e a terceira equagao ¢ trés vezes a primeira equacao, ou seja, as
trés equagoes sao equivalentes e como temos o niimero de equagoes menor do que o nimero de
incognitas, o sistema ¢ possivel e indeterminado (SPI).

Isolando z na primeira equacao, temos z = x + 2y — 3 Portanto, o sistema possui infinitas
solugdes e o conjuto solugao é S = {(z,y,z + 2y — 3)|z,y € R}. Assim, para cada valor de z e
de y, encontramos uma solugao para o sistema, por exemplo, se:
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r=0ey=0, obtemos A = (0,0,—-3),
r=0ey=1, obtemos B =(0,1,—1),
r=1ey=0, obtemos C = (1,0, —2).

E importante que o aluno entenda que apés digitar a equacdo do plano no GeoGebra, se
ele digitar os pontos que ele encontrou atribuindo valores para = e y, para sua resolucao estar
correta, todos os pontos precisam estar contidos no plano, como podemos verificar na Figura
8.25.

€2 Geotets e T T T | - - S

el el Al

Figura 8.25: Resolugdo algébrica de sistemas lineares 3 x 3 - ex. 02 (d)

r + 2y — 2z = 3
()¢ 2z + 4y — 2z =
3r + 6y — 3z = 8

D

Resolugao:
_ —2L1+Ly—L _
T+ 2y - z=23 —3L11L§::L§ ¢+ 2 - 2= 3
3r + 6y — 3z = 8 0z = —1
Da segunda linha temos 0z = —1, ou seja, é impossivel, pois para qualquer valor de z € R,

0.z = 0. Portanto, o sistema néo possui solugdo, é um sistema impossivel (SI).

r + 2y — =z 3
(f) 20 + 4y — 2z 6
v + 6y + 2z =9

Resolucgao:
x + 2 — z =3 iatheo r + 2y — z = 3

dr + 6y + 2z =9 4z = 0
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Da segunda linha temos 4z = 0, ou seja, z = 0. Se consideramos a variavel livre y = k, e
substituimos o valor de y e z na equacgao x + 2y — z = 3, temos:

x4+ 2k —0=3;
x + 2k = 3, isolando x;
r=—2k+ 3.

Portanto, este sistema tem infinitas solugoes e o conjuto solugao é S = {(—2k + 3,%,0)|k € R}.
Para cada valor de k encontramos uma soluc¢ao para o sistema, por exemplo, se:

k =0, obtemos A = (3,0,0),
k =1, obtemos B = (1,1,0),
k =2, obtemos C' = (—1,2,0).

Escolhendo dois desses pontos, por exemplo, A = (3,0,0) e B = (1,1,0), encontramos o
ﬁ
vetor diretor u =AB= B — A = (—2,1,0).

Escolhendo um dos pontos, por exemplo A, e com o vetor diretor u, podemos escrever as
equagoes paramétricas da reta (ver equacao na Segao 2.11), substituindo as coordenadas do
ponto A em aq, by e ¢y, respectivamente, e as coordenadas do vetor u em by — aq, by — as €
bs — ag, respectivamente, ou seja, substituindo esse valores em:

r = a + t(by—a)
b1 + t(bg - CLQ) 3 te R,
z2 = ¢ -+ t(bg — CL3)

<
I

obtemos as equacoes paramétricas da reta

r = 3 — 2t
r Y 0 + t; tekR
z = 0 4+ 0t

E importante que o aluno entenda que apés digitar o sistema no GeoGebra e fazer as
intersegoes dos planos, se ele digitar os pontos que encontrou atribuindo valores para k, para
sua resolucao estar correta, todos os pontos precisam estar contidos na reta, como podemos
verificar na Figura 8.26.
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Figura 8.26: Resolugdo algébrica de sistemas lineares 3 x 3 - ex. 02 (f)

r + 2y — 2z = 3
(g8) 4 22 + 4y — 2z
r + 2y + 2z =9

I
ot

Resolugao:
_ —2L14Ly—L _
T+ 2y — oz =3 Zhfhok r + 2y — 2z = 3
2 + 4y — 2z = ) _— 0z = —1
r + 2y + 2z =9 2z = 6
Da segunda linha temos que 0z = —1, ou seja, é impossivel, pois para qualquer valor de

z € R, 0.z = 0. Portanto, o sistema nao possui solu¢ao, é um sistema impossivel (SI).

r 4+ 2y + 3z =1
h)y§ 22 + y + 2z = 2
3r — y + 2z =1
Resolugao:
r + 2y + 3z =1 :gﬁiﬁ:ﬁi r + 2y + 3z = 1
2« + y + z = _— -3y — 5z = 0
v — y + 22 =1 Ty — Tz = =2
—T7L2+3L3—L3 r + 2y + 3z = 1
142 = —6
. . . o 6 3 o
A equacao da linha 3, ou seja, 14z = —6, implica que z = TR Substituindo na
3
equacao da linha 2, temos —3y — 5(—?) = 0 e, portanto, y = —. Substituindo os valores de y
5 3 6 6 5 —3
e de z na equagao da linha 1, temos x + 2(?) + 3(—?) = 1. Assim, 2 = —. Logo, (?, 2 7) é

a unica solucao do sistema e o sistema é possivel e determinado (SPD).
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Capitulo 9

Questoes sobre Sistemas Lineares em
Provas de Selecao

O objetivo deste capitulo é mostrar exemplos de exercicios que envolvem sistemas lineares,
aplicados em provas de vestibulares, e concursos, e como a resolucao grafica ajuda no entendi-
mento e resolucao destes exercicios, sem, portanto, entrar em detalhes quanto a utilizagao do
GeoGebra, pois isto ja foi detalhado no capitulo 7. Apenas serao dados exemplos de como exer-
cicios deste tipo podem ser trabalhados em sala de aula, ajudando os alunos no entendimento
dos conceitos e na execucao das provas.

9.1 Vestibular Unicamp 2018 - prova X - questao 26

QUESTAO 26

Sabendo que k & um ndmero real, considere o sistema
linear nas variaveis reais x e y,

x+ky=1,
{ x+y=k.
E correto afirmar que esse sistema
a) tem solugdo para todo k.
b) n&o tem solugio dnica para nenhum k.

c) ndotem soluglo se k= 1.

d) tem infinitas solugbes se k= 1.

Figura 9.1: Vestibular Unicamp 2018

Nesta questao pede-se para fazer uma andlise do parametro k, para verificar se o sistema
tem ou nao solugao.

Fazemos a seguir a andlise algébrica e também a sua representacao geométrica com o auxilio
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do GeoGebra.

y o=k (~k+1y = k-1

Para k = 1, note que as duas equacoes do sistema inicial sao iguais, portanto o sistema é
possivel e indeterminado, ou seja, possui infinitas solugoes.
Também podemos chegar a essa conclusao notando que a segunda equacao do sistema escalo-
nado, isto é, a equagao (—k+1)y = k—1, para k = 1, é 0y = 0. Logo, qualquer niimero real y é
solucao. E, pela primeira equagao, temos x = 1 —y. Assim, denotando y = ¢, temos x =1—te
concluimos que o conjunto solugdo é S = {(1 —t,t)|t € R}, ou seja, uma reta. Portanto, como
ja dissemos, é um sistema com infinitas solugoes (SI).

Para k # 1, pela segunda equacao do sistema escalonado, (—k + 1)y = k& — 1, obtemos
—y(k—1) =k —1, ou seja, y = —1.

Substituindo y = —1, na primeira equagao, temos = + k(—1) = 1, o que implica = — k = 1.
Portanto, x = k + 1 e a solugdo para k # 1 é par ordenado (k + 1,—1).

{i 1 k;y = 1 —L1+La—Lo> {x + ky = 1

Portanto a alternativa correta da questdo é a) tem solugado para todo k.

Para podermos analisar geometricamente a resolucao do sistema, basta digitarmos as equa-
¢oes no caixa de Entrada do GeoGebra, pois o mesmo criard um controle deslizante para o valor
de k. Entao podemos, mudando o valor de k, observar se o sistema tem ou nao solucao.

Para k = 1, na Figura 9.2, podemos observar que na Janela de Algebra aparecem as duas
equagoes iguais, e na Janela de Visualizag¢do, apenas uma reta, pois as duas retas sao coinci-
dentes, ou seja, o sistema é possivel e indeterminado, tendo infinitas solugoes.

¥ GeoGebra =S =R =

Arquivo Editar Exibir Opcles Feramentas Janela Ajuda Entrar..

=

» Janela de Algebra b Janela de Visualizagio X
Nimero
® k=1
Reta
® fix+y=1
- @ gEx+y=1

Entrada: +
(i SR ]

Figura 9.2: Anaélise do sistema para k = 1

Para k # 1, é interessante criar o ponto de intersecao entre dois objetos e também mudar
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o intervalo de variacao de k e, depois, variar o valor de k, e analisar o que acontece, conforme
Figura 9.3.

7 Geofiebra o[ & )
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
k] N o 0 =N
,
» Janela de Algebra (X | » Janela de Visualizagéo X
Nimero
@ k=55 k=-55
Ponto e I
(45, L L

Enfrada;

Figura 9.3: Analise do sistema para k # 1

O que podemos observar é que, para cada valor de k # 1, existe apenas um ponto de
intersecao das retas. Portanto, o sistema é possivel e determinado, apresentando apenas uma
solucao.

9.2 FUNDATEC - 2015 - BRDE - Analistas de Sistemas
- questao 44

QUESTAO 44 - A solucdo do seguinte sistema

x+2y+z=10
linear x—z=5 &

y—2z=13
A) $={(0,2,-5)}
B) S={(1,4,1)}
C) 5={(4,0,6)}

D)S={(6,5)}

E) Sistema sem soluco.

Figura 9.4: Concurso BRDE (Banco Regional de Desenvolvimento do Extremo Sul) 2015

Nesta questao pede-se a solugao do sistema linear, e como a questao é de alternativas, pode
ser resolvida simplesmente testando os valores de cada alternativa ou usando um dos métodos
de resolugao conhecidos.
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3 —7
Na alternativa d) temos: = = 5= 1,5, y=6; z = 5 = —3,5. Substituindo no sistema
obtemos
Lb + 26 4+ (-3,5 = 10
,b — (=3,5) = 5
6 — 2(-3,5) = 13

Percebemos que as trés equagoes tornam-se verdadeiras, pois: 1,5+12—3,5 = 10; 1,543,5 = 5;
6 + 7 = 13. Portanto, a alternativa correta é a d).

Podemos também resolver o sistema usando o método de escalonamento, conforme feito a
seguir:

r + 2y + z = 10 LitLaoLs r + 2y + =z = 10
T - z = 5 _— -2y — 2z = =5
y — 2z = 13 y — 2z = 13
Lo+2L3—Ls z + 2y + z = 10
—6z = 21
, . . ) 21 7
Apos o escalonamento, pela terceira equacao, temos —6z = 21, ou seja, z = — 5 = 3=
—3,5. Substituindo z na segunda equagao, temos —2y — 2.(—5) = —b, assim, y = 6. Subs-
tituindo z = —= e y = 6, na primeira equagao, encontramos r = R Portanto, a solucao é

3 7
26, — ).
(36-3)

Agora, para vermos a representacdo geométrica do sistema desta questao e fazermos a inter-
pretacao da sua solucao, devemos digitar as trés equagoes no caixa de Entrada do GeoGebra,
uma de cada vez. E para que possamos explorar melhor, podemos mudar a cor de cada plano,
girar a figura e desabilitar a visualizagao de algum plano. Assim, investigamos, por meio visual,
se existe intersecao entre os trés planos. Neste caso, a intersecao dos trés planos é apenas um
ponto, o que significa que a solug¢ao do sistema é unica.



144

€7 GeoGiebra

Arquiva Editar Exiir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

Ao > e =] 4)

» Janela de Algebra B4 | » Janelade D]

<]

s
2e
|

Plano
@ aixt2ytz=10
@ bix—z=5

Entrada: @

Figura 9.5: Representagdo Grafica da questao 44

Outra ferramenta que podemos usar no GeoGebra para ajudar em nossa interpretagao é
fazer a intersegao entre os planos. Para isto, selecionamos na sétima barra de ferramentas (ver
Figura 7.22) Intersegio de Duas Superficies. Note que na Janela de Algebra os trés planos,
correspondentes a cada uma das equagoes do sistema, sao denominados a, b e ¢. Usando a
ferramenta Intersecio de Duas Superficies, fazemos a intersecao entre os planos a e b, aeceb
e ¢, de forma que podemos observar que estas interse¢oes, de cada par de dois planos, sdo retas
e suas equagdes paramétricas aparecem na Janela de /flgebm.

€7 GeoGebra

Arquive Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda

Gl l-icle elalo)<

» Janela de Aigebra o » Janela de Vis 3D
Plano
®a:x+2y+z=10

)

Reta
® £:X-(583167,083)+ A
® §:X=(2.67,7.67,2.67)+A
® hiX=(417,1133,-083) +2

i v

9o m & =@ m 9o '"» "&

Figura 9.6: Representacao Grafica da questao 44 - Intersecao entre planos

Apos fazer as intersecoes entre planos, para facilitar a nossa interpretacao podemos desabi-
litar a visualizacao dos planos, deixando visivel somente as retas de interse¢ao. Depois, usando
o recurso Intersecao de Dois Objetos da segunda barra de ferramentas (ver Figura 7.17), pode-
mos fazer a intersecao entre as retas e visualizar que sao concorrentes em um ponto. Conforme
podemos ver na Janela de Visualizacao 3D e na Janela de Algebm, o ponto A = (1,5,6,—3,5)
é a solucao do nosso sistema e a resposta da questao 44. (ver Figuras 9.5, 9.6 e 9.7)
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Figura 9.7: Representacao Grafica da questdo 44 - Solugdo do Sistema
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Consideracoes Finais

Nesta dissertagao apresentamos o estudo de sistemas lineares, focalizando principalmente na
sua resolucao grafica e interpretagao geométrica, o que geralmente nao é dado énfase no ensino
médio, até porque as provas de vestibulares, concursos e avaliagoes do governo, geralmente ¢é
cobrado a sua resolugao algébrica.

Inicialmente apresentamos um pouco da histéria do surgimento dos sistemas lineares, ma-
trizes e determinantes. Definimos os conceitos necessarios com exemplos, aplicagoes e suas
propriedades, formando o conhecimento necesséario para a aplicagdo das atividades propostas.

Apés este estudo tedrico, foi apresentado de forma sucinta o software Geogebra, e como
utilizé-lo para trabalhar a representacao grafica de sistemas lineares.

Por fim, foi proposta uma sequéncia de atividades para uso em sala de aula, com a finalidade
de explorar a representacao gréafica de sistemas lineares e sua interpretacdo geométrica, com o
uso do software Geogebra.

Esperamos que este trabalho contribua para o aperfeicoamento de professores de matema-
tica, levando-os a refletir sobre a importancia de se trabalhar a representacao grafica de sistemas
lineares, fazendo uso do computador como ferramenta para o desenvolvimento do ensino de ma-
tematica.
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Apéndice A

Atividade 1

Roteiro para o aluno:

Preencha a tabela abaixo, com possiveis solugoes para a equacao = + y = 10.

o]y ] (zy)]

Tabela A.1: Tabela para realizar a atividade 1

QUESTOES

a) Quantas solugoes vocé encontrou?

b) Vocé acha que existem outras solugdes possiveis?

c¢) Qual a condigao necessaria para o par (z,y) ser solu¢ao?

d) Qual o procedimento que vocé utilizou para encontrar as solugoes?

e) Quantas solugoes vocé acha que existem?
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Roteiro para o aluno - uso do computador:

Abra o GeoGebra.

Digite na caiza de entrada a equagao x + y = 10.

Digite na caiza de entrada todos os pares ordenados de sua tabela.
Crie varios pontos sobre a reta.

Ap6s tudo digitado, observe o gréafico e responda as questoes abaixo:

a) Todos os pares ordenados da tabela pertencem ao grafico?

b) Verifique os pontos do grafico que vocé criou que nao pertencem a sua tabela. Estes
pontos sao solugoes do sistema?

c¢) Todos os pontos do gréfico sao solugoes do sistema?

d) O que vocé pode concluir?
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Apéndice B

Atividade 2

Roteiro para o aluno:

Preencha as tabelas abaixo, com possiveis solugoes para a equagdo z +y =8 ez —y = 4,
respectivamente.

[z ]y [ (zy) ] ey =y ]

QUESTOES

a) Vocé encontrou algum par ordenado comum as duas tabelas?

Roteiro para o aluno - uso do computador:
Abra o GeoGebra.

Digite na caixa de entrada a equacao x +y = 8.
Digite na caixa de entrada a equagao x — y = 4.

Digite na caixa de entrada todos os pares ordenados de suas tabelas.
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Crie varios pontos sobre a reta.
Apo6s tudo digitado, observe o gréafico e responda as questoes abaixo:

a) A resolugao que vocé encontrou pertence as suas tabelas? Justifique. Em caso de resposta
negativa, mas poderia pertencer?

b) Observando o grafico, qual é a posigao relativa entre as duas retas?

¢) Analisando sua solucao e a representacgao grafica, o que vocé percebe?

d) Ap6s a realizacao desta atividade, o que vocé pode concluir?
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Apéndice C

Atividade 4

Roteiro para o aluno:

Preencha a tabela abaixo, com possiveis solugoes para a equacao x + y + z = 10.

(2 [y 2] (zy)]

QUESTOES

a) Quantas solugoes vocé encontrou?

b) Vocé acha que existem outras solugdes possiveis?

¢) Qual o procedimento que vocé utilizou para encontrar as solugoes?

d) Quantas solugoes vocé acha que existem?




154

Roteiro para o aluno - uso do computador:

Abra o GeoGebra.

Digite na caiza de entrada a equacao z + y + z = 10.

Digite na caiza de entrada todas as triplas ordenadas de sua tabela.

Digite na caiza de entrada algumas triplas ordenadas que nao pertencem a sua tabela.
Ap6s tudo digitado, observe o gréafico e responda as questoes abaixo:

a) Todas as triplas ordenadas da tabela pertencem ao mesmo plano?

b) As triplas ordenadas que vocé escolheu, que nao pertencem a sua tabela, pertencem ao
plano?

¢) Todos os pontos do plano sao solugoes do sistema?

d) O que vocé pode concluir?
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Apéndice D
Atividade 5

Roteiro para o aluno:

Preencha as tabelas abaixo, com possiveis solugoes para a equacao r +y + 2 = 9 e
T + 1y — 2z = —1, respectivamente.
lz]y|z] (z,y,2)] rlylz](@y2)]
QUESTOES

a) Vocé encontrou alguma tripla ordenada comum as duas tabelas?

b) Faga o escalonamento do sistema, para encontrar as possiveis solugoes?

Roteiro para o aluno - uso do computador:
Abra o GeoGebra.

Digite na caiza de entrada a equacao x +y + 2z = 9.
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Digite na caiza de entrada a equacao z +y — 2z = —1.
Digite na caiza de entrada algumas triplas ordenadas que pertencem a sua tabela.
Apo6s tudo digitado, observe o gréafico e responda as questoes abaixo:

a) A resolugao que vocé encontrou pertence as suas tabelas? Justifique. Em caso de resposta
negativa, mas poderia pertencer?

b) Observando o gréfico, qual é a posicao relativa entre os dois planos?

¢) Analisando sua solugdo e a representagao gréfica, o que vocé percebe?

d) Existem pontos de intersegao entre os planos? Se sim, quantos?

e) Apoés a realizacao desta atividade, o que vocé pode concluir?
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