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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo fazer um estudo sobre as isometrias no plano, apre-
sentar conceitos e propriedades importantes e mostrar os exemplos fundamentais: a simetria
em relacdo a um ponto, a reflexdo em relacdo a uma reta, a translacao, a rotacao e a reflexao
com deslizamento. Também procuramos apontar alguns problemas que envolvem o conceito
de isometrias, além de uma selecao de questoes da Obmep -Olimpiada Brasileira de Matema-
tica das Escolas Publicas, que envolvem o mesmo tema. Em seguida, apresentamos o software
matematico GeoGebra e assim como algumas das ferramentas que ele dispoe para o trabalho
envolvendo isometrias. Finalizamos com uma sequéncia didatica composta de atividades que

possuem diferentes abordagens do conceito de isometrias para faixas etarias variadas.

Palavras-chave: isometria, simetria, transformacoes.



Abstract

In this work we do a study of isometries in the plane. We introduce important concepts and
properties as well as fundamental examples: the symmetry in relation to a point, the reflection
in relation to a straight line, the translation, the rotation and the reflection with sliding. We
also present some problems that involve the concept of isometries besides a selection of questions
from the Obmep - Brazilian Mathematical Olympiad of the Public Schools which works with
the same theme. We present the mathematical software GeoGebra and some of the tools that it
has for the work involving isometries. We close with a didactic sequence composed of activities

that have different approaches to the concept of isometries for varied age groups.

Keywords: isometry, symmetry, transformations.
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Introducao

O estudo de isometrias e sua importancia no curriculo escolar basico tém oscilado bastante
durante os anos assim como a importancia atribuida ao ensino da Geometria. A Geometria em
si nem sempre tem a relevancia necessaria durante as aulas de Matematica, disputando espacgo
com a Algebra que, frequentemente, é trabalhada de forma mais cuidadosa pelo professor. Essa
oscilacdo entre Algebra e Geometria é um fato que nio teve inicio recentemente, mas vem de
longa data.

Foi em 1931, com a Reforma Francisco Campos que surgiu a disciplina que hoje conhecemos
como Matemadtica a qual foi formada juntando-se as cadeiras de Trigonometria, Aritmética, Al-
gebra e Geometria que, até entao, eram estudadas de maneira independente. Nesse periodo,
aparentemente existia um equilibrio entre os quatro campos, fato que nao indica que os profes-
sores e elaboradores de documentos da época tinham consciéncia da importancia de cada uma
delas para a formacao do estudante. Pelo contrario, esse equilibrio se deve justamente a falta
dessa consciéncia, considerava-se que todos os conteudos tinham importancia cultural e, por
isso, apostava-se num curriculo enciclopédico.

O Movimento da Matematica Moderna na década de 60 veio tentar unificar os trés campos
da Matematica através da introducao de elementos unificadores como a teoria de conjunto, as
estruturas algébricas e as relagdes que constituiriam o alicerce dessa nova Matematica. Essa
visdo quebraria o equilibrio entre o ensino de Aritmética, Algebra e Geometria no curriculo
escolar. A Algebra, entao, se destacaria uma vez que todos os avancos matematicos dos tltimos
dos séculos se deram em funcao do rigor, precisao e abstragao cada vez mais ligados a linguagem
formal.

No ensino da Geometria, o movimento veio substituir a abordagem euclidiana cléssica por
abordagens que eram consideradas mais rigorosas e atualizadas como, por exemplo, a geometria
das transformagoes de Klein na qual os conceitos de fungdo e grupos tiveram um papel de
destaque.

Varios pesquisadores, em nivel internacional, criticaram esse movimento, os citados por
Miguel, Fiorentini e Miorim [10] foram Thom e Dieudonné que defendiam que a Geometria
Euclidiana nao deveria ser excluida do curriculo da escola secundaria o que deveria ser mudado

era 0 modo ja ultrapassado de ensiné-la.
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Miguel, Fiorentini e Miorim [10, p. 52|, afirmam que a introdugdo do espirito da Algebra
Moderna nos diversos campos da Matemdtica contribuiria para que o ensino da Geometria
sofresse um processo de descaracterizagdo, levando-o ao seu quase abandono na sala de aula.

Segundo Veloso [15], o movimento em questdo nao obteve sucesso devido a perspectiva
estritamente formal das transformages geométricas apresentadas a jovens de 12/13 anos.

Nao passou muito tempo, para que tentativas de corregoes e superagoes dos equivocos
desse movimento comegassem a surgir. Para reestabelecer o ensino da Geometria, nao se
buscou retomar a sua abordagem classica, ou seja, seu estudo puramente baseado na Geometria
Euclidiana e sim manter conceitos e propriedades da Geometria Euclidiana, porém, dando
énfase inicialmente aos aspectos intuitivos e experimentais para posteriormente partir para
dedugoes mais formais.

Além disso, a Geometria passou a ter um papel essencial no processo de ensino/aprendiza-
gem da Aritmética e da Algebra como podemos perceber no Pardmetros Curriculares Nacionais

de Matematica.

O estudo da Geometria é um campo fértil para trabalhar com situacoes-problema e é
um tema pelo qual os alunos costumam se interessar naturalmente. O trabalho com
nogoes geométricas contribui para a aprendizagem de numeros e medidas, pois esti-
mula o aluno a observar, perceber semelhancas e diferencas, identificar reqularidades
ete. [13, p. 51]

Dentro da Geometria, o estudo de isometrias possui grandes potencialidades no que se refere
ao enriquecimento do processo de ensino/aprendizagem dos diferentes campos da Matematica.
Auxilia o aluno a desenvolver seu raciocinio 16gico e sua capacidade de argumentacao, permite
que ele amplie sua capacidade de observacao e percepcao de regularidades, além de possibilitar
que ele coloque em pratica sua capacidade criativa o que o auxilia a passar do estudo intuitivo
para o estudo formal dos conceitos.

Segundo Veloso [15, p. 60|, a nogio de transformagio que acrescenta uma perspectiva
funcional a geometria, passou a constituir um meio poderoso de estudo, de organizacdo dos
conceitos geométricos e mesmo de definicio de geometria. A capacidade de interpretacio e
resolucao de problemas aumentou consideravelmente quando passamos a dispor do método das
transformagoes geométricas.

Vindo de encontro com esses pensamentos, esse trabalho foi pensado visando contribuir com
a pratica de sala de aula e buscando oferecer ao professor diferentes propostas de atividades.

No primeiro capitulo, apresentamos um estudo das isometrias no plano. Apresentamos con-

ceitos e propriedades importantes e os exemplos fundamentais, ou seja, a simetria em relagao



26

a um ponto, a reflexdo em relagdo a uma reta, a translaciao, a rotacao e a reflexao com des-
lizamento. O objetivo é estabelecer os conceitos e resultados necessarios para demonstrar o
Teorema de Classificacao das Isometrias no Plano. Além disso, estabelecemos alguns resulta-
dos referentes a composicao de reflexdes e composicao de rotagdes os quais serdo usados na
resolucao de problemas por meio de isometrias que apresentamos no Capitulo 2.

Ja no Capitulo 3, apresentamos alguns problemas que envolvem o conceito de isometrias
e podem ser solucionados através de experimentos. Esses problemas sao 6timas propostas
de atividades para sala de aula uma vez que, a partir de uma atividade concreta, os alunos
comecam de forma intuitiva a pensar sobre os conceitos envolvidos e, posteriormente, podem
sistematizar sua resolucgao.

O Capitulo 4 tem como finalidade apresentar questoes da Obmep - Olimpiada Brasileira
de Matematica das Escolas Publicas cujo contetido abordado envolva isometrias para que essas
sejam trabalhadas em sala de aula e, assim, possam motivar o aluno a participar da mesma.

O Capitulo 5 é destinado a apresentacao do software matematico GeoGebra e visa apresentar
algumas das ferramentas que ele dispoe para o trabalho envolvendo isometrias.

E, finalmente, o Capitulo 6 tem como finalidade apresentar atividades que possuam dife-
rentes abordagens do conceito de isometrias para faixas etarias variadas. Atividades essas que
foram pensadas e desenvolvidas a fim de envolver o aluno e instiga-lo a procurar respostas e

ampliar seu conhecimento.
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Capitulo 1
Isometrias no Plano

Neste capitulo estudamos as isometrias no plano as quais sao fung¢oes do plano no plano
e preservam distancias entre pontos. Apresentamos conceitos e propriedades importantes e
os exemplos fundamentais: simetria em relagdo a um ponto, reflexdo em relagao a uma reta,
translacao, rotacao e reflexao com deslizamento.

O objetivo é estabelecer os conceitos e resultados necessarios para demonstrar o Teorema de
Classificagao das Isometrias no Plano. Além disso, estabelecemos alguns resultados referentes a
composicao de reflexdes e composicao de rotagoes que serao usados na resolucao de problemas
por meio de isometrias no Capitulo 2.

Para a elaboragdo deste capitulo foram usadas as Referéncias [8], [2] e [14].

1.1 Definicao de Isometrias e Caracteristicas

Inicialmente admitimos uma unidade de comprimento e indicamos por AB o comprimento

do segmento de reta com extremidades nos pontos A e B, ambos pertencentes ao plano .

Sabemos que um ponto C' pertence ao segmento AB se e somente se AB = AC + CB.

Definicdo 1. Uma isometria entre os planos m e ' é uma fungao T : m — 7' que preserva as
distancias iniciais, ou seja para quaisquer pontos A, B € w, se A’ =T(A) e B' = T(B) temos

A'B’ = AB.
Proposicao 1. Toda isometria é uma fungdo injetiva.

Demonstracio. Sendo A # B, temos AB > 0. Como AB = A’B’, entao A’B’ > 0. Logo,

A’ # B’ e, portanto, a isometria é injetiva. n

Uma isometria ¢ também uma func¢ao sobrejetiva, entretanto esse fato sera demonstrado

posteriormente.
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Proposicdo 2. Toda isometria T : m1 — 7' transforma retas em retas.

Demonstragdo. Seja uma reta r no plano 7. Consideramos dois pontos A e B na reta r com
A # Besejam A’ =T(A), B =T(B) e areta r’ no plano ©’ que passa pelos pontos A" e B’.
Qualquer que seja X € r, distinto de A e de B, um dos trés pontos A, B e X esta entre os
outros dois pontos.

Supondo X entre A e B, entdio AB = AX + XB. Sendo X' = T(X), temos A/B =
A’X' + X'B’ e, consequentemente, X’ estd entre A’ ¢ B’. Portanto, os pontos A’, B’ e X’ sdo

colineares. De modo andalogo, verificamos os demais casos.
Sendo assim, se X pertence a r, sua imagem X' pertence a 7/, ou seja, a imagem de r esta

contida em 7.

Figura 1.1: Proposicao 2

Para provar que a imagem de r é exatamente 7/, tomamos um ponto arbitrdrio X’ na reta
r’ e mostramos que existe X na reta r tal que T(X) = X'.

Para isso, consideramos um ponto qualquer A em r e seja A’ =T (A) em 7.

Seja d = A’X’. Se d = 0, temos A’ = X’ e como T é injetiva, concluimos que T (A) = X'.
Nesse caso, encontramos X = A com 7' (X) = X'.

Se d > 0, temos X; e X, distintos em r tal que X174 = XsA = X'A’. Como T é injetiva,
sabemos que X| # X4 onde X} =T (X;) e X} = T (X5). Além disso, X]A' = X3A’ = d, com
isso, X’ = X{ ou X’ = X/. Sendo assim, encontramos X = X; com T (X;) = X' ou X = X
com T (Xy) = X',

Assim, podemos concluir que T transforma a reta r em 7’.

O

Proposicao 3. Toda isometria T : m1 — « transforma retas perpendiculares em retas perpen-

diculares.



29

Figura 1.2: Proposicao 2

Demonstragcdo. Sejam as retas r, s perpendiculares em m e A o ponto de interseccao entre
elas, como na Figura 1.3. Pela Proposicao 2, as imagens das retas r e s sdo retas em n’ que
denotamos 7’ e §', respectivamente, ou seja, T'(r) = r’ e T(s) = s’. Tomamos um ponto D,
distinto de A, em s e escolhemos dois pontos distintos B e C' em 7 tais que BA = C'A.

Pelo caso de congruéncia LAL, os tridngulos BAD e C AD sio congruentes, pois AB = AC,
BAD = CAD = 90° e AD é lado comum aos dois tridngulos. Assim, BD = CD e o tridngulo
BCD é isésceles de base BC. Além disso, AD é a altura e a mediana desse triangulo.

Sendo T'(A) = A, T(B) = B', T(C) = C" e T (D) = D', como T ¢ isometria, temos
B'C"= BC,(C'D' = CD e B'D' = BD. Portanto, o tridngulo B'C’' D’ também é isésceles, uma
vez que C'D’ = B’D’. Além disso, como B'A’ = BA=CA = C'A, ouseja, B’A’ = C"A/, A'D’

é a mediana do tridngulo is6sceles B'C" D’ de base B'C’. Assim, como em tridngulos isosceles a

mediana e a altura coincidem, A’D’ é a altura do tridngulo B'C'D’. Logo, B'C" é perpendicular
a A'D' e, como B'C' Cr'e A/D' C ¢, concluimos que 7’ e s’ sao perpendiculares.

]

Proposicao 4. Toda isometria T : m — 7' é uma bijecio cuja inversa T~' : ' — 7 ainda é

uma isometria.

Demonstragao. Para demonstrar que T' é bijecao, precisamos verificar que T' é injetiva e sobre-
jetiva. Na Proposicao 1, vimos que 7' é injetiva. Para verificar que é sobrejetiva pegamos um
ponto qualquer X’ em 7’ e determinamos o ponto X em 7 tal que T'(X) = X'.

Para isso, tomamos uma reta r qualquer contida em 7. Pela Proposicao 2, a imagem de
r por T' é uma reta 1’ contida em 7’. Se X’ estd em 7/, entdo, novamente pela Proposicao 2,

existe um ponto X em r tal que T'(X) = X'.
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Figura 1.3: Proposicao 3

Caso isso nao ocorra, ou seja, se X’ nao pertence a 1’, seja s’ a reta perpendicular baixada
de X’ sobre ', como na Figura 1.4. Chamamos de Y’ o ponto de intersec¢ao entre as retas r’
e s’. Como Y’ estd em 77, existe Y em 7 tal que T(Y) = Y’. Seja a reta s perpendicular a r e
que passa por Y. Pela Proposicao 3, a imagem de s pela isometria T é perpendicular a reta r’
e Y’/ pertence a s'. Logo, T'(s) = s’. Como X' pertence a s', existe um ponto X em s tal que

T(X) = X'. Portanto, a isometria é sobrejetiva. ]

Figura 1.4: Proposicao 4

Proposicdo 5. Se T : 71 — n' e S : ' — 7" sdo isometrias entre planos entdo a composta

SoT:m — 7" étambém uma isometria.

/

Demonstragio. Sejam os pontos A e Bem me A" = T(A), B = T(B) em 7. Além disso,
sejam A" = S(A’), B”" = S(B) em 7.
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Assim,

(S0 T)(A) = S(T(A)) = S(A) = A"

(SoT)(B) = S(I(B)) = S(B) = B".

Como T e S sao isometrias, /B’ = AB e A”B" = A'B’. Logo, A”B" = AB.
Portanto, a composicao SoT preserva a distancia entre os pontos A e B, isto é, A”B" = AB
e, pela Definicdo 1, a composi¢ao é isometria.
[

O exemplo mais trivial de isometria ¢ a fun¢ao identidade Id : m — .

Definigdo 2. Seja T uma isometria. Dizemos que o ponto X ¢é fizo por T se T (X) = X.
Além disso, o conjunto F = {X € m;T(X) = X} é chamado de conjunto dos pontos fixos de
T.

Proposicdao 6. Se uma isometria T : m — 7w possui trés pontos fixos nao colineares, entdao T

¢ a identidade.

Demonstracdo. Dados trés pontos nao colineares A, B e C' pertencentes ao plano 7 , tais que
T(A)=AT(B)=BeT(C)=C, consideramos as duas retas r e s com r = AB e s = AC.

Figura 1.5: Proposicao 6

A imagem da reta r pela isometria T' é definida pela reta que passa pelos pontos T (A4) = A
e T (B) = B, ou seja, T'(r) =r.

Seja X pertence a reta r, distinto de A e de B. Supondo T (X) = X' # X, como AX =
TA)T(X)=AX"e X' € r, pois T (r) = r, entdao A seria o ponto médio do segmento X X'.

Da mesma forma, B também seria o ponto médio desse segmento. Sendo assim, A e B seriam

pontos coincidentes. Logo, como A e B sao distintos, temos 7' (X) = X para qualquer que seja
Xer.

Da mesma forma, temos T (Y) = Y para qualquer que seja Y € s.
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Em outro caso, seja Z um ponto qualquer do plano m nao pertencente as retas r e s.
Tracamos uma reta t passando por Z e intersectando as retas r e s nos pontos distintos X e
Y, respectivamente. Podemos concluir que, como 7' (X) = X e T (Y) =Y, T torna todos os
pontos da reta ¢ pontos fixos. Em especial temos 7' (Z) = Z. Como T(Z) = Z para qualquer

ponto Z pertencente a 7, obtemos que T ¢é a identidade. O

Proposicao 7. Dados S, T : m— «' isometrias. Caso existam no plano 7 trés pontos A, B e
C' nao colineares sendo que S (A) =T (A), S(B)=T(B) e S(C)=T(C), temos S =T, ou
seja, S(X) =T (X) para qualquer X € .

Demonstracio. Respeitando as condicoes acima citadas, a isometria S~ o T : 7 — 7 mantém
fixo os pontos A, B e C. Logo, a isometria S~! o T' = identidade. Assim, S =T. n

1.2 Isometria e Triangulos Congruentes

Proposigao 8. Sejam ABC C w e A'B'C’ C 7’ triangulos tais que AB = A'B’, AC = A'C" e
BC = B'C". Existe uma, e somente uma, isometria T : 7 — 7' tal que T (A) = A', T (B) = B’
eT(C)=C".

Demonstragcao. Mostramos o resultado em quatro partes, citadas a seguir, sendo que as trés

primeiras mostram a existéncia da isometria e a quarta mostra a unicidade.

(7) Definimos T
(7i) Mostramos que T estd bem definida.
(73i) Verificamos que T' é isometria.

(iv) Verificamos a unicidade de T

(1) Devemos considerar dois casos distintos para definir T : @ — 7’ tal que T (A) = A/,
T(B)=B eT(C)=C" Sendo P um ponto no plano 7, vamos definir o ponto P’ que

serd a imagem de P, ou seja, P’ = T'(P).
1° Caso: P pertence a uma das trés retas suportes dos lados do triangulo ABC.

Se P pertence a reta AB e P estd localizado entre os pontos A e B, entao definimos P’
como sendo o ponto localizado entre A’ e B’ tal que AP = A’P’. Se P pertence a reta
AB porém B esta localizado entre A e P, P’ serd o ponto tal que B’ estd localizado entre
A'e P'e AP = A/P’. O mesmo ocorre caso tenhamos P com A localizado entre P e B.
Procedemos do mesmo modo com os pontos nas retas suportes dos lados BC' e CA do
triangulo ABC.
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2° Caso: P nao pertence a uma das trés retas suportes dos lados do triangulo ABC'.

Caso P nao pertenca a nenhuma das retas suportes dos lados do tridngulo ABC', devemos
considerar uma reta que passe pelo ponto P e tenha interseccao com pelos menos duas
das trés retas suportes dos lados do triangulo, sendo X e Y os pontos de intersec¢ao com
X # Y com duas das retas. Como ja definimos, no caso anterior, 7' nos pontos X e Y,
P’ é definido como o ponto pertencente a reta X'Y’ com X'P' = XPeY'P' =YP.

E ficil ver que no 1° Caso T estd bem definida. Para mostrar que 7' estd bem definida
para pontos do 2° Caso, escolhemos aleatoriamente um ponto P o qual ndo pertence as
retas suportes dos lados do triangulo ABC'. Tragamos uma reta passando por P e que
tenha interseccao com pelos menos duas das trés retas suportes ja citadas, sendo X; e Y;
os pontos de interseccdo com X; # Y;. Em seguida, tracamos outra reta que passe por
P e que tenha intersec¢ao com pelos menos duas das trés retas suportes ja citadas, sendo
Xs e Yy os pontos de interseccao com Xo # Ys. Vamos analisar a situagao ilustrada na

Figura 1.6.

Figura 1.6: Proposicao 8

Considerando a definigdo do 2° Caso, denotamos 7' (P) = P’ para a primeira reta tragada
e T (P) = P” para a segunda reta tragada. Vamos mostrar que P’ e P” coincidem, o
que implica que a definicio da imagem de P independe da reta X;Y; ou X,Y5 passando
pelo ponto P considerada. Sabemos que AB = A’B’, BC' = B'C" e AC = A’C", portanto
pelo caso LLL temos que os triangulos ABC' e A’B'C’ sdo congruentes. Logo, BAC é
congruente a B'AIC', ABC é congruente a A'B'C" e ACB também é congruente a A'C'B.

Além disso, sabemos que BAC = X, AY;, pois sao angulos opostos pelo vértice. O mesmo
ocorre com B'A'C' = X|A'Y!, como mostra a Figura 1.7. Logo, X1AY; = X|A'Y/. E,
utilizando o primeiro caso da defini¢ao, sabemos que AX; = A’X] e que AY; = A'Y/.

Entao, pelo caso LAL, os tridngulos AX;Y; e A’X|Y/ sdo congruentes.
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Da mesma forma, temos que ABC = X2§Y2, pois sao opostos pelo vértice e A'BC =

XQB\’YQ’, pois também sdo opostos pelo vértice, o que implica que X,BYs = XQB\’YQ’

Novamente, pela definicao do primeiro caso, temos BXys = B’X) e BY; = B'YJ. Logo,

pelo caso LAL concluimos que os tridangulos BX,Y; e B’ X)Y] sdo congruentes.

Observando o triangulo CX; X5 e o tridngulo €' X X} podemos concluir que sao congru-
entes pelo caso LAL uma vez que CX; = C'X], ACB = AC'B e CX, = C' X}, devido

as congruéncias vistas. Logo, podemos concluir que X; X, = X[ X} e C’j(\ng = 0’5(\{)(5.

Como AE(\lYl, C’jﬁ'\l)@ e XQEP sdo suplementares e o mesmo ocorre com A’X\{Yl’ ,
C’S(\{Xé e Xg(\{P’, obtemos X, X P = Xéj(\{P’.

Assim, utilizando o caso LAL, o tridngulo PX; X5 é congruente ao tridngulo P’ X| X} e,
portanto Xo P = X5 P'. Como também Xy, P = X3P, pela definicao de P”, com X} entre

Y, e P”, concluimos que P’ e P” coincidem, ou seja, P’ = P”.

Utilizando argumentos analogos, podemos mostrar que P’ e P” coincidem em outras

situagoes distintas da ilustrada na Figura 1.6.

Dessa forma concluimos que T estd bem definida.

Figura 1.7: Proposicao 8

(i31) E facil ver que T restrita a cada uma das retas suportes dos lados do tridngulo ABC
¢ isometria. Ja para mostrar que T em questao ¢ uma isometria, pegamos dois pontos
aleatorios P e () de tal forma que possamos tracar uma reta passando por P e () e tenha
intersecao com pelos menos duas das trés retas suportes dos lados do triangulo ABC,
sendo X e Y os pontos de intersecdo com X # Y. Vamos analisar a situagao ilustrada

na Figura 1.8.
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Figura 1.8: Proposicao 8

Pelo primeiro caso da definigdo temos BX = B’X’ e BY = B'Y”’ (ver Figura 1.9). Além
disso, como os tridngulos ABC' e A'B'C’ sdo congruentes, ABC' é congruente a A’ BI( e,
portanto, os correspondentes angulos opostos pelo vértice X BY e X'B'Y’ sio congruentes.
Assim, podemos concluir que, pelo caso LAL, o tridngulo X BY é congruente ao tridngulo
X'B'Y’". Logo, XY = X'Y’. Pelo segundo caso da definicdo de 7" no ponto P, temos
XP = X'P e, do mesmo modo, QY = Q'Y".

Como QY = XY+ XP+PQe QY =XY' + X'P + P, entio PQ = P'Q'.

Utilizando argumentos andlogos, podemos mostrar que PQ = P'Q’ em outras situacoes

distintas da ilustrada na Figura 1.8.

Assim, concluimos que T' é uma isometria.

Figura 1.9: Proposicao 8

(iv) A unicidade é consequéncia direta da Proposigao 7.
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]

Observagdo 1. Para definir a isometria 7' na Proposicdo 8 podemos proceder da seguinte
forma: dado o ponto P no plano, consideramos 7, = AP, ry = BP e r3 = CP e tomamos P’
como sendo a interseccao das circunferéncias ¢; de centro A’ e raio rq, co de centro B’ e raio ry
e c3 de centro C' e raio r3, como na Figura 1.10. Outra forma muito importante e apropriada
para exibir a isometria é a que apresentamos no comentario 1 da pagina 40 que utiliza reflexoes

que definimos na Se¢ao 1.3.

Figura 1.10: Observacao 1

1.3 Exemplos Fundamentais de Isometrias

1.3.1 Simetria em Relagcao a um Ponto

Definigao 3. Seja um ponto A no plano m. A simetria em torno desse ponto A é a fungao
Sy :m — m definida por Sx (A) = A e, para X # A, Sy (X) = X’ com X’ o ponto pertencente

a semirreta oposta a semirreta AX, de origem A passando por X, com AX’' = AX.

Note que o ponto A é o ponto médio do segmento com extremidades em X e X' e é

denominado o centro da simetria.
Proposicdao 9. Toda simetria em relagio a um ponto é uma isometria.

Demonstracio. Sejam X e Y dois pontos quaisquer distintos e distintos de A. Observe que o
simétrico do tridngulo AXY em relacao ao vértice de A é o tridngulo AX'Y” congruente, pelo
caso LAL, ao anterior, pois os angulos X AY e X'AY’ sdo opostos pelo vértice e AX=AX" e
AY =AY" pela Definicdo 3, como mostra a Figura 1.11. Sendo assim, XY =X"Y".

Caso X ou Y sejam o ponto A, podemos facilmente ver, pela Definicdo 3, que XY=X"Y".

Portanto, a simetria em relagao a um ponto ¢ uma isometria. O
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Y X'
Figura 1.11: Tridngulos Simétricos em Relacao ao Ponto A

1.3.2 Reflexao em Relacao a uma Reta

Definicao 4. Seja r uma reta contida no plano 7. A reflexdo em torno de r é a fungao
R, : m — 7 definida por R, (X) = X para todo X € r e, para X nao pertencente a r |
R, (X) = X', com r mediatriz do segmento X X'.

Perceba que se Y é o pé da perpendicular baixada de X sobre r, entdao Y é o ponto médio

do segmento X X', como na Figura 1.12.

Figura 1.12: Reflexdo de um Ponto em Relagao a uma Reta

Proposicao 10. Toda reflexdo em relagio a uma reta é uma isometria.

Demonstracao. Para provar que R, é uma isometria, devemos considerar dois casos distintos.

1° Caso: X e Y estdo do mesmo lado da reta r no plano 7.

Seja s a reta paralela a r passando por X. Se Y € s, como na Figura 1.13, XYY’'X’ é um
retangulo e, consequentemente, XY = X'Y".

Se Y ¢ s, como na Figura 1.14, seja A a intersecgao de s com a reta YY’ e A’ a imagem
de A pela reflexdao. Os triangulos retdngulos X AY e X'A’Y’ possuem catetos correspondentes

congruentes, portanto suas hipotenusas XY e X'Y’ sdo congruentes, ou seja, XY = X'Y".
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Figura 1.13: Reflexao em Relagdo a uma Reta - 1° Caso
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Figura 1.14: Reflexdo em Relacao a uma Reta - 1° Caso

2° Caso: X e Y estao em lados opostos da reta r no plano 7, como na Figura 1.15.

Sejam A, B e C os pontos de interseccao de XY, X X' e Y'Y’ com a reta r, respectivamente.
Os tridngulos retdngulos ABX e ABX' tém o cateto AB em comum e os catetos BX e BX’'
congruentes, portanto esses tridngulos sao congruentes e AX = AX’ . Do mesmo modo temos
AY = AY’. Logo, os tridangulos AXX' e AYY’ sao isosceles e por isso suas medianas sdo
bissetrizes. Assim, « = BAX = BAX' =o' e = CAY = CAY' = 3.

Como a = 3, pois sdo angulos opostos pelo vértice, e, além disso, o = o' e § = [/, entao
o = p'. Logo, o e 8’ sdo angulos opostos pelo vértice o que implica que X', A e Y’ sdo
colineares. Sendo assim, X'Y' = X'A+ AY' = XA+ AY = XY

Caso um dos pontos pertenga a reta r, como na Figura (1.16), temos XY = X'Y pela

congruéncia entre os tridngulos retangulos XY B e X'Y B.
E se X e Y pertencem a reta r, pela Definicao 3, XY = X'Y".

Portanto, a reflexdo em relagdo a uma reta é uma isometria. ]

Os pontos da reta r sdo pontos fixos da reflexdo R, : m — w. Para qualquer que seja X € ,
temos R, (R, (X)) = X, portanto R, o R,= identidade, ou seja, (R,)”" = R,, com (R,)”" a
inversa da reflexao R,.

Um dado geométrico muito relevante sobre a reflexdo R, : m — 7w é que ela transforma o

triangulo ABC num tridngulo A’ B’C" no qual o sentido de rotacao dos vértices A’ — B" — C’ é
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Figura 1.15: Reflexao em Relagdo a uma Reta - 2° Caso

X

Figura 1.16: Reflexdo em Relagao a uma Reta - 2° Caso

oposto ao sentido gerado pelos vértices A — B — C', como mostra a Figura 1.17. Isso significa
que a reflexao em torno de uma reta é uma Isometria Impropria, ou seja, inverte a orientacao

no plano. Uma isometria que nao inverte a orientacao ¢ denominada Isometria Propria.
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Figura 1.17: A Reflexao Inverte a Orientacao

Comentdrio 1. Considerando dois triangulos congruentes ABC e A’B'C’, a isometria de
reflexdo pode ser utilizada para definir a isometria 7" que transforma o tridngulo ABC no
triangulo A'B’'C" com T(A) = A, T(B) = B’ ¢ T(C) = ' (ver Proposigao 8). Para isso
consideramos quatro casos:

1° Caso: Se A= A", B=B"e C = (', aisometria é a identidade, que pode ser vista como
o produto de duas reflexoes.

2° Caso: Se A=A, B=DB"e C # (', entao os tridngulos ABC e A'B'C’ sao relacionados

pela reflexdo em relagao a reta AB.

Figura 1.18: Caso 2

3° Caso: Se A = A", B # B e C # (', consideramos a reflexdo de ABC' em relagao

a mediatriz m do segmento BB’. Sendo o tridngulo AB’CY, imagem do triangulo ABC' por

esta reflexao, existem duas possibilidades: se ¢’ = Cf, a isometria 7' é a reflexdo em m, caso
contrario, T é a composicao da reflexdo em m com a reflexdo em relacao a reta A’B’ e a imagem
do tridngulo ABC por esta composicao sera o triangulo A’B’C"’. Nesse caso, a isometria T é o

produto de duas reflexdes.
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Figura 1.19: Caso 3

4° Caso: Se A+ A', B+ B' e C # (', tomamos a mediatriz m do segmento AA’. Sendo o

triangulo A’B]C] a imagem do tridngulo ABC' pela reflexdo em m, temos duas possibilidades:

(a) B = Bj
Neste caso, se C' = (1, a isometria T' é a reflexdo em relagio a m e se C' # C, C' é a
reflexdo C) de C] em relagao a reta A’B’, e T' é a composicao da reflexdo em m e a reflexao

na reta A’B’, como mostra a Figura 1.20.

Figura 1.20: 4° Caso: (a) B’ = B*

(b) B £ B
Seja m; a mediatriz do segmento B} B’. Sendo o tridngulo A’B'CY a imagem do tridngulo
A'B1CY pela reflexdo em my, temos duas possibilidades: se C) = C’; a isometria T' é a
composigao das reflexdes em m e my, caso contrario, se C4 # C’, considerando a reflexdo
em relagdo a reta A’'B’, a imagem C% de C} por essa reflexao é o ponto C’, como na Figura

1.21, e a isometria T é a composicao das reflexdes em m, m; e na reta A’B’.

Como uma isometria é unicamente determinada por seu efeito em trés pontos nao colineares,

temos o resultado desejado.
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Figura 1.21: 4° Caso: (b) B’ # B*

1.3.3 Translacao

Definig¢ao 5. Sejam dois pontos distintos A e B no plano 7. A translagao Txp ¢ a funcao

Tap : m — 7 definida para X € m, por:
(i) Se A, B e X sao pontos nao colineares, a imagem X’ de X é o quarto vértice do parale-

logramo formado pelos pontos A, B e X, como na Figura 1.22.

X
X'

A B

Figura 1.22: Translagdo para A, B e X nao colineares

(i) Se A, B e X sao pontos colineares, a imagem de X ¢ o ponto X’ com X X’=AB e tal que

o ponto médio do segmento AX’ é também o ponto médio de BX, como na Figura 1.23.

Figura 1.23: Translagdo para A, B e X colineares

Note que para qualquer que seja a posicao de X no plano 7, isto é, nos casos (i) e (ii), sua
imagem X' = Typ (X) fica sempre caracterizada pelo fato dos segmentos AX’ e BX terem
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o mesmo ponto médio. Portanto, podemos colocar como definicdo de translacado que para
qualquer posicdo de X sua imagem é o ponto X' tal que os pontos médios de AX' e BX
coincidem. Além disso, para construirmos geometricamente o ponto X’ partindo de A, B e X,
devemos tomar o ponto médio M do segmento BX e prolongar o segmento AM até X' tal que
MX'" = AM, com M o ponto médio do segmento AX".

Nao podemos deixar de mencionar a importancia da ordem em que A e B aparecem. As
translagoes Typ e Tpa sao diferentes. Podemos perceber que Ty = (TAB)_I. Utilizamos o
segmento de reta AB para mostrar que o ponto A foi tomado como origem e o ponto B como
extremidade. Analogamente, o segmento orientado BA tem origem em B e extremidade em A.

Devemos notar que a translagdo T4p nao possui pontos fixos. Na verdade, para qualquer
ponto X € 7w, com T(X) = X', temos XX’ = AB # 0.

Proposicao 11. Toda translagio é uma isometria.

Demonstragcao. Para mostrar que a translacao T4 : m — 7 é uma isometria, pegamos dois
pontos arbitrarios X,Y € 7 e suas respectivas imagens X' = Tup(X) e Y = Tup(Y) e
consideramos trés casos.

1° Caso: Sejam X e Y pontos pertencentes a uma reta paralela a reta AB, como mostra
a figura 1.24. Pela definicao 5, os pontos X’ e Y’ sdo os quartos vértices dos paralelogramos
ABX'X e ABY'Y, respectivamente. Assim, XA = X'B e YA = Y'B. Além disso, XA é
paralelo a X’B e YA é paralelo a Y'B. Logo, os angulos X AY e X’BY’ sao congruentes e,

pelo caso de congruéncia de tridngulos LAL, concluimos que os tridngulos X AY e X'BY’ sao
congruentes. Portanto, XY = X'Y".

%
X'
Y

X

-
B

—4

A

Figura 1.24: Translacao - 1° Caso

2° (Caso: Sejam X e Y pontos no plano tais que a reta XY nao é paralela a reta AB, como
mostra a figura 1.25. Observemos que X X’ e Y'Y’ sdo ambos paralelos & AB, logo X X' e YY’
sao paralelos. Além disso, X X' = AB =YY’ o que implica que XX’ =YY’ Assim XX'Y'Y

¢ um paralelogramo e, portanto, XY = X'Y".
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Figura 1.25: Translagao - 2° Caso

3% Caso: Sejam X e Y pontos pertencentes a reta AB. Considerando X e Y, como mostra
a figura 1.26, sendo AB = XX’ =YY’ e, além disso, XX’ e Y'Y’ ndo tendo pontos interiores
em comum, temos XY’ = X'Y +YY’ = X'Y + XX’ = XY. Assim, neste caso a translacao

preserva distancias. De modo analogo podemos verificar que preserva distancias para outras

possibilidades de posi¢oes relativas entre os pontos X, X', Y e Y/ na reta AB.

Figura 1.26: Translagao - 3° Caso

Portanto, como a translagao preserva distancias nos trés casos possiveis, temos que ¢ iso-

metria. O

A nocao de translagao esta relacionada com o conceito de vetor que significa transportar.
Podemos definir os vetores de um plano através da translacdo. Dados dois segmentos AB e
C'D orientados no plano 7, dizemos que eles sao equipolentes quando Typ = Tep. Esse fato
corresponde a defini¢ao tradicional, uma vez que T'ap = T p se, e somente se, os segmentos AB
e C'D sao paralelos, congruentes e possuem a mesma orientagdo, ou seja, se os pontos médios
de AD e BC coincidem. Consequentemente, dizemos que o vetor v = 1@ , de origem A e
extremidade B, é o conjunto dos segmentos orientados equipolentes a AB. Logo, ao invés de
escrevermos 14, podemos escrever T, e dizer que T, é a translacao de vetor v. Sendo dados
o segmento orientado AB e o ponto P pertencente ao plano w, como na Figura 1.27, existe
apenas um ponto () € m tal que os segmentos orientados AB e P(@) sao equipolentes, ou seja,
]@ = AB = v. Temos que @ é o ultimo vértice do paralelogramo formado pelos segmento AB
e AP. Sendo assim, denotamos () = P + v e dizemos que o vetor v = /ﬁ transportou o ponto
P para a posigao (). Portanto, Q = Tap (P) =T, (P).

Os vetores no plano m podem ser somados. Sendo os vetores u e v, com u = Ag, peguemos



45

A P
Figura 1.27: Segmentos Orientados Equipolentes
um ponto @) tal que l@ = v e definimos u + v = 1@ Também podemos tomar C' tal que

AC = v e definir u + v = 1@ no qual D é o tultimo vértice do paralelogramo formado pelos
segmentos AC' e AB.

A A

Figura 1.28: Soma de Vetores

E importante introduzirmos o vetor nulo indicado por 0, com 0 = 1?4 Nesse vetor, a origem
coincide com a extremidade. Sendo assim, podemos incluir a identidade como uma translacio:
Ty = identidade. Perceba que T, 0T, =T, 0T, = T,.,. Temos que, por defini¢do, se v = 1@ ,
entao —v = Ezl, ou seja, (Tv)_l =T_,. Os vetores, além de somados podem ser multiplicados

por numeros reais. Sendo v = zﬁ e dado um ntmero real ¢ > 0, o produto de ¢ por v é o vetor

T
tv = AB;, no qual B; é o ponto da semirreta AB tal que % = t. Caso tenhamos t < 0, temos

—
tv = —|t|v e, caso t =0, temos 0.v =0 = AA.

1.3.4 Rotacao

Definicao 6. Sejam O um ponto no plano 7 e a = AOB um angulo de vértice O. A rotagao

de a em torno do ponto O ¢ a funcao pp : @ — 7 definida por:
(i) se X = O, poa (0) = O;

(ii) X # O, a imagem de X é o ponto X’ com OX’ = OX, XOX' = a e tal que AOX' ¢

BOX possuem a mesma bissetriz, como mostra a Figura 1.29.
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O

Figura 1.29: Rotacao em Torno de um Ponto

Observagao 2. Observe que dizer que AOX' e BOX possuem a mesma, bissetriz, coincide

com ideia intuitiva que temos de que o sentido de rotacdo de A para B é o mesmo de X para
X'

Proposicao 12. Toda rotacao é uma isometria.

Demonstragdo. Sejam os pontos X e Y pertencentes ao plano 7, diferentes de O e nao colineares,
como na Figura 1.30. Sejam suas respectivas imagens X’ e Y’ pela rotagao po . Como, pela
Definicao 6, os angulos XOY’ e X’OY possuem a mesma bissetriz, temos XOY = X'OY".
Como OX = OX’ e OY = OY’, podemos concluir que os tridngulos XOY e X'OY" sao
congruentes pelo caso LAL. Sendo assim, XY’ = XY, ou seja, a rotacao preserva a distancia
entre X e Y.

Figura 1.30: Rotacao em Torno de um Ponto

Também podemos verificar que a rotagao preserva distancias para outras possiveis posigoes
relativas dos pontos X, Y e O, assim como, se um dos pontos X ou Y coincide com o ponto O.

Portanto a rotacao po, ¢ uma isometria de um tnico ponto fixo O. O

No caso em que o angulo a = AOB = 180°, ou seja, quando 1@ e O@ sao semirretas

opostas, a rotagdo po, coincide com a simetria Sp, em torno do ponto O. Para definirmos
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bem a rotagao po . de centro O e angulo a = A@B, precisamos levar em conta a ordem das
. — ? . 't ? . - =
semirretas OA e OB. A primeira deve ser OA e a segunda OB. Dizemos entao que a = AOB

¢ um angulo orientado diferente do angulo orientado —ow = BOA. Podemos verificar facilmente

que po,—a = (po.a)

1.3.5 Reflexao com Deslizamento

Definigao 7. Sejam dois pontos distintos A e B no plano 7 e uma reta r paralela a reta AB.
A reflexdo com deslizamento T:m— 7 é definida por T=T4g o R,, onde T p é a translacao dada
pelos pontos A e B e R, é a reflexdo em relacdo a reta r paralela a reta determinada pelos

pontos A e B.

Note que essa transformacao é obtida ao realizarmos uma reflexao seguida de uma transla-
¢do, com a translacao paralela a reta da reflexao.

A Figura 1.31 mostra a imagem X’ de um ponto X pela reflexdo deslizante dada pela
composicao da reflexdo em relagao a reta r e a translagao dada pelo vetor v, ou seja, por
T = T, o R,. Também, mostra a imagem A'B’'C’ do tridngulo ABC pela mesma reflexao

deslizante.

Y

Figura 1.31: Reflexao Deslizante

Proposicao 13. Toda reflexdo com deslizamento é uma isometria.

Demonstragio. Pela proposicao 5, como a reflexdo com deslizamento é a composta de duas

isometrias, reflexao e translacdo, é também uma isometria. n

Como a translagdo T4 nao apresenta ponto fixo, a reflexdo com deslizamento também nao

tem ponto fixo e, como AB é paralelo a reta r, verificamos facilmente que Thpo R, = R, 0T .
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1.4 Propriedades e Classificacao das Isometrias

Proposicdao 14. Caso uma isometria T : m — 7 possua dois pontos fizos distintos ou T € a

identidade ou a reflexao em torno da reta determinada por esses pontos.

Demonstragio. Sejam dois pontos A e B pertencentes ao plano m com A # B, tais que T (A) =
AeT(B)= B. Sendo assim, T deixa fixos todos os pontos pertencentes a reta r = AB. Seja
um ponto C, pertencente ao plano 7, porém que nao pertenca a reta r. Se T (C) = C, entao
T possui trés pontos fixos A, B e C' nao colineares e, pela Proposicao 6, T é a identidade.
Caso tenhamos T (C') = C" com C" # C, como AC = AC" ¢ BC' = B(’, entao a reta r ¢ a

mediatriz do segmento C'C’, logo C" = R, (C), como na Figura 1.32. Sendo assim, T' coincide

com a reflexdo em torno de r nos pontos nao colineares A, B e (', portanto, pela Proposicao 7,
T =R,.

Figura 1.32: Proposicao 14

O

Proposicdao 15. Sejam S, T : m — 7' isometrias. Caso existam em 7 dois pontos distintos A,
B tais que S(A) =T (A) e S(B) =T (B) temos que ou S =T ou S =ToR,, com R, :m — 7

a reflexdo em torno da reta r = AB.

Demonstracio. Desse modo, T-'0 S : m — m é uma isometria com dois pontos A e B distintos
e fixos. Portanto, pela Proposicio 14, ou T~ o S = identidade e T = S ou T 1o S = R,, ou
seja, S =T o R,. Denotando s = T (r), podemos perceber que T o R, = Rso0T. O

Proposicao 16. (Teorema de Classificagio das Isometrias no Plano) Existem apenas quatro
tipos de isometrias T : m — 7 do plano w, além da funcao identidade. Sdo elas: translagdo,

rotagdo, reflexao e reflexao com deslizamento.

Demonstragdo. Seja uma isometria T : m — 7 diferente da identidade. Existe um ponto A € 7
tal que T'(A) = A" com A" # A. Seja T (A") = A”. Temos

ATA" = T(A)T(A) = AA > 0.
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Consideramos trés casos distintos:

1° Caso: A, A" e A” sdao pontos nao colineares.

A

Figura 1.33: Proposigao 16 - 1° Caso

A imagem do tridngulo isésceles AA’A” pela isometria 7' é um tridngulo T'(A)T(A")T(A")
isésceles, que tem os pontos A’ e A” como dois de seus vértices, pois T(A) = A" e T(A") = A”.
Como os lados desse triangulo imagem sdo congruentes aos lados do triangulo AA’A” e A’A”
é um de seus lados, existem duas possibilidades para a posigdo do terceiro vértice T'(A"),
uma em cada um dos semiplanos determinados pela reta A’A”. Denotamos por T(A”) = B,
a possibilidade em que A e T(A”) estdao do mesmo lado da reta A’A” e por T(A”) = B, a
possibilidade em que A e T(A”) estdao em lados opostos, como podemos observar na Figura
1.33.

Figura 1.34: Proposicao 16 - 1° Caso

Na primeira possibilidade, o ponto B; = T'(A”) e A, A’ e A” formam a poligonal convexa
AA’A” By cujos lados tém comprimentos iguais e os angulos A e A" sdo congruentes. Sendo

assim, ela pode ser inscrita em uma circunferéncia de raio OA e centro O, no qual o ponto O

é o encontro das mediatrizes dos segmentos AA’, A’A” e A” By, como mostra a Figura 1.34.
Sendo O" = T (0), como OA = OA” = OA”, temos O'A’ = O'A" = O'B;. Portanto O’

pertence as mediatrizes dos segmentos A’A” e A” By, o que implica que O’ = O. Se consideramos
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a rotacio p de centro O e angulo AOA', podemos verificar que p (A) = A’ = T (A), p(A') =
A" =T ((A) e p(A”") = By = T(A"). Logo, pela Proposigao 7, T = p e, assim, T é uma
rotacao.

Ja na segunda possibilidade, ou seja, T'(A”) = B,, temos um paralelogramo com AA" e A” By
lados opostos e A’A” uma diagonal. Assim, os pontos médios M, P e N desses trés segmentos
em questao se encontram sobre uma reta r, como na Figura 1.35. Considerando a isometria
S = Tyn o R,, composta da translacdo Tyny com a reflexdo em torno da reta r, podemos
verificar que S e T' coincidem nos pontos A, A’ e A” os quais nao sdo colineares. Portanto, pela
Proposicao 7, T = S e, como a dire¢ao da translagdo T),n coincide com a direcao da reta de
reflexdo r, concluimos que 7' é uma reflexdo com deslizamento, fato que encerra a analise do

primeiro caso.

Figura 1.35: Proposigao 16 - 1° Caso

2° Caso: A, A" e A” sdao pontos distintos e colineares.

Como AA’ = A’A", A’ é o ponto médio do segmento AA”. A reta r, na qual os trés pontos
dados pertencem, é transformada em si prépria pela isometria 7' (ver Figura 1.36). Além disso,
nos pontos A e A’, T coincide com a translacao T4 4.

Consideremos um ponto B fora da reta r.

A isometria T transforma o tridngulo AA’B em outro tridngulo, o qual possui A" e A”
como dois de seus vértices, pois T(A) = A" e T(A") = A”, e cujos lados possuem os mesmos
comprimentos que os lados de AA’B. Existem duas possibilidades para a posicao do terceiro
vértice T'(B), uma em cada um dos semiplanos determinados pela reta r. Denotamos por
T(B) = B a possibilidade em que B e T(B) estao do mesmo lado da reta r e por T(B) = By
a possibilidade em que B e T'(B) estdo em lados opostos, como podemos observar na Figura
1.36.

Na primeira possibilidade, ou seja, quando T(B) = By, AB e A'B; sao lados opostos de
um paralelogramo. Assim, considerando a translacao Taa : m — 7, podemos observar que ela
coincide com a isometria 7" nos pontos nao colineares A, A’ e B. Portanto, pela Proposicao 7,

temos T' = T4 4/, logo T" é uma translacao.
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B,
Figura 1.36: Proposicao 16 - 2° Caso

Na segunda possibilidade, ou seja, quando T(B) = Bs, o ponto Bs é simétrico ao ponto
By em relacao a reta r. Se consideramos a reflexao com deslizamento S = Tya o R, : m — 7,
temos S(A) =T (A)=A",S(A)=T(A)=A"e S(B)=T(B) = B,. Logo, pela Proposicao
7, S = T. Portanto, T é uma reflexdo com deslizamento, fato que encerra da discussao do

segundo caso.

3° Caso: A" = A.

Como T(A) = A" e T(A") = A” = A, o segmento de reta AA’ é transformado nele mesmo
pela isometria e, se M é o ponto médio do segmento AA’, temos T (M) = M. Além disso,
como uma isometria transforma retas perpendiculares em retas perpendiculares, a mediatriz s
desse segmento ¢ transformada em si mesma pela isometria 7.

Caso B seja um ponto pertencente a mediatriz s, porém diferente de M, temos duas possi-
bilidades para sua imagem 7'(B). Podemos ter T'(B) = B ou T (B) = B’ no qual B’ é o ponto

simétrico de B em relagao a reta r = AA’, como na Figura 1.37.

Figura 1.37: Proposigao 16 - 3° Caso
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Na primeira possibilidade, T' coincide com a reflexdo em relagdo a s, Ry : m — 7, nos pontos
nao colineares A, A’ e B, logo T' = R,. Na segunda possibilidade, T" coincide com a rotagao
p:m — mem torno do ponto M, com angulo de 180°, nos pontos nao colineares A, B e M,
logo T' = p.

Assim, no terceiro caso, concluimos que 7' é uma reflexdo ou uma rotagao de 180° (simetria

em relagao ao ponto M). O

1.5 Figuras Congruentes e Figura Simétrica

1.5.1 Figuras Congruentes

Defini¢cao 8. Duas figuras F; e F5 no plano sao congruentes se é possivel transformar uma
figura na outra por uma isometria, ou seja, se existe uma isometria tal que F, é a imagem de

JF1 por essa isometria.

Dizemos que duas figuras F; e Fy sao simétricas quando existe uma isometria tal que a

imagem de F; pela isometria é F5.

Exemplo 1. A Figura 1.38 ilustra duas figuras J; e J» congruentes. A figura JF, pode ser
obtida a partir de F; pela composicao da translacao definida pelo vetor u e a reflexao na reta

Tr.

Figura 1.38: Figuras congruentes

1.5.2 Figura Simétrica

Definicao 9. Um subconjunto F do plano é chamado invariante pela isometria 7" se

T(F) = {T(P)/P € F} = F.
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Observacao 3. Note que se o subconjunto F contém apenas um ponto P, dizer que F é
invariante é o mesmo que dizer que o ponto P é fixo de acordo com a Definicao 2. Assim, dizer
que o ponto P é fixo pela isometria é o mesmo que dizer que o ponto P é invariante. Além
disso, se um conjunto nao unitario F é invariante, ndo necessariamente seus pontos sao fixos

(invariantes).

Dizer que uma figura é simétrica significa que podemos aplicar certas isometrias, chamadas

operagoes de simetria, que deixam a figura inteira invariante.

Defini¢cao 10. Uma isometria que deixa uma figura geométrica F invariante é chamada uma

simetria de F.

Definicao 11. Uma figura geométrica F é dita ter uma reta de simetria r se é invariante pela

reflexdo em relacao a reta r.

Exzemplo 2. A borboleta da Figura 1.39 tem simetria em relagdo a reta vertical. Neste caso

dizemos que a figura tem simetria bilateral.

Figura 1.39: Simetria da borboleta

Definicao 12. Uma figura geométrica F tem uma simetria f-rotacional se é invariante por

uma rotagao de um angulo 6.

Ezxzemplo 3. As letras A e E da figura 1.40 tém simetria bilateral. A reta de simetria é vertical

para a letra A e horizontal para a letra E.

Ezxzemplo 4. A letra N da figura 1.41 é simétrica pela rotagao de 180° em relagdo ao ponto
central A da letra N, ou seja, pela simetria em relacao ao ponto A. Essa simetria pode ser obtida
pela composicao de duas reflexdes em relagao as retas r; e ry perpendiculares, uma vertical e
outra horizontal, e o centro da rotagao de 180° é a intersegdo A destas retas. A simetria em

relacdo ao ponto A é também chamada de simetria central ou reflexdo em relagdo a um ponto.
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E

Figura 1.40: As simetrias das letras A e E

Figura 1.41: A simetria da letra N

1.6 Composicao de Reflexoes

Nesta secao analisamos qual o tipo de isometria obtemos ao fazer a composicao de duas

reflexoes R, e R, em relacao as retas r e s, respectivamente.
Proposicdao 17. Sejam as reflexoes R, e Ry em relagdo as retas r e s, respectivamente.
(i) Ser =s, R, o R, = identidade.

(ii) Se r € paralela a s, Rso R, é a translagao T de dire¢io perpendicular ds retas r e s,

deslocamento o dobro da distancia entre as retas e sentido da reta v para a reta s.

Demonstragio. (i) Se s =r temos R, o R, = identidade trivialmente.

(ii) Sejam r e s paralelas. Consideremos pontos A, B e C' nao colineares, sendo A e B pontos
distintos em r e C' em s com o segmento AC' perpendicular a r, como mostra a figura
1.42. Tomemos A" = Ry(A) ¢ B = Ry(B). Assim, ABB’A’ é um paralelogramo com
AA"= BB e AC = CA’. Agora, consideremos a translacao T4 4. Temos,

TAA/(A) - A/ TAA/<B) - B/
[

Observagdo 4. O item (ii) da proposigao 17 implica que uma translacao T4 p pode ser expressa
como a composta de duas reflexoes R, e R, em torno de retas paralelas r e s situadas uma da
outra a uma distancia igual a metade do comprimento do deslocamento da translacao, ou seja,
Tap = Rso R, com d(r,s) = d(A, B)/2. As retas das reflexdes podem ser tomadas em qualquer

parte do plano, desde que mantenham essa distancia, que sejam perpendiculares a direcao do
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Figura 1.42: Composicao de reflexdes em retas paralelas

deslocamento da translacao e que o sentido de A para B seja o0 mesmo que o sentido da reta r

para a reta s.

Definicao 13. Sejam as retas r e s concorrentes no ponto O. O angulo da reta r para a reta
s é o angulo orientado ndo obtuso & = AOB, com A € r e B € s, como ilustram as figuras
1.43(a) e 1.43(b). O angulo de s para r é —a = BOA.

Figura 1.43: Angulo da reta r para a reta s

Proposicao 18. A composicao de duas reflexoes em relacio a duas retas distintas e concor-

rentes ¢ uma rotagcao de angulo o dobro do angulo entre as retas.

Demonstracdo. Sejam as reflexdes R, e Rg com retas de reflexdo r e s, tendo o ponto O em
comum. Sejam A, B, C'e D pontos em uma circunferéncia com centro O, como na figura 1.44,
com B e C nas retas de reflexdo r e s , respectivamente, e AB = BC = CD.

Note que a reflexao R, reflete o tridngulo OAB no triangulo OCB, e a reflexao R, reflete

o tridngulo OC'B no tridangulo OC'D. Como uma isometria é completamente determinada por
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Figura 1.44: Composi¢ao de reflexdes em retas concorrentes

seu efeito em trés pontos nao colineares, e como a composicao R o R, coincide com a rotacao
de angulo 20 = AOC (ou BOD) nos pontos A, B e O, pois
(Ryo R,)(A) = C, (Ryo R,)(B) = D, (Ryo R,)(0) = O,
p20(A) = C, p2g(B) = D, p2p(0) = O,
a composicao Rs o R, é a rotagdo de angulo 20 = AOC de centro O.
]

Observagdo 5. A proposicao 18 implica que uma rotacao pp, pode ser expressa como a
composta de duas reflexoes R, e Rs em torno de retas r e s, concorrentes no ponto O, e que
formam entre si um angulo igual a metade do angulo de rotagao, ou seja, po, = Rs o R, com
a o dobro do angulo da reta r para a reta s. Uma das retas pode ser tomada arbitrariamente,
desde que passe pelo ponto O, e a outra de modo a satisfazer a condicao citada. Note que as
rotagoes Ry o R, e R, o Ry diferem apenas pelo sentido de rotagao, se uma delas é no sentido

horério, a outra é no sentido anti-horario.

1.7 Composicao de Rotacoes

Nesta secao analisamos qual o tipo de isometria obtemos ao fazer a composicao das rotagoes

P0.a, de centro O e angulo «a, e por g, de centro O’ e angulo f.

Proposicao 19. Sejam as rotacoes po.. € porg-
(i) Se O =0, po,a°pos = P0s°P0w = PO.ats- Quando a+ [ =360°, po+s = identidade.
(ii) Se oo = —f, a composicio das rotagoes Roo € Rog) € uma translagdo.

(iii) Se a # —f3, a composicio das rotagoes Ron € Rogy € wma rotagio com centro em O",
distinto de O e de O', e dngulo o + 3.
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Demonstragio. (i) Pela Observagao 5, sejam as retas r, s e t como na figura 1.45 tais que

PO, = Rso R, e pPo.p = R, o R;. ASSiIIl7
P05 0 Poa=RioRsoRs0R, =R, 0R,.

e
Sendo o angulo entre r e t igual a j, pela Proposicao 18, a composicao R; o R, é a

rotagdo em torno do ponto O e angulo o + .

Figura 1.45: Composi¢ao de rotagoes de mesmo centro

(ii) Pela Observagao 5, sejam as retas 7, s e t como na figura 1.46, tais que pp, = R, o Ry e
por g = Ry o R,, com r a reta determinada pelos pontos O e O'. Como a = —f3, as retas

s e t sao paralelas.

Figura 1.46: Composi¢ao de rotagdes com o = —[3

Assim,
PO’ B C PO, = Rio R, o R, o R, = Ryo R;.

Pelo item (ii) da Proposi¢do 17, a composicao R; o R, é a translacao na dire¢ao perpendi-
cular as retas s e t, deslocamento igual ao dobro da distancia entre s e t e no sentido da

reta s para a reta t.

(iii) Seja r a reta determinada por O e O’. Novamente, pela Observacao 5, sejam as retas s e t

como na figura 1.47, tais que po = R, o Rs € por g = Ry 0 R,. Neste caso, como o # —f3,
+ S
5

~ A - o
as retas s e t sdo concorrentes em um ponto O” e o angulo de s para t é igual a
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Figura 1.47: Composi¢ao de rotagoes com « # —f3

Assim,

polyﬁopaa = RtORTORTORS = RtORS'

Pela Proposicao 18, a composicao R; o R, é a rotacao de centro no ponto O” e angulo

. o+ .
igual ao dobro de e no sentido da reta s para a reta t.

]
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Capitulo 2
Isometrias na Resolucao de Problemas

As propriedades de isometrias podem ser utilizadas para resolver problemas interessantes
de forma simples. Neste capitulo apresentaremos alguns problemas que podem ser resolvidos

via isometrias.

2.1 Problema sobre comprimento de caminho inscrito
em Triangulo Equilatero

Problema 1. Seja ABC um equilatero de lado [. Se P e () sao pontos situados respectivamente
sobre AB e AC distintos dos vértices de ABC', prove que BQ) + PQ + CP>2l.

Inicialmente, construimos o triangulo equilatero ABC', determinamos os pontos P e @)

pertencentes respectivamente a AB e AC' e tracamos os segmentos BQ), PQ) e C'P.

A

Figura 2.1: Problema do Triangulo Equilatero - Passo 1

Em seguida, refletimos o triangulo ABC em torno da reta AC' e determinamos o ponto B’.

Também tracamos o segmento PQ’" o qual é a reflexdo do segmento PQ) em torno da reta AC.
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A P B'
P
B& ;C

Figura 2.2: Problema do Triangulo Equilatero - Passo 2

Novamente refletimos o triangulo ABC, agora em torno da reta AB’ e determinamos o
ponto C’. Em seguida, tracamos o segmento P'C” o qual é o segmento PC|, refletido em torno

da reta AC e refletido novamente em torno da reta AB’.

c

Figura 2.3: Problema do Triangulo Equilatero - Passo 3

Construimos o tridngulo QP'C’ tragando o segmento QC".

Podemos observar na figura que, pela desigualdade triangular no tridngulo QP'C’ temos:

P +PqQ > OQ (2.1.1)
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Figura 2.4: Problema do Triangulo Equilatero - Passo 4

Além disso, pela desigualdade triangular no tridngulo BQC’, temos:

BQ+C'Q > BC (2.1.2)

Portanto, pelas equacoes 6.5.1 e 6.5.2 temos:

BQ+COP+PQ > BC (2.1.3)

Logo, como temos C'P'=CP, P'Q=P(Q e BC" = 2l, por 6.5.3, concluimos que:

BQ+CP+PQ > 2

2.2 Problema do Triangulo Medial

Problema 2. Sejam D, E e F respectivamente os pontos médios dos lados AB, BC e C'A do
triangulo ABC. Se Oy, Oy e O3 sao, respectivamente, os centros das circunferéncias circuns-

critas aos tridngulos ADF, BDE e CEF e (01, Q2 E Q3 sdo, respectivamente, os centros das
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circunferéncias inscritas nesses mesmos triangulos, prove que os triangulos 010,03 e Q1(Q02Q)3

sao congruentes.

Figura 2.5: Problema do Triangulo Medial

Podemos observar (ver a figura 2.5) que EFF é a base média do tridngulo ABC' relativa a
base AB portanto, pelo Teorema da Base Média, EF é paralelo a AB e 2EF = AB.

Analogamente, DE ¢é paralelo a AC e 2DE = AC, assim como DF ¢é paralelo a BC' e
2DF = BC. Logo, os triangulos FCE, AFD e BDE siao congruentes.

Sendo assim as circunferéncias circunscritas de centro Op, Oy e O3 sdo congruentes e as
circunferéncias inscritas de centro @)1, Q)2 e (3 também sao congruentes.

Se efetuarmos uma translacao no sentido de B para D e com deslocamento igual ao compri-
mento de BD), o tridangulo BDF ficaré sobreposto com o tridangulo DF A. Como nessa translagao
todos os pontos pertencentes ao tridangulo também sofrem a transformagao, podemos concluir
que @y sera levado a 1 e também que Oy sera levado a ;. Sendo assim, concluimos que
Q1Q2 = 0,0;.

Da mesma forma, se a translagao for feita no sentido de B para E e com deslocamento igual
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ao comprimento de BE, Q203 = O>03. E ainda, se a translagao for feita no sentido de C para
F e com deslocamento igual ao comprimento de C'F;, Q3Q1 = O30;.

Logo, os triangulos 010,03 e (Q1(Q2(Q)3 sao congruentes.

2.3 Problema de Napoledao (Teorema atribuido a Napo-

ledo Bonaparte)

Problema 3. Seja um triangulo arbitrario ABC' e consideremos triangulos equilateros ABD,
BCFE e C'AF construidos sobre cada um dos lados e exteriores ao tridngulo ABC, como na
Figura 2.6. Sendo O, P e ) os centros desses trés triangulos equilateros, o triangulo OPQ ¢

equilatero.

Figura 2.6: Teorema de Napoleao

O teorema descrito no problema é atribuido a Napoleao Bonaparte e pode ser resolvido
utilizando a composicao de rotacoes.

Consideramos as rotagdes po.a, Pps € po~ No sentido horédrio, com o = AOB, § = BPC' e
v = CQA. Como os triangulos ABD, BCE e C AF sao equilateros, os angulos «, 5 e v medem
120°. Além disso, poo(A) = B, pps(B) = C e po~(C) = A. Logo,

PQr © PP ° PO.a(A) = A,

ou seja, a Composigao pg .~ © ppg © Po,q fixa o ponto A.
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Pela Proposicao 19 do Capitulo 1, a composi¢ao pps o po.. ¢ a rotacao no sentido horario
de 240° com centro no ponto X tal que os dngulos X OP ¢ OPX medem 60°, como na Figura
2.7.

0]
v 60°

Figura 2.7: Teorema de Napoledao

Assim, o tridngulo OPX é equilatero.

Se X # @, pela Proposicao 19, a composi¢ao de pg ., € ppg 0 po,o ¢ uma translagao que nao
tem ponto fixo. Como ja mostramos que esta composicao fixa o ponto A, a suposi¢do X # @
que fizemos nao ocorre. Logo, X = (@), ou seja, o centro X da rotacao pps o po coincide com
o centro () da rotagao pq .

Portanto, como o tridangulo OPX é equilatero e X = @), concluimos que o triangulo OPQ

é equilatero.

2.4 Problema de Fermat

Problema 4. Seja um triangulo acutangulo ABC. Localizar no interior desse tridangulo um

ponto P cuja soma dos comprimentos AP, BP e C'P é a menor possivel.

Esse problema é conhecido como problema de Fermat e pode ser resolvido utilizando o
conceito de rotagao.

Inicialmente consideramos um ponto P qualquer no interior do triangulo ABC' e os segmen-
tos AP, BP e C'P, como na Figura 2.8.
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B® c

Figura 2.8: Problema de Fermat

Rotacionamos o triangulo APB de 60° em torno do ponto B, no sentido anti-horario, e

obtemos o tridngulo A’ P’ B, como mostra a Figura 2.9.

A

Figura 2.9: Problema de Fermat

Como a rotagdo é isometria, ou seja, preserva distancias, temos A’/P' = AP e A’B = AB.
Além disso, as medidas dos angulos PBP" e ABA’ sdo iguais a 60°. Assim, os tridngulos ABA’

e PBP' sao isésceles com um angulo de 60° o que implica que sao equilateros. (Figura 2.10)

Figura 2.10: Problema de Fermat

Sendo PBP’ tridngulo equildtero, temos BP = BP’ = PP’. Assim, o comprimento do
caminho poligonal A’P'PC' é igual a soma dos comprimentos dos segmentos AP, BP e C'P, ou

seja,

AP + PP+ PC=AP+ BP+CP.
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Este caminho poligonal ligando A’ e C, formado pelos segmentos A'P’, P'P e PC, é minimo

quando é um segmento de reta, como na Figura 2.11.

A

N

Figura 2.11: Problema de Fermat

S

Neste caso,
BPC =180° — BPP' = 120°

APB = A'P'B = 180° — PP'B = 120°.

Assim, o desejado ponto P, para o qual

AP+ BP+CP
é minimo, é o ponto tal que
APB = BPC = CPA = 120°,

como na Figura 2.12, e é chamado de Ponto de Fermat.

B C

Figura 2.12: O Ponto de Fermat

A seguir, apresentamos duas construgoes geométricas do Ponto de Fermat e as respectivas

justificativas.

Construgdo 1.
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o A partir do tridngulo ABC, fazemos a rotacao do ponto A de 60° em torno do ponto B,

obtendo o ponto A’, como na Figura 2.13.
o Construimos o segmento A’'C'.
o Construimos a circunferéncia ¢ passando pelos pontos A, B e A'.

o A interseccdo P do segmento A'C' e a circunferéncia ¢ é o Ponto de Fermat.

Figura 2.13: Construcao 1 do Ponto de Fermat

Justificativa da construcao 1.

Como o triangulo ABA’ é equilatero, os angulos AA'B e ABA' tém medidas iguais a 60°.
Pela Proposicao 22 do apéndice C, sendo o quadrilatero AA’BP inscritivel, temos AA'B +
APB = 180° e APA’ = ABA’ = 60°. Assim, APB = 120° e, como APA’ + APC = 180°,
temos APC = 120°. (ver Figura 2.14) Consequentemente, também BPC = 120°.

B <

Figura 2.14: Justificativa da construcao 1

Construcao 2.

o Construimos o segmento A’C', como na construcao 1.
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o Fazemos a rotagao do ponto B de 60° em torno do ponto C, obtendo o ponto B’, como

na Figura 2.15.
o Construimos o segmento B’A.

o A interseccao P do segmento A'C' e o segmento B’A é o Ponto de Fermat.

‘Eﬁ

Figura 2.15: Construcao 2 do Ponto de Fermat

Justificativa da construcao 2.

De modo andlogo a justificativa de que o Ponto de Fermat pertence ao segmento A'C,

justificamos que estd no segmento B’A. Portanto, P esta na interseccao dos dois segmentos.

Observagdo 6. Na solugao do Problema de Fermat, note que os segmentos A'C' e B'A sao
congruentes e A’/C' = B’A = AP+ BP+ CP. Além disso, também podemos considerar o ponto
C" obtido pela rotacao de 60° do ponto C' em torno do ponto A e o segmento C’'B que também

serd congruente aos segmentos A'C' e B'A, ou seja,

AC=BA=0C'B=AP+ BP+CP,

e os trés segmentos sao concorrentes no Ponto Fermat, como na Figura 2.16.

Como os tridngulos ABA’, BCB' e C AB’ sao equilateros, temos a consequéncia seguinte:

Consequéncia
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Bﬁ
Figura 2.16: O Ponto de Fermat como interseccao de trés segmentos

Se triangulos equilateros ABA’, BCB' e CAB' sdo construidos exteriormente nos lados de
triangulo acutangulo ABC, os trés segmentos A'C', B’A e C'B sdo congruentes, concorrentes

no Ponto de Fermat e com angulos entre cada dois deles iguais a 60°.

Comentdrio 2. Caso o triangulo ABC seja obtusangulo, devemos considerar duas situagoes
conforme descrito na Referéncia [1].

Na primeira situacao consideramos o caso em que os angulos do triangulo ABC nao excedem
120° (ver Figura 2.17).

Deseja-se encontrar o valor minimo para d = AP+ BP + CP, onde P é um ponto de regiao

triangular fechada. Rotacionamos o tridngulo APB de 60° com centro em B, obtemos C'P'B.

Figura 2.17: O Problema de Fermat no triangulo obtusangulo 1

Os tridngulos ABC" e BPP' sao equilateros. Observamos que AP + BP + CP = CP' +
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P'P+ PC, ou seja, d é o comprimento da linha poligonal C'P’PC. Sendo assim, d serd minima
se os pontos C, P, P e C' forem colineares. Neste caso, BPC = 180° — P'PB = 120° e
APB = C'P'B=180° — PP'B = 120°. .

Entao o ponto, P, para o qual d é minima é o que "enxerga'os lados AB, BC' e AC de
120°. Nos tridngulos com angulos menores que 120°, é sempre possivel determinar este ponto
P, conhecido como ponto de Fermat. As construgdes estao descritas na Referéncia [1].

Observamos que, se o angulo BAC' é de 120°, obtemos C'AC" alinhados e portanto a solu¢ao
para o nosso problema é P = A.

Ja na segunda situagdo, supomos que o triangulo ABC' tenha um angulo maior do que 120°.
Vamos mostrar que o ponto-solugao para o problema é o vértice A. Isto é: AP+ BP +CP >
AB + AC (ver Figura 2.18).

Figura 2.18: O Problema de Fermat no tridangulo obtusangulo 2

Rotacionando o tridngulo APB em A de tal maneira que o tridngulo obtido B’P’A tenha
B, AeC alinhados, temos PAP’ < 60°. Isto implica que P’P < AP. Entdo d = AP + BP +
CP > P'P+ B'P+ PC, ou seja, d é maior do que o comprimento da poligonal B'P’'PC', que
por sua vez é maior que o segmento B'C.

Temos entao: AP+ BP +CP > B'C = B'A+ AC = AB + AC.

2.5 Problema de Fagnano

Problema 5. Em um tridngulo acutangulo, inscrever um tridangulo cujo perimetro é o menor

possivel.

Este problema é conhecido como o Problema de Fagnano. Foi proposto e resolvido utilizando
célculo por Giovanni Fagnano (1715 - 1797, Italia). A primeira solugdo que apresentamos ¢é
baseada na prova de Coxeter ([2], p. 21), Dodge ([4], p. 91) e Kazarinoff ([7], pp. 76-77). A
segunda solugao, também usando reflexdes, é uma adaptacao da prova devido ao H. A. Schwarz
(1843 - 1921, Polonia) que pode ser vista em Coxeter e Greitzer ([3], p. 88).

Apresentamos duas solugdes para o problema utilizando o conceito de reflexao.



71

Solucao 1.

Consideremos um triangulo acutangulo ABC' e seja um triangulo qualquer DEF com D
em BC, E em AC e F em AB. Sejam D’ e D" as imagens de D pelas reflexdes em C'A e AB,

respectivamente, como na figura 2.19.

Figura 2.19: Problema de Fagnano

Entéao, o comprimento do caminho D'EF D" de D' para D", que, em geral, é uma poligonal

com jungodes em E e F, é igual ao perimetro do tridngulo DEF, ou seja
DE+EF+FD=DE+EF+ FD",

Para D fixo, tal caminho de D’ para D” é minimo quando é uma reta. Logo, dentre todos
os tridngulos inscritos com vértices D em BC, E em AC e F em AB, aquele com o menor

perimetro ocorre quando E e F' estdo no segmento de reta D' D", como mostra a figura 2.20.

Figura 2.20: Problema de Fagnano

Como AD’ e AD" sao imagens de AD pelas reflexdes em AC e AB, respectivamente, eles
sdo congruentes e D'AD" = 2BAC. (ver figura 2.21)

Assim, o triangulo AD' D" é isésceles cujo angulo em A é independente da escolha de D em
BC'. A base D'D" deste tridngulo é minima quando os lados iguais sdo minimos, logo, quando
AD é minimo. Assim, a base é minima quando AD é perpendicular a BC, ou seja, AD ¢é a
altura relativa ao lado BC'. Portanto, a desejada localizacao do ponto D é aquela em que AD

é a altura a partir de A, ou seja, D é o pé da altura relativa ao vértice A. (fig. 2.22)
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D

Figura 2.22: Problema de Fagnano

Agora mostraremos que os pontos E e F obtidos sdo também os pés das alturas relativas a
B e C, respectivamente.

Sendo D o pé da altura relativa ao vértice A, pelas propriedades de reflexao, D’ AD" =24
e o tridngulo D'AD" é isésceles de base D'D” | como na figura 2.23. Assim,

180 — 24 N

AD'D" = AD'"D' = 5 90 — A

Nos triangulos retangulos ADB e ADC, BAD =90—BeCAD =90-C, respectivamente.
Assim, BAD” =90 — B e CAD' = 90 — C. Além disso, temos

ABD" = B, AD"B =90, ACD' =C, AD'C = 90.

Logo, no tridngulo retangulo AD”B, BAD" = 90 — B e no tridngulo retangulo AD'C,
CAD' =90 - C.
Assim, pelo Teorema do Angulo Externo nos tridngulos AD'E e AD"F aplicado aos vértices

E e F, respectivamente, obtemos

I
o))

AEF = (90 — A) 4 (90 — C) = 180 — (A + O)
AFE = (90 — A) + (90 — B) = 180 — (A + B)

I
@)
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Figura 2.23: Problema de Fagnano

No quadrilatero AEBD", temos
ABD" = AED" = B.

Pela proposicao sobre caracterizacao de quadrilateros inscritiveis apresentada no apéndice
C, o quadrilatero AEBD" ¢ inscritivel e, novamente pela mesma proposicao

AEB + AD"B = 180,
e, sendo AD"B = 90, temos AEB = 90, e, portanto BE ¢ a altura do triangulo ABC' relativa
ao vértice B. Logo, F é o pé da altura relativa ao vértice B.

De modo analogo, C' é o pé da altura relativa ao vértice C. Assim, o tridngulo DEF é o
triangulo értico ! do tridngulo ABC.

Analogamente, se comegamos variando £ ou F ao invés de D como fizemos, também ob-
temos que E e F' devem ser os pés das alturas correspondentes.

Assim, concluimos que o

triangulo 6rtico é o Unico triangulo inscrito em um triangulo acutangulo, ou seja, o triangulo
cujos vértices sdo os pés das alturas relativas a cada um dos vértices do triangulo acutangulo.
Solucao 2.

1O tridngulo cujos vértices sdo os pés das alturas de um dado tridngulo é chamado tridngulo értico
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Consideramos um triangulo acutangulo ABC' arbitrario, seu tridngulo ortico DEF e um

tridngulo qualquer UVW inscrito no tridngulo ABC', como na figura 2.24.

Figura 2.24: Problema de Fagnano - solugao 2

Aplicamos aos trés triangulos uma sequéncia de reflexdes, na ordem apresentada a seguir,
obtendo a figura 2.25.

o Reflexdo Rac em relagao a reta AC.

o Reflexo Rp/¢ em relagao a reta B'C, com B’ = Ryc(B).

» Reflexo Ry p em relagdo a reta A'B’, com A’ = Rpc(A).

o Reflexdo Racr em relagao a reta A'C’, com C' = Rap/(C).

+ Reflexdo Rprcr em relagio a reta B"C’, com B" = Racr(B').

o Reflexdo Ravpr em relagao a reta A”B”, com A” = Rpnei(A').

Seja T a composigao dessas reflexoes, ou seja,

T = RA//B// [e) RB//C/ (@] RA/C/ [e) RA/B/ (@] RB/C (@] RAC (251)

Sejam os angulos o = BAC, 3 = ABC e v = BCA.

Pela Proposicao 18 do Capitulo 1 e propriedade de reflexao, Rg:co Rac = Rac o Rp/¢, pois
BCA = ACB' = B'CA' = ~. Também, Rucro Rap = Rapr o Rac, pois BAC! = B'AC! =
BAC = a. Assim,

Racro Rap o Rpico Rac = Rarpr 0 Rarc 0o Ryc o Rpro = Rapr o Rpro (2.5.2)
Logo, por 2.5.1 e 2.5.2, temos

T = RA”B” (@] RB”C’ O RA’B’ O RB’C (253)



75

Figura 2.25: Problema de Fagnano - reflexdes

E, como pela Proposicao 18, Ry p o Rp¢ ¢ a rotagdo Rpia5) em torno de B’ no sentido
anti-hordrio de angulo 28 e Ravpr o Rpner € a rotacdo Rpr(_op) em torno de B” no sentido
horario de angulo 23, temos

T'= Rpr(-2p) © Rp29)

Portanto, pela Proposicao 19 do Capitulo 1, 7' é uma translacdo. Assim, sendo T'(F') = Fy
e T(W) = W,, a imagem pela translagao T do segmento W F' contido no lado AB do tridngulo
ABC é o segmento W, F, congruente e paralelo a W F' contido no segmento A”B”, como na
figura 2.25.

Como, pela Proposi¢ao 23 do Apéndice C, as alturas do triangulo ABC bissectam os angulos
de seu triangulo értico DEF', segue que apds realizada a sequéncia de reflexdes, o segmento
FF, (ver Figura 2.25) é composto por segmentos provenientes dos lados do tridngulo értico
tendo comprimento igual a duas vezes o perimetro do triangulo ortico.

Além disso, a poligonal WV U WoVoUsW, (ver figura 2.25) tem comprimento igual a duas
vezes o perimetro do triangulo UVW. Esta poligonal e o segmento F'F) estao em destaque na
figura 2.26.

Como os segmentos WF e W, F, sao congruentes e paralelos, pela generalizacdo da Desi-
gualdade Triangular (ver Apéndice A), o comprimento de FFy é menor do que ou igual ao
comprimento da poligonal WV U W,VoUsW,. Consequentemente o perimetro do tridngulo or-
tico do triangulo ABC' é menor do que ou igual ao perimetro de qualquer tridngulo inscrito no
triangulo ABC.



Figura 2.26: Problema de Fagnano - comparando comprimentos
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Capitulo 3
Experimentos envolvendo Isometrias

Nesse Capitulo apresentamos alguns problemas que envolvem o conceito de isometrias e
podem ser solucionados através de experimentos. Esses problemas sao 6timas propostas de
atividades para sala de aula uma vez que, a partir de uma atividade concreta, os alunos comecam
de forma intuitiva a pensar sobre os conceitos envolvidos e, posteriormente, podem sistematizar

sua resolucao.

3.1 Atravessando o Rio

Problema 6. Dois pontos A e B se encontram em lados opostos de um rio cujas margens
sao paralelas. Deseja-se encontrar o menor caminho entre esses pontos de tal modo que para

atravessar o rio, o percurso deve ser feito perpendicularmente as suas margens.

3.1.1 Experimento

Material Necessdrio. Para a realizacao do experimento serao necessarios os instrumentos de
construgoes geométricas, tais como régua, esquadros e compasso além de uma folha de sulfite

comuin.

Procedimento. Utilizando os instrumentos de construcao geométrica, os alunos deverao cons-
truir um par de retas paralelas que representem as margens do rio em questao e, em seguida,

marcar os pontos A e B em lados opostos do rio.



78

Figura 3.1: Problema 1

Como sabemos, a menor distancia entre dois pontos distintos é uma reta. Portanto, caso
nao existisse o percurso do rio o problema seria facilmente resolvido construindo um segmento
de reta com extremidades em A e B. Logo, os alunos farao duas dobras de tal modo que as
margens do rio fiquem sobrepostas.

A primeira dobra deve ser feita para tras sobre a margem inferior do rio e a segunda dobra
deve ser feita para frente sobre a reta paralela e equidistante das margens como podemos

observar na figura abaixo.

primeira dobra

Figura 3.2: Problema 1 - Experimento - Passo 1

A nova figura ficara com dois pontos de lados opostos de uma tnica reta.
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Figura 3.3: Problema 1- Experimento - Passo 2

Em seguida, devera ser tracado um segmento de reta ligando os pontos A e B.

m

Figura 3.4: Problema 1- Experimento - Passo 3

Ao abrirmos as dobras feitas verificamos que ficaram determinados os pontos M e N nas

margens do rio.
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Figura 3.5: Problema 1- Experimento - Passo 4

Para finalizar o experimento, tragaremos o caminho procurado tragando os segmentos AM,
MN e NB.

m

Figura 3.6: Problema 1- Experimento - Passo 5

Ao término do experimento, é imprescindivel questionar e instigar o aluno a fim de que eles
consigam perceber algumas relagoes presentes no desenvolvimento das etapas acima descritas.

Seria importante questiond-los sobre a posicao relativa entre os segmentos AM e NB, a
posicao relativa entre o segmento M N e as margens do rio além de indagar sobre a alteracao
de posicionamento do ponto B durante a realizacao do experimento.

Nessa etapa final, espera-se que o aluno consiga perceber o paralelismo entre o primeiro

e o ultimo segmentos do caminho encontrado, os segmentos AM e NB. O aluno também



81

deve perceber que o segmento intermedidrio do caminho encontrado, o segmento e MN é
perpendicular as margens do rio e além disso, deve perceber que o ponto B ¢ transladado no
sentido de N para M e deslocamento igual a largura do rio.

A seguir iniciaremos a construcao do problema com base nas ideias intuitivas utilizadas no

experimento realizado.

3.1.2 Construcao

Inicialmente, determinamos o ponto B’ o qual é o ponto B transladado perpendicularmente
as margens, no sentido da margem inferior para a superior e deslocamento igual a distancia

entre as margens do rio.

Figura 3.7: Problema 1 - Construgao - Passo 1

Em seguida tracamos o segmento de reta com extremidades em A e B’, assim determinare-
mos o ponto M o qual é a interseccao do segmento com a margem superior e indica o ponto

inicial do percurso perpendicular ao rio.



82

N

[ ]

(]

]
®:

Figura 3.8: Problema 1- Construgao - Passo 2

Entao, tracamos a reta perpendicular as margens do rio passando por M. A interseccao

dessa reta com a margem inferior do rio determina o ponto N.

Figura 3.9: Problema 1- Construcao - Passo 3

Sendo assim, obtemos o caminho minimo pedido no problema tracando os segmentos AM,
MN e NB.
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Figura 3.10: Problema 1- Construcao - Passo 4

Podemos notar que, na construcao temos que o quadrilatero M N BB’ é um paralelogramo
uma vez que os segmentos M N e BB’ sao segmentos paralelos de mesmo comprimento. Sendo

assim, concluimos que os segmentos NB e M B’ também sao paralelos e congruentes.

3.1.3 Justificativa da Construgao

Para justificar que o caminho obtido na construciao acima descrita é o minimo, supomos
outro caminho diferente do encontrado, ou seja um ponto P qualquer pertencente a margem

superior do rio no qual serd iniciado o percurso perpendicular ao rio.

Figura 3.11: Problema 1 - Justificativa da Construgao - Passo 1
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A seguir, determinamos o ponto ) que é o ponto de intersecao da reta perpendicular as

margens do rio com a margem inferior para assim tragarmos o segmento PQ).

Figura 3.12: Problema 1- Justificativa da Construgao - Passo 2

Finalizamos o caminho tracando o segmento QB.

Figura 3.13: Problema 1- Justificativa da Construgao - Passo 3

Podemos observar que pelo paralelogramo M N BB’ temos M B’ e NB sao congruentes.

Sendo assim, o percurso que consideramos ser o mais curto é:

AM +MN+NB = AB + MN
(3.1.1)
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Note que na figura acima que PQBB’ é um paralelogramo uma vez que PQ e BB’ sao
segmentos paralelos e congruentes. Assim, concluimos que PB’ e QB também sdo paralelos e

congruentes. Com isso, temos:

AP+PQ+QB = AP+ PQ+ PO
(3.1.2)

No tridngulo APB’, pela desigualdade triangular, temos que AP + PB’ ¢ maior que ou
igual a AB’. Portanto:

(AP+ PB')+ P() > AB + PQ

(3.1.3)
Portanto, pela equacao 3.1.2 temos:
AP+ PQ+ QB > AB' + PQ
(3.1.4)
E, ainda, pela equacao 3.1.1, podemos concluir que:
AP+ PQ+QB > AM+ MN + NB
(3.1.5)

Sendo assim, podemos concluir que o comprimento do caminho APQB é maior do que
ou igual ao comprimento do caminho AM N B. Assim, o caminho descrito na construcao é o

minimo solicitado pelo problema.

3.2 Atravessando Dois Rios

Problema 7. Dois pontos A e B se encontram separados por dois rios cujas margens de cada
um deles sao paralelas. Deseja-se encontrar o menor caminho entre esses pontos de tal modo
que para atravessar cada um dos rios, o percurso deve ser feito perpendicularmente as suas

margens.
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3.2.1 Experimento

Material Necessdrio. Para a realizacao do experimento serao necessarios os instrumentos de
construgoes geométricas, tais como régua, esquadros e compasso além de uma folha de sulfite

comuim.

Procedimento. Utilizando os instrumentos de constru¢ao geométrica, os alunos deverao cons-
truir dois pares de retas paralelas que representem as margens dos rios em questao e, em seguida,
marcar os pontos A e B. Chamaremos de primeiro rio o mais proximo ao ponto A e segundo

rio 0 mais préximo ao ponto B.

Figura 3.14: Problema 2

Como sabemos, a menor distdncia entre dois pontos distintos é uma reta. Portanto, caso
nao existisse o percurso dos rios o problema seria facilmente resolvido construindo um segmento
de reta com extremidades em A e B. Logo, os alunos fardo quatro dobras de tal modo que as
margens dos rios fiquem sobrepostas.

A primeira dobra deve ser feita para tras sobre a margem inferior do segundo rio e a segunda
dobra deve ser feita para frente sobre a reta paralela e equidistante das margens do segundo

rio como podemos observar na figura abaixo.



-
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-- - Ségunda dobfa ~
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- ==~""primeira dobra
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Figura 3.15: Problema 2 - Experimento - Passo 1

Ao realizar esses passos, "esconderemos'’ o segundo rio sobrepondo suas margens.
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A terceira dobra deve ser feita para tras sobre a margem inferior do primeiro rio e a quarta

dobra deve ser feita para frente sobre a reta paralela e equidistante das margens do primeiro

rio como podemos segue na figura abaixo.

————
-

_----segundadobfa

~~primeira dobra

Figura 3.16: Problema 2 - Experimento - Passo 2

Com isso, sobrepomos as margens do primeiro rio, fazendo com que ele "desapareca'.

O

mesmo ocorre com o segundo rio. A nova figura ficara com duas retas entre os pontos A e B.
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Figura 3.17: Problema 2 - Experimento - Passo 3

Em seguida, devera ser tracado um segmento de reta ligando os pontos A e B.

A

‘L

Figura 3.18: Problema 2 - Experimento - Passo 4

Ao abrirmos as dobras feitas verificamos que ficaram determinados os pontos M e N nas

margens do primeiro rio e P e () nas margens do segundo rio.
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Figura 3.19: Problema 2 - Experimento - Passo 5

Finalizando o experimento, tracaremos os segmentos AM, M N, NP, PQ) e QB que formam

o caminho procurado.

Figura 3.20: Problema 2 - Experimento - Passo 6

Novamente, acabando o experimento, ¢ importante que o aluno seja instigado a perceber

algumas relagoes presentes no desenvolvimento das etapas acima descritas.

Deve-se questiona-los sobre a posicao relativa entre os segmentos AM, NP e QB , a posicao
relativa entre o segmento M N e as margens do primeiro rio, a posicao relativa entre o segmento
PQ e as margens do segundo rio e enfim, sobre a alteraciao de posicionamento do ponto B
durante a realizagao do experimento.

Espera-se que, neste momento do trabalho, o aluno consiga perceber o paralelismo entre
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os segmentos AM, NP e QB do caminho encontrado. O aluno também deve perceber que os
segmentos M N e P(Q) sdo respectivamente perpendiculares as margens do primeiro e segunda
rio. Consequentemente, deve perceber que o ponto B é transladado duas vezes, a primeira
perpendicularmente & margem do segundo rio, no sentido de () para P e deslocamento igual a
largura do segundo rio e a segunda, perpendicularmente a margem do primeiro rio, no sentido
de N para M e deslocamento igual a largura do rio em questao.

A seguir iniciaremos a construgao do problema com base nas ideias intuitivas utilizadas na

realizacao do experimento.

3.2.2 Construcao

Inicialmente, determinamos o ponto B’ o qual é o ponto B transladado perpendicularmente
as margens do segundo rio, no sentido da margem inferior para a superior e deslocamento igual

a distancia entre as margens desse rio.

Figura 3.21: Problema 2 - Construgao - Passo 1

Em seguida, determinamos o ponto B” o qual é o ponto B’ transladado perpendicularmente
as margens do primeiro rio, no sentido da margem inferior para a superior e deslocamento igual

a distancia entre as margens desse rio.



91

Figura 3.22: Problema 2- Construcao - Passo 2

Feito isso, podemos tracar o segmento de reta com extremidades em A e B”, assim deter-
minaremos o ponto M o qual é a interseccao do segmento com a margem superior do primeiro

rio e indica o ponto inicial do percurso perpendicular a ele.

Figura 3.23: Problema 2- Construcao - Passo 3

Entao, tracamos a reta perpendicular as margens do primeiro rio passando por M. A

interseccao dessa reta com a margem inferior do primeiro rio determina o ponto V.
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P e

Figura 3.24: Problema 2- Construcao - Passo 4

Assim, depois de terminado o ponto N, tracamos o segmento com extremidades em N e B’

cuja intersec¢ao com a margem superior do segundo rio determina o ponto P.

Figura 3.25: Problema 2- Construcao - Passo 5

Para determinar o ponto ) na margem inferior do segundo rio, tracamos a reta perpendicular
as margens desse rio. O ponto () sera a interseccao dessa reta com a margem inferior do rio em

questao.
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Figura 3.26: Problema 2- Construgao - Passo 6

Portanto, para determinar o caminho minimo pedido no problema, basta tracar os segmentos
AM, MN,NP, PQ) e QB.

Figura 3.27: Problema 2- Construcao - Passo 7

Observando a figura acima, podemos verificar que o quadrilateros M N B’B” é um parale-
logramo pois M'N e B'B” sdo segmentos paralelos e congruentes. Portanto, podemos concluir
que MB” ¢ NB’ também sdo paralelos e congruentes.

O mesmo ocorre com o quadrilatero PQBB’' que por possuir os lados PQ e B’B paralelos e
congruentes também é um paralelogramo. Sendo assim, temos que os lados PB’ e QB também

sao paralelos e congruentes. Logo,
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AM+MN+NP = AM+MN+NB
— (AM+NB’)+MN
— AB" + MN.

(3.2.1)

3.2.3 Justificativa da Construgao

Para justificar que o caminho obtido na construgao acima descrita é o minimo, supomos
outro caminho diferente do encontrado, ou seja um ponto X qualquer pertencente a margem

superior do primeiro rio no qual sera iniciado o percurso perpendicular a ele.

Figura 3.28: Problema 2 - Justificativa da Construgao - Passo 1

Em seguida, determinamos o ponto Y que é o ponto de intersecao da reta que passa por X
e é perpendicular as margens do primeiro rio com a margem inferior dele para assim tracarmos

o segmento XY



95

Figura 3.29: Problema 2 - Justificativa da Construgao - Passo 2

Com o ponto Y determinado, escolhemos aleatoriamente um ponto W na margem superior

do segundo rio e tragamos o segmento com extremidades em Y e W.

Figura 3.30: Problema 2 - Justificativa da Construcao - Passo 3

Assim, podemos localizar o ponto Z que é a intersecao da reta que passa por W e é perpen-

dicular as margens do segundo rio com sua margem inferior e assim podermos tragar o segmento

WZ.
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Figura 3.31: Problema 2 - Justificativa da Construcao - Passo 4

Para encontrar o caminho desejado, tracamos o segmento ZB.

Figura 3.32: Problema 2 - Justificativa da Construgao - Passo 5

O comprimento caminho encontrado é AX+XY+YW+W Z+ZB.
Como WZBB' é um paralelogramo, uma vez que W2 e BB’ sdo segmentos paralelos e

congruentes, os segmentos ZB e W B’ também sdo paralelos e congruentes. Logo:

AX + XY+ YW+ WZ+ZB = AX+ XY +YW+WZ+WH.
— AX+XY+WZ+(YW+WB/)

(3.2.2)
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No tridngulo YW B’ utilizando desigualdade triangular temos YW +W B'>Y B’. Portanto:

AX + XY +WZ + (YW+WB/) > AX+ XY +WZ+YD.
(3.2.3)

Também podemos notar que XY B’B” é um paralelogramo, pois XY e B’B” sao paralelos

e congruentes, o que nos leva a concluir que Y B’ e X B” sao paralelos e congruentes. Portanto:

AX+ XY +WZ+YB > AX+XY +WZ+XB".
(3.2.4)

Novamente utilizando desigualdade triangular, porém agora observando o tridngulo AX B”,
temos AX+XB">AB". Assim:

AX+ XY +WZ+XB > AB"+ XY +WZ.
(3.2.5)

Como o percurso no rio é perpendicular em todos os casos, temos XY=MN e WZ=PQ).

Logo:

AB"+ XY +WZ = AB"+ NN + PQ.
(3.2.6)

Portanto, podemos concluir que:

AX+ XY +YW +WZ+ZB > AB"+MN + PQ.
(3.2.7)

Por outro lado, o comprimento de AMNPQB é AM+MN+N P+PQ+QB. Como MNBB'

e WZ BB’ sao paralelogramos, entao:
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AM +MN + NP +PQ+QB = AM+ MN + NP+ PQ + PB’
— AM+MN+PQ+NB
— AM +MN +PQ + MB”
— AB" + MN + PQ.

(3.2.8)

Pela equagdes 3.2.7 e 3.2.8 temos:

AX+ XY +YW+WZ+ZB > AM+MN+NP+PQ+ QB
(3.2.9)

Logo, o caminho encontrado na construgao é o caminho minimo procurado.

3.3 Construindo uma Ponte

Problema 8. Dois pontos A e B se encontram separados por um rio cujas margens sao pa-
ralelas. Deseja-se construir uma ponte que atravesse esse rio perpendicularmente de tal forma

que a distancia dessa ponte e o ponto A seja igual a distancia entre ela e o ponto B.

3.3.1 Experimento

Material necessdrio. Para a realizacao do experimento serao necessarios os instrumentos de
construgdes geométricas, tais como régua, esquadros e compasso além de uma folha de sulfite
comum.

Procedimento. Utilizando os instrumentos de construcao geométrica, os alunos deverao cons-
truir dois pares de retas paralelas que representem as margens do rio em questao e, em seguida,

marcar os pontos A e B em lados opostos do rio.
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Figura 3.33: Problema 3

Inicialmente, eliminaremos o rio, no qual o percurso deve ser feito perpendicularmente. Para
isso faremos duas dobras. A primeira dobra deve ser feita para tras sobre a margem inferior do
rio e a segunda dobra deve ser feita para frente sobre a reta paralela e equidistante das margens

como podemos observar na figura abaixo.

primeira dobra

Figura 3.34: Problema 3 - Experimento - Passo 1

Com as dobras feitas teremos apenas uma reta entre os pontos A e B.
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Figura 3.35: Problema 3 - Experimento - Passo 2

Em seguida, tracamos o segmento com extremidades em A e B.

m

Figura 3.36: Problema 3 - Experimento - Passo 3

Como a ponte deve estar equidistante dos pontos A e B, tracamos a mediatriz do segmento

AB e marcamos o ponto M que é a interseccao da mediatriz com a margem do rio.
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m

Figura 3.37: Problema 3 - Experimento - Passo 4

Ao abrirmos as dobras feitas verificamos que ficaram determinados os pontos M e N nas

margens do rio.

Figura 3.38: Problema 3 - Experimento - Passo 5

Para finalizar a construgdo pedida no problema, basta tragar os segmentos AM, M N e NB

que juntos indicam o caminho procurado.
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Figura 3.39: Problema 3 - Experimento - Passo 6

3.3.2 Construcgao

Inicialmente, determinamos o ponto B’ o qual é o ponto B transladado perpendicularmente
as margens do segundo rio, no sentido da margem inferior para a superior e deslocamento igual

a distancia entre as margens do rio.

Figura 3.40: Problema 3 - Construgao - Passo 1

Em seguida, tragamos o segmento com extremidades em A e B’
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Figura 3.41: Problema 3 - Construgao - Passo 2

Para determinar o ponto M na margem superior do rio, tracamos a mediatriz do segmento

AB’. O ponto M sera a intersec¢ao da mediatriz com a margem superior do rio.

.

1
1
'
@°:

Figura 3.42: Problema 3 - Construgao - Passo 3

Entao, tracamos a reta que passa por M e é perpendicular as margens do rio. O ponto N

sera a interseccao dessa reta com a margem inferior do rio.



104

A #
'
@ ¢
. #
’
‘!‘ r
~ ’
~ ¢
™ M| »
t
\_~ o
r"
’ -
Fa )
’ -~
’ M4l 5
] -
~
! -\ﬁ
¥,
# i \
; ®:
2 [
! 1
’
# ]
¢
p @5
’
’
£
I
K
A

Figura 3.43: Problema 3 - Construgao - Passo 4

Para finalizar o caminho proposto pelo problema, devemos tragar os segmentos AM, M N
e NB.

Figura 3.44: Problema 3 - Construgao - Passo 5

3.3.3 Justificativa da Construcgao

Como podemos observar na figura abaixo, M N BB’ é um paralelogramo pois M N e BB’ sao
segmentos paralelos e congruentes. Por isso, temos NB e M B’ também paralelos e congruentes.
Observando o triangulo AB’ M, podemos verificar que o vértice M pertence a mediatriz do lado
AB’, ou seja, trata-se de um tridngulo isésceles no qual AM e M B’ sao congruentes. Como
NB=MDB'e AM ¢ MB’, entao NB=AM como era o proposto pelo problema.
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Figura 3.45: Problema 3 - Justificativa da Construgao
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Capitulo 4
Isometrias nas Questoes da Obmep

Esse capitulo tem como finalidade apresentar questoes da Obmep - Olimpiada Brasileira
de Matematica das Escolas Publicas cujo conteiido abordado envolva isometrias para que essas
sejam trabalhadas em sala de aula. Essa proposta, além de trabalhar os conceitos de isometria,
possibilita que os alunos tenham contato com as questoes da OBMEP e visa motiva-los a
participar de forma mais efetiva da mesma. As solu¢oes aqui apresentadas foram pensadas

utilizando os conceitos de simetrias e isometrias.

4.1 Questoes do Nivel 1

As questoes de nivel 1 sdo destinadas a alunos dos 6° e 7% anos do Ensino Fundamental.

4.1.1 Questao 8 — Obmep 2010

Joaozinho dobrou duas vezes uma folha de papel quadrada, branca de um lado e cinza do
outro, e depois recortou um quadradinho, como na figura. Qual das figuras abaixo ele encontrou

quando desdobrou completamente a folha?

E=
57_?3}':‘9 =y W)
| \
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O O L]
N PLE B O
| H




107
Resolucgao

Cada uma das dobras feitas representa um eixo de simetria, ou seja, cada vez que desdo-

bramos estamos realizando uma reflexao (ver Figura 4.1).

Figura 4.1: Resolucao da Questao 8 - Obmep 2010

Resposta: E

4.1.2 Questao 10 — Obmep 2010

A figura mostra um quadrado dividido em 16 quadradinhos iguais. A area em preto corres-

ponde a que fragao da area do quadrado?

1 1 1 1 1

A) = B) - - D) - E) —

) 2 ) 3 ©) 4 ) 8 ) 16
Resolucgao

Para facilitar o detalhamento da resolucao, colorimos a figura e determinamos os pontos A,

B, C e D (ver Figura 4.2).



108

Figura 4.2: Resolucao da Questao 10 - Obmep 2010 - Figura 1

Inicialmente, realizamos uma translacao do triangulo vermelho no sentido de B para A e

deslocamento igual ao comprimento do segmento AB (ver Figura 4.3).

A B

Figura 4.3: Resolucao da Questao 10 - Obmep 2010 - Figura 2

Em sequida, realizamos uma translagao do triangulo verde no sentido de C' para B e deslo-

camento igual ao comprimento do segmento C'B (ver Figura 4.4).

A B

Figura 4.4: Resolucao da Questao 10 - Obmep 2010 - Figura 3

E, finalmente, realizamos uma translagio do triangulo amarelo no sentido de C' para A e

deslocamento igual ao comprimento do segmento C'A (ver Figura 4.5).
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Figura 4.5: Resolugao da Questao 10 - Obmep 2010 - Figura 4

Feitas as translacoes, podemos observar que a parte colorida, ou seja, o quadrado ABCD,

1
representa 1 do quadrado todo.

Resposta: C

4.1.3 Questao 12 — Obmep 2010

A figura mostra a superficie pintada de um azulejo em forma de losango. Dos cinco padroes

abaixo, apenas um nao pode ser montado com coépias desse azulejo. Qual é esse padrao?

",

\/ A B)
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Resolucgao
A figura do item A é formada com a rotag¢do do azulejo mostrado no enunciado e presente

na Figura 4.6 em torno do vértice de um dos seus angulos agudos.

A/

Figura 4.6: Resolugao da Questao 12 - Obmep 2010 - Figura 1

A figura do item B é formada por dois azulejos na posi¢ao inicial (mostrada Figura 4.6) e
dois azulejos na posicdo invertida que corresponde a fazer uma simetria central em relagdo ao

ponto médio do lado direito do losango inicial (mostrada na Figura 4.7).

a4

Figura 4.7: Resolucao da Questao 12 - Obmep 2010 - Figura 2

A figura do item C' € formada com a rotagdo do azulejo mostrado no enunciado e presente
na Figura 4.6 em torno do vértice de um dos seus angulos obtusos.

A figura do item D, assim como o item B, € formada por dois azulejos na posicdo inicial
(mostrada na Figura 4.6) e dois azulejos na posi¢io invertida (mostrada na Figura 4.7) porém
com um arranjo diferente.

Ja a figura do item E, além de ser composta por dois azulejos na posicao inicial (ver Figura
4.6) também é composta por dois azulejos que seriam a reflexio do mesmo (ver Figura 4.8),
posicao essa que nao € possivel obter com o azulejo original considerando que o verso do azulejo

nao possui a mesma configuracdo da parte da frente e por isso ndao pode ser utilizado na parte

A I

Figura 4.8: Resolucao da Questao 12 - Obmep 2010 - Figura 32

SUPETLOT.

Resposta: E
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4.1.4 Questao 08 — Obmep 2011

Jorginho desenhou bolinhas na frente e no verso de um cartao. Ocultando parte do cartao

com sua mao, ele mostrou duas vezes a frente e duas vezes o verso, como na figura. Quantas

bolinhas ele desenhou?

0| @ o
o @
f"’/ | oo \ L= -:a_\""é A
A)3 B) 4 Q) 5 D) 6 E) 8

Resolucgao

A primeira e a terceira figuras representam o mesmo cartdo pois possuem uma bolinha no
centro. Na primeira figura vemos duas bolinhas. Ao rotacionar 180° o cartdo da primeira figura
em torno do seu centro, consequimos ver somente uma bolinha, conforme mostra a terceira
figura. Sendo assim, concluimos que a bolinha que estd visivel na primeira figura estd escondida

embairo da mao de Jorginho na terceira figura. Portanto o cartao em questdo possui apenas
duas bolinhas (ver Figura 4.9).

Figura 4.9: Resolucao da Questao 8 - Obmep 2011 - Figura 1

Do mesmo modo, a sequnda e a quarta figuras representam o mesmo cartao. Na sequnda
figura vemos duas bolinhas. Ao rotacionar o cartao da sequnda figura 90° no sentido anti-
hordrio em torno do seu centro consequimos ver trés bolinhas, conforme mostra a quarta figura.
Sendo assim, concluimos que a terceira bolinha que apareceu na quarta figura estava escondida

embaizo da mdao de Jorginho na sequnda figura. Portanto o sequndo cartao possui trés bolinhas
(ver Figura 4.10).
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Figura 4.10: Resolugao da Questao 8 - Obmep 2011 - Figura 2

Logo os dois lados do cartao tém, no total, 2 + 3 = 5 bolinhas.

Resposta: C

4.1.5 Questao 4 — Obmep 2012

A figura mostra parte de uma tira retangular de papel dividida em quadrinhos numerados
a partir de 1. Quando essa tira é dobrada ao meio, o quadradinho com o nimero 19 fica em

cima do que tem o nimero 6. Quantos sao os quadradinhos?

Resolucao

Ao dobrarmos a faixa ao meio, o quadradinho de nimero 6 fica sobreposto ao de mimero
19 pois estao em posicoes simétricas na faira. O mesmo ocorre com o primeiro e o Ultimo
quadradinhos, logo como existem 5 quadradinhos antes do niumero 6 terao 5 quadradinhos apds

o numero 19 (ver Figura 4.11).

-
U - )

24| 23| 22| 21 | 20| 19 [----------mmmmmm e

Figura 4.11: Resolucao da Questao 4 - Obmep 2012
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Resposta: A

4.1.6 Questao 12 — Obmep 2012

O retangulo abaixo que foi recortado de uma folha de papel quadriculado mede 4 centimetros

de largura por 5 centimetros de altura. Qual é a area da regidao cinzenta?

A) 10cm? B) 11cm? C) 12,5cm? D) 13cm? E) 14, 5cm?

Resolucgao
Ao dobrarmos a figura ao meio podemos observar que ela € simétrica. Na Figura /.12 temos

pedacos de cores igual com dreas igual.

Figura 4.12: Resolugao da Questao 12 - Obmep 2012 - Figura 1

Também podemos observar que os pedacos em branco também sdo iguais aos da figura colo-

rida. Na Figura 4.13 assinalamos os pedacos azuis com a mesma cor porém sem transparéncia.
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Figura 4.13: Resolucao da Questao 12 - Obmep 2012 - Figura 2

Podemos concluir que a parte branca e a parte pintada sao formadas pelas mesmas figuras
(cada uma composta por 2 triangulos amarelos, 2 triangulos azuis e dois triangulos vermelhos)
e, portanto, possuem a mesma drea.

Logo, a drea da regido pintada de cinza é a metade da drea do retangulo todo.

Resposta: A

4.1.7 Questao 9 — Obmep 2016

Joaozinho fez duas dobras em uma folha de papel quadrada ambas passando pelo centro da
folha como indicado na figura 1 e na figura 2. Depois ele fez um furo na folha dobrada, como

indica na figura 3.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Qual das figuras abaixo representa a folha desdobrada?
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Resolucao

Joaozinho fez duas dobras na folha conforme indicado na Figura 4.14.

Figura 4.14: Resolucao da Questao 9 - Obmep 2016 - Figura 1

Fez a primeira dobra (ver Figura 4.15) e, em sequida, fez a sequnda dobra (ver Figura 4.16)

Figura 4.15: Resolugao da Questao 9 - Obmep 2016 - Figura 2
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Figura 4.16: Resolucao da Questao 9 - Obmep 2016 - Figura 3

Fez o furo (ver Figura 4.17).

Figura 4.17: Resolugao da Questao 9 - Obmep 2016 - Figura 4

Desfez a sequnda dobra, o que é equivalente a fazer uma reflexdo em torno do vinco dessa

dobra. Sendo assim, obteve dois furos. (ver Figura 4.18)

Figura 4.18: Resolucao da Questao 9 - Obmep 2016 - Figura 5

E, finalmente, desfez a primeira dobra o que equivale a fazer uma reflexdo em torno do

vinco dessa dobra. Logo, obteve quatro furos (ver Figura 4.19).
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Figura 4.19: Resolugao da Questao 9 - Obmep 2016 - Figura 6

Resposta: A

4.2 Questoes do Nivel 2

4.2.1 Questao 13 — Obmep 2005

Para uma atividade com sua turma, uma professora distribuiu 100 cadeiras em volta de uma
grande mesa redonda e numerou-as consecutivamente de 1 a 100. A professora, que é muito
caprichosa, colocou as cadeiras voltadas para o centro da mesa, mantendo a mesma distancia
entre cada cadeira e suas duas vizinhas. Qual é o nimero da cadeira que ficou exatamente a

frente da cadeira com o namero 277

Resolucgao

Na figura abaizo indicamos como z a cadeira oposta d cadeira de nimero 27 (ver Figura
4.20). Podemos observar que o didgmetro tracado na figura representa o eizo de simetria da

mesa, ou seja temos o mesmo niumero de cadeiras dos dois lados desse diametro.
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27 x

Figura 4.20: Resolucao da Questao 13 - Obmep 2005- Figura 1

Como no total sao 100 cadeiras, tirando as cadeiras x e 27 que ja estao representadas na
figura temos 100 — 2 = 98 cadeiras. Sendo assim, temos 49 cadeiras de cada lado do diametro,
ou ainda 49 cadeiras entre a cadeira 27 e a cadeira x.

Sendo assim, podemos concluir que a cadeira x é a 50% cadeira depois da cadeira 27. Logo,

27+ 50 = 77.

Resposta: C

4.2.2 Questao 14 — Obmep 2005

As duas figuras a seguir sao formadas por cinco quadrados iguais .

Observe que elas possuem eixos de simetria, conforme assinalado a seguir.

[ [ /]

I eixer de d eivos de
Yurelria spene i
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As figuras abaixo também sao formadas por cinco quadrados iguais. Quantas delas possuem

pelo menos um eixo de simetria?

T :

A)3 B) 4 Q) 5 D) 6 E) 7

Resolucao

As figuras que possuem um ou mais eizos de simetria sdo quatro como € mostrado na Figura

4.21.

s

Figura 4.21: Resolucao da Questao 14 - Obmep 2005- Figura 1

Resposta: B



120

4.2.3 Questao 1 — Obmep 2009

Benjamim passava pela praga de Quixajuba, quando viu o relégio da praca pelo espelho da

bicicleta, como na figura. Que horas o relégio estava marcando?

A) 5h 15min B) 5h 45min C) 6h 15min D) 6h 45min E) 7h 45min

Resolucao

No relégio do Benjamim podemos observar que o ponteiro grande do relégio estd apontando
para o 3. Além disso, o ponteiro pequeno se encontra um pouco depois da sequnda marca depois
do 3 que também é a ultima marca antes do seis, ou seja, um pouco depois do cinco.

Logo, como mostra a Figura 4.22 fazendo uma reflexdo do reldogio concluimos que ele estd

marcando 5 horas e 15 minutos.

Figura 4.22: Resolucao da Questao 1 - Obmep 2009- Figura 1

Resposta: A
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4.2.4 Questao 19 — Obmep 2009

Com exatamente dois segmentos de reta, podemos fazer figuras diferentes unindo os vértices

de um pentagono. Cinco dessas figuras estao ilustradas a seguir.

u/\ ’ /
‘ o—d \/ : X /
) @ o ®
Incluindo essas cinco, quantas figuras diferentes podemos fazer desse modo?
A) 25 B) 30 C) 35 D) 40 E) 45

Resolucgao
Comegamos determinando todas as figuras que contém o vértice superior do pentdgono e
que nao podem ser obtidas com a rotagcao de uma das figuras jda determinada. Encontramos 9

no total como mostra a Figura 4.23.

Figura 4.23: Resolucao da Questao 19 - Obmep 2009- Figura 1

Em sequida, podemos observar que cada uma das figuras podem ser rotacionadas e assim
dar origem a outras 4 conforme mostra o exemplo da Figura 4.24. Portanto, existem 5 figuras

de cada um dos nove tipos presentes na Figura 4.23.
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Figura 4.24: Resolucao da Questao 19 - Obmep 2009- Figura 2

Sendo assim, temos 9 X 5 = 45 figuras no total.

Resposta: E

4.2.5 Questao 6 — Obmep 2012

O retangulo abaixo que foi recortado de uma folha de papel quadriculado mede 4 centimetros

de largura por 5 centimetros de altura. Qual é a area da regiao cinzenta?

A) 10ecm? B) 11cm? C) 12,5cm? D) 13cm? E) 14, 5cm?

Resolucao
Ver 4.1.6.

Resposta: A
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4.2.6 Questao 3 — Obmep 2016

Joaozinho fez duas dobras em uma folha de papel quadrada ambas passando pelo centro da
folha como indicado na figura 1 e na figura 2. Depois ele fez um furo na folha dobrada, como

indica na figura 3.

Figura 1

Qual das figuras abaixo representa a folha desdobrada?

A) | 59 B) 5l © 9
o O
i)
o© oC 0
D) LN E) S o
E 3
Cr DC'

Resolucgao
Ver 4.1.6.

Resposta: A

4.3 Questoes do Nivel 3

4.3.1 Questao 17 — Obmep 2009

Com exatamente dois segmentos de reta, podemos fazer figuras diferentes unindo os vértices

de um pentagono. Cinco dessas figuras estao ilustradas a seguir.



TV XTI

Incluindo essas cinco, quantas figuras diferentes podemos fazer desse modo?

A) 25 B) 30

Resolucgao
Ver 4.2.4.

Resposta: E

C) 35

D) 40

E) 45

124
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Capitulo 5

GeoGebra

Esse capitulo é destinado a apresentacao do software matematico GeoGebra e visa apresentar
algumas das ferramentas que ele dispde para o trabalho envolvendo isometrias e que serao
utilizadas no desenvolvimento das atividades propostas no Capitulo 6. Recomendamos que
instale uma versao atualizada do programa em seu computador, disponivel no site do mesmo
(www.geogebra.org). Caso vocé ja tenha familiaridade com GeoGebra, sinta-se a vontade para
passar para o préximo capitulo.

O GeoGebra ¢ um programa computacional de matematica dinamica que trabalha de forma
integrada geometria, dlgebra, calculo e estatistica. Foi criado pelo professor austriaco Markus
Hohenwarter e recebeu diversos prémios educacionais na Europa e Estados Unidos.

E uma ferramenta interessante para o desenvolvimento do trabalho de ensino/aprendizagem
da matemaéatica em diferentes niveis de formacao. Permite que o usuario observe padroes,
verifique a validade de propriedades e obtenha resultados de forma rapida para problemas de
diferentes areas da Matematica.

Atualmente, o GeoGebra é um software de dominio publico e conta com desenvolvedores em
diversos paises, o que permite constantes mudancas e ampliacao de ferramentas que o tornam

cada vez malis atrativo e dinamico.

5.1 Interface do GeoGebra

A Interface do software é composta pelo menu (1), uma barra de comandos (2), uma janela
algébrica (3), uma érea de trabalho ou Janela de Visualiza¢io (4) e um campo de Entrada de
texto (5) (ver a figura 5.1).
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Figura 5.1: Interface GeoGebra

A Janela de Visualizacao apresenta um sistema de eixos cartesianos onde o usudrio faz as
construcgoes geométricas e uma malha quadriculada de apoio ao fundo. Para mostrar ou ocultar
os eixos e a malha basta clicar com o botao direito sobre a area de trabalho, um menu surgira
no qual clicamos sobre o icone Eizos ou sobre o icone Malha (ver a figura 5.2).

A Janela de Algebra é o local onde ficam registrados os elementos que compde o trabalho
como, por exemplo, as coordenadas dos pontos presentes na construgao ou equagoes das retas.

O campo de Entrada de texto é usado para escrever diretamente as coordenadas, equacoes
comandos e lei de formagao de uma funcao e suas representacoes geométricas sao mostradas na

Janela de Visualizagdo imediatamente apés a tecla Enter ser pressionada.

Janela de Visualizagao

L Eixos
i Malha
Barra de Navegacéo

&, Zoom »
EixoX : EixoY ’
Exibir Todos os Objetos
Visualizacao Padrao Ctrl+M

.2 Janela de Visualizacao ...

Figura 5.2: Eixos e Malha - GeoGebra
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5.2 Barra de Comandos

Na barra de comandos encontramos as ferramentas que auxiliam na construcao dos objetos

matematicos.
DN RN ANEE
L 2K ZEK JEEE 2N JEK EEE 2K 2N 2NN 2R
17 2 3 4 &§ 6 7 8 9 10 11
Figura 5.3: Barra de Comandos
5.2.1 Mover

N

Esta ferramenta (disponivel no menu do icone nimero 1 da figura 5.3) é utilizada para
arrastar e mover objetos livres. Ao selecionar um objeto no modo Mowver, pode-se apagar o

objeto pressionando a tecla Delete e mové-lo usando o mouse ou as setas do teclado.

5.2.2 Ponto

Para criar um novo ponto, selecionamos esse comando (disponivel no menu do icone niimero
2 da figura 5.3) e, em seguida, clicamos na Janela de Visualizagao. Clicando em um segmento,
reta, poligono, conica, grafico de fungao ou curva, vocé pode criar um ponto nesse objeto.

Clicando na intersecao de duas linhas cria-se um ponto de intersecao.

5.2.3 Intersecao entre Objetos

pee

Os pontos de intersecao de dois objetos podem ser criados clicando sobre esse comando
(disponivel no menu do icone ntimero 2 da figura 5.3) e, em seguida, sobre os dois objetos.
Assim todos os pontos de intersecao serdao determinados. Também podemos clicar diretamente

sobre uma interse¢ao de duas linhas, desse modo apenas um ponto de intersecao sera criado.
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5.2.4 Ponto Médio

Com esse comando (disponivel no menu do icone nimero 2 da figura 5.3) podemos obter o
ponto médio entre dois pontos ou de um segmento. Para isso, basta selecionar a comando, e
em seguida clicar em dois pontos ou em um segmento. Também ¢é possivel clicar numa seccao

conica (por exemplo, circunferéncia) para criar o respectivo centro.

5.2.5 Reta

el

Para construir uma reta, selecionamos esse comando (disponivel no menu do icone niimero
3 da figura 5.3) e, em seguida, determinamos dois pontos Janela de Visualiza¢do pertencentes

a reta desejada.

5.2.6 Segmento

/.

Para construir um segmento, selecionamos esse comando (disponivel no menu do icone
nimero 3 da figura 5.3) e, em seguida, determinamos dois pontos Janela de Visualiza¢io os

quais serao as extremidades do segmento desejado.

5.2.7 Vetor

o

Para construir um vetor AB, selecionamos esse comando (disponivel no menu do icone
nimero 3 da figura 5.3), clicamos num ponto qualquer A (o qual serd a extremidade inicial do

vetor), e em seguida, num ponto B (extremidade final do vetor).
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5.2.8 Reta Perpendicular

B

Com esse comando (disponivel no menu do icone niimero 4 da figura 5.3), podemos construir
uma reta perpendicular a uma reta, semirreta, segmento, vetor, eixo ou lado de um poligono
dado. Assim, devemos clicar sobre um ponto que pertencera a essa reta e, em seguida, sobre o

objeto em questao que pode ser qualquer um dos citados anteriormente.
5.2.9 Reta Paralela

_',,.-/‘

/"

Utilizando esse comando (disponivel no menu do icone nimero 4 da figura 5.3), pode-se
construir uma reta paralela a uma reta, semirreta, segmento, vetor, eixo ou lado de um poligono
dado. Para criar a reta paralela, basta clicar sobre um ponto que pertencera a essa reta e, em

seguida, sobre o objeto em questao que pode ser qualquer um dos citados anteriormente.

5.2.10 Mediatriz

<

Com esse comando (disponivel no menu do icone nimero 4 da figura 5.3) conseguimos
construir a mediatriz de um determinado segmento. Para isso, clicamos sobre os pontos das

extremidades do segmento em questao.

5.2.11 Bissetriz

<

Através desse comando (disponivel no menu do icone nimero 4 da figura 5.3), podemos
definir e construir uma bissetriz selecionando trés pontos A, B e C, obtendo-se assim a bissetriz
do angulo ABC. Também podemos selecionar duas retas, semirretas, segmentos de reta ou
vetores. Neste caso, serao determinadas as bissetrizes de todos os angulos existentes entre o

par de objetos em questao.
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5.2.12 Poligono

P

Com esse comando (disponivel no menu do icone nimero 5 da figura 5.3), podemos construir
um poligono irregular com a quantidade de lados desejada. Para isso, selecionamos sucessiva-
mente pelo menos trés pontos, os quais serao os vértices do poligono. O tultimo clique deve ser
no ponto inicial para fechar o poligono. A area do poligono construido serd mostrada na Janela
de Algebra.

5.2.13 Poligono Regular

>

Com esse comando (disponivel no menu do icone nimero 5 da figura 5.3), podemos construir
um poligono regular a partir de um lado. Selecionamos dois pontos A e B, os quais serao as
extremidades de um dos lados, e especificamos o niimero total de lados do poligono no campo

de texto da janela de didlogo que surgira.

5.2.14 Circulo dados Centro e um de seus Pontos

©

Para construir um circulo com esse comando (disponivel no menu do icone niimero 6 da figura
5.3), basta selecionar um ponto na Janela de Visualiza¢io o qual seré centro do circulo. Em
seguida, finalizamos a construgao criando (ou selecionando) um segundo ponto, que representara

a outra extremidade de um raio.

5.2.15 Circulo definido por Trés Pontos

\®

Para construir um circulo com esse comando (disponivel no menu do icone nimero 6 da
figura 5.3), basta selecionar trés pontos na Janela de Visualizagio os quais fardo parte do

circulo.
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5.2.16 Angulo

_d:‘

Através desse comando (disponivel no menu do icone nimero 8 da figura 5.3), podemos
determinar um angulo selecionando trés pontos no sentido horario. Também é possivel deter-
minar o angulo entre os objetos (retas, semirretas, segmentos ou vetores), para isso devemos

clicar sobre eles em ordem, sempre no sentido horario.

5.2.17 Reflexao em relagao a uma Reta

AN

Esse comando (disponivel no menu do icone niimero 9 da figura 5.3) constréi a reflexdo do
objeto selecionado em relagao a uma reta. Para isso, devemos selecionar primeiro o objeto e,

em seguida, a reta que representard o eixo da simetria.

5.2.18 Reflexao em relacao a um Ponto

Esse comando (disponivel no menu do icone niimero 9 da figura 5.3) constroéi a reflexdo do
objeto selecionado em relagao a um ponto. Para isso, devemos selecionar primeiro o objeto e,
em seguida, o ponto em torno do qual o objeto sera refletido.

Esse tipo de simetria também ¢é conhecida como simetria central, ou seja, uma simetria de
rotagao de 180 °

5.2.19 Rotacao em torno de um Ponto

P

Com esse comando (disponivel no menu do icone nimero 9 da figura 5.3), podemos cons-
truir a imagem de um objeto rotacionada ao redor de um ponto, de acordo com um angulo
determinado. Para isso, selecionamos o objeto que pretendemos rotacionar, clicamos sobre o
ponto que serd o centro da rotacao e, em seguida, inserimos a amplitude do angulo da rotacao

na janela de dialogo que surgira.
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5.2.20 Translagao por um Vetor
=

Com esse comando (disponivel no menu do icone nimero 9 da figura 5.3) é possivel transladar
um objeto na direcdo e sentido do vetor. Para isso selecionamos o objeto que pretendemos
transladar e, em seguida, clicamos sobre o vetor que representa o deslocamento e o sentido

desejado na translagao.

5.2.21 Texto

ABC

Com esse comando (disponivel no menu do icone nimero 10 da figura 5.3) é possivel inserir
textos na Janela de Visualizacdo. Esses textos podem ser relacionados aos objetos ja construi-
dos, dessa forma se ocorrer mudancas nas construgoes da Janela de Visualiza¢iao o texto sera
modificado.

Essa caracteristica da ferramenta é muito ttil pois com ela é possivel destacar na Janela de
Visualizagdo comprimentos de segmentos, amplitudes de angulos ou mesmo a soma de medidas

presentes na construcao e variam de acordo com as modificagoes feitas.

5.2.22 Mover Janela de Visualizacao

<

Com esse comando (disponivel no menu do icone niimero 11 da figura 5.3) podemos mover o
sistema de eixos e os objetos nele contidos, ajustando a area visivel na Janela de Visualizagao.
Também é possivel alterar a relacao de escala entre os eixos coordenados, arrastando cada um

deles com o mouse.

5.2.23 Ampliar

@

Com o auxilio desse comando (disponivel no menu do icone nimero 11 da figura 5.3), ao

clicar em qualquer lugar da Janela de Visualizagdo, podemos ampliar o zoom da construcao.
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5.2.24 Reduzir

a

Com o auxilio desse comando (disponivel no menu do icone nimero 11 da figura 5.3), ao

clicar em qualquer lugar da Janela de Visualizagdo, podemos reduzir o zoom da construcao.

5.3 Ferramentas de configuracao de objetos

Para modificar as propriedades como estilo e cor dos objetos basta clicar com o botao direito
sobre o mesmo e selecionar Propriedades.
Desse mesmo modo é possivel apagar, exibir ou ocultar um objeto, exibir ou ocultar um

rotulo e exibir o rastro de um objeto ao ser movimentado entre outras carateristicas.

Ponto A(4, 4)
Coordenadas Polares
* Exibir Objeto
A~ Exibir Rotulo
# Habilitar Rastro

‘s Renomear
/. Apagar

- Propriedades _._

Figura 5.4: Configuracao de Objetos - GeoGebra

5.4 Salvar e Exportar

Para salvar um arquivo no GeoGebra devemos clicar em Arquivo no Menu e selecionar
Gravar Como, escolher um nome para o arquivo e um local onde ele deve ser salvo. O arquivo
sera salvo na extensao ggb.

Para salvar apenas a imagem da construcao realizada clicamos em Arquivo no Menu, seleci-
onamos Ezportar e, em seguida, Janela de Visualizacao como Imagem. Uma janela de didlogo
se abrird e devemos selecionar Gravar. Em seguida é escolher um nome para o arquivo e um

local onde ele deve ser salvo. O arquivo sera salvo na extensao png.
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Capitulo 6

Sequéncias de Atividades para Sala de
Aula

Esse capitulo tem como finalidade apresentar atividades que possuem diferentes abordagens
do conceito de isometrias para faixas etarias variadas. Elas foram pensadas e desenvolvidas a

fim de envolver o aluno e instiga-lo a procurar respostas e ampliar seu conhecimento.

6.1 Atividades Ludicas envolvendo Simetrias

6.1.1 Caleidoscépio

Objetivo

Construir um caleidoscépio no GeoGebra, trabalhando os conceitos de simetria de reflexao
e rotagdo e proporcionar aos alunos um contato com as ferramentas do software através de uma

atividade ludica.

Publico alvo

Alunos de Ensino Fundamental II e Médio.

Material Necessario

o Software GeoGebra.

Descricao da atividade

Essa atividade é totalmente desenvolvida no GeoGebra.
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Inicialmente, abrimos o software e ocultamos da Janela de Visualizacao a malha e os eixos
como ja descrito no Capitulo 5. Em seguida, clicamos sobre o terceiro icone da esquerda para

a direita e selecionamos Semirreta (ver Figura 6.1).

T Getdim ey e |
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. .
A y I E=lirali 2 el = (= ]le ]
iy B e B% S o &) PN B IS

» Janela de/ Reta 2

" Segmento

. Segmento com Comprimento Fixo

~~ Semireta

- i i

5% Caminho Poligonal

7 Vetor

':;’. Vetor a Partir de um Ponto
Entrada:

Figura 6.1: Caleidoscopio - Passo 1

No centro da Janela de Visualizag¢do tragamos a semirreta AB (ver Figura 6.2).

TF Gortdiia. T T

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. ..

Al AP QUO L Ny =2 )

» Janela de AlgebraX |# Janela de Visualizacdo Ead
Fonto

® A=(4.08 1.1)

® B = (0.84, 3.56)
Semirreta

® f:-2.46x-3.22y =

Entrada:

Figura 6.2: Caleidoscopio - Passo 2

Selecionamos o terceiro icone da direita para a esquerda e selecionamos Rotacdio em torno
de um Ponto (ver Figura 6.3). Clicamos sobre o ponto A e, em seguida, sobre a semirreta
AB. Uma janela se abrird para escolhermos o dngulo de rotagdo a ser utilizado. Nesse caso
digitamos 120° (ver Figura 6.4).
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T Gedebin raeiode- ok
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. .
A . -2 il <
Al elol< N =] 4 -
» Janela de Algebra¥!|» Janela de Visualizaca \ Reflexsio em Relago a uma Reta i
Ponto =
® A=(4.06, 1.1) .* Reflexdo em Relac&o a um Ponto
® B = (0.84, 3.56) .
Sardiveta B .\ Inversio

® f.-2.46x-3.22y = fj\ « Rotagdo em Torno de um Ponto

«% Translag&o por um Vetor

,: * Homotetia

W

Entrada:

Figura 6.3: Caleidoscépio - Passo 3
TF Gevdia TS
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. ..

[
Paonto
® A= (4.0 1.1) o~ — —
® B = (0.34, 3.56) & i e vans s e =]
Semirreta Angulo
® f:-2.46x - 3.22y = 120° |
# sentido anti-horaro
“sentido horario
oK || cancelar
Entrada:

Figura 6.4: Caleidoscépio - Passo 4

A rotagao sera feita (ver Figura 6.5).
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T Gebekia T T
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
T = = e = =l = (e || [z —

P R 2 (o) [e) Pl Y ES

» Janela de Algebra | b Janela de Visualizagio
Ponto '
® A=(4.06, 1.1)
® A'=(4.06,1.1)
® B = (0.84, 3.56)
® B' = (3.54, -2.92)
Semirreta
® f:-2.46% - 3.22y =
® f:4.02x - 0.62y =

W

Entrada:

Figura 6.5: Caleidoscopio - Passo 5

Repetimos o procedimento mas, desta vez, clicando sobre a ultima semirreta construida (ver
Figura 6.6).

T Goodebia Tl T
Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. .

YEEYNEHEREE o

Ponto

® A=(4086, 1.1)

® A'=(4.06,1.1)

® A" =(4.06,1.1)

® B = (0.84, 3.56)

® B'=(3.54, -2.92)
® B" =(7.8, 2.66)
Semimeta

® f:-2.46x -3.22y =
® " 4.02x - 0.52y =

- @ ' -1.56x + 3.74y :

Entrada:

Figura 6.6: Caleidoscopio - Passo 6

Marcamos um ponto C entre as duas primeiras semirretas (ver Figura 6.7).
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Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. .

YRERNTERERER s

» Janela de Algebra XI b Janela de Visualizacdo
Ponto '
® A=(4.06 1.1)
® A= (4.06,1.1)
® A" =(4.06, 1.1)
® B = (0.84, 3.56)
® B' = (3.54, -2.92)
® B"=(7.8, 2.66)
® C = (0.16, 0.16)
Semirreta
® f:-2.46x-3.22y =
® f: 4.02x - 0.52y =
-® ' -1.56x + 3.7y :

Entrada:

Figura 6.7: Caleidoscépio - Passo 7

Clicamos sobre o ponto C com o botao direito e selecionamos Propriedades. Uma janela se
abrird e alteramos a cor do ponto para vermelho (ver Figura 6.8). Também alteramos o estilo

selecionando o maior tamanho do ponto possivel (ver Figura 6.9).

TF GesGebia o |
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. .
R llA | D iy &
e PN 5 .
» Janela de Algebra | b Jang = X

Ponto i Ponto | Algebra Avangade  Programagdo

® A= (406 1.1) : :‘ Basico Cor Estilo

® A'=(4.06,1.1) & i CE T e —

® A" =(4.06,1.1) s _E SOSEEE w0

® B = (0.84, 3.56) e a5 ——ﬁ:‘al i

® B' = (3.54, -2.92) P E r:i.l 'O o

" S0 | utro:

® B"=(7.8, 2.66) P — :
@ C = (0.16, 0.16) el Lol

Semirreta of -

® f:-2.46x - 3.22y = orf visuaiizar: [l vermemno 255, 0, 0 #FFoo00
® f:4.02x - 0.52y = o
-® £ 1.56x + 3.74y :

]

Entrada:

Figura 6.8: Caleidoscépio - Passo 8
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TF GerGebia S
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. .
% | .A_ -/ f_,‘_, I>’ L Preferencias _ . == i
= —l= T B % %
» Janela de Algebra | » Jand = X
Ponto [ Ponto Algebra Avancado Programag&io
® A=(408 -1‘” : :I Basico Cor Estile
® A'=1(4.06,1.1) ® A" Tamanho do Ponto
® A" =(4.06, 1.1) eB 0
® B = (0.84, 3.56) eB 1 3 § 7 9
® B'=(3.54, 2.92) g
@ B" =(7.8, 2.66) ec Estilo do Ponto
1
® C =(0.18, 0.16) Semirral [ 28
Semimeta of
® f:-2.46x - 3.22y = oF
-® ' 4.02x - 0.52y = e

-® " -1.56x + 3.74y :

Entrada:

Figura 6.9: Caleidoscépio - Passo 9

O préximo passo é efetuar a reflexdo desse ponto em torno da semirreta A’B’. Para isso,

selecionamos o terceiro icone da direita para a esquerda na barra de comandos e escolhemos
Reflexao em Relag¢io a uma Reta (ver Figura 6.10). Clicamos sobre o ponto C' e, em seguida,

sobre a semirreta A'B’. O ponto serd refletido em torno da semirreta em questao (ver Figura

6.11).

Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Y K P

» Jaﬁéia dedAI el:;ré .X': 2 Jan.ella de .\-"isuaiiza éﬁ = . I |
g | i x Reflexao em Relacdo a uma Reta |

Fanto

® A=(4.06, 1.1)

® A'=(4.06,1.1)

® A" =(4.06, 1.1)

® B = (0.84, 3.56)

® B'=(3.54, -2.92)
® B" =(7.8, 2.66)

® C =(0.16, 0.16)
Semimreta

® f:-2.46x - 3.22y =
® f:4.02x - 0.52y =

- @ :-1.56x + 3.7dy :

Entrada:

.*" Reflexao em Relacao a um Ponto

3 ,k\' Inversao
fz, « RotagZo em Torno de um Ponto

(;' Translaggo por um Vetor

& ,: * Homotetia
@

[EESn
Entrar. .

X

Figura 6.10: Caleidoscopio - Passo 10
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T Gmtd [ ==
Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. .
IRENNTRRNEE O
* Jaﬁe!a de Algebfé | » Janela de Visualizagdo A
Ponto '

® A=(4.06 1.1)

® A'=(4.06,1.1)

® A" =(4.06, 1.1)

® B = (0.84, 3.56)

® B' = (3.54, -2.92)

® B" =(7.8, 2.66)

® C = (0.16, 0.16)

® C'=(7.59, -0.8)

Semimreta

® f:-2.46x - 3.22y =
-® f:4.02x - 0.52y =
-® 7 -1.56x + 3.74y ¢

Entrada:

Figura 6.11: Caleidoscépio - Passo 11

Repetimos esse procedimento mais quatro vezes, sempre clicando sobre o ultimo ponto
construido e na préxima semirreta. Ao final, teremos seis pontos construidos entre as trés

semirretas (ver Figura 6.12).

T T o (]
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar, ..

R AL AN =) 2 -

» Janela de Algebra /| b Janela de Visualizacio X

Ponto

® A =(4.08, 1.1)

® A'=(4.06,1.1)

® A" =(4.06, 1.1)
B = (0.84, 3.56)
B' = (3.54, -2.92)
B"=(7.8,2.66)
C =(0.16, 0.16)
C' = (7.59, -0.8)
C" = (5.2, 4.95)
C'™ =(0.85, -1.01
D = (6.82, -1.81)
® D =(3.94,511)
Semireta
® f:-2.46x-3.22y:

L. MV S T S

Entrada:

Figura 6.12: Caleidoscopio - Passo 12

Clicamos com o botao direito sobre o ponto C' e selecionamos Propriedades. Uma janela se
abrird. Nela selecionamos todos os pontos refletidos e habilitamos o FEzibir Rastros (ver Figura
6.13). Para selecionar todos os pontos, basta segurar a tecla Shift do seu computador e clicar

sobre o ultimo ponto da lista de pontos refletidos.
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Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

———— e |
| A . =
» Janela de Algebra XI b Jang
Ponto A
® A=(4.06, 1.1)

® A'=(4.06,1.1)
® A" =(4.06, 1.1)
® B = (0.84, 3.56)
® B'=(3.54, -2.92)
® B"=(7.8,2.66)
® C=(-0.04,048)
® C' = (7.87, -0.54)
® C" = (5.57, 4.96)
® C'"=(0.73, -1.37
-® D =(6.65, -2.14)
-® D' = (3.58, 5.22)

TlaEE %
Ponto " | Basico Cor|Estilo| Algebra|Avangado

®A
oA » Exibir Objeto
@ A"
- # Exibir Rétulo: Nome -
eB |
® B"
ecC Fixar Objeto
®cC
ec" Definir como Objsto Auxiliar
ec
eD
epD
Semin _

v Exibir Rastro

Semirreta
® f-2.46x - 3.22y =

w

- g O _n £0.; -

Entrada:

Figura 6.13: Caleidoscopio - Passo 13
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Ainda com a janela aberta, escolhemos a pasta Avancado e definimos as Cores dindmicas.

Na opgao Red digitamos z(C), na opgao Green digitamos y(C) e na opgao Blue digitamos
z(C) 4+ y(C) (ver Figura 6.14).

7 ol
Arquivo Editar Exibir Opgbes F

erramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra }( b Jang
Ponto =
® A=(4.06 1.1)
® A'=(4.06,1.1)
® A" = (4.06, 1.1)
® B = (0.84, 3.56)
® B' = (3.54, 2.92)
® B"=(7.8,2.66)
® C=(0.16,0.14)
® C'=(7.59, -0.82)
® C"=(5.18, 4.96)
-® C'"=(0.83, -0.98
-@® D = (6.84, -1.8)
® D'= (396, 512)
Semimeta
® f-2.46x-3.22y

vl B @

Ponto " | Basico Cor| Estilo| Algebra Avangado
L ]
° :' Gondivan pa Eabin Ghietos)
® A"
@B Cores Dinamicas
ep | .
@ B" Red: x(C)
®C Green: y(C)
8.C Blue: x(C)+
pe (Cr+y(C)
e cm
®D || [RGB =
®D
Semin. | camada: 0 -

e e e =T
G v

Entrada:

[

Figura 6.14: Caleidoscopio - Passo 14

Depois, é s6 fechar a janela, clicar sobre o primeiro icone Mover e, em seguida, deslocar o

ponto C. O efeito caleidoscépio podera ser observado (ver Figura 6.15).
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e [E=EEE
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. ..

! T .
DEENEEEFENNEE
» Janela de Algebra | b Janela de Visuallzacdo X
Panto 3

® A=(4.08 1.1)

® A = (4.06, 1.1)

® A" =(4.06, 1.1)
B = (0.84, 3.56)
B' = (3.54, -2.92)
B"=(7.8,2.66)
C=(1.18,2.3) |
C'=(7.15, 1.53)
C" = (6.54, 2.99)
c'"=(2.89 -1.78
-® D =(4.48, -1.99)
® D =(2.14, 3.56)

Semimeta

® f-2.46x - 3.22y

- A AR A e -

Entrada:

Figura 6.15: Caleidoscopio - Passo 15

Orientacgoes para o Professor

Esse trabalho possibilita aos alunos um contato com as principais ferramentas do software
GeoGebra que serd muito utilizado nas proximas atividades propostas. Além disso, ¢ uma
atividade ludica muito bem aceita pelos alunos.

Durante o desenvolvimento da atividade, os alunos tém a possibilidade de trabalhar intuiti-
vamente o conceito de simetria de rotacdo e reflexdo. Rotacdo no momento da construgdo das
semirretas que representam a estrutura do caleidoscopio, reflexao na obtencao dos pontos que
serdéo movimentados e ambas as simetrias na figura resultante do efeito final do caleidoscépio.

E interessante que o professor gere um discussio sobre os conceitos utilizados de forma
intuitiva pelos alunos sempre levando em consideracao a faira etdria para a qual a atividade

estd sendo proposta.
6.1.2 Mandala
Objetivo

Construir uma mandala decorativa, trabalhando de forma lidica o conceitos de simetria de

rotacao.

Publico alvo

Alunos de Ensino Fundamental 11 e Médio.

Material Necessario
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o folha sulfite A3 ou cartolina
« material de desenho geométrico (régua, transferidor, esquadros e compasso)
e uma placa circular de MDF com 25 ¢m de diametro

« sementes de diferentes cores e formatos (na atividade a seguir utilizamos milho e diferentes

tipos de feijoes)
e cola branca

e verniz

Descricao da atividade

Iniciaremos fazendo o projeto da mandala decorativa no papel. Para isso, comecamos tra-
cando uma circunferéncia de raio 12,5 cm no centro da folha sulfite A3 ou na cartolina (ver
Figura 6.16).

Figura 6.16: Mandala - Passo 1

Em seguida, como faremos uma mandala cuja rotagdo é de 60°, dividiremos essa circun-
feréncia em 6 partes iguais (360: 60) (ver Figura 6.17). Essa divisdo pode ser feita com o
transferidor ou mesmo com o compasso, uma vez que para determinar um angulo de 60 ° basta
marcar arcos na linha da circunferéncia utilizando o compasso com a mesma abertura usada

para construir a circunferéncia ou seja, com a medida do raio.

R/

Figura 6.17: Mandala - Passo 2
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A circunferéncia ficard dividida em 6 setores circulares (ver Figura 6.18).

Figura 6.18: Mandala - Passo 3

Em um desses setores, o aluno devera fazer um desenho utilizando os instrumentos de
desenho geométrico (ver Figura 6.19). E importante salientar que ele deve saber exatamente

como projetou o desenho, uma vez que tera que repeti-lo varias vezes.

Figura 6.19: Mandala - Passo 4

Apés terminar o desenho do primeiro setor circular, o aluno devera repeti-lo nos outros
setores (ver Figura 6.20). Para facilitar o trabalho seria interessante ir girando a folha a fim
de deixar o setor circular com o qual estd trabalhando sempre na mesma posi¢do com que foi

feito o desenho do primeiro.

Figura 6.20: Mandala - Passo 5

Iniciamos, entao, a construcao da mandala em si. Para isso, reproduzimos os passos feitos

no papel durante o projeto da mandala na placa circular de MDF (ver Figura 6.21).
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Figura 6.21: Mandala - Passo 6

Apés a mandala estar finalizada na placa de MDF', escolheremos as sementes que usaremos

em cada parte do desenho (ver Figura 6.22).

Figura 6.22: Mandala - Passo 7

Utilizando a cola branca comegaremos colamos as sementes que foram escolhidas para o
pedaco mais proximo ao centro da mandala. Colamos em todos os setores circulares em seu

respectivo pedago (ver Figura 6.23).

(a) Inicio Passo 9 (b) Final Passo 9

Figura 6.23: Mandala - Passo 8

O mesmo deve ser feito com cada tipo de semente escolhido (ver Figuras 6.24 e 6.25).
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(a) Segunda Semente 1 (b) Segunda Semente 2

(c) Terceira Semente 1 (d) Terceira Semente 2

Figura 6.24: Mandala - Passo 9

(a) Quarta Semente 1

(c) Quinta Semente 1 (d) Quinta Semente 2

Figura 6.25: Mandala - Passo 10

Depois de todo o desenho preenchido, esperamos a cola secar totalmente e finalizamos com

verniz ver Figura 6.26).
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Figura 6.26: Mandala Finalizada

Orientagoes para o Professor

Os alunos costumam se envolver muito na execugdo desse trabalho. Jd desenvolvi esse
projeto mais de uma vez com meus alunos utilizando diferentes materiais. As sementes podem
ser substituidas por pastilhas de vidro (ver Figura 6.27) ou mesmo papel colorido picado. Caso o
professor faca a op¢ao de trabalhar com pastilhas de vidro, deve-se utilizar as pastilhas especificas
para trabalhos escolares jd que estas nao sao cortantes e jd sao vendidas em formatos irrequlares
o que dispensa a quebra das pastilhas tradicionais. Além disso, a mandala de pastilhas de vidro

deve ser finalizada com rejunte branco e dispensa o uso de verniz.

Figura 6.27: Mandala de Pastilha de Vidro

A atividade descrita foi feita utilizando um angulo de rota¢ao de 60°, mas esse valor pode

ser variado sempre utilizando uma medida que seja um niumero divisor de 360.
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Ao finalizar a atividade, seria interessante montar uma exposicao com as mandalas confec-

cionadas.

6.2 Simetrias e Fotografias

As atividades descritas a seguir visam trabalhar os conceitos de simetrias de reflexao, rotagao
e translacao de forma ludica, a fim de proporcionar aos alunos uma introducao ao estudo de
isometrias.

Ao finalizar as atividades, seria interessante montar uma exposicao das fotos obtidas como

resultados das mesmas.
6.2.1 Translacao e Fotografias

Objetivo

Trabalhar os conceitos de simetria de translagao e proporcionar ao aluno um contato com

a arte da fotografia.

Publico alvo

Alunos de Ensino Fundamental 11 e Médio.

Material Necessario

e Duas cépias de uma mesma foto 10x15.
« Régua

o Tesoura

o Papel canson tamanho A4 ou cartolina

e Cola
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Figura 6.28: Fotografia e Translacao - Material

Descrigao da atividade

Inicialmente, o aluno devera fazer marcas de um em um centimetro na parte de tras de uma
das fotos. Essas marcas devem ser feitas ao longo da maior dimensao, a de 15 centimetros,

primeiro na parte de cima e, depois, na parte debaixo da foto (ver Figura 6.29).

(a) marcas na parte superior (b) marcas na parte inferior

Figura 6.29: Fotografia e Translagao - Passo 1

Em seguida, com o auxilio da régua, serao tracados segmentos que liguem as marcas supe-

riores e inferiores (ver Figura 6.30).

Figura 6.30: Fotografia e Translacao - Passo 2
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Ao final do processo, a foto estara dividida em partes iguais que deverao ser numeradas de 1
a 15 da esquerda para a direita. Também seria interessante fazer uma marca na parte superior
de cada uma das partes para indicar a posi¢ao correta de cada pedaco (ver Figura 6.31).

O mesmo deve ser feito com a segunda foto. E importante salientar que os pedacos iguais

deverao necessariamente conter a mesma numeracao para que nao haja problemas na montagem

do trabalho.

Figura 6.31: Fotografia e Translacao - Passo 3

Ao terminar essa etapa, o aluno devera recortar as duas fotos sobre os segmentos tracados,

obtendo assim 30 pedacos no total, sendo 15 de cada uma das fotos (ver Figura 6.32).

Figura 6.32: Fotografia e Translagao - Passo 4

Feito isso, o aluno terd que remontar a foto. Para isso, devera organizar os pedagos de tal
forma que nimeros iguais fiquem lado a lado. E interessante utilizar o canto direito inferior do
papel canson ou da cartolina para alinhar os pedagos, assim a foto remontada nao ficara torta.
A colagem comecara com os dois pedagos que contém numero 1, seguidos dos dois pedacos que

contem nimero 2 e assim sucessivamente até os pedagos de nimero 15 (ver Figura 6.33).
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(a) Foto Primeira Etapa (b) Foto Segunda Etapa

Figura 6.33: Fotografia e Translagao - Passo 5

Ao terminar a colagem, o aluno devera recortar ao redor da nova fotografia de dimensoes

10x30 (ver Figura 6.34), obtendo assim a nova fotografia finalizada (ver Figura 6.35).

Figura 6.34: Fotografia e Translacao - Passo 6

(a) Foto Original (b) Foto Finalizada

Figura 6.35: Fotografia e Translacao - Passo 7

Orientagoes para o Professor

Essa atividade se mostra muito mais atrativa se a foto utilizada for tirada pelo proprio aluno
em sua rotina didria ou durante passeios. Para que o efeito seja o esperado, peca aos alunos

para evitarem fotos com pessoas.
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As fotografias tiradas na posicio vertical apresentam um efeito diferente das tiradas na

posicao horizontal como a utilizada na atividade (ver Figura 6.36).

(a) Foto Original (b) Foto Finalizada

Figura 6.36: Fotografia e Translagao - Foto Vertical

Durante o desenvolvimento da atividade, peca que os alunos se certifiquem na hora de nu-
merar os pedacos, de tal forma que pedacos iquais tenham a mesma numeragao.

Seria interessante que o professor realizasse uma discussio de acordo com a faiza etdria dos
alunos que realizaram a atividade.

Para os alunos do Ensino Fundamental II, o professor pode trabalhar intuitivamente o con-
ceito de simetria de translacao, orientando os alunos a observarem que cada um dos pedacos
sofreu uma translagdo da esquerda para a direita.

Jd para os alunos do Ensino Médio, a discussao pode ser ampliada para as translacoes
feitas durante o processo. Na primeira fotografia, o sequndo pedaco foi transladado da esquerda
para a direita 1 centimetro, o terceiro pedago foi transladado da esquerda para a direita 2
centimetros, o quarto da esquerda para a direita 3 centimetros e assim sucessivamente até o
décimo quinto pedago que foi transladado da esquerda para a direita 14 centimetros. Dessa
forma surgiram espacos entre os pedacos os quais foram utilizados para encaizar os pedagos da

sequnda fotografia.
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A sequnda fotografia também teve seus pedacos trasladados. O primeiro pedago foi transla-
dado da esquerda para a direita 1 centimetro para ficar encaizado no primeiro espaco deixado
pelos pedagos da primeira fotografia, o sequndo pedago foi transladado da esquerda para a di-
reita 2 centimetros e ficou encaizado no sequndo espaco, o terceiro da esquerda para a direita
3 centimetros e ocupou o terceiro espago deixado e assim sucessivamente até o décimo quinto
pedaco que foi transladado da direita para a esquerda 15 centimetros.

Ao final da atividade, seria interessante montar uma exposicio das fotos obtidas.
6.2.2 Reflexao e Fotografias

Objetivo

Trabalhar o conceito de simetria de reflexdo e proporcionar ao aluno um contato com a arte

da fotografia.
Publico alvo
Alunos de Ensino Fundamental 11 e Médio.

Material Necessario
« Uma foto digitalizada.

Descricao da atividade

Os alunos deverao trabalhar no laboratério de informatica com o software GeoGebra sobre
o qual falamos no 5.

O primeiro passo ¢é inserir a foto no GeoGebra. Para isso o aluno devera clicar sobre o icone
FEditar no menu. Em seguida, clicar sobre Inserir Imagem de e selecionar o icone Arquivo para,

entdo, achar a foto digitalizada com a qual ird trabalhar (ver a figura 6.37).



TP GeaGebraClazen 5

Arquivo [Editar| Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

[ |2 Desfazer Glrl+2Z

}‘_ | Refazer Ctrl+Y

> Janel Copiar Ctri+C
Colar Ctrl+V

Inserir Imagem de

& Propriedades Ctri+E

Selecionar Tudo Clri+A

17 Copiar para Area de Transferéncia Gtrl+Shift+C

Area de Transferéncia

-+ -3 =2 =10 1

=2

-3

Entrada:

Figura 6.37: Fotografia e Reflexao - Passo 1

154

A foto deverd ser posicionada com um dos vértices sobre a origem do sistema cartesiano e

com um dos lados sobre o eixo x para facilitar o desenvolvimento do trabalho. Sendo assim,

o aluno devera clicar com o botéo direito sobre o ponto A na Janela de Algebra e clicar em

Propriedade (ver a figura 6.38).

“GeaGtbna Ll 5 T o o
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. ..
R A T A DA QRO L N © ®
» Janela de Algebra| » Janela de Visualizagio X
Ponto !
® A=(1.14, -1.39
® B =(12.02, -1 Ponto A(1.14, -1.39)
Coordenadas Polares
Exibir Cbjeto
A [Exibir Rotulo A
# Habilitar Rastro
[%s] Renomear
./ Apagar
_ Propriedades ...
T -3 =2 -1 © i6 i7

Entrada:

Figura 6.38: Fotografia e Reflexdo - Passo 2

Uma janela se abrird e as coordenadas do ponto devem ser alteradas para 0 e 0 (ver a figura

6.39).



€ Tetcraliszaa. ggh

[ Al >

» Janela de Algebra X |» Ja
Ponto
® A=(1.14,-1.39)
® B =(12.02, -1.39)

Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda

e

Entrar...

Imagem
@ fig1
Ponto
oA
®B

3 Preevencins - fotcxefienso gb

Tl EBH [ @

Programag&o
Estilo

Algebra Avancado
Basico | cor

Nome: A

Definicdo: {0, 0)

Legenda:

= Exibir Objeto
Exibir Rétulo: Nome
Exibir Rastro

Fixar Objeto

2 13 1 16 16 AT

Entrada:

-2

Figura 6.39: Fotografia e Reflexdo - Passo 3
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O mesmo deve ser feito com o ponto B, porém apenas sua coordenada y deve ser alterada

para 0, assim o ponto ficard sobre o eixo x. A coordenada x pode ou nao ser alterada. No

exemplo abaixo as coordenadas foram alteradas para 15 e 0 (ver a figura 6.40).

deterallenaz gk
5l

] AL >

» Janela de Algebra X |» Ja
Ponto
® A={00)
® B=(12.02, 0)

-3

Arquivo Editar Exibir Opcoes Feramentas Janela Ajuda

===

Entrar...

| Prebanincins - fotoxelieisn gb

"W BE; @

Imagem
® fig1
Ponto
oA
@B

Algebra Avancado
Basico | Cor
Nome: |B
Valor: (15, 0)
Legenda:
# Exibir Objeto

Exibir Rotulo: Nome
Exibir Rastro

T Fixar Objeto

x]

Programag&o
Estile

i h - - B < - R | T

Entrada:

=2

Figura 6.40: Fotografia e Reflexdo - Passo 4

Com a fotografia posicionada corretamente, podemos fazer a reflexdo da mesma. Logo, o

aluno devera clicar sobre o terceiro icone da esquerda para a direita na barra de comandos e

selecionar Reflezao em Relag¢do a uma Reta (ver a figura 6.41).
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Arquwo Editar Exibir Op;oes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Mgebra LA | » Janala de Visualizac. \ Reflexao em Relagio a uma Reta |

Ponto |
= (0, 0) .0' Reflexaio em Relagio a um Ponto
® E=(150
%0 k Inversao
‘r; « Rotacdo em Torno de um Ponto
.r;. Translagao por um Vetor
" Homotetia
J -2 R
Entrada:

Figura 6.41: Fotografia e Reflexdo - Passo 5
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Com o icone em questao selecionado, deve-se clicar sobre a fotografia e, em seguida, sobre

a reta que serd o eixo de simetria da imagem resultante. Nesse caso, escolhemos o eixo y (ver

a figura 6.42).

===

Entrar...

X

£ fetecantval Lagh
Arquivo Editar Exibir Opcoes I emramentas Janela Ajuda
r =1 .
L?._. .' er I‘)' @ @ -C{. ofl 22| 3
» Janela de Aigebra K |» Janala de Visualizar,éo
Ponto 12 | [ \
® A=(0,0) i = —- i o
® B=(15,0) £ Ritegio em Tome de um Pove: =
Angulo
9o 4
= sentido anti-horario
sentido horario
-20 -1 | OK | Cancelar 14 16
-4
-6
-8
-10
Entrada:

Figura 6.42: Fotografia e Reflexdo - Passo 6

Para finalizar, devemos ocultar os pontos A e B da figura, os eixos e a malha quadriculada

da drea de trabalho (ver a figura 6.43).
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Arquwa Ediar Emir OpcBes Femamentas Janeis Ajuda

Te=<l=] <! e
LS Al = [ (| ) ®
¥ Jargia de Alguba Janols du Viu2koagio 3!
Fonlo
A=
B=1150

Enfana

Figura 6.43: Fotografia e Reflexao - Passo 7

Com a figura pronta é necessario salva-la. Para isso, inicialmente selecionamos a fotografia
utilizando o botao direito do mouse pressionado (ver a figura 6.44).

T -

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

Y [ R %) =) o <) P4 ST 3 =

» Janela de Algebra’ X |» Janela de Visualizagio A
Ponto

A=1(0,0) r
B = (15, 0)

Entrada;

[Merinar irma tnt

Figura 6.44: Fotografia e Reflexdo - Passo 8

Clicamos em Arquivo, selecionamos FEzxportar e, em seguida, Janela de Visualizacdo como
Imagem(ver a figura 6.45).



P

Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

[ Nova Janela Ctrl+N |, | [ IS =llaczll [
Novo D_, @ I '{{- x L‘i "I-.
& Abrir ... Ciri+0

|5 Abrir do GeoGebra ...

Abrir Arquivo Recente .

da Vlg.t;él-izaﬁo
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[®] Gravar
Gravar Como...

2 Compartiihar. ..
Exportar

lws! Fechar

Entrada:

& Visualizar Impressdo  Cirl+P

Ctrl+8

= Planilﬁa Dinamica como Pagina WEB (html) ... Ctri+Shift+W I
[=| Janela de Visualizagdo come Imagem (png, eps) ... Ctrl+Shift+U
Janela de Visualizagéo como GIF Animado ...

Alt+F4 71 Copiar para Area de Transferéncia Ctrl+Shift+C

Janela de Visualizagdo coma PSTricks ... Cirl+Shift+T
Janela de Visualizagdo como PGF/TIKZ ...

Janela de Visualizag8o como Asymptote ..

Figura 6.45: Fotografia e Reflexdo - Passo 9

Uma janela se abrird e selecionamos Gravar e , entdao, salvamos com o nome desejado no
local escolhido (ver a figura 6.46).

7 Tetorllsas.ggh =
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
2 I ] . y i T —] 3 ~i=
.| R e BN o) (@) P \ il | 5 @
» Janela de Algebra X/ |» Janela de Visualizacio [
Ponto (Bt
A=(0,0) Formato: [Portable Network Graphics (png) |- |
B = (15, 0) ;
Escala em cm: -' 1 unidade(s) = 1 cm
Resolugdo em dpi: 300 - #Transparente
Tamanho: 30.2 cim = 11.31 em, 3566 x 1335 pixels?
| Gravar || Area de Transferéncia || Gancelar |
Entrada:

A figura sera salva
6.47).

Figura 6.46: Fotografia e Reflexao - Passo 10

como imagem independente do GeoGebra no formato png (ver a figura
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Figura 6.47: Fotografia e Reflexao - Passo 11

Orientagoes para o Professor

Essa ¢ uma atividade simples e a reflexdo pode ser feita em torno do eixo y, como no
exemplo acima, ou em torno do eixo x. Caso o eixo x seja escolhido, o resultado final fica bem
diferente (ver a figura 6.48) e seria interessante que o alunos realizassem as duas formas para
poder compard-las.

Novamente a atividade se mostra muito mais atrativa se a foto utilizada for tirada pelo

proprio aluno. Também seria interessante montar uma exposicio com as fotos obtidas.

Figura 6.48: Reflexdo em torno do Eixo x
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Seria interessante que, apos o aluno exportar a imagem, o professor realizasse algumas ativi-
dades investigativas utilizando o trabalho pronto. Essas atividades devem gerar discussoes sobre
conceitos e propriedades da simetria de reflexao, A sequir, estdo descritas duas possibilidades

de atividades.

Atividade Investigativa 1

Construir um ponto P em um lugar significativo na foto original (ver Figura 6.49).

Fazer a reflexio dele em torno do eizo y, obtendo assim o ponto P' (ver Figura 6.50).

Tragar o segmento PP’ (ver Figura 6.51).

Discutir com os alunos sobre a posicio relativa entre o segmento PP’ e o eizxo y.

47 Tetorslmas ggh = )
Arquwc Editar Exibir Opcﬁes Ferramentas Janela hJUdE

DRENNOERNER -

¢ Janela de Algebra » Janela de Visualizacdo Xl
Ponto
A=(0,0) 12

B=(15,0) P YT -
® P = (-13.93, 8.16) e

u'. =
by e

-8 -6 -4 -12 -0 -8 £ 4 -2 0 2 4 13 8 W0 12 14 18 18

Entrada:

Figura 6.49: Atividade Investigativa 1 - Reflexao - Passo 1
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G Tetereeac g e | ]
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

DEZESOERNED =

» Janela de Algebra (¥l » Janela de Visualizagdo bt
Ponto
A=(0,0) 12

B =(15,0) P TR ™~
® P =(-13.93, 8.16) i
® P'=(13.93, 8.16)

=

16 18

Entrada:

Figura 6.50: Atividade Investigativa 1 - Reflexao - Passo 2

fr— e | ]
Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

RPN EREANED -

» Janela de Aigebra (¥l |» Janela de Visualizacdo X
Ponto
A =(0,0) 12

B=(15,0) - TR, |
® P =(-13.93, 8.16) ke o

® P'=(13.93, 8.16)
Segmento

® f=27.87

=

-8 -16

Entrada:

Figura 6.51: Atividade Investigativa 1 - Reflexao - Passo 3

Nessa primeira atividade, os alunos deverdo perceber que o segmento é perpendicular ao eixo
y. Para alunos do Ensino Médio, deve-se encaminhar a discussao para que o aluno perceba que

o eizo y é a mediatriz do segmento em questao.

Atividade Investigativa 2

o Construir dois pontos P e QQ em lugares significativos na foto original (ver Figura 6.52).

o Construir o segmento PQ) e marcar o comprimento do mesmo na Janela de Visualiza-

caoutilizando a ferramenta Texto disponivel no sequndo icone da direita para a esquerda
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na barra de comandos conforme jd descrito no Capitulo 5 subse¢ao 5.2.21 (ver Figura

6.54).

o Fazer a reflexao do segmento PQ em torno do eixo y, obtendo assim o segmento P'Q)’

e marcar seu comprimento na Janela de Visualizagio como feito no passo anterior (ver
Figura 77).

o Discutir com o0s alunos sobre as caracteristicas dos segmentos PQ e P'Q)’.

7 foiareimso.ggh = |- ]
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
DB B e fo) (&) P4 AN E2 B O
¢ Janela de Algebra/* |» Janela de Visualizagdo X
Ponto
A=(0,0) . 12
B =(15,0) P - A |
® P = (-13.93, 8.16) . TR
® Q= (-5.22, 4.85) '
18 16 18
-2
-3
Entrada:
Figura 6.52: Atividade Investigativa 2 - Reflexao - Passo 1
“C7 foarefimsogh = |- el
Arquivo Editar Exibir Opg@es Ferramentas Janela Ajuda
N T B = (ol (%) B N 22 B2 =
» Janela de Algebra (X » Janela de Visualizacdo = [X]
Ponto
A=(0,0) 2 ]
B =(15,0) - TTER T . |

® P =(-13.97, 8.3)
® Q= (-5.22, 4.89)
Segmento
® f=941
Texto
® texto1 = “Comprin

Tig -16 14 -12 10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 & 8 10 12 14 16 18
Comprimento do segmento PQ=9.41 -2

+ i | ' -4
Entrada:

Figura 6.53: Atividade Investigativa 2 - Reflexao - Passo 2
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B Tetaredl 1]
oy —

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

N B B> o) [+ PA N =&
» Janela de Aigebra ¥ |» Janela de Visualizagio
Ponto
A=(0,0)
B = (15, 0)
® P =(-13.97, 8.3)
® P'=(13.97,83)
® Q=(-5.22, 4.85)
® Q' =(5.22, 4.85)
Segmento
®f=941
® =941
Texio
® texto1 = “Comprinm

Figura 6.54: Atividade Investigativa 2 - Reflexao -

.texto2=“Comprirr'1s 6 -4 -12 -0 8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Comprimento do segmento PQ=9.41 -2 Comprimento so segmento P'Q'=8.41

3 = - 4

Entrada:

Passo 2

Nessa sequnda atividade, os alunos deverdo perceber que os segmentos em questao sao con-

gruentes, ou seja, que apos a transformagdo as medidas se mantém.
6.2.3 Simetria Central e Fotografias

Objetivo

Trabalhar o conceito de simetria central e proporcionar ao aluno um contato com a arte da

fotografia.
Publico alvo
Alunos de Ensino Fundamental 11 e Médio.

Material Necessario
o Uma foto digitalizada.

Descricao da atividade

Novamente os alunos deverao trabalhar no laboratério de informética com o software Geo-

Gebra ja apresentado no capitulo 5.

O primeiro passo ¢é inserir a foto na Janela de Visualizagao.

Para isso o aluno devera

clicar sobre o icone Editar, em seguida clicar sobre Inserir Imagem de, Arquivo e achar a foto

digitalizada com a qual ird trabalhar (ver Figura 6.55).
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Arquivo [Editar| Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
1 *5 Desfazer Ctrl+Z | | o [ e
[& i Refazer Ctri+Y | .'I'. | g
> Janeli  copiar Cirl+C L
Colar Crl+V 12
|| Copiar para Area de Transferéncia Ctri+Shift+C
in
Inserir Imagem de 1 Arguive
Area de Transferéncia
#¥ Propriedades ... Ctri+E
Selecionar Tudo Cirl+A 6 |
4
>
14 12 -0 8 5 4 2 0 2 4 6 [ 0 12 14
-2
Entrada:

Figura 6.55: Fotografia e Simetria Central - Passo 1

A foto deverd ser posicionada com um dos vértices sobre a origem do sistema cartesiano e
um dos lados sobre o eixo x para facilitar o desenvolvimento do trabalho. Sendo assim, o aluno
dever clicar com o botéo direito sobre o ponto A na Janela de Algebra e clicar em Propriedade
(ver Figura 6.56).

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
N , == : - : T 5 G ©
DREEECEENER =
» Janela de Algebral™ » Janela de Visualizacdo [
Ponto |

® A= (B nm
®B= (3.‘ Ponto A(-S.‘I?‘ 122]

Coordenadas Polares

Exibir Cbjeto
&~ Exibir Rétulo
# Habilitar Rastro

s Renomear
/ Apagar

. Propriedades ..

-4 12 -10 -8 -6 -4 2 0 z 4 & -] 10 12 14

Entrada:

Figura 6.56: Fotografia e Simetria Central - Passo 2

Uma janela se abrird e as coordenadas do ponto devem ser alteradas para 0 e 0 (ver Figura
6.57).
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P etorallmasfnad gqb e
Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
| A '_ vl :om&-mm@.f’ T = —
.] * //*’bﬁm EM e
» Janela de Algebra X |» Ja I (2]
Sekis | rr:ag:m Algebra Avancgado Programag&io
® fig Basica i
® A=(8.17,1.22) Ponto _ | oo | stio
® B =(8.08,1.22) @ A Nome: A
8B Valor: (0, O) d
Legenda:|
# Exibir Objeto
~Exibir Rétulo: Nome .
Exibir Rastro 3
Fixar Objeto
I — | s 8 10 12 14
o2
Entrada;

Figura 6.57: Fotografia e Simetria Central - Passo 3

O mesmo deve ser feito com o ponto B, porém apenas sua coordenada y deve ser alterada

para 0, a coordenada x pode ou nao ser alterada. No exemplo mostrado na Figura 6.58 as

coordenadas foram alteradas para 15 e 0.

P fetorellasfnd gqb =
Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
k) . /": P “We EH: @ i
» Janela de Algebra® | » Ja - B
e g | Imagem | Ajgebra = Avangado Programacgio
onto ® fig1 Basico Cor ~ Estilo
® A=(0,0) Ponto : | |
® B=(2.08,1.22) ® A Nome: |B
®B Valor: §(15, q{; o
Legenda:
= Exibir Objeto E :

Exibir Rotulo: Nome =
Exibir Rastro

~ Fixar Objeto

Entrada:

Figura 6.58: Fotografia e Simetria Central - Passo 4

Com a fotografia posicionada corretamente localizaremos o ponto médio do segmento AB.
Para isso, o aluno devera clicar sobre o segundo icone da direita para a esquerda na barras de

comandos e selecionar a op¢ao Ponto Médio ou Centro (ver Figura 6.59).



J‘a‘t N E——
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 6.59: Fotografia e Simetria Central - Passo 5
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Em seguida, clicamos sobre os pontos A e B e, com isso, teremos construido o ponto C' que

é o ponto médio do segmento AB (ver Figura 6.60).

J‘a‘t T E——
Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda

D3 0 % B¥ 13 o] [s) FAIN

» Janela de Algebra X ! » Janela de Visualizagio
Ponto |
® A=(0,0)
® BE=(1510)
®C=(7510

=]+

-4 12 -i0 -8 -& -4 -2

Entrada:

Figura 6.60: Fotografia e Simetria Central - Passo 6

Em seguida, o aluno devera clicar sobre o terceiro icone da esquerda para a direita na barras

de comandos e selecionar Reflexao em Relagio a um Ponto (ver Figura 6.61).
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" Homotetia
W 12 -0 8 B 4 2
Entrada:

Figura 6.61: Fotografia e Simetria Central - Passo 7
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Com o icone em questao selecionado, deve-se clicar sobre a fotografia e, em seguida, sobre

o ponto C' que serd o ponto em torno do qual a reflexao sera feita (ver Figura 6.62).

| £ fetmcnalggh: =
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
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» Janela de Algebra % |* Janela de Visualizagao
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| <1614 92 10 8 5 4 2 16 18 20 22 24 26 28 30 32
-10
Entrada:

Figura 6.62: Fotografia e Simetria Central - Passo 8

Para finalizar, devemos ocultar os pontos A, B e C' da figura, os eixos e a malha quadriculada

da Janela de Visualizagdo (ver Figura 6.63).
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Figura 6.63: Fotografia e Simetria Central - Passo 9

Com a figura pronta é necessario salva-la. Para isso, utilizando o botao direito do mouse e

mantendo-o pressionado selecionamos a fotografia (ver Figura 6.64).

Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda

DRENSOEENED e

¢ Janela de Algebra | » Janela de Vlsuallzagao (3=
Ponta
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B = (15, 0)
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Entrada: @

Figura 6.64: Fotografia e Simetria Central - Passo 10

No menu clicamos em Arquivo, selecionamos Ezportar e, em seguida, Janela de Visualizagdo
como Imagem (ver Figura 6.65). Uma janela se abrird e selecionamos Gravar. Em seguida,

escolhemos o local onde o arquivo devera ser salvo e o nome desejado (ver Figura 6.66).
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Figura 6.65: Fotografia e Simetria Central - Passo 11
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Figura 6.66: Fotografia e Simetria Central - Passo 12
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A figura sera salva como imagem independente do GeoGebra na extensao png (ver Figura

6.67).
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Figura 6.67: Fotografia e Simetria Central - Passo 13

Orientagoes para o Professor

A rotacao pode ser feita também em torno do ponto médio do lado da fotografia sobre o eixo
y (ver Figura 6.68).

Figura 6.68: Fotografia e Simetria Central - Em Torno de um Ponto no Eixo y

Mais uma vez salientamos que a atividade se mostra muito mais atrativa se a foto utilizada
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for tirada pelo proprio aluno e uma exposicao das fotos obtidas for montada no final da atividade.

Seria interessante que, apos o aluno exportar a imagem, o professor realizasse algumas
atividades investigativas utilizando o trabalho pronto. Essas atividades devem gerar discussoes
sobre conceitos e propriedades da simetria central. A sequir, esta descritas uma possibilidades

de atividades.
Atividade Investigativa

o Construir um ponto P em um lugar significativo na foto original (ver Figura 6.69).

» Construir o segmento PC' (ver Figura 6.70).

o Fazer a reflexao do segmento em relagio ao ponto C, obtendo assim o segmento P'C' (ver

Figura 6.71).

o Discutir com o0s alunos sobre a posicao relativa entre os segmentos PC' e P'C.

£ Fetccamalygt T ol |
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

k) AL OO 4] L =]+ i

+ Janela de Algebra % |» Janela de Visualizagdo e ]
Ponto
A= (0, 0)
B = (15, 0)
® C=(750)
® P = (1.65, 8.48)

20 2% 30 35

Entrada:

Figura 6.69: Atividade Investigativa - Simetria Central - Passo 1
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Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 6.70: Atividade Investigativa - Simetria Central - Passo 2

| 2 fetocanalggh:
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Figura 6.71: Atividade Investigativa - Simetria Central - Passo 3

20 25 0 5

Nessa atividade, os alunos deverdo perceber que os pontos P, P’ e C sdo colineares. Também

pode-se encaminhar a discussao para que o aluno perceba que C' é o ponto médio do segmento

PP'" uma vez que os segmentos PC' e P'C' sao congruentes e estao contidos numa mesma reta.

6.2.4 Rotacao e Fotografias

Objetivo
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Trabalhar o conceito de simetria de rotacao e proporcionar ao aluno um contato com a arte

da fotografia.
Publico alvo
Alunos de Ensino Fundamental 11 e Médio.

Material Necessario
o Uma foto digitalizada.

Descricao da atividade

Os alunos deverao novamente trabalhar no laboratorio de informatica com o software Geo-
Gebra ja apresentado no capitulo 5.

O primeiro passo ¢ inserir a foto no GeoGebra. Para isso o aluno devera clicar sobre o icone
FEditar no menu. Em seguida, clicar sobre Inserir Imagem de e selecionar o icone Arquivo para,

entao, achar a foto digitalizada com a qual ird trabalhar (ver Figura 6.72).

2 Tctcsmislggh = |-
Arquivo Editar{ Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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1 § i Area de Transferéncia
# Propriedades ... Ctri+E
4
Selecionar Tudo Cirl+A
2
L6 14 -12 -0 -8B 6 -4 -2 @ 2 4 8 8 1 12 14 16 18 20
-2
-4
-6
Entrada:

Figura 6.72: Fotografia e Rotagao - Passo 1

A foto deverd ser posicionada com um dos vértices sobre a origem do sistema cartesiano e
um dos lados sobre o eixo x para facilitar o desenvolvimento do trabalho. Sendo assim, o aluno
devera clicar com o botéo direito sobre o ponto A na Janela de Algebra e clicar em Propriedade
(ver Figura 6.73).
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Figura 6.73: Fotografia e Rotagao - Passo 2
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Uma janela se abrird e as coordenadas do ponto devem ser alteradas para 0 e 0 (ver Figura

6.74).

£7 fetocaninalggh
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=] || =

Entrar...

Figura 6.74: Fotografia e Rotagao - Passo 3

O mesmo deve ser feito com o ponto B, porém apenas sua coordenada y deve ser alterada

para 0, assim o ponto ficard sobre o eixo x. A coordenada x pode ou nao ser alterada.

exemplo da Figura 6.75 as coordenadas foram alteradas para 15 e 0.

No
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€7 fetecaninal gk ===
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Figura 6.75: Fotografia e Rotagao - Passo 4

Com a fotografia posicionada corretamente, podemos fazer a rotacdo da mesma em torno
do ponto A. Logo, o aluno devera clicar sobre o terceiro icone da esquerda para a direita na

barra de comandos e selecionar Rotagio em Torno de um Ponto (ver Figura 6.76).

£ fetocaninalgat e |
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Entrada;

Figura 6.76: Fotografia e Rotacao - Passo 5

Com o icone em questao selecionado, deve-se clicar sobre a fotografia e, em seguida, sobre

o ponto A. Uma janela se abrird para indicarmos o angulo de rotacao a ser utilizado. Nesse

caso escolhemos 90° (ver Figura 6.77).
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Figura 6.77: Fotografia e Rotagao - Passo 6

Uma rotagao serd feita em torno do ponto A (ver Figura 6.78).

e Tem
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-25 -20 -15 20 2% 0
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Figura 6.78: Fotografia e Rotacao - Passo 7

Esse procedimento deve ser repetido mais duas vezes rotacionando sempre a tultima foto

obtida em torno do ponto A (ver Figura 6.79).
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Figura 6.79: Fotografia e Rotagao - Passo 8
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Para finalizar, devemos ocultar os pontos A e B da figura, os eixos e a malha quadriculada

da Janela de Visualizagio (ver Figura 6.80).

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra |
Ponto
A=(0,0)
B = (15, 0)

|» Janela de Visualizagio

Entrada;

Figura 6.80: Fotografia e Rotagao - Passo 9

Com a figura pronta é necessario salva-la. Para isso, selecionamos a fotografia utilizando o

botao direito do mouse pressionado (ver Figura 6.81).
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Figura 6.81: Fotografia e Rotagao - Passo 10
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No menu clicamos em Arquivo, selecionamos Exportar e, em seguida, Janela de Visualizacao

como Imagem (ver a figura 6.82). Uma janela se abrird e selecionamos Gravar. Salvamos a

imagem com o nome desejado no local escolhido (ver Figura 6.83).
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Figura 6.82: Fotografia e Rotagao - Passo 11




Figura 6.83: Fotografia e Rotagao - Passo 12

A figura sera salva como imagem
6.84).

Figura 6.84: Fotografia e Rotagao - Passo 13

Orientagoes para o Professor

€7 fetecaninal gk
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independente do GeoGebra na extensao png (ver Figura
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Novamente a atividade se mostra muito mais atrativa se a foto utilizada for tirada pelo
proprio aluno e se, ao final da atividade, uma exposicao com as imagens obtidas for organizada.
Depois que o aluno exportar a imagem, professor pode propor um atividade investigativa.
Nela, o aluno ird refazer a atividade utilizando outros angulos de rotagdo. Nas Figuras 6.85 e

6.86 temos exemplos feitos com angulos diferentes de 90°.

(a) Rotagdo com um angulo de 30° (b) Rotagdo com um angulo de 50°

Figura 6.85: Atividade Investigativa - Rotacdo - Angulos Agudos

(a) Rotagdo com um angulo de 120° (b) Rotagdo com um angulo de 100°

Figura 6.86: Atividade Investigativa - Rotacdo - Angulos Obtusos

Quando os alunos finalizarem essa atividade, seria interessante que o professor propusesse

uma discussao baseada nas sequintes questoes norteadoras:
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o Quais diferencas podemos observar na posicio das fotos da imagem obtida com um angulo
de 90°, as imagens obtidas com angulos agudos e as imagens obtidas com angulos obtusos?

o Com quais angulos consequimos retornar a foto na posicdo em que ela se encontrava

inicialmente?

Espera-se que o aluno consiga concluir que com o dangulo de 90° as fotos de encaizam per-
feitamente, com os angulos agudos as fotos ficam sobrepostas e com os dangulos obtusos ficam
espacos entre elas.

Além disso, deve-se encaminhar a discussdo para que os alunos percebam que quando a
medida do angulo é um divisor de 360 consequimos rotacionar a foto um niumero inteiro de
vezes para completar um giro. Sendo assim, se continuarmos rotacionando, as fotos das voltas

sequintes ficarao sempre sobrepostas as fotos da primeira volta.

6.2.5 Reflexao e Simetria do Rosto

Objetivo

Trabalhar o conceito de simetria de reflexao de forma lidica, observando a presenga ou nao

de simetria no rosto humano.
Publico alvo
Alunos de Ensino Fundamental 11 e Médio.

Material Necessario

« Uma foto de rosto do aluno digitalizada (a foto devera estar bem centralizada para que o

efeito da atividade seja o esperado como na Figura 6.87).

Figura 6.87: Foto centralizada do Rosto
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Descricao da atividade

Os alunos deverao novamente trabalhar no laboratorio de informatica com o software Geo-
Gebra ja apresentado no capitulo 5.

O primeiro passo é inserir a foto na Janela de Visualizagdo. Para isso o aluno devera clicar
sobre o icone Editar do menu. Em seguida, clicar sobre Inserir Imagem de e selecionar Arquivo

para, entdo, achar a foto digitalizada com a qual ird trabalhar (ver Figura 6.88).

7 Totorctacacggh. = |- ]
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30 -25 20 -15 -10 -5 o 5 10 15 20 25 30

Entrada;

Figura 6.88: Simetria do Rosto - Passo 1

A foto deverd ser posicionada com um dos vértices sobre a origem do sistema cartesiano e
um dos lados sobre o eixo x para facilitar o desenvolvimento do trabalho. Sendo assim, o aluno
devers clicar com o botéo direito sobre o ponto A na Janela de Algebra e clicar em Propriedades
(ver Figura 6.89).
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Figura 6.89: Simetria do Rosto - Passo 2

Uma janela se abrird e as coordenadas do ponto devem ser alteradas para 0 e 0 (ver Figura
6.90).
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Figura 6.90: Simetria do Rosto - Passo 3

O mesmo deve ser feito com o ponto B, porém apenas sua coordenada y deve ser alterada
para 0, assim o ponto ficard sobre o eixo x. A coordenada x pode ou nao ser alterada. No

exemplo da Figura 6.91 as coordenadas foram alteradas para 10 e 0.
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Figura 6.91: Simetria do Rosto - Passo 4

Com a fotografia posicionada corretamente, devemos determinar o ponto médio do segmento

AB. Para isso clicamos sobre o segundo icone da esquerda para a direita na barra de comandos

e selecionamos Ponto Médio ou Centro (ver Figura 6.92).
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Figura 6.92: Simetria do Rosto - Passo 5

Em seguida, clicamos sobre os pontos A e B e, com isso, teremos definido o ponto C' que é

o ponto médio do segmento AB (ver Figura 6.93).
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T =
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

| | - | 2 =
» Janela de Algeb » Janela de Visualizagio ]
Ponto [ 1%
® A=(0,0)
® B=(10,0)
®C=(50)

Entrada:

Figura 6.93: Simetria do Rosto - Passo 6

Para dividir a figura ao meio, tragcamos uma reta paralela ao eixo y e que passe pelo ponto
C. Para isso clicamos sobre o quarto icone da esquerda para a direita na barra de comandos e

selecionamos Reta Paralela.(ver Figura 6.94).

— =
Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

K = 1= o)) FA S B D

> Janelade Algeb Y | Rets Perpendicular
Ponto = 14
® A=(0,0) |~ RetaParalela

® B=(10,0 I
( ) X Mediatriz

®C=(50
& Bissetriz

ﬁ Reta Tangente
‘Q Reta Polar ou Diametral

2%" Reta de Regressao Linear

/;ﬁ Lugar Geometrico
50 =8 & =

Entrada:

Figura 6.94: Simetria do Rosto - Passo 7

Clicamos sobre o eixo y e, em seguida, sobre o ponto C' (ver Figura 6.95). A reta paralela
tragada deve passar sobre a ponta do nariz da pessoa da fotografia para que o resultado final
da atividade seja o esperado. Também vale a pena modificar a propriedade da reta deixando-a

com a menor espessura possivel.
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Entrada:

Devemos salvar cada uma das metades da figura de forma independente. Portanto, oculta-

Arquivo

oA

® B=(10,0)
®C=(50
Reta

B fix=5

Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

=(0,0)

20 22

Figura 6.95: Simetria do Rosto - Passo 8

mos os pontos A, B e C, os eixos e a malha da Janela de Visualizag¢do (ver Figura 6.96).

2 e

Ponto

Reta
®fix=§

Entrada:

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

[:] AL > lofol4)N] =] +)
» Janela de Algebra 4 » Janela de Visua
A=(0,

B = (10, 0)
c=(50

Entrar...

|» Janela de Visualizagio

12
f
o) |

Selecionamos a

(ver Figura 6.97).

Figura 6.96: Simetria do Rosto - Passo 9

metade esquerda da figura utilizando o botao direito do mouse pressionado
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Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

NDREENNERANER
» Janela de Algebra 2 » Janela de Visualizacio
Ponto f
A =(0,0)
B=(10,0)
C=(50)
Reta
®fx=5

Entrada:

Figura 6.97: Simetria do Rosto - Passo 10
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E, para salvar, clicamos em Arquivo no menu, selecionamos Ezxportar e, em seguida, Janela

de Visualizagio como Imagem (ver Figura 6.98). Uma janela se abrird e selecionamos Gravar.

Em seguida, salvamos a imagem com o nome desejado no local escolhido.

Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda

[ :g: Janela Ctri+N ) @ z{_ }\. :"..E .%.

h Abrir ... Ciri+0 | de Visualizagio
[ Abrir do GeoGebra ... f
Abrir Arquivo Recente -
[#] Gravar Ctrl+S
Gravar Como. .. e

2+ Compartilhar. ..
Exportar +|! Planilha Dindmica como Pagina WEB (html) ... Ctrl+ShiftHW

|=| Janela de Visualizagdo come Imagem (png, eps) ... Ctrl+Shift+U
Janela de Visualizagdo como GIF Animado ...

| Fechar Alt+F4 [ Copiar para Area de Transferéncia Ciri+Shift+C

£ Visualizar Impressdo  Ctri+P

Janela de Visualizagdo como PSTricks ... Clrl+3hift+T

Janela de Visualizagdo como PGF/TIKE ...

Janela de Visualizagio como Asymptote ...
S

Entrada:

Figura 6.98: Simetria do Rosto - Passo 11

e |
Entrar...

Repetimos o mesmo procedimento para salvar a outra metade da figura (ver Figura 6.99).
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Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

[2] ALl OOl £ N =2+,

» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizacio

FPonto f
A=(0,0)
B=(10,0)
C=(50]
Reta
®fix=5
Entrada:

Figura 6.99: Simetria do Rosto - Passo 12

As duas metades das fotos serdo salvas de maneira independente (ver Figura 6.100).

(a) lado direito

Figura 6.100: Simetria do Rosto - Passo 13

Com isso, limpamos a Janela de Visualiza¢ao para comecar a segunda etapa da atividade

Sendo assim, selecionamos Arquivo e, em seguida, Novo (ver Figura 6.101). Se desejar, pode-se

gravar o arquivo do GeoGebra com as etapas ja concluidas.

(b) lado esquerdo

188
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o —
Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
| Nova Janela Ctrl+N

oy )' QI '{{‘x i ! .-I-. - L

E Abrir ... Ctrl+0
[& Abrir do GeoGebra ...
Abrir Arquivo Recente .

de Visualizagio

[®] Gravar Ctrl+S
Gravar Como...

Z: Compartilhar. ..
Exportar .

& Visualizar Impressdo Cirl+P

lwd! Fechar Alt+F4

Entrada:

Figura 6.101: Simetria do Rosto - Passo 14

Com a tela limpa inserimos inicialmente a figura contendo o lado esquerdo do rosto e

repetimos os procedimentos dos passos 3 e 4 mudando as coordenadas nos pontos A para

(-5,0) e B para (0,0) (ver Figura 6.102).

2 i i ==
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
T i T4 T 7 3 !; T ol o

LY [ el B PIOIO £ \\ i cad! o
b Janela de Algebra X |» Janela de Visualizacio =

Ponto

® A=(50)

® B=(00)

-z -0 -8 % I, S TR U R E B

Entrada; | a

Figura 6.102: Simetria do Rosto - Passo 15

Feito isso, podemos clicar sobre o terceiro icone da esquerda para a direita na barra de

comandos e selecionar Reflexdo em Relagio a uma Reta (ver Figura 6.103).



190

bmu:r—;ﬂ-- E:E'E’
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
R AP AN D QYO LN 2 ) > 8
» Janela de Algebra X \» Janela de Visualizaci ‘x Reflexao em Relacdo a uma Reta | 24

Ponta sl I ! irre] | | | | |

® A=(-50) _0' Reflexao em Relagio a um Ponto

®B=(0,0

0,9) k Inversao
‘(.i, « Rotacdo em Torno de um Ponto
-5;. Translagao por um Vetor
_: * Homotetia
[ 2 90 B8 % g g uT 2 4 3 8 m f2 14 16 18
Entrada: | &

Figura 6.103: Simetria do Rosto - Passo 16

Clicamos sobre a foto e, em seguida sobre o eixo y (ver Figura 6.104).

bmltﬁ:!“ [E':E'E
Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
E - e | : - : i i

2] AL o]l 40 =] +) e
» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizagio Ed

Ponto

® A=(50)

® B=(0,0)

Sz S0 @ e 6 ¥ 2 A el 6

Entrada: | @

Figura 6.104: Simetria do Rosto - Passo 17

Finalizamos ocultando os pontos A e B, a malha e os eixos da Janela de Visualizag¢io (ver
Figura 6.105).
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bm;:r—s:! = :m_.,ﬁ:

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

d A oo 4N =]+

» Janela de A.Igebra Janela de Visualizaﬁo [
FPonto
A=(-5,0)
B=(0,0)

Entrada:

Figura 6.105: Simetria do Rosto - Passo 18

Repetimos os passos 9, 10 (selecionando a foto toda) e 11 a fim de salvar a imagem da nova
foto formada.

Para iniciar a terceira etapa da atividade, novamente limpamos a Janela de Visualizacao.
Selecionamos Arquivo e, em seguida, Novo. Com a tela limpa, inserimos a figura contendo o
lado direito do rosto. Repetimos os procedimentos do passo 15 mudando as coordenadas nos
pontos A para (0,0) e B para (5,0) (ver Figura 6.106).

P — o |
Arqu'nm Editar Exibir Op;c‘)es Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
3 ) Al efo] 4N =]+ £
» Janela deMgebra |» Janela de Visualizagdo =
Ponto
® A=(0,0)
® B=(50)
1
6 14 12 -0 B 6 4 -2 1 8t 12 14 16 18
Entrada:

Figura 6.106: Simetria do Rosto - Passo 19

Para fazer a reflexdo repetimos os passos 16 e 17(ver Figura 6.107).
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Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
Al <1 % Il sl 2 llacz] 2. | (]
R AL A B OO -0’;,_.;.|; 22 ) =
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizacio [
Ponto
® A=(0,0)
® B=(50)
1
e TmEa e e DR TR I B PR R R
Entrada: | @

Figura 6.107: Simetria do Rosto - Passo 20

Ocultando os pontos A e B, a malha e os eixos da Janela de Visualizagio (ver Figura 6.108)

e salvamos repetindo os procedimentos realizados nos passos 9, 10 (selecionando a figura toda)

e 11.

| 47 Buietns Clemsic
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

I al v [ | [
R AL A B OO
» Janela de A.l_gabra i | Janela de Visualizacio
Fonto
A =(0,0)
B=(50)

Entrada;

a

£INJ) )

Figura 6.108: Simetria do Rosto - Passo 21

Ao final teremos, além da foto original, mais duas fotos: uma formada apenas pelo lado

direito do rosto e outra formada apenas pelo lado esquerdo do rosto (ver Figura 6.109).
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(a) somente com o lado direito (b) foto original (¢) somente com o lado esquerdo

Figura 6.109: Simetria do Rosto - Passo 22
Orientacgoes para o Professor

FEssa atividade € bastante interessante para trabalhar o conceito de simetria de reflexdo. Os
alunos costumam apresentar certa resisténcia para realizar essa atividade com a propria foto
porém apos comegarem se envolvem e se divertem realizando-a.

Uma proposta alternativa que pode ser feita apds a finalizagdo da atividade seria realizd-
la novamente utilizando uma fotografia do rosto com uma careta ou com uma fotografia nao
centralizada (ver Figuras 6.110 e 6.111).

’ | ! f

J

(a) careta lado direito (b) careta original (c) careta lado esquerdo

Figura 6.110: Simetria do Rosto - Atividade Extra - Exemplo 1
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(a) careta lado direito (b) careta original (c) careta lado esquerdo

Figura 6.111: Simetria do Rosto - Atividade Extra - Exemplo 2

6.3 Questoes envolvendo Isometrias na Obmep
Objetivo

Resolver questdes da OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas)

que envolvam o conceito de isometrias.

Publico alvo

Alunos de Ensino Fundamental 11 e Médio.

Material Necessario

« Folha de exercicios preparada pelo professor.

Descricao da atividade

A proposta dessa atividade é que o professor prepare uma lista de exercicios contendo as
questoes da OBMEP que envolvam isometrias .
As questoes foram apresentadas no Capitulo 4 juntamente com suas resolugbes, as quais

foram pensadas sempre utilizando o conceito de simetrias e isometrias.
Orientagoes para o Professor

Essa proposta, além de trabalhar os conceitos de isometria, possibilita que os alunos tenham
contato com as questoes da OBMEP e visa motivd-los a participar de forma mais efetiva da
mesma. As questoes propostas, além de apresentadas no Capitulo 4, estdo disponiveis em

www.obmep.org.br.
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Seria interessante que os alunos resolvessem as questoes do nivel referente d sua série e dos
niveis anteriores.

A atividade pode ser proposta para que os alunos resolvam as questoes individualmente ou
em grupo. A sequnda maneira possibilita que os alunos possam discutir sobre a resolugdo e até

mesmo chegar a mais de uma forma de resolvé-las.

6.4 Experimentos envolvendo Isometrias

6.4.1 Atravessando o Rio

Objetivo

Utilizar o conceito de translacao para a resolucao de problemas através de um experimento

e, em seguida, sistematizar a resolucao do mesmo através do GeoGebra.

Publico alvo

Alunos de Ensino Fundamental 11 e Médio.

Material Necessario

Para a realizacao da primeira etapa da atividade, a do experimento serdo necessarios os
instrumentos de construgoes geométricas, tais como régua, esquadros e compasso além de uma
folha de sulfite comum.

Ja para a segunda etapa, sera utilizado o software GeoGebra.
Descricao da atividade

Problema: Dois pontos A e B se encontram em lados opostos de um rio cujas margens
sao paralelas. Deseja-se encontrar o menor caminho entre esses pontos de tal modo que para

atravessar o rio, o percurso deve ser feito perpendicularmente as suas margens.

A proposta é que na primeira etapa o problema seja investigado por meio do experimento
ja detalhado no Capitulo 3 na subsecao 3.1.1.

Apobs o término dessa etapa, os alunos deverao utilizar o GeoGebra para realizar as cons-
trucgoes envolvidas no experimento.

Para isso, comegamos representando a situagdo problema no GeoGebra. Tragamos dois

pontos A e B e um par de retas paralelas entre esses dois pontos (ver a figura 6.112).
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Arquive Editar Exibir Op¢oes Ferramentas Janela Ajuda

-“/,‘wb-@O-f'.\fi |
» Janela de Algebra A+ Janela de Visualizagdo
FPonto A
® A=(0.98,5.54) »
® B=(10,-3)
C = (-1.48, 1.52)
D= (8, 5)
E=(1,-1)
Reta
® f: -3.48x + 9.48y = 19.56
® g:-3.48x+9.48y =-12.96 |

Entrada:

Figura 6.112: Atravessando o Rio - Construgao - Passo 1

Determinamos o ponto B’ o qual é o ponto B transladado perpendicularmente as margens,

no sentido da margem inferior para a superior e deslocamento igual a distancia entre as margens

do rio. Para isso, comecamos tracando uma reta perpendicular as retas que representam as

margens do rio. Ela servird de apoio para tragarmos o vetor necessario para realizar a translacao

(ver a figura 6.113).

47 ProblPamal ggk

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

R AL P COY 4N =2
b Janela de Algebra % v Janela de Visualizagio
Ponto h
® A=(0.98,554)
® B=(10,-3)
® C=(-1.48, 1.52)
D=(8,8)
E=(1,-1)
Reta
® f: -3.48x + 9.48y = 19.56
® g:-3.48x + 9.48y = -12.96
® h:-9.48x - 3.48y =8.74

Entrada:

Figura 6.113: Atravessando o Rio - Construcao - Passo 2

Feito isso, construimos o vetor pertencente a reta perpendicular tracada no sentido da

margem inferior para a margem superior do rio e com o comprimento igual a largura do rio

(ver a figura 6.114).
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Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

N B B2 1Y (o) (&) P BN B3 &3
» Janela de Algebra & |} Janela de Visualizagao
Ponto
® A=(0.98,5.54)
® B =(10, -3)
C =(-1.48, 1.52)
D=(8 5
E=(1,-1)
® F=(-1.36, -1.87)
® G=(-2.47, 1.16)
Reta
® f: -3.48x + 9.48y = 19.56
® g:-3.48x + 9.48y = -12.98
® h:-9.48x - 3.48y = 19.44
Vetor

. Peiad
= ( 3‘02)

Entrada:

Figura 6.114: Atravessando o Rio - Construcao - Passo 3
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Finalmente, clicamos sobre o terceiro icone da direita para esquerda, selecionamos Transla-

¢ao por um Vetor (ver a figura 6.115), clicamos sobre o ponto B e, em seguida, sobre o vetor.

Obtemos, assim, o ponto B’(ver a figura 6.116).

.meh.lﬂ-nlggh

Arquivo Editar Exibir Op¢oes Ferramentas Janela Ajuda

DNEY N oERNER

» Janela de Algebra X |* Janela de Vis| \ Reflexao em Relagdo a uma Reta
Ponto 2
® A =(0.98,554) .*" Reflexao em Relacao a um Ponto
® B=(10, -3) .
C =(-1.48, 1.52) _\ Inverséo
D=(8 %) ‘:r « Rotagdo em Torno de um Ponto
E=(1,-1)

® F=(-1.36,-1.87) -,;. Translagdo por um Vetor
® G=(-2.47, 1.18)

Reta If
® f:-3.48x + 9.48y = 19.56
® g:-3.48x + 9.48y = -12.96
® h:-9.48x - 3.48y = 19.44

Vetor

_ [=111"
= ( 3.02)

Entrada:

" Homotetia

o ]|
Entrar...

X]

Figura 6.115: Atravessando o Rio - Construcao - Passo 4
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47 ProblPamci.ggh =]

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

RO P OGO L lZh =2 )
» Janela de ﬁ.igsbra 126 | Janela de Visualizacao
Ponto 3
® A =(0.98, 5.54)
® B=(10,-3)
® B'=(8.89, 0.02)
C =(-1.48, 1.52)
D= (8, 5)
E=(1,-1)
® F=(-1.36, -1.87)
® G =(-2.47, 1.16)
Reta
® f:-3.48x + 9.48y = 19.56
® g:-3.48x + 9.48y = -12.9¢
® h:-9.48% - 3.48y = 19.44
Vetor i

[

[ 1113

Entrada:

Figura 6.116: Atravessando o Rio - Construgao - Passo 5

Tragamos o segmento de reta com extremidades em A e B’, assim determinaremos o ponto
M o qual é a interseccao do segmento com a margem superior e indica o ponto inicial do

percurso perpendicular ao rio (ver a figura 6.117).

47 ProblPamcl ggk = |- ]

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

NNEPNERREER
» Janela de Algebra 2| » Janela de Visualizacio
Ponto 3
® A=(0.98,554)
® B=(10,-3)
@ B'=(8.89,0.02)
C =(-1.48, 1.52)
D=(8,5)
E=(1,-1)
® F =(-1.36, -1.87)
® G=(-2.47, 1.16)
® M=(3.91, 3.5)
Reta
® f: -3.48x + 9.48y = 19.56
® g:-3.48x + 9.48y = 12.9¢
® h:-9.48x - 3.48y = 19.44
Segmento i

¢

Entrada:

Figura 6.117: Atravessando o Rio - Construcao - Passo 6

Entao, tracamos a reta perpendicular as margens do rio passando por M. A intersec¢ao

dessa reta com a margem inferior do rio determina o ponto N (ver a figura 6.118).
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Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

Bl Ldrlelol<ls)=]

» Janela de Algebra = | Janela de Visualizacio
Ponto 3
® A=(0.98,554)
® B=(10,-3)
® B'=(8.89, 0.02)
C =(-1.48, 1.52)
D=(8,5)
E=(1,-1)
® F = (-1.36, -1.87)
® G=(-2.47, 1.16)
® M=(3.91, 3.5)
® N =(5.02, 0.47)
Reta
® f: -3.48x + 9.48y = 19.56
® g:-3.48x + 9.48y = -12.9¢
® h:-9.48x - 3.48y = 19.44 .

Entrada:

Figura 6.118: Atravessando o Rio - Construcgao - Passo 7

Entrar...
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Sendo assim, obtemos o caminho minimo pedido no problema tracando os segmentos AM,

MN e NB.

.meu’_ﬁ.!gh

Arquivo Editar Exibir Opg@es Ferramentas Janela Ajuda

DB BT 20 (o) () P AN = B3
» Janela de Algebra d |} Janela de Visualizagdo
Ponta “\h A
® A =(0.98,5.54)
® B=(10,-3)
® B'=(8.89, 0.02)
C =(-1.48, 1.52)
D= (8, 5)
E=(1,-1)
® F = (-1.36, -1.87)
® G=(-2.47, 1.18)

® M=(3.91,3.5)
® N =(5.02,0.47)
Reta

® f -3.48x + 9.48y = 19.56
® g:-3.48x + 9.48y = -12.9¢
® h:-9.48x - 3.48y = 19.44 _

Entrada:

Figura 6.119: Atravessando o Rio - Construcao - Passo 8

Orientacgoes para o Professor

E importante que o professor ajude o aluno a perceber que a dobra feita para sobrepor as

margens do rio ¢ uma translagdo feita no sentido da margem inferior para a margem superior

de deslocamento igual a largura do rio.

A apresentacao dessa atividade vai variar muito com a faira etdria para qual serd proposta.
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Para os alunos das séries iniciais do Ensino Fundamental, 6°° e 7% anos somente o expe-
rimento ja é o suficiente para a apresentacao do conceito de simetria de translacao.

Para os alunos das séries finais do Ensino Fundamental, 8°° e 9°° anos, seria interessante
que apos o experimento os alunos realizassem a construgdo de cada uma das etapas no GeoGebra
como na descricao da atividade.

Ja para os alunos do Ensino Médio, além das etapas descritas anteriormente, o professor
poderd desenvolver um debate sobre as justificativas das construgoes realizadas como mostrado
no Capitulo 3 na subsegcdo 3.1.3, incentivando os alunos a construirem cada uma de suas etapas

no GeoGebra.

6.4.2 Atravessando Dois Rios

Objetivo

Utilizar o conceito de translagao para a resolucao de problemas através de um experimento

e, em seguida, sistematizar a resolucao do mesmo através do GeoGebra.

Publico alvo

Alunos de Ensino Fundamental 11 e Médio.

Material Necessario

Para a realizacao da primeira etapa da atividade, a do experimento, serao necessarios os
instrumentos de construgoes geométricas, tais como régua, esquadros e compasso além de uma
folha de sulfite comum.

J& para a segunda etapa, serd utilizado o software GeoGebra.
Descricao da atividade

Problema: Dois pontos A e B se encontram separados por dois rios cujas margens de cada
um deles sao paralelas. Deseja-se encontrar o menor caminho entre esses pontos de tal modo
que para atravessar cada um dos 1i0s, o percurso deve ser feito perpendicularmente ds suas

margens.

A proposta é que na primeira etapa o problema seja investigado por meio do experimento
ja detalhado no Capitulo 3 na subsegao 3.2.1.

Apébs o término dessa etapa, os alunos deverdo utilizar o GeoGebra para realizar as cons-
trugoes envolvidas no experimento.

Para isso, comegamos representando a situagao problema no GeoGebra. Tragamos dois

pontos A e B e dois pares de retas paralelas entre esses dois pontos (ver a figura 6.120).
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47 ProhiPamet.qgk =]

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

Y [ | B N o] ) P BN B2 B
» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizagao
Ponto A
® A=(-2.42, 5.4) .
® B=(11.72, -2.8)
C =(-3.86, 2.34)
D = (7.08, 5.48)
E = (-1.06, 2)
F = (-4.1, 0.58) :
G =(13.5,1.28)
H=(03,-0.74) /
Reta
® £ -3.14x + 10,94y = 37.72 /
@ g:-3.14x + 10.94y = 25.21
® h:-0.7x +17.6y = 13.08
® |:-0.7x + 17.6y = -13.23 B

]

Entrada:

Figura 6.120: Atravessando Dois Rios - Construgao - Passo 1

Construimos o ponto B’ o qual é o ponto B transladado perpendicularmente as margens do
segundo rio, no sentido da margem inferior para a superior e deslocamento igual a distancia
entre as suas margens. Para isso, comecamos tracando uma reta perpendicular as retas que
representam as margens desse rio. Ela servird de apoio para tragarmos o vetor necessario para

realizar a translagao (ver a figura 6.121).

P =

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

DNEE N TERANER

» Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizacdo

Ponta 3 A

® A=(-242 54) s

® B=(11.72,-2.8)
C =(-3.86, 2.34)
D =(7.08, 5.48)
E =(-1.06, 2)
F=(-4.1,0.58)
G=(13.5,1.28)
H = (0.3, -0.74)

® | =(14.08, -0.18)

Reta |

® f -3.14x + 10.94y = 37.72

® g:-3.14x + 10.94y = 25.2

® h:-0.7x + 17.6y = 13.08

® i -0.7x +17.6y =-13.23 -

x]

Entrada:

Figura 6.121: Atravessando Dois Rios - Construgao - Passo 2

Feito isso, tragamos o vetor pertencente & reta perpendicular tracada no sentido da margem

inferior para a margem superior e com o comprimento igual a largura do rio (ver a figura 6.122).
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{7 ProbdPamet gk = |
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
- : T - e N
R I I B OO Ll =2 )
» Janela de Algebra E.. » Janela de Visualizagao (]
Ponto = A

® A=(-2.42, 5.4)

® B=(11.72, -2.8)
C =(-3.86, 2.34)
D = (7.08, 5.48)
E = (-1.06, 2) w it
F = (-4.1, 0.58)
G =(13.5,1.28)
H = (0.3, -0.74)

® |=(14.08, -0.19)

® J=(14.02,1.3)

Reta

® f -3.1dx + 10.9dy = 37.72

® g:-3.14x + 10.94y = 25.21

® h:-0.7x+17.6y =13.08 -

Entrada:

Figura 6.122: Atravessando Dois Rios - Construgao - Passo 3

Finalmente, clicamos sobre o terceiro icone da direita par a esquerda na barra de comandos,
selecionamos Transla¢io por um Vetor (ver a figura 6.123), clicamos sobre o ponto B e, em

seguida sobre o vetor. Obtemos, assim, o ponto B’(ver a figura 6.124).

7 PoblPamctiqgh e | ]
Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
T ' T : | . y e
R P i B OO €l =2 )
» Janela de Algebra %I|» Janela de Vis \ Reflexao em Relagao a uma Reta ?
Ponto : A s
® A= (-2.42, 5.4) 2 .*" Reflexao em Relagdo a um Ponto
® B=(11.72, 2.8) .
C =(-3.86, 2.34) N\ Inversao
D = (7.08, 5.48) />« Rotacdo em Torno de um Ponto
E = (-1.06, 2) : f/,/ =
F={-4.1, 0.58) «» Translagdo por um Vetor i
G =(13.5,1.28) -ﬁ// .
H = (0.3, 0.74) I Homotetia
® [=(14.08, -0.19)
® J=(14.02,1.3) i
Reta
® f:-3.14x + 10.94y = 37.72
® g:-3.14x + 10.94y = 25.21
® h:-0.7x + 17.6y =13.08 -
Entrada:

Figura 6.123: Atravessando Dois Rios - Construgao - Passo 4
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47 ProhiPamet.qgk |- ]
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
5 el T e
R I A P O ON Ll =2 3
» Janela de Algebra #l|» Janela de Visualizagio = [
D = (1.U8, 5.38) =
E = (-1.08, 2) A
F = (-4.1, 0.58)
G =(13.5, 1.28)
H = (0.3, -0.74)

® | =(14.08, -0.19)
® J=(14.02, 1.3)

Reta
® f: -3.14x + 10.94y = 37.72
® g:-3.14x + 10.94y = 25.21°
® h:-0.7x+17.6y = 13.08
® 007X +17.6y=-1323
® J: -17.6x - 0.7y = -247.65
Vetor

e u= (_UM\

Entrada:

Figura 6.124: Atravessando Dois Rios - Construgao - Passo 5

Repetimos os passos 2, 3, 4 e 5, porém dessa vez utilizando as margens do primeiro rio.
Obtemos o ponto B” o qual é o ponto B’ transladado perpendicularmente as margens do
primeiro rio, no sentido da margem inferior para a superior e deslocamento igual a distancia

entre as suas margens (ver a figura 6.125).

7 PrabiPamet:qgk L ] ]
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
] = ik
R ] I Pl G O Ll ] 22 )
» Janela de ﬂlguhra %/ » Janela de Visualizacio b}
—— e TR —|
® J=(14.02,1.3) .A
® K =(7.66, 4.5)
® L = (7.36, 5.56)
Reta

® f:-3.14x + 10.94y = 37.72

® g:-3.14x + 10.94y = 25.21

® h:-0.Tx + 17.6y = 13.08

® | -0.7x + 17.6y = -13.23

® J:-17.6x - 0.Ty = -247.65

® k:-10.94x - 3.1d4y = -97 .83,
Vetor

ou=("1%)
lgg (-93) E

Entrada:

Figura 6.125: Atravessando Dois Rios - Construgao - Passo 6

Feito isso, podemos tracar o segmento de reta com extremidades em A e B”, assim deter-
minaremos o ponto M o qual é a interseccao do segmento com a margem superior do primeiro

rio e indica o ponto inicial do percurso perpendicular a ele (ver a figura 6.126).



204

€2 ProbPematigek el |
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
= : : - - Tl e ——
N N RNl FAEEE
» Janela de Algebra X » Janela de Visualizagio Y
TR Coh et A =
® J=(14.02,1.3) A

® K =(7.66, 4.5)
® L=(7.36, 5.56)
® M =(1.38, 3.84)

Reta
® f: -3.14x + 10.94y = 37.72
® g:-3.14x + 10.94y = 25.21
® h:-0.7x + 17.6y = 13.08

(3

® i -0.7x +17.6y =-13.23 | u
® j: 17.6x- 0.7y = -247.65 -
® k: -10.94x - 3.14y = -97.93
Segmento
® |=14.89
Vetor
il £ Inl‘l. ey . 5
Entrada:

Figura 6.126: Atravessando Dois Rios - Construgao - Passo 7

Entao, tracamos a reta perpendicular as margens do primeiro rio passando por M. A

intersecgao dessa reta com a margem inferior do primeiro rio determina o ponto N (ver a figura

6.127).

7 ProlPamlgob e |
Arquivo Editar Exibir Op¢oes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
i—i . | . & . || a2 (=]
NN ER N FEAEER
» Janela de Algebra %/ » Janela de Visualizagao B
SN RO Rt |

® J=(14.02,1.3) A gl
® K =(7.66,4.5)
® L = (7.36, 5.56)
® M =(1.38, 3.84)
® N =(1.68,2.79)
Reta
® f:-3.14x + 10.94y = 37.72
® g:-3.14x + 10.94y = 25.21
® h:-0.7x+17.6y =13.08 |
® | -0.7x + 17.6y = -13.23
® | -17.6x - 0.Ty = -247.65
® k:-10.94x - 3.14y = -97.93
® m: -1149.58x - 329.95y = -
Segmento

: o =14 Rﬂ ' 3

[

=

Entrada:

Figura 6.127: Atravessando Dois Rios - Construcao - Passo 8

Depois de obtido o ponto N, tracamos o segmento com extremidades em N e B’ cuja

intersecgdo com a margem superior do segundo rio determina o ponto P (ver a figura 6.128).
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.meuﬂn?.ggh
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

SRR NS

2.. » Janela de Visualizacio

a=2
=

» Janela de Algebra

Ny

® J=(14.02, 1.3) A m
® K=(7.66,4.5)

® L = (7.36, 5.56)

® M=(1.38, 3.84)

® N =(1.68,2.79)

® P = (6.07, 0.98)

Reta

® £ -3.14x + 10.94y = 37.72
® g;-3.14x + 10,94y = 25.21 |
® h:-0.7x + 17.8y = 13.08

® i:-0.7x + 17.6y = -13.23

® | -17.6x - 0.7y = -247.65
® k:-10.94x - 3.14y = -97,93
® m: -1149.58x - 329.95y = -

Seamentdpata m: Reta passando por M e perpendicular a f|
Entrada:

ey

= |
Entrar...

x|

)

Figura 6.128: Atravessando Dois Rios - Construgao - Passo 9

Para encontrar o ponto () na margem inferior do segundo rio, tracamos a reta perpendicular

as margens desse rio passando pelo ponto P. O ponto () serd a interseccao dessa reta com a

margem inferior do rio em questdo (ver a figura 6.129).

.meuﬂn?.ggh b= E‘E
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
X - = - T —
x> elol 4] 2]z 4
» Janela de Algebra _Z. » Janela de Visualizacdo e

Ry ey

J=(14.02, 1.3) A m

K = (7.66, 4.5)

L = (7.36, 5.56)

M = (1.38, 3.84)

N = (1.68, 2.79) il

P = (6.07, 0.98)

Q= (6.13, -0.51)

eta o
® f:-3.14x + 10.94y = 37.72
® g:-3.14x + 10.94y = 25.21
® h;-0.7x + 17.6y = 13.08
® i:-0.7x + 17.6y = -13.23
® j: -17.6x - 0.7y = -247.65
® k:-10.94x - 3.14y = -97 93

y - m- -11&? Rfy . 290 QRu =.-_

peo0eeee

Entrada:

—

=

Figura 6.129: Atravessando Dois Rios - Construgao - Passo 10

Para finalizar tracamos o segmento com extremidades em () e B. Portanto, o caminho

minimo pedido no problema é formado pelos segmentos AM, MN NP, PQ) e QB (ver a figura

6.130).
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€7 PinbIPamelll g A
Argquivo Editar Exibir Opgoes Feramentas Janela Ajuda Entrar...
LI B * | a-2
NSy B BYE (o]le) P 2 B2 k2
» Janela de Algebra Xl|» Janela de Visualizagto B

M -1749.08X - SLY.90Y = -

® p:-1391.03x - 55.32y = -8!
Segmento

®a=149

® b=6.04

® 1=14.89

® n=10.79

® q=6.04

®r=41

®s=11

®1=475
Vetor

Entrada:

Figura 6.130: Atravessando Dois Rios - Construgao - Passo 11

Orientagoes para o Professor

Novamente, os alunos deverao perceber que cada uma das dobras feitas representa uma
translacao. A primeira translagdo no sentido da margem inferior para a margem superior do
sequndo rio e cujo deslocamento € igual a largura desse rio. Ja a sequnda no sentido da margem
inferior para a margem superior do primeiro rio e cujo deslocamento € igual a largura desse
710.

A apresentacao dessa atividade vai variar muito com a faiza etdria para qual serd proposta.

Para os alunos das séries iniciais do Ensino Fundamental, 6°° e 7°° anos somente o expe-
rimento ja é o suficiente para a apresentacao do conceito de simetria de translacao.

Para os alunos das séries finais do Ensino Fundamental, 8°° e 9°° anos, seria interessante
que apos o experimento os alunos realizassem a construgdo de cada uma das etapas no GeoGebra
como na descricio da atividade.

Jd para os alunos do Ensino Médio, além das etapas descritas anteriormente, o professor
poderd desenvolver um debate sobre as justificativas das construcoes realizadas como mostrado
no Capitulo 3 na subsecao 3.2.3 incentivando os alunos a construirem cada uma de suas etapas

no GeoGebra.

6.4.3 Construindo uma Ponte

Objetivo

Utilizar o conceito de translagao para a resolugao de problemas envolvendo equidistancia

entre dois pontos através de um experimento e, em seguida, sistematizar a resolu¢do do mesmo
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utilizando o software GeoGebra.

Publico alvo

Alunos das Séries Finais do Ensino Fundamental II e Médio.

Material Necessario

Para a realizacao da primeira etapa da atividade, a do experimento, serdo necessarios os
instrumentos de construgoes geométricas, tais como régua, esquadros e compasso além de uma
folha de sulfite comum.

Ja para a segunda etapa, sera utilizado o software GeoGebra.
Descricao da atividade

Problema: Dois pontos A e B se encontram separados por wm Tio cujas margens sao
paralelas. Deseja-se construir uma ponte que atravesse esse rio perpendicularmente de tal forma

que a distancia dessa ponte e o ponto A seja igual a distancia entre ela e o ponto B

Mais uma vez proposta é que na primeira etapa o problema seja investigado por meio do
experimento ja detalhado no Capitulo 3 na subsecao 3.3.1.

Apébs o término dessa primeira etapa, os alunos deverao utilizar o GeoGebra para realizar
as construgoes envolvidas no experimento.

Para isso, comegamos representando a situagao problema no GeoGebra. Tragamos dois

pontos A e B e um par de retas paralelas entre esses dois pontos (ver a figura 6.131).

7 136678 = |- ]
Arquivo Editar Exibir Op¢oes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
o= [ % Py |
Al Pl DU £ :\ =224 3
» Janela de Algebra £/ » Janela de Visualizagao Lo
Ponto A

® A=(-2.28,5.52) *

® B =(11.02, -1.96)

C =(-2.94, 1.86)
D = (11.56, 4.66)
E = (1.18, 1.44)

Reta
® f -2.8x + 14,5y = 35.2
® g:-28x+ 145y =17.58 |g

—h

Entrada:
Figura 6.131: Construindo uma Ponte - Construgao - Passo 1

Construimos o ponto B’ o qual é o ponto B transladado perpendicularmente as margens, no
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sentido da margem inferior para a superior e deslocamento igual a distancia entre as margens
do rio. Para isso, comecamos tracando uma reta perpendicular as retas que representam as
margens do rio. Ela servird de apoio para tragarmos o vetor necessario para realizar a translacao
(ver a figura 6.132).

L7 Buodieins

=) ]
Arquivo Editar Exibir Op¢oes Ferramentas Janela Ajuda

Entrar...
OREENCEBENED
» Janela de Algebra
Ponto
® A=(-2.28, 5.52)
® B =(11.02, -1.96)
C =(-2.94, 1.86)
D = (11.56, 4.66)
E =(1.18, 1.44)
® F = (-2.87, 0.66)
Reta
® f:-2.8x + 14.5y = 35.2
® g:-2.8x + 14.5y = 17.58
® h:-14.5x - 2.8y = 39.79

Xy Janela de Visualizagio

%

Entrada:

Figura 6.132: Construindo uma Ponte - Construcao - Passo 2

Feito isso, construimos o vetor pertencente a reta perpendicular tracada no sentido da

margem inferior para a margem superior do rio e com o comprimento igual a largura dele (ver
a figura 6.133).

£ Guctns

BN
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

Entrar...
DRENNcERANEER
» Janela de Algebra
Ponto
® A =(-2.28,5.52)
® B =(11.02, -1.96)
C =(-2.94, 1.86)
D =(11.56, 4.68)
E = (1.18, 1.44)
® F = (-2.87, 0.68)
® G=(-31,1.83)
Reta
® f:-2.8x + 14.5y = 35.2
® g:-2.8x + 14.5y = 17.58
® h:-14.5x - 2.8y = 39.79
Vetor

_ [—0.23
= ( 1.17)

Entrada:

= | » Janela de Visualizacio

=]

Figura 6.133: Construindo uma Ponte - Construgao - Passo 3

Finalmente, clicamos sobre o terceiro icone da direita para esquerda na barra de comandos,
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selecionamos Transla¢io por um Vetor (ver a figura 6.134), clicamos sobre o ponto B e, em

seguida sobre o vetor. Obtemos, assim, o ponto B’ (ver a figura 6.135).

'an.

Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda

Rl oA DU OO LfISH =2 <)
» Janela de Algebra
Ponto
® A=(-2.28, 5.52)
® B =(11.02, -1.96)
C =(-2.94, 1.86)
D = (11.56, 4.68)
E =(1.18, 1.44)
® F=(-2.87,0.66)
® G=(-3.1,1.83)
Reta
® f.-2.8x + 14.5y = 35.2
® g:-2.8¢ + 14.5y = 17.58
® h:-14.6x - 2.8y = 39.79

1 » Janela de Vig x Reflexao em Relago a uma Reta
.*" Reflexao em Relagdo a um Ponto
K Inversao

Jj»+ Rotac3o em Torno de um Ponto
..,'S. Translagao por um Vetor

" Homotetia

Entrar...

s}

e

Vetor B
_ (-0.23
= ( 1.17
Entrada:
Figura 6.134: Construindo uma Ponte - Construcao - Passo 4
7 Guodiens e | ]
Entrar...

Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda

: =
Rl oA I DU OO LN =2 D)
» Janela de Algebra
Ponto
® A=(228 5.52)
® B =(11.02, -1.96)
® B'=(10.79, -0.79)
C = (-2.94, 1.86)
D = (11.56, 4.66)
E = (1.18, 1.44)
® F = (-2.87, 0.66) 1
® G=(-3.1,1.83)
Reta
® f:-2.8X + 14.5y = 35.2
® g:-2.8x + 14.5y = 17.58
® h:-14.5% - 2.8y = 39.79
Vetor
®u= (—nzﬂ

Entrada:

Zl1» Janela de Visualizagao

Figura 6.135: Construindo uma Ponte - Construgao - Passo 5

Tragamos o segmento de reta com extremidades em A e B’ (ver a figura 6.136).
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e el |
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
- = : =T —
RJ AL I AP CIOL L) )22 B,
» Janela de Algebra %I\ » Janela de Visualizagao Y
Ponto I \h A

® A=(-2.28, 5.52)
® B =(11.02, -1.96)
® B'=(10.79, -0.79)

C =(-2.94, 1.86)

D = (11.56, 4.66)

E = (1.18, 1.44)
® F=(-2.87, 0.66)
® G=(-31,1.83)
Reta
® f -2.8x+14.5y =352
® g:-2.8x + 14.5y = 17.58
® h:-14.5x - 2.8y = 39.79
Segmento
® i=14.52

Adabas

Entrada:

Figura 6.136: Construindo uma Ponte - Construgao - Passo 6

Entao, tracamos a mediatriz do segmento AB’ (ver a figura 6.137). Marcamos o ponto M

que ¢ a intersecgao da mediatriz com a margem superior do rio (ver a figura 6.138).

£ ProkaPamet. gk '..Et_'_‘?!.'E:
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
- : I~ : 1= e
R AL XU OO 4] Z ) =) )
» Janela de Algebra .K_ » Janela de Visualizacao P
Ponta :

® A=(-2.28, 5.52)
® B =(11.02, -1.96)
® B'=(10.79, -0.79)
C =(-2.94, 1.86)
D = (11.56, 4.66) L
E = (1.18, 1.44)
® F=(-2.87, 0.66)
® G=(-31,183)
Reta
® f-2.8x+14.5y =352
® g:-2.8x + 14.5y = 17.58
® h:-14.5% - 2.8y = 39.79
® J: -13.07x + 6.31y = -40.73
Segmento =

Entrada:

Figura 6.137: Construindo uma Ponte - Construgao - Passo 7
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7 P Pamct ggh = |
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
: : | k - AT sl
il ixi>elol 4] #] =]+,
» Janela de Aigebra 5-_ » Janela de Visualizagao = M
Ponto “ih A J

® A= (-2.28, 5.52)

® B =(11.02, -1.96)

® B'=(10.79, -0.79)
C =(-2.94, 1.86)
D = (11.56, 4.66) c
E =(1.18, 1.44)

® F =(-2.87, 0.66)

® G=(-3.1,1.83)

® M= (4.73, 3.34)

Reta

® f:-2.8x + 14.5y = 36.2

® g:-2.8x + 14.6y = 17.58

® h:-14.5x - 2.8y = 39.79

® j:-13.07Tx + 6.31y = 40.73 .

Entrada:

Figura 6.138: Construindo uma Ponte - Construgao - Passo 8

Em seguida, tracamos a reta que passa por M e é perpendicular as margens do rio. O ponto

N serd a intersec¢ao dessa reta com a margem inferior dele (ver a figura 6.139).

.meun_ﬁs.gga b= E‘E
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
- - = - = i
x> elol 4] 2]z 4
r Janela de Aigebra _Z. » Janela de Visualizagao =
Ponto = th A

® A =(-2.28, 5.52)
® B =(11.02, -1.96)
® B'=(10.79, -0.79)
C =(-2.94, 1.86)
D = (11.56, 4.66)
E = (1.18, 1.44)
® F=(-2.87, 0.66)
® G=(-31,1.383)
® M= (4.73,3.34)
® N =(4.95,2.17)
Reta
® f -2.8x + 14.5y = 35.2
® g:-2.8% + 14.5y = 17.58
® h:-14.5x-2.8y = 39.79 -

Entrada:

Figura 6.139: Construindo uma Ponte - Construgao - Passo 9

Para finalizar o caminho proposto pelo problema, devemos tragar os segmentos AM, M N
e NB (ver a figura 6.140).
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7 ProbIPamed ggk = |-

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

DEEYEORRANEE =

» Janela de Algebra %\ » Janela de Visualizaggo X
® N =(4.95,2.17) I
Reta

® f: -2.8x + 14.5y = 36.2

® g:-2.8x + 14.5y = 17.58

® h:-14.5x - 2.8y = 39.79

® | «13.07Tx + 6.31y = -40.73
® k:-2492.64x - 481.34y = -1
Segmento

® i=14.52

® =734

®m=1.19 &
@ n=7.234

Vetor

eu=(12) |

Entrada:

Figura 6.140: Construindo uma Ponte - Construgao - Passo 10

Orientagoes para o Professor

Nesse experimento, deve-se mostrar ao aluno que a dobra feita para sobrepor as margens
do rio representa uma translagdo feita no sentido da margem inferior para a margem superior
desse rio e cujo deslocamento é iqual a largura dele.

Além disso, € importante a apresentacio da mediatriz como o lugar geométrico de equidis-
tancia entre dois pontos, ou seja, o conjunto de pontos que equidistam de dois pontos quaisquer
dados.

A apresentacao dessa atividade vai variar muito com a faiva etdria para qual serd proposta.

Para os alunos das séries finais do Ensino Fundamental, 8°° e 9°° anos, seria interessante
que apos o experimento os alunos realizassem a construgdo de cada uma das etapas no GeoGebra
como na descricao da atividade.

Ja para os alunos do Ensino Médio, além das etapas descritas anteriormente, o professor
poderd desenvolver um debate sobre as justificativas das construgoes realizadas como mostrado
no Capitulo 3 na subsegdo 3.3.3 incentivando os alunos a construirem cada uma de suas etapas

no GeoGebra.

6.5 Resolucao de Problemas envolvendo Isometrias

Os trés problemas utilizados nessa secao foram selecionados entre os cinco problemas apre-
sentados no Capitulo 2. Os outros problemas, apesar de ndo constarem nessa se¢do também
podem ser propostos aos alunos e resolvidos utilizando o GeoGebra como ferramenta de inves-

tigacao.
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6.5.1 Problema sobre comprimento de caminho inscrito em Trian-

gulo Equilatero
Objetivo
Resolver uma situagao problema utilizando os conceitos de isometrias.

Publico alvo

Alunos de Ensino Médio.

Material Necessario
o Software GeoGebra.

Descricao da atividade

Problema: Seja ABC um equildtero de lado . Se P e QQ sdao pontos situados respectiva-
mente sobre AB e AC' distintos dos vértices de ABC', prove que BQ) + PQ + CP>2l.

Utilizaremos o software GeoGebra (apresentado no capitulo 5) para auxiliar a resolu¢ao do
problema.

Na primeira etapa vamos propor uma atividade investigativa no GeoGebra.

Iniciamos, construindo um triangulo equildtero ABC, para isso clicamos sobre o quinto
icone da esquerda para a direita da barra de comandos e selecionamos Poligono Regular (ver
Figura 6.141).

47 Gweinkrs Chic 3 = |- ]

Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

} Janela de Algebra X I:;, Poligono

:} Poligono Regular

I} Poligone Rigido

J‘:‘;- Poligono Semideformavel

Entrada;

Figura 6.141: Problema do Triangulo Equilatero - Atividade Investigativa - Passo 1
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Construimos o primeiro lado do poligono e uma janela se abrira para indicarmos no niimeros

de lados do poligono desejado (ver Figura 6.142).

€7 Decletrs Clmnic 3

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Fonto

® A =(0.08,-0.32)
® B=(65, -0.34)

[ 7 Pobgona Pegular
Veértices
3

==

| OK | cancelar

Entrada:

E
[

Figura 6.142: Problema do Tridngulo Equilatero - Atividade Investigativa - Passo 2

O triangulo serd construido (ver Figura 6.143).

£ ProbTrisnguls Exuiletars: sap.qgb

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda
RN cEHANER
» Janela de Algebra/* |» Janela de Visualizagio
Poligeno "
® poll =17.85
Ponto
® B =(0.08, -0.32)
® C=(6.5,-0.34)
Segmento
® =642

Entrada;

Figura 6.143: Problema do Triangulo Equilatero - Atividade Investigativa - Passo 3

Marcamos os pontos P e () pertencentes respectivamente aos lados AB e AC' e tragamos os

segmentos BQ, PQ e CP (ver Figura 6.144).




47 ProbTrisngule Exilatarc mp.ggb
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

DB (B B8 o) (%) P N B2

» Janela de Aigebra [® | » Janela de Visualizacdo

Poligono

® pol1=17.85
Ponto

® B =(0.08, -0.32)
® C =(6.5, -0.34)
® P =(1.11, 1.45)

® Q= (4.68, 2.84)
Segmento

® =642

® =558

® =383
® k=568

Entrada:

Figura 6.144: Problema do Tridngulo Equilatero - Atividade Investigativa - Passo 4
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No campo Entrada digitamos t = 2% f (onde f é o nome do segmento que é um dos lados

do tridngulo equilatero) (ver Figura 6.145). Surgird na Janela de Algebra um novo objeto da

construcao denominado Numero.

£ ProbTriangule Expilabars mp.ggb
Arquivo Editar Exibir Opg@es Ferramentas Janela Ajuda

N B B¥ ) Yol (e P NN E= S

» Janela de Aigebra [# |» Janela de Visualizacdo

Poligono

® pol1 = 17.85
Ponto

® B =(0.08, -0.32)
® C = (6.5, -0.34)
® P=(1.11, 1.45)
® Q= (4.68, 2.84)
Segmento

® =642

® =558

® =383

=] ]

® k=568

Entrada: 1=2%

Figura 6.145: Problema do Triangulo Equilatero - Atividade Investigativa - Passo 5

Feito isso, clicamos no segundo icone da direita para a esquerda na barra de comandos e

selecionamos Texto (ver Figura 6.146).
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47 ProbTrianguls Expilatars p.g5t |- ]
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

3 I 5 B2 (o) ls) PN =2 B3 <

» Janela de Algebra (¥l |» Janela de Visualizagdo 8=2| controle Deslizants =
Namero
t=12.84 ABC Texto
Poligeno 3, =
® poll =17.85 '%, Inserir Imagem
Ponto o
® B =(0.08,-0.32)
® C=(6.5 -0.34) /2 caika para Exibir / Esconder Objetos !
® P=(1.11,1.45) P

® Q= (4.68, 2.84) a=1 Campo de Entrada
Segmento i N

® =642 g .

® =558

®j=383
® k=568

Entrada:

Figura 6.146: Problema do Tridngulo Equilatero - Atividade Investigativa - Passo 6

Clicamos na Janela de Visualizacao e uma janela se abrird na qual digitaremos o texto 2[=
(ver Figura 6.147). Em seguida, clicamos sobre o icone Objeto e selecionamos t (ver Figura

6.148). Finalizamos selecionando OK.

£? PrakTrianguls Euiinters mp.agk

Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda

A r T v a =l €
IR ] Al D OO N e <) ;
» Janela de Aigebra X!\ » Janela de Visualizagiq
Numero
t=12.84 Editar
Poligono 1=
® polt = 17.85
Ponto “ Férmula LaTeX | Simbolos- | Objetos-
® B =(0.08, -0.32) sl e S et
® C=(6.5,-0.34) AL
® P =(1.11, 1.45) T o
® Q-=(4.68,2.84) o=
Segmento
® f=6.42 g
® =558
®j=383 “JAjuda OK || Cancelar
® k=568 .

o =

Entrada:

Figura 6.147: Problema do Tridngulo Equilatero - Atividade Investigativa - Passo 7
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€7 PinkTrian iaters op.gnk = &=
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
D . 2] e
(K] Al DU QYOI LN Jnec <) :
b Janela de Algebra (X! » Janela de Visualizagic X
NUmero e -
t=12.34 Editar
Poligono
2I=t
® pol1=17.85 ‘
Ponto Formula LaTeX | Simbolos- | Objetos-
® B =(0.08, -0.32) =
® C = (6.5, -0.34) m f
i
® P=(1.11, 1.45) A e g
® Q= (4.68, 2.84) Jl=12.84 i
Segmento I
® =642 g i ‘
® =558 k =
® =383 2 Ajuda oK. [.g P ‘
® k=568 = 1t =
Entrada: :

Figura 6.148: Problema do Tridngulo Equilatero - Atividade Investigativa - Passo 8

Um texto aparecera na Janela de Visualiza¢ao indicando o valor do dobro do lado do trian-
gulo equilatero (ver Figura 6.149).

£ ProbTrisnguls Expilatars. mp.agh

=
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
DY BB B 12 o)l ls) P N =83 :
» Janela de Aigebra [# |» Janela de Visualizagdo X
Namero 3
t=12.84
Poligono
® pol1=17.85 21=12 84
Ponto

® B =(0.08,-0.32)
® C=(6.5,-0.34)

® P=(1.11, 1.45)

® Q=(4.68, 2.84)
Segmento

® f=642

® =558

® =383

® k=568

Texto

Entrada:

Figura 6.149: Problema do Triangulo Equilatero - Atividade Investigativa - Passo 9

Voltamos ao campo Entrada digitamos s = i + j + k (com 14, jek os segmentos PB, AQ e
PQ) respectivamente) (ver Figura 6.150).



47 ProbTrisngule Exilatarc mp.ggb
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

N BB B2 ol FAN = B
» Janela de Aigebra % |» Janela de Visualizagio

Numero 3
t=12.84

Poligeno

® pol1=17.85

Ponto

® B =(0.08,-0.32)

® C = (6.5, -0.34)

® P=(1.11, 1.45)

® Q=(4.68,2.84)

Segmento

® f=642

® =558
® =383
® k=568
Texto

Entrada: s=j+j+k

Figura 6.150: Problema do Triangulo Equilatero - Atividade Investigativa - Passo 10

2I=12.84
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Novamente clicamos no segundo icone da direita para a esquerda na barra de comandos

e selecionamos Texto. Clicamos na Janela de Visualizagdo e uma janela se abrird na qual

digitaremos o texto BQ+ PQ+CP= (ver Figura 6.151). Em seguida, clicamos sobre o icone

Objeto e selecionamos s (ver Figura 6.152). Finalizamos selecionando OK.

7 PobTrisnguls Expiletarc: mp.agb
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

'A_- o, ajr_ b‘_. C‘: @ z‘:, ,\’\ Aac_ 415»_

b Janela de Algebra % |» Janela de Visualizagécg
Namero 3
s = 15.09 Editar

t=12.84 BQ+PQ+CP=
Poligono

® poll =17.86 Formula LaTeX
Ponto

® B =(0.08,-0.32)
® C=(65 -034) P/ Visualizar

® P=(1.11, 1.45) BQ+PQ+CP=
® Q=(4.68,284)

Segmento B
® =642

® [=558
® =383
® k=568

¥ Tetn

i

1 4 Ajuda

Entrada;

Figura 6.151: Problema do Tridngulo Equilatero - Atividade Investigativa - Passo 11

|3l

Simbolos - | Objetos-

OK || Cancelar
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£F Piaks imters op.ggk ==
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
. — % a2 ©
DB (B B = o) () P N = B2 0
» Janela de Algebra ¥ |» Janela de Visualizaci : bl
4 7 7 Testn (==
Namero
s=15.09 Editar |
t=12.84 BQ+PQ+CP=5 |
Poligono
® pol1=17.85 Fdérmula LaTeX Simbolos- |Objetos-
Ponto T f -
® B =(0.08,-0.32) . 1l .
® C=(8.5 -0.34) P/ Visualizar h
® P =(1.11, 1.45) BQ+PQ+CP=15.09 | I
® Q=(4.68,2.84) , |
Segmento B ] .
®f=642 [k ‘
= 1
® =558 2 Ajuda o [i¢ P!
® =383 8 v
® k=568
Entrada:

Figura 6.152: Problema do Tridngulo Equilatero - Atividade Investigativa - Passo 12

Um texto aparecerd na Janela de Visualiza¢io indicando a soma dos segmentos (ver Figura

6.153).

o7 ProbTrisngule Expilutars: mp.gob

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

R o2l ) P QYO Ll N e ) "> 5
» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizagdo
Namero 3
s =15.09
t=12.84
Poligona
® pol1=17.85
Ponto
® B =(0.08,-0.32)
® C=(6.5 -0.34)
® P=(1.11, 1.45)
® Q=(4.68,2.84)
Segmento
® =642
® [=5.58 E
@ j=383
® k=568

2i=12.84

BQ+PQ+CP=156.09

Entrada;

Figura 6.153: Problema do Tridngulo Equilatero - Atividade Investigativa - Passo 13

Com a construcao feita e os textos inseridos, o aluno pode variar a posicao dos pontos P e

. O valor que indica a soma dos segmentos BQ), PQ) e C'P também ird variar e sera possivel

observar que o valor sempre serd maior que 2! (ver Figuras 6.154 e 6.155).



47 ProbTrisngule Expilatars: mp.ggk
Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

IR] Al D QYO LN e )

b Janela de Algebra ¥ |» Janela de Visualizagdo
Numero :
s=13.21
t=12.34 %
Poligono
® poll = 17.85
Ponto
® B =(0.08,-0.32) °
® C = (6.5, -0.34) k
® P = (291, 4.55)
® Q=(4.08, 3.88)
Segmento
® f=6.42
®i=58
®j=134
® k=86.07

a 2I=12.84

BOQ+PQ+CP=13.21

“Entrad.a:

Figura 6.154: Problema do Tridngulo Equilatero - Atividade Investigativa - Passo 14

42 ProbTrienguls Expitetars: sap.gab
.AquWU Editar Exibir Opcﬁes Ferramentas Janela AJUdE

IR] A7) L D OO £l N s
+ Janela de Algebra % | » Janela de Visualizagéo
Numero .
s =17.33
t=12.84 A
Pol Igono 21=12.84
® pol1=17.85
Ponto
® B =(0.08,-0.32) -
® C=(6.5,-0.34)
® P =(0.61,059) P a
® a=(6,054)
Segmento K
®f=642 i c
® =598 =
®j=539
® k=596

BQ+PQ+CP=1T7.33

Entrada;

Figura 6.155: Problema do Tridngulo Equilatero - Atividade Investigativa - Passo 15
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A segunda etapa consiste em propor ao aluno uma resolucao do problema utilizando o

GeoGebra.

Com as janelas do GeoGebra totalmente limpas iniciamos construindo um triangulo equi-

latero ABC', para isso clicamos sobre o quinto icone da esquerda para a direita da barra de

comandos e selecionamos Poligono Regular (ver Figura 6.156).
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WY Geobebia
Argquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

NE = kNGl FANEE

R
» Janela de Algebra ¥ > poligono

I Poligono Regular

L& Poligono Rigido

b- Poligono Semideformavel

Entrada:

[E

| B

Figura 6.156: Problema do Triangulo Equilatero - Passo 1

Construimos o primeiro lado do poligono e uma janela se abrira para indicarmos no niimeros

de lados do poligono desejado (ver Figura 6.157).

7 ProbTrangule EquisteioPsssol agb
Arguivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

DREREECERNER

» Janela de Al_g_ebra q » Janela de Visualiza¢ao
Ponto A
® A =(1.38, 5.52)
® B=(084072)

£

€7 Puligana Begular 3] |

Vertices
3

| OK || Cancelar

Entrada:

To & T

| B

Figura 6.157: Problema do Triangulo Equilatero - Passo 2

Depois de construido o triangulo, para facilitar a resolu¢ao do problema no GeoGebra,

tragamos sobre o poligono os segmentos que representam seus lados de maneira independente

(ver a figura 6.158) e podemos ocultar o poligono deixando somente os segmentos.
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T PribTrlangulo Equsbe ool agb o e
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

NEEREOEEANE :

» Janela de Algebra | |» Janela de Visualizagdo
Poligono
® poltl =12.31
Ponto
=(1.38, 5.52)
=(-0.84, 0.72)
Segmento
® =533
®i=533
®j=533
® k=533

X

Entrada:

Figura 6.158: Problema do Tridangulo Equilatero - Passo 3

¥ PreTrangula EquiateioRassol qgb T o T
Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda

N R = E o AN E

» Janela de A]gebra.?‘i | » Janela de Visualizagao
Poligono
poll = 12.31
Ponto
=(1.38, 5.52)
=(-0.84, 0.72)
Segmento
f=533
® =533
® =533
® k=533

]

Entrada:

Figura 6.159: Problema do Triangulo Equilatero - Passo 4

Marcamos os pontos P e () pertencentes respectivamente aos lados AB e AC' e tragamos 0s
segmentos BQ, PQ e C'P (ver a figura 6.160).



EF ProbTriangule EquilsteicPscsol agb

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

2 ARl <[ N]=

» Janela de Algebra X | |» Janela de Visualizagio

Poligono
pol1 = 12.31
Ponto
=(1.38, 5.52)
=(-0.84, 0.72)
=(0.31, 3.3)
= (3.44, 2.5)
Segmenta
=533
®i=533
®j=533
® k=533
® =462
® m=472
® n=323

Entrada:

A

[E

X

Figura 6.160: Problema do Tridangulo Equilatero - Passo 5
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Em seguida, fazemos a reflexao do tridngulo ABC em torno da reta AC. Para isso, clicamos

sobre o terceiro icone da direita para a esquerda e selecionamos Reflexdo em Relacio a uma

Reta (ver a figura 6.161), selecionamos a figura toda e clicamos sobre o segmento AC' (ver a

figura 6.162).

TF PrebTrangulo EqateioPiszod ggb T o o
Arguivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

L@*/L;JOO.{.\:;E;%_
» Janela de Algebra ]| |* Janela de Visualizagi X

Poligono
poll = 12.31
Ponto
=(1.38, 6.52)
=(-0.84, 0.72)
=(0.31, 3.3)
® Q=(3.44,25)
Segmento
f=5.33
®i=533
® =533
® k=533
® =462
® m=472
® n=323

Entrada:

Figura 6.161:

\\' Reflexdo em Relaco a uma Reta |

.* Reflexdo em Relacdo a um Ponto

‘\L Inverséo

.r'.\ » Rotagdo em Torno de um Ponto

-;.'-‘ Translag&o por um Vetor

P/ " Homotetia
e

Problema do Triangulo Equilatero - Passo 6
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T PribTrlangulo Equsbe ool agb o e
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

DK B o] s PN ES Y :

X

» Janela de Algebra ?: » Janela de Visualizagio
Poligono -
polt = 12.31
Ponto
-® A =(1.38, 5.52)
® A'=(1.38,5.52) .
® B=(-094072)
®B'=(87 591
B' =(6.7,5.91) A
' =(6.7,5.91)
® P =(0.31,3.3)
® P'=(3.84,5.7) P
P’ =(3.84,5.7)
® Q= (3.44,2.5)
® Q' =(3.44,2.5)
Q' = (3.44, 2.5) B
Seamenio
Entrada:

pr B' 4

Figura 6.162: Problema do Triangulo Equildtero - Passo 7

Novamente e do mesmo modo, refletimos o triangulo AB’C, agora em torno da reta AB’
(ver a figura 6.163).

TP ProkTriangule EquisteioPizzot agb s e
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

DRERNECERRANER o

» Janela de Algebra %!/ » Janela de Visualizagio
idanelg ce eIl <
B', = (6.7, 5.91)
D=(6.7, 5.81)
F=(6.7, 5.81)
G=(3.84,57)
H =(2.97, 8.81)
® P=(031,3.3)
® P'=(3.84,5.7)

| B

P"=(3.84,5.7)
P' =(3.84,5.7)
® Q=(3.44,25)
® Q' =(3.44,2.5)
® Q'"=(2.97, 8.81)
Q' =(3.44, 2.5)
Q' =(2.97,8.81)
Segmento |
Entrada:

Figura 6.163: Problema do Triangulo Equilatero - Passo 8

Clicamos sobre o quinto icone da esquerda para a direita e selecionamos Poligono (ver a
figura 6.164), clicamos sobre os pontos (), C" e P’ construindo o tridngulo QC'P’ (ver a figura
6.165).
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EF ProbTriangule EquilsteicPscsol agb
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

R Al IR OO Ll N =2l )
-

: Jaﬂf’i?ﬁﬁ'%‘?ﬁ’ff = > Poligono
B = (6.7, 5.91)
D= (6.7, 5.91) =
F=(6.7, 5.91) > Poligono Rigido
G=(3.84,57)

H=(2.97,8.81) b- Poligono Semideformavel
® P =(0.31,3.3)
® P'=(3.84,57)

" =(3.84, 5.7)

P’ =(3.84, 5.7)
® Q=(3.44, 2.5)
® Q' =(3.44,25)
® Q"'=(297, 8.81)

Q' = (3.44, 2.5)

Q' =(2.97, 8.81)
Segmento

[E=EEE

X

I:r Poligano Regular

Entrada:

Figura 6.164: Problema do Tridangulo Equilatero - Passo 9

¥ ProbTriangulo EquilsbeioPaszod ggb
Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda

DEENESCEHNEER o

|

Tt

» Janela de Algebra 2| » Janela de Visualizagao
T =, L0 ) -

', =(2.97, 8.81)
Segmento
®c'=3.23
f=5.33
®i=533
® i'=533
® =533
-® |'=533
-® " =533
® k=533
® k'=5.33
®1=462
®I'=4862
® "=4.82
B m=472
B m"=A4A72

Entrada:

|

Figura 6.165: Problema do Tridangulo Equilatero - Passo 10

Observando o triangulo QC’'P’, pela desigualdade triangular, temos:

TP+ PQ > OQ (6.5.1)

Em seguida, clicamos novamente sobre o quinto icone da esquerda para a direita e seleci-

onamos Poligono, clicamos sobre os pontos B, C’ e ) determinando o tridngulo BQC" (ver a
figura 6.166).
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¥ ProbiTriangulo EquilsbeioFasod ggb
Argquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

YRR NCEHNER

» Janela de Algebra ™| » Janela de Visualizagio
Q' =(3.44, 2.5)
@', =(2.97, 8.81)
Segmento
-® b=7.283
-@ ¢ = 3.23
® e’ =472
f=5.33
®i=533
-® '=533
-® [=5.33
® =533
® "=5.233
® k=533
® k'=5.33
® =462
®I'=462

Entrada:

Figura 6.166: Problema do Triangulo Equilatero - Passo 11

Pela desigualdade triangular no tridngulo BQC’, temos:

BQ+C'Q > BC (6.5.2)

Portanto, pelas equacoes 6.5.1 e 6.5.2 temos:

BQ+C'P +PQ > BC (6.5.3)

Logo, como temos C'"P'=CP, P'Q=PQ e BC" = 2[, por 6.5.3, concluimos que:

BQ+CP+PQ > 2
Orientacgoes para o Professor

Seria interessante que o professor questionasse os alunos sobre o porqué da necessidade dos
pontos P e @) serem distintos dos vértices do triangulo. FEspera-se que os alunos consigam
concluir que, caso os pontos estivesse coincidindo no vértice A, a soma dos segmentos seria
exatamente igual ao dobro do lado do triangulo equildtero.

Sugerimos que a sequnda etapa da resolucdo do problema seja feita utilizando o software Ge-
oGebra, porém ele também pode ser totalmente feito no papel com os instrumentos de construgdao

geométrica.
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As reflexoes sdao realizadas de tal forma que trés pontos que representem vértices do triangulo
equildtero inicial se tornem colineares e, consequentemente, tenhamos dois lados desse triangulo
com uma extremidade em comum e pertencentes a mesma reta suporte.

Assim, consequimos tracar triangulos com os segmentos envolvidos na afirmacao inicial e,

através da desigualdade triangular, compard-los para que a prova seja concluida.

6.5.2 Problema do Triangulo Medial

Objetivo
Resolver uma situagao problema utilizando os conceitos de isometrias.

Publico alvo

Alunos de Ensino Médio.

Material Necessario
o Software GeoGebra.

Descricao da atividade

Problema: Sejam D, E e F' respectivamente os pontos médios dos lados AB, BC e CA do
triangulo ABC'. Se Oq, Oy e O3 sao, respectivamente, os centros das circunferéncias circuns-
critas aos triangulos ADF, BDE e CEF e Q1, Qo FE Q3 sdo, respectivamente, os centros das
circunferéncias inscritas nesses mesmos triangulos, prove que os triangulos 010203 e Q1Q2Q)3

sa0 congruentes.

Comecamos representando a situacao problema no GeoGebra. Construimos um triangulo
qualquer ABC' (ver Figura 6.167), para isso clicamos sobre o quinto icone da esquerda para a

direita na barra de comandos e selecionamos Poligono.
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¥ Geacebia: [
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

AArell<N=]l) SE

» Janela de Algebra ™| » Janela de Visualizagio
Paonto
® A =(0.786, 4.68)
® B = (21, -2.96)
-® C =(10.94, -2.82)
Segmento
® a=13.04
® b=12.64
® c=8.16
Trigngulo
® t1=49.61

| B

A

Entrada:

Figura 6.167: Problema do Triangulo Medial - Passo 1

Em seguida construimos os pontos médios de cada um dos lados do triangulo. Para isso
clicamos sobre o segundo icone da esquerda para a direita e selecionamos Ponto Médio ou
Centro (ver Figura 6.168). Em seguida, clicamos sobre o ponto A seguido do ponto B e ficara
determinado o ponto D. Repetimos o processo para determinar os pontos E e F' respectivamente
os pontos médios dos lados BC' e C'A (ver Figura 6.169).

7 Gesbdia T & T
Arguivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

N B P B¥S o] s AN ET D S

| B

» Jar_a% .A Ponto alizagdo
Paor

® A'[:"E Ponto em Objeto A

B ) .

ec / Vincular / Desyincular Ponto
Se(

® aé){ Intersecsio de Dois Objetos
®b
®cl.
Trig
@t o2 Nimero Complexa

N Otimizacao
N Raizes

=" Ponto Médio ou Centro ‘

Entrada:

Figura 6.168: Problema do Triangulo Medial - Passo 2
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

[RL.- A ONO) £ =2 )
» Janela de Algebra F b Janela de Visualizaggo
Ponto
® A =(0.76, 4.68) 4
-® B=(-2.1, -2.96)
-® C = (10,94, -2.82)
® D = (-0.67, 0.86)
® E = (4.42, 2.89)
® F=(5.85, 0.93)
Segmento £
® a=13.04 D
® b=1264
®c=816
Triangulo
® 1 =4961

Entrada:

Figura 6.169: Problema do Triangulo Medial - Passo 3

Novamente clicamos sobre o quinto icone da esquerda para a direita e selecionamos Poligono

e construimos o tridngulo DEF (ver Figura 6.170).

TF Gt [ )
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

DEEEScEHANER

» Janela de A]g_ebra q » Janela de Visualizagao
® A=(0.76,4.68)
® B = (2.1, -2.96) A
® C = (10.94, -2.82)
® D = (-0.67, 0.86)
® E = (4.42, -2.89)
® F =(5.85, 0.93)
Segmento

-® a=13.04 F
® b=1264 '
®c=8.16
® d=408
® e=852
® =632
Trigngulo C
® t1=49.61 B* E
®t2=124 =

Entrada:

| B

Figura 6.170: Problema do Triangulo Medial - Passo 4

O préximo passo é determinar as circunferéncias circunscritas aos triangulos ADF, BDE e
CFEF'. Para isso, clicamos sobre o sexto icone da esquerda para a direita e selecionamos Clirculo
definido por Trés Pontos (ver Figura 6.171). Em seguida clicamos sobre os trés vértices do

tridngulo no sentido horario. Repetimos isso com os trés tridngulos em questao (ver Figura
6.172).
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TF CeiGdia (E
Arquive Ecmar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda
* . . H S

R /___,;r-b_,OO«i'\°

* Janela de Algebra >< i Jar: O Circulo dados Centro e Um de seus Fontos >'<_
= (0.76, 4.68)
® B = (-2.1, -2.96) @ Girculo dados Centro e Ralo
C = (10.94, -2.82) (ollce
D = (-0.67, 0.86) )

® E =(4.42, -2.89) O Circulo definido por Trés Pontos

® F = (5.85, 0.93)

Segmento P Semicirculo Definido por Dois Pontos 4
-® a=13.04

® b=1264 1 «") Arco Gircular

®c=8.16

® d=408 f) Arco Circuncircular

® e=652

® =632 Ly setor Circutar

Tridngulo : : z

® t1 = 49.61 QJ Setor Circuncircular ~

®t2=124 =
Entrada:

Figura 6.171: Problema do Tridangulo Medial - Passo 5

e o o T
Arquivo Edn.ar Exibir Op:;bes Ferramentas Janela Ajuda

NS e e N E :

| B

» Janela de Al_g_ebra >< b Janela de Visuaiir.agé_o
® g (x-1.18F +(y
® h:(x-2.58) +(y
® k:(x-7.67) +(y-
Ponto
® A= (0.76, 4.68)
® B = (2.1, -2.98)
= (10.94, -2.82) - :
= (-0.67, 0.86) D
= (4.42, -2.89)
= (5.85, 0.93)
Segmento
® a=13.04
®b=1264 B
®c=816
® d=4.08

: .a:ﬂ:'}

Entrada:

Figura 6.172: Problema do Triangulo Medial - Passo 6

Para determinar o centro de cada uma das circunferéncias tragadas clicamos sobre o segundo

icone da esquerda para a direita e selecionamos Ponto Médio ou Centro (ver Figura 6.173).
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47 ProbTriangute MfiaPasstd g5 |- ]
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

TmrNl ' =
A - " - =2 )
’ Jéz: o Ponto 1alizacdo Xl
r
® g [~ Ponto em Objeto
®h
ok
Por
" A>'{ Intersegdo de Dois Objetos
®B
®C»

®D
® E o2 Numero Complexo

®F N e
Otimizagao
Ret &

I: N Raizes
ey

I: -1.43x - 3.82y = _

‘/ Vincular / Desvincular Ponto

" Ponto Médio ou Centro y

Entrada:

Figura 6.173: Problema do Triangulo Medial - Passo 7

Clicamos sobre a primeira circunferéncia e assim construiremos o ponto O; que é o centro

da mesma (ver Figura 6.174).

£ ProbTriangulo MudiaPasect? agb pe | ]
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

N % B2 12 (o) le) FA N = B3 o] c

» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizagio X
Cénica :
® g (x=-115P+(y"
® h:(x-2.58)* +(y
® k:(X-T7.67) +(y -
Ponto "
® A=(0.76, 4.68)
® B =(-2.1, 2.96)
® C =(10.94, -2.82)
® D = (-0.67, 0.86)
® E = (4.42, -2.89)
® F = (585,093
® O =(2.58, 1.82)
Reta B
i -1.43x - 3.82y =
j: -5.00x + 3.75y =

Circulo h: Circulo por D, A, F 1

Entrada:

Figura 6.174: Problema do Triangulo Medial - Passo 8

Repetimos o passo com as outras duas circunferéncias (ver Figura 6.175).
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47 ProbTangula MadiaPanect gab =l |
Arquivo Editar Exibir Opcﬁes Ferramentas Janela Ajuda

b Janela de Aigebra X » Janela de Vlsuall;aqau X
Cénica
® g (x-1157+(y:
® h:(x-2.58)+(y
® K (x-7.670+(y-,
Ponto
® A =(0.76, 4.68)
® B =(-2.1, -2.96)
® C=(10.94, -2.22)
= (-0.67, 0.86)
= (4.42, -2.89)
= (5.85, 0.93)
® 0, =(2.58,1.82)
® 0, ,=(1.15,-2)
® O, =(7.67,-1.93)
Reta

Entrada:

Figura 6.175: Problema do Triangulo Medial - Passo 9

Em seguida, devemos construir as circunferéncias inscritas nos triangulos. Para isso clicamos
sobre o quarto icone da esquerda para a direita na barra de comandos e selecionamos Bissetriz
(ver Figura 6.176).

47 PrabTriangule MudiaPassld.agh e | ]
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

—T N o o
| B IS o A NE :
¥.Janels de Aiged * Reta Perpendicular X
Conica s
® g:(x-1.15p2 {,_ — Reta Paralela
® h:(x-2.88) 4\
® k:(x-7.67)F4 'X\.
Faa £, Bissetriz
® A=(0.76,46
5 =(-2.1,-2.9
=(10. 94 -2 "O
D =(-0.67, 0.8 ) Reta Polar ou Diametral
= (4.42, -2.8
=(5.85, 0. 9
CI = (2.58, 1{-.‘/.r
o, =(1 15, -2)
= (7.67, -1

Mediatriz

Reta Tangente

Reta de Regress&o Linear

(B\ Lugar Geométrico

Reta

Entrada;

Figura 6.176: Problema do Tridangulo Medial - Passo 10

Clicamos sobre trés vértices do triangulo e a bissetriz do vértice que foi o segundo a ser

selecionado sera construida (ver Figura 6.177).
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TRE SN EEEANER s
» Janela de Aigebra [® |» Janela de Visualizagdo

Cénica 7

® g (x-115P+1(y"

® h:(x-2.58)+(y

® K (X-T67R+(y-.

Ponto

® A=(0.76, 4.68)

® B =(-2.1,-2.96)

® C=(10.94,.-282)

® D = (-0.67, 0.86)

® E = (4.42, -2.89)

® F = (585,093

® O =(2.58, 1.82) B

® 0 =(1.15, -2)

® O, =(7.67,-1.93)

Reta

-Enhar;a: 4
Figura 6.177: Problema do Triangulo Medial - Passo 11

Repetimos o processo mudando o vértice que serd o segundo a ser selecionado, assim cons-

truiremos outra bissetriz do mesmo tridngulo (ver Figura 6.178).

{7 ProbTrangula MedisPasect ggh =2 E‘E
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

[x] AL ololl] =]+ -
» Janela de Algebra’ (%! |» Janela de Visualizacdo

Cénica
® g:(x-1.15P +(y
® h:(x-2.58p+(y
® k:(x-T67) +(y -
Ponto
® A=(0.76, 4.68)
® B =(-2.1,-2.96)
® C =(10.94, -2.82)
® D =(-0.67, 0.86)
® E = (4.42, -2.89)
® F = (5.85,0.93)

® O, =(2.58,1.82) B L
® 0,=(1.15,-2)

® O =(7.67,-1.83)

Reta : -

Entrada:

Figura 6.178: Problema do Triangulo Medial - Passo 12

Com as bissetrizes construidas, acharemos o ponto de intersecdo entre elas. Para isso,
clicamos no segundo icone da esquerda para a direita na barra de comandos e selecionamos
Intersecao de dois Objetos (ver Figura 6.179). Em seguida, clicamos sobre os duas bissetrizes

concluidas e o ponto () seré obtido (ver Figura 6.180).
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T Pt =
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Y REENOERANER e
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r
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®h
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B
@ C-
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° of\j Raizes
® O =(7.67,-1.93)
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ks in |
Entrada: E

Figura 6.179: Problema do Tridangulo Medial - Passo 13

bm«ia: '..:..F_E'_."E:
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

D2 2 s 1= (ol (s AN S B =

» Janela de Aigebra X!\ » Janela de Visualizagio b
Cénica =
®g(x-1157+(y"
® h:(x-2.58)*+(y
® Ki(x-7.67) +(y
Ponto
® A=(0.76, 4.68)
® B=(2.1, -2.96)
® C =(10.94, -2.82)
® D =(-0.67, 0.86)
® E = (4.42, -2.89)
® F = (5.85, 0.93)
® 0 =(2.58,1.82)
® 0 =(1.15,-2)
® 0, =(7.67,-1.93)
L) Q,"= [1.4'1-5, 2.35) -

Entrada:

Figura 6.180: Problema do Tridngulo Medial - Passo 14

Ocultamos as bissetrizes e repetimos o processo com os dois outros triangulos obtendo assim

os pontos Q2 e Q3 (ver Figura 6.181).
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» Janela de Aigebra’ X |» Janela de Visualizagdo
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® g (x-115P+1(y"
® h; (x-2.58)% +(y
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Ponto
® A=(0.76,4.68)
® B=(-2.1,-2.96)
® C=(10.94, -2.82)
@ D = (-0.67, 0.86)
® E=(4.42, -289)
® F =(5.85,093)
® 0 =(2.58, 1.82)
® 0 =(1.13, -2)
® 0 =(7.67,-1.93)

. ©.Q=(1.45,235) -

®

Entrada: [

Figura 6.181: Problema do Triangulo Medial - Passo 15

Para finalizar a construcao da figura do enunciando, tracamos as circunferéncias inscritas.
Para isso, clicamos sobre o sexto icone da esquerda para a direita na barra de comandos e

selecionamos Circulo dados o Centro e um de seus Pontos (ver Figura 6.182).

477 PrabTrisngule MadiaPasetd qgh ESS R
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

—_—— e =

DY %12 O (s FANEIRD -3

» Janela de Aigebra ' |» Jan (33 Girculo dados Centro e Um de seus Pontos x
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® g (x-11A57 +(y (*) Circulo dados Centro e Raio

® h:(x-2.8582+(y
® K (X-7.67)+(y
Ponto O Circulo definida por Trés Pontos
® A=(0.76,4.68)
® B =(-2.1, -2.96)
® C =(10.94, -2.82)

F e
-
\2J Compasso

P Semicirculo Definido por Dois Pontos

® D =(-0.67, 0.86) .\‘ Arco Circular
® E = (4.42, -2.89) {_‘13
® F = (5.85, 0.83) <) Arco Circuncircular
G =(1.32, 0.88)
® O =(2.58, 1.82) £y setor Circular

® O =(1.15,-2)

® 0 =(7.67,-1.93) . ‘CD Setor Circuncircular

Entrada:

Figura 6.182: Problema do Tridangulo Medial - Passo 16

Clicamos sobre o ponto @)1 e, em seguida, sobre um dos lados do tridngulo ADF. A

circunferéncia inscrita serd construida (ver Figura 6.183).
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Ponto
® A=(0.76, 4.68)
® B=(-21,-296)
® C =(10.94, -2.82)
® D = (-0.67, 0.86)
® E=(4.42, -2.89)
® F =(5.85, 0.93)
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® 0 =(2.58182) .

Entrada;

Figura 6.183: Problema do Tridngulo Medial - Passo 17

Repetimos o mesmo com os outros triangulos e as outras circunferéncias inscritas serao

construidas (ver Figura 6.184).

47 PrabTriangule MudiaPassld.agh | ]
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Ponto
® A =(0.76, 468)
® B=(-21,-2986)
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® D = (-0.67, 0.86)
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G =(1.32, 0.88) -

®

Entrada;

Figura 6.184: Problema do Tridangulo Medial - Passo 18

Com a situacao problema representada, iniciaremos a atividade investigativa.
Clicamos no quinto icone da esquerda para direita na barra de comandos e selecionamos
Poligono (ver Figura 6.185). Em seguida, clicamos sobre os pontos @1, @2, @3 e, finalmente

no ponto ¢); novamente. Dessa forma construimos o tridngulo Q1Q2Q3 (ver Figura 6.186).
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Entrada:

Figura 6.185: Problema do Tridangulo Medial - Passo 19
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® c=8.16
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Entrada:

ifergafein, 13 de fawerming de 2013

Figura 6.186: Problema do Triangulo Medial - Passo 20

Feito isso, clicamos sobre o terceiro icone da esquerda para a direita na barra de comandos

e selecionamos Vetor (ver Figura 6.187).
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Figura 6.187: Problema do Tridngulo Medial - Passo 21

Clicamos no ponto @); e, em seguida, no ponto Oy, assim construimos o vetor u (ver Figura
6.188).

.meh'himg'uln“mntlggb b=l F‘E
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Entrada:

Figura 6.188: Problema do Triangulo Medial - Passo 22

Em seguida, transladamos o triangulo Q)1 Q23 na direcao de ), para O; e com deslocamento
igual ao comprimento do vetor u. Para isso clicamos sobre o terceiro icone da direita para a
esquerda na barra de comandos e selecionamos Translagio por um Vetor (ver Figura 6.189).
Em seguida, clicamos sobre o triangulo )1Q2Q)3 e sobre o vetor u.

O triangulo Q1Q2Q)3 sera transladado e ficara sobreposto ao triangulo O;0,03, ou seja,

podemos observar que os tridngulos Q1Q2Q3 e 010,03 sao congruentes (ver Figura 6.190).
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Figura 6.189: Problema do Triangulo Medial - Passo 23
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® Q =(0.02, -1.47)
® Q = (6.54,-1.4)
Reta

m | 0

Entrada:

Figura 6.190: Problema do Triangulo Medial - Passo 24

Orientagoes para o Professor

Novamente o GeoGebra é utilizado como ferramenta de investigacio e auxilia o aluno a
comprovar a veracidade da informagdo do enunciado. Ainda utilizando o GeoGebra, os alunos
podem ser instigados a analisar os triangulos DEF, BDE, DAF e EFC. Espera-se que 0s
alunos consigam perceber que eles sao todos congruentes.

Terminada a atividade investigativa, seria interessante que 0s alunos resolvessem algebri-

camente o problema como ja detalhado no Capitulo 2 na segao 2.2.
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6.5.3 Problema de Fagnano
Objetivo
Resolver uma situacao problema utilizando os conceitos de isometrias.

Publico alvo

Alunos de Ensino Médio.

Material Necessario
o Software GeoGebra.

Descricao da atividade

Problema: Em um triangulo acutangulo, inscrever um triangulo cujo perimetro é o menor

possivel.

Iniciamos construindo no GeoGebra um triangulo acuntangulo qualquer. Para isso clicamos
sobre o quinto icone da esquerda para a direita na barra de comandos e selecionamos Poligono

(ver Figura 6.191). Assim construimos o tridngulo ABC' (ver Figura 6.192).

£ Gucliebna Chamic 5 = | =]

Arguivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

DEEY - cERNEER =

; X
» Janela de Algebra* | . Poligono

=

::} Poligono Regular
I Poligono Rigido

f}- Poligono Semideformavel

Entrada:

Figura 6.191: Problema de Fagnano - Passo 1
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47 Guodebna Chesic § |-
Arquivo Editar Exibir Op¢oes Ferramentas Janela Ajuda
A b W B 3 - =2 =) ©
Al AP OHO R Al N2 3 =
X

» Janela de Algebra/%l | ¥ Janela de Visualizacao
Ponto
® A =(0.37,091) c
® B =(5.45, 0.86)
® C=(4.21,457)
Segmento
®a=392
® b=531
® c=508
Tridngulo
®t1=94

Entrada:

Figura 6.192: Problema de Fagnano - Passo 2

Em seguida, ainda utilizando a ferramenta Poligono construimos um triangulo inscrito no

tridngulo ABC' ou seja, com um vértice pertencente a cada um dos lados do tridngulo ABC

(ver Figura 6.193).

| ]

7 GooGtes Chanic §

Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

DR EEREANER =

» Janela de Algebra (% |» Janela de Visualizacio
Ponto ]
® A=(0.37,0.91) c
® B =(5.45, 0.86)
® C=(4.21,457)
® D =(2.18, 0.89)
® E =(2.23, 2.68)
® F = (4.86, 2.62) =
Segmento
® a=392
® b=531
® c=5.08
® d=264 2
®e=3.19 A B
®fi=179
Trigngulo
®t1=94 =
Entrada: d

Figura 6.193: Problema de Fagnano - Passo 3

No campo Entrada digitamos p = d + e + f (com d, e e f os segmentos que formam

o tridngulo inscrito) (ver Figura 6.194). Surgird na Janela de Algebra um novo objeto da

construcao denominado Numero.
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'Qma.cr_id

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

R { oA I DU OUON Ll N 22 b £
* Janela de Algebra %/ |» Janela de Visualizacdo
Ponto 3
® A=(0.37,0.91) c
® B =(5.45, 0.86)
® C=(4.21,4.57)
® D =(2.18, 0.89)
® E = (2.23, 2.68)
® F = (4.86, 2.62) = !
Segmento
®a=392
® b=531
® c=508 J
®d=2864 A -
®e=319
® =179
Trigngulo
®et1=094 =
Entrada; g\-d+c+1|

Figura 6.194: Problema de Fagnano - Passo 4

Feito isso, clicamos no segundo icone da direita para a esquerda na barra de comandos e

selecionamos Texto (ver Figura 6.195).

" DacGntas Clmic 3 =2] F‘E
Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
» Janela de Algebra’ (%l |» Janela de Visualizagio 222 Controle Deslizante X
Namero ]
p=T7.62 ABC Texto

Ponto an

® A=(0.37,0.91) vgw Inseririmagam

® B = (5.45, 0.86) Botso

® C=(4.21,457)

® D=(218,0.89) - /® Caixa para Exibir / Esconder Objetos

® E=(2.23, 2.68)
® F=(4.86,262) a=1 Campo de Entrada

Segmento
®a=392
A D B

® b=5.31
® c=5.08
® d=264
®e=319
@f=179
Entrada:

Figura 6.195: Problema de Fagnano - Passo 5

Clicamos na Janela de Visualiza¢io e uma janela se abrird na qual digitamos o texto Peri-
metro do tridngulo inscrito= (ver Figura 6.196). Em seguida, clicamos sobre o icone Objeto e

selecionamos p (ver Figura 6.197). Finalizamos selecionando OK.
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Qﬁuﬂﬁl Clameic = = o
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
RJ A P S OL Ll N ) ° »
» Janela de Algebra’ X [» Janela de Visualizacig- 124
, = | £ Testo
Numero
p=7.62 Editar
Ponto Perimetro do tridngulo inscrito=
@® A=(0.37,091)
® B =(5.45, 0.86) Farmula LaTeX Simbolos- | Objetos-
® C=(4.21,4.57) : 1] e GEif]
® D=(2.18,0.89) - i
® E=(2.23, 2.68) Visualizar
® F = (4.86, 2.62) Perimetro do triangulo inscrito=
Segmento
®a=3.92 :
® b=531
N A —— —
® c=508 “JAjuda | OK || Cancelar
@ d=2864 B
®e=319
@f=179
Entrada: )|
Figura 6.196: Problema de Fagnano - Passo 6
Qﬁuﬂﬁ-l Clamic 3 = | &S
Arquivo Editar Exibir Opgges Ferramentas Janela Ajuda
R oAl A D SO Ll N iscf ) "> a
+ Janela de Algebra’ % | » Janela de Visualizaciq- = X
el Testn
Nuamero -
p=7.62 Editar
Ponto Perimetro do triangulo inserito=p| ‘
® A=(0.37,0.91)
® B =(5.45, 0.86) Fdarmula LaTeX Simbelos - Objetos~
® C=(4.21,4.57) ; e S - S
® D=(2.18,0.89) - a o ,
® E =(2.23, 2.68) Visualizar d
® F = (4.86, 2.62) Perimetro do triangulo Inscrito=7 € 2
Segmento
®a=392 / d
® bh=531 - P =
® c=5.08 | Ajuda | Lok | |
®d=264 - v 2
®e=319
®f=179
Entrada:

Figura 6.197: Problema de Fagnano - Passo 7

Um texto aparecera na Janela de Visualiza¢ao indicando o perimetro do tridngulo inscrito

(ver Figura 6.198).
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'Q Gectiete s Clamic §

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Aigebra ¥ |» Janela de Visualizagdo
Namero =
p=78 c

Ponto
® A=(0.37,091)

® B =(5.45, 0.86)

® C=(4.21,457) -

® D= (2.18,0.89) .
® E =(1.64, 2.12) -
® F=(4.86,2.62)

Segmento

® a=392

® b=531

®c=508 A
® d=326 ) _ o
83 Perimetro do triangulo inscrito=7 8

C B

Entrada:

Figura 6.198: Problema de Fagnano - Passo 8

O aluno, entao. deverd variar a posicao dos vértices do triangulo inscrito de modo a en-
contrar o menor perimetro possivel. Nas Figuras 6.199 e 6.200 podemos ver dois exemplos de

valores para o perimetro menores que o inicial.

€7 Guslinkea Chamsic 5 e
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
' v . s ©

N [ B2 (o) () P AN == B
b Janela de Algebra %! e Janela de Visualizacdo x|

Namero 3

p=T7.6
Ponto

® A =(0.37,0.91)
® B = (5.45, 0.86)
® C=(4.21,457)
® D = (3.45, 0.88)
® E=(1.64,212)
® F=(4.98,2.29
Segmento
®a=392
® b=531
®c=508
®d=334 ) _ o
® e=207 Perimetro do tnangulo inscrite=7.6

Entrada;

Figura 6.199: Problema de Fagnano - Passo 9
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47 Gudebna Chamsic § = |

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

Al P QYO <) e o

¢ Janela de Algebra % |» Janela de Visualizacdo
MNamero 3
p=6.83
Ponto
® A =(0.37,091)
® B =(5.45, 0.86)
® C=(4.21,457) -
® D =(3.45, 0.88)
® E=(292,3.34)
® F=(4.84,271)
Segmento
® a=392
® b=531
® c=508

® d=202 ) . N
PR s Perimetro do triangulo inscrito=6.83

Enirada;

Figura 6.200: Problema de Fagnano - Passo 10

Orientagoes para o Professor

O problema de Fagnano nao pode ser considerado um problema simples de ser resolvido,
logo sugerimos que ele seja proposto a turmas que estejam em um nivel avancado no estudo da
Matemdtica como por exemplo grupos de aprofundamento ou treinamentos para Olimpiadas.

Finalizada a atividade investigativa, o professor poderd desenvolver um debate envolvendo

as duas formas de resolugdo apresentadas no Capitulo 2 na secao 2.5.
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Consideracoes Finais

A sequéncia de atividades apresentada nesse trabalho foi pensada em um crescente no que
diz respeito ao grau de dificuldade e formalismo envolvidos. Procuramos iniciar o trabalho
explorando os conceitos de forma intuitiva e com atividades que envolvessem o aluno de forma
efetiva.

As primeiras sete atividades descritas ja foram aplicadas por mim em sala de e tiveram um
resultado plenamente satisfatério no que se refere ao envolvimento dos alunos e na aquisicao
de novos conceitos. Durante a exposigao dos trabalhos finais (ver Figuras 6.201, 6.202, 6.203 e
6.204), eles explicaram aos visitantes todo o processo percorrido para a obtengao do produto
final. Observamos que, através de atividades ludicas o interesse dos alunos pelo tema é desper-
tado e eles se apresentam mais motivados para resolver problemas e exercicios que envolvam
esse contetdo. Além disso, através da apresentacao das questoes da OBMEP os alunos passam
a enxergda-la de uma maneira diferente, desmistificada e se sentem mais motivados a participar.

As atividades descritas podem e devem ser adaptadas para a realidade da escola/aluno em
que o professor ird trabalhar levando-se em consideragao a possibilidade ou nao da aquisicao
do material necessario pelo aluno ou pela escola. Além disso, adaptagdes devem ser feitas
respeitando os alunos para os quais as atividades serao propostas, as indicagoes de séries para
a aplicacao descritas nas atividades sao apenas uma sugestao e ninguém melhor que o préprio
professor podera julgar se ela é ou nao adequada a um determinado grupo.

Acreditamos que o avanco da tecnologia pode e deve auxiliar o professor no processo de
ensino/aprendizagem funcionando como pega de motivacao para o aluno e ferramenta de in-
vestigacao dos conceitos e das propriedades a serem exploradas. Sendo assim, optamos por
utilizar o software GeoGebra para o desenvolvimento de algumas das atividades. Escolhemos
esse software, pois além de possuir 6timas ferramentas, aplicagoes e ser de facil manipulacio,
ele é de dominio ptublico o que possibilita que qualquer escola que tenha um laboratorio de
informéatica possa utiliza-lo.

Ao pensar e desenvolver esta pesquisa, chegamos a um final sem poder chamé-lo desta
forma, pois esperamos que ele contribua de alguma maneira com a pratica de sala de aula
dos professores de Matematica dos Ensinos Fundamental II e Médio de escolas puiblicas e

particulares.
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(a) (b)

M
LI}

B E =
k\‘k *;-J !..;HJ- i

Figura 6.203: Exposicao de Fotos das Atividades de Fotos e Simetrias



248

Figura 6.204: Exposicao de Fotos das Atividades de Fotos e Simetrias 2
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Apéndice A
Desigualdade Triangular

Neste apéndice enunciamos o importante resultado sobre triangulos conhecido como a De-

stqualdade Triangular.

A.1 Desigualdade triangular

Proposicao 20. Em todo triangulo, cada lado tem comprimento menor do que a soma dos

comprimentos dos outros dois lados.
Demonstragio. Ver na pagina 58 de [11].

Cc

A

Figura A.1: Desigualdade Triangular: AB < BC + C'A

O

Observagao 7. Considere os quadrilateros ABC'D como na Figura A.2. Aplicando duas vezes
a Proposicao 20 é possivel verificar que AB < BC'+ CD + DA.
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o
(@]

A c

(a) (b)

Figura A.2: AB < BC+CD + DA

Também considerando o poligono ABCDEFGHI da Figura A.3 e aplicando algumas vezes
a Desigualdade Triangular, podemos mostrar que AB < BC+CD+ DE+ EFF+ FG+GH +
HI+TA.

Figura A.3: AB<BC+CD+ DE+EF +FG+GH+HI+TA
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Apéndice B
Sobre a base média de tridngulos

Neste apéndice apresentamos um importante resultado sobre as bases médias de um trian-

gulo, conhecido como o Teorema da Base Média.

Definicao 14. Uma base média de um tridngulo é um segmento que une os pontos médios de

dois de seus lados.

Assim, todo tridngulo possui exatamente trés bases médias. No triangulo ABC' da Figura

B.1 os segmentos M N, M P e NP sao suas bases médias.

A

Figura B.1: Tridangulo ABC' e suas bases médias M N, MP e NP

Definigao 15. O triangulo formado pelas trés bases médias de um triangulo é chamado de

triangulo medial.

B.1 Teorema da base média

Proposicao 21. Seja ABC um triangulo qualquer. Se M N é a base média de ABC' relativa
a BC, entao M N ¢é paralelo ao lado BC'. Reciprocamente, se pelo ponto médio M do lado
tragarmos a paralela ao lado BC', entao tal reta intersecta o lado AC em seu ponto médio N.
Além disso, temos .

N = -BC.
2
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Demonstragio. Ver na pagina 69 de [11]. ]
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Apéndice C

Sobre quadrilateros inscritiveis e o

triAngulo oOrtico

Como é bem conhecido, todo tridngulo tém um circulo passando por seus vértices. O mesmo
nao ocorre com os quadrilateros em geral. A figura C.1(a) mostra um quadrildtero que nao
possui um circulo passando por seus vértices e o quadrilatero da figura C.1(b) tem um circulo
passando por seus vértices. Note que para exibir um quadrilitero ABC'D que nao possui
um circulo por seus vértices basta considerar o circulo que circunscreve o tridngulo ABD e

considerar um ponto C' nao pertencente a esse circulo.

D D

(a) Nao inscritivel (b) Inscritivel
Figura C.1: Quadrilateros

Defini¢cao 16. Dizemos que um quadrilatero é inscritivel se existir um circulo passando por

seus vértices.

C.1 Caracterizacao de quadrilateros inscritiveis

Proposicdo 22. Um quadrilatero convexo ABCD, de lados AB, BC, CD e DA, é inscritivel

se, e somente se, qualquer uma das condigbes a seguir for satisfeita:
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(a) DAB + BCD = 180,

(b) BAC = BDC.

B B
c c
A A
D D
(a) ABCD inscritivel im- (b) BAC = BDC implica
plica DAB + BCD = 180 ABCD inscritivel
e BAC = BDC

Figura C.2: Quadrilateros inscritiveis

Demonstragio. Veja a prova em [11]. O

C.2 Sobre o incentro do tridngulo 6rtico

Definicao 17. O triangulo cujos vértices sao os pés das alturas de um dado tridngulo é

chamado triangulo értico
Proposicao 23. O ortocentro de um triangulo acutangulo é o incentro de seu tridangulo értico.

Demonstragio. Seja o triangulo ABC' acutangulo, DEF' seu triangulo ortico e H seu ortocentro.
Pela Proposicao 22, o quadrilatero BD H F’ é inscritivel, pois HDB+HFD = 180 e, também, o
quadrildtero C D H E é inscritivel, pois H DC+HEC = 180. Assim, novamente pela Proposicao
22, HBF = HDF = a e HOCE = HDE = §.

A

o ol 3

D

Figura C.3: Tridngulo 6rtico
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No triangulo BE A retangulo em FE, BAC =90 — a e no tridngulo C'F' A retangulo em F',
BAC =90 — B. Logo, 90 — a = 90 — 3, ou seja, a = 3, o que implica que DA é a bissetriz do
angulo /FDFE.

De modo analogo mostramos que F'C' é a bissetriz do angulo /EFD e EB ¢ a bissetriz do
angulo /FED.

Portanto, as alturas do triangulo ABC' contém as bissetrizes do tridngulo ortico DEF
e, como H esta no interior do tridngulo DEF, pois ABC é acutangulo, e é a interse¢do as

bissetrizes de DEF', concluimos que H é o incentro do tridngulo ortico. O

Observacgao C.2.1. Pelo resultado anterior, sendo D’ a reflexao de D em relacao ao lado AC
do tridngulo ABC', concluimos que os pontos F, E' e D' sdo colineares, ou seja o lado FF e o

segmento F D’ estao contidos na mesma reta, tendo o ponto £ em comum.
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