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RESUMO

O ENSINO DE TRIGONOMETRIA NO ENSINO MEDIO: UMA ABORDAGEM
COM A RESOLUCAO DE PROBLEMAS

AUTOR: Gilmar Steigleder Paschoal
ORIENTADOR: Fidelis Bittencourt

Este trabalho tem como objetivo apresentar um estudo sobre o ensino da trigonometria, usando
o método de resolucdo de problemas de George Polya. O estudo foi desenvolvido durante o ano
de 2018 com uma turma do 2° ano do ensino médio da Escola Estadual de Educagdo Basica
Borges de Medeiros, da cidade de Cachoeira do Sul, no estado do Rio Grande do Sul. Foram
utilizados como referencial teorico as obras A arte de resolver problemas de George Polya, A
magia dos numeros de Paul Karson e os contetidos destinados ao ensino de trigonometria no
ensino médio. Na proposta a desenvolver com os estudantes foram utilizados desde os conceitos
mais simples como o de angulos, triangulos e distancias para, abstraindo desses, os conceitos
de seno, cosseno, tangente, lei dos senos e lei do cosseno. Esta atividade foi executada através
de trabalhos praticos, com o auxilio de utensilios do dia a dia, entre outros a construgdo de um
teodolito artesanal utilizado no célculo da altura e distancia de pontos turisticos de nossa cidade.
Os pontos turisticos utilizados para a atividade foram: A chaminé do Engenho Brasil e o silo
ao lado; o silo da CESA; a Igreja Matriz Santo Antonio; A Catedral Nossa Senhora da
Conceigdo;, a Igreja Matriz de S@o José¢ e o Templo Martin Lutero. Foi oportunizado aos
estudantes levantar hipoteses e verificar sua veracidade tirando suas conclusdes. Os resultados
obtidos evidenciaram que o ensino da trigonometria, tendo como base aplicagdes de problemas
pertinentes a realidade do contexto social do estudante, pode tornar-se um aliado de grande
valia para o aprendizado, tornando muito mais claros os conceitos sobre o tema e, assim,
facilitando seu conhecimento.

Palavras chave: Trigonometria. Teodolito. Distancias. Lei dos Senos e Cosseno. Problemas.



RESUMEN

LA ENSENANZA DE TRIGONOMETRIA EN LA ENSENANZA MEDIO: UN
ENFOQUE CON LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

AUTOR: Gilmar Steigleder Paschoal
SUPERVISOR: Fidelis Bittencourt

Este trabajo tiene como objetivo presentar un estudio sobre la ensefianza de la trigonometria,
usando el método de resolucién de problemas de George Polya. El estudio fue desarrollado
durante el afio 2018 con una clase del 2° afio de la ensefianza media de la Escuela Estadual de
Educacion Basica Borges de Medeiros, de la ciudad de Cachoeira do Sul, en el estado de Rio
Grande do Sul. Se utilizaron como referencial tedrico las obras El arte de resolver problemas
de George Polya, La magia de los nimeros de Paul Karson y los contenidos destinados a la
ensefianza de la trigonometria en la ensefianza media. En la propuesta a desarrollar con los
estudiantes se utilizaron desde los conceptos mas simples como el de angulos, triangulos y
distancias para, abstrayendo de ellos, los conceptos de seno, coseno, tangente, ley de los senos
y ley del coseno. Esta actividad fue ejecutada a través de trabajos practicos, con el auxilio de
utensilios del dia a dia, entre otros la construccion de un teodolito artesanal utilizado en el
calculo de la altura y distancia de puntos turisticos de nuestra ciudad. Los puntos turisticos
utilizados para la actividad fueron: La chimenea del Engenho Brasil y el silo al lado; el silo de
la CESA; la Iglesia Matriz Santo Antonio, La Catedral Nuestra Sefiora de la Concepcidn; la
Iglesia Matriz de San José€ y el Templo Martin Lutero. Fue oportuno a los estudiantes levantar
hipotesis y verificar su veracidad sacando sus conclusiones. Los resultados obtenidos
evidenciaron que la ensefianza de la trigonometria, teniendo como base aplicaciones de
problemas pertinentes a la realidad del contexto social del estudiante, puede convertirse en un
aliado de gran valor para el aprendizaje, haciendo mucho mas claros los conceptos sobre el
tema y, asi, facilitando su conocimiento.

Palabras clave: Trigonometria. Teodolito. Distancias. Ley de los Senos y Cosseno. Problemas.
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1 INTRODUCAO

O objetivo principal deste trabalho ¢ apresentar um estudo sobre o ensino da
trigonometria, no qual ¢ utilizado o método da resolugdo de problemas contextualizados na
determinagdo de distancias que apresentem dificil acesso para serem medidas.

E muito comum, quando se fala em trigonometria, ouvir os estudantes dizendo: néo
gosto, ¢ muito dificil. Até mesmo para o professor o ensino da trigonometria pode tornar-se
uma dificil tarefa. Muitos professores ainda utilizam o tradicional método de ensino, que se
baseia em aulas expositivas e uma série de exercicios, sendo o livro didatico o recurso que mais
aproxima conceitos matematicos.

Acredita-se que, para que o ensino contribua efetivamente para a construgdo do
conhecimento do estudante, € necessaria a aplica¢do pratica da trigonometria, relacionando-a
com assuntos pertinentes a realidade do contexto social do mesmo, possibilitando-o participar
ativamente do processo.

Quando se resolve um problema com o estudante, deve-se oportunizar um momento em
que ele possa encontrar caminhos para solucionar o problema, pois so assim ele elevara sua
autoestima e, encontrando sua resposta, por mais modesta que seja, esta o incentivara para

outras resolugdes.

Uma grande descoberta resolve um grande problema, mas ha sempre uma pitada de
descoberta na resolugio de qualquer problema. O problema pode ser modesto, mas se
ele desafiar a curiosidade e puser em jogo as faculdades inventivas, quem o resolver
por seus proprios meios, experimentard a tensdo ¢ gozara o triunfo da descoberta.
Experiéncias tais, numa idade susceptivel, poderdo gerar o gosto pelo trabalho mental
¢ deixar, por toda a vida, a sua marca na mente ¢ no carater. (POLYA, p. V)

Cabe salientar que a proposta apresentada segue as Orienta¢des Curriculares para o
Ensino Médio e os PCN+!, diretrizes propostas pelo Governo Federal, como base referencial
para a construgdo dos curriculos, seja por escolas municipais ou estaduais. Os instrumentos
citados, ndo s6 apresentam os conteuidos aos professores, como também oferecem praticas da
organizagdo dos conhecimentos, abordagem dos mesmos e exemplos de procedimentos a serem
seguidos.

Quando um estudante busca a resolugdo de um problema, a primeira ideia que vem na
sua cabega €: como vou resolver. Pensa na resolugdo de problemas parecidos que ja foram

resolvidos por ele. Por isso, ¢ muito importante que o estudante tenha resolvido problemas

! Parametros Curriculares Nacionais
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semelhantes por suas préprias maos, pois assim o proximo sera mais facil e muito mais

interessante, instigando-o a cada vez querer fazer mais.

A resolugdo de problemas ¢ pega central para o ensino de Matematica, pois o pensar
¢ o fazer se mobilizam ¢ se desenvolvem quando o individuo estd engajado ativamente
no enfrentamento de desafios. Essa competéncia nio se desenvolve quando propomos
apenas exercicios de aplicagio dos conceitos ¢ técnicas matematicos, pois, neste caso,
0 que estd em aglo ¢ uma simples transposicdo analdgica: o estudante busca na
memdria um exercicio semelhante ¢ desenvolve passos analogos aos daquela situagao,
0 que ndo garante que seja capaz de utilizar seus conhecimentos em situagdes
diferentes ou mais complexas. (PCN+, p. 112)

Como referencial tedrico de nosso trabalho foi utilizada a obra “A arte de resolver
problemas” de George Polya, “A magia dos numeros” de Paul Karlson e os contetdos
destinados ao ensino de trigonometria no ensino médio.

Sendo assim, a proposta deste trabalho ¢ apresentar uma parte do assunto da
trigonometria, expondo-a em topicos:

- Teorema de Pitagoras, utilizando uma corda com treze nos;

- Tridngulo retangulo, trabalhando as razdes trigonométricas do seno, do cosseno, da
tangente e calculando a altura do prédio da escola com o uso de um teodolito artesanal;

- Lei dos senos e Lei do cosseno, finalizando com a aplicagdes destas na medi¢do de
distancias de dificil acessos para serem medidas, que constituiu o ponto culminante do trabalho.

O primeiro capitulo consta de duas partes: a primeira trata da parte conceitual de
trigonometria, apresentando os conteudos que se fazem necessario para a compreensdo do tema
proposto, e a segunda trata da resolucdo de problemas no ensino da matematica como forma de
metodologia de trabalho aplicada. No segundo capitulo, tratou-se da metodologia aplicada onde
descrevemos a turma, o problema motivador de nosso trabalho e as atividades propostas aos
estudantes. No terceiro capitulo, apresentou-se a analise e discussdo dos resultados. Por fim,

apresentou-se a conclusdo do trabalho aqui exposto.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Este capitulo tem por objetivo abordar de forma sucinta ¢ clara os conceitos de Trigonometria,
que foram utilizados para o desenvolvimento deste trabalho ¢ a resolugdo de problemas. Tais conceitos
permitem um embasamento tedrico para a resolugdo de problemas, bem como para a aplicagdo das
atividades praticas no envolvimento do estudo da Trigonometria. Para esta parte do conteudo foram
tomados como referencial tedrico os livros Trigonometria Numeros Complexos (Carmo, et. Al, 2001).
Também foi tomado como referencial teérico o livro Medida ¢ Forma em Geometria (Lima, 1991).

Além disso, sera feito um breve relato da historia da trigonometria ¢ do estudo de fungGes

trigonométricas no angulo agudo.

2.1 A TRIGONOMETRIA

2.1.1 Historia da trigonometria

Nessa parte do estudo, sera feito um breve relato historico da origem da Trigonometria ¢ como
se deu o desenvolvimento, em especial os conhecimentos que nos permitem entender melhor o estudo
de triangulos ¢ suas aplicagdes.

Sentiu-se a obrigagdo de enfatizar que, com a compreensio historica da evolugdo matematica,
pode-se entender melhor as barreiras encontradas pelos matematicos daquela €poca, facilitando para os
estudantes a compreensdo das frequentes dificuldades enfrentadas nos dias atuais.

Nao se pode precisar qual a origem da Trigonometria. O que se sabe € que a trigonometria surgiu
por diversos estudiosos, principalmente através do estudo da astronomia, agrimensura € navegagao.

Os egipcios ¢ os babilonicos deram importante contribuigdo para o aperfeigcoamento desse ramo
matematico. Encontram-se fontes dessas informagdes no Papiro Rhind (Figura 1), também conhecido
como papiro de Ahmes, nome dado ao escriba egipcio que o copiou. Atualmente encontra-se no Museu
Britanico o documento egipcio que data de tr€s mil anos a.C., onde foram encontrados problemas

relacionados a fungdo cotangente.
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Figura 1- Papiro de Rhind

Fonte: (MOL, 2013, p. 22).

Tem-se também a tdbua cuneiforme Plimpton 322, onde os babilonicos, entre 1900 e 1600 a.C.,
apresentam textos escritos que localizam problemas envolvendo secantes. Atualmente encontra-se na
Universidade de Columbia. Pesquisadores concluiram que as quatro colunas e quinze linhas de escrita

cuneiformes representam a tabela trigonométrica mais antiga (Figura 2).

Figura 2 - Plimpton 322

Fonte: (BOYER, 1974, p. 27).

Outra obra muito conhecida é Os Elementos, de Euclides de Alexandria. Este formalizou alguns
conceitos trigonométricos.
Mas entre todos os citados acima, ninguém se destacou tanto quanto Hiparco de Nicéia, na

segunda metade do século Il a.C., que recebeu o titulo de Pai da Trigonometria. Apresentou um tratado
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com cerca de 12 volumes, nos quais tratava da trigonometria com muita autoridade. Foi o primeiro a
registrar os valores correspondentes de arco ¢ corda para uma série de angulos.

De acordo com Boyer (1974, p. 118):

Durante cerca de dois séculos ¢ meio, de Hipdcrates ¢ Eratdstenes, os matematicos
gregos estudaram as relagdes entre retas ¢ circulos ¢ as aplicaram a uma variedade de
problemas de astronomia, mas disso nio resultou uma trigonometria sistematica.
Entdo, presumivelmente durante a segunda metade do segundo século a.C., foi
compilada a que foi presumivelmente a primeira tabela trigonométrica pelo astronomo
Hiparco de Nicéia (por volta de 180 — 125 a.C.), que assim ganhou o direito de ser
chamado “o pai da trigonometria”. Aristarco sabia que num dado circulo a razdo do
arco para a corda diminuiu quando o arco diminuiu de 180°, aproximando-se do limite
1. No entanto, parece que antes de Hiparco empreender a tarefa ninguém tinha
tabulado valores correspondente do arco ¢ da corda para toda uma série de angulos.

No mesmo periodo, Ptolomeu apresentou o estudo de corda em sua obra mais influente, Os treze
livros do Almagesto, que continha 13 livros relacionados a trigonometria de toda a antiguidade.
Apresentou um teorema central para o calculo das cordas, o qual é conhecido até hoje como o teorema
de Ptolomeu, que diz: a soma dos produtos de lados opostos de um quadrilatero inscritivel € igual ao
produto das diagonais.

Nao podemos esquecer de Menelau de Alexandria, este escreveu trés volumes dedicados ao
estudo da trigonometria. O primeiro tratava da ideia de triangulos esféricos, o segundo uma aplicagio
da geometria esférica a astronomia ¢ o terceiro tratava do Teorema de Menelau.

Como podemos perceber, a trigonometria, como outros ramos da matematica, ndo foi obra de
uma sé pessoa muito menos de um sé povo.

E importante ter bem claro o significado de trigonometria, que vem do grego frigonon =
triangulo, mefron = medida, que se define como sendo o ramo da matematica que estuda as relagdes
entre os lados ¢ angulos de um tridngulo. Ndo se¢ sabe se esse conceito surgiu com os gregos ou por
contato com as civilizagdes babilonicas, que adotaram o sistema de numeragdo sexagesimal criado pela
antiga civilizagdo sumeriana. Tem-se, porém, que os gregos fizeram um estudo sistematico das relagdes

entre angulos ou arcos numa circunferéncia ¢ os comprimentos de suas cordas.

Teoremas sobre as razdes entre lados de tridngulos semelhantes tinham sido
conhecidos ¢ usados pelos antigos egipcios ¢ babilonicos. Dada a falta, no periodo
pré-helénico, de conceito de medida de angulo, um tal estudo seria melhor chamado
“trilaterometria”, ou medida de poligonos de trés lados (trilateros), do que
trigonometria, a medida de partes de um tridngulo. Com os gregos pela primeira vez
encontramos um estudo sistematico de relagdes entre dngulos (ou arcos) num circulo
¢ os comprimentos das cordas que os subentendem. As propriedades das cordas, como
medidas de Angulos centrais ou inscritos em circulos, eram conhecidas dos gregos do
tempo de Hipdcrates, ... (Boyer, 1974, p. 116)

O que se tem no que diz respeito a gé€nese histdrica ndo nos da muitos caminhos a seguir, pois

ndo temos um ponto de partida, ndo sabemos a época ¢ tampouco em que civilizagdo. As fontes de
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estudo das civilizagdes sdo muito escassas, ¢ em geral fragmentadas o que nos dificulta ainda mais
identificar suas origens.

A parte que vamos dar maior enfoque restringir-se-a as civilizagdes mais antigas, que sdo a
Mesopotamia ¢ o antigo Egito. Registros que datam de quatro milénios a.C. pelos egipcios mostram
nomes de pessoas, de lugares, de bens materiais ¢ de quantidades. Quanto aos registros matematicos,
sd0 mais numerosos os da mesopotamia do que os egipcios, acreditamos que seja pela facilidade de
preservagdo que a argila tem, se compararmos com o papiro usado pelos egipcios.

Sua escrita tinha dois formatos, o hieroglifico, mais utilizado nas inscrigdes em pedras ¢ o
hieratico, que era em forma cursiva, empregada nos papiros entre outros, como documentos
administrativos, cartas ¢ literatura.

Havia também entre os babilonicos os tabletes equivalentes as nossas tabuadas, onde a maioria
das operagdes eram realizadas.

Era por intermédio dos tabletes e papiros que se indicava o modo como os calculos matematicos
eram realizados. Cada povo tinha suas regras proprias, mas pela interpretagdo desses materiais podemos
perceber que os procedimentos de calculos eram voltados para o seu cotidiano.

Percebemos também que a matematica antiga ndo era somente empirica, ¢ tdo somente na
resolugdo de problemas praticos, ¢la também evoluiu aprimorando técnicas, que estdo relacionadas ao
desenvolvimento da matematica.

Podemos falar da matematica babil6nica ou egipcia, periodo em que a atividade envolvia
principalmente apenas o registro de quantidades ¢ operadores. Num segundo periodo, quando uma
parcela da sociedade passou a dedicar-se especificamente a matematica, passando a incluir
procedimentos para resolugdo de problemas numéricos, entre ¢les a dlgebra, como exemplo, versio esta
que passou a ser descontruida pelo historiador matematico J. Hoyrup, nos anos 1990, com base em novas
tradugbes dos termos que aparecem nos registros, sendo mais adequado falar em calculos com
grandezas. Tal tema era tratado tanto pelos mesopotimicos quanto pelos egipcios. Eles efetuavam
procedimentos de calculo sobre coisas que podiam ser medidas € esta € uma das principais caracteristicas
de sua matematica.

Este estudo da historia da trigonometria permite lidar com as raizes da trigonometria, que surgiu
tanto no Egito quanto na Babilénia. No Egito, o Papiro de Rhind apresenta diferentes grupos de
problemas, cada um com uma estratégia especifica de solugdo, dos quais quatro fazem mengdo ao seqt
de um angulo. Acredita-se que seqt faz referéncia a cotangente do angulo OME (Figura 3) de uma
piramide regular que seja equivalente.

O importante na construgdo das piramides era manter inclinagdo constante das faces, dai surgiu

o conceito de seqt, que representava a razdo entre afastamento horizontal e elevagdo vertical.
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Figura 3- Seqt egipcio

Fonte: Do préprio autor.

Assim, por exemplo, se OE =50 e OM = 100, entdo o seqt = = = = 2, 0u sejaseqt = 2.

Atualmente, esta expressao é definida como cotangente do angulo 9, onde 9 é o angulo OME.

Assim, se t_Q'\I/I—
€At = of T

senO

cose

= cotgti

Outra ideia associada a trigonometria foi a de relacionar a sombra projetada por uma vara

vertical a sequéncias numéricas.

Importante conceito no desenvolvimento da Trigonometria € o conceito de angulo e como

efetuar sua medida, por ser fundamental na compreensdo das razGes trigonométricas em um triangulo

retangulo.

Mais tarde, matematicos arabes traduziram obras trazidas pelos hindus, onde aparecem o estudo

das razdes trigonométricas em triangulos retangulos e para qualquer triangulo a chamada Lei dos Senos.

Segundo Wagner (2005, p. 7)

Pitagoras, nasceu na Ilha de Samos em 569 a.C., proximo a Mileto, cidade que que
nasceu Tales 50 anos antes. Pitdgoras viajou pelo Egito e Babildnia onde adquiriu
vastos conhecimentos matematicos. Apds essas viagens retornou a Grécia, onde
fundou a Escola Pitagorica, uma sociedade secreta, dedicada ao estudo da Matematica
e Filosofia, entre outras. Como ndo temos documentos daquela época todas as
informacGes que tivemos vieram por outros autores de séculos depois. N&o existe uma
certeza que fora Pitagoras que descobriu o teorema que leva seu nome, inclusive ndo
temos certeza de qual seja a demonstracdo original, mas a que mais se cogita € a que
0 demostra usando éreas. Inclusive existem provas concretas que os babil6nicos ja
conheciam o Teorema de Pitagoras, pois foram encontrados varios tabletes de barro,
entre eles Plimpton 322, que datam de 1800 a 1600 a.C. Apés estudos feitos nesses
fragmentos de barro pesquisadores descobriram que o referido tablete continha ternos
pitagoricos. Nesse tablete estd escrito o seguinte: (Wagner, 2005)

Em um dos tabletes de barro, pesquisadores descobriram ternos pitagdricos (Figura 4):
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Figura 4 - Tablete Pitagorico

4 ¢ o comprimento

5 ¢é a diagonal

Qual é a altura?

4 vezes 4 da 16

5vezes 5da 25

Tirando 16 de 25 o resto € 9
Quanto vezes quanto devo tomar para ter 9?
3vezes 3da 9
3 éaaltura

Fonte: (WAGNER, 2005, p. 7).

Outro tablete que se encontra no museu da Universidade de Yale é o YBC 7289 (Figura 5), o
Unico que contém figuras onde podemos perceber um quadrado e suas diagonais, onde o lado do
quadrado é 30 e o comprimento da diagonal é 42, 25, 35. Esta representa¢do usada pelos babil6nicos,

esta escrita na base sexagesimal e representa:

25

42+ +
60 3600

= 42,4263889

Quando dividimos este nimero por 30 da aproximadamente 1,414213...» V2.

Figura 5 - Imagem tablete YBC 7289

Fonte: (ROQUE, 2012, p. 46).
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Como pode-se perceber, a escrita ndo seguiu um percurso linear. Fica claro que a escrita tinha
aparecido como uma decisdo racional, com o intuito de produzir registros perceptiveis para seus
contemporaneos e sucessores, e que as primeiras formas surgiram na Mesopotamia aproximadamente
héa 4000 a.C.

Na trigonometria o teorema de Pitagoras tem lacos afetivos muito interligados, pois, através de
sua aplicacdo, determinam-se valores de medidas desconhecidas. Quando os homens comecaram a
edificar suas primeiras casas, templos gregos, as piramides egipcias, os palacios, cidades incas,
arquitetos ja usavam o triangulo retangulo como esquadro para obterem linhas perpendiculares. O
tridngulo retdngulo foi usada por povos antigos, que perceberam suas valiosas propriedades, a mais
importante delas oteorema de Pitdgoras. Um dos exemplos é a Piramide de Quéops, construida no Egito,
ha cerca de 4500 anos. Suabase é um gigantesco quadrado, cujos lados medem aproximadamente 230m.

Também é de conhecimento que os egipcios possuiam um profundo conhecimento de
Geometria. Documentos mostram que eles usavam uma corda, na qual davam nos. Era assim o esquadro

dos arquitetos da época (Figura 6).

Figura 6 - O triangulo e os nos

Fonte: (KARLSON, 1961, p. 84).

Os egipcios e os babildnicosja conheciam o teorema de Pitdgoras, prova esta que datam de 1800
a 1600 a.C. em muitos tabletes de barro.

O Teorema de Pitagoras é:

Em qualquer tridangulo retangulo, a area do quadrado, cujo lado é a hipotenusa, € igual a soma
das areas dos quadrados que tém como lados cada um dos catetos. Sendo a medida da hipotenusa a e 0s
seus catetos b e ¢, o enunciado do Teorema de Pitagoras equivale a afirmar

a2=>b2+c2
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Figura 7 - Um tridngulo de lados 3,4 e 5

Fonte: (KARLSON, 1961, p. 92; adaptado).

Na Figura 7, esta representada um triangulo retdngulo de lados 3, 4 e 5, onde se pode observar
que a area do quadrado de lado 5, que corresponde a hipotenusa no tridngulo retangulo, é igual a soma

das areas dos quadrados de lados 3 e 4, que correspondem aos catetos no triangulo retdngulo (Figura 8).

Figura 8 - A area do quadrado maior é igual a soma da area dos quadrados menores

Fonte: Do proprio autor.

Uma possivel aplicacdo deste teorema deve-se a civilizacdo egipcia antiga, que se desenvolveu
as margens do rio Nilo. Sendo uma regido desértica, esse rio ganhou uma extrema importancia para este
povo. Utilizada como meio de transporte, as aguas do rio Nilo também serviam para beber e pescar, mas
na época das cheias as margens eram fertilizadas, favorecendo a agricultura. O Nilo transbordava do seu
leito natural, e um rico limo era espalhado pelos campos ribeirinhos. O que parecia uma bencédo ao
mesmo tempo trazia confusdo e incerteza, porque a inundacdo fazia desaparecer os marcos que
delimitavam os campos. Com a baixa do Nilo apareciam os chamados puxadores de cordas, para

demarcarem novamente os limites de terras.
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[...] Tdo logo a &agua retrocedia, vinham entdo os “puxadores de corda”, os
“harpedonaptas”, para demarcarem novamente o0s limites. Estes agrimensores
baseavam toda sua arte essencialmente num dnico conhecimento - a nogdo que tinham
do teorema de Pitdgoras. Eles sabiam que um triangulo com os lados 3, 4, 5 era
forcosamente retangulos. Eis por que davam uma série de n6s em uma fita métrica,
com aquelas distancias um do outro, para estendé-la entdo da maneira como o mostra
a figura abaixo; com isto criavam no ponto A um angulo reto. Assim, conseguindo

lentamente restabelecer os limites dos antigos campos. (KARLSON, 1961, p. 83)

Unindo-se as duas ideias, a area dos quadrados e a corda com nds, pode-se formalizar o que hoje
mais usualmente se usa para enunciar o Teorema de Pitagoras, onde no triangulo retangulo o lado maior
chama-se hipotenusa e os outros dois lados, catetos. Dai:

O quadrado da hipotenusa é igual a soma do quadrado dos catetos.

A historia mostra que o teorema de Pitagoras é demonstrado por varias civilizagées de maneiras
diferentes com o passar dos tempos, despertando o interesse de muitos matematicos que estudam o
teorema. Apresentamos aqui uma destas muitas maneiras de demonstrar o teorema de Pitadgoras, o

triangulo e a corda de treze nés (Figura 9).

Figura 9 - O triangulo e a corda de treze nés

Fonte: Do préprio autor.

Este é apenas um breve relato historico sobre a trigopnometria, ndo tendo a intencdo de estudos
mais profundos em bibliografias especificas. O objetivo é mostrar que o caminho tracado pela
trigonometria foi longo. Propds-se abrir parte deste tunel do tempo. Mostrar que, ao ensinar
trigonometria, é importante apresentar aos seus estudantes que tais conhecimentos ndo surgiram da noite

para o dia e que, de alguma forma, sua evolugdo pode ser acompanhada.



26

2.1.2 Angulos

Angulo ¢ a unido de duas semirretas que tém mesma origem.
Cada uma das semirretas que formam o &ngulo chama-se lado do mesmo, e a origem comum

chamamos vértice.

Figura 10 - Angulo AOB

Fonte: Do proprio autor.

A denotacdo de um angulo de lados OA e OB seré expressa por AOB (Figura 10).

E importante associar-se angulo a nogao intuitiva de inclinagio entre duas semirretas.

O grau de um angulo a, denotado por a° é a unidade de medida de um angulo. 1° (um grau)
equivale a 1/360 de uma circunferéncia, isto é, corresponde a um dos 360 arcos que sejam congruentes
em que uma circunferéncia foi dividida e tomados os pontos A e B como extremos de um desses 360

arcos.
Para isso, tem-se que a medida do angulo AOB é de 1grau, denotado 1° (Figura 11). Escreveu-

se med(AOB) = 1°. Cada grau também pode ser subdividido. Assim: um minuto, denotado por 1',
definido como a sexagésima parte de 1° e a representamos por 1' = —«1°, Dessa forma, dizemos que
1° tem 60' (um grau tem 60 minutos). Tem-se também que um segundo, denotado por 1", definido
como a sexagésima parte de 1' e a representamos por 1" = —-e1'. Assim, diz-se que 1'tem 60" (um

minuto tem 60 segundos).



27

Figura 11 - Graus como unidade de medida de angulos, medCAOB) = 1°

Fonte: Do préprio autor.

Faz-se necessario que se tenha cuidado na definicdo acima, pois, se houver circunferéncias de
tamanhos diferentes, serd que o angulo ndo depende dessa circunferéncia?

Para responder a essa pergunta considere duas circunferéncias n (pi) e p (r6), de mesmo centro
O, e dois pontos A,BEn. Sejam A" e B' os pontos de intersecdo das semirretas 071 e OB com p (Figura
12). Vamos assumir como axioma que a fracdo de n que o arco menor AB representa é igual a fracdo de
p que o arco menor A'B' representa. Portanto, se na definigdo de grau, tomassemos como referénciauma

circunferéncia p, de raio diferente do raio n, mas com mesmo centro O, teriamos um mesmo angulo

representado a medida de 1°.

Figura 12 - Definicdo da notacdo de grau

Fonte: Do préprio autor.

Pela definicdo de grau, temos certeza que uma circunferéncia completa corresponde a 360°.
Assim, dado um angulo AOB, podemos medi-lo tracando um circulo qualquer n, de centro O, e

marcamos o0s pontos A' e B' em que n intersecta os lados OTle OB de AOB (Figura 13); em seguida,
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vemos qual fracdo do comprimento total de n o arco A'B' representa. A medida do angulo AOB sera

essa fracdo de 360°. Por exemplo, se o comprimento do arco AfBf for ~ do comprimento total de p,

entdo a medida de AOB sera —>+360° = 36°.

Figura 13 - Medindo o angulo AOB

Fonte: Do proprio autor.

Observacdes:

i. Dois angulos que tém a mesma medida sdo chamados angulos congruentes.

ii. Angulo é um conjunto de pontos e, portanto, angulos congruentes consistem em conjuntos
com 0S mesmos pontos.

iii. Angulos iguais sdo congruentes, mas em geral angulos congruentes no sio iguais.

iv. Letras gregas minUsculas sdo muito usadas para facilitar a notacdo de medida de angulos;
exemplo, escrevemos med(AOB) = 9 (lé-se teta) para significar que a medida do angulo
AOB ¢ 9 graus.

Com o auxilio de um compasso, sera construido um angulo de vértice O', com um lado situado

sobre uma reta r e igual ao dngulo 9 dado (Figura 14).

Figura 14 - Reta e angulo

Fonte: Do proprio autor.
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Para isso, é importante seguir 0s passos:

1. Tragarum arco de circulo de raio arbitrario R, centrado no vértice do &ngulo dado, marcando
pontos X e Y sobre os lados do mesmo.

2. Tracar outro arco de circulo de raio R, centrado em 0', marcando Y' como um dos pontos
de intersecdo do mesmo com a retar.

3. Marcar o ponto X' de intersecdo do circulo de raio R e centro 0" com o circulo de raio XY e
centro Y'.

4. O angulo X'0'Y' mede 8 (Figura 15).

Figura 15 - Angulos congruentes

Fonte: Do préprio autor.

Observe que todo didmetro de uma circunferéncia o divide em duas partes iguais. Assim, se

houver um angulo AOB tal que OA e OB sejam semirretas opostas (ou seja, A, O e B estejam sobre uma

mesma reta, com O e AB), entdo AOB = 180° (Figura 16).

Figura 16 - Angulo de 180° ou angulo raso

Fonte: Do préprio autor.

N&o se pode esquecer que quando A e B coincidem diz-se que o angulo AOB é nulo, isto &,
med(AOB) = 0°. Diz-se que um angulo AOB é agudo quando 0° < AOB< 90°, reto, quando AOB =
90° e obtuso, quando 90° < AOB< 180° (Figura 17).
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Figura 17 - Angulo obtuso, reto e agudo respectivamente

Fonte: Do préprio autor.

Chamamos de angulos complementares aqueles cuja soma das medidas seja igual a 90°. Assim,

se a e sdo as medidas de dois &ngulos complementares, entdo a + = 90° (Figura 18).

Figura 18 - Angulos complementares

Fonte: Do préprio autor.
Também temos angulos suplementares, que sdo aqueles cuja soma das medidas é igual a 180°.
Da mesma forma, se a e séo as medidas de dois angulos suplementares, entdo a + = 180° (Figura

19).

Figura 19 - Angulos suplementares

Fonte: Do préprio autor.
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Outro conceito importante é o de angulos opostos pelo vértice. Dois angulos AOB e COD sio

opostos pelo vértice, se as semirretas OA e UC, bem como as semirretas Utf e OD, sio respectivamente
opostos (Figura 20).
Como Utf e OD sdo semirretas opostas segue que a + y = 180°. Analogamente, fi + y = 180°.

Portanto, a = 180° —y = fi.

Figura 20 - Angulos opostos pelo vértice

Fonte: Do préprio autor.

Retas determinadas por duas semirretas que formam um &ngulo reto sdo ditas retas

perpendiculares.

Se tomarmos o angulo reto e prolongarmos suas semirretas, assim temos

satisfeita a definicdo acima (Figura 21).

Figura 21 - Retas perpendiculares

Fonte: Do préprio autor.

O transferidor é um circulo graduado em uma unidade, utilizado para medir um angulo. Um

transferidor possui dupla escala, na qual um circulo pode ser percorrido em dois sentidos (Figura 22).
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No sentido positivo, dizemos que o circulo esta orientado. Na Matematica, a orientagdo no sentido anti-

horario é a mais utilizada.

Figura 22 - Transferidor graduado

Fonte: Do préprio autor.

A Figura 23 mostra um angulo com medida de 110°.

Figura 23 - med(AOB) = 110°

Fonte: Do proprio autor.

As medidas de AOB na Figura 23 foram feitas com a escala colocada na regido convexa do

angulo, enquanto que a escala escolhida na Figura 24 é colocada na regido ndo convexa.
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Figura 24 - med(AOB) = 240(

Fonte: Do proprio autor.

Para evitarmos ddvidas se estamos tratando da regido convexa med(AOB) ou ndo convexa

med(BOA), adotaremos a seguinte convencéo grafica, conforme Figura 25.

Figura 25 - Regifo convexa e regido ndo convexa

Fonte: Do proprio autor.

2.1.3 Semelhancga de triangulos

Quando tratamos do tema semelhanca de tridngulos, o mesmo equivale a uma mudanca de
escala, isto é, ampliagdo ou redugdo de uma figura alterando o seu tamanho sem modificar suas
proporgoes.

Em Geometria, o conceito de semelhanca de tridngulos é definido como sendo aqueles que tem
angulos iguais e lados homologos paralelos.

E importante relatar que o estudo da Geometria hoje em dia nas escolas provém do livro
Elementos, escrito ha 2300 anos por um professor da Universidade de Alexandria, chamado Euclides.

Organizados em 13 livros, o VI trata da nocdo de semelhanca.
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Figuras retilineas semelhantes sdo aquelas cujos angulos séo iguais e os lados que compreendem
angulos iguais sdo proporcionais.

Para definir semelhanga, considerem-se M e M' duas figuras retilineas, do plano ou espaco e m
um namero real positivo.

Tem-se que M e M' sdo semelhantes e a razdo de semelhanca é m, quando existe uma aplicagéo
f: M ->M' correspondéncia biunivoca entre os pontos de M e M' com a propriedade:

Se A e B pontos quaisquer de M e A' = f(A), B' = f(B) sdo seus correspondentes em M.

Entdo A'B' = m *AB.

A correspondéncia biunivoca f: M ~M ' com a propriedade de multiplicar as distancias pelo
fator constante m chama-se de semelhanca de razdo m entre M e M'. Se A' = f(A), dizemos que os

pontos A e A’ sdo homdlogos (Figura 26).

Figura 26 - Semelhanca

Fonte: Do préprio autor.

Temos o0s seguintes resultados:
* Funcdo Ildentidade:
Toda figura é semelhante a si propria.

De fato, a funcéo Identidade f: M ->M é uma semelhanca de razdo 1

* Funcéo Inversa:
M é semelhante a M' ~ M' é semelhante a M
Ou seja M é semelhante aM' se f: M M' é uma semelhanca de razdo m, a funcéo inversa
f~x:M"' ->M é uma semelhanga de razdo 1/m.
Demonstracéo:
Sejam A' e B' em M'. Se A e B em M sdo tais que f(A) = A" e f(B) = B', entdo
f-1(A") = Aef~1(B") = B.
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Porque A’B’ = m- AB, entio AB = —- A’B’ ¢ a demonstragio est4 finalizada.

e

Transitividade:
M ¢ semelhante a M’ e M’ ¢ semelhante a M"”" = M ¢ semelhante a M”’
Assim, f: M 2 M’ ¢ f': M' 2" sdo semelhangas de razdes m ¢ m’ respectivamente

= fung¢io composta f'o f: M = M" ¢ semelhanga de razio m - m’.

Demonstracio:

Sendo f: M = M’ semelhanga de m.

Se f: M' =" semelhanga de razio m’

Entdo f'o f: M = M" é semelhanga entre M ¢ M"' de raziom - m’.

A mostrar:

Dados A,B € M

Se A" =f(A), B =f(B)> A" =[fof(A)eB"” =f'of(B)

Entio A"B" = (m-m') - AB.

De fato, A" =(f'of)(A) = f'(f(A) =[f'(4) ¢ B" =({o/HB) = f'(f(B)) =
f'(B"), entio A"B" =m’ - A'B’.

Agora, A’ = f(A) e B' = f(B), entio A'B'=m - 4AB.

Logo, A”B" =m'- A’'B"= m/- (m)- AB = (m'-m) - AB, ou seja f'of ¢ semelhanca ¢

a demonstracdo esta finalizada.

Isometria:
A isometria ¢ uma semelhanca de razdo 1.
Portanto, se f: M = M’ é correspondéncia biunivoca tal que, quaisquer A ¢ B em M, entdo

adistincia A’ = f(A)a B’ = f(B) ¢ igual a distinciade Aa B.

Demonstracio:

Por definigdiom = 1.

AssimA’'B’ = m-4AB = 1-4B = AB

Assim, quando existe uma isometria entre as figuras M e M’, dizemos que estas sdo

congruentes ¢ a demonstracdo esta finalizada.

Como exemplo, considerem-se dois segmentos de reta PQ e RS. Se RS = m - PQ, define-

se uma semelhanga f: PQ->RS, de razio m, fazendo corresponder a cada ponto A do

segmento PQ o ponto A’ de RS tal que RA” = m - PA. Para se ver isso, tome-se dois pontos
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A,B no segmento PQ (Figura 27). Suponha-se a notacdo escolhida de modo que A esteja
entre P e B, entdo pela definigdo de /, segue-se que A" esta entre Re B'.

Logo:A'B' = RB" —RA' = m. PB —m.PA = m. (PB —PA) = m. AB

Figura 27 - Semelhanca entre PQ e RS

Fonte: Do préprio autor.

Lema: Toda semelhanca transforma pontos colineares em pontos colineares.

Demonstracéo:

Sejaf: M M ", semelhanca de razdo m.

Dados trés pontos P, Q,R em M tais que R E PQ.

Mostrar-se-a que Rr=f(R) EP'Q', onde Pr=f(P) e Q' = f(Q).

Tem-se entdo que PR + RQ = PQ.

Logo P'R' + R'Q' = PR + RQ =m «(PR+RQ) =m *PQ =P'Q".

Conclui-se que R' E P'Q' e a demonstragdo esta finalizada.

Observando a Figura 28, percebe-se que mesmo que 0 segmento de reta que contém os pontos

P, Q R nao esteja contido na figura M, seus homologos P, Q', R" séo colineares.

Figura 28 - Segmentos colineares

Fonte: Do préprio autor.
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Teorema 1:
Uma semelhanga f: M — M’ de razio m, transforma:
1) Todo segmento de reta contido em M num segmento de reta contido em M’

2) Vértices de M em vértices de M’ (se M e M’ forem poligonos).

Demonstracio:

1) Dado PQ € M, sejam P’ = f(P) e Q' = f(Q).
Paratodo R € PQ, seu homoélogo R’ = f(R) € P’'Q’ em virtude do lema.
Reciprocamente, dado qualquer ponto R’ € P’Q’, temos R’ = f(R), onde R = f~1(R").

Como f~! ¢ uma semelhanga, segue do Lema que R € PQ.
Assim, a semelhanga f estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os pontos dos

segmentos de reta PQ e P'Q’ e a demonstragio esta finalizada.

2) Suponha-se agora que M e M’ sejam poligonos e que X seja um vértice de M. Em particular,
X esta no contorno de M logo, seu homologo P’ = f(P) esta no contorno de M’. Se ndo fosse vértice, o
ponto X’ pertenceria ao lado P’Q’ de M’, sendo diferentes de P’ = f(P) ¢ Q' = f(Q). Entio X
pertenceria ao lado PQ de M, com X # P ¢ X # Q, logo X nio seria vértice de M.

Se f:M — M’ é uma semelhanga que transforma o segmento de reta PQ € M no segmento

P'Q" € M’, estes segmentos se dizem homologos.

Define-se homotetia de centro O ¢ razdo m toda a fungdo f: I — II definida no plano onde IT é
da seguinte forma:

f(0) =0 e, paratodo A # O, f(A) = A’ ¢ um ponto da semirreta OA4 tal que OA" = m- OA.

Uma homotetia de razdo 1 ¢ simplesmente a aplicagdo identidade. Uma homotetia de centro O
transforma toda reta que passa por O em si mesma.

Toda homotetia é uma correspondéncia biunivoca, cuja inversa € a homotetia de mesmo centro

L1

¢ razio —.

m

Duas figuras M ¢ M’ sdo chamadas de homotéticas quando existe uma homotetia f que f(M) =
Ml

Como exemplo, pode-se observar a Figura 29. Uma homotetia de centro O ¢ razdo m = 2

transforma M em M’, como se pode ver:
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Figura 29 - Homotetia

Fonte: Do préprio autor.

Temos que numa homotetia, os pontos 0,A e A’ sdo sempre colineares, nessa ordem sem > 1
ou na ordem 0,A'eA se 0 < m < 1. Numa semelhanca, as figuras M e M' podem ocupar posi¢des

quaisquer, comparando a uma foto e sua ampliagéo.

Teorema 2:
Toda homotetia € uma semelhanca que transforma qualquer reta em si propria ou numa reta

paralela. Vejamos Figura 30.

Figura 30 - Homotetia em um tridngulo

Fonte: Do préprio autor.

Demonstracdo: Tome-se f uma homotetia de centro em O e razdo m. No caso m = 1tem-se
uma trivialidade, logo suponha-se que m ~ 1. Para mostrar-se que f é uma semelhanca de razdo m,
considerem-se dois pontos quaisquer A e B.

Para o caso de A,B e O pontos colineares, é facil ver que A'B" = m. AB.
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Suponha-se entdo que A,B e 0 ndo sejam colineares.

Indique-se com S(ABO) como sendo a area de um triangulo qualquer ABO, que sera
representado por A(ABO).

Sabe-se que em dois tridngulos com alturas iguais, suas areas sdo proporcionais as suas bases.

Assim OA'=m «OA e OB' = m. OB de onde conclui-se que S(OAB!) = m «S(OAB) e
S(OBA') = m «S(OAB).

Assim, temos que S(OAB') = S(OBA").

Subtraindo de ambos os membros desta igualdade a S(OAB), que é a drea comum, obter-se-4
como resultado que S(ABA') = S(BAB").

Sabe-se que o A (ABA') e 0 A (BAB') tém a mesma base AB, e que suas areas sdo iguais,
segue-se que suas alturas também sdo iguais. Assim, pode-se concluir que AB é //a A'B' e a

demonstragao esta finalizada.

Teorema 3:

Dois triangulos semelhantes tém angulos congruentes e lados homdlogos proporcionais. Se dois
tridngulos satisfazem uma das trés condicdes abaixo, entdo eles sdo semelhantes:

1) Tém lados proporcionais;

I1) Tém angulos iguais;

I11) Tém um angulo igual compreendido entre lados proporcionais.

Demonstracéo:

Seja f\ PQR * P'Q'R' uma semelhanca de razdo m entre 0 A PQR e 0 A P'Q'R', com P' =
f(P), Q =f(Q) eR"' = f(R) (Figura 31).

Entdo tem-se que pela defini¢do de semelhanca:

P~ Pli' QpRL_
=TU =1jR =m

Portanto, os triangulos tém os lados homdlogos proporcionais.

Figura 31 - Tridngulos semelhantes

Fonte: Do préprio autor.
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Para que se possa provar que os angulos sdo iguais, suponha-se para melhor entendimento que:

Para0 < m < 1,

A homotetia de centro em P ¢ raio m, transforma o tridngulo PQR no tridngulo parcial PQ"'R",
com Q''R" paralelaa QR.

EntioQ" =0 =R" =R.

Mas tem-se que 0 A (PQ"'R") e o A (P’Q'R") sdo congruentes pois PQ" = P'Q'(= m - PQ),
PR" =P'R'(=m-PR)e Q"R" = Q'R'(= m- QR).

LogoP=P'.0=0Q"¢R=FR".

I) Considere-se agora 0 A (PQR) e o A (P'Q'R') tais que P’'Q"=m-PQ, PPR"=m-PR ¢

Q'R"=m" QR.
Param > 0, tem-se entdo que os tridngulos tém lados proporcionais. A homotetia de centro P
¢ raio m transforma A (PQR) no A (PQ"R'") cujos lados medem
PQ" =m-PQ,PR"=m-PRe¢ QR =m-QR.
Assim, tem-se que PQ"'R" ¢ P'Q'R’ sdo congruentes porque t€ém os lados iguais.
Como A (PQ"R'") é semelhante a A (PQR), segue que A (PQR) ¢ A (P'Q'R") sdo

semelhantes.

IT) Observa-se 0 A (PQR) e o A (P'Q'R") sdotaisque P =P, 0 =Q’¢ R =R

Nas retas PQ ¢ PR tem-se os pontos Q"' ¢ R" respectivamente, de modo que PQ"”" = P'Q" ¢

PR" = P'R’.

Assimo A (PQ"R") eco A (P'Q'R") sdo congruentes pois tem-se (P = P') compreendido entre
lados iguais.

Logo (/27' =0, onde § =Q".

Portanto, tem-se que W // OR sendo assim 0 A PQ"'R" € o A PQR sdo semelhantes.

Como A (PQ"R") ¢ A (P'Q'R") sdo congruentes, tem-se como resultado que A (PQR) e A
(P'Q'R") sdo semelhantes.

IIT) Por fim suponha-se que 0 A (PQR) ¢ 0 A (P'Q'R’) satisfagam
P=P,PQ=m-PQcP'R =m-PR.
Novamente toma-se sobre as retas PQ ¢ PR, respectivamente, os pontos Q" ¢ R” com PQ” =
P'Q’¢ PR" = PR
0O A (PQ"R"eo A (P'Q'R") sdo congruentes, como no caso II).

A homotetia de centro em P e razio m transforma PQ em PQ”" ¢ PR em PR" porque PQ"" =

m-PQePR" =m-PR.
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Logo essa homotetia é uma semelhancaentre 0 A (PQR) eo A (P'Q'R"). Como A (PQ"R") e
A (P'Q'R') sdo congruentes, segue-se que A (PQR) e A (P'Q'R') sdo semelhantes.

Corolario: Dois angulos semelhantes séo iguais.

Claramente, basta considerar o caso em que os &ngulos ndo séo rasos.

Sejaf\ P * P', dois angulos que ndo sdo rasos, uma semelhanca entre o P e o P' Figura 32).

Figura 32 - Semelhanca

Fonte: Do préprio autor.

Primeiramente, nota-se que deve ser f(P) = P' pois se f(P) = A fosse outro ponto do P’
diferente do vértice P', entdo A pertenceria ao interior de um segmento de reta B'C' contido num dos
lados do P'. Se considerar-se a semelhanca inversa f ~1\P' ~ P, concluir-se-ia que o vértice P =
f~ 1(A) pertenceria ao interior do BC, contido num dos lados de A, com f(B) = B', f(C) = C'. Tem-
se isso com absurdo, logo A = P".

Logo apds, considerem-se dois pontos Q e R em lados distintos do P. Sejam Q' e R’,

respectivamente, os homologos de Q e R.

Pela definicdo de semelhanca, tem-se =m

Pelo item 1) do teorema, segue-se que 0 A (PQR) eo A (P'Q'R') sdo semelhantes. Tem-se que
aprimeira parte do teorema assegura que os angulos homélogos desses triangulos sdo congruentes. Caso
particular paraP = P'.

Para concluir, é importante destacar que o teorema acima apresentado tem uma grande
importancia no estudo da Geometria no nosso dia a dia, em especial da trigonometria que é 0 nosso
estudo em foco, pois ao estudar-se a semelhanca de tridngulos pode-se chegar a conclusdo de que, se
quiser construir uma ponte e precisar saber o seu comprimento pode-se fazer os calculos utilizando a

semelhanca de tridngulos. Enfim, a semelhanc¢a de tridngulos vem acompanhando a evolucdo dos
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tempos. Por volta de 2500 a.C. quanto Tales chegou ao Egito, os sacerdotes pediram-lhe que averiguasse

a altura da piramide de Quéops.

2.1.4 As funcgGes trigonométricas no angulo agudo

Para definir-se as funcdes trigonométricas no angulo agudo, inicialmente construiu-se um

angulo 9, de vértice em O e lados OA e OB (Figura 33).

Figura 33 - Angulo 9

Fonte: Do préprio autor.

Escolheu-se uma das semirretas do angulo, no caso OAl e tomou-se os pontos AL A2 e A3,
arbitrariamente sobre a referida semirreta. Posteriormente, tragou-se perpendiculares ao lado OB
passando pelos pontos Ait A2 e A3, encontrou-se os pontos Bt, B2 e B3, respectivamente.

Considere-se  um angulo AOB = 9, 0°<9<090° obtém-se os triangulos

AOAIBi ~ AOA2B2~ AOA3B3, que sdo semelhantes entre si (Figura 34).

Figura 34 - Funcdes trigonométricas no angulo agudo

Fonte: Do préprio autor.

Portanto estabelecemos as proporgdes:
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AB~ A2B2 A3B3 cateto oposto
OAy 0A2 O0A3 hipotenusa

Esta relagdo depende apenas do angulo d. Definir-se-do entdo as fungdes, para 0° < 9 < 90°,
sen 9 = Q[ Que se chama seno de 9.

Tem-se também as relagdes:

CiIB1 0282 03B3 cateto adjacente
(Mi oa2 W hipotenusa
AiBi a2p2 g3n3 cateto oposto
OA1  OA2 OA3 cateto adjacente

Também dependem apenas do angulo 9. Definir-se-do entdo as funcgdes, para 0° < 9 < 90°

B
cos9 ===,1g9 San

que se chamam c%sseno de 9 e tangente de 9, respectivamente.
Duas relacdes aparecem naturalmente:

(1) sen29 + cos29 = 1e

send
C0so*

(2) tg9 =

Figura 35 - Tridngulo Retdngulo

Fonte: Do proprio autor.
Demonstracéo:

Considere-se um angulo 9 de vértice O e um A (OAB), retangulo em B (Figura 35). Tem-se

EC = a, AC = b e AB = c e lembrando o Teorema de Pitdgoras, a2 = b2 + c2, vem

12 /h\ 2 nN2n2
sen2i)+cos2e = (i) +0) =i-jL = =1e
send
cosd l=§=***

Os nameros sen9, cos9 e tg9, sdo chamadas razdes trigonométricas do angulo agudo 9. Vé-se
ainda que se uma dessas fungdes de 9 for conhecida, pode-se calcular as outras duas. Se se conhecer um
angulo 9 e hipotenusa de comprimento a, entdo os catetos desse triangulo medem ¢ *sen9 (o cateto

oposto a 9) e ¢ #c0s9 (o cateto adjacente a 9) (Figura 36).



Figura 36 - Func@es trigonométricas

De fato, 0 (ABO), A+B + 0 = 180ueA =90uassimB + C=90ue5 = 90u- C,
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tem-se que senC = *ecosB =7, assim senC = cosB = co0s(90° —C) e tem-se também que cosC =

a

esenB = 3 assim cosC = senB = sen(900—C).

Assim, por exemplo se C = Q= 300, tem-se que sen300 = cos 60°.

Vé-se a seguir proposicdes sobre relagdes no tridngulo retdngulo.

Proposicdo 1. Se dois angulos O e Alsdo complementares, entdo senC = cosB e tgC = —-
Usando as relagdes no tridngulo retangulo obtém-se que:
senB = 2= cosC e

L1 1
t9e = = =g

Considere-se o triangulo retdngulo enfim (Figura 37).
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Figura 37 - Angulos complementares no tridngulo retangulo

Fonte: Do préprio autor.

Observa-se que se se conhecem as fungdes trigonométricas de angulos do intervalo (0°, 45°):
» Pode-se determinar as func¢Bes dos angulos complementares, que estdo no intervalo
(45°,90°) e vice-versa;
» Sendo 0 um angulo do intervalo (0°, 45°), poder-se-a calcular as fun¢des dos angulos 29 e
9/2.
Por exemplo, se tiver o &ngulo de 32°, pode-se obter as dos dngulos 58°, 16°, 64°, 26° visto
que se se conhecer as relagdes trigonométricas do angulo 32°, 58° = 90° - 32°, 16° = 32°/2, 64° =2 «

32° e 26° = 90° - 64°.

Proposicéo 2.

a) Se 0 £ (0° 45°) entdo sen20 = 2 «sen0 <cos0;

1-co
2

b) Se 0 £ (0°, 90°) entdo sen (g) =

Para fazer as demonstracdes utilizar-se-80 os dados da Figura 38.

a) Os A (OB”) e A (OBC) séo retangulos em B, tais que Qk = 0(7 = 1 e ~OB = BOC = 0.
Assim nestas condic¢fes, temos MB = MC = sen0 e Oi? = co0s0. Tragando "B perpendicular a OC tem-
se ainda ™B = sen0.

Ora, o dobro da area do triangulo O”C ¢ igual a MC « OB e também igual a OC «"4B.

Portanto, 2 esen0 ¢cos0 = 1 ¢sen20, o que demonstra a primeira parte da proposicgéo.

b) Observe-se que OB+BC = 1, ou seja, 1 *c0s20 + BC ecos™ = 1.
Como j4C = 2 »sen0 e cos” = sen0 (0 e sdo complementares), tem-se

1—cos26
2

c0s20 + 2sen0 ¢sen0 = 1 ou ainda, sen0 =

Substituindo 20 por 0 e consequentemente 0 por 0/2, obtém-se a relagdo procurada.
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Figura 38 - Fungdes dos angulos 20 e 0/2

Fonte: Do préprio autor.

Veja-se a seguir as fungdes trigonométricas dos arcos de 30°, 45° e 60°, que os chamam-se de
arcos notaveis.

Num triangulo equilatero e tragando uma das alturas, obtém-se os angulos de 30° e 60° (Figura

39).

Figura 39 - Funcd@es trigonométricas no triangulo equilatero, para os arcos de 30° e 60°

Fonte: Do préprio autor.
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Traga-se um triangulo equilatero A (ABC) de lado 1, em seguida traga-se a altura AD (ou

mediana). Obtém-se entdo DC —- e pelo teorema de Pitdigoras AD ——. Como ACD = 60° e DAC=
30°, tem-se:
sen30° = 1/2 =
cos 300 = V3/2 te 30% = A
sen 600 = V3/2 cos 600 = 1/2 tg 600 - V3

Num quadrado e tragando uma de suas diagonais, obtém-se dois triangulos retangulos isosceles de

angulos 45° (Figura 40).

Figura 40 - Func@es trigonométricas no triangulo isosceles, para os arcos de 45°

Fonte: Do préprio autor.

O A (ABC) tem catetos iguais a 1 e angulos agudos de 45°. Como BC —V2, tem-se:

send50 = 1/V2 = V2/2 cos450- 1/V2 - V2/2 tg450=1

2.1.5 Lei do cosseno

Considere um A ABC qualquer com lados a,b e ¢ (Figura 41).
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Figura 41 - Triangulo qualquer

Fonte: Do préprio autor.

A lei do cosseno relaciona as medidas dos lados com o cosseno de cada um dos &ngulos de um
triangulo qualquer.

Trace-se entdo a altura BH, relativa ao lado AC.
Se A é agudo, entdo BH = he AH = x, no A (BHC).
Assim, no A (BHC), sendo A agudo tem-se:

a2=h2+ (b —x)2

a2=c2—x2+b2—2bx +x2
a2="b2+c2—2bx

Sendo X = c *COSA obtém-se a2 = b2+ c2 —2bc *cosA é chamada a lei do cosseno.

Analogamente, considerando as alturas relativas aos lados AB e BC, respectivamente, obtém-

se:
b2 =a2+ c2—2ac *cosB ec2=a2+ b2—2ab +cosC.
Se A é obtuso, entdo BH = he AH = x, no A (BHC).
Da mesma forma, se A é obtuso, obtém-se do A (BHC),
a2=h2+ (b +x)2
a2=c2—x2+b2—2bx +x2
a2 ="Db2+c2—2bx

Sendo X = ¢ *COSBAH = ¢ «(—c0sA) obtém-se a2 = b2+ ¢2 —2bc *cosA é chamada a lei

do cosseno.
Analogamente, considerando as alturas relativas aos lados AB e BC, respectivamente, tem-se:

b2 =a2+ c2—2ac *cosB ec2=a2+ b2—2ab «cosC.

Se A é reto, o resultado acima ser& o teorema de Pitagoras.
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2.1.6 Lei dos senos

Pela lei dos senos os comprimentos dos lados sdo proporcionais aos senos dos angulos opostos.

Para demonstrar-se a lei dos senos consideremos o triangulo qualquer representado na Figura 41.

Observa-se que a S(ABC) ¢ dadapor S = %bc - send onde b ¢ ¢ sdo os comprimentos dos lados
que formam o A. Traga-se a altura BH do A (ABC) relativa ao lado AC.

Se A ¢ agudo, aS(ABC) é S = %bh = %bc - senA.

De forma analoga, se A ¢ obtuso, a S(ABC) ¢ S = %bh = %bc . sen(n — /T) = %bc - senA.

Se A éretoa S(ABC) ¢S = %bc = %bc 1= %bc - senA.

Analogamente, considerando as alturas relativas aos lados AB e BC, temos S = %ac -senB ¢
S = %ab -senC.

Para demonstrar-se a lei dos senos:

Toma-se a formula S=1pc-send
2

Multiplica-se por a ambos os lados as = 3 abc - senA

a _abc
send 2§

Analogamente, multiplica-se por b a

a
Isolamos —
senAi

1 1 ~
ambos os lados bhS = Eabc - senB

Isola-se # b _ = a_bc
senB 28

Analogamente, multiplica-se por ¢ cS = 3 abc - senB

ambos os lados

C
Isola-se — ¢ abc
senC —_— =
senC 2§
. a abc b abc c abc
Assim, —=— —=—¢ == —
senA 25 senB 28 sencC 28
‘A ~ a b c . .
Portanto, em qualquer triangulo ABC vale a relagio — = —— = —— , conhecida como a lei
senA senB senC

dos senos.
E importante notar que esta relagdo nos informa que o tridngulo ABC é semelhante ao triAngulo
cujos lados medem senA, senB e senC. Diversas relagdes entre angulos de um tridngulo podem ser

obtidas dai.
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2.2 RESOLUCAO DE PROBLEMAS NO ENSINO DA MATEMATICA

Inicialmente, é necessario ter bem clara a fungio do professor diante de seus estudantes, quando
este estiver resolvendo um problema matematico. Ele deve ser um orientador, mostrando caminhos a
seguir, tendo o cuidado de ndo se exceder, pois se isto ocorrer eles ndo terdo a compreensdo completa
sobre o problema. E importante compreender que a maior parte da resolugio do problema deve ficar a
cargo do estudante. O professor deve deixar que o estudante, através de diversas praticas ¢ resolugdes,
adquira o maximo de experiéncia, uma vez que este, tendo se apropriado do conhecimento ¢ construido
sua linha de raciocinio, pode confiar que em situagSes futuras estara preparado para solucionar inumeros
problemas.

O professor deve ser claro na exposi¢cdo de um problema. Ser discreto, colocar-se no lugar do
estudante, compreendé-lo.

E importante colocar para o estudante que a leitura do problema, com a maxima atengdo, é
fundamental, pois ele esta recheado de informagdes que lhe permitirdo chegar a um resultado.

Finalmente, deve ficar claro que o papel do professor é de auxiliar seu estudante na resolugéo

do problema, enquanto que a do estudante ¢ desenvolver a capacidade de resolver problemas sozinho.

A resolucgio de problemas ¢ uma habilitagdo pratica como, digamos, o ¢ a natagio.
Adquirimos qualquer habilitagdo por imitagdo pratica. Ao tentarmos nadar, imitamos
0 que os outros fazem com as maos ¢ 0s pés para manterem suas cabegas fora d’agua
¢, afinal, aprendemos a nadar pela pratica da natagfio. Ao tentarmos resolver problema,
temos de observar ¢ imitar o que fazem outras pessoas quando resolvem os seus e, por
fim, aprendemos a resolver problemas, resolvendo-os. (POLY A, 2006, p. 4)

No livro A arte de resolver problemas Polya (2006) apresenta quatro fases de trabalho como
proposta para resolucdo de problemas.

Em primeiro lugar, € preciso que haja compreensio do problema proposto; em segundo lugar,
estabelecer estratégias, um plano de agfo para sua resolugdo; em terceiro lugar, colocar o plano em
pratica, executando-o; em quarto ¢ ultimo lugar, confirmar o resultado encontrado, verificando se ¢
possivel encontra-lo de outra maneira ¢ ainda se seria possivel aplicar o conhecimento obtido em outro
problema.

A seguir sdo apresentadas sucintamente estas fases.

Compreensdo do problema:

De nada adianta um 6timo problema se o estudante ndo tem capacidade de compreender o que
se apresenta. Saber ler um problema, compreender o que esta escrito nas entrelinhas, somente assim tera
uma boa comunicagdo com o problema ¢, consequentemente, interesse em resolvé-lo.

Nesse ponto, o estudante deve ser capaz de identificar os dados do problema ¢ descrevé-lo no
papel, seja através de informacdes destacadas, retiradas e anotadas ou por intermédio de uma figura que

possa expressa-lo. O importante ¢ saber identificar os dados mais relevantes.
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De acordo com POLYA (2006, p. 5)

O estudante deve considerar as partes principais do problema, atenta ¢ repetidamente,
sob varios pontos de vista. Se houver uma figura relacionada ao problema, devera
tragar uma figura ¢ nela indicar a incégnita ¢ os dados. Se for necessario designar estes
elementos, deverd adotar uma notagdo adequada, pois dedicando alguma atengfo a
escolha dos signos apropriados, serd obrigado a considerar os elementos para os quais
esses signos tem de ser escolhidos.

Finalmente, ¢ o papel do professor perceber s o estudante possui 0s pré-requisitos necessarios
para a resolugdo do problema. Também ¢ importante que, apos exposicdo do mesmo o professor seja
capaz de ilustra-lo com situagées do cotidiano do estudante, para torna-lo mais familiar, real ¢

significativo.

Estabelecimento de um plano:

Feitas as devidas anotagGes a respeito do problema, faz-se necessario estabelecer um plano de
acgdo pelo estudante. O professor deve acompanhar este plano, ¢, caso haja um desvio na resolucgio deste,
o educador deve fazer consideragbes, a ponto de auxiliar o estudante, reconduzindo-o ao caminho,
retomando o foco original. E importante que o professor propicie ao estudante perceber seu erro ¢/ou
dificuldade na resolugdo do problema, permitindo, assim, também seu crescimento.

Neste ponto, ¢ necessario identificar se existe conhecimento prévio por parte dos estudantes,
caso contrario ndo sera possivel seguir adiante em sua resolucio. As vezes colocamos os estudantes em
situagdo muito constrangedora, fazendo o questionamento aplique tal condigdo ¢ o educando ndo sabe
o que fazer com este questionamento.

De acordo com POLYA (2006, p.7)

Sabemos, naturalmente, que ¢ dificil ter uma boa ideia se pouco conhecemos do
assunto ¢ que ¢ impossivel té-la se dele nada soubermos. As boas ideias sdo bascadas
na experiéncia passada ¢ em conhecimentos previamente adquiridos. Para uma boa
ideia, ndo basta simples recordagdo, mas nio podemos ter nenhuma ideia boa sem
relembrar alguns fatos pertinentes. [...] Os materiais indispensaveis a resolugio de um
problema matematico sdo certos itens relevantes do conhecimento matematico ja
adquirido, tais como problemas anteriores resolvidos ¢ teoremas anteriormente
demonstrados.

Mesmo com o conhecimento matematico na resolugdo de problemas e teoremas, pode ocorrer o
risco de haver distanciamento do problema original, para isso, deve-se ter o cuidado de utilizar os dados
anotados no inicio. O professor deve estar preparado ¢ atento ao estudante, pois mesmo com indicagdes
tdo precisas talvez ele ainda possa ndo ter compreendido, e, sendo assim, ndo estar preparado para usar
todos os conhecimentos indicados pelo mestre. O professor entdo, deve ajudar com mais informagoes,
sendo mais incisivo em seus apontamentos, permitindo que o estudante realmente compreenda o

problema.
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Execugdo do Plano:

Pronto, parece que tudo esta resolvido, parece, pois se o plano de agdo ndo foi feito pelo proprio
estudante fica muito dificil a sua compreensio. As vezes, quando o estudante fracassa, o fracasso nio é
50 do estudante, mas também do professor. O que realmente o professor deve fazer ¢ observar para que
o estudante execute o plano por si s6. Pode sim, verificar se todas as etapas foram cumpridas, assim
colaborando para que um possivel erro seja evitado.

De acordo com POLYA (2006, p. 11)

O principal é que o estudante fique honestamente convicto da correcdo de cada passo.
Em certos casos, pode o professor realgar a diferenga entre “perceber” € “demonstrar”:
E possivel perceber claramente que o passo esta certo? Mas pode também demonstrar
que o passo esta certo?

Retrospecto:

Fica aqui uma colocagdo muito importante ao professor: o estudante chega ao fim da resolugéo
do problema ¢ o processo € dado como pronto, a tarefa foi executada, o problema foi resolvido, o
estudante obteve €xito € ndo ha mais nada para ser feito. Neste momento, o professor deve saber conduzir
o estudante a maiores reflexdes levando-o a perceber que a finalizagdo do problema pode leva-lo a outras
indagagGes ¢ analises. Pode chegar no seu estudante ¢ langar alguns questionamentos dizendo: Ja
terminou, ndo tem mais nada para fazer? E se tal situagdo ocorresse, como ficaria? Tera ele alguma
relagdo com o problema anterior? Enfim, achar motivos para que se possa ter certeza de que o estudante
entendeu o problema completamente. E importante que ndo fique s6 por aqui, ¢ necessario saber como
aperfeigoar a compreensdo da resolugdo. Saber tirar proveito da situagdo. Fazer indagagoes. E, assim,
certificar-se que o estudante estara bem motivado para resolver outros problemas que virdo.

De acordo com POLYA (2006, p. 11)

Um dos primeiros deveres do professor ¢ ndo dar aos seus estudantes a impressdo de
que os problemas matematicos tém pouca relagdo uns com os outros, de que nenhuma
relagdo tem com qualquer outra coisa. Surge uma oportunidade natural de investigar
as relagdes de um problema quando fazemos o retrospecto de sua resolugdo. Os
estudantes achardo realmente interessante o retrospecto se eles houverem feito um
esforco honesto ¢ ficarem conscientes de terem resolvido bem o problema. Neste caso,
ficardo ansiosos para ver o que mais poderdo conseguir com aquele esforgo ¢ como
poderdo, da proéxima vez, fazer tdo bem quanto desta. O professor deve encorajar 0s
estudantes a imaginar casos em que cles poderdo outra vez utilizar o procedimento
usado ou o resultado obtido. E possivel utilizar o resultado, ou o método, em algum
outro problema?
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2.2.1 Uma didatica para o ensino de trigonometria

Na resolugdo de um problema, em trigonometria ¢ comum deparar-se com dificuldade, de
transmitir esse conteudo aparentemente tdo tedrico para os estudantes, de uma maneira que percebam
que na realidade ele € essencialmente pratico.

Geralmente tenta-se passar ao estudante aquele conteudo magante, onde o estudante recebe uma
grande quantidade de informagdes, mas que tem pouca valia para aprimorar seus conhecimentos se
apresentado apenas teoricamente ficando muito dificil sua assimilacdo. Sem falar do uso da linguagem
técnica, que € um grande dificultador por si s6.

A partir daqui, descreve-se uma série de procedimentos ¢ atividades que propomos no trabalho
como forma de apresentar uma nova didatica para o ensino da trigonometria. A principal estratégia
empregada para a abordagem do contetido foi a resolucdo de problemas envolvendo a medigdo de
distancias de dificil acesso para serem medidas.

O primeiro passo foi buscar significado aos termos pertinentes ao assunto trigonometria. Numa
conversagdo orientada buscamos conhecer e compreender diversas palavras € conceitos, tais como: seno,
cosseno, tangente, congruéncia € o proprio conceito da trigonometria, propiciando, assim, uma ruptura
na barreira que sempre se levanta ao abordar-se o tema proposto.

Portanto, definir para os estudantes: tri que quer dizer trés, gonia é o angulo, metron medida,
acreditamos ser fundamental para facilitar o aprendizado.

Enunciar o teorema de Pitagoras sem formalidades, permitindo que o estudante aos poucos
consiga assimilar o teorema.

As razdes trigonométricas devem ser apresentas aos poucos como s¢ fosse algo do dia a dia do
estudante. Expressar suas razoes sem falar em seno, cosseno ¢ tangente. Procurar na sala de aula uma
maneira clara de demonstrar tais conceitos.

Para tanto, ¢ necessario criar situagdes concretas para que o estudante possa compreender

melhor os conceitos de trigonometria.

2.2.1.1 A escada apoiada

Uma ideia inicial ¢ a de levar para a sala uma escada, de preferéncia uma escada retratil, que
sera encostada em uma porta ou mesmo em uma parede (Figura 42), com o propdsito de verificar as
diferentes medidas referentes a seus comprimentos ¢ angulos. Assim, uma escada apoiada na parede
forma com esta um tridngulo retangulo e, dessa forma, os estudantes possam perceber as relagdes
existentes. Nesta atividade, podemos relembrar conceitos importantes sobre tridngulos. Alguns
questionamentos podem ser feitos aos estudantes. Por que ¢ um tridngulo? E um tridngulo retingulo?

Quem ¢ a hipotenusa? Qual a relagdo entre seus catetos € o angulo obtido?
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O estudante deve medir seus lados, altura da porta e a distancia do pé da escada a porta, leve-
0s a tentar chegar a alguma conclusdo. Se ndo conseguirem apresentar nenhuma conclusdo, questione o
grupo com alguns apontamentos.

Seguindo na proposta, deve-se alterar o comprimento da escada para que se possa perceber as
alteracfes que irdo ocorrer. Novas medi¢cbes devem ser feitas para que o estudante enxergue certas
proporgOes, em especial as razdes trigonométricas, mas sem apresentar seus nomes. Novas perguntas
devem ser feitas: se aumentarmos o comprimento da escada e mantivermos o mesmo angulo o que
acontece?

O processo deve ser repetido uma terceira vez, aumentado o comprimento da escada, mantendo
o0 mesmo angulo, tentando fazer com que os estudantes cheguem a um padrdo. Apds, mas somente ap0s
estas tentativas, deve-se apresentar uma tabela com os dngulos, onde seus valores estardo expressos na

forma decimal.

Figura 42 - A escada apoiada

Fonte: (KARLSON, 1961, p. 245)

Polya (2006) comenta que o professor deve auxiliar seus estudantes. Parece facil, mas néo ¢,
pois, o professor, muitas vezes, acaba fazendo pelo estudante o que este deveria fazer. Também néo se
pode ser extremista, deixar o estudante resolver sozinho. Isso podera resultar em insucesso. Ao professor
cabe colocar-se no lugar do estudante, tentando entendé-lo melhor e colaborando com informagées
pontuais, mas direcionadas, que o conduzam a solucdo do problema.

Passando por esta primeira etapa, deve-se levar o estudante a conjecturar certos conhecimentos,

pois somente assim o estudante conseguird enxergar o que parece para ele inacessivel.

2.2.1.2 O problema do avido Kabumm
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Um avido levanta voo sob um angulo constante de 30°, apds ter percorrido 1km (Figura 43), a
que altura o avido se encontra quando passar sobre a torre de uma igreja?

Como colocar no papel esse problema? Qual seria a melhor maneira? Indagar aos estudantes,
temos uma palavrinha magica no problema, encontre-a. Apds algumas tentativas frustradas como,
angulo sob, sobre a igreja, mas finalmente sai a palavra procurada “altura”. Que tipo de figura poder-
se-ia desenhar para representar o problema apresentadp. Relacionar o problema com algo que ja foi dito
em sala de aula, lembrar da escada.

Ideia. Desenhar um tridngulo. Pedir aos estudantes que destaquem do problema os valores e

informacdes ali presentes e as coloquem no esquema. Agora sim, ver o0 que acontece:

Figura 43 - Problema do avido Kabumm

Fonte: Do préprio autor.

Fazer com que o estudante simule qual situacdo apresentada acima esta correta. Tentar trazer
para o seu dia a dia, assim, com certeza, o aprendizado fica mais facilitado.

Ver que, aos poucos, vai surgindo o conceito das relagBes entre a altura e a trajetdria,
caracterizando a aclividade, isto é, o angulo de inclinagdo da trajetéria do avido. Dessa forma, tudo
comeca a fazer sentido.

Sé apo6s estes comentarios comecar a apresentar as razdes trigonomeétricas.

Tem-se ai 0 conceito de seno, que corresponde a razdo entre a altura e a trajetoria percorrida
pelo avido.

Polya (2006) comenta que, ao ajudar o estudante, deve-se discretamente leva-lo a fazer as
mesmas perguntas e a indicar 0s mesmos passos feitos pelos professores. Para melhor assimilacdo pelo
estudante quanto ao problema, tem-se que reforcar: Que dados tem-se para resolver o problema? O que
se quer encontrar? Enfim, onde se quer chegar? A intencdo é fazer com que o estudante foque no que

deve procurar.

2.2.1.3 Problema da arvore quebrada

Este problema apresenta um grau de dificuldade um pouco maior:
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Durante umatempestade, ocorreu um grande vendaval em nossa cidade e um dos pinheiros mais
altos, simbolo de nossa cidade, veio a quebrar. Curiosamente seu tronco permaneceu na vertical, apenas
seus galhos quebraram, sendo que a ponta dos mesmos formou um &ngulo de 60° com o solo. A distancia
entre a ponta dos galhos, que se encontra encostada no chdo, e a base do tronco do pinheiro media 16m.

Pergunta-se: qual era a altura do pinheiro antes de ser quebrado pelo vendaval (Figura 44)?

Figura 44 - Problema da arvore quebrada

Fonte: (Disponivel
em:<https://www.google.com.br/search?q=figura+%C3%Alrvore+quebrada&rlz=1C1CHZL_pt-
BRBR790BR790&source=Inms&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwjtteW-
m6LeAhUDFpAKHXEBBT0Q_AUIDigB&biw=1229&bih=585#imgrc=nNuucdAHIiFZr-M:>. Acesso em: 24
out. 2018.

Um problema muito rico em questionamentos. Em primeiro lugar, tem-se que fazer o estudante
entender o que aconteceu. Como assim, a arvore quebrou? Como ficou? Os galhos ficaram caidos no
chdo? Onde estd o angulo? Crie, crie mais indagag¢es, fazer com que os estudantes visualizem o pinheiro
quebrado.

Quanto mais questionamentos forem feitos, mais conhecimento os estudantes terdo sobre o
problema e provavelmente mais curiosos os estudantes ficardo em resolvé-lo.

Sé entdo, apds varios questionamentos, apresenta-se a ideia de tangente, na qual tem-se a razdo
entre a altura do tronco e a distancia entre a base do tronco e a ponta dos galhos.

Para achar a medida dos galhos, relembre com os estudantes que: “Essa relacdo vocés ja
conhecem, lembram? E ai os estudantes comegam a questionar-se, que essa razdo € o seno.

Muito bem! Elogiar. Isso faz parte de nosso trabalho. Um pouco de auto estima também ajuda,
vocé vera que vale a pena.

Questionar seus estudantes, apresentar outra situa¢do, mas agora diga para os estudantes que

vocé quer a razdo entre as medidas que formam os lados desse tridngulo retdngulo.


https://www.google.com.br/search?q=figura+%C3%A1rvore+quebrada&rlz=1C1CHZL_pt-
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Pecga para os estudantes fazerem um desenho de um tridngulo retdngulo e imaginarem um
problema envolvendo uma medida dada que corresponde a um dos lados e encontrar a outra medida que
corresponde ao outro lado, e escolha um &ngulo entre essas duas medidas. Deixe o estudante escolher,

deixe o estudante criar.

2.2.1.4 Problema do farol e o barco

Um observador encontra-se no ponto mais alto de um farol de 50m de altura, que por sua vez,
localiza-se sobre uma guarita de 120m de altura. O observador avista em alto mar uma embarcacéo sob
um angulo de declividade de 30°. Pergunta-se: qual a distancia que a embarcacdo se encontra até a base

inferior da guarita (Figura 45)?

Figura 45 - Problema do farol e o barco

Fonte:(Disponivel em:<https://www.123rf.com/photo_80877672_stock-vector-cool-flat-design-fishing-boat-
seaway-transportation-lighthouse-on-rock-stones-island-cartoon-vector-.html>. Adaptado. Acesso em: 19 nov.
2018.

Um problema cheio de informagfes. Deve-se aproveitar para fazer uma série de indagacdes,
como por exemplo: qual é a altura que se encontra o observador da base da guarita até o topo do farol?
O que quer dizer a expressdo “um angulo de declividade”? Como medir o &ngulo corretamente na
posicdo que o observador avista o barco? Criar em sala de aula uma situagdo parecida. S6 apds a
simulacdo de uma situacdo parecida em sala de aula pelos estudantes, se eles ndo conseguirem, poder-
se-ia apresentar essa ideia: Aproxime-se dajanela da sala de aula (guarita) suba em uma cadeira (farol)
e simule que a embarcacdo € o carro que se encontra 14 embaixo. Os estudantes vado adorar, pois na

brincadeira dessa simulacéo, eles entenderam melhor o problema.


https://www.123rf.com/photo_80877672_stock-vector-cool-flat-design-fishing-boat-seaway-transportation-lighthouse-on-rock-stones-island-cartoon-vector-.html
https://www.123rf.com/photo_80877672_stock-vector-cool-flat-design-fishing-boat-seaway-transportation-lighthouse-on-rock-stones-island-cartoon-vector-.html

58

Enfim, mios a obra, dar inicio aos calculos. Montar o triangulo retangulo ¢ substitua cada lado
do tridngulo ¢ angulos por suas respectivas informagdes.

Apos os exemplos apresentados, mediante muita discussdo, analise e resolugdo € que se torna
mais compreensivel ¢ porque ndo dizer palpavel o entendimento, permitindo chegar mais facilmente aos
arcos notaveis propriamente ditos.

Apresentar para os estudantes o conceito de arcos notaveis, pois seria muito teorico dar antes a
tabela, parecendo ficar solta, sem conexdo. E importante ficar claro que primeiro apresentam-se 0s
problemas. O valor dos arcos prontos somente depois de ter feita a série de exemplos € que se apresentara
aos estudantes a tabela com os arcos notaveis ¢ como conseguir concluir seus resultados.

A apresentagdo dos arcos notaveis também pode ser feita na forma de um exercicio com um
quadrado ¢ um tridngulo equilatero. Assim, aproveita-se para recordar conceitos sobre estas figuras.

Apresentar para seus estudantes um quadrado e pedir que identifiquem seus angulos internos.
Em seguida, tracar uma diagonal ¢ perguntar: Que angulos temos agora? Relacionar com as razoes
estudadas. Proceder da mesma forma com um triangulo equilatero ¢ identificar seus angulos internos.
Apos, tragar a altura desse triangulo, questionar novamente seus estudantes, que medidas teremos como
lados ¢ os angulos quanto medem. Fazer agora as mesmas consideragdes com as razoes trigonométricas.

Tirar suas conclusoes.

Finalmente um tridngulo retdngulo com um angulo de 45°, é exatamente a metade de um
quadrado. O tridngulo, portanto, é iséscele, e tg 45° = 1. Proceda da mesma forma com o tridngulo
equilatero. Montar uma tabela, enfim, fazer consideragdes.

Uma sugestdo interessante apos a apresentagdo dos arcos notaveis poderia ser a apresentagdo de
um video ilustrando o assunto tratado para fixar o tema proposto.

Polya (2006) julga de vital importancia qualquer sugestdo ou indagacdo feita, seja ela de
aplicagdo geral ou restrita a um caso em particular, na qual podemos utilizar essas indagagdes como
pontes para atingir o sucesso ao tratar de problemas de qualquer tipo. Seja um problema algébrico ou
geométrico, matematico ou ndo, enfim, qualquer que seja o problema, as indagagdes podem auxiliar na
resolugdo deste. As sugestdes ¢ indagagGes genéricas sdo de grande importancia, pois podem ajudar
quando se pensa em um problema semelhante. Ele cita a seguinte frase:

O seu problema ¢ de geometria? Desegja entdo tragar um tridngulo. Pensar em processos

conhecidos para fazé-lo.

O estudante podera assimilar tdo bem algumas das questdes de nossa lista que
finalmente serd capaz de apresenta-la a si proprio no momento apropriado ¢ de
realizar, natural ¢ vigorosamente, a operagdo mental correspondente. Quando tal
acontece, o estudante extrai o maior proveito possivel da lista. O que poderd o
professor fazer para obter este melhor resultado possivel? (POLY A, 2006, p. 4)
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Aindatem-se que aresolugdo de problemas é uma habilitagdo pratica. Qualquer habilidade pode
ser adquirida seja ela por imitacdo ou pela pratica. Na tentativa de resolver problemas, tem-se de imitar,
resolvendo os problemas como outras pessoas fazem quando resolvem os seus e, por fim, aprendemos
a resolver problemas.

De acordo com Polya (2006, p. 4)

...quando o professor resolve um problema em aula, deve dramatizar um pouco as suas
ideias e fazer a si préprio as mesmas indagacOes que utiliza para ajudar os estudantes.
Gragas a esta orientacdo, o estudante acabard por descobrir o uso correto das
indagacdes e sugestdes e, ao fazé-lo, adquirira algo mais importante do que o simples
conhecimento de um fato matemaético qualquer.

Dando continuidade aos exemplos passaremos a ver agora problemas que envolvem triangulos

que ndo sejam retangulos.

2.2.1.5 Problema do agude

Para determinarmos o comprimento de um agude € necessario posicionar-se num local onde seja
possivel visualizar os dois extremos do acude. No ponto O, que se encontra, deve-se medir o angulo
entre os dois extremos, o lado norte (ponto A) e o lado sul (ponto B), obtendo 120°. Com o auxilio de
uma trena medir a distancia de onde se encontra (ponto O) e um dos extremos do acude, no lado norte
(ponto A), obtendo 100m. No extremo sul (ponto B) do acude, o observador avista o ponto no extremo
norte e o ponto onde medimos o angulo entre os dois extremos (ponto O), sob um angulo de 45°.

Determinar o comprimento deste acude (Figura 46):

Figura 46 - Problema do acude

Fonte: (DANTE, 2013, p. 15)

Apo0s a exposicdo do problema acima, mudar as informagdes e apresentar o mesmo problema

de maneira a poder usar a lei do cosseno.
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Para determinar o comprimento de um agude € necessario posicionar-se num local onde seja
possivel visualizar os dois extremos do agude. No ponto O, que s¢ encontra, medir o angulo entre os
dois extremos, o lado norte (ponto A) ¢ o lado sul (ponto B), obtendo 120°. Com o auxilio de uma trena,
medir a distancia de onde nos encontramos (ponto O) ¢ o extremo do agude no lado norte (ponto A),
obtendo 100m. Da mesma forma, medir a distancia do ponto O até o lado sul (ponto B), obtendo 36,60m.
Determinar o comprimento deste agude (Figura 46):

Encerra-se o referencial tedrico deixando bem claro que ndo se esgotam aqui os exemplos que
podem ser apresentados, existem muitos outros exemplos de atividades que podem ser propostas para
um tema que, para muitos estudantes ¢ até mesmo para nos professores, pode apresentar dificuldades.
Este tema ¢ riquissimo em oportunidades novas para os estudantes, ndo deixe de aproveita-lo ¢

aprofunda-lo em sua compreenséo ¢ significado.



61

3. METODOLOGIA

Neste capitulo descrever-se-a como esta pesquisa foi desenvolvida.

As atividades foram desenvolvidas parte no horario de aula dos estudantes, sendo que neste caso
tinham-se 4 horas semanais distribuidas em dois dias de 2 horas cada; ¢ parte realizada em atividades
extraclasse em turno inverso ¢ adequando-a ao horario dos estudantes.

No Quadro 1, estdo apresentadas as atividades, uma breve descrigdo ¢ a carga horaria para o seu

desenvolvimento.

Quadro 1 — Quadro resumo das atividades ¢ sua descrigio

Atividade Descri¢fio Carga horaria
O teorema dos Babildnicos a Corda dos treze nos 04 SA
A escada Medindo comprimentos e alturas 04 SA+04 EC
O tridngulo de Samos Cavando um tanel 04 SA
O teodolito Construindo o teodolito e medindo alturas 04 SA +04 EC
Medindo distincias inacessiveis Calculando a altura da chaminé, silo ¢ a 04 SA+ 02 EC
—Parte 1 distancia entre o topo de ambos
Medindo distancias inacessiveis Atividade com 5 pontos turisticos da cidade 02 para cada
— Parte 2 onde os estudantes calcularam distancias ¢ grupo. EC

alturas

Legenda: Atividade em Sala de Aula — SA e Atividade Extraclasse - EC

O detalhamento das atividades sera feito no capitulo 4 juntamente com a analise dos dados.

3.1 DESCRICAO DA TURMA

A proposta da pesquisa foi aplicada numa turma composta de 25 estudantes, sendo 16 rapazes
¢ 9 mocas, com faixa ctaria entre 15 ¢ 16 anos. Uma turma homogénea no que diz respeito ao
relacionamento entre eles, fator que facilitou o trabalho em equipe, porém heterogénea quanto a
bagagem de conhecimentos. Em tomo de 30% formada por estudantes egressos de outras escolas,
inclusive de outras cidades. A turma em questdo cursa o Ensino Médio na Escola Estadual de Educagdo
Basica Borges de Medeiros, localizada na rua Bento Gongalves, 100, no centro da cidade de Cachoeira
do Sul, na qual sou professor titular.

Esta turma foi escolhida devido ao fato de terem ja sido estudantes no 9° ano do ensino
fundamental em 2016. Por conhecer a turma ¢ ter um bom relacionamento com os mesmos, decidiu-se

que com esta turma seria bem mais facil fazer o trabalho.
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3.2 O PROBLEMA MOTIVADOR

Antes de iniciar a proposta de trabalho com os estudantes sobre o estudo da trigonometria, fica
muito clara, pela experiéncia, a percepgdo das dificuldades que os estudantes t€m em compreender o
referido tema, em especial a familiarizagdo com os termos como angulo, semelhanga de triangulos,
razdes trigonométricas entre outros.

Acredita-se também que a falta de interesse dos estudantes num tema como este dificulta muito
a aprendizagem, ¢, principalmente, a forma como ¢ feita a abordagem do tema pelo professor, pode
acarretar a desmotivagdo total pelo aprendizado. Acredita-se também que, se ndo for colocada de
maneira a buscar a origem do que se¢ esta estudando, questionando ¢ incentivando os estudantes a
chegarem a suas proprias conclusdes, apresentando o conteudo de uma forma mecanica, certamente a
dificuldade deste estudo sera maior, o que deve exigir muito dos estudantes ¢ também dos professores.

Situagées que desmotivam nossos estudantes estdo baseadas na simples memorizagdo de
formulas e defini¢des. E muito importante a participacio de nossos estudantes na construgo de tais
definigdes e formulas.

Segundo Polya (2006, p.4)

E uma tolice responder a uma pergunta que ndo tenha sido compreendida. E triste
trabalhar para um fim que ndo se deseja. Estas coisas tolas ¢ tristes fazem-se muitas
vezes, mas cabe ao professor evitar que elas ocorram nas suas aulas. O estudante
precisa compreender o problema, mas nfio s isto: deve também desejar resolvé-lo. Se
lhe faltar compreensio ¢ interesse, isto nem sempre serd culpa sua. O problema deve
ser bem escolhido, nem muito dificil, nem muito facil, ¢ um certo tempo deve ser
dedicado a sua apresentacio natural ¢ interessante.

E muito importante que o professor cric um ambiente todo especial, principalmente motivando
o estudante a buscar, pesquisar ¢ construir conhecimentos, proporcionando, desta forma, uma situagdo
diferenciada em sala de aula.

Para inicio de trabalho, ¢ importante citar o livro “A magia dos Numeros™ de Karlson, 1961,
que com a citagdo abaixo serviu de inspiragdo ¢ motivagdo. Acredito ser interessante tecer essa

consideragéo.

Baltazar nem bem havia digerido este problema, ¢ ja Pedro trazia outro, novo. A partir
do vale do Bramaputra deve ser determinado a altura do Monte Everest sem,
entretanto, subir ao girante! A figura 47 mostra logo a maneira mais pratica de
proceder: mede-se no vale uma base AB. De seus pontos extremos mira-se ao cume
com um teodolito ¢ medem-se os dois dngulos « ¢ § formandos com a base. Que ¢
um teodolito? A rigor nada mais ¢ do que um gonidmetro ao qual se adapta uma
luneta, com dispositivo de mira, o que garante uma medida extraordinariamente
precisa. (KARLSON, 1961, p. 260)
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Figura 47 - Monte Everest

Fonte: (KARLSON, 1961, p. 260)

A pergunta seguinte exige um raciocinio pouco mais aprofundado. Que distancia
medeia entre 0 Monte Everest e seu vizinho, o Gaurisancar (Figura 48)? Inicialmente
determina-se a distancia do ponto de observacdo A ao cume do Gaurisancar, G. Para
tanto, procede-se como ha pouco, no caso do Everest. Em seguida pode-se medir o
angulo formado pelas direcdes das visadas aos dois cumes. ... A lei dos cossenos
fornece a solugéo procurada. (KARLSON, 1961, p. 260-261)

Figura 48 - Monte Everest e Monte Gaurisancar

Fonte: (KARLSON, 1961, p. 260)

Fez-se uma primeira apresentagdo, em POWERPOINT, de alguns pontos turisticos da cidade.
Fizeram-se algumas consideragdes sobre o que significam para nés e apresentamos um ponto turistico
em especial, a chaminé do Engenho Brasil e o silo que se encontra ao lado (Figura 49). Perguntou-se
aos estudantes como seria possivel medir a altura desta tal chaminé e também a altura do silo que se
localizava préximo. Deixou-se um tempo para que os estudantes apresentassem algumas ideias.

Algumas ideias apareceram, mas com muitas indagag6es pelo professor. Por fim fez-se a pergunta que
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queria elucidar: Qual seria a distancia entre o topo da chaminé e o silo? Como seria possivel medi-la?
Qual o procedimento mais adequado? E claro, sem a utilizagdo de um aparelho chamado Teodolito.
Para melhor visualizacdo, apresenta-se a foto que melhor ilustra a atividade proposta aos

estudantes.

Figura 49 - Foto do Engenho Brasil e silo ao lado

Fonte: Do préprio autor.

Neste momento, um siléncio e uma certa agitacdo abate-se sobre a turma, mas, apés algum
tempo, um dos estudantes apresenta uma ideia que chamou a atencao.
Um dos estudantes vem com a ideia de um triangulo retdngulo (Figura 50). Houve2 surpresa

com suas colocacgdes e comecei a questiona-lo diante da turma. Veja a ideia do estudante.

Figura 50 - Foto do Engenho Brasil, ideia proposta pelo estudante

Fonte: Do préprio autor.

Outros questionamentos surgiram.

2Utilizei a lapessoa pois fazia parte da introducdo do tema proposto.
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Em sintese, foi essa a apresentagdo da proposta aos estudantes.

Todas as atividades que abaixo serdo relatadas foram apresentadas no decorrer do semestre, a
contar de 21/03/2018 até¢ o final de agosto, pois como tinha-se problemas de datas para reunir os
estudantes estendiam-se as atividades, quando necessario. la-se desenvolvendo os contetdos de
trigonometria ¢ aplicando as atividades a medida que o tempo passava. Fica claro aqui que os contetidos

da série eram desenvolvidos normalmente, ndo atrapalhando o aprendizado da série.

3.3 ATIVIDADES

A seguir, sera apresentada uma descrigdo das atividades realizadas pelos estudantes.

3.3.1 Atividade 1 — O teorema dos Babilonicos

Iniciou-se a atividade apresentado o video do YouTube, que se intitulava Corda de 13 nos ¢
Pitagoras’.

Descri¢do da atividade:

Parte 1: Construgdo e coleta de dados.

Construir uma corda com 13 ndés em um barbante, onde a distincia entre cada no se¢ja ssmpre a
mesma. Estipulou-se Scm entre cada no.

Apresentar um tridngulo retangulo usando a corda com 13 néds, que haviam confeccionado.

Apos sugeriu-se aos estudantes que apresentassem outros exemplos de triangulo.

Relatar, entdo, todas as etapas da atividade no seu caderno.

Parte 2: Fixagdo do tema proposto.

Resolver uma série de exercicios com o triangulo retangulo apresentado em folha quadriculada.

Parte 3. Aplicando em problemas.

Resolver uma série de exercicios com o triangulo retdngulo, encontrando o valor desconhecido,
aplicando teorema de Pitagoras.

A duragio desta atividade foi de 4h/a.

3.3.2 Atividade 2 — A escada

Parte 1: Coleta de dados.
Para a execugdo desta atividade necessita-se de uma escada, de preferéncia retratil.
Foram apresentados no quadro quatro tridngulos retangulos (Figura 51), indicando que a

diagonal desses triangulos seria a escada que estaria apoiada no chio ¢ encostada em uma parede.

* Disponivel em <https://www.youtube.com/watch?v=vFndQqKe77A>. Acesso em: 15 mai. 2018.


https://www.youtube.com/watch?v=vFn4QqKe77A
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Figura 51 - Atividade 2 - A escada

Fonte: Do préprio autor.

A turma foi dividida em grupos de 4 ou 5 estudantes.

Para cada tridngulo o estudante precisou seguir as seguintes etapas:

Triangulo 1: Com a escada num comprimento de sua escolha, encostar numa parede até que o
angulo do pé da escada formado com o solo seja de 45°. Medir o comprimento de seus lados. Anotar no
caderno.

Triangulo 2: Com a escada no comprimento do triangulo 1, encostar na parede, mas com angulo
diferente de 45°. Medir o comprimento de seus lados. Anotar no caderno.

Triangulo 3: Com a escada na posicdo do tridngulo 2, ampliar o comprimento da escada, mas
manté-la apoiada, na parede, no mesmo ponto do tridngulo 2. Ap6s determinar a medida da distancia do
pé da escada no momento inicial até o pé da escada no momento final. Fazer a leitura do angulo. Medir
o0 comprimento de seus lados. Anotar no caderno.

Triangulo 4: Escolher um comprimento qualquer para a escada, diferente dos comprimentos
anteriores, apoiar a escada na parede e medir o angulo formado pelo pé da escada e o solo. Medir o
comprimento de seus lados. Anotar no caderno.

Cada grupo anotou no seu caderno os desenhos com as medidas obtidas.

A duracédo desta atividade foi de 4h/a.

Parte 2: Verificando o aprendizado.

Foram apresentadas aos estudantes as razGes trigonométricas, os angulos notaveis.



67

Deu-se uma breve recordacao do estudo das razdes trigpnométricas: seno, cosseno e a tangente
em um tridngulo retdngulo.4 Fez-se também a demonstracdo de como obter os &ngulos notéveis através
de um quadrado e do tridngulo equilatero.5

Ao final, foram apresentados uma série de exemplos do cotidiano6 e logo a seguir exercicios
sobre o estudo das razdes trigonométricas nos angulos notaveis.

Apls sugeriu-se aos estudantes que assistissem ao video do Portal OBMEP: Raz®es
trigonométricas no Tridngulo Retangulo7.

A duracdo desta atividade foi de 4h/a.

3.3.3 Atividade 3 - O triangulo de Samos

Parte 1. Assistindo ao video.
Como motivacdo para esta tarefa, foi apresentado o video do YouTube, “O legado de Pitagoras

1”7 - Os tridngulos de Samos8, que conta a historia da construcdo de um aqueduto em Samos (Figura 52).

Figura 52 - Atividade 3 - Perfuragéo do tanel

Fonte: (TROTTA, 1979, p. 193)

Apds assistir ao video, foram feitos alguns comentarios a respeito do video e solicitou-se aos
estudantes que na préxima aula trouxessem uma folha de oficio, régua, transferidor e uma pequena caixa
de remédio.

A duracdo desta atividade foi de 2h/a.

41mportante, apresentar as razdes trigonométricas sem dar nomes no primeiro momento.

5Construir um quadrado e um triangulo equilatero numa folha de papel.

6Problema do avido Kabumm. Problema da arvore quebrada. Problema do farol.

7Disponivel em: <https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=18#>. Acesso em: 25 mai.
2018.

8Disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=j1aWX6UO4v0>. Acesso em: 23 mai. 2018.


https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=18%23
https://www.youtube.com/watch?v=j1aWX6UO4v0
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Parte 2: Descricdo da construcdo do tdnel.

Com o auxilio de um Datashow, desenvolveu-se a atividade da construgdo de um tanel.

Tomou-se uma folha de oficio, como se fosse a ilha, e nela foi colada uma caixa de remédio,
representando a montanha, proporcionalmente pequena em relacdo a folha.

Marcou-se um ponto A (lado sul, representando o castelo) e o ponto B (lado norte, representando

Agiades, onde se tinha agua). Partindo de A, marcou-se um ponto C, mais ao sul, de modo que visasse

uma direcdo que passasse fora do pé do morro. Em C, tragou-se uma reta perpendicular a TC, onde

sobre esta marcou-se o ponto D, a direita de C, que também passasse fora do pé do moro. Em D, tracou-
se uma reta perpendicular a CD, onde sobre esta marcou-se o ponto E, a direita de D, que também

passasse fora do pé do moro. Em E, tracou-se uma reta perpendicular a DE, onde sobre esta marcou-se
o0 ponto F, & direita de E, que também passasse fora do pé do moro. Em F tracou-se uma reta
perpendicular a EF onde marcou-se o ponto B, a direita de F, que se localizava no lado norte, no ponto
B, marcado quando iniciou a demarcacao.

Importante ressaltar que os pontos C,D,E e F, contornavam a montanha (caixa de remédio) num

mesmo sentido (Figura 53).

Figura 53 - Atividade 4 - Construcdo do Triangulo de Samaos.

Fonte: Do proprio autor.

Com estas informacGes:

Parte 1 Visualizou-se um tridngulo retangulo na figura 53, demonstrando como fazer e
determinando suas medidas.

Parte 2: Apo6s, demonstrou-se como fazer para comprovar a construcdo do tinel onde partindo

do norte, ponto B, e partindo do sul, ponto A, se tivesse um tunel onde os dois extremos se encontrassem.
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Abaixo, relato exemplo extraido, com ligeiras modificagdes, do livro “Perspectivas da

Matematica”, de Hans Freudenthal (Zahar).

No sexto século a.C., Eupalinos construiu um aqueduto em Samos para o tirano
Policrates. Ao fazé-lo, teve de escavar através do Monte Castro. O tinel ainda existe,
com mais de oitocentos metros de extensdo ¢ cerca de dois metros de altura por outros
dois de largura. Foi escavado pelos dois lados. O erro no encontro das duas escavagdes
foi de quase dez metros, horizontalmente, ¢ dois metros ¢ meio na vertical. De fato,
esse erro ¢ pequeno — menos de 1%. Nds podemos ler — muito mais tarde em Héron
como Eupalinos teria procedido. A montanha teria sido escavada de A para H.
Inicialmente uma linha quebrada ABCDEFGH, cujos segmentos sempre formam
angulos retos, ¢ tragada em torno da montanha. Uma vez medidos os segmentos,
calcula-se a distancia Al, = AB + CD — EF — GH. Da mesma forma, pode-se calcular
IH. Com um vértice em A, constrdi-se um tridngulo AJK, em que: a) AK ¢
continuagdo de AB; b) o angulo em K ¢ reto; ¢) KJ: KA seja a razdo conhecida TH: AL
Entdo AJ fornece a direcdo em que se deve cavar a partir de A, sendo que,
analogamente, obtém-se a diregdo em que se deve cavar a partir de H. (TROTTA,
1979, p. 196)

A duragio desta atividade foi de 2h/a.

3.3.4 Atividade 4 — O teodolito e o calculo de alturas

Parte 1: Construindo o teodolito artesanal.

Nesta atividade fez-se a construgdo de um teodolito caseiro. Solicitou-se aos estudantes que
trouxessem para a aula os seguintes materiais: um transferidor, 40cm de linha de costura, uma arruela ¢
uma caneta esferografica, de preferéncia bic transparente.

Porém, antes, fez-se necessario elucidar alguns pré-requisitos sobre angulos. Apresentou-se uma
atividade para relembrar o estudo de angulo € como medi-los” (Figura 54).

Logo apds, apresentou-se um video com a utilizagdo ¢ construgdo do teodolito para os
estudantes. O video, do site YouTube, era intitulado: Como usar um teodolito € como fazer um!'°

Passou-se, entdo, a construgdo de um teodolito artesanal, na qual os estudantes utilizaram para
calcular alturas dentro da sala de aula ¢ a altura do prédio da escola onde estudavam.

A duragio desta atividade foi de 2h/a.

Parte 2: Medindo alturas dentro da sala de aula.
Explicou-se o procedimento de medida do angulo com o auxilio do teodolito artesanal.

Dividiu-se a turma em duplas e/ou trios onde apresentou-se a seguinte atividade.

° Relembraram-se aqui os conceitos sobre angulos. Também 4ngulos complementares, ngulos suplementares,
angulos explementares ¢ dngulos replementares.
19 Disponivel em: < https://www.youtube.com/watch?v=TzKFy8OVVWY>. Acesso em: 22 mai. 2018,


https://www.youtube.com/watch?v=TzKFy8OWWY
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Avistar um ponto qualquer dentro da sala de aula, que pode ser o ponto de encontro entre a
parede da sala e o teto.

Estudante A: Um dos estudantes teve que se distanciar alguns metros da parede e avistar o
referido ponto segundo um angulo de 45° com o teodolito, que seu colega iria medir. Apos medir as
distancias da parede até onde mediu-se 45° , medir a altura de quem estivesse com o teodolito e a altura
da parede. Anotar no caderno.

Estudante B: Trocar de posicdo e refazer os calculos, mas com um angulo diferente 45°. Apos
medir as distancias da parede até onde mediu-se o novo angulo, medir a altura de quem estivesse com o
teodolito e a altura da parede. Anotar no caderno.

Durante a atividade, fez-se varios questionamentos, tais como:

Aproximando-se da parede o angulo aumenta ou diminui? Afastando-se da parede o &ngulo

aumente ou diminui?

A duracéo desta atividade foi de 2h/a.

Figura 54 - Atividade sobre &ngulos

Fonte: Do préprio autor.

Parte 3: Medindo a altura do prédio da escola com o auxilio do teodolito.

Dividiu-se aturma em grupos de no maximo cinco estudantes.

Apresentaram-se 0s questionamentos:

Determinou-se a altura do prédio da escola, utilizando o teodolito artesanal e os conhecimentos
adquiridos. A tarefa foi dividida em trés etapas.

Etapa 1: Visualizar o ponto mais alto da parede. Apds devera aproximar-se ou afastar-se da
parede da escolaafim de que o angulo de visdo avistado no teodolito seja 45°. Nesse ponto, um estudante
deveria medir a altura de quem estiver avistando o angulo. Medir também a distdncia da posigdo que se

encontrava (ponto A) e a base da parede (ponto B). Anotaram tudo.
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Etapa 2: Escolher um angulo de visdo qualquer, diferente de 45°. Faga agora 0 mesmo
procedimento feito da etapa 1 dessa atividade. Anote tudo.
Etapa 3: Dirigir-se a sala de aula para fazer a comprovacédo dos resultados.

A duracéo desta atividade foi de 4h/a.

3.3.5 Atividade 5- Medindo distancias inacessiveis - Parte 1

Para a execucdo desta atividade, fez-se necessario aprofundar mais nossos conhecimentos, pois
além das razOes trigonométricas no triangulo retdngulo, necessitou-se do estudo da lei dos senos e da lei
do cosseno num tridangulo qualquer.

Passou-se entdo ao estudo da lei dos Senos e da lei do Cosseno, a qual foi de grande valia para
que dar continuidade ao trabalho.

Parte 1: Teoria e exemplos.

A parte tedrica das Leis dos Senos e da Lei do Cosseno, foi apresentada como introducdo de um
problema calculando distancia entre dois pontos, mas que o tridangulo ndo seja retangulo.

Aqui pode-se apresentar o problema do agude para ilustra-lo.

Uma empresa de fornecimento de energia, ao instalar a rede elétrica em uma fazenda,
precisou colocar dois postes em lados opostos de um lago para permitir a passagem
da fiagdo. Com isso, surgiu um pequeno problema: para fazer o projeto de rede, seria
necessario saber a distancia entre os postes, e a presenca do lago impedia a medigédo
direta dessa distancia. (DANTE, 2017, p. 13-14)

Fez-se o0 esbog¢o no quadro da figura 55. Criou-se, assim, a situacdo para resolucdo do problema

através da lei dos senos.

Figura 55 - Lei dos Senos - Exemplo

Fonte: Do préprio autor.
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Para a apresentacdo da lei dos senos, fez-se toda a demonstra¢do aos estudantes, baseada no
video da OBMEP - Aula 4 - Trigonometria: Lei dos Senos, Aula 5 - Trigonometria: Lei dos Senos
(continuacgdo)1l e, posteriormente, passou-se aos estudantes o link do video para melhor assimilagao.
Numa préxima etapa, fez-se a exemplificacdo da teoria através do exemplo do livro “Matemaética
Contexto & Aplicacdes”.12

Foi apresentada uma série de exercicios aos estudantes sobre a lei dos senos.

Para a apresentacdo da lei do cosseno, fez-se toda a demonstracdo baseada no video da OBMEP
- Aula 6 - Trigonometria: Lei do Cosseno, Aula 7 - Trigonometria: Lei do Cosseno (continuacdo) e,
posteriormente, passou-se aos estudantes o link do video para sua melhor assimilagdo. Numa etapa
seguinte, fez-se a exemplificacdo através do exemplo feito para a lei dos senos, adaptando o exemplo
para a lei do cosseno.

Fez-se 0 esboco no quadro da figura 56. Criou-se, assim, a situacdo para resolucdo do problema

através da lei do cosseno.

Figura 56 - Lei do Cosseno - Exemplo

Fonte: Do préprio autor.

Apresentou-se uma série de exercicios sobre a lei do cosseno.

Fez-se uma atividade onde o estudante tinha que escolher qual das leis melhor se aplicava, lei
dos senos ou lei do cosseno, na resolucdo dos exercicios propostos para termos amplo dominio do
assunto e total conhecimento sobre o tema proposto.

Com isto, acreditou-se estar bem apresentada aos estudantes a teoria para colocar-se em pratica
0 problema maior.

A duracdo desta atividade foi de 4h/a.

N Disponivel em: <https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=18#>. Acesso em: 25 mai.
2018.

2DANTE, L. R. Matematica Contexto & Aplicacdes. 3. ed. S&o Paulo: Editora Atica. 2017. 2 v.


https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=18%23
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Parte 2: Aplicacdo dateoria.

Posteriormente, ap6s todos os conhecimentos adquiridos sobre o assunto, passou-se entdo para
a parte pratica da atividade, que era determinar a distancia entre o topo da chaminé e o silo em sua parte
superior.

Apresentacdo da atividade:

Reapresentou-se o0 questionamento inicial, motivo principal do projeto. Qual seria a distancia
entre o topo da chaminé e o silo? Como seria possivel medi-la? Qual o procedimento mais adequado? E
claro, sem a utilizacdo de um aparelho de Ultima geracéo.

Dividiu-se a turma em 5 equipes na sala de aula, sendo que cada equipe ficou responsavel por
uma parte da atividade.

Parte 1. Determinar a altura da chaminé do Engenho Brasil (Figura 57).

Figura 57 - Caélculo altura da chaminé

Grupo 1. Dados para resolugcdo do

problema: distancia do ponto B até o ponto C é

Determinar a altura da chaminé (distdncia de A

até B) :

Fonte: Do préprio autor.

Parte 2: Determinar a altura do silo proximo ao Mercado Dia (Figura 58).
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Figura 58 - Calculo altura do silo

Grupo 2: Dados para resolucdo do
problema: distancia do ponto E até o ponto F é
igual a .. m e angulo E € igual a
............................ Determinar a altura do silo

(distancia de D até F):

Fonte: Do proprio autor.

Parte 3: De posse da altura da chaminé do Engenho Brasil, determinar a hipotenusa, onde

demarcou-se um ponto de referéncia (ponto G), e fez-se a leitura do angulo (Figura 59).

Figura 59 - Calculo da hipotenusa, sabendo a altura da chaminé no ponto G

Grupo 3: Dados para resolucdo do
problema: Sabe-se que a altura da chaminé é de
....................... m eo angulo G é igual a
........................ Determinar a medida da

hipotenusa (distancia de A até G) :

Fonte: Do préprio autor.

Parte 4: De posse da altura do silo proximo ao Mercado Dia, determinar a hipotenusa, onde

demarcou-se um ponto de referéncia, o ponto G, e fez-se a leitura do angulo.(Figura 60).
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Figura 60 - Calculo da hipotenusa, sabendo a altura do silo no ponto G

Grupo 4: Dados para resolucdo do
problema: Sabe-se que a altura do silo é de
....................... m eo angulo G é igual a
........................ Determinar a medida da

hipotenusa (distancia de F até G) :

Fonte: Do préprio autor.

Parte 5: De posse das duas hipotenusas, resultado das partes 3 e 4 e fazendo a leitura do angulo

formado entre o topo da chaminé e o topo do silo, determinar a distancia entre ambos (Figura 61).

Figura 61 - Calculo da distancia do topo da chaminé e o topo do silo

Grupo 5= Dados para resolucdo do
problema: No tridngulo AFG tem-se que a
distincia do ponto Aaté o ponto G é de
............................... m e que a distdncia do ponto
Faté o ponto G é de ....coooeeeerrnnee m e que o
angulo G entre as duas distancias é de
.............................. Determinar a distancia do

ponto A até o ponto F.

Fonte: Do proprio autor.

O sucesso de um grupo acarreta o sucesso do grupo seguinte, e vice-versa. Por isso, era de
valiosa importancia o trabalho em equipe.

Os estudantes deviam observar os apontamentos feitos pelos colegas da parte anterior a sua,
assim, um grupo ficava fiscalizando o outro para o sucesso da atividade.

A duracdo desta atividade foi de 2h/a.
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3.3.6 Atividade 6 - Medindo distancias inacessiveis - Parte 2

Com a conclusdo da atividade, na qual calculou-se a distancia que haveria entre o topo da
chaminé e o topo do silo, foi apresentado aos estudantes um novo desafio.

Foram escolhidos cinco pontos turisticos da cidade de Cachoeirado Sul: o silo da CESA e quatro
igrejas.

A atividade proposta aos estudantes foi dividida em quatro partes:

Cada equipe recebeu a foto de um ponto turistico (Figura 62).

Figura 62 - Pontos turisticos de Cachoeira do Sul.

Igreja Matriz de Santo Antdnio Silo CESA

Catedral Nossa Senhora da Conceigéo Igreja Matriz de S&o José



77

Templo Martim Lutero

Fonte: Do préprio autor.

Para cada uma das fotos foram apresentados os seguintes questionamentos:

Parte 1.

Os estudantes de posse da foto deveriam criar uma situagdo problema e resolvé-las para cada
um dos casos.

a) Determinar a altura: os estudantes deveriam escolher uma altura qualquer fosse a altura do
silo ou de uma das torres da igreja. A escolha era do grupo.

b) Encontrar a distancia entre dois pontos: os estudantes deveriam escolher dois pontos com
alturas distintas e calcular sua distancia. Por exemplo, determinar a distancia entre topo de um galpédo e
o silo.

¢) Criar uma situagdo livre: os estudantes tinham a liberdade de criar um problema livre. Por
exemplo, qual era a altura da cruz que se encontrava na torre de uma das igrejas.

Parte 2:

Apo0s a criacdo das trés situacdes, os estudantes deveriam escrever o problema referente a coleta
de dados de cada situagéo e resolvé-los.

Parte 3:

Apresentaram-se todos os problemas em uma atividade onde todos os estudantes da turma
resolveram todos os problemas propostos por eles.

Parte 4:

Fazer um relato das dificuldades para a tomada de decisdes.

A duracdo desta atividade foi de 2h/a para cada grupo.



78

4 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Neste capitulo apresenta-se a andlise e a discussdo dos resultados obtidos em que descreve-se
como as atividades foram sendo resolvidas pelos estudantes, identificando em cada atividade as etapas

da Resolucdo de Problemas que foram desenvolvidas.

4.1 ATIVIDADE 1- O TEOREMA DOS BABILONICOS

Durante as atividades, os estudantes conseguiram com certa facilidade construir a corda com
treze nds, porém, dois grupos ndo mediram corretamente a distancia. Solicitou-se a esses dois grupos
que refizessem a atividade, corrigindo-a. Aqui se deu a aplicagdo da etapa da compreensdo do problema
e o0 estabelecimento de um plano.

Apresentaram um triangulo retdngulo sobre a classe e facilmente chegaram a um triangulo de

lados 3, 4 e 5 (Figura 63). Aqui se deu a aplicacdo da etapa de execuc¢do do plano.

Figura 63 - Estudantes montando a corda dos 13 noés

Fonte: Do préprio autor.

Quando foi solicitado que fizessem outro tridngulo retdngulo com outras medidas 0s mesmos
ndo conseguiram, mas conseguiram apresentar outros exemplos de tridngulos. Tudo registrado no

caderno.

Resolveram uma série de exercicios com o tridngulo retdngulo apresentado em folha

quadriculada (Figura 64).
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Figura 64 - Atividade com tridngulo na folha quadriculada

Fonte: Do préprio autor.

Foram percebidas algumas particularidades sobre o triangulo retdngulo e, assim, chegando a
algumas conclusdes, entre elas:

Os nimeros pitagéricos como multiplos de 3, 4 e 5.

As caracteristicas de um tridngulo retangulo is6sceles e suas particularidades para a
determinacdo dos catetos e hipotenusa.

Apreciacdo de outros triangulos retangulos na folha quadriculada.

Concluiu-se a atividade com a resolucdo de uma série de exercicios com o tridngulo retangulo,
encontrando o valor desconhecido, aplicando teorema de Pitdgoras. Aqui foi feita a aplicacdo da etapa

do retrospecto.

42 ATIVIDADE 2- AESCADA

Esta atividade foi realizada no péatio da escola, onde foram desenvolvidas, com cada um dos
grupos, as atividades solicitadas em aula. Houve a etapa de compreensdo do problema e estabelecimento
de um plano. J& que havia sido explicado em sala de aula como deveriam fazer as medicdes, deixou-se

a cargo dos estudantes a coleta de dados (Figura 65). Foi realizada a etapa de execug¢do do plano.
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Figura 65 - Atividade com a escada no patio da escola

Fonte: Do proprio autor.

Com todos os grupos, verificou-se uma certa dificuldade no manuseio do transferidor, trena e
até mesmo com a escada retratil.

Apo0s todos os apontamentos, solicitou-se que retornassem a sala de aula para a verificacdo das
medidas obtidas. Pediu-se que deixassem o0s questionamentos do terceiro triangulo por ultimo, pois
seriam feitos alguns comentarios a respeito dessa etapa da atividade.

Realizou-se a atividade de campo, anotaram-se todas as medidas de distancias e angulos, s6 entdo partiu-
se para os calculos, com o objetivo de comprovar o que foi estudado em sala de aula (Figura 66). Aqui

se deu a etapa de retrospecto.

Figura 66 - Relato da atividade com a escada no patio da escola

Fonte: Do préprio autor.
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Verificou-se divergéncia significativa no resultado de alguns grupos, pois se deveria
acompanhar mais de perto seus apontamentos.

Mesmo assim, a atividade permitiu aos estudantes assimilar melhor os conceitos apreendidos
em aula. O que concluiu-se foi que, na pratica, tudo fica mais claro.

Apo0s a analise dos dados, foi percebido que, por varios fatores, em especial, pela falta de pratica
dos estudantes no manuseio da trena e do transferidor, os valores ficaram distorcidos da realidade.
Assim, ap0s discussdes sobre os resultados obtidos e 0 ndo fechamento dos mesmos com o estudado,
passou-se entdo a uma nova tentativa. Foi trazida a escada para a sala de aula e refizeram-se as medidas,
agora com mais subsidios e sabendo o porqué do fracasso anterior (Figura 67). Aqui realizou-se a etapa

de compreensdo do problema e estabelecimento de um plano.

Figura 67 - Atividade com a escada na sala de aula

Fonte: Do préprio autor.

Solicitou-se aos estudantes que apresentassem um relatério das informacg8es obtidas com os calculos,
comprovando o que foi estudado. Agora sim se obteve sucesso (Figura 68). Aqui realizou-se a etapa de

execucdo do plano e retrospecto.
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Figura 68 - Relatorio da atividade com a escada na sala de aula
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Fonte: Do préprio autor.

Apo0s os resultados obtidos, acreditou-se que a ordem das atividades deveria ser invertida. Em
primeiro lugar, a atividade com a escada deveria ser feita em sala de aula. Fazer os devidos
questionamentos no que diz respeito ao manuseio da escada, familiarizacdo com o transferidor e a trena,

s6 entdo, passar para a atividade com a escada no patio da escola.

43 ATIVIDADE 3- O TRIANGULO DE SAMOS

Com a apresentacdo do video do YouTube, “O legado de Pitadgoras 1” - Os triangulos de
Samosl13 que contava a histéria da constru¢do de um aqueduto em Samos, oportunizou-se uma 6tima
atividade motivacional para os estudantes. Aqui se deu a etapa de compreensdo do problema e

estabelecimento de um plano.

Na construcdo do tunel, percebeu-se o comprometimento dos estudantes em fazer a atividade.
O que comprometeu um pouco o desenrolar da atividade foi a falta de conhecimentos em geometria.

Os estudantes colaram em uma folha de papel oficio uma caixa de remédio, simulando a
montanha. Marcaram os dois pontos, o castelo ao sul e a fonte de 4gua ao norte, em extremos opostos
da montanha.

Desenvolveu-se a atividade com auxilio de um Datashow, onde o professor demonstrava no
quadro o desenrolar da atividade e os estudantes apresentavam a atividade na folha (Figura 69). Aqui se

deu a etapa da execugédo do plano.

13Disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=j1aWX6UO4v0>. Acesso em: 23 mai. 2018.


https://www.youtube.com/watch?v=j1aWX6UO4v0
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Figura 69 - Relatorio da atividade o triangulo de Samos - Parte 1

Fonte: Do préprio autor.

Para demonstrar como fazer para comprovar a construcdo do tinel onde partindo do norte, ponto
B, e partindo do sul, ponto A, tome-se um tanel onde os dois extremos se encontrem, foi exigido dos
estudantes muita geometria, mas no final conseguiram.

Segue a descri¢cdo de como responderam aos questionamentos.

Parte 1L

Completando o tridngulo retangulo, prolongue-se a FB até interceptar a CD no ponto G. Sobre

a BG, paralela a AC marque o ponto H, onde HG = AC.

Assim pode-se visualizar o A (ABH) retdngulo em H.

Tem-se assim o AB, hipotenusa de nosso triangulo retdngulo em H e os catetos HB e HA. Para
determinar a medida do cateto HB, tem-se que HB = ED —FB —GH. E, para determinar a medida do
cateto HA, tem-se que HA = GD —CD.

De posse das medidas dos catetos HB e HA, aplicando o teorema de Pitagoras, facilmente

encontra-se a medida da hipotenusa AB (Figura 70).
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Figura 70 - Relatorio da atividade o triangulo de Samos - Parte 2

Fonte: Do préprio autor.

Parte 2:

Para determinar o vértice B do referido triangulo retdngulo, marca-se um angulo qualquer em
B. Como podemos observar, a FG intercepta a 21# no ponto B, onde pode-se medir o B, no exemplo
37°.

Por outro lado, no ponto A, como a FG é paralelaa AC, e AC intercepta AB ,tem-se assim dois
angulos opostos pelo vértice.

Assim o A do A (ABH) é o complemento do B.

Tem-se entdo que A = 53°,

Portanto, com os resultados do A = 37° e do B = 53°, tem-se a direcdo para cavarmos o tinel

partindo dos dois extremos. Aqui se deu a etapa de retrospecto.
4.4 ATIVIDADE 4- O TEODOLITO E O CALCULO DE ALTURAS
Parte 1: Construcéo

Quanto a atividade da construgdo do teodolito, alguns pré-requisitos sobre angulos e como

medi-los foram desenvolvidos normalmente pelos estudantes (Figura 71).
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Figura 71 - Atividade Construcéo do Teodolito

Fonte: Do préprio autor.

Enfim, a construcdo de nosso teodolito artesanal, para medirmos os angulos em nossas
atividades (Figura 72).

Figura 72 - Teodolito artesanal

Fonte: Do proprio autor.

Parte 2: Medindo alturas dentro da sala de aula.
O desenvolvimento da etapa transcorreu normalmente, pois os estudantes estavam bem
familiarizados de como funcionaria o procedimento da medicdo. Aqui se deu a etapa de compreensdo

do problema e estabelecimento de um plano.
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Conseguiram entender o procedimento de medida de um angulo com o teodolito artesanal.

As duplas e/ou trios conseguiram avistar o referido ponto segundo um angulo de 45° com o
teodolito. Mediram a distdncia da parede até o ponto onde se encontravam para medir o angulo. Mediram
a altura de quem estava com o teodolito e a altura da parede. Fizeram todos os apontamentos. Aqui se
deu a etapa de execugédo do plano.

Quanto aos questionamentos, responderam satisfatoriamente. Aqui se deu a etapa de

retrospecto.

Parte 3: Medindo a altura do prédio da escola com o auxilio do teodolito.

A determinagdo da altura do prédio da escola, utilizando o teodolito artesanal e os
conhecimentos adquiridos foram realizadas. Aqui se deu a etapa de compreensdo do problema e

estabelecimento de um plano.

Na etapa 1: Conseguiram entender facilmente porque um angulo de 45° facilita os calculos para

determinar alturas (Figura 73). Aqui se deu a etapa de execugdo do plano.

Figura 73 -Atividade medindo altura do prédio da escola com o teodolito

Fonte: Do préprio autor.

Na etapa 2: Comprovamos os calculos da etapa 1.
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A atividade foi plenamente desenvolvida pelos estudantes no patio da escola e posteriormente

confirmaram seus resultados efetuando os calculos (Figura 74).

Figura 74 - Resolucgdo feita pelos estudantes

Fonte: Do préprio autor.

Na apresentacdo dos resultados pelos estudantes, foi-se até a direcdo da escola e pediu-se a
planta da mesma. Verificou-se que o pé direito da escola tinha como altura 10,50m e os estudantes
obtiveram como resultado médio de 11,38m de altura. Considerou-se o resultado satisfatorio (Figura

75). Aqui se deu a etapa de retrospecto.

Figura 75 - Planta pé direito da escola

Fonte: Planta E.E.E.Basica Borges de Medeiros.
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45 ATIVIDADE 5 DISTANCIAS INACESSIVEIS - PARTE 1

Nesta atividade, cada grupo ficou encarregado por uma etapa da atividade, e ndo houve
interferéncia do professor na resolucdo das atividades.

Cada grupo ia resolvendo sua etapa da atividade e passando os dados obtidos para a equipe
seguinte. Seguiram assim até que todas as etapas da atividade fossem vencidas.

Com a divisdo daturma em 5 equipes na sala de aula, sendo que cada equipe ficou responsavel
por uma etapa da atividade, obtiveram-se os seguintes resultados.

Marcou-se uma data onde todos os estudantes pudessem participar da atividade.

Explicou-se como foi desenvolvido cada etapa da atividade por cada grupo.

Grupo 1 (Grupo 2): Medindo a altura da chaminé e a altura do silo (Figura 76).

Figura 76 - Relato da atividade pelos estudantes. Grupo 1e Grupo 2

Fonte: Do proprio autor.

Compreendendo o problema.

Neste momento, os estudantes iniciaram uma pesquisa de campo, analisando como seria
possivel medir a altura da chaminé do engenho (do silo). Identificaram que o problema envolvia altura.
Tratava-se de um triangulo retdngulo. A saida para a sua resolugdo seria pelas raz8es trigonométricas.

Estabelecendo um plano de acéo.

Para determinar a altura da chaminé do Engenho Brasil (do silo), o primeiro (segundo) grupo

chegou proximo ao pé da chaminé (pé do silo), afastando-se alguns metros desta (deste), onde um dos
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estudantes avistou o topo da chaminé (do silo) segundo um angulo de elevacdo de 70° (47°). No ponto
onde mediram o angulo de elevagdo, a distancia até o pé da chaminé (do silo) foi de 17,39m (24,2m).

Executando o plano.

Utilizando as razfes trigonomeétrica, no caso especifico da tangente encontraram a altura da
chaminé do engenho (do silo) que era de 47,78m (25,95m) e ndo esquecendo de acrescentar a altura de
quem a mediu que era de 1,81m (1,61m) totalizando 49,59m (27,56m).

Retrospecto.

Para verificar se o calculo da altura estava correto, outro colega desenvolvia 0 mesmo
procedimento para confirmar o resultado. E ainda ratificavam o resultado, verificando se o calculo da
altura estava correto; os estudantes aplicaram o teorema de Pitdgoras, encontrando, assim, o cateto que

faltava. Aplicando a razdo do seno e/ou do cosseno confirmaram os resultados.

Grupo 3 (Grupo 4): Medindo a hipotenusa da chaminé e a hipotenusa do silo (Figura 77).

Figura 77 - Relato da atividade pelos estudantes. Grupo 3 e Grupo 4
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Fonte: Do préprio autor.

Compreendendo o problema.

Neste momento, os estudantes do grupo 3 (grupo 4) iniciaram uma pesquisa de campo,
analisando como seria possivel medir a hipotenusa da chaminé do engenho (do silo). De posse da
informacédo obtida pelo grupo 1 (grupo 2) identificaram que o problema envolvia altura, tratava-se de

um triangulo retdngulo. A saida para a sua resolugdo seria pelas razGes trigonométricas.
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Estabelecendo um plano de acéo.

Para determinar a hipotenusa da chaminé do Engenho Brasil (do silo), o terceiro (quarto) grupo
posicionou-se num ponto, que chamaremos de ponto G, onde seria possivel observar ao mesmo tempo
0 topo da chaminé do engenho e o topo do silo. De posse da altura da chaminé (do silo) que era de
49,59m (27,56m) avistou-se no ponto G o topo da chaminé (do silo) sob um angulo de 34° (22°).

Executando o plano.

Utilizando as razdes trigonométricas, no caso especifico do seno, encontraram a hipotenusa da
chaminé do engenho (do silo) que foi de 88,68m (73,57m)

Retrospecto.

Para verificar se calculo da hipotenusa estava correto, outro colega desenvolvia 0 mesmo
procedimento para confirmar o resultado. E ainda ratificavam o resultado verificando se o calculo da
hipotenusa estava correto; os estudantes aplicaram o teorema de Pitagoras encontrando assim o cateto

que faltava. Aplicando a razdo do cosseno e/ou datangente confirmaram os resultados.

Grupo 5: Medindo a distancia entre o topo da chaminé e o topo do silo (Figura 78).

Figura 78 - Relato da atividade pelos estudantes. Grupo 5

Fonte: Do préprio autor.

Compreendendo o problema.
Neste momento, os estudantes do grupo 5 iniciaram uma pesquisa de campo, analisando como

seria possivel medir a distancia entre o topo da chaminé do engenho e do topo do silo. De posse das
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informacdes obtida pelo grupo 3 e grupo 4, identificaram que o problema envolvia tridngulo, mas que
este ndo era retangulo. Portanto, tratava-se do uso da lei dos senos e/ou da lei do cosseno.

Estabelecendo um plano de agéo.

Para determinar qual das leis utilizar teria-se que analisar que dados se tinha para resolver o
problema. Identificou-se que tinha-se um tridngulo onde o ponto A era o topo da chaminé. Portanto ndo
se tinha como medir o angulo. O ponto F era o topo do silo. Portanto ndo se tinha como medir o angulo.
O ponto G, seria o Gnico ponto possivel para medir-se o angulo entre os pontos A e F.

Providenciou-se um plano inclinado onde foi possivel medir o angulo AGF = 48° (Figura 79).

Figura 79 - Plano inclinado.

Fonte: Do proprio autor.

Executando o plano.

Portanto, utilizando a lei do cosseno, pois se tinha como medir apenas um angulo, o angulo
AGF = 48°. E com a distdncia das duas hipotenusas, AG = 88,68m e AG = 73,57m, facilmente
determinou-se a distancia AF, que foi de 67,42m.

Retrospecto.

Para verificar se o calculo da distancia entre o topo da chaminé e o topo do silo estava correto

os estudantes aplicaram o teorema de Pitdgoras (Figura 80).
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Figura 80 - Confirmando os resultados.

21.83m 67,42m

47,78m 25,95m

Fonte: Do proprio autor.

Chegamos aos seguintes resultados apresentados pelos estudantes

A altura da Chaminé AB é de 49,59m, a medida do &ngulo BGA ¢ de 34° e a medida do segmento
AG era de 88,68m.

Por outro lado, a altura do silo FI é de 27,56m, a medida do angulo FGI é de 22° e a medida do
segmento FG era de 73,57m.

Para finalizar, a medida do angulo AGF é de 48° e com a aplicacdo da lei do cossemo chegou-
se a medida do segmento AF, sendo que a distdncia entre o topo da chaminé e o topo do silo era de
67,42m.

Algumas consideragBes importantes sobre a atividade.

Dia 12/07/18 teve-se mais uma aula, entdo fez-se um breve comentario da atividade que foi
realizada e apresentou-se aos estudantes uma nova atividade de fixagdo, na qual, apds correcdo, 0s
resultados foram muito satisfatérios.

Durante a realizacdo da atividade de campo, tivemos a visita do Jornal do Povo para fazer uma

reportagem. A reportagem foi publicada no dia 17/07/18, terca feira, Ano 90 n° 16 (Figura 81).



Figura 81 - Reportagem Jomal do Povo
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Matematica na pratica
Estudantes da Escola Borges de Medeiros calcularam a altura da
chaminé e dos silos no antigo Engenho Brasil

Usando teodolito caseiro - equipamento para medir
angulos - e formulas matemaéticas, os 28 alunos da
turma 201 do ensino médio da Escola Borges de
Medeiros fizeram um trabalho para calcular a
distancia entre os pontos mais altos da chaminé e
dos silos do antigo Engenho Brasil, que fazem parte
da paisagem urbana do Bairro Rio Branco. Para
executar a tarefa proposta pelo professor de
. . . . Aluno trabalhando no cé.lculg dos angulos da
Matematica Gilmar Paschoal, primeiro eles tiveram chaminé/FOTOS DIVULGAGAO JP
de calcular a altura das duas edificagdes.

Pelos célculos deles, a altura da chaminé é 49,58 metros. Ja os silos tém 22,41 metros de
comprimento. Conforme o trabalho do grupo, a distancia entre os dois pontos é de 65,88 metros. O
topografo Sandro Barreto refara as medices nesta semana para certificar se o resultado do trabalho
esta correto.

SEM “"DECOREBA"

O professor Gilmar esta cursando mestrado em Matematica na Universidade Federal de Santa Maria
(UFSM) e seu trabalho de conclus&o é sobre o calculo de distancias inacessiveis. A atividade com os
alunos no antigo engenho integrara seu trabalho de final de curso. Ele destaca que quando vivenciada
na pratica, a Matematica torna-se uma disciplina de mais facil compreenséo, deixando de ser “decoreba
de féormulas”

Estudantes e professor no trabalho de campo no antigo Engenho Brasil

Fonte: Disponivel em: < https://www.jornaldopovo.com.br/site/edicao_impressa.php?idEdicac=4693> e
https://www.jomaldopovo.com.br/site/noticias_interna.php?intidConteudo=277586&login=1>. Acesso em: 21

dez. 2018.

A histdria da chaminé do Engenho Brasil, um dos pontos que dominam a paisagem urbana de

Cachoeira do Sul, inaugurado em maio de 1921, diz que a chaminé deve ter sido construida

aproximadamente no final da década de 30, quando chegou na cidade o locomével que gerava energia

para a industria. A energia vinha da queima da casca de arroz e a chaminé era parte essencial neste

processo, para que a cinza e a fumaca geradas pela combustdo fossem jogadas para um local mais alto

possivel, com o objetivo de ndo prejudicar os cachoeirenses. Durante décadas foi a maior da América

Latina (Figura 82).


https://www.jornaldopovo.com.br/site/edicao_impressa.php?idEdicao=4693
https://www.jomaldopovo.com.br/site/noticias_interna.php?intIdConteudo=277586&login=1

Figura 82 - Histdria da Chaminé do Engenho Brasil

Fonte:

Disponivel em:;

» PARA SABER MAIS
A histéria da chaminé do Engenho Brasil

PAISAGEM

A histéria da chaminé do Engenho Brasil, um dos pontos que dominam a
paisagem urbana de Cachoeira do Sul, foi apagada pelo tempo e pouco
sabe-se sobre ela. N&o ha registro referente & construgédo. O engenho foi
inaugurado em maio de 1921 e acredita-se que a chaminé tenha sido
erguida no final da década de 30, momento marcado também pela
chegada da locomovei que gerava energia para a industria.

FUMAGA

A energia vinha da queima da casca do arroz e a chaminé era parte
essencial neste processo para que a cinza e a fumacga geradas pela
combustédo fossem jogadas para um local mais alto possivel para que néo
prejudicassem os cachoeirenses.

ENERGIA

A energia gerada pelo Engenho Brasil, que durante décadas foi o maior da
América Latina, era suficiente para manter o funcionamento de toda a empresa
e ainda fornecer energia para as residéncias proprias.

TIJOLOS

A boca da chaminé tem aproximadamente trés metros e meio de diametro,
tamanho que praticamente dobra em sua base. A estrutura da chaminé é em
camadas duplas de tijolos. A camada externa é com tijolos assentados de
forma horizontal (deitados). J& na parte interna os tijolos estdo na vertical (em
pé).

PROJETOS

O Engenho Brasil funcionou até 1989 e depois o prédio ficou ocioso. Uma série
de projetos foram idealizados para utilizagéo da estrutura - como criagdo de um
Museu do Arroz e da ocupacéo dos iméveis pelo Nucleo Municipal de Cultura -
mas nenhum foi concretizado. O prédio hoje continua desocupado e resiste
praticamente intacto a a¢éo do tempo.

&login=1 >. Acesso em: 21 dez. 2018.

83).

Figura 83 - Atividade de Fixacéo
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< https://www.jornaldopovo.com.br/site/noticias_interna.php?intldConteudo=277586

Em data posterior as atividades feitas pelos estudantes, foi proposta uma atividade extra (Figura


https://www.jornaldopovo.com.br/site/noticias_interna.php?intIdConteudo=277586
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Fonte: Do préprio autor.

No dia 20/07/18, com auxilio de um topografo, fez-se a conferéncia dos dados. Chegou-se aos
seguintes resultados.

A altura da Chaminé AB é de 50,91m, a medida do angulo BGA era de 35° e a medida da
hipotenusa AG era de 88,76m.

Por outro lado, a altura do silo FI era de 28,04m, a medida do angulo FGI é de 22° ¢ a medida
da hipotenusa FG era de 68,03m.

Para finalizar, a medida do segmento AF, distancia entre o topo da chaminé e o topo do silo era
de 69,77m.

Apresentou-se aos estudantes os resultados do topografo e comparou-se com a atividade. Mas
antes, teve-se o cuidado de ndo apresentar os valores com a margem de erro 20,08%, 12,07% e 5,58%

Apresentou-se a seguinte tabela:

Quadro 2 - Quadro resultado analise com margem de erro

(continua)
Etapa Medidas Pelos Estudantes Pelo Topografo Margem de erro
1 Altura da Chaminé 49,59m 50,91m 2,59%
2 Altura do Silo 22,41m 28,04m 20,08%
3 Hipotenusa AG chaminé 88,68m 88,76m 0,09%
Angulo AGB 34° 35° 2,86%

4 Hipotenusa FG 59,82m 68,03m 12,07%
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(conclusio)
Angulo FGI 22° 22° 0%
5 Angulo AGF 48° 50° 4%
Distancia AF 65,88m 69,77m 5.58%

Deixou-se que os estudantes analisassem os dados da tabela e chegassem as suas conclusdes.
Refazer a medigdo do silo e corrigir as etapas seguintes, sem a necessidade de fazer todo o
trabalho novamente, foi a proposta apresentada pelos estudantes.

Fazendo as devidas corregdes chegou-se ao seguinte quadro:

Quadro 3 — Quadro resultado analise com corre¢do da margem de erro

Etapa Medidas Pelos Estudantes | Pelo Topografo Margem de erro
1 Altura da Chaminé 49,59m 50,.91m 2,59%
2 Altura do Silo 27,56m 28.04m 1,71%
3 Hipotenusa AG chaminé 88.68m 88,76m 0,09%
Angulo AGB 34° 35° 2.86%
4 Hipotenusa FG 73,57m 72,74m 1,14%
Angulo FGI 22° 22° 0%
5 Angulo AGF 48° 50° 4%
Distancia AF 67.42m 69,77m 3.37%

4.6 ATIVIDADE 6: DISTANCIAS INACESSIVEIS — PARTE 2

Para a atividade 6, percebeu-se a tranquilidade com que os estudantes a resolveram,
demonstrando muita destreza ¢ familiarizagdo com o problema. O manuseio do teodolito foi bem mais
tranquilo, a treina também ja manuseada com facilidade. Enfim, objetivo alcangado. Aqui se deu a etapa
de compreensdo do problema ¢ estabelecimento de um plano.

O desenvolvimento das atividades na coleta de dados, montagem do problema, resolugdo ¢
dificuldades foram apresentados por cada grupo. Aqui se deu a etapa de execugdo do plano.

Abaixo apresenta-se um breve relato por grupo de como resolveram cada uma das atividades ¢

quais calculos foram necessarios para obter os resultados. Aqui se deu a etapa de retrospecto.

Atividade da Igreja Matriz Santo Ant6nio (Figura 84).
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Figura 84 - Atividade - Igreja Mariz Santo Ant6nio

Fonte: Do préprio autor.

a) Para determinar a altura:

Para o célculo da altura de uma das torres, posicionaram-se a alguns metros da referida torre, e
utilizando a trena mediram a distancia da torre até um ponto qualquer distante desta, 37,67m. Com o
auxilio do teodolito, avistaram o angulo de elevacdo do topo da torre de 44°. De posse destes dados,
utilizaram as razdes trigonométricas, pois o angulo era reto, mais especificamente a tangente para
determinar a altura da torre. Apds a coleta dos dados e resolugdo dos calculos, criaram um problema

com os dados obtidos.

b) Encontrar a distancia entre dois pontos:

Para o calculo da distancia entre as duas torres, posicionaram-se em frente as torres. Num plano
inclinado, avistaram as torres segundo um angulo de 20°. Como eles sabiam a altura de cada torre que
era de 36,38m e usando a razdo do seno, encontraram a hipotenusa das duas torres. De posse das medidas
da hipotenusa das torres e o &ngulo obtido num plano inclinado entre elas, aplicaram a sei do cosseno.
E, assim, determinaram a distancia entre as duas torres. Ap6s a coleta dos dados e resolucdo dos calculos

criaram um problema com os dados obtidos.

¢) Criaruma situagao livre:
Avistaram a imagem de um anjo a alguns metros de altura, em uma das torres. A proposta
apresentada para este problema foi de calcular a distdncia desta imagem até o topo da torre. Para isso

distanciaram-se 11,20m da base da torre, medindo sua distancia. Logo ap6s, com o auxilio do teodolito,
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avistaram a imagem segundo um angulo de 52° e, no mesmo ponto, avistaram o topo da igreja segundo
um angulo de 73°. De posse destes dados, aplicaram os conhecimentos das razdes trigonométricas, como
se tinha um angulo reto, mais especificamente a tangente, encontraram a distancia desejada. Apos a

coleta dos dados e resolugdo dos calculos, criaram um problema com os dados obtidos.

Atividade na CESA - Companhia Estatual de Silos e Armazéns (Figura 85).

Figura 85 - Atividade - CESA - Companhia Estadual de Silos e Armazéns

Fonte: Do préprio autor.

a) Para determinar a altura:

Para o calculo da altura do silo e seu pé que apoiava o silo, posicionaram-se a 17,60m de
distancia do pé do silo, utilizando uma trena mediram a distancia do pé de apoio do silo até este ponto.
Com o auxilio do teodolito, avistaram a altura do pé do silo segundo um angulo de elevagdo de 30°.
Ap6s, no mesmo ponto, avistaram o topo do silo segundo um angulo de 69°. De posse dessas medidas
feitas pelos estudantes, chegaram a conclusdo de que seriam utilizadas as razfes trigonométricas, pois o
angulo era reto, mais especificamente a tangente. Ap6s a coleta dos dados e resolucdo dos calculos
criaram um problema com os dados obtidos.

b) Encontrar a distancia entre dois pontos:
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Para o céalculo da distdncia entre o topo do silo e da chaminé, posicionaram-se em um ponto,
ponto A, entre as duas distancias. Neste ponto, com auxilio do teodolito, avistaram o topo do silo
segundo um angulo de elevacdo de 50° e altura do silo (letra b) de 45,85m. J& o topo da chaminé foi
avistada neste mesmo ponto A, segundo um angulo de 30° e altura da chaminé (letra ¢) de 26,99m. De
posse dessas medidas, os estudantes calcularam a hipotenusa do silo e da chaminé pois possuiam a altura
de ambas e seus respectivos angulos, utilizando as razdes trigonomeétricas, mais especificamente a razéo
do seno. Como haviam se posicionado num ponto entre os dois, bastava encontrar o suplemento de 50°
+ 30°, que resultaria 100°. De posse dos dados, perceberam que, usando a lei do cosseno, obteriam o
resultado procurado. E, assim, determinaram a distancia entre o topo da chaminé e do silo. Apds a coleta
dos dados e resolucdo dos célculos, criaram um problema com os dados obtidos.

c) Criaruma situacdo livre:

Determinar a altura da chaminé. Como existia um galpdo entre os estudantes e a base da
chaminé, fizeram o seguinte procedimento. Posicionaram-se em frente ao galpdo, numa posi¢do que
poderiam avistar o topo da chaminé. Nesse ponto, ponto D, com o auxilio do teodolito, fizeram a leitura
do angulo de elevacgdo, 41°. Afastando-se 15,70m, ponto F, avistaram a chaminé segundo um angulo de
30°. De posse dos dados acima, perceberam que poderiam usar as razfes trigonométricas, mais
especificamente a razdo da tangente, para determinar a altura da chaminé. Apds a coleta dos dados e

resolugdo dos calculos criaram um problema com os dados obtidos.

Atividade da Catedral Nossa Senhora da Conceigdo (Figura 86).

Figura 86 - Atividade - Catedral Nossa Senhora da Conceigdo
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Fonte: Do préprio autor.
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a) Determinar a altura:

Para o calculo da altura de uma das torres da Catedral Nossa Senhora da Concei¢do,
posicionaram-se a alguns metros da referida torre, ¢, utilizando a trena, mediram a distancia da torre até
um ponto qualquer distante desta, ponto A, 31,45m. Nesse ponto, com o auxilio do teodolito, avistaram
o angulo de clevagdo do topo da torre de 54°. De posse destes dados, utilizaram as razdes
trigonométricas, pois o angulo era reto, mais especificamente a tangente, para determinar a altura da

torre. Apds a coleta dos dados e resolugéo dos calculos, criaram um problema com os dados obtidos.

b) Encontrar a distancia entre dois pontos:

Para o calculo da distincia entre o topo da torre da igreja ¢ o topo do Chateau d’Eau,
posicionaram-se entre as duas distancias, ponto B. Neste ponto, com auxilio do teodolito, avistaram o
topo da torre da igreja segundo um angulo de elevagio de 54° ¢ altura da torre (letra a) de 43,29m. Ja o
topo do Chiteau d’Eau foi avistado neste mesmo ponto A, segundo um angulo de 51° ¢ a altura do
Chateau d’Eau (letra ¢) de 23,48m. De posse dessas medidas, os estudantes calcularam a hipotenusa da
torre da igreja ¢ do Chateau d’Eau, pois possuiam a altura de ambas ¢ seus respectivos angulos;
utilizaram as razdes trigonométricas, mais especificamente a razdo do seno. Como haviam se
posicionado num ponto entre os dois, bastava encontrar o suplemento de 54° + 51° que resultaria 75°.
De posse dos dados perceberam que, usando a lei do cosseno, obteriam o resultado procurado. E, assim,
determinaram a distancia entre o topo da torre da igreja ¢ do Chateau d’Eau. Apos a coleta dos dados ¢

resolugdo dos calculos criaram um problema com os dados obtidos.

¢) Criar uma situacdo livre:

Determinar a altura do Chateau d’Eau. Como existia um pequeno lago que circulava o Chateau
d’Eau, os estudantes fizeram o seguinte procedimento. Posicionaram-se em frente ao referido lago numa
posic¢io que poderiam avistar o topo do Chateau d”Eau. Nesse ponto, ponto A, com o auxilio do teodolito
fizeram a leitura do angulo de elevagdo, 64°. Afastando-se 7,56m, ponto B, avistaram a chaminé¢ segundo
um angulo de 51°. De posse dos dados acima, perceberam que poderiam usar as razoes trigonométricas,
mais especificamente a razdo da tangente, para determinar a altura do Chateau d”Eau. Apos a coleta dos

dados ¢ resolugdo dos calculos criaram um problema com os dados obtidos.

Atividade da Igreja Matriz de Sdo José (Figura 87).
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Figura 87 - Atividade - Igreja Matriz de S&o José
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Fonte: Do préprio autor.

a) Determinar a altura:

Para o calculo da altura da torre ao lado da Igreja Matriz de Sdo José, posicionaram-se a alguns
metros da referidatorre, e, utilizando atrena, mediram a distdncia datorre até um ponto qualquer distante
desta, ponto A, de 21,30m. Nesse ponto, com o auxilio do teodolito, avistaram o angulo de elevagdo do
topo datorre, de 54°. De posse destes dados utilizaram as razGes trigonométricas, pois o angulo era reto,
mais especificamente a tangente para determinar a altura da torre. Apds a coleta dos dados e resolugéo
dos calculos criaram um problema com os dados obtidos.

b) Encontrar a distancia entre dois pontos:
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Para o calculo da distancia entre o topo da Igreja Matriz de Sao José e o topo da torre proxima,
posicionaram-se entre as duas distancias num ponto B. Neste ponto, com auxilio do teodolito, avistaram
o0 topo da igreja segundo um angulo de elevacdo de 45° e altura da igreja de 10,17m, pois com este
angulo, a altura era igual a distancia medida. Ja o topo da torre ao lado foi avistado neste mesmo ponto
A, segundo um a&ngulo de 74° e a altura da torre ao lado (letra c) de 29,32m. De posse dessas medidas,
os estudantes calcularam a hipotenusa da igreja e da torre ao lado, pois possuiam a altura de ambas e
seus respectivos angulos. Utilizaram as raz6es trigonométricas, mais especificamente a razdo do seno.
Como haviam se posicionado num ponto entre os dois, bastava encontrar o suplemento de 74° + 45°,
que resultaria 61°. De posse dos dados perceberam que, usando a lei do cosseno, obteriam o resultado
procurado. E, assim, determinaram a distancia entre o topo da igreja e da torre ao lado. Apos a coleta
dos dados e resolucdo dos calculos criaram um problema com os dados obtidos.

¢) Criar uma situacdo livre:

Avistaram a imagem de uma cruz no topo da torre. A proposta apresentada para este problema
foi de calcular a altura da cruz no topo da torre. Para isso, distanciaram-se 21,30m da base da torre,
medindo sua distancia. Logo ap0s, com o auxilio do teodolito, avistaram o pé da cruz, segundo um
angulo de 54°. No mesmo ponto, avistaram o topo da cruz, segundo um angulo de 57°. De posse destes
dados, aplicaram os conhecimentos de razdes trigonométricas, pois tinha-se um &ngulo reto, mais
especificamente a tangente, e encontraram a altura da cruz. Apos a coleta dos dados e resolucdo dos

calculos criaram um problema com os dados obtidos.

Atividade da Igreja Luterana Martin Lutero (Figura 88).

Figura 88 - Atividade - Igreja Luterana Martin Lutero

Fonte: Do préprio autor.
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a) Determinar a altura:

Determinar a altura da torre da Igreja Luterana Martin Lutero. Como a porta da igreja estava
fechada ¢ existia uma distancia entre o centro da torre ¢ a porta, fez-se o seguinte procedimento.
Posicionaram-se em frente a torre, a alguns metros da porta, numa posi¢do que poderiam avistar o topo
da torre. Nesse ponto, ponto D, com o auxilio do teodolito, fizeram a leitura do angulo de elevagio, 69°.
Afastando-se 5,70m, no ponto E, avistaram o topo da torre segundo um angulo de 61°. De posse dos
dados acima, perceberam que poderiam usar as razdes trigonométricas, mais especificamente a razio da
tangente, para determinar a altura da torre. Ap6s a coleta dos dados ¢ resolugdo dos calculos criaram um

problema com os dados obtidos.

b) Encontrar a distancia entre dois pontos:

Para o calculo da distancia entre o topo da torre da igreja € o topo da casa, posicionaram-se entre
as duas distancias, ponto B. Neste ponto, com auxilio do teodolito, avistaram o topo da torre da igreja
segundo um angulo de elevagio de 69° ¢ altura da torre (letra a) de 33,45m. Ja o topo da casa foi avistado
neste mesmo ponto A, segundo um angulo de 25° ¢ a altura do topo da casa (letra ¢) de 9,91m. De posse
dessas medidas, os estudantes calcularam a hipotenusa da torre da igreja ¢ do topo da casa, pois possuiam
a altura de ambas ¢ seus respectivos angulos, utilizando as razdes trigonométricas, mais especificamente
a razdo do seno. Como haviam se posicionado num ponto entre os dois, bastava encontrar o suplemento
de 69° + 25°, que resultaria 86°. De posse dos dados, perceberam que usando a lei do cosseno obteriam
o resultado procurado. E, assim, determinaram a distancia entre o topo da torre da igreja ¢ do topo da

casa. Apos a coleta dos dados ¢ resolugdo dos calculos criaram um problema com os dados obtidos.

¢) Criar uma situacdo livre:

Para o calculo da altura da casa, posicionaram-s¢ a alguns metros da referida torre, ¢ utilizando
a trena mediram a distancia da casa até¢ um ponto qualquer distante desta, 7,20m. Com o auxilio do
teodolito, avistaram o dngulo de elevagdo do topo da casa de 54°. De posse destes dados, utilizaram as
razdes trigonométricas, pois o angulo era reto, mais especificamente a tangente, para determinar a altura

da casa. Apos a coleta dos dados e resolugdo dos calculos criaram um problema com os dados obtidos.

Vejamos agora, no quadro 4, como foram apresentados os problemas de cada grupo.

Quadro 04 — Criacgdo dos problemas pelos estudantes.

(continua)

Grupo — Igreja Matriz Santo Antdnio — Problemas
Achar a altura de uma das torres da igreja. Sabendo que foi avistada de um ponto S, sob um angulo de 44° ¢

com 37,67m de distancia do ponto S até o pé da igreja.
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(continuagio)

Achar a distancia entre o topo das duas torres da igreja, sabendo que ela ¢ avistada de um ponto R, sob um
angulo de 20° segundo um plano inclinado. Do ponto onde se encontra, ponto R, a distancia deste até o topo de

cada uma das torres € de 48,20m.

Determinar a distancia em metros da estatua de um anjo localizado em uma das torres da igreja, a uma certa
altura, até o topo desta. Observa-se a estatua de um ponto A, sob um angulo de elevagdo de 52° ¢, do mesmo
ponto, observa-se o topo da igreja segundo um angulo de 73°. A distAncia do ponto A ao pé da igreja é de
11,20m.

Grupo — Silo CESA — Problemas
Em um determinado ponto o Angulo de observagio da parte superior do pé que sustenta o silo € de 30° e 0 Angulo
de observagio do topo do silo é de 69°. Os mesmos sdo avistados a 17,60m de distancia. Determine a altura do

chio até o topo do silo.

O topo de uma chaminé ¢ avistado sob um angulo de 41°, no ponto D. Afastando-se 15,70m desse ponto, ponto

F, passa-se a avistd-lo sob um angulo de 30°. Assim, determine a altura da chaminé.

Um observador avista o topo do silo de 56,01m de altura no ponto A sob um angulo de 50°. Avista também o
topo da chaminé no mesmo ponto A, sob um angulo de 30° ¢ sua altura ¢ de 31,05m. Determine a distincia

entre esses dois pontos.

Grupo — Catedral Nossa Senhora da Concei¢do — Problemas
Determinar a altura de uma das torres da catedral que ¢ avistada sob um angulo de 54° ¢ dista desta 31,45m do

ponto A, que ¢ avistado.

Em um ponto M avista-se o topo do Chateau d’Eau segundo um dngulo de 64°. Afastando-se deste 7,56m passa

a avistar o topo no ponto N, segundo um angulo de 51°. Determine a altura do Chateau d’Eau.

Encontrar a distAncia entre o topo de uma das torres da catedral ¢ o topo do Chateau d’Eau, onde o observador
encontra-se entre eles, no ponto A. Nesse ponto avista o topo do Chateau d’Eau sob um angulo de 51°, que tem

altura de 23,48m. Do mesmo ponto avista o topo da catedral sob um angulo de 54°, que tem altura de 43,29m.

Grupo — Igreja Matriz Sdo José — Problemas
Sera medida a altura da torre ao lado da igreja. Portanto fica-se a uma distancia de 21,30m da base da torre.

Avistando-se nesse ponto, ponto A, o topo da torre segundo um angulo de 54°. Determine sua altura.

Calcular a distancia entre um pico da igreja de 10,17m de altura, onde avista-se o seu topo, no ponto A, segundo

um angulo de 45° ¢ o pico da torre ao lado da igreja de 29,32m de altura, segundo um angulo de 74°.
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Calcular a altura da cruz em cima da torre, sabendo que a distancia que estamos, ponto P, da base da torre ¢ de

21,30m. No ponto P avista-se o topo da cruz sob um angulo de 57° ¢ o pé da cruz sob um angulo de 54°.

Grupo — Igreja Luterana Templo Martin Lutero — Problemas

Calcular a altura do templo Martin Lutero sendo que um observador avista o topo do Templo do ponto P sob
um angulo de 69° ¢ afastando-se 5,70m, ponto V, avista o topo do Templo sob um angulo de 61° Qual a altura
do templo?

Calcular a altura da casa, sabendo que a altura do observador € de 1,75m. Ele observa o topo da casa sob um

angulo de 54° ¢ a distancia da casa até o observador € de 7,20m.

Achar a distancia entre o topo do Templo ¢ o topo da casa. O observador se coloca em um ponto entre os dois
¢ observa o topo do templo sob um angulo de 69°, sendo sua altura de 33,45m, observa também o topo da casa

sub um angulo de 25° ¢ sua altura ¢ de 9,91m.

4.7 ATIVIDADE 7 — SINTESE DOS RESULTADOS

Os dados com as falas dos estudantes apresentando suas dificuldades ao executar a atividade

estio apresentados no Quadro 5

Quadro 5 — Quadro sintese das dificuldades — Atividade 5

(continua)

Grupo 1 Altura da chaminé

Dificuldades: Disponibilidade para a atividade, clima, transito, terreno desnivelado, equipamento
para medigdo.

Grupo 2 Altura do silo

Dificuldades: Houve um pequeno problema com o desnivelamento da rua o que alterou nas
medidas e na distancia do silo.

Grupo 3 Hipotenusa da chaminé

Dificuldades: Carros cruzando, vento ¢ calculos errados dos outros grupos.

Grupo 4 Hipotenusa do silo

Dificuldades: O desnivel da rua, o fato de todos os grupos dependerem dos outros resultados o que
ocasionou no erro de todos, devido ao primeiro grupo ter errado ¢ também o tempo
que estava armado para a chuva.

Grupo 5 Distancia entre o topo da chaminé ¢ o silo
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Dificuldades:

Houve problemas com o trinsito, com ameaga de chuva, lugar inacessivel ¢ um

pouco de vento.

Para a atividade 6, pediu-se aos estudantes que além dos calculos obtidos fizessem um relato

referente a todas as dificuldades encontradas para colocar em pratica a atividade ¢ os estudantes

chegaram aos seguintes relatos. (Quadro 6)

Quadro 6 — Quadro sintese das dificuldades — Atividade 6

Grupo 1 Matriz Santo Antdnio

Dificuldades: Houve dificuldades com a drvore que atrapalhava na praga, com os degraus da escada
que nio eram no nivel exato da igreja ¢ da profundidade das torres da igreja, que ndo
dava para medir exatamente devido a igreja estar fechada.

Grupo 2 CESA — Companhia Estadual de Silos ¢ Armazéns

Dificuldades: As dificuldades encontradas durante o trabalho foram: o tempo chuvoso, falta de
recepgdo no local, uma pequena construgdo que dificultou nossa medicdo ¢ um
pequeno erro no primeiro calculo que por consequéncia, foi necessario refazer as
medidas do silo.

Grupo 3 Catedral Nossa Senhora da Conceicio

Dificuldades: Escada da igreja, agua (riozinho do Chateau d’Eau), carros cruzando ¢ vento.
Facilidades: altura das torres pequenas ¢ faceis, a rua plana, no houve atrasos e todos
nos comprometemos com o trabalho.
Sobre o conteudo: Acharam interessante, pois descobriram medidas somente pelo
angulo ..., porém ficaram com algumas duvidas ainda sobre os cdlculos.

Grupo 4 Matriz de Sao José

Dificuldades: Plantas dificultaram a passagem da trena ¢ olhar de forma precisa a ponta da cruz.

Grupo 5 Templo Martin Lutero

Dificuldades: “Vento forte, tempo fechado ¢ desnivel da rua.

Conclusio geral dos estudantes para o estudo da trigonometria quanto as atividades propostas

com o uso das razoes trigonométricas ¢ as leis dos senos ¢ cosseno. (Quadro 7)

Quadro 7 — Quadro conclusdo dos estudantes

(continua)

Grupo 1

de turma.

Visualizagdo mais facil de estruturas, maior conhecimento na drea da trigonometria ¢ aproximagao de colegas
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Grupo 2

Na pratica o contetido de trigonometria ficou mais claro e permitiu enxergar onde ¢le ¢ aplicado, além, claro,

dos conhecimentos que foram adquiridos durante a pratica.

Grupo 3

Concluiu-se que aprendemos mais na pratica do que vendo em aula. E algumas diavidas foram esclarecidas.

Durante o trabalho o professor dedicou-se a nos ajudar a encontrar os angulos.

Grupo 4

A parte de calcular foi facil, pois aprende-se em aula, mas comparando a aula tedérica com a pratica, a aula
pratica ajuda muito mais no aprendizado do contetdo.
Nao houve muitas dificuldades devido ao bom aprendizado em aula ¢ exercitou-se bastante antes de colocar em

pratica.

Grupo 5

Capacidade de fazer medidas utilizando os angulos.

Uma posigdo do professor quanto as atividades envolvendo o teorema de Pitagoras, razdes
trigonométricas ¢ leis do seno e do cosseno.

Realmente, foi gratificante ver o resultado dos estudantes apos a pratica das atividades.

Um questionamento que muitos estudantes fazem aos professores: Para que temos que estudar
este conteudo?

Em quase toda a minha vida de professor'®, dei aula para o ensino médio, em especial para o 2°
ano ¢ sempre tive uma apreciagdo especial pela trigonometria, procurando desenvolver o tema de uma
maneira pratica, citando exemplos de nosso dia a dia, para facilitar o aprendizado dos estudantes.

Em especial, com o desenvolvimento desta atividade de campo, pude perceber como tudo pode
ficar mais facil para os estudantes. O entrosamento do estudante com o tema € algo que chama a atengéo.

Pude perceber a dedicagdo dos estudantes em resolver com a maxima atengdo as atividades
propostas.

Também destaco o trabalho em equipe, pois em praticamente todas as atividades havia a
necessidade do auxilio dos colegas, para medir algum angulo ou distancia, anotar os dados, enfim, o
grupo trabalhou para o bem de todos.

E muito gratificante chegar ao final de um trabalho como este ¢ ter certeza de ter feito o melhor
para os estudantes, ¢ ter dado o seu maximo para o sucesso.

E claro que houve dificuldades, erros ¢ acertos, mas o mais importante, esta proposta, com

certeza, se bem trabalhada pelo professor, resultara em belos frutos.

14 Utilizo aqui a primeira pessoa por se tratar de um relato meu pessoal, pois todo o tempo que trabalhei com a
trigonometria este tema me deixava muito incomodado, porque parecia que sempre estava faltando algo.



108

5 CONCLUSAO

A presente dissertagdo teve como objetivo principal apresentar um estudo sobre o ensino da
trigonometria, usando o método de resolugdo de problemas, diminuindo, assim, as dificuldades que o
estudante tem quando se defronta com o tema trigonometria no ensino médio, em especial a falta de
interesse verificada por parte dos estudantes em querer apreender.

Acredito que esta proposta apresenta uma forma de trazer o aluno para dentro do referido tema,
diminuindo a distancia existente entre a teoria ¢ a pratica, mostrando que € possivel compreender os
conceitos ¢ fazendo com que o estudante tenha uma visdo clara sobre um tema tdo importante ¢ de
grande dificuldade para os estudantes.

A principal ferramenta de trabalho foi a saida da sala de aula para que pudéssemos por em
pratica a minha proposta. Claro que sempre foram indispensaveis o professor, o quadro, a internet com
seu acervo. Também foram criadas situagdes que nos permitiram unir os conceitos teoricos fundamentais
para o estudo da trigonometria, com a parte pratica que rodeia o entorno do estudante, em especial alguns
pontos turisticos de nossa cidade. Em suma, acredito que € muito importante que o professor planeje ¢
execute tarefas que chamem a atengdo do estudante, que nos, professores, consigamos sair da zona de
conforto que parece ser a acomodacgio numa mesma série ¢ apenas repetir o que esta no livro. E preciso
que fagamos reflexdes sobre praticas ¢ pesquisas metodologicas diferenciadas, de modo a conquistar o
interesse de nossos estudantes.

Percebo também a grande dificuldade que os estudantes t€ém com a pratica da Geometria, pouco
trabalhada em nossas escolas. O que observei € que falta manuseio com materiais concretos, como
transferidor, trena e, até mesmo, a régua em sala de aula. Conceitos que para muitos pareciam até mesmo
sem fundamento, como altura, distincia, dngulo, seno, cosseno, tangente ¢ outros, estio muito
distanciados de nossos estudantes. Devemos trazer para sala de aula o manuseio de materiais ndo tdo
tecnoldgicos, que nos permitam chegar as mesmas conclusdes ¢ resultados desejados.

Um dos problemas que enfrentamos hoje, em sala de aula, é ter o estudante realizando as
atividades propostas pelo professor. Contudo, a colocagio em pratica da atividade foi muito bem
recebida pelos estudantes. Tive a participagdo de todos. Observei nos estudantes o interesse em saber
como seria possivel que tal atividade proposta pelo professor fosse colocada em pratica. A participagdo
dos estudantes do 2° ano do ensino médio, turma 201, foi imediata.

No inicio, existiam muitas duvidas de parte dos estudantes, pois faltava aquela pratica de
enxergar o problema, colocar no papel uma proposta de solugdo, anotar tudo o que fosse importante para
a resolucdo do mesmo.

Agora, apds todo o aparato colocado a disposi¢do do estudante, ¢, principalmente, criado por
ele, percebo que € muito importante que ele estudante seja capaz de idealizar uma solugdo para o
problema. Acredito que, como professores, devemos agir como orientadores ndo esquecendo de deixar

que os estudantes encontrem uma solugédo adequada para o problema proposto.
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Muito importante aqui € salientar que o embasamento tedrico bem fundamentado € o principal
recurso do professor, mas a forma, a maneira pela qual os estudantes encontram uma saida para a solugdo
do problema, deve ser exclusivamente deles. Destaco que, para o professor, ¢ muito dificil deixar que o
estudante proponha solugdo, pois em muitos momentos queremos delinear o caminho, mas, aos poucos,
devemos deixar que os estudantes encontrem a saida, isto €, a melhor maneira de solucionar o problema.

Gostaria de destacar que ¢ muito importante que o professor tenha dominio dos conceitos
referentes ao tema proposto aos estudantes. Sendo assim, € necessario que o professor amplie seus
horizontes ¢ busque novos conhecimentos, atualize-se. Um bom programa para essa situagdo seria o
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), que sabemos, investe na
formagdo dos professores, representando um grande avango com vistas a qualificagdo dos professores
de Educacdo Basica no pais, em especial para a rede pablica, tdo carente em profissionais capacitados.

Com certeza, mesmo com a grande melhoria dos estudantes na aplicagdo dos conceitos aos
problemas propostos pelas atividades, ainda assim ficaram algumas lacunas, pois a capacidade de alguns
estudantes perceberem certos conceitos ¢ aplica-los aos problemas propostos ¢ uma questdo de tempo.
Mesmo assim, o trabalho foi gratificante ¢ muito proveitoso, acredito que pode ser tranquilamente
trabalhado com estudantes do ensino médio ¢ também com estudantes no 9° ano do ensino fundamental.

Em tempo, como temos, enquanto professores, a preocupagdo em concluir os conteudos do ano,
acredito que a experiéncia realizada pode ser desenvolvida durante o ano, concomitantemente com o0s
conteudos subsequentes, pois sdo atividades que ndo interferem nos assuntos que estdo sendo feitos, ¢
integram o curriculo da Matematica, s6 agregando um conhecimento global. Também ¢ importante que
se fagcam as devidas adaptagdes a realidade de cada localidade.

Fica claro que este trabalho também tem como objetivo fornecer ideias ¢ também dar sugestdes
aos professores, ficando livre o professor do uso da aplicagdo da atividade integral ou em parte no
plangjamento de suas atividades diarias.

Com esta pequena proposta, espero contribuir para a melhoria da qualidade de ensino da

Matematica no pais.
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