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A gente tem coragem pra vencer
A gente ndo se cansa de lutar

A gente corre atras e manda ver
Se tem objetivo, vai buscar

N&o ha nada pra nos abater

Deus esta aqui para nos guiar
Quem sabe faz a vida acontecer
A gente precisa ter fé

E nunca reclamar de dor

Sempre de pé

Mesmo existindo algum dissabor

As pedras ndo vao impedir

O destino que Deus reservou
Saber resistir

E o segredo de um bom vencedor

Pra que chorar, melhor sorrir

Perseverar, nao desistir

E ter um pouquinho sé de malandragem

A vida vai te balancar

Te questionar, te sacudir O que ela quer da gente é coragem”

Diogo Nogueira - Coragem



RESUMO

CARVALHO, Vitor Hugo J. .Uma analise das questdes de probabilidade do Novo Enem
por meio de uma visdo do PCNEM e trés livros didaticos. 2018. 83 f. Dissertacdo
(Mestrado) — Colégio Pedro 11, Pro-Reitoria de Pos-Graduacédo, Pesquisa, Extensdo e Cultura,
Programa de Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2018.

Esse trabalho tem por objetivo observar, relatar e analisar as questdes de probabilidade
presentes no ENEM, entre os anos de 2009 e 2017, a fim de verificar se somente de posse da
definicdo formal de probabilidade por Laplace o aluno da rede publica do Estado do Rio de
Janeiro é capaz de resolver tais questbes corretamente. Para compor a resposta a questdo
levantada, esse trabalho descreve um breve resumo historico de como o estudo da
probabilidade se desenvolveu, a fim de verificar se autores de livros didaticos importaram
algum aspecto relacionado ao tema da Histéria da Matematica. Expbe as principais
recomendacdes para o ensino de probabilidade segundo os parametros curriculares nacionais
do ensino médio (PCNEM), assim como apresenta as orientacBes mais relevantes que o
ENEM indica para o estudo da probabilidade. A fim de verificar se o material didatico
escolhido pelos professores da escola publica do Estado do Rio de Janeiro esta em
consonancia com as propostas do exame, estuda-se detalhadamente o capitulo de
probabilidade dos trés livros didaticos mais adotados por esta rede que fazem parte do plano
nacional do livro didatico (PNLD) com o intuito de verificar qual ou quais abordagens para o
ensino de probabilidade estdo presentes nestes livros. Encontram-se nesse texto também as
resolucbes das questdes propostas dos anos supracitados e suas classificacdes segundo niveis
de dificuldade de maneira autoral, obviamente sendo a classificacdo baseada nos referenciais
tedricos estudados e diferindo muitas vezes, da classificagdo adotada pelos idealizadores de
tais questbes no 6érgdo publico responsavel pela confeccdo do ENEM, a saber o INEP. A
pesquisa é de carater bibliogréafico.

Palavras-chave: Probabilidade; Histéria da Probabilidade; ENEM; PCNEM; Livros
Didaticos.



ABSTRACT

CARVALHO, Vitor Hugo J. .Uma anélise das questdes de probabilidade do Novo Enem
por meio de uma visdo do PCNEM e trés livros didaticos. 2018. 83 f. Dissertacdo
(Mestrado) — Colégio Pedro Il, Pré-Reitoria de P6s-Graduacdo, Pesquisa, Extensdo e Cultura,
Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2018.

This dissertation aims to figure out if the traditional definition of probability by Laplace is
sufficient to solve probability questions from ENEM, the Brazilian national high school exam
for accessing undergraduation courses, by senior high school students from public schools.
The research is descriptive and of a bibliographical character. To answer the purposed
question, the three most chosen math books collections by teachers were studied, as well as
the subject development through the History of Mathematics to check out if authors made use
of its sources to compose the books chapters. It is important to remark that these book
analysis helped to identify how probability is presented to the students. The text also describes
how probability is presented by the Brazilian board of education guide for teachers and
presents the ENEM’s recommendations like index to catch up good goals. To compose a good
theoretical foundation, students’ books were strongly used, especially in statistical,
combinatorics and probability sections. All questions from the exams between 2009 and 2017
are solved and an authoring rating was created, different from that one that has been created
by INEP organizers staff.

Keywords: Probability; History of Probability; ENEM; PCNEM; Math Books on Teaching.
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1 INTRODUCAO

Ao pesquisar sobre o ensino de probabilidade destaca-se, como principais abordagens
adotadas em livros didaticos do Ensino Médio, o seu ensino via a definicdo tradicional de
Laplace (a probabilidade calculada em espaco amostral equiprovaveis é dada pela razéo do
nimero de casos favoraveis para os possiveis), a abordagem frequentista e associacdo da
probabilidade ao conceito de func¢do. Mas, qual ou quais dessas abordagens estéo presentes
nos principais livros didaticos adotados pela rede publica do Estado do Rio de Janeiro?
Conhecer somente a defini¢cdo tradicional de Laplace é suficiente para resolver as
questdes de probabilidade no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM)!? Os alunos
dessa rede, de posse dos livros analisados, sdo capazes de resolver tais questdes?

A fim de responder as perguntas apresentadas, essa pesquisa descreve o capitulo de
probabilidade em trés livros didaticos selecionados pelo pesquisador. Tais livros foram
aprovados pelo PNLD (Programa Nacional do Livro e do Material Didatico)?, os mesmos,
foram escolhidos e adotados pela Secretaria de Educagdo do Estado do Rio de Janeiro para
serem usados em suas aulas durante trés anos letivos consecutivos.

Além da analise citada, foram retirados do ENEM as questBes que envolvem
probabilidade no recorte dos anos de 2009 a 2017 e a motivacdo para este corte temporal
reside no fato de que a partir do ano de 2009 o ENEM sofreu uma reformulagédo em relacéo
aos anos anteriores, passando a ser conhecido como Novo ENEM.

Este trabalho estd dividido em cinco capitulos, sendo esta introducdo o primeiro
capitulo, que apresenta o objeto desta pesquisa. O capitulo dois, intitulado “Um breve
panorama do desenvolvimento do estudo da probabilidade” mostra ao leitor um resumo de

como o estudo da probabilidade se desenvolveu a partir do seculo X VI, até os dias atuais.

% O Exame Nacional do Ensino Médio (Enem) tem como finalidade principal a avaliacdo do desempenho
escolar e académico ao fim do Ensino Médio. O exame € realizado anualmente pelo Instituto Nacional de
Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (Inep) e Ministério da Educagdo (MEC)”. (INEP,2015, ndo
paginado). Disponivel em: < http://portal.inep.gov.br/web/guest/enem > . Acesso em: 11/11/2018.

2“0 Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD) ¢ destinado a avaliar e a disponibilizar obras
didaticas, pedagdgicas e literérias, entre outros materiais de apoio a pratica educativa, de forma sistematica,
regular e gratuita, as escolas publicas de educacéo basica das redes federal, estaduais, municipais e distrital e
também as instituicBes de educacdo infantil comunitarias, confessionais ou filantrépicas sem fins lucrativos e
conveniadas com o Poder Publico.(...) Os materiais distribuidos pelo MEC as escolas publicas de educagdo
basica do pais sdo escolhidos pelas escolas, desde que inscritos no PNLD e aprovados em avaliagdes
pedagdgicas coordenadas pelo Ministério da Educacdo e que conta com a participagdo de Comissdes Técnica
especifica, integrada por especialistas das diferentes areas do conhecimento correlatas, cuja vigéncia
correspondera ao ciclo a que se referir o processo de avaliagdo.”. (BRASIL, [2018], ndo paginado). Disponivel
em: <http://portal.mec.gov.br/component/content/article?id=12391:pnld>. Acessado em: 19/09/2018.
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O capitulo trés “Uma visdo do ensino de probabilidade no ensino médio através das
6ticas do PCNEM®, do Novo ENEM e de trés livros didaticos aprovados pelo PNLD”,
objetiva apresentar as orientacdes que PCNEM e o ENEM indicam para o estudo da
probabilidade, além de descrever o capitulo que aborda probabilidade nos livros didaticos:
Matematica, ciéncia e aplicacOes, de Gelson lezzi; Matemaética, contexto e aplicagdes de Luiz
Roberto Dante e Matematica Paiva, de Manoel Paiva.

O capitulo “Uma verificacdo de como o topico probabilidade é abordado no Novo
ENEM?”, o quarto dessa pesquisa, apresenta as questdes que envolvem probabilidade neste
exame entre os anos de 2009 a 2017. Nele encontramos, pelo menos, uma solucdo e uma
classificacdo em nivel de dificuldade facil, médio e dificil, segundo um critério autoral que
sera apresentado nesse capitulo, para cada questdo. Além de destacar 0s principais recursos
tedricos contidos na grade de conteidos que o aluno deve utilizar para conseguir resolvé-las.
Parte da novidade desta pesquisa reside no fato de que a classificacdo dada as questdes é
autoral e no texto estdo especificados quais os critérios utilizados para adotar a classificacdo
proposta.

O trabalho se encerra no capitulo cinco onde as consideracdes finais respondem
claramente as questdes propostas nesta pesquisa que ainda ndo foram respondidas ao longo
dos demais capitulos e sugere o uso deste texto como material de apoio ao professor do
Ensino Médio das escolas publicas brasileiras que se dedicam a trabalhar com seus alunos

exercicios tematicos do ENEM.

* “Orientacdes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio - PCNEM . As OrientagSes Curriculares para o
Ensino Médio foram elaboradas a partir de ampla discussdo com as equipes técnicas dos Sistemas Estaduais de
Educacdo, professores e alunos da rede publica e representantes da comunidade académica. O objetivo deste
material é contribuir para o didlogo entre professor e escola sobre a pratica docente. A qualidade da escola é
condicdo essencial de inclusdo e democratizacdo das oportunidades no Brasil, e o desafio de oferecer uma
educagdo basica de qualidade para a inser¢do do aluno, o desenvolvimento do pais e a consolidagdo da cidadania
é tarefa de todos.” (BRASIL, [2018], ndo paginado). Disponivel em:
<http://portal.mec.gov.br/component/tags/tag/33672>. Acessado em: 19/09/2018.
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2 UM BREVE PANORAMA DO DESENVOLVIMENTO DO ESTUDO DA
PROBABILIDADE

Apresentamos nesse capitulo um breve resumo do desenvolvimento histérico do
estudo da probabilidade, objetivando relatar alguns personagens relevantes e algumas de suas

contribuicdes de destaque para esse campo de estudo.

2.1 O nascer do estudo da probabilidade no século XVI

Durante o século XVI um dos principais entretenimentos eram os jogos de azar® e
gracas a eles, alguns brilhantes matematicos tiveram seus olhos voltados para o estudo da
probabilidade, quase sempre com o intuito de aumentarem suas chances de ganho.

O primeiro nome que merece destaque é de Luca Pacioli (1445-1517), frade
franciscano, nascido na cidade de Borgo San Sepolcro, na Toscana. Foi professor de
matematica e pode ser considerado um dos pioneiros no célculo de probabilidade. Uma de
suas contribuicdes de destaque € sua técnica aplicada na divisdo do prémio em um jogo de
dados inacabado, o que futuramente vem a ser conhecido como problema dos pontos® e é
estudado por dois matematicos franceses do século XVII, Blaise Pascal e Pierre de
Fermat.(MOL,2013)

Pacioli realizava a divisdo do prémio de maneira proporcional a probabilidade de
vitdria de cada jogador. Sendo assim, 0 mesmo introduziu a nogdo de esperanca matematica
de maneira intuitiva, que futuramente vem ser apresentado formalmente por Christiaan
Huygens, onde esperanca matematica ou valor esperado é o valor médio obtido por uma
experiéncia repetida diversas vezes. A esperanca matematica pode ser calculada E(X) =
Yis1X;.p(xi) sendo E(X)é a esperanca de uma varidvel aleatoria ocorrer e p(x;) a
probabilidade da variavel aleatdria assumir o valor x; ocorra, sendo i = 1,2,3 ....,nem que
cada x; € um possivel resultado de X. (SILVEIRA, 2001).

Girolamo Cardano (1501 - 1576), matematico italiano, assumidamente um viciado em

jogos de azar, tem sua atencdo voltada para o estudo da probabilidade, com o intuito de

* Segundo o Dicionério Houaiss da Lingua Portuguesa (HOUAISS; VILLAR, 2009, p. 1134) jogo de azar é:
“aquele em que o ganho ou a perda estdo na dependéncia exclusiva da sorte (como roleta) ou dela dependem
mais do que o célculo ou da habilidade do jogador (como os jogos carteados em geral).”

> O problema mencionado é apresentado pelo historiador Howard Eves (2011, p. 393), no qual relata:
“Determine a divisdo das opostas de um jogo de azar entre dois jogadores igualmente habeis, supondo-se
conhecido o marcador no momento da interrup¢ao e o nimero de pontos necessarios para ganhar o jogo”.
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maximizar seus ganhos. Seu estudo tem inicio com o arremesso de dois dados, onde conclui
que hé 36 pares ordenados de resultados possiveis no langamento dos mesmos e ndo apenas
21 pares (ndo ordenados). (PAULO, 2013).

Cardano pode ser visto como o pioneiro no uso de técnicas de contagem para o célculo
da probabilidade da ocorréncia de um evento. Porém, o mesmo ndo produziu resultados
expressivos registrados relativos ao estudo de probabilidade, limitando-se a resolver
problemas concretos. Suas contribuicdes para o calculo de probabilidade estdo presentes num
pequeno manual de jogos, intitulado, Liber de Ludo Aleae (o livro dos jogos de azar)
publicado postumamente em 1663. (ROTUNNO,2007).

Niccolo Fontana Tartaglia (1499-1577) nasceu na Itélia e recebe o apelido de gago
(Tartaglia) por ter sua fala prejudica apds sofrer com golpes de espada durante uma invasdo
francesa a sua cidade, Brescia (GODOY; MATTQS,2007). Sua principal contribuicdo ao
estudo da probabilidade é o triangulo aritmético que futuramente vem ser conhecido como
triangulo de pascal, presente na figura 1. (PAULO,2013).

Figura 1 — Triangulo de Pascal

Col.0 Coll Col2 (ol Col,0 Coll Col2 Col2
Linha 0 CE Linha 0 1
linha 1 EE C% linha 1 1 1
limha2 C€: ¢! linha2 1 2 1
linha 3 C; fl C: ':j linha 3 1 3 3 1

Fonte: O autor, 2018.
Dessa maneira o estudo da probabilidade no século XVI ocorre informalmente, ndo

tendo nenhuma publicagdo que apresente teoremas ou defini¢cGes formais relacionadas a esse

campo.

2.2 O inicio da teoria da probabilidade moderna

Pierre de Fermat (1601-1665), francés, nascido em Beaumont-de-Lomagne, era

advogado e foi matematico por hobby. Apesar da matematica ser apenas sua diversdo nas
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horas vagas, ele tem profundas contribui¢des em diversos campos. Entre eles destacam-se a
teoria dos nimeros, o calculo, a geometria analitica e a probabilidade. (PAULO,2013).

Apesar de sua genialidade, Fermat ndo se preocupava em publicar seus resultados,
compartilhava suas ideias por meio de correspondéncias com seus contemporaneos e fazia
suas anotagcdes em bloco de notas. E justamente em uma de suas correspondéncias com o
também francés Blaise Pascal (1623-1662), que lhe é apresentado o problema dos pontos,
problema esse que desperta sua atencéo e que por meio dele, Fermat e Pascal desenvolvem os
alicerces da teoria da probabilidade moderna. Essa teoria € registrada em sete cartas, nas quais
0s matematicos trocam informacdes e solugdes para o problema dos pontos e suas variagdes.
Nas mesmas cartas Fermat e Pascal registram novos conceitos e métodos classicos de
contagens. (PAULO,2013).

Muitos estudiosos apontam Pascal e Fermat como o0s pais da teoria da probabilidade,
tendo sua origem nas correspondéncias mencionadas. Outros ndo lhes ddo esse crédito, uma
vez que as correspondéncias sé foram publicadas apds suas mortes. (PAULO,2013).

Segundo Paulo (2013, p.5) “Tao importante quanto estes dois grandes estudiosos foi
Christiaan Huygens. Ele é apontado como o primeiro pesquisador que deu tratamento
cientifico a probabilidade.”

Christiaan Huygens (1629-1695) apesar de ter suas principais pesquisas no campo da
astronomia e da fisica, podemos dizer que ele também tem grande contribuicdo no ramo da
probabilidade. (ROTUNNO, 2007).

[...] O impulso definitivo ao nascimento e expansao do calculo das probabilidades s6
foi dado em 1657, por Huygens. Estimulado pela leitura da correspondéncia entre os
dois matematicos, publica um pequeno folheto, o primeiro tratado dedicado
exclusivamente a Teoria das Probabilidades, chamado “De ratiociniis in ludo aleae”
(Sobre o raciocinio nos jogos de azar), em que relata o conteldo das cartas e
evidencia o grande mérito das reflexdes nelas contidas. (ROTUNNO, p.18, 2007).

Assim, pode-se dizer que:

Durante 0 século XVII novas formulagdes sobre aplicacbes do Célculo de
Probabilidades foram apresentadas. Os estudos dos jogos de azar despertaram a
possibilidade de prever, em certo grau, acontecimentos futuros a partir de dados que
podemos observar. Inicia-se, nessa fase, a busca por uma organizacdo de
informacBes do passado que permitissem prever o futuro e, conseqientemente,
interferir nele. (ROTUNNO, 2007, p.19)

Apresentaremos a seguir, em breves linhas, o desenvolvimento da probabilidade no

século XVIII destacando as formulag6es sobre as aplica¢des do célculo das probabilidades.
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2.3 O desenvolver da probabilidade ao longo do Século XVIII

O inicio do século XVIII é marcado pelo acumulo de conhecimento cientifico
produzido no século XVII, sendo o estudo da probabilidade uma das areas de conhecimento
em grande expansdo. Facilmente aplicavel ao cotidiano, a teoria das probabilidades acaba
atraindo muitos matemaéticos, marcando &reas como o que hoje conhecemos por ciéncias
atuariais® e estatitica. (ROTUNNO,2007).

O primeiro nome que merece destaque € Jakob Bernoulli (1654 - 1705). Apesar de ter
vivido grande parte no século XVII, tem sua obra, Ars Conjectandi, publicada postumamente
em 1713. Este livro é considerado por muitos autores, um marco primeiro acerca do estudo
exclusivo da probabilidade, contendo uma reedic¢do do trabalho de Huygens sobre jogos de
azar. (ROTUNNO,2007).

Bernoulli também apresenta sua versdo prépria da Lei dos Grandes Nmeros’ que
chama de “Teorema Aureo”, onde segundo Coutinho (2007, p.61) : “(...) este teorema mostra
que as fregliéncias relativas, em um certo sentido, convergem para a probabilidade subjacente,
o que justifica a utilizagdo da probabilidade em outros contextos além dos jogos de azar.”

O matematico francés, Abraham De Moivre (1667-1754), é considerado o pioneiro a
trabalhar o uso da integral em célculos probabilisticos. Em duas de suas obras, Théorie Du
Hasard (1718), e Miscellanea Analytica® (1730), encontramos um material muito rico
referente ao estudo de probabilidade. Nesta Gltima, destaca-se o interesse e a acuidade em
desenvolver métodos matematicos e generalizacbes para a teoria das probabilidades.
(UNIVERSIDADE SAO PAULO, 2009a).

® «“As Ciéncias atuariais sio as ciéncias que estudam e analisam riscos dentro da 4rea de Economia e Finangas.”
Disponivel em:< https://www.guiadacarreira.com.br/guia-das-profissoes/ciencias-atuarias/> Acesso em:
29/08/2018.

” Este teorema descreve o resultado da realizagio de uma mesma experiéncia repetidas vezes, sendo t&o grande
guanto se queira a quantidade de repeticdes. De acordo com esta lei a média aritmética dos resultados da
realizacdo de uma mesma experiéncia repetidas vezes tende a se aproximar do valor esperado a medida que mais
tentativas ocorram, isto é, quanto mais vezes 0 experimento é realizado, mais a probabilidade da média
aritmética dos resultados observados ird se aproximar da probabilidade real. A importancia desta lei esta na
garantia de resultados estaveis a longo prazo para a média de eventos aleatérios. A lei dos grandes nimeros é um
teorema matematico e garante que a frequéncia relativa de um evento ocorrer sempre ira convergir para um
determinado ndmero.

® Neste texto a formula de Stirling ja aparece como ja conhecemos nos dias de hoje. De Moivre utilizou esta
férmula para descrever a Lei Normal (curva normal de Gauss) como uma aproximacdo da Lei Binomial em
1733. Na segunda edi¢do desse texto em 1738, De Moivre, melhora a compreensao da formula de Stirling dando
a este matematico escocés o devido crédito, ainda nesta segunda edigdo encontrasse a géneses do Teorema
Central do Limite, um dos dois principais teoremas em teoria das probabilidades. (SO MATEMATICA,
[2018],nd0 paginado)
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Thomas Bayes (1701-1761), pastor e matematico inglés, conhecido pelo teorema de
Bayes, tem um papel de muito destaque quando pesquisamos calculo das probabilidades
(PENA,2006). Destaque-se que :

[...] o estudo significativo foi o deixado por Bayes, em 1763. Este autor analisou o
problema de se determinarem as probabilidades das causas de um evento — problema
este que foi observado por meio de seus resultados (SILVA, 1. de A., 2002). Isso
permite determinar a probabilidade de um sucesso a posteriori em funcdo de uma
probabilidade a priori. Bayes foi o primeiro a utilizar a probabilidade matematica no
raciocinio indutivo e seus estudos abriram um novo horizonte de aplicacdo. Na
época, iniciaram-se varias investigacdes de compilacao de informacdes referentes ao
censo populacional. Eram registros referentes a nascimentos, casamentos,
mortalidades, etc. apoiados no desenvolvimento da Estatistica Descritiva.
(ROTUNNO,2007, p.20)

Daniel Bernoulli (1700-1782), cria o conceito de esperanca moral e aplicou-o na area
de seguros. Ele também influencia Leonhard Euler (1707-1783), o melhor aluno de seu pai,
Jacques Bernoulli, a estudar probabilidade , que contribui com algumas notacdes ao escrever
sobre expectativa de vida e valor de uma anuidade , por exemplo. (UNIVERSIDADE SAO
PAULO, 2009b).

O italiano, Joseph Louis Lagrange (1736-1813), aplica o célculo diferencial ao célculo
probabilistico na teoria matematica do som, indo além dos conceitos deixados por Newton.
Ele retira o tema do campo da mecéanica dos fluidos para a mecanica do sistema de particulas
elasticas e contribui na génese dos sistemas dindmicos ao contribuir para solucéo do Problema
dos Trés Corpos de Euler. (ROTUNNO,2007)

Coutinho (2007) apresenta 0 momento historico de introducdo a probabilidade

geomeétrica.

[...] A nogdo de probabilidade geométrica foi introduzida por Georges Louis Leclerc,
conde de Buffon, matemético e naturalista francés do séc. XVIII. Em um contexto
social no qual os jogos de azar proliferavam muito, apds a morte de Luiz XIV,
Buffon apresenta na Franga o jogo de Franc Carreau em um trabalho enderecado a
Academia Real de Ciéncias, em 1733. Este jogo consiste em langar uma moeda
sobre um piso ladrilhado com lajotas iguais em uma forma qualquer. Os jogadores
apostam sobre a posicdo final da moeda: ficara ela inteiramente sobre uma Unica
lajota (franc-carreau), ou sobre uma ou mais juntas entre lajotas?
(COUTINHO,2007, p.63)

Nesse contexto, observa-se que a probabilidade geométrica é inserida por meio do
jogo de azar citado. Antes dele os conceitos geométricos eram quase que irrelevantes para 0s
jogos de azar, mas diante do Franc Carreau algumas informacdes geométricas sdo relevantes
para defini¢cdo dos casos favordveis ou ndo, como por exemplo, o didmetro da moeda que €

lancada, o formato das lajotas, etc.
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2.4 A importéncia da probabilidade para os Séculos XIX e XX

O seculo XIX tem suas atencbGes do estudo da probabilidade voltados para suas

aplicacdes como podemos observar em :

[..] Nesta etapa, inicio do séc. XIX, multiplicaram-se os estudos sobre as aplicagdes
da Probabilidade e suas possiveis interpretacdes na sociedade. Os estudos dessas
informacdes permitiam conhecer condicdes e funcionamentos proprios da sociedade.
No entanto, alimentou-se a idéia de que, como na Fisica, 0 comportamento humano
poderia ser regido por leis estatisticas e probabilisticas. Como consequiéncia, muitas
aplicacOes foram efetuadas de modo incorreto, provocando juizos sem fundamento e
conclusbes errdneas. Além disso, os trabalhos desenvolvidos anteriormente
continham estudos tedricos muitos avangados para as idéias da época. Esses fatores
influenciaram diretamente na reputacdo na Teoria das Probabilidades e em seu
aparente abandono. (ROTUNNO,2007, p.21)

Destaca-se que na primeira metade do século XIX, mais precisamente em 1812, o
matematico francés, Pierre- Simon Laplace (1749-1827) publica “Teoria Analitica de
Probabilidade”. Apesar do estudo da probabilidade nao ser o seu principal campo de pesquisa,
seu interesse pelo calculo probabilistico se fez necessario para apoiar suas outras pesquisas,
como os estudos relativos a astronomia. (PAULO,2013)

Em 1825 Laplace publica o “Ensaio Filoséfico sobre Probabilidade”, no qual
apresenta suas contribuicdes a teoria da probabilidade, discutindo as bases desse ramo. Além
de apresentar aplicacGes. Nessa obra, também apresentou contribui¢cbes para o ramo da
estatistica. (PAULO,2013)

No século XX, o matematico russo Andrei Kolmogorov (1903 - 1987) publica em
1933 a primeira edicdo do "Fundamentos de Teoria das Probabilidades"”, obra essa que

apresenta de forma inédita a teoria das probabilidades de forma axiomatica ( PAULO,2013).

Na sua formulacdo, os conjuntos de resultados sdo interpretados como eventos e a
probabilidade propriamente dita como uma medida numa classe de conjuntos. Sendo
assim, uma probabilidade é um nimero entre 0 e 1; a probabilidade de um evento ou
proposicdo e seu complemento, se somados, valem até 1; a probabilidade
condicionada ou conjunta de dois eventos ou proposicdes é o produto da
probabilidade de um deles e a probabilidade do segundo, na primeira. Como se nota,
esses axiomas formam a base para a teoria da probabilidade matematica. (PAULO,
2013, p.8)

Observa-se ainda que:

Os axiomas de Kolmogorov tornaram a Teoria das Probabilidades uma parte
autdbnoma dentro da Matematica e possibilitaram grande avanco cientifico nesta
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area, sobretudo sob o aspecto tedrico. A utilizagdo de tais modelos como
instrumento explicativo voltado ao controle de grande nimero de sucessos é hoje
uma opcdo cada vez mais utilizada no mundo cientifico, seja nas ciéncias humanas
ou nas politicas. (ROTUNNO, 2007, p.22)

No préximo capitulo veremos como este assunto esté inserido na matematica escolar
por meio da analise das orientacdes curriculares para o ensino médio, o exame nacional do
ensino médio e trés livros didaticos adotados pela rede publica do Rio de Janeiro. Essa anélise

é feita a fim de responder as questdes que justificam esta dissertacao.
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3 UMA VISAO DO ENSINO DE PROBABILIDADE NO _ENSINO MEDIO DA
OTICA DO PCNEM, DO NOVO ENEM E DE TRES LIVROS DIDATICOS
APROVADOS PELO PNLD

Uma vez que esse trabalho tem por objetivo analisar as questfes de probabilidade do
ENEM dos anos 2009 a 2017, é necessario pensar em que perspectiva as questdes serdo
analisadas. Para fazer essa andlise, esse capitulo apresentara de forma breve uma visdo para o
ensino de probabilidade por meio do PCNEM, as orienta¢cdes do NOVO ENEM para o estudo
da probabilidade e uma descricdo de trés livros trés livros didaticos que fazem parte do

PNLD, adotados na rede publica do Rio de Janeiro.

3.1 Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM)

O PCNEM apresenta orientacdes complementares em relacdo aos parametros
curriculares nacionais (PCN’s), como foco esta voltado para o Ensino Médio. Sua motivagao

esta no fato de que :

[...] o ensino médio tem se caracterizado por uma énfase na estrita divisdo
disciplinar do aprendizado. Seus objetivos educacionais se expressavam e,
usualmente, ainda se expressam em termos de listas de tdpicos que a escola média
deveria tratar, a partir da premissa de que o dominio de cada disciplina era requisito
necessario e suficiente para o prosseguimento dos estudos. Dessa forma, parecia
aceitavel que sé em etapa superior tais conhecimentos disciplinares adquirissem, de
fato, amplitude cultural ou sentido prético. Por isso, essa natureza estritamente
propedéutica ndo era contestada ou questionada, mas hoje é inaceitavel. (BRASIL,
2006,p.8)

Assim, o PCNEM :

[...] pretende discutir a conducdo do aprendizado nos diferentes contextos e
condigBes de trabalho das escolas brasileiras, de forma a responder as
transformac@es sociais e culturais da sociedade contemporéanea, levando em conta as
leis e diretrizes que redirecionam a educacéo basica.” (BRASIL, 2006, p.7)

Sua proposta para o ensino da matematica é que seja sistematizado por meio de trés
eixos (chamados de temas estruturais), sendo eles:
« Eixo 1 - Algebra: nimeros e fungdes
o Eixo 2 - Geometria e medidas
o Eixo 3 - Anélise de dados .
Os trés eixos devem permitir articulagdo logica entre diferentes ideia e conceitos a fim

de gerar, mais ganhos a aprendizagem, tornar mais eficaz a utilizacdo do tempo disponivel e
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preparar melhor o aluno no seu caminhar em direcdo as competéncias matematicas.

(BRASIL,2006)

Uma vez, que:

Aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada a
outros conhecimentos traz em si 0 desenvolvimento de competéncias e habilidades
que sdo essencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam e estruturam o
pensamento do aluno, capacitando-o para compreender e interpretar situacdes, para
se apropriar de linguagens especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar
conclusGes proprias, tomar decisGes, generalizar e para muitas outras acoes
necessarias a sua formagdo. (BRASIL,2006,p.111)

O tema estrutural que sera norteador na perspectiva desse trabalho sera a Analise de

Dados, organizado em trés unidades tematicas: estatistica, contagem e probabilidade. Assim,

uma das grandes competéncias propostas pelos PCNEM diz respeito a
contextualizagdo sécio-cultural como forma de aproximar o aluno da realidade e
fazé-lo vivenciar situacdes proximas que lhe permitam reconhecer a diversidade que
0 cerca e reconhecer-se como individuo capaz de ler e atuar nesta realidade.
(BRASIL,2006,p.126)

O tema estrutural norteador também aponta que matematica do ensino médio pode ser

um determinante para a eficaz leitura de informac6es midiaticas assim como em outras areas

do conhecimento através da interpretacdo correta dos dados tratados e apresentados em

tabelas, graficos e informacdes de carater estatistico. Além de refletir criticamente sobre seus

significados. Espera-se que o aluno do ensino médio atinja ap6s investigacdo critica sobre

esses dados, o habito de tomada de decisdes, fazendo da estatistica e da probabilidade um

conjunto de ideias e procedimentos que permitem aplicar a matematica em questdes do

mundo real. Uma vez que

Devem ser vistas também como formas de a Matematica quantificar e interpretar
conjuntos de dados ou informagdes que ndo podem ser quantificados direta ou
exatamente. Cabe a Estatistica, por exemplo, analisar a intengdo de voto em uma
eleicdo ou o possivel éxito do lancamento de um produto no mercado, antes da
eleicdo em si e da fabricacdo do produto. Isso é feito através da pesquisa estatistica,
que envolve amostras, levantamento de dados e anélise das informagdes obtidas.

Da mesma forma, a Probabilidade acena com resultados possiveis, mas ndo exatos.
Ao afirmar que o resultado 1 tem 1/6 de probabilidade no langcamento de um dado,
ndo ha certeza de que em seis lancamentos do dado o nimero 1 saira exatamente
uma vez. Assim como ao afirmarmos que determinado tratamento médico tem 90%
de probabilidade de cura para uma doenga, ndo garante que em um grupo de 10
pessoas submetidas a este tratamento exatamente uma pessoa continuard doente.
(BRASIL,2006,p.126)

E importante destacar, que encontramos em (Brasil, 2006) a fala de que a contagem é

apenas o instrumental para o desenvolvimento da estatistica e da probabilidade, j& que lidam
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com dados e informagBes em conjuntos finitos e utilizam procedimentos que permitem
controlar com certa segurancga a incerteza e a mobilidade desses dados.

A organizacdo e exposicdo de como os assuntos serdo trabalhados ao longo do ensino
médio sdo de grande relevancia para o processo de ensino e aprendizagem uma vez que O
PCNEM informa que :

[...] os temas de estudo da primeira série deveriam tratar do entorno das informacdes
que cercam os alunos, numa visao contextualizada, colocando-0s em contato com as
primeiras idéias e procedimentos basicos para ler e interpretar situacdes simples. Na
segunda série, ja poderia haver uma mudanca significativa no sentido de que cada
disciplina mostrasse sua dimensdo enquanto Ciéncia, com suas formas
caracteristicas de pensar e modelar fatos e fenémenos. A terceira série ampliaria os
aprendizados das séries anteriores com temas mais abrangentes que permitissem ao
aluno observar e utilizar um grande numero de informacbes e procedimentos,
aprofundando sua compreensdo sobre o que significa pensar em Matemaética e
utilizar os conhecimentos adquiridos para anélise e intervencdo na realidade.
(BRASIL,2006,p.127 e 128)

Uma sugestdo de abordagem encontrada do tema estrutural analise de dados seria
trabalhar no primeiro ano do ensino médio estatistica por meio de descricdo de dados e
representacdes graficas; no segundo ano, abordar novamente estatistica com enfoque em
analise de dados e contagem, e, no terceiro, ano realizar o estudo da probabilidade.
(BRASIL,2006)

Como esse trabalho centra-se em probabilidade, serdo destacados a seguir as
competéncias e habilidades enfatizadas pelo PCNEM dentro da unidade tematica
probabilidade. Assim:

Probabilidade: possibilidades; calculo de probabilidades.

¢ Reconhecer o carater aleatdério de fendmenos e eventos naturais, cientifico
tecnoldgicos ou sociais, compreendendo o significado e a importancia da
probabilidade como meio de prever resultados.

e Quantificar e fazer previsdes em situagdes aplicadas a diferentes areas do
conhecimento e da vida cotidiana que envolvam o pensamento probabilistico.

* Identificar em diferentes areas cientificas e outras atividades préticas modelos e
problemas que fazem uso de estatisticas e probabilidades. (BRASIL,2006,p.127 e
128)
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3.2 A reestruturacdo do ENEM e suas orientacdes para o estudo da probabilidade

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) a partir do ano de 2009 sofreu
alteracdes em relacdo aos exames aplicados nos anos anteriores, esse novo modelo passou a
ser conhecido como NOVO ENEM. Sua reestruturagdo tem como destaque sua matriz de

referéncia, onde:

O termo matriz de referéncia € utilizado especificamente no contexto das avaliacdes
em larga escala, para indicar habilidades a serem avaliadas em cada etapa da
escolarizacdo e orientar a elaboracdo de itens de testes e provas. Além disso,
também indica a construcdo de escalas de proficiéncia que definem o que e o0 quanto
o aluno realiza no contexto da avaliacdo. A matriz de competéncias e habilidades
que estrutura o Encceja considera, simultaneamente, as competéncias relativas as
areas de conhecimento e as que expressam as possibilidades cognitivas de jovens e
adultos de compreender e realizar tarefas relacionadas a essas areas (competéncias
do sujeito).As competéncias do sujeito sdo eixos cognitivos que, associados as
competéncias apresentadas nas disciplinas e areas do conhecimento do Ensino
Fundamental e Médio, referem-se ao dominio de linguagens, compreensdo de
fendmenos, enfrentamento e resolucdo de situagdes-problema, capacidade de
argumentacéo e elaboracgdo de propostas. Dessas interagdes resultam, em cada area,
habilidades que serdo avaliadas por meio de questBes objetivas (multipla escolha) e
pela producéo de um texto (redacéo). (INEP,2017, ndo paginado).

Sera apresentada a seguir a tabela da matriz de referéncia do ENEM, elaborada pelo
INEP, na qual a competéncia de area 7 (na tabela a seguir, representado por M7) se destaca,
uma vez que esse trabalho tem por um dos seus objetivos analisar as questdes de
probabilidade referente ao NOVO ENEM.



Tabela 1 — Matrizes de referéncia do ENEM
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|-Dominar a nomacultada | 11- Construir e aplicar II- Selecionar, organizar, | V- Relacionar informagdes, | V- Recorrer aos
Lingua Porfuquesa e fazer | conceitos das varias areas | relacionar, interpretar dados | representadas em diferentes | conhecimentos
EIX0S COGNITIVOS | uso das linguagens do conhecimentoparaa | e informiagdes formas, & conhecimentos | desenvolvidos para
matemifica, arfistica e compreensio de fendmenos | representados de diferentes | disponiveis em situagdes | elaboracao de propostas de
cientiica. naturais, de processos formas, para tomar decisdes | concrefas, para construir | intervengdo solidariana
COMPETENCIAS DE historico-geograficos, da | e enfrentar sifuagaes- arqumentagio consistente. | realidade, respeftando o
WATEMATICA E SUAS produgao tecnologicae das | problema. valores humanos &
TECNOLOGIAS manifestagoes arfisticas. considerando a diversidade
sociocultural
4 Hig H16 Hi7 Hig
Constrir & ampliar nogdes de | Idenfficar eis mateméicas Resolver stuagdoqrablema | Uizar informaghes expressas | Avaliar progostas de
vatacAode grandezaparaa | queeipressem arelagiode envolvendo 2 variacdo de em farma de juros (simples ou | infervencéo na reglidade,
compreersio darealidedee s | dependénci enfre duss - prandezas direta ou composto) como recurso para | uffizando calculos de
solucdo de problemas do randezas. inversamentz proporcionais. | & constugao de argqumentacao | porcentagem elou juos.
cofdiang. (aumentos & descantos
SUCESSND3).
'} H19 - denificar H20 - enfficer grafico H21 - Resalver sfuagdc-
Apiicar expressies alggbricas | representagdes algébricas que | cartesiano querepreseniea | problema cujos dados esteiam
para modelar & resolver EXpressem & relagao de relacdo de inferdependéncia | expressas em grafco
problemas, envolvendo variavels | inferdependéncenreduss | enfre dugs prandezss cartesiano que mostre a
socioecandmicas ou fécnico- | randezas. (variacéo near). Variaga0 de duas grandezas.
tentficas.
NG H22 - Wentficar imomagies | HI3- Ullizarinformagdes | H24-Resohersiace- | HIO-Ufizar mormagies | HIG - Avalir propostas de
Interprefar informagies de apresenfadas em iabelasou | expressas em grafios ou problema com dados xprassas em graficos ou inlervencan nareaiidade,
nafureza cinfifa & social gricos (de colung, de selores | tabelas para fazer ineréncies. | apresentadosem fomade | tabelas comorecursoparaa | ufiizando informagdes
obfides da leftura de gréficos e | e delinha). fabelade duplaenradaou | construcdo de arqumantos. | expressas em gréficos ou
tabelas, realizando previso de gréficn. fabels
tendéncia, extapolaco,
interpolacan e nierpretacin.
1} H2T - Calcular a média H2B -Resolversitiacdo- | H29- Utizar médias H30 - Avaliar propostas de
Compregnder o cardter deatdro ariméfica de um corjunfo de | proklema oue envolva arimetcas, nocdo de inlervencao naresiidade
& ndc-determinisfico dos dlados express0s &m uma processos de contagemou | probablidade ou utlizando probabilidade efou
fendmenos naturas e sociis @ {abela de fregiéncias de riogies de prabablidads. conhecimentos estaizicos | conhecimentos estafisfios
ufizar instrumentos adequados dados agrupados (o em COMO FRCUTS0 a3 3 (parceniagem, ordfcas,
para meditas & célculos de classes) ou grafcos de construgio de arqumentacio. | médias),
probiabilidade, para interpretar colunas.
informages de variaveis
apresentadas em uma
disfiuicio estafstca.

Fonte:INEP(http://download.inep.gov.br/educacao_basica/encceja/matriz_competencia/Mat_Mat_Tec_EM.pdf)

Com esse breve panorama das orientacfes do ENEM, para o estudo da probabilidade,

pode-se observar que a sua visao esta alinhada com o PCNEM.
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3.3 Uma breve descrigdo de trés livros didaticos adotados pelo PNLD

Os capitulos de probabilidade que serdo descritos fazem parte dos livros didaticos:
Matemaética, Ciéncia e AplicacGes, de Gelso lezzi (2017); Matematica, Contexto e Aplicagdes
de Luiz Roberto Dante (2017) e Matematica Paiva, de Manoel Paiva (2015).

3.3.1 Descricdo do capitulo 11: Probabilidade do livro ‘Matematica, ciéncia e

aplicagoes’

O assunto probabilidade ¢é apresentado no capitulo 11 do volume 2 dessa cole¢do. Ao
longo de 24 paginas, o tema é desenvolvido logo ap6s um capitulo dedicado aos problemas de
contagem e andlise combinatoria.

Gelson lezzi (2017) inicia o capitulo fazendo uma contextualizacdo ao se referir ao
sorteio da mega sena. Nesse contexto apresenta e define o que é um experimento aleatorio e
apresenta exemplos desse tipo de experimento. Em seguida, apresenta um breve panorama da
historia da probabilidade e segue definindo espaco amostral e evento, destacando também o
gue é um evento certo, impossivel e complementar. Nesse momento disponibiliza o primeiro
bloco de 12 exercicios.

Figura 2 — Um pouco de historia

_—
o At

A teoria da probabilidade

Os primeiros registros ligados a teoria da probabilidade aparecem na |
obra do italiano Girolamo Cardano (1501-1576) sobre jogos de azar. Cerca
de cem anos depois, Blaise Pascal deu novo impulso ao desenvolvimento da
teoria da probabilidade, por meio das cartas que trocou com Pierre de Fer
mat (1601-1665), em que discutiam problemas ligados a jogos. Em sua obra
sobre o tridngulo aritmético, datada de 1654, ha também alguns tépicos F
sobre probabilidade

No entanto, o primeiro artigo completo sobre o assunto sé foi es
crito em 1713, por Jacques Bernoulli, na obra Ars Conjectandi (Arte de
conjecturar), que continha, inclusive, uma detalhada exposi¢do sobre
permutagoes e combinagoes. A partir de entao, outros matematicos
dariam valiosas contribuigdes para o desenvolvimento da teoria das
probabilidades, cujas aplicagbes em areas como Biologia, Economia,
Sadde, tabuas atuariais etc. nao tardariam a ser reconhecidas.

Fonte de pesquisa: DOYER, Carl b

Fonte: IEZZI (2017, p.253)

Apds o primeiro bloco de exercicios, ele apresenta e define frequéncia relativa,
fazendo uma abordagem de probabilidade frequentista, por meio de um exemplo de
lancamento de moedas e segue definindo probabilidade e apresentando exemplos.
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E importante destacar que o autor chama a atencdo para o espago amostral
correspondente ao experimento do exemplo 3, mostrando que todos tém mesma chance de
ocorrer, definindo assim intuitivamente o conceito de espaco amostral equiprovavel.

E natural encontrar em classes de alunos mais interessados o seguinte questionamento:
¢ devemos considerar todo espago equiprovavel ?°. O Autor antecipando a davida do que é um
espaco amostral ndo equiprovavel, destaca em forma de observacdo, como se configura esse
espaco amostral, apos o exemplo 3, no qual consiste no langamento de um dado néo viciado e
obervar as chances de cada uma das faces voltadas para cima, exemplo esse, em que se
trabalha com espaco amostral equiprovavel. Fala em jogos de azar onde devemos considerar,
eventualmente, a existéncia de algum fator que influencia o resultado, como os dados viciados
em vez de cubos perfeitos.

Segue destacando o célculo de probabilidade em espacos amostrais equiprovaveis e
algumas propriedades, apresenta uma sequéncia de 4 exercicios resolvidos e um novo bloco
de exercicios, contendo 19 exercicios. E importante notar a variedade de abordagens entre os
exercicios numerados de 13 a 31. H& dados, expressdes em tabelas de dupla entrada, ha
graficos de linhas , uso da teoria de conjuntos , o conceito de raizes de uma equacdo do
primeiro e do segundo graus, logaritmos, e, no ultimo exercicio, a ideia intuitiva de
probabilidade geométrica.

Apobs o segundo bloco de exercicios, os autores convidam o leitor a observar novos
exercicios resolvidos, em que o objetivo é usar conhecimentos de combinatdria para resolver
0s problemas. A seguir encontramos no terceiro bloco de exercicios 18 atividades , também
com abordagens variadas sobre o tema.

Segue apresentando a definicdo da probabilidade da unido de eventos, destacando em
eventos mutuamente exclusivos, dando apenas um exemplo (que consideramos insuficiente
para a resolucdo dos exercicios propostos futuramente, visto a quantidade e a dificuldade do
exemplo) e depois em eventos que possuem ocorréncias simultaneas, seguindo de 7 exercicios
propostos.

Adiante temos a apresentacdo da probabilidade condicional por meio de um exemplo,
cuja solucdo é realizada por meio da reducéo do espago amostral. Além disso, é apresentada
uma férmula para a realizacdo do célculo da probabilidade condicional, apresentando uma
observacao que, na pratica, os problemas de condicionais tém sua solucdo feita com maior
frequéncia pelo método da reducéo do espaco amostral.

Numa conversa em particular com o leitor, o autor sugere ao aluno que estiver

resolvendo problemas de probabilidade condicional a lancar mao da praticidade em reduzir o
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espaco amostral segundo o enunciado do problema e entdo, calcular as probabilidades pedidas
nesse novo espaco. Esta abordagem contribui, segundo o autor, para o mais amplo
entendimento de conceitos, como eventos independentes e que vem a chamar de Teorema da
Multiplicacdo, quando resolve problemas que envolvem probabilidade da intersecdo de dois
eventos.

A parte tedrica do capitulo é encerrada com a exposicdo da probabilidade da
intersecdo de dois eventos, apresentando o teorema da multiplicacdo, eventos independentes e
a probabilidade de eventos dessa natureza, usando exemplos e mais trés exercicios resolvidos
seguidos de 11 exercicios propostos.

No fechamento do capitulo encontramos ainda uma secdo chamada “aplicacdo” na

qual fala um pouco sobre o uso da probabilidade na Loteca (antiga loteria esportiva).

Figura 3 — Matematica, futebol e loteria

-, =

Aplicacoes

Matematica, futebol e loteria

Uma das loterias mais populares
entre os brasileiros € a Loteca (antiga
loteria esportiva).

A Loteca lista 14 partidas de fute

bol. O apostador arrisca um palpite
para o resultado de cada partida
vitoria de um dos times (coluna 1
ou coluna 2) ou empate (coluna do
meio).

Ha& varias possibilidades de apos
ta. A aposta minima & um duplo, isto
& em um Unico jogo assinalar se
duas opgdes: coluna 1 e coluna 2,
coluna 1 e coluna do meio ou colu-
na 2 e coluna do meio. Nos demais Placar do jogo durante partida entre Vasco da Gama e loinville, 20
13 jogos assinala-se um Unico palpite
para cada jogo. Ha também apostas em um triplo, isto &, em um Unico jogo assinalam-se as trés opgoes,
garantindo, obviamente, o acerto do resultado daquele jogo.

Entre muitas opgdes de aposta, podemos citar: 2 duplos; 1 triplo e 1 duplo; 6 triplos; 2 triplos e E

duplos (aposta maxima).

Ganha quem acertar os resultados de 13 ou 14 partidas.

Mas, afinal, quais s&o as chances de se ganhar nessa loteria com a aposta minima?

A teoria de probabilidades nos ajuda a calcular tais chances, a partir da hipotese de que o espage
amostral & equiprovavel, isto é, em cada uma das 14 partidas, cada possivel resultado (coluna 1. colun

do meio e coluna 2) tem probabilidade = de ocorrer.
Observe, também, que o resultado de um jogo nao interfere no resultado dos demais jogos, garantindeg
desse modo, independéncia entre os eventos (cada jogo esta associado a um evento).
Imagine que vocé ira preencher um volante dos 14 jogos, concorrendo com a aposta minima, ista.
vocé assinala um duplo em um jogo, digamos o primeiro, € nos demais jogos (2° aoc 14%) um palpite sin
ples (uma coluna por jogo).

A probabilidade de acertar os 14 jogos pode ser expressa por:
p(acertar o 1° jogo e acertar © 2% e acertar o 3° e ... e acertar o 142 jogo)

Usando o teorema da multiplicagéo e lembrando a independéncia dos eventos, temos:
placertar o 1% jogo) - placertar o 2° jogo) - ... - placertar o 14° jogo)

i
D simples simples
iz A o A 1 < AE 1 _ 2. — 0.000042%
P - 3 3 3 ES 3

13 fatores

Achou muito pequena a chance de ganhar? ' ’ = d

Lembre-se, contudo, de que esse € um modelo tedrico em que s&o feitas previsoes. Na pratica, em Vags
Iogos, o apostador tem conhecimento prévio sobre os times e acompanha o desempenho das equipes §
Campeonato. Isso pode aumentar a chance de acerto do resultado de um jogo.

Mas no futebol sao 11 contra 11 e tudo pode acontecer...

Fonte: IEZZI (2017, p.273)

Ha ainda, outra secdo, chamada Troque Ideia em que fala sobre a mega sena

apresenta um desafio.
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Figura 4 — Troque ldeias

Fonte: IEZZI (2017, p.275)

3.3.2 Descricdo do capitulo 10 do livro ‘Matematica, contextos ¢ aplicagdes’

Assim como no livro anterior, 0 assunto Probabilidade, vem em sequéncia ao estudo
da Anélise Combinatoria. O mesmo é presente no volume 2 da colecdo e sua abordagem é
feita ao longo de 33 paginas.

O capitulo é iniciado com a defini¢do e seguida de exemplos de fenémenos aleatorios.
Também ¢é apresentada uma atividade para ser feita em sala de aula em que o autor apresenta
0 jogo da roleta® adaptado e propde reflexdes em relacéo a atividade que sera desenvolvida
em sala de aula.

°® “Jogo de Azar que um nimero premiado é indicado pela parada de uma pequena bola em uma das casa

numeradas de uma roda girante”. (HOUAISS; VILLAR, 2009, p. 1676).
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Figura 5 — Jogo da roleta

Fonte: DANTE (2017, p.232).

Ap0s abordagem citada encontramos defini¢fes de espaco amostral e evento, expondo
ainda dois exercicios resolvidos. Segue definindo eventos: certo, impossivel e mutuamente
excludentes, além de unido e interseccdo de eventos. Explica o que sdo eventos
complementares, e ainda destaca o0 que € um espago amostral equiprovavel além de realizar o
calculo da probabilidade nesse espaco. Encerra essa abordagem tedrica mostrando que a
probabilidade de um evento ocorrer € um valor localizado no intervalo fechado O e 1.

Apbs todas essas defini¢des, o capitulo segue com quatro exercicios resolvidos e o
primeiro bloco de exercicios propostos contém 12 atividades. Neste grupo de atividades,
destacam-se trés exercicios que envolvem nog¢des de contagem, um que usa teoria de
conjuntos e os oito restantes sdo aplicacdes diretas da definigcdo tradicional de probabilidade,
segundo Laplace.

Apos tais exercicios, o autor apresenta uma definicdo axiomatica de probabilidade
associada ao conceito de funcdo definindo-a como uma fungdo que associa a cada evento A
um numero P(A) e que satisfaz as seguintes propriedades:

)] P(A) deve pertencer ao intervalo real [0,1].

i) Dado um espaco amostral Q, entdo P(Q) = 1.

iii) P(AUB) = P(A) + P(B) , para eventos mutuamente excludentes.

A verificacdo dessas propriedades é realizada ao analisar o fenémeno aleatério do
lancamento de uma moeda perfeita. As consequéncias da definicdo apresentada sé&o

desdobradas em trés propriedades: a impossibilidade de um evento, a probabilidade de um
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evento complementar e probabilidade da unido de dois eventos. Na pagina 239 encontramos o
primeiro esbogo de demonstragdo, formal para as trés propriedades citadas. E interessante
notar que, nesta demonstracdo, além da simbologia formal usada, o autor usa como recurso
visual os diagramas de Venn para destacar a intersecdo entre conjuntos dados (AN B) e
regies que representam ao diferencas entre esses conjuntos (AN BeANB).

Segue com mais seis exercicios resolvidos, nos quais se observa a énfase em questdes
que trabalham com a probabilidade de eventos complementares e a probabilidade da unido de
eventos. Um recurso interessante presente na resolucdo do exercicio resolvido 8 é o uso da
tabela de dupla entrada para destacar o0 numero de resultados favoraveis em relacdo ao total
possivel. A seguir nenhum dos exercicios apresentados faz alusdo a definicdo de
probabilidade como uma funcdo. Ainda nesta secdo de exercicios resolvidos, a qualidade do
texto atraves dos exemplos dados é rico em diversidade.

Um dos exercicios resolvidos € uma questdo do ENEM, cuja solucdo é esmiucada e
ainda é explorado seu enunciado para ampliar a compreensdo do problema. E sugerido uma
discussdo em equipe e um pequeno projeto de pesquisa contextualizando socialmente o
assunto .

Um quadro resumo contendo a definicdo por Lapace, a probabilidade de um
complementar e a probabilidade da unido de dois eventos antecede um bloco de dez
exercicios propostos, que é apresentado segundo abordagens similares aos Gltimos exercicios
resolvidos citados. Nessa bateria, o Gltimo exercicio chama atencdo por envolver um jogo
famoso, conhecido por campo minado, como pode-se observar abaixo.

Figura 6 — Campo minado

22 Um famoso jogo de computador € o Campeo mi
nado, em que o jogador precisa descobrir em que
posicoes (delimitadas pelos quadrados) estao colo-
cadas 10 minas (bombas)

As regras do jogo s3o as seguintes:
= A area do jogo contém o campo de Jogo, um con-
tador de minas no lado esquerdo (s30 10 ao todo)
e o 1 i !

um quadrado clicando nele |

€ revelar uma mina, perdera |

nte qualquer um
uidos nas opcoes

Fonte: DANTE (2017, p.242).
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Depois apresenta probabilidade condicional acompanhado de cinco exemplos, fala de
eventos independentes e de como calcular a probabilidade desse tipo de evento. Expde mais
cinco exercicios resolvidos e fecha essa sequéncia de atividades com quinze exercicios

propostos, variados e de qualidade.
Ap0s o estudo da probabilidade condicional hd um tépico que o autor classifica como

opcional para ser trabalhado em sala: o uso do método binomial para o célculo da
probabilidade. Para isso retoma o conhecimento dos binbmios de Newton, apresenta exemplo

de aplicacdo através de trés exercicios resolvidos e cinco exercicios propostos.
Na ultima abordagem tedrica apresenta aplicacGes de probabilidade a genética com

seis exercicios resolvidos e encerra com quatro exercicios propostos que destacamos a seguir.
Figura 7 — Aplicacdes de probabilidade a genética

Fonte: DANTE (2017, p.253).
Ao fim do capitulo € ofertado ao aluno textos complementares. Uma das secbes é

intitulada “pensando no ENEM”, que apresenta duas questoes que seguem o modelo do Novo

ENEM.
Figura 8 — Pensando no ENEM

F’e

Fonte: DANTE (2017, p.256)
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A Segunda secdo apresenta uma conex&do da probabilidade com outros ramos do saber

como o paradoxo dos aniversarios, conhecido da Filosofia da Matematica.

Figura 9 — Paradoxos e impossibilidades
Outros : =i

contextos -

Probabilidade — Paradoxos

Na Matematica, o estudo d-teorh 12
-se que um
questio a seguir.
Um pai possui dois filhos e p
seja um menino?
Provavelmente o primeiro it
Observe que ha 3 wmbinagau

Fonte: DANTE (2017, p.258)

Uma terceira se¢do situa o aluno num recorte histérico da Matematica.

Figura 10 — Um pouco mais sobre probabilidade
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Um pouco mais sobre probabilidade
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Leonardo da Vinci (1452-1519).
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Fonte: DANTE (2017, p.260)
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O capitulo de probabilidade ¢ encerrado com a se¢do “Vestibulares de Norte a Sul”, na
qual apresenta 10 questdes dos principais vestibulares do Brasil.

Essa colecdo também possui um capitulo especial, que expde algumas questdes do
ENEM separadas por topicos abordados em cada unidade. Os contetdos da unidade 4 desse
livro sdo oriundos dos capitulos 9 (Anélise Combinatéria) e 10 (Probabilidade). H& 8

exercicios referentes a estes contetdos.

3.3.3 Descricao do Capitulo 1 do livro: Matematica Paiva de Manoel Paiva

O assunto probabilidade é encontrado no volume 3 da cole¢do, no primeiro capitulo,
sendo abordado em um total de 26 paginas.

Manoel Paiva (2015) inicia sua apresentacao sobre o tema, apresentando exemplos do
cotidiano a fim de estimular uma noc¢éo intuitiva de probabilidade, como por exemplo, citando
gue em uma pesquisa realizada, as chances de um raio vir a cair num zona rural sdo 10 vezes
maiores que as chances do mesmo cair numa zona urbana. Em seguida, faz uma breve
abordagem histdrica narrando de forma sucinta o problema dos pontos.

11 - Probabilidade

Figura

CAPIT,

T

*mmmsm.m;emmﬂ dos
e forem atingidos or um o em determinade.

periodo, que percentual de toda a
atingidas representam? 1 css, ET & pesass

s
<22, o

SRl Vesse capitulo, vock render > .
de um acontecimento o esul m"_""'"ammmaexmwu

Fonte: PAIVA (2015, p.6)
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A abordagem tedrica € iniciada com a definicdo e exemplos de experimento aleatorio,
espaco amostral e evento, destacando o que é um espaco amostral equiprovavel, falando um
pouco sobre frequéncia absoluta e frequéncia relativa para entdo apresentar a definicdo
classica de probabilidade definida por Laplace. A seguir, encontram-se 4 exercicios resolvidos
e 7 propostos. Vale destacar que, dos mesmos, duas questdes sdo do Enem, dos anos de 2012
e 2015.

Em sequéncia uma nova abordagem tedrica é feita e sdo definidos eventos
complementares seguidos de exemplos. Ainda expde algumas propriedades sobre
probabilidade e desenvolve a demonstracdo das mesmas. A definicdo adotada de
probabilidade serve de base para a resolucdo dos exercicios apresentados em sequéncia, sendo
trés exercicios ja resolvidos e oito propostos que ficam a cargo do leitor.

Segue apresentando adicdo de probabilidades e destaca o teorema da adicdo tal como
trabalhado quando efetuado célculos com eventos mutuamente exclusivos. A fixacao da teoria
é realizada por meio de dois exercicios resolvidos e seis exercicios propostos.

Por meio de uma situacdo problema envolvendo um grupo de consércio, Manoel Paiva
(2015) informa que a probabilidade condicional é a probabilidade de ocorrer um evento
condicionado a ocorréncia de outro evento. Informa que a garantia de um namero sorteado ser
par reduz o espaco amostral do evento A e cria uma ligagdo com o que chama de resolugéo
genérica. O uso de diagramas e tabelas reforca a diversidade de solucdes.

A exploracdo incipiente do tema probabilidade condicional por meio da sua formula é
fixada com dois exercicios resolvidos e cinco exercicios propostos, depois apresenta eventos
independentes e prop0Oe trés outros exercicios. Encerra a parte tedrica tratando de
multiplicacdo de probabilidades em retiradas simultaneas, finaliza com mais dois exercicios
resolvidos e nove exercicios propostos.

Ao final do capitulo ha quinze exercicios complementares, nos quais, trés exercicios
do ENEM dos anos de 2005, 2007 e 2013, sendo que apenas um pertence a0 Novo
ENEM.Também apresenta uma analise dos pré requisitos para o proximo capitulo (Nocdes de
Estatistica) e sugestdes de atividades para trabalhos em equipe por meio de 3 textos de apoio.
Destacamos o primeiro deles que fala sobre a expectativa de vida e como o calculo
probabilistico € relevante nessa andlise e que perpassa por disciplinas para além da
matematica. O tratamento da informac&o € organizado por meio de tabelas de dupla entrada e

a interpretagdo e solugcdo do problema remetem ao conceito de multiplicacdo de
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probabilidades complementares. A atividade que se propde a fazer sobre o contetdo requer do

aluno habilidade leitora e interpretativa.
Figura 12 — Matematica sem fronteiras

MATEMATICA SEM FRONTEIRAS
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Fonte: PAIVA (2015, p.30).
E importante notar que a organizagdo didatica dos manuais ndo acompanha o

desenvolvimento do tema em termos de historiografia. Esta organizacéo é aquela que melhor
estrutura o assunto e permite o melhor desenvolvimento em sala de aula segundo os autores

dos livros didaticos analisados nessa pesquisa.
Os livros descritos ndo seguem a sequéncia didatica orientada pelo PCNEM, uma vez

que em todos os livros didaticos apresentados, o estudo da estatistica ocorre apds o estudo da

probabilidade.
Apo0s a apresentacdo dos trés livros, sera apresentando a seguir uma tabela que indica

quais abordagens do estudo da probabilidade os mesmos apresentaram.

Tabela 2 - A abordagem da probabilidade via defini¢do de Laplace, frequentista

e por funcdo presente nos livros didaticos

Laplace Frequentista Funcdo
Paiva X X X
Dante X X
lezzi X X X

Fonte: O autor, 2018.

No proximo capitulo serdo apresentadas as questdes que envolvem probabilidade do

Novo ENEM dos anos de 2009 a 2017 junto com possiveis solugdes para elas.
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4 UMA VERIFICACAO DE COMO O TOPICO PROBABILIDADE E ABORDADO
NO NOVO ENEM

Esse capitulo tem por objetivo apresentar o enunciado das questdes que envolvem
probabilidade do ENEM dos anos de 2009 a 2017 com possiveis solucbes, destacando 0s
recursos que foram necessarios no desenvolvimento das solugdes apresentadas e ainda uma

classificacdo do nivel de dificuldade segundo o critério que seré apresentado.

4.1 Apresentacdo dos critérios classificatorios para o nivel de dificuldade das
questdes analisadas

Esta secdo tem por objetivo apresentar e analisar as questdes sobre probabilidade do
Novo ENEM, sempre mostrando pelo menos uma solugéo para cada questéo e classificando-
as em trés niveis de dificuldade: facil, médio e dificil™.

Nesse trabalho uma questdo seré classificada como facil quando apenas a definicdo de
Laplace sobre probabilidade € suficiente para executar sua solu¢do. Nestas questdes, basta
que o aluno domine o vocabuléario do tema, isto é, saber o significado de casos provaveis e
casos possiveis em eventos equiprovaveis.

A seguir apresentam-se trés questbes resolvidas retiradas dos livros didaticos

analisados a fim de ilustrar o que é uma questdo facil segundo a classificacdo apresentada.

Figura 13 — Exemplo I - Questéo facil resolvida

1 Uma urna contém 15 bolas de mesmo tamanho e mesma massa numeradas de 1a 15. Uma bola é extraida
a0 acaso da urna. Qual a probabilidade de ser sorteada uma bola com ndmero maior ou igual a 117
Solucao:

Temos:
.+ Q= {1,2,3,..15}; observe que esse espaco amostral é equiprovavel.
Seja o evento E “0 nmero da bola sorteada é maior ou igual a 11”. Temos: £ = {11, 12, 13, 14, 15}

Assim; ey 00 ) A 33.3%

Fonte: IEZI (p.259)

'® Alguns conhecimentos serdo necesséarios para que os alunos percorram os trés niveis de dificuldades das
questdes, os principais topicos que se destacam sdo: dominio em operar com ndmeros racionais (tais como
operagdes fundamentais, simplificagdo de numeros fracionarios, construcbes de fragGes equivalentes, etc),
calculo de porcentagens , calculo de razdes e interpretagdo matematica para os conectivos ‘e’ e ‘ou’.
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Figura 14 — Exemplo Il - Questao facil resolvida

o No lancamento de uma moeda, qual é a probabilidade de
se obter a face cara?

Resolugdo

Indicando por C e K as faces cara e coroa, respectiva-
mente, o espago amostral desse experimento é:
E={C,K},emquen(E) =2

O evento que esperamos ocorrer é A = {C}, em que
n(A) = 1.

n(A) 1
Logo: P (A) = BN T

Ou, ainda, P(A) = 50%.

A probabilidade pode ser apresentada na
forma fracionaria, decimal ou percentual.

Fonte: PAIVA (p.10)

Figura 15 — Exemplo 111 - Questéo facil resolvida

4. No lancamento de um dado perfeito, qual é a probabilidade de sair nimero maior do que 4?
Resolucao:
Nesse caso, temos:

espaco amostral: Q@ ={1,2,3,4,5,6} > n(Q2) =6

evento A: ocorréncia de nimero maior do que 4 — A = {5, 6} —> n(A) = 2
n(A) 1

n(Q) 3

Logo, p(A) = 3

e
6
Como—- — 1:3 = 0,33, entio 1 _ 33%. Portanto, a probabilidade de obtermos nimero maior do que 4 no

3 A i 3

lancamento de um dado €é de % ou 33%, aproximadamente.

Fonte: DANTE (p.235)

Questdes classificadas com médias sdo questbes para as quais o aluno deve dominar
ferramentas como: construcdo de diagrama de arvores, aplicacdo do conceito de
complementar, técnicas elementares de contagem, leitura e interpretacdo de dados em tabelas
e gréaficos, produto de probabilidades, calculo em exercicios simples de probabilidades

condicionais.

Abaixo, seguem trés questdes resolvidas dos livros didaticos destacados para ilustrar o
que foi definido por questdo média.

Figura 16 — Exemplo I - Questdo média resolvida

8 Umdadoé lancado duas vezes sucessivamente. Sabendo-se que a soma dos pontos obtidos ¢ menor que
6, qual € a probabilidade de que em ao menos um langamento ocorra a face 2?
Solugao:
Vamos reduzir o espago amostral.
Com a informacao dada, o nimero de casos possiveis passa a ser 10:
Q* ={(1,1),1,2),01,3),0,4),(@2,1),(2,2), @2 3),3,1),3,2), & 1)}
Dos elementos de Q¥, é preciso selecionar os pares em que pelo menos um dos resultados é 2.
H& 5 casos favoraveis: (1, 2),(2, 1), (2, 2), (2,3) e (3, 2).
Assim, a probabilldade pedida é: _1% = % = 50%.

Fonte: IEZZI (p.268)
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Figura 17 — Exemplo Il - Questdo média resolvida

s distintos que é possivel formar com 0s algarismos1,3,4, 18

6. Considere todos os nimeros naturais de 4 algarismo C :
dade de sair um niimero que comece por 3 e termine em n

e 9. Escolhendo um deles ao acaso, qual é a probabili

—>n(Q)=A5,4=6'5-4-3=360} B

?
2 onA)=A,=4-3=12

s
3 Al
Fonte: DANTE (p.236)"

Figura 18 — Exemplo 111 - Questdo média resolvida

7}2 Uma urna contém apenas bolas brancas e bol
probabilidade de sair uma bola azul ¢ o
a probabilidade de sair uma bola branca?

as azuis. Retirando-se ao acaso uma bola da urna, a
quddruplo da probabilidade de sair uma branca, Qual ¢é

Resolucdo

Sendo os eventos A = {x | x é bola azul da urna} e B = {y | y é bola branca da urna}, temos: P(4) = 4P(B)
Como a urna contém apenas bolas brancas e bolas azuis, concluimos que A e B sao eventos comple-

mentares e, portanto, P(A) + P(B) = 1.

A 1
Assim, resolvendo o sistema PA)=4-PB) | premos p(B) = fE P, apecbsbiliadede salr
4 P(A)+P(B)=1

1
uma bola branca é o

Fonte: PAIVA (p.13)

As questBes classificadas com dificeis sdo questdes que 0s conceitos matematicos
mais comuns sdo: a construcdo de tabelas, célculos de probabilidades complementares,
técnicas ndo elementares de contagem (como: combinagdes, permutacdes com repeticdo de
elementos, permutacdes circulares, permutacdes caoticas, etc), leitura e interpretacdo de dados
contidos em imagens, nocdes da teoria de conjuntos, calculo de probabilidade em espagos ndo
equiprovaveis, analise e comparacao de dados probabilisticos, generalizacdo do Teorema de
Bayes e calculo em exercicios sofisticados de probabilidades condicionais.

As trés questBes apresentadas a seguir foram retiradas dos livros didaticos que

compdem esta pesquisa e foram classificadas como dificeis.

' A questdo apresentada pode ter sua solucio desenvolvida apenas usando o principio multiplicativo,
que € uma técnica de contagem elementar, assim tornando a classificacdo da questdo como média segundo a
classificacdo apresentada e, além disso, na solugcdo observamos um erro, na segunda linha deveria estar :
3?77?7.
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Figura 19 — Exemplo | — Questéo dificil resolvida

Fonte: IEZZI (p.262 e 263)

Figura 20 — Exemplo Il — Questéo dificil resolvida

Fonte: DANTE (p.236)

Figura 21 — Exemplo I11 - Questao dificil resolvida

Fonte: DANTE (p.252)*

2 Outra solugéo para essa questdo seria calcular a probabilidade dele acertar 6 e errar 4 questdes nessa
ordem e ao fim calcular o nimero de formas que se pode arrumar essa sequéncia de acertos e erros por meio da
permutacéo com repeticdo de elementos.
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4.2 Exposicao das questdes de probabilidade do ENEM dos anos de 2009 a 2017

e ENEM 2017/2018 — 1° aplicacao

1) (ENEM-2017/2018) Um morador de uma regido metropolitana tem 50% de
probabilidade de atrasar-se para o trabalho quando chove na regido; caso ndo chova, sua
probabilidade de atraso € de 25%. Para um determinado dia, o servi¢o de meteorologia estima
em 30% a probabilidade da ocorréncia de chuva nessa regido. Qual € a probabilidade de esse
morador se atrasar para o servico no dia para o qual foi dada a estimativa de chuva?

a) 0,075 b)0,150 c) 0,325 d) 0,600 e)0,800
Gabarito: Letra C

Solucao:
Figura 22 — Diagrama de Arvores |
l Atrasar (50% de 30% =15%)
Chover (30%) N3o Atrasar (50% de 30% =15%)
100%

Atrasar (25% de 70% =17,5%)
N3o Chover (70%) ’ !

MN3o Atrasar (75% de 70% =52,5%)

Fonte: O Autor, 2018.

Logo, a probabilidade pedida é 15%+17,5%=32,5%=0,325.

Recursos™: construcdo de diagrama de &rvores e aplicacdo do conceito de
complementar.

Nivel: Médio

2) (ENEM-2017/2018) A figura ilustra uma partida de Campo Minado, o0 jogo
presente em praticamente todo computador pessoal. Quatro quadrados em um tabuleiro de

16x16 foram abertos, e os nimeros em suas faces indicam quantos dos seus 8 vizinhos

*® Nessa sessdo sempre que destacado “recursos”, serd uma referéncia os contetidos especificos e as habilidades
necessarias para o desenvolvimento da solucéo do problema apresentado.
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contém minas (a serem evitadas). O nimero 40 no canto inferior direito € o numero total de

minas no tabuleiro, cujas posi¢des foram escolhidas ao acaso, de forma uniforme, antes de se
abrir qualquer quadrado.

O Y 1
L d d R
)

Em sua préxima jogada, o jogador deve escolher dentre os quadrados marcados com
as letras P, Q, R, S e T um para abrir, sendo que deve escolher aquele com a menor

probabilidade de conter uma mina. O jogador devera abrir o quadrado marcado com a letra
aP  b)Q 0OR d)S e)T

Gabarito: Letra B

Solucgéo: Observando a figura abaixo podemos calcular as probabilidades.

Figura 23 — Campo minado

T I I EEEE
| 2 0 2 2 Rl
|
2] N 1

wPp Q

Fonte: O Autor, 2018
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Vamos escrever na sequéncia a probabilidade P, Q , S e T encontrarmos uma bomba

. : 214 3 - . s - .
ao abrir um dos quadradinhos 53'3%% Assim, por enquanto, ja podemos dizer que Q € o que
3

tem menor chance de ter uma bomba. A probabilidade de R ter uma bomba é % =

1 22 3 24 .
Comparando Q e R temos que 5" 197 <27 = 1oz Assim Q apresenta menor chance de ter

uma bomba.

Recursos: Definicdo de probabilidade segundo Laplace e leitura e interpretagédo de
dados contidos em imagens.

Nivel: Dificil.

3) (ENEM-2017/2018) Numa avenida existem 10 semaforos. Por causa de uma pane
no sistema, os semaforos ficaram sem controle durante uma hora, e fixaram suas luzes
unicamente em Verde ou Vermelho. Os semaforos funcionam de forma independente; a
probabilidade de acusar a cor verde é de % ¢ a de acusar a cor vermelha ¢ de . Uma pessoa
percorreu a pé toda essa avenida durante o periodo da pane, observando a cor da luz de cada
um desses semaforos. Qual a probabilidade de que essa pessoa tenha observado exatamente

um sinal na cor verde?

10.2 10.2° 2° 290 2
a) 310 b) 310 C) 310 ) 3100 E) 310

Gabarito: Letra A

9
Solucédo: A probabilidade de ter um verde é g e nove vermelhos G) . Além disso,

precisamos pensar na arrumacgdo da sequéncia dos 10 sinais. Logo a probabilidade é

10! (1)9 2 102
o "\3/ "3 310

Recursos: Técnicas de Contagem ndo elementares e produto de probabilidades.
Nivel: Dificil.

o ENEM 2017/2018 — 2° aplicacéo

4) (ENEM-2017/2018) Um programa de televisao criou um perfil em uma rede social,

e a ideia era que esse perfil fosse sorteado para um dos seguidores, quando esses fossem em
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nimero de um milhdo. Agora que essa quantidade de seguidores foi atingida, os
organizadores perceberam que apenas 80% deles séo realmente f&s do programa. Por conta
disso, resolveram que todos os seguidores fardo um teste, com perguntas objetivas referentes
ao programa, e s0 poderdo participar do sorteio aqueles que forem aprovados. Estatisticas
revelam que, num teste dessa natureza, a taxa de aprovacdo é de 90% dos fas e de 15% dos
que ndo séo fas. De acordo com essas informacoes, a razdo entre a probabilidade de que um f&
seja sorteado e a probabilidade de que o sorteado seja alguém que ndo é fa do programa é
igual a
a)l b) 4 c)6 d)24 e) 96

Gabarito: Letra D
Solucao:

Figura 24 — Diagrama de arvores Il

Aprovado: 90% de 80% =72 %

l F3 : 8B0% I Mio Aprovado: 10% de B0% =8 %

100%

‘Nin F3 : 20% *

Aprovade: 15% de 20%: =3 %

Nio Aprovado: 85% de 20% =17 %

Fonte: O Autor, 2018

. 72%

Assim, a razéo pedida é = 24,

Recursos: construcdo de diagrama de arvores e aplicacdo do conceito de
complementar.
Nivel: Médio

5) (ENEM-2017/2018) Uma aluna estuda numa turma de 40 alunos. Em um dia, essa
turma foi dividida em trés salas, A, B e C, de acordo com a capacidade das salas. Na sala A
ficaram 10 alunos, na B, outros 12 alunos e na C, 18 alunos. Sera feito um sorteio no qual,
primeiro, sera sorteada uma sala e, posteriormente, serd sorteado um aluno dessa sala. Qual é

a probabilidade de aquela aluna especifica ser sorteada, sabendo que ela esta na sala C?

a) 1/3 b)1/18 0)L/40  d)1/54  e)7/18
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Gabarito: Letra D
Solucao:

A probabilidade da sala C ser escolhida é %
A probabilidade da aluna ser a escolhida da sala C é %

. oy ;11
Assim, temos que a probabilidade de ocorrer esse evento é 35 o

Recursos: Definicdo de probabilidade segundo Laplace e multiplicacdo de
probabilidades.
Nivel: Médio

e ENEM 2016/2017 — 1° aplicacado

6) (ENEM-2016/2017) Um adolescente vai a um parque de diversdes tendo,
prioritariamente, o desejo de ir a um brinquedo que se encontra na érea IV, dentre as areas |,
I, 1, IV e V existentes. O esquema ilustra 0 mapa do parque, com a localizacdo da entrada,
das cinco areas com os brinquedos disponiveis e dos possiveis caminhos para se chegar a cada
area. O adolescente ndo tem conhecimento do mapa do parque e decide ir caminhando da

entrada até chegar a area IV.

Suponha que relativamente a cada ramificacgdo, as opcgdes existentes de percurso pelos
caminhos apresentem iguais probabilidades de escolha, que a caminhada foi feita escolhendo
ao acaso 0s caminhos existentes e que, ao tomar um caminho que chegue a uma area distinta
da IV, o adolescente necessariamente passa por ela ou retorna. Nessas condicgdes, a

probabilidade de ele chegar a area IV sem passar por outras areas e sem retornar € igual a

A)1/96 B)1/64  C)5/24  D)1/4 E)5/12
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Gabarito: Letra C
Solucdo: Usando a figura abaixo, podemos destacar os caminhos possiveis.

Figura 25 — Diagrama de caminhos

Fonte: O Autor, 2018

1° caminho (ABC): a probabilidade sera de %

NIR N[
Wik NP

2° caminho (ADE): a probabilidade sera de %

Assim, a probabilidade pedida é % + % = %.

Nivel: Dificil

Recursos: leitura e interpretacdo de dados contidos em imagens e definicdo de
probabilidade segundo Laplace.

e ENEM 2016/2017 — 2° aplicacdo

7)(ENEM-2016/2017) Uma caixa contém uma cédula de R$ 5,00, uma de R$ 20,00 e
duas de R$ 50,00 de modelos diferentes. Retira-se aleatoriamente uma cédula dessa caixa,
anota-se o0 seu valor e devolve-se a cédula a caixa. Em seguida, repete-se o procedimento
anterior. A probabilidade de que a soma dos valores anotados seja pelo menos igual a R$
55,00 é

A2  B)l/4A  C)3/4  D)2/9 E)5/9

Gabarito: Letra C

Solucao:
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Pares menores que 55 sdo: (5,20) , (20,5), (20,20) e (5,5)

1 . 1 1
= — totalizando 4.— = -.
16 16

Cada par tem a probabilidade de ocorrer Z

11
4" 4
3

. 1
Assim, pelo evento complementar temos 1 — it

Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace, produto de probabilidades e
aplicacdo do conceito de complementar.
Nivel: Médio

8) (ENEM-2016/2017) Um casal, ambos com 30 anos de idade, pretende fazer um
plano de previdéncia privada. A seguradora pesquisa, para definir o valor do recolhimento
mensal, estima a probabilidade de que pelo menos um deles esteja vivo daqui a 50 anos,
tomando por base dados da populacéo, que indicam que 20% dos homens e 30% das mulheres

de hoje alcancaréo a idade de 80 anos. Qual é essa probabilidade?
A) 50% B) 44% C) 38% D) 25% E) 6%

Gabarito: Letra B

Solucao:

Nenhum dos dois chegam: 80%(H).70%(M) = 56%
Pelo evento complementar, temos: 100% - 56% = 44%
Nivel: Médio

Habilidades: aplicacdo do conceito de complementar e produto de probabilidades.

e ENEM 2016/2017 — 3° aplicacdo

9) (ENEM-2016/2017) Em um campeonato de futebol, a vitoria vale 3 pontos, o
empate 1 ponto e a derrota zero ponto. Ganha o campeonato o time que tiver maior nimero de
pontos. Em caso de empate no total de pontos, os times sdo declarados vencedores. Os times
R e S sdo os Unicos com chance de ganhar o campeonato, pois ambos possuem 68 pontos e
estdo muito a frente dos outros times. No entanto, R e S n&o se enfrentardo na rodada final. Os
especialistas em futebol arriscam as seguintes probabilidades para os jogos da ultima
rodada:R tem 80% de chance de ganhar e 15% de empatar; S tem 40% de chance de ganhar e
20% de empatar.Segundo as informagdes dos especialistas em futebol, qual é a probabilidade

de o time R ser 0 Unico vencedor do campeonato?



46

a)32%  b)38% C)48%  d)54%  €)57%

Gabarito: Letra D

Solucdo: R tem 80% de chances ganhar, 15% de empatar e 5% de perder , ja S tem
40% de chances ganhar, 20% de empatar e 40% de perder. Agora vamos dividir em casos
favoraveis:

1° caso ( R ganha e S empatada) : 80%.20% = 16%

2° caso ( R ganha e S perde) : 80%.40% = 23%

3°caso ( R empata e S perde) : 15%.40% = 6%

Assim o total é de 54%(16% + 23% + 6%)

Recursos: produto de probabilidades.

Nivel: Médio

e ENEM 2015/2016 — 1° aplicacdo

10) (ENEM-2015/2016) Em uma escola, a probabilidade de um aluno compreender e
falar inglés é de 30%. Trés alunos dessa escola, que estdo em fase final de selecdo de
intercdmbio, aguardam, em uma sala, serem chamados para uma entrevista. Mas, ao invés de
chama-los um a um, o entrevistador entra na sala e faz, oralmente, uma pergunta em inglés
que pode ser respondida por qualquer um dos alunos. A probabilidade de o entrevistador ser

entendido e ter sua pergunta oralmente respondida em inglés é

A) 23,7% B)30,0%  C)44,1% D) 65,7% E) 90,0%

Gabarito: Letra D

Solucéo:

Nenhum responder 70%. 70%. 70% = 34,3%

Evento complementar 100% — 34,3% = 65,7%

Recursos: aplicacdo do conceito de complementar e produto de probabilidades.
Nivel: Médio
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11) (ENEM-2015/2016) O HPV é uma doenca sexualmente transmissivel. Uma
vacina com eficicio de 98% foi criada com o objetivo de prevenir a infecgdo por HPV e,
dessa forma, reduzir o nimero de pessoas que venham a desenvolver cancer de colo de Utero.
Uma campanha de vacinacdo foi lancada em 2014 pelo SUS, para um publico-alvo de
meninas de 11 a 13 anos de idade. Considera-se que, em uma populagdo ndo vacinada, o HPV
acomete 50% desse publico ao longo de suas vidas. Em certo municipio, a equipe
coordenadora da campanha decidiu vacinar meninas entre 11 e 13 anos de idade em
guantidade suficiente para que a probabilidade de uma menina nessa faixa etéaria, escolhida ao
acaso, vir a desenvolver essa doenca seja, no maximo, de 5,9%. Houve cinco propostas de
cobertura, de modo a atingir essa meta:

Proposta I: vacinacdo de 90% do publico-alvo.

Proposta II: vacinacdo de 55,8% do publico-alvo.

Proposta I1l: vacinacgao de 88,2% do publico-alvo.

Proposta IV: vacinacdo de 49% do publico-alvo.

Proposta V: vacinacdo de 95,9% do publico-alvo.

Para diminuir os custos, a proposta escolhida deveria ser também aquela que vacinasse

a menor quantidade possivel de pessoas.
Disponivel em: www.virushpv.com.br. Acesso em: 30 ago. 2014 (adaptado).

A proposta implementada foi a de nimero

Al B) II. C) 1. D) IV. E) V.

Gabarito: Letra A

Solucéo:

Pensando na primeira proposta, vamos dividir em casos:

1° caso (toma vacina, ela é ineficaz e tem contato) : 90%. 2%.50% = 0,9%

2° caso (ndo toma vacina e tem contato) : 10%.50% = 5%

Total: 5,9% que € o limite esperado

Recursos: produto de probabilidades, analise e comparagdo de dados probabilisticos.
Nivel: Dificil.

12) (ENEM-2015/2016) Uma competicdo esportiva envolveu 20 equipes com 10
atletas cada. Uma denuncia a organizacao dizia que um dos atletas havia utilizado substancia



48

proibida. Os organizadores, entdo, decidiram fazer um exame antidoping. Foram propostos
trés modos diferentes para escolher os atletas que irdo realiza-lo:

Modo I: sortear trés atletas dentre todos os participantes;

Modo II: sortear primeiro uma das equipes e, desta, sortear trés atletas;

Modo I1l: sortear primeiro trés equipes e, entdo, sortear um atleta de cada uma dessas
trés equipes.

Considere que todos os atletas tém igual probabilidade de serem sorteados e que P(l),
P(11) e P(II1) sejam as probabilidades de o atleta que utilizou a substancia proibida seja um
dos escolhidos para o exame no caso do sorteio ser feito pelo modo I, Il ou Ill. Comparando-
se essas probabilidades, obtém-se

A) P(I) < P(I1) < P(I1) B) P(I1) < P(1) < P(I1) C) P(1) < P(I1) = P(11I)
D) P(1) = P(I1) < P(1I) E) P(1) = P(I1) = P(I11)

Gabarito: Letra E

Solucao:
1 199 198 3
P = 555195 105" 3 = 200
PUD =55 (35-5-2)-3 = 725
1 19 18 1 10 10 3
paln = 3.(35 1212 : (551619 = 300

Probabilidade de escolher as equipes Probabilidade de escolher os particiantes

Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace e produto de probabilidades,
técnicas ndo elementares de contagem, analise e comparacao de dados probabilisticos.
Nivel: Dificil.

13) (ENEM-2015/2016) Em uma central de atendimento, cem pessoas receberam
senhas numeradas de 1 até 100. Uma das senhas é sorteada ao acaso. Qual é a probabilidade
de a senha sorteada ser um numero de 1 a 20?

A)1/100 B)19/100 C)20/100 D)21/100 E) 80/100

Gabarito: Letra C

20
100

Solucdo: A probabilidade buscada é

Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace.
Nivel: Facil.
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e ENEM 2015/2016 — 2° aplicacao

14) (ENEM-2015/2016) No préximo final de semana, um grupo de alunos participara
de uma aula de campo. Em dias chuvosos, aulas de campo ndo podem ser realizadas. A ideia é
que essa aula seja no sédbado, mas, se estiver chovendo no sabado, a aula serd adiada para o
domingo. Segundo a meteorologia, a probabilidade de chover no sabado é de 30% e a de
chover no domingo € de 25%. A probabilidade de que a aula de campo ocorra no domingo é
de

A) 5,0% B) 7,5% C) 22,5% D) 30,0% E) 75,0%

Gabarito: Letra C

Solucdo: Para ocorrer a aula no domingo é preciso que chova no sabado e no domingo
ndo chova. Assim a probabilidade desejada é de 30%. 75% = 22,5%.

Recursos: produto de probabilidades e aplicagdo do conceito de complementar.

Nivel: Médio

15) (ENEM-2015/2016) Um protocolo tem como objetivo firmar acordos e discussdes
internacionais para conjuntamente estabelecer metas de reducéo de emissdo de gases de efeito
estufa na atmosfera. O quadro mostra alguns dos paises que assinaram o protocolo,

organizados de acordo com o continente ao qual pertencem.

Paises da América . ;.
do Norte Paises da Asia
Estados pr_ﬂdos China
da América
Canada india
México Japao

Em um dos acordos firmados, ao final do ano, dois dos paises relacionados serdo
escolhidos aleatoriamente, um apds o outro, para verificar se as metas de redugdo do
protocolo estdo sendo praticadas. A probabilidade de o primeiro pais escolhido pertencer a
Ameérica do Norte e 0 segundo pertencer ao continente asiatico é

A)1/9 B)1/4 C)3/10 D)2/3 E)1

Gabarito: Letra C

Solucdo: A probabilidade buscada é

o |lw
vl w
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Recursos: leitura e interpretagdo de dados em tabelas, definicdo de probabilidade
segundo Laplace e produto de probabilidades.
Nivel: Médio

16) (ENEM-2015/2016) Um bairro residencial tem cinco mil moradores, dos Quais
mil s&o classificados como vegetarianos. Entre os vegetarianos, 40% s&o esportistas, enquanto
que, entre 0S Ndo vegetarianos, essa porcentagem cai para 20%. Uma pessoa desse bairro,

escolhida ao acaso, € esportista. A probabilidade de ela ser vegetariana é

A)2/25 B)L/5  C)l/4 D)3 E)5/6

Gabarito: Letra D
Solucdo: Das 5000 pessoas temos que 1000 sdo veganos e desses 400 esportistas
(40% de 1000), assim 4000 pessoas ndo sdo veganas das quais 800 sdo esportitas

(20% de 4000) sendo assim temos um total de 1200 esportitas e a probabilidade buscada é de
400 1

1200 3’

Recursos: Calculo em exercicios simples de probabilidades condicionais.
Nivel: Médio

e ENEM 2014/2015 — 1° aplicacdo

17) (ENEM-2014/2015) O psicologo de uma empresa aplica um teste para analisar a
aptiddo de um candidato a determinado cargo. O teste consiste em uma série de perguntas
cujas respostas devem ser verdadeiro ou falso e termina quando o psicélogo fizer a décima
pergunta ou quando o candidato der a segunda resposta errada. Com base em testes anteriores,
0 psicologo sabe que a probabilidade de o candidato errar uma resposta é 0,20. A

probabilidade de o teste terminar na quinta pergunta é

A) 0,02048. B)0,08192. C)0,24000. D) 0,40960. E) 0,49152.

Gabarito: Letra B
Solucdo: Uma das formas do teste terminar seria ele acertar as 3 primeiras e errar as

duas ultimas assim a probabilidade seria 0,8.0,8.0,8.0,2.0,2 = 0,02048 mas essa sequéncia
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seria apenas uma das possiveis, é necessario pensar também na arrumacao dessa sequéncia,

sendo que o segundo erro precisa aparecer de fato na ultima posi¢do. Assim essa arrumacao

4

pode ser calculada como p3 = 3—: = 4. A probabilidade buscada ¢ 0,02048.4 = 0,08192.

Recursos: aplicacdo do conceito de complementar e técnicas de contagem néo
elementares.

Nivel: Dificil

18) (ENEM-2014/2015) Para analisar o desempenho de um método diagnostico,
realizam-se estudos em populacdes contendo pacientes sadios e doentes. Quatro situacdes

distintas podem acontecer nesse contexto de teste:

1) Paciente TEM a doenca e o resultado do teste é POSITIVO.

2) Paciente TEM a doenca e o resultado do teste € NEGATIVO.

3) Paciente NAO TEM a doenca e o resultado do teste é POSITIVO.
4) Paciente NAO TEM a doenga e o resultado do teste é NEGATIVO.

Um indice de desempenho para avaliacdo de um teste diagnostico é a sensibilidade,
definida como a probabilidade de o resultado do teste ser POSITIVO se o paciente estiver
com a doenca. O quadro refere-se a um teste diagndstico para a doenca A, aplicado em uma

amostra composta por duzentos individuos.

Resultado do Doenca A
teste Presente Ausente
Positivo 95 15
Negativo 5 85

BEMSEROR, I. M.; LOTUFO, P. A Epidemiologia: abordagem prética.
S&o Paulo: Sarvier, 2011 (adaptado).

Conforme o quadro do teste proposto, a sensibilidade dele é de
A) 47,5%. B) 85,0%. C) 86,3%. D) 94,4%. E) 95,0%.

Gabarito: Letra E
Solucgéo: A probabilidade buscada é %50 =95%

Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace, leitura e interpretacdo de
dados em tabelas e calculo em exercicios simples de probabilidades condicionais.
Nivel: Médio.



e ENEM 2014/2015 — 2° aplicacao

19) (ENEM-2014/2015) A probabilidade de um empregado permanecer em uma dada
empresa particular por 10 anos ou mais € de 1/6. Um homem e uma mulher comecam a
trabalhar nessa companhia no mesmo dia. Suponha que ndo haja nenhuma relacdo entre o
trabalho dele e o dela, de modo gque seus tempos de permanéncia na firma sdo independentes

entre si. A probabilidade de ambos, homem e mulher, permanecerem nessa empresa por

menos de 10 anos é de

A)B0/36  B)25/36  C)24/36 D) 12/36

Gabarito: Letra B

Solugdo: Como a probabilidade de ndo permanecer é de Z temos que a probabilidade

, 55 25
buscada éde=-.= = =—.
6 6 36

Recursos: aplicacdo do conceito de complementar e produto de probabilidades

Nivel: Médio

20) (ENEM-2014/2015) O numero de frutos de uma determinada espécie de planta se

distribui de acordo com as probabilidades apresentadas no quadro.

Numero de | Probabilidade
0 0.65
1 0.15
2 013
3 0.03
4 0.03
5 ou mais 0,01

A probabilidade de que, em tal planta, existam, pelo menos, dois frutos € igual a

A)3%.  B)7%. C)13%.  D)16%.

Gabarito: Letra E

Solugdo: A probabilidade buscada é de 0,13 4+ 0,03 + 0,03 + 0,01 = 0,20 = 20%

Recursos: leitura e interpretacdo de dados em tabelas.

Nivel: Médio

E) 20%.
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e ENEM 2013/2014 — 1° aplicacao

21) (ENEM-2013/2014) Uma loja acompanhou o numero de compradores de dois
produtos, A e B, durante os meses de janeiro, fevereiro e margo de 2012. Com isso, obteve

este grafico:
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A loja sorteard um brinde entre os compradores do produto A e outro brinde entre 0s
compradores do produto B. Qual a probabilidade de que os dois sorteados tenham feito suas
compras em fevereiro de 2012?

A) 1/20 B) 3/242 C) 5/22

D) 6/25 E)7/15

Gabarito: Letra A

Solucdo: A probabilidade do produto A é de % e a probabilidade do produto B é de

30 20 1

20 - - ,
—. Assim a probabilidade buscada é de —.— = —.
100 120 20

120

Recursos: Definicdo de probabilidade segundo Laplace , leitura e interpretacéo de
dados em graficos
Nivel: Médio

22) (ENEM-2014/2014) Numa escola com 1 200 alunos foi realizada uma pesquisa
sobre 0 conhecimento desses em duas linguas estrangeiras, inglés e espanhol. Nessa pesquisa
constatou-se que 600 alunos falam inglés, 500 falam espanhol e 300 ndo falam qualquer um
desses idiomas. Escolhendo-se um aluno dessa escola ao acaso e sabendo-se que ele ndo fala
inglés, qual a probabilidade de que esse aluno fale espanhol?

A)l1/2 B)5/8 C)1/4

D)5/6 E)5/14

Gabarito: Letra A
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Solucdo: Usaremos o diagrama de Venn para resolver esse problema.

Figura 26 — Diagrama de Venn |

Inglés Espanhol

300

Fonte: O Autor, 2018

Pelo diagrama podemos escrever que 1200 = 600 — x + x + 500 — x 4+ 300. Assim

300 1

x = 200, logo a probabilidade buscada ¢ de 00 " >

Recursos: Defini¢do de probabilidade segundo Laplace, no¢bes da teoria de conjuntos
e calculo em exercicios sofisticados de probabilidades condicionais.
Nivel: Dificil

23) (ENEM-2014/2015) Uma fabrica de parafusos possui duas maquinas, | e 1, para a
producdo de certo tipo de parafuso. Em setembro, a maquina | produziu 54/100 do total de
parafusos produzidos pela fabrica. Dos parafusos produzidos por essa maquina, 25/1000 eram
defeituosos. Por sua vez, 38/1000 dos parafusos produzidos no mesmo més pela maquina Il
eram defeituosos. O desempenho conjunto das duas maquinas é classificado conforme o
quadro, em que P indica a probabilidade de um parafuso escolhido ao acaso ser defeituoso.

0P« 130 Excelente
—150 <P< 130 Bom
%5 P < 180 Regular
%s P = 130 Ruim
%5 P<1 Péssimo

O desempenho conjunto dessas maquinas, em setembro, pode ser classificado como

A) excelente.  B) bom. C) regular. D) ruim. E) péssimo

Gabarito: Letra B
Solucdo: Para resolvermos essa questdo vamos ter que pensar em casos.



1° caso (MI produz um parafuso defeituoso):

2° caso (M1 produz um parafuso defeituoso):
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25 54

—_ = 0,
1000 "100 1,35%
38 28 _ 1,748%
1000 " 100

Assim p = 1,35% + 1,748% = 3,098% entdo como 2% < p < 4% o desempenho é

classificado como bom.

Recursos: produto de probabilidades e aplicacdo do conceito de complementar

Nivel: Médio

24) (ENEM-2013/2014) Considere o seguinte jogo de apostas:

Numa cartela com 60 nameros disponiveis, um apostador escolhe de 6 a 10 nimeros.

Dentre 0s nimeros disponiveis, serdo sorteados apenas 6. O apostador sera premiado caso 0s

6 nimeros sorteados estejam entre os numeros escolhidos por ele numa mesma cartela.

O quadro apresenta o preco de cada cartela,

de acordo com a quantidade de nlimeros

escolhidos.
Quantidade de niameros
escolhidos em uma cartela Preco da cartela (R$)
6 2,00
7 12,00
8 40,00
9 125,00
10 250,00

Cinco apostadores, cada um com R$ 500,00 para apostar, fizeram as seguintes opcdes:

Arthur: 250 cartelas com 6 nimeros escolhidos;

Bruno: 41 cartelas com 7 niimeros escolhidos

e 4 cartelas com 6 niimeros escolhidos;

Caio: 12 cartelas com 8 numeros escolhidos e 10 cartelas com 6 nimeros escolhidos;

Douglas: 4 cartelas com 9 numeros escolhidos;

Eduardo: 2 cartelas com 10 nlimeros escolhidos.

Os dois apostadores com maiores probabilidades de serem premiados sao
A) Caio e Eduardo. B) Arthur e Eduardo. C) Bruno e Caio.
D) Arthur e Bruno. E) Douglas e Eduardo.

Gabarito: Letra B

Solucao:

Arthur: 250 chances

Bruno: 41.C; ¢ + 4 = 291chances
Caio: 12.Cg ¢ + 10 = 346 chances
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Douglas: 4. Cy ¢ = 336 chances
Eduardo: 2. €, = 420 chances

Recursos: Técnicas ndo elementares de contagem e Leitura e interpretacdo de dados
tabelas.
Nivel: Dificil

e ENEM 2013/2014 —2° aplicacdo

25) (ENEM-2013/2014) Uma fébrica possui duas maquinas que produzem o mesmo
tipo de peca. Diariamente a maquina M produz 2 000 pecas e a maquina N produz 3 000
pecas. Segundo o controle de qualidade da fabrica, sabe-se que 60 pecas, das 2 000
produzidas pela maquina M, apresentam algum tipo de defeito, enquanto que 120 pecas, das
3 000 produzidas pela maquina N, também apresentam defeitos. Um trabalhador da fabrica
escolhe ao acaso uma peca, e esta é defeituosa. Nessas condi¢des, qual a probabilidade de que

a peca defeituosa escolhida tenha sido produzida pela magquina M?
A) 3/100 B) 1/25 C) 1/3 D) 3/7 E) 2/3

Gabarito: Letra C

Solucdo: A probabilidade buscada é de 1%00 =3

Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace e célculo em exercicios simples
de probabilidades condicionais.
Nivel: Médio

26) (ENEM-2013/2014) Ao realizar uma compra em uma loja de departamentos, o
cliente tem o direito de participar de um jogo de dardo, no qual, de acordo com a regido do
alvo acertada, ele pode ganhar um ou mais prémios. Caso o cliente acerte fora de todos os
quatro circulos, ele tera o direito de repetir a jogada, até que acerte uma regido que dé o

direito de ganhar pelo menos um prémio. O alvo é o apresentado na figura:
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/ Torradeira  Liquidificador \

\ Cafeteira  Batedeira /

Ao acertar uma das regides do alvo, ele tera direito ao(s) prémio(s) indicado(s) nesta

regido. Ha ainda o prémio extra, caso o cliente acerte o dardo no quadrado ABCD. Jodo
Mauricio fez uma compra nessa loja e teve o direito de jogar o dardo. A quantidade de
prémios que Jodo Mauricio tem a menor probabilidade de ganhar, sabendo que ele jogou o
dardo aleatoriamente, é exatamente:

A) 1. B) 2. C) 3. D) 4. E) 5.

Gabarito: Letra D
Solucao:
Figura 27 — Diagrama de Venn 11

/— Tormadeirm  Liquidiicador —\

l\_ Calabera

Fonte: O Autor, 2018

Cada cor vai representar uma quantia de prémio: Vermelho 1 primeiro , verde 2
prémios, amarelo 3 prémios, azul 4 prémios e rosa 5 prémios. Como a menor regido € a azul
esta € a que tem menor probabilidade de ganhar.

Recursos: nocOes da teoria de conjuntos, leitura e interpretacdo de dados contidos em
imagens.

Nivel: Dificil



58

27) (ENEM-2013/2014) Uma empresa aérea lanca uma promogcao de final de semana
para um voo comercial. Por esse motivo, o cliente ndo pode fazer reservas e as poltronas serdo

sorteadas aleatoriamente. A figura mostra a posi¢éo dos assentos no aviao:

- CEEEEERELE
A TNOTLoroaRERRIR T ueneadn NI NEER A

QBH FEFFEEn o
O siEiietieshinsine e IR MRS AR RO

Avido com 38 fileiras de poltronas.

Por ter pavor de sentar entre duas pessoas, um passageiro decide que sé viajara se a
chance de pegar uma dessas poltronas for inferior a 30%. Avaliando a figura, o passageiro
desiste da viagem, porque a chance de ele ser sorteado com uma poltrona entre duas pessoas é

mais aproximada de
A) 31%. B) 33%. C) 35%. D) 68%. E) 69%.

Gabarito: Letra A

Solucdo: Nesse avido ha 68 fileiras de 3 lugares e 8 fileiras de 2 totalizando assim 220
lugares. Assim a probabilidade de ter uma poltrona entre duas pessoas é % = 30,9.

Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace, Técnicas elementares de

contagem, leitura e interpretacdo de dados contidos em imagens.
Nivel: Dificil
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28) (ENEM-2013/2014) A tabela apresenta os registros de ocorréncia de acidentes de
trabalho por categorias econémicas no Brasil, no més de julho de 2001:

Afastamentos por acidentes de trabalho por
atividades econémica — julho de 2001

(em wvalores aproximados)

Afastamentos por

Atividades Econdmica Quantidade de Empregados Acidente de Trabalho
Agropecuaria e extrativismo 1 414 000 8 000
Industria leve 2031 000 24 000
Indistria pesada 2 455 000 33 000
Construgdo civil 1 105 000 14 000
Comércio 4 097 000 24 000
Servigos 6 241 000 34 000
Transportes 1278 000 13 000
Crédito 524 000 6 000
Administrago publica 1138 000 2000
Nao classificado 33 000 30
Total 20 316 000 158 030

Fonte: MINISTERIO DA EDUCACAO. Caderno de teoria e pratica 2 — TP2:
matematica na alimenta¢3o e nos impostos. Brasilia, 2008 (adaptado).

Considerando os dados dispostos na tabela, uma pessoa que pretende ingressar no
mercado de trabalho decide pela ocupacdo de menor grau de risco de acidente de trabalho.
Sabendo que o grau de risco € a probabilidade de ocorréncia de acidentes de trabalho em
categorias de atividade econdmica, sua opc¢do é se empregar na atividade econdmica

A) crédito, pois representa risco aproximado de acidente de trabalho igual a 1,15%.

B) crédito, pois representa risco aproximado de acidente de trabalho igual a 2,58%.

C) crédito, pois apresenta 0 menor registro de quantidade de empregados.

D) administracdo publica, pois representa risco aproximado de acidente de trabalho
igual a 0,18%.

E) administracdo publica, pois apresenta 0 menor registro de afastamento por acidente
de trabalho.

Gabarito: Letra D
Solucdo:
Para fazer a comparagdo vamos calcular a probabilidade de cada atividade citada

1°) Crédito :

6000
= 1,15%
524000 g 0

2000
1138000

2°) Administracéo Publica : = 0,18%

Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace, leitura e interpretacdo de
dados em tabelas.
Nivel: Médio
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e ENEM 2012/2013 —1° aplicacdo

29) (ENEM-2012/2013) Em um jogo hé duas urnas com 10 bolas de mesmo tamanho
em cada urna. A tabela a seguir indica as quantidades de bolas de cada cor em cada urna.

Cor Urna 1 Urna 2
Amarela 4 0
Azul 3 1
Branca 2 2
Verde 1 3
Vermelha 0 4

Uma jogada consiste em:

1°) o jogador apresenta um palpite sobre a cor da bola que sera retirada por ele da urna

2°) ele retira, aleatoriamente, uma bola da urna 1 e a coloca na urna 2, misturando-a
com as que la estao;

3% em seguida ele retira, também aleatoriamente, uma bola da urna 2;

4°) se a cor da ultima bola retirada for a mesma do palpite inicial, ele ganha o jogo.

Qual cor deve ser escolhida pelo jogador para que ele tenha a maior probabilidade de
ganhar ?

A) Azul. B) Amarela. C) Branca. D) Verde. E) Vermelha.

Gabarito: Letra E
Solucao:

Vamos pensar nos casos possiveis

4 1 4
19 Amarela: —.— = —
10 11 110

2°) Azul: Temos dois casos , primeiro retirando uma bola azul em cada e segundo

. . . - ;3 2 7 1
retirando apenas a bola azul na segunda retirada. Assim a probabilidade sera Tt T

13

110 °
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3% Branca: Temos dois casos , primeiro retirando uma bola branca em cada e segundo

. . . . , 2 3 8 2
retirando apenas a bola azul na segunda retirada. Assim a probabilidade sera TR T

22

110 °

4% Verde: Temos dois casos , primeiro retirando uma bola verde em cada e segundo

. . . . , 1 4
retirando apenas a bola verde na segunda retirada. Assim a probabilidade sera =t

9 3 _ 31

10°11 110 °
4% Vermelho: Temos apenas um casos , retirando apenas a bola vermelha na segunda

10 4 40

retirada. Assim a probabilidade sera —.— = —.
10 11 110

Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace, Leitura e interpretacdo de
dados em tabelas, produto de probabilidades e analise e comparacgéo de dados probabilisticos.
Nivel: Dificil

30) (ENEM-2012/2013) Em um blog de variedades, musicas, mantras e informacoes
diversas, foram postados “Contos de Halloween”. Apos a leitura, os visitantes poderiam
opinar, assinalando suas reagdes em: “Divertido”, “Assustador” ou “Chato”. Ao final de uma
semana, o blog registrou que 500 visitantes distintos acessaram esta postagem.

O grafico a seguir apresenta o resultado da enquete.

CONTOS DE HALLOWEEN
opiniac dos visitantes

DIVERTIDO 52%
ASSUSTADOR 15%
CHATO 12%

NAC OPINARAM 21%

0% 10% 20% I0W 40 S0% 1w

O administrador do blog ira sortear um livro entre 0s visitantes que opinaram na
postagem “Contos de Halloween”. Sabendo que nenhum visitante votou mais de uma vez, a
probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso entre as que opinaram ter assinalado que o

conto “Contos de Halloween” ¢ “Chato” ¢ mais aproximada por

A) 0,09. B) 0,12. C) 0,14. D) 0,15. E) 0,18.
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Gabarito: Letra D

Solucgdo: Assim a probabilidade desejada é %22 = 0,15

Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace, célculo em exercicios simples
simples de probabilidade condicional, leitura e interpretacdo de dados em graficos.
Nivel: Médio

31) (ENEM-2012/2013) José, Paulo e Antbnio estdo jogando dados ndo viciados, nos
quais, em cada uma das seis faces, ha& um nimero de 1 a 6. Cada um deles jogara dois dados
simultaneamente. José acredita que, apds jogar seus dados, os numeros das faces voltadas
para cima lhe dardo uma soma igual a 7. Ja Paulo acredita que sua soma sera igual a 4 e
Antbnio acredita que sua soma sera igual a 8. Com essa escolha, quem tem a maior
probabilidade de acertar sua respectiva soma é

A) Antdnio, ja que sua soma é a maior de todas as escolhidas.

B) José e Antdnio, ja que ha 6 possibilidades tanto para a escolha de José quanto para
a escolha de Antonio, e héa apenas 4 possibilidades para a escolha de Paulo.

C) José e Antonio, ja que ha 3 possibilidades tanto para a escolha de José quanto para
a escolha de Antonio, e ha apenas 2 possibilidades para a escolha de Paulo.

D) José, ja que ha 6 possibilidades para formar sua soma, 5 possibilidades para formar
a soma de Antbnio e apenas 3 possibilidades para formar a soma de Paulo.

E) Paulo, j& que sua soma é a menor de todas.

Gabarito: Letra D

Habilidades: Usaremos uma tabela para contabilizar os casos possiveis.

Tabela 3 — Resultados da soma do langamento de dois dados cubicos

D2 /D1 1 2 3 4 5) 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
S 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
S) 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

Fonte: O Autor, 2018.




63

Recursos: construcao de tabelas, anélise e comparacao de dados probabilisticos.
Nivel: Dificil

e ENEM 2012/2013 —2° aplicacéo

32) (ENEM-2012/2013) Uma coleta de dados em mais de 5 mil sites da internet

apresentou os conteudos de interesse de cada faixa etaria. Na tabela a seguir estdo os dados
obtidos para a faixa etaria de 0 a 17 anos.

Preferéncias Porcentagem
Musica 225
Blogs 15,0
Servicos Web* 10,2
Games 10,0
Horoscopo 9,0
Games on-line 7.4
Educacéao ** 6,5
Teen 4.0
Compras 34
Qutras 12,0

* Servigos web: aplicativos on-line, emoticons, mensagens para redes socias, entre
outros.

** Sites sobre vestibular, ENEM, paginas com material de pesquisa escolar.

Considere que esses dados refletem os interesses dos brasileiros desta faixa etaria.

Disponivel em: www.navegg.com. Acesso em: 12 nov. 2011 (adaptado).
Selecionando, ao acaso, uma pessoa desta faixa etaria, a probabilidade de que ela ndo
tenha preferéncia por hordscopo é

A) 0,00 B) 0,10. C)0,11.  D)O0,79. E) 0,91.

Gabarito: Letra E
Solugédo: 100% — 9% = 91% = 0,91

Recursos: aplicacdo do conceito de complementar, Leitura e interpretacdo de dados
tabelas.

Nivel: Médio
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e ENEM 2011/2012 —1° aplicacdo

33) (ENEM-2011/2012) Rafael mora no Centro de uma cidade e decidiu se mudar,
por recomendacBes médicas, para uma das regides: Rural, Comercial, Residencial Urbano ou
Residencial Suburbano. A principal recomendacdo médica foi com as temperaturas das “ilhas
de calor”da regido, que deveriam ser inferiores a 31°C. Tais temperaturas sao apresentadas no
grafico:

PERFIL DA ILHA DE CALOR URBANA
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Rl [ | ENT Residencial jd ial
amecll  CENTRO  Pamidencid  Rggidemsil
Fomea: EPA

Escolhendo, aleatoriamente, uma das outras regiGes para morar, a probabilidade de ele

escolher uma regido que seja adequada as recomendacdes médicas €
A)1l/5 B)1l/A4 C) 2/5 D) 3/5 E) 3/4

Gabarito: Letra E
Solucgéo: Casos favoraveis: Residencial urbano, residencial suburbano e rural e caso
~ . . . ors . 3
ndo favoravel: comercial. Assim a probabilidade sera de "

Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace, leitura e interpretacdo de
dados em gréficos.

Nivel: Médio

34) (ENEM-2011/2012) O grafico mostra a velocidade de conexdo utilizada em
domicilios no Brasil. Esses dados sdo resultado da mais recente pesquisa de 2009, realizada
pelo Comité Gestor da Internet (CGI).
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Escolhendo-se, aleatoriamente, um domicilio pesquisado, qual a chance de haver

banda larga de conexao de pelo menos 1 Mbps neste domicilio ?

A) 0,45 B) 0,42

Gabarito: Letra D

C) 0,30

D) 0,22

E) 0,15

Solugdo: A probabilidade buscada serd 15% + 5% + 1% + 1% = 22% = 0,22.

Recursos: Leitura e interpretacdo de dados em gréficos.

Nivel: Médio

35) (ENEM-2011/2012) Todo o pais passa pela primeira fase de campanha de

vacinacdo contra a gripe suina (HIN1). Segundo um médico infectologista do Instituto Emilio

Ribas, de S&o Paulo, a imunizagdo “deve mudar”, no pais, a historia da epidemia. Com a

vacina, de acordo com ele, o Brasil tem a chance de barrar uma tendéncia do crescimento da

doencga, que ja matou 17 mil no mundo. A tabela apresenta dados especificos de um Unico

posto de vacinacao.

Campanha de vacinagado contra a gripe suina

Datas da "Ll Quantidade de
vacinagéo Pablico-alvo pessoas vacinadas
8a19de Trabalhadores da saude 42
margo e indigenas
22 de marcoa | Portadores de doengas 22
2 de abril cronicas
o | Adultos saudaveis entre
5 a 23 de abril 20 e 20 anos 56
24 de abril a Populag&o com mais de 30
7 de maio 60 anos
10 a 21 de Adultos saudaveis entre 50
maio 30 e 39 anos

Escolhendo-se aleatoriamente uma pessoa atendida nesse posto de vacinagdo, a

probabilidade de ela ser portadora de doenca cronica é

A)8%.  B)9%.

C) 11%.

D) 12%.

E) 22%.
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Gabarito: Letra C

Solucdo: Para determinar a probabilidade precisamos buscar o total que é: 42 + 22 +
56 + 30 + 50 = 200. Assim a probabilidade sera % = 11%.

Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace, leitura e interpretagdo de
dados em tabelas.
Nivel: Médio

36)(ENEM-2011/2012) Em um jogo disputado em uma mesa de sinuca, ha 16 bolas: 1
branca e 15 coloridas, as quais, de acordo com a coloracdo, valem de 1 a 15 pontos (um valor
para cada bola colorida). O jogador acerta o taco na bola branca de forma que esta acerte as
outras, com 0 objetivo de acertar duas das quinze bolas em quaisquer cacgapas. Os valores
dessas duas bolas sdo somados e devem resultar em um valor escolhido pelo jogador antes do
inicio da jogada. Arthur, Bernardo e Caio escolhem os nameros 12, 17 e 22 como sendo
resultados de suas respectivas somas. Com essa escolha, quem tem a maior probabilidade de

ganhar o jogo é

A) Arthur, pois a soma que escolheu é a menor.

B) Bernardo, pois ha 7 possibilidades de compor a soma escolhida por ele, contra 4
possibilidades para a escolha de Arthur e 4 possibilidades para a escolha de Caio.

C) Bernardo, pois ha 7 possibilidades de compor a soma escolhida por ele, contra 5
possibilidades para a escolha de Arthur e 4 possibilidades para a escolha de Caio.

D) Caio, pois ha 10 possibilidades de compor a soma escolhida por ele, contra 5
possibilidades para a escolha de Arthur e 8 possibilidades para a escolha de Bernardo.

E) Caio, pois a soma que escolheu é a maior.

Gabarito: Letra C

Solugdo: Vamos contar os casos favoraveis de cada um:
Arthur: (1,11);(2;10);(3;9);(4:8);(5,7)

Bernardo: (2,15);(3,14);(4,13);(5,12);(6,11);(7,10);(8,9)
Caio: (7,15);(8,14);(9,13);(10,12)

Recursos: Técnicas elementares de Contagem .

Nivel: Médio
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e ENEM 2011/2012 —2° aplicacdo

37) (ENEM-2011/2012) José e Antodnio discutiam qual dos dois teria mais chances de
acertar na loteria. José tinha gasto R$ 14,00 numa aposta de 7 nimeros na Mega-Sena,
enquanto Anténio gastou R$ 15,00 em trés apostas da quina, ndo repetindo numeros em suas
apostas. Na discussao, eles consideravam a chance de José acertar a quadra da Mega-Sena e
de Antonio acertar o terno da Quina.

PROBABILIDADE DE ACERTO NA MEGA-SENA
Quantidade Valor de Probabilidade de acerto (1 em ...)
N®Jogados | Aposta (R$) Sena Quina | Quadra

6 2,00 50 063 860 154 518 2332
T 14,00 7151980 44 981 1038
8 56,00 1787 995 17 192 539
9 168,00 595 998 779 312
10 420,00 238 399 3973 195
1 924,00 108 363 221 129
12 1 848,00 54 182 1317 90
13 3 432,00 29175 828 65
14 6 006,00 16 671 544 48
15 10 010,00 10003 370 37
PROBABILIDADE DE ACERTO NA QUINA
Quantidade Valor de Probabilidade de acerto (1 em __.)
N°Jogados | Aposta (RS) Quina Quadra | Temo
5 0,50 24 040 016 64 106 866
6 2,00 4 006 669 21657 445
7 5,00 1144 762 9 409 261

Disponivel em: http:/iwww. caixa com.br. Acesso em: 25 abr. 2010 (adaptado).

Nessas condigdes, a razdo entre as probabilidades de acerto de José e de Antbnio nos

menores prémios de cada loteria é

261 A= .
A) 311s O due mostra que Antdnio tem mais chances de acertar.

783
1038’

1038 . .
C) S, O due mostra que José tem mais chances de acertar.

B) 0 que mostra que Antdnio tem mais chances de acertar.

3114
261
3114

E) o1 0 que mostra que José tem mais chances de acertar.

D) , 0 que mostra que Antdnio tem mais chances de acertar.
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Gabarito: Letra A

Solucdo: A probabilidade de José ganhar é ﬁe de Antdnio ganhar é de %. Assim

~ 1 3 261
temosquearazao g —:—=——
1038 261 3114

Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace, Leitura e interpretacdo de
dados em tabelas.
Nivel: Médio

38) (ENEM-2011/2012) Observe os dados da tabela seguinte, sobre o nimero de
ocorréncias de acidente de trabalho no Brasil em 2004.

Quantidade de acidentes de trabalho registrados no
Brasil por sexo, segundo os grupos de idades em 2004

Grupos de Idade Total Masculino Feminino

Até 19 anos 17 027 14 334 2 693
20 a 24 anos 86 834 70 907 15 927
25 a 29 anos 88 463 69 561 18 902
30 a 34 anos 72943 56 236 16 707
35 a 39 anos 63 082 47 675 15 407
40 a 44 anos 52 003 38 440 13 563
45 a 49 anos 38 400 28 294 10 106
50 a 54 anos 23 685 17 398 6 287
55 a 59 anos 11219 8 486 2733
60 a 64 anos 3 860 3200 660
65 a 69 anos 964 803 161
70 anos e mais 344 274 70
TOTAL 458 824 355 608 103 216

FONTE: DATAPREV, CAT.

NOTA: Os dados sdo preliminares, estando sujsitos a comegfes.

Revista Protecdo. Abr. 2010. Disponivel em: hitp:ifwww.protecao.com.br (adaptado).

O risco de acidente de trabalho de grupos de estudo é o resultado da probabilidade
experimental calculada a partir de dados estatisticos. Assim sendo, considerando o disposto na
tabela, qual o risco aproximado de um acidentado ser um homem com idade entre 25 e 29

anos?

A) 15% B)18%  C)20% D)78%  E)79%

Gabarito: Letra A

69561 ~ 0,15 = 15%

Solucgdo: A probabilidade buscada é de woo022 =

Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace, Leitura e interpretacdo de
dados em tabelas.
Nivel: Médio
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e ENEM 2010/2011 —1° aplicacdo

39) (ENEM-2010/2011) A figura | abaixo mostra um esquema das principais vias que
interligam a cidade A com a cidade B. Cada numero Indicado na figura Il representa a
probabilidade de pegar um engarrafamento quando se passa na via indicada. Assim, ha uma
probabilidade de 30% de se pegar engarrafamento no deslocamento do ponto C ao o ponto B,
passando pela estrada E4, e de 50%, quando se passa por E3. Essas probabilidades sdo

independentes umas das outras.

JO

B JA

Figura | Figura (|

Paula deseja se deslocar da cidade A para a cidade B usando exatamente duas das vias
indicadas, percorrendo um trajeto com a menor probabilidade de engarrafamento possivel. O

melhor trajeto para Paula é

A) E1E3. B) E1E4. C)E2E4. D) E2ES. E) E2ES.

Gabarito: Letra D

Solucao:

Vamos comecar calculando a probabilidade de ndo pegar engarrafamento em nenhum
dos dois:

1° E3E1: (1 -10,5).(1 —0,8) = 0,5.02 = 0,10

2°)E4E1:(1-10,3).(1-0,8) = 0,7.0,2 = 0,14

3°) E6E2: (1 —0,6).(1—0,7) = 0,4.0,3 = 0,12

4% E5E2:(1-0,4).(1-0,7) =0,6.0,3=0,18

Diante dessas informacdes, conseguimos saber a probabilidade de ter pelo menos um
dos caminhos engarrafados em cada trajeto, sendo suas probabilidade de :

19E3E1:1-0,10 =0,90

29YE4E1:1-0,14 =0,86

) E6E2:1-0,12 =0,84
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4°E5E2:1—-0,18 = 0,82

Assim, o caminho com menor chance de pegar um engarrafamento seria ESE2.

Recursos: leitura e interpretacdo de dados contidos em imagens, produto de
probabilidades e aplicacdo do conceito de complementar.

Nivel: Dificil

40) (ENEM-2010/2011) O diretor de um colégio leu numa revista que os pés das
mulheres estavam aumentando. Ha alguns anos, a média do tamanho dos calcados das
mulheres era de 35,5 e, hoje, é de 37,0. Embora ndo fosse uma informacéo cientifica, ele ficou

curioso e fez uma pesquisa com as funcionarias do seu colégio, obtendo o quadro a seguir:

TAMANHO DOS CALCADOS NUMERO DE FUNCIONARIAS
39,0 1
38,0 10
37,0
36,0
35,0

Escolhendo uma funcionéria ao acaso e sabendo que ela tem cal¢ado maior que 36,0, a

probabilidade de ela calcar 38,0 é
A) 1/3 B) 1/5 C) 2/5 D) 5/7 E) 5/14

Gabarito: Letra D

Solucao:

Vamos separar as mulheres que calgam mais de 36: 3 mulheres calcam 37, 10 calgcam
38 e uma calga 39. Logo a probabilidade pedida é g = g

Recursos: leitura e interpretagdo de dados em tabelas, calculo em exercicios simples

de probabilidades condicionais e definicdo de probabilidade segundo Laplace.
Nivel: Médio

e ENEM 2010/2011 —2° aplicacdo

41) (ENEM-2010/2011) Em uma reserva floresta existem 263 espécies de peixes, 122
especies de mamiferos, 93 espécies de répteis, 1 132 espécies de borboletas e 656 espécies de

aves.

Disponivel em: http:www.wwf.org.br. Acesso em: 23 abr. 2010 (adaptado).
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Se uma espécie animal for capturada ao acaso, qual a probabilidade de ser uma

borboleta?
A) 63,31% B) 60,18% C) 56,52% D) 49,96% E) 43,27%

Gabarito: Letra D
Solucao:

Nessa floresta temos o total de 2266 (263+122+93+1132+656), temos, portanto, que a

probabilidade pedida é de —= ~ 49,96%.

Habilidades: definicdo de probabilidade segundo Laplace

Nivel: Facil

42) (ENEM-2010/2011) Para verificar e analisar o grau de eficiéncia de um teste que
poderia ajudar no retrocesso de uma doenca numa comunidade, uma equipe de bidlogos
aplicou-o em um grupo de 500 ratos, para detectar a presenca dessa doenca. Porém, o teste
ndo € totalmente eficaz, podendo existir ratos saudaveis com resultado positivo e ratos
doentes com resultado negativo. Sabe-se, ainda, que 100 ratos possuem a doenca, 20 ratos sdo
saudaveis com resultado positivo e 40 ratos sdo doentes com resultado negativo. Um rato foi
escolhido ao acaso, e verificou-se que o seu resultado deu negativo. A probabilidade de esse

rato ser saudavel é
A)1/5 B) 4/5 C) 19/21 D) 19/25 E) 21/ 25

Gabarito: Letra C
Solucdo:
Figura 28 — Diagrama de arvores 111

60 Resultado Positiveo
100

| Doentes 40 Resultado Negativo

500
Ratos

‘ ‘ 20 Resultado Positive
400

Saudaveis 380Resultado Negativo

Fonte: O Autor, 2018
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Observando o diagrama notamos que ha 420 (40+380) resultados negativos. Entéo a

380 _ 19

420 21

probabilidade pedida é de

Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace, construcdo de diagrama de
arvores e célculo em exercicios simples de probabilidades condicionais.
Nivel: Médio

43) (ENEM-2010/2011) Um experimento foi conduzido com o objetivo de avaliar o
poder germinativo de duas culturas de cebola, conforme a tabela. Desejando-se fazer uma
avaliacdo do poder germinativo de uma das culturas de cebola, uma amostra foi retirada ao
acaso. Sabendo-se que a amostra escolhida germinou, a probabilidade de essa amostra

pertencer & Cultura A é de:

Germinagdo de sementes de duas
culturas de cebola

Germinagdo
Culturas Germinaram Nao TOTAL
Germinaram
A 392 8 400
B 381 19 400
TOTAL 773 27 800

BUSSAB, W. O; MORETIN, L. G. Estatistica para as ciéncias agraras e broldgicas (adaptado).

8 19 381 392 392
A) 27 B) 27 C) 773 D) 773 E) 800

Gabarito: Letra D
Solugéo: A probabilidade é 2.
Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace, leitura e interpretagdo de

dados em tabelas e calculo em exercicios simples de probabilidades condicionais.
Nivel: Médio

44) (ENEM-2010/2011) Os estilos musicais preferidos pelos jovens brasileiros séo o
samba, 0 rock e a MPB. O quadro a seguir registra o resultado de uma pesquisa relativa a
preferéncia musical de um grupo de 1 000 alunos de uma escola. Alguns alunos disseram nao
ter preferéncia por nenhum desses trés estilos. Se for selecionado ao acaso um estudante no

grupo pesquisado, qual € a probabilidade de ele preferir somente MPB?
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preferéncia rock e
s ical rock samba MPB samba
namero de
alunos 200 180 200 70
preferéncia rock e samba e rock, samba
musical MPB MPB e MPB
numero de
alunos 60 50 20

A) 2% B) 5% C) 6% D) 11% E) 20%

Gabarito: Letra D

Solucdo: Vamos recorrer ao uso do diagrama de Venn para resolver essa questdo

Figura 29 — Diagrama de Venn 111

<N
(NN

MPBE

Rock

Fonte: O Autor, 2018

210 11 _ 910,

Temos que a probabilidade pedida é de 00 = 100

Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace, leitura e interpretagdo de
dados em tabelas e nocGes da teoria de conjuntos.
Nivel: Dificil

e ENEM 2009/2010 — 1° aplicacdo (fraudada)

45) (ENEM-2009/2010) Dados do Instituto de Pesquisas Econdmicas Aplicadas
(IPEA) revelaram que no biénio 2004/2005, nas rodovias federais, os atropelamentos com
morte ocuparam o segundo lugar no ranking de mortalidade por acidente. A cada 34
atropelamentos, ocorreram 10 mortes. Cerca de 4 mil atropelamentos/ano, um a cada duas

horas, aproximadamente.
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Disponivel em: http://www.ipea.gov.br. Acesso em: 6 jan. 20009.
De acordo com os dados, se for escolhido aleatoriamente para investigagdo mais
detalhada um dos atropelamentos ocorridos no biénio 2004/2005, a probabilidade de ter sido

um atropelamento sem morte é
A)1/24 B)3/24 C)1/3 D) 1/4 E) 12/17

Gabarito: Letra E

Solucdo: segundo o texto, podemos concluir que de 34 atropelamentos 24 ndo vém a

H  p- , 24 12
falecer. Assim temos que essa probabilidade é de Py

17"
Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace e aplicacdo do conceito de
complementar.

Nivel: Médio

46) (ENEM-2009/2010) Em um determinado semaforo, as luzes completam um ciclo
de verde, amarelo e vermelho em 1 minuto e 40 segundos. Desse tempo, 25 segundos sdo para
a luz verde, 5 segundos para a amarela e 70 segundos para a vermelha. Ao se aproximar do
semaforo, um veiculo tem uma determinada probabilidade de encontra-lo na luz verde,
amarela ou vermelha. Se essa aproximacdo for de forma aleatéria, pode-se admitir que a
probabilidade de encontra-lo com uma dessas cores € diretamente proporcional ao tempo em
que cada uma delas fica acesa. Suponha que um motorista passa por um semaforo duas vezes
ao dia, de maneira aleatéria e independente uma da outra. Qual é a probabilidade de o

motorista encontrar esse semaforo com a luz verde acesa nas duas vezes em que passar?
A) 1/25 B) 1/16 C) 1/9 D) 1/3 E) %

Gabarito: Letra B

Solucdo: A probabilidade encontrar um sinal verde € de 12750 = %. Entdo a probabilidade

. , , 11
de dois semaforos estarem verdes é de TS

Recursos: definicdo de probabilidade segundo Laplace e produto de probabilidades.
Nivel: Médio.
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47) (ENEM-2009/2010) Em um concurso realizado em uma lanchonete,
apresentavam-se ao consumidor quatro cartas voltadas para baixo, em ordem aleatdria,
diferenciadas pelos algarismos 0, 1, 2 e 5. O consumidor selecionava uma nova ordem ainda
com as cartas voltadas para baixo. Ao desvira-las, verificava-se quais delas continham o
algarismo na posigdo correta dos algarismos do numero 12,50 que era o valor, em reais, do
trio-promocéo. Para cada algarismo na posi¢do acertada, ganhava-se R$ 1,00 de desconto. Por
exemplo, se a segunda carta da sequéncia escolhida pelo consumidor fosse 2 e a terceira 5, ele

ganharia R$ 2,00 de desconto. Qual a probabilidade de um consumidor ndo ganhar desconto?
A) 1/24 B) 3/24 C)1/3 D)1/4 E) 1/2

Gabarito: Questdo seria anulada ja que nao apresenta resposta nas alternativas.
Solucdo: Vamos apresentar aqui duas solucdes possiveis.
1° Solugdo: Como queremos arrumar os 4 digitos vamos fazer uma p, = 4! = 24 e

agora vamos escrever todas as possiveis permutacdes desses digitos

Figura 30 — Sequéncia numeérica

0125 1025 2051 5012
0152 1052 2015 5021
0215 1205 2105 5120
0251 1250 2150 5102
0512 1502 2501 5201
0521 1520 2510 5210

Fonte: O Autor, 2018

Assim podemos observar que somente as permutacdes em azul sdo relevantes. Logo a
- . . 9 3

probabilidade pedida é de Py
2° Solucdo: Para achar os casos favoraveis vamos utilizar o conceito de permutagdo

cadtica, cujo objetivo é arrumar os elementos de forma que nenhum elemento fique em sua

posicao original. Temos que a formula da mesma é :

_ 11,1 1 (-D"
Dy=nb[g—gtg—g+

], onde n é o nimero de elementos.

Pelo enunciado queremos permutar 4 elementos sem estarem em sua posic¢ao original.

oot =2 f1-14 -2+ = 9
1! 2! 3! 4! 2 6 24

1!
a_

D4=4!.[
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Como temos um total de p, = 4! = 24, logo a probabilidade é 2% = g

Recursos: Técnicas ndo elementares de Contagem e definicdo de probabilidade
segundo Laplace.
Nivel: Difcil

48) (ENEM-2009/2010) Um casal decidiu que vai ter 3 filhos. Contudo, quer
exatamente 2 filhos homens e decide que, se a probabilidade fosse inferior a 50%, iria
procurar uma clinica para fazer um tratamento especifico para garantir que teria os dois filhos
homens. Apds os célculos, o casal concluiu que a probabilidade de ter exatamente 2 filhos
homens é

A) 66,7%, assim ele ndo precisara fazer um tratamento.

B) 50%, assim ele ndo precisara fazer um tratamento.

C) 7,5%, assim ele ndo precisara fazer um tratamento.

D) 25%, assim ele precisara procurar uma clinica para fazer um tratamento.

E) 37,5%, assim ele precisaré procurar uma clinica para fazer um tratamento.

Gabarito: Letra E

Solugdo: A probabilidade de ter um filho é de % e a probabilidade de ter uma filha é de

1 . .y- . . . 111 1 ,
> Assim a probabilidade de ter 2 filhos e uma filha é de >335 Mas nesse caso estariamos

considerando o primeiro e o segundo filho sendo homem e o ultimo sendo uma mulher, agora

. - ~ P 3! .
é preciso pensar na arrumacio desses casos que é p? = = = 3. Assim temos como resposta

2!

3.

@ |+

= 35,7%.

Recursos: Técnicas ndo elementares de Contagem e definicdo de probabilidade
segundo Laplace.
Nivel: Dificil

e ENEM 2009/2010 —2° aplicacdo

49) (ENEM-2009/2010) A populacdo mundial esta ficando mais velha, os indices de
natalidade diminuiram e a expectativa de vida aumentou. No grafico seguinte, sdo
apresentados dados obtidos por pesquisa realizada pela Organizacdo das Nagdes Unidas

(ONU), a respeito da quantidade de pessoas com 60 anos ou mais em todo o mundo. Os
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nameros da coluna da direita representam as faixas percentuais. Por exemplo, em 1950 havia
95 milhdes de pessoas com 60 anos ou mais nos paises desenvolvidos, nimero entre 10% e

15% da populacdo total nos paises desenvolvidos.

461 55

Paises desenvolvidos
= 3

£ 25

1.592
Numeros em milhdes / DAY
‘@// _ “t 15
4900 +*Paise em 10
*"desenvolvimento

110 ESTIMATIVAS
s e

1950 70 90 2010 30 50

Fonte: “Perspectivas da Populagao Mundial”, ONU, 2009

Em 2050, a probabilidade de se escolher, aleatoriamente, uma pessoa com 60 anos ou

mais de idade, na populacéo dos paises desenvolvidos, serd um nimero mais préximo de

A)12  B)7/20 C) 8/25 D)1/5  E)3/25

Gabarito: Letra C

Solucdo: A probabilidade buscada é um valor que estd entre 30% e 35%. Assim
vamos analisar as alternativas. Na letra A temos que 1/2 é 50% e ndo serve, na letra B 7/20 é
35% e ndo serve, na letra C temos que 8/25 é de 32% que é um valor dentro desse intervalo.

Recursos: leitura e interpretacdao de dados em graficos.

Nivel: Médio

50) (ENEM-2009/2010) O controle de qualidade de uma empresa fabricante de
telefones celulares aponta que a probabilidade de um aparelho de determinado modelo
apresentar defeito de fabricacdo é de 0,2%. Se uma loja acaba de vender 4 aparelhos desse
modelo para um cliente, qual é a probabilidade de esse cliente sair da loja com exatamente

dois aparelhos defeituosos?

A)2 x (0,2%)*. B)4 x (0,2%)2. C)6 x (0,2%)? x (99,8%)2.
D)4 x (0,2%). E)6 x (0,2%) X (99,8%).
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Gabarito: Letra C
Solucdo: A probabilidade ter um defeituoso € de 0,2% e um nédo defeituoso é de
99,8%. Assim a probabilidade de ter 4 aparelhos, sendo dois bons e dois defeituosos é de

0,2%. 0,2%.99,8%. 99,8% mas nesse caso estamos considerando os dois primeiros bons e 0s

dois dltimos defeituosos. Assim €é necessario pensar na permutacdo dessa sequéncia, pf’z =

;—!2,= 6. Assimarespostaé 6 x (0,2%)% x (99,8%)%.

Recursos: aplicacdo do conceito de complementar e técnicas ndo elementares de
contagem.
Nivel: Dificil

51) (ENEM-2009/2010) A populacéo brasileira sabe, pelo menos intuitivamente, que

a probabilidade de acertar as seis dezenas da mega sena nao é zero, mas € quase. Mesmo

assim, milhdes de pessoas sdo atraidas por essa loteria, especialmente quando o prémio se

acumula em valores altos. Até junho de 2009, cada aposta de seis dezenas, pertencentes ao
conjunto {01, 02, 03, ..., 59, 60}, custava R$ 1,50.

Disponivel em: www.caixa.gov.br. Acesso em: 7 jul. 2009.

Considere que uma pessoa decida apostar exatamente R$ 126,00 e que esteja mais
interessada em acertar apenas cinco das seis dezenas da mega sena, justamente pela
dificuldade desta Gltima. Nesse caso, € melhor que essa pessoa faca 84 apostas de seis dezenas
diferentes, que ndo tenham cinco nimeros em comum, do que uma Unica aposta com nove
dezenas, porque a probabilidade de acertar a quina no segundo caso em relacdo ao primeiro é,

aproximadamente,

1 1
A)1l 5 Vez menor. B) 2 5 Vezes menor. C) 4 vezes menor.

D) 9 vezes menor. E) 14 vezes menor.

Gabarito: Letra C

Solugdo: No primeiro caso € possivel construir 6 quinas (Cgs). Assim com 84 jogos
temos 504 quinas possiveis. No segundo caso é possivel construir 126 quinas diferentes
(Cy,5). Assim comparando o primeiro caso com o0 segundo temos % = 4,

Recursos: Técnicas ndo elementares de Contagem .
Nivel: Dificil
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Para a realizacdo das consideracGes finais serdo apresentadas duas tabelas para ajudar
na interpretacdo das questdes de probabilidade do Novo ENEM. Na primeira tabela, tem-se a
separacdo das questdes pelo nivel de dificuldade segundo a classificacdo apresentada no

capitulo anterior.

Tabela 4 — Distribuicdo das questdes analisadas segundo seu nivel de dificuldade

Nivel N° de questbes Porcentagem
(Aproximada)
Facil 2 3,9%
Medio 31 60,8%
Dificil 18 35,3%
TOTAL 51 100%

Fonte: O autor, 2018.

Com essa primeira tabela, a primeira conclusdo é que conhecer apenas a definicdo de
probabilidade segundo a definicdo tradicional de Laplace é insuficiente para que o aluno do
ensino médio da rede publica estadual do Rio de Janeiro consiga resolver a maioria das
questdes que envolvam probabilidade do Novo ENEM, uma vez que as questdes de nivel facil
foram classificadas quando apenas a definicdo de Laplace para probabilidade era suficiente
para apresentar suas solugdes.

Ainda observa-se que ha maior concentracdo de questdes classificadas no nivel médio.
Assim, qual ou quais habilidades extras o aluno deve possuir para conseguir resolver tais
questdes, uma vez que nem todas habilidades séo inerentes ao conteudo de probabilidade ?
Este questionamento gerou a necessidade de tabular a distribuicdo das questfes segundo o(s)
recurso(s) necessario(s) para estas solugdes.

O tratamento desta informagéo ajuda o leitor deste trabalho compreender melhor os

critérios adotados na classificacdo do nivel de dificuldade das questdes.
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Tabela 5 — Distribuigdo das questdes analisadas segundo as habilidades

necessarias para sua solugéo

Recursos N° de questdes Porcentagem (Aproximada)
Anélise e comparacdo de dados 4 7,8%
probabilisticos
Aplicacdo do conceito de 12 23,5%
complementar
Caélculo em exercicios simples
de probabilidades condicionais 7 13,7%
Calculo em exercicios
sofisticados de probabilidades 1 2%
condicionais
Construcéo de diagrama de 3 5,9 %
arvores
Construcéo de tabelas 1 2%
Definicéo de probabilidade 25 49%
segundo Laplace
Leitura e interpretacdo de dados 5 9,9%
em imagens
Leitura e interpretacdo de dados 6 11,8%
em graficos
Leitura e interpretacdo de dados 12 23,5%
em tabela
Noc0es da teoria de conjuntos 3 5,9 %
Produto de probabilidades 13 25,5%
Técnicas elementares de 2 3,9%
contagem
Técnicas ndo elementares de 7 13,7 %
contagem
Total™*: 51 100%

Fonte: O autor, 2018.

 Foram analisas 51 questdes, se somado o nimero de questdes por habilidades sera obtido um niimero
superior a esse assim como se somar as porcentagens serd maior que 100% ,isso ocorre porque em muitas
questdes sdo necessarias mais de uma habilidade para apresentar a solugdo da mesma.
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Nessa segunda tabela nota-se que em quase metade das questdes é necessario o
conhecimento da definicdo de probabilidade segundo Laplace mas como destacado
anteriormente somente este conhecimento nao se faz suficiente para resolvé-las.

Nesse momento serdo separados os recursos de acordo com suas frequéncias e
classificados como: de baixa incidéncia, média incidéncia e alta incidéncia. Uma incidéncia
serd classificada como baixa se variar de 1% a 10% . Assim as habilidades de baixa
incidéncia sdo analise e comparacdo de dados probabilisticos, célculo em exercicios
sofisticados de probabilidades condicionais, construcao de diagrama de arvores, construcdo de
tabelas, leitura e interpretacdo de dados em imagens, no¢des da teoria de conjuntos e técnicas
elementares de contagem.

Se a frequéncia de uma habilidade variar a partir de 10% até 20%, sera dita de média
incidéncia, nesse caso as habilidades que se enquadram sdo: calculo em exercicios simples de
probabilidades condicionais, leitura e interpretacdo de dados em gréaficos e técnicas néo
elementares de contagem.

Ja se uma habilidade tiver uma frequéncia superior a 20%, sera classificada como de
alta incidéncia. Tais habilidades sdo: aplicacdo do conceito de complementar, definicdo de
probabilidade segundo Laplace, leitura e interpretacdo de dados em tabela e produto de
probabilidades.

Mas o que é necessario refletir nesse momento é se de fato os alunos da rede publica
do Rio de Janeiro de posse dos materiais didaticos analisados sdo capazes de resolver as
questdes do ENEM ? A minha resposta para essa pergunta € NAO. Mas a questio agora é por
que NAO ? Cabe lembrar que ndo estamos deixando a cargo do livro didatico a
responsabilidade de conduzir teoricamente a matéria pelo professor. Entendemos o livro
didatico como um material de apoio ao professor. O ideal seria que este material auxiliasse o
professor a ponto de ndo haver necessidade de criar materiais alternativos, como listas de
exercicios para suprir o livro didatico escolhido.

A maior falha na formacéao desses alunos no estudo probabilidade, pautados nos livros
didaticos analisados, reside na pouca incidéncia de trabalhar exercicios que o aluno precise ter
habilidade de realizar a leitura e interpretacdo de textos ndo literais, isto &, ler e interpretar
informacdes contidas em tabelas, graficos e imagens, uma vez que observando a tabela 4
conclui-se que em 45,2% das questdes do ENEM s&o necessarias tais habilidades.

Em todos os livros didaticos analisados nos exercicios resolvidos encontramos
pouquissimos exercicios onde a leitura e a interpretacdo de dados em tabelas se fez presente e

mais grave ainda, ndo encontramos um exercicio que trabalhe a leitura a interpretacdo de
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dados contidos em graficos ou em imagens nos exercicios resolvidos, quando ha imagens
nesses problemas sdo apenas a fim de ilustrar a situacdo narrada no texto. Nos exercicios
propostos encontramos alguns que trabalham a leitura e a interpretacdo de dados ndo literais
mas numa incidéncia muito baixa. Como exigir que os alunos sejam capazes de resolver tais
exercicios se essas habilidades ndo foram desenvolvidas ?

Nesse momento um novo questionamento deve ser feito, por que os livros didaticos
analisados ndo trabalham a leitura e interpretacdo de dados néo literais quando trabalham o
assunto probabilidade? E a minha resposta para esse gquestionamento € que tais habilidades
citadas tem seu desenvolvimento enfatizado quando os alunos realizam o estudo da estatistica.
O estudo da estatistica deve ser explorado pelos professores dés das séries inicias do ensino
fundamental, em consonancia com o conceito de alfabetizacdo estatistica. Essa préatica gera
ganhamos futuros tanto para o aluno, quanto o professor nas séries mais avangadas.

Em todos os livros citados, tal estudo ocorre apds o estudo da probabilidade. Assim
acredito que se o estudo da estatistica fosse realizado antes do estudo da probabilidade, o
professor poderia explorar com maior eficiéncia a leitura e a interpretacdo de dados contidos
em textos ndo literais, seguindo dessa maneira a sugestdo do PCNEM para trabalhar o tema
analise de dados. Dessa maneira trabalhar a probabilidade no terceiro ano do ensino médio se
justifica com mais propriedade uma vez que o aluno esta de posse de uma série de
conhecimentos necessarios para compreender de forma mais clara o tema independente da
abordagem feita pelo professor. Por exemplo, falar de probabilidade frequentista se torna mais
claro uma vez que o aluno ja domina conceitos simples como os de frequéncia absoluta e
frequéncia relativa.

Estamos diante de uma reforma da educacdo, mas a mesma ndo sera eficiente no
tocante a estrutura curricular, caso os livros didaticos ndo se adaptarem de forma esperada.
Sustento essa critica apds observar que os livros didaticos utilizados nessa pesquisa, ja estdo

no mercado, em media, 10 anos apos a publicacdo do PCNEM e néo seguem suas orientacoes.
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