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Resumo

Nestaúltima década, ocorreu um aumento notável na produç̃ao de materiais audiovisuais
(document́arios, animaç̃oes, filmes e curtas) relacionados com Matemática e Estatı́stica. Com
o objetivo de potencializar o escopo didático para aĺem da simples exibiç̃ao, um grupo de profes-
sores, alunos de graduação e ṕos-graduaç̃ao tem catalogado os vı́deos dispońıveis e elaborado
material de apoio no formato de roteiros pelo projeto Cineclube de Matemática e Estatı́stica da
Universidade Federal Fluminense. Esta dissertação contribui, ent̃ao, para esse projeto ofere-
cendo dois roteiros detalhados para uso em sala de aula de vı́deos relacionados com a temática
de fractais e da teoria do caos: “Fractais: Uma Jornada pela Dimensão Oculta” e “Alta Ansie-
dade: A Mateḿatica do Caos”. Cada roteiro inclui, entre várias informaç̃oes, indicaç̃oes de ob-
jetivos de aprendizagem que, em nossa opinião, podem ser alcançados por intermédio do v́ıdeo
e, tamb́em, uma proposta de questões que podem ser trabalhadas imediatamente após a exibiç̃ao
de cada v́ıdeo. Mais do que um texto definitivo, espera-se que os roteiros sirvam como ponto
de partida para que o professor faça adaptações e modificaç̃oes de acordo com as necessidades
e caracteŕısticas de sua turma. Nosso trabalho apresenta também alguns recortes teóricos que
procuram fornecer perspectivas diferentes sobre o papel da narrativa (storytelling) na sociedade
humana. O objetivóe tentar enquadrar os motivos pelos quais um vı́deo (uma forma poderosa
de narrativa que une imagem e som) se constitui em um instrumento didático para o ensino e
a aprendizagem da Matemática e da Estatı́stica.

Palavras-chave: ensino e aprendizagem de Matemática e Estatı́stica, uso de v́ıdeos em sala
de aula, narrativa,storytelling, fractais, caos.
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1 Introdução

1.1 Nossa proposta

Nestaúltima década ocorreu um aumento notável na produç̃ao de materiais audiovisuais

(document́arios, animaç̃oes, filmes, curtas) relacionados com Matemática e Estatı́stica: v́ıdeos

da TV Escola do Minist́erio da Educaç̃ao; document́arios da BBC (British Broadcasting Corpo-

ration) e PBS (Public Broadcasting Service); episódios da śerie “Istoé Mateḿatica” apresentada

por Roǵerio Martins; o canal “Numberphile” no YouTube com suporte do MSRI (Mathemati-

cal Sciences Research Institute); vı́deos educacionais TED-Ed; curtas das séries “Dimensi-

ons” e “CHAOS” idealizadas e produzidas porÉtienne Ghyz e colaboradores; alguns vı́deos de

“Os Simpsons”; apenas para mencionar alguns (Figura 1.1).

Figura1.1: Algumas iniciativas na produção de materiais audiovisuais relacionados com Ma-
temática e Estatı́stica.

Nesse contexto, com o objetivo de potencializar o escopo didático para aĺem da simples

exibição comênfase nos aspectos matemáticos e estatı́sticos, um grupo de professores, alunos

de graduaç̃ao e ṕos-graduaç̃ao tem catalogado os vı́deos dispońıveis e elaborado material de

apoio no formato de roteiros pelo projeto Cineclube de Matemática e Estatı́stica da Universidade

Federal Fluminense. Cada roteiroé dividido nas seguintes seções:

• Ficha catalográfica: faixa de classificação et́aria; idioma dóaudio e das legendas; tı́tulo

original; ĝenero; duraç̃ao; produtora e ano de produção; t́opicos mateḿaticos abordados;
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ńıvel escolar sugerido; interdisciplinaridade; marcadores; competências e habilidades do

ENEM em Mateḿatica e Suas Tecnologias.

• Imagens selecionadas: seis imagens que permitem ao professor, visualmente, ter uma

ideia do estilo do v́ıdeo e, tamb́em, de seu conteúdo.

• Sinopse: uma breve descrição do contéudo do v́ıdeo semspoilers(istoé, sem informaç̃oes

que poderiam estragar a apreciação do v́ıdeo).

• Com quais objetivos esse v́ıdeo pode ser usado: um parágrafo indicando alguns obje-

tivos de aprendizagem que, em nossa opinião, podem ser alcançados por intermédio do

vı́deo.

• Sensibilizaç̃ao: um texto e duas imagens que podem ser usadas para confeccionar um

cartaz de divulgaç̃ao do v́ıdeo na escola.

• Sugest̃oes de quest̃oes gerais: uma proposta de questões que podem ser trabalhadas

imediatamente aṕos a exibiç̃ao do v́ıdeo.

• Sugest̃oes de quest̃oes espećıficas: uma proposta de questões que para serem respondi-

das, se faz necessário que trechos especı́ficos do v́ıdeo sejam revisitados (os tempos dos

trechos s̃ao indicados no roteiro).

• Observaç̃oes para o professor: orientaç̃oes did́aticas, desdobramentos, curiosidades,

materiais suplementares relacionados com o vı́deo.

• Outras informações: bibliografia, agradecimentos, créditos.

Cabe ressaltar que, mais do que um texto definitivo, espera-se que os roteiros sirvam como

ponto de partida para que o professor faça adaptações e modificaç̃oes de acordo com as neces-

sidades e caracterı́sticas de sua turma.

1.2 Vı́deos em sala de aula

O uso de v́ıdeos em sala de aula nãoé uma novidade. Já naépoca dos antigos videocassetes

a quest̃ao era considerada[a]. Moran (1995), por exemplo, já apontava para os usos inadequados,

observaç̃oes estas que continuam ainda válidas nos dias de hoje com vı́deoson-line, em DVD

oublu-raye em formatostreaming:

• vı́deo tapa-buraco: colocar v́ıdeo quando h́a um problema inesperado, como ausência

do professor;

• vı́deo enrolaç̃ao: exibir um v́ıdeo sem muita ligaç̃ao com a mat́eria;

• vı́deo deslumbramento: o professor que acaba de descobrir o uso do vı́deo costuma

[a]Aindaque, nestáepoca, existisse relativamente pouco material disponı́vel para áarea de Mateḿatica.
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empolgar-se e passar vı́deo em todas as aulas, esquecendo outras dinâmicas mais perti-

nentes;

• vı́deo perfeiç̃ao: existem professores que questionam todos os vı́deos posśıveis porque

possuem falhas de informação ou defeitos estéticos; ñao obstante, os vı́deos que apresen-

tam conceitos probleḿaticos podem ainda ser usados para, junto com os alunos, descobrir

e analisar os erros existentes;

• só v́ıdeo: ñao é didaticamente satisfatório exibir o v́ıdeo sem discuti-lo, sem integrá-lo

com o assunto da aula, sem reproduzir trechos com momentos mais importantes.

Outra refer̂encia cĺassica dáepoca dos videocassetesé Ferŕes (1996). Neste livro, o autor:

• propõe uma sistematizaç̃ao para o uso did́atico de v́ıdeos: videolição, videoapoio,

videoprocesso, programa motivador, programa monoconceitual, vı́deo interativo;

• estabelece crit́erios para a utlizaç̃ao didática do v́ıdeo: mudança de estruturas pe-

daǵogicas, o papel do professor, a formação do professor frente a este tipo de mı́dia,

a relaç̃ao did́atica do v́ıdeo com outras ḿıdias, etc.;

• categoriza as diversas funç̃oes do v́ıdeo no ensino:função formativa/videodocumento,

função motivadora/videoanimação, funç̃ao expressiva/criatividade e videoarte, função

avaliadora/videoespelho, função investigativa, funç̃ao lúdica/o v́ıdeo como brinquedo,

função metalingúıstica, combinaç̃ao e interaç̃ao das funç̃oes previamente citadas;

• dá sugest̃oes pŕaticas e t́ecnicas para a exibiç̃ao do v́ıdeo: preparaç̃ao antecipada do

local, disposiç̃ao dos alunos de acordo com o tamanho da tela do televisor, problemas

técnicos frequentes;

• sugere abordagens pedaǵogicas aṕos a exibiç̃ao do v́ıdeo: comunicaç̃ao espont̂anea

dos alunos, reflex̃ao cŕıtica, pesquisa final e recapitulação, nuvem de palavras, entrevista

com um especialista, gravação de pesquisa de opinião ṕublica, manipulaç̃ao de objetos,

palavras-chave, resumo objetivo, recontar a história em grupo, desenho livre, desenho

em quadrinhos, escrever uma carta, comunicação em duplas, interpelação em duplas, ex-

press̃ao corporal, cartazes e trabalhos em grupo, fotografia do ambiente, elaboração de um

dossîe, tribunal e julgamento, criação de um mural, realização de uma colagem, Phillips

66, primeira exibiç̃ao muda (sem som), interrupção da exibiç̃ao, exibiç̃ao invertida;

• sugere v́arias pautas para avaliaç̃ao do v́ıdeo sob o ponto de vista did́atico: tema, ob-

jetivos, formulaç̃ao did́atica, estrutura, roteiro didático, formulaç̃ao audiovisual, imagem

como valor t́ecnico, faixa sonora como valor técnico, interaç̃ao dos elementos.

Desde ent̃ao, v́arios trabalhos sobre vı́deos no contexto escolar têm sido produzidos. Para

o leitor interessado, indicamos: Polster e Ross (2012), Sklar e Sklar (2012), Machado e Mendes

(2013), Napolitano (2013, 2015), Muzás (2015), Pellicer (2015), Reiser (2015), Santos (2015),
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Bulman (2017). Indicamos também quatro ṕaginasWEB especializadas na Matemática dos

filmes: Mathematics in Movies(<http://bit.ly/2OuJOUU>) mantida por Oliver Knill, do De-

partamento de Mateḿatica da Universidade de Harvard (nos EUA);Mateḿaticas en El Cine

y en Las Series de T.V.(<http://bit.ly/2yPI8Aa>), mantida por Jośe Maŕıa Sorando Muźas

(na Espanha);MMDB–The Mathematical Movie Database(<https://bit.ly/2HurRY8>) man-

tida por Burkard Polster (Monash University) e Marty Ross na Austrália; eMathematical Fic-

tion <https://bit.ly/1kcpcAR>mantida por Alex Kasman (College of Charleston) nos Estados

Unidos.

Entre as iniciativas governamentais do uso de vı́deos em sala de aula, destacamos o projeto

“O Cinema VaiÀ Escola – O Uso da Linguagem Cinematográfica na Educaç̃ao” da Fundaç̃ao

para o Desenvolvimento da Educação do Estado de S̃ao Paulo. De acordo com osite oficial

(<http://bit.ly/2OnYXqT>), o projeto procura subsidiar a rede pública de ensino com mate-

riais, equipamentos e acervos didáticos, fornecendòas escolas de Ensino Médio um conjunto

de filmes de diferentes categorias e gêneros, em DVD, acompanhado de materiais de apoioà

prática pedaǵogica. Os v́ıdeos s̃ao principalmente produções cinematográficas do circuito co-

mercial e os materiais de apoio incluem roteiros no formato PDF (<http://bit.ly/2F3hPMu>)

e, tamb́em, v́ıdeos tratando do universo dos vı́deos (<http://bit.ly/2OorDA8>). Não obstante,

observamos que, neste projeto, temas relacionados com a Matemática est̃ao ausentes.

Por fim, registramos que o Whittier College nos Estados Unidos oferece uma disciplina

de graduaç̃ao, NTD 231 –Numb3rs in Lett3rs & Fi1ms, que explora a conexão entre a Ma-

temática e as Artes criativas escritas/teatrais. Segundo o catálogo da instituiç̃ao (<https://goo.

gl/j5wtX4>), nessa disciplina, os alunos leem ficção e assitem a filmes nos quais os conceitos

mateḿaticos fornecem a estrutura ou desempenham um papel central na peça criativa. Os alunos

tamb́em estudam os tópicos mateḿaticos relacionados a esses trabalhos para entender melhor

a intenç̃ao do autor. Detalhes da iniciativa podem ser encontrados no artigo Chabán & Kozek

(2015).

1.3 Concepç̃ao e divis̃ao deste trabalho

Estetexto est́a dividido da seguinte maneira: no Capı́tulo 2 descrevemos algumas perspec-

tivas relacionadas com o conceito de narrativa (storytelling) na intenç̃ao de tentar enquadrar

os motivos pelos quais um vı́deo (uma forma poderosa de narrativa que une imagem e som) se

constitui em um instrumento didático para o ensino e a aprendizagem da Matemática. Os ro-

teiros de dois v́ıdeos (nos moldes descritos na seção anterior) s̃ao apresentados nos Capı́tulos 3
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e 4. Experîencias de uso dos vı́deos e dos roteiros junto com algumas considerações finais s̃ao

o tema do Caṕıtulo 5.

Os Caṕıtulos 1, 2 e parte do 5 foram redigidos de forma conjunta a partir de seminários

realizados pelos mestrandos que trabalharam com a mesma metodologia acerca do uso didático

de v́ıdeos: Andŕe de Carvalho Rapozo, Fabiana Silva de Miranda, Hamanda de Aguiar Pereira,

Karla Waack Nogueira, Keyla Lins Bruck Thedin, Luis Edmundo Carlos Pinto Dantas, Oswaldo

dos Santos Azeredo Coutinho e Rodrigo Pessanha da Cunha. Os Capı́tulos 3, 4 e parte do 5 têm

redaç̃ao individual: mestrandos diferentes trabalharam com assuntos diferentes (Probabilidade

e Estat́ıstica, Ńumeros e Medidas, Linguagem e Lógica Mateḿatica, Fractais e Caos, etc.).

Por fim, indicamos que as respostas das questões propostas nos roteiros podem ser obtidas

mediante solicitaç̃ao para o e-mail<amec7a@gmail.com>.



14

2 Narrativas: Um Panorama

Nestecaṕıtulo, apresentamos alguns recortes que procuram fornecer perspectivas diferentes

sobre o papel da narrativa (storytelling) na sociedade humana. O objetivoé tentar enquadrar

os motivos pelos quais um vı́deo (uma forma poderosa de narrativa que une imagem e som) se

constitui em um instrumento didático para o ensino e a aprendizagem da Matemática. Como

aponta Gottschall (2013),storytellingé como gravidade: eláe esta força poderosa e abrangente

que permeia nossas vidas e que acabamos por não perceber por estarmos tão habituados com ela.

Vı́deos (tema de nosso trabalho), quadrinhos, contos, piadas, parábolas (incluindo as religiosas),

novelas, ḿusicas, peças de teatro e vieogames são, todos, formas de narrativa que nos cercam e

nos ensinam.

2.1 Narrativas e A História da Humanidade: Harari

Harariem seu livro “Sapiens: Uma Breve História da Humanidade” coloca o papel impor-

tante que a narrativa teve na evolução hist́orica dos seres humanos. De acordo com o autor,

foi o surgimento da ficç̃ao que permitiu a cooperação humana em grande escala: um grande

número de estranhos só pode cooperar de maneira eficaz se acreditar nos mesmos mitos, ou

seja, hist́orias que existem na imaginação coletiva das pessoas. Formigas e abelhas também po-

dem trabalhar juntas em grandes números, mas elas o fazem de uma maneira um tanto rı́gida, e

apenas com parentes próximos. As religĩoes, as naç̃oes, o dinheiro, as leis, as culturas e as mar-

cas s̃ao apenas alguns exemplos de realidades imaginadas que foram construı́das e fortalecidas

baseadas em mitos partilhados. Uma realidade imaginada nãoé uma mentira. Pelo contrário, é

algo em que muitos acreditam e por essa razão, exerce inflûencia sobre o mundo, molda com-

portamentos e preferências. A imensa diversidade de realidades imaginadas que ossapiens

inventaram e a diversidade resultante de padrões de comportamento são os principais compo-

nentes do que chamamos “culturas”. A partir da Revolução Cognitiva[a], as narrativas históricas

[a]Surgimento de novas formas de pensar e se comunicar, ocorrida entre 70 e 30 mil anos atrás, que pode ter
sido causada por mutações geńeticas acidentais que mudaram as conexões internas dossapiens, possibilitando que
pensassem de uma maneira sem precedentes e se comunicassem usando um tipo de linguagem totalmente novo.
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substituemas narrativas biológicas como nosso principal meio de explicar o desenvolvimento

doHomo sapiens.

Figura2.1: Capa do livro de Harari (2015).

2.2 Narrativas e A Neurociência: Zak

Uma outra explicaç̃ao para a afinidade humana comstorytellingse d́a no campo da neu-

rociência com a substância oxitocina[b] (um tipo de horm̂onio). Um dos principais pesqui-

sadores destáareaé o neurocientista americano Paul J. Zak, fundador do campo de estudo

“neuroeconomia”. Zaḱe diretor fundador do Centro de Estudos Neuroeconomia e professor da

Universidade de Claremont Graduate. Além disso, elée professor na Loma Linda University

Medical Center. Zak possui graduação em Mateḿatica e Economia pela Universidade Estadual

de San Diego, doutorado em Economia pela Universidade da Pensilvânia e ṕos-doutorado em

neuroimagem pela Universidade de Harvard.

O estudo do Dr. Zak busca entender um pouco mais sobre os efeitos da oxitocina. O que

se sabia deste horm̂onio é que ele induzia as contrações no parto e a produção de leite na

amamentaç̃ao, aĺem de ser liberado por ambos os sexos durante o ato sexual. Mas as perguntas

que ele se fez foram: ”Por que os homens também a produziam?”e ”Qual era exatamente a sua

import̂ancia?”. Sua busca por respostas resultaram no livro “A Molécula da Moralidade: As Sur-

preendentes Descobertas sobre A Substância que Desperta O Melhor em Nós”. Ele tamb́em tem

divulgado seu trabalho por meio de palestras, como o vı́deo TED “Confiança, Moralidade – e

Oxitocina” (<https://goo.gl/PmzKve>).

[b]Algunsautores escrevem ocitocina no lugar de oxitocina.
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Figura2.2: Zak, seu livro e sua palestra TED sobre a oxitocina (2015).

O laborat́orio de Paul Zak foi o primeiro a descobrir que a oxitocina neuroquı́micaé sinteti-

zada no ćerebro humano e que essa molécula motiva a reciprocidade, istoé, mesmo sem contato

visual, face a face, o horm̂onio da oxitocina parece sinalizar que o outroé familiar e conf́iavel.

Esse pequeno peptı́dio sintetizado no hipotálamo dos ćerebros dos maḿıferos pode ser iden-

tificado por meio das alterações no exame de sangue que refletem as alterações na produç̃ao

cerebral.

Em seu trabalho “Why Inspiring Stories Make Us React: The Neuroscience of Narrative”

de 2015, Zak fez experimentos para verificar como o tipo de narrativa de um vı́deo se correla-

ciona com a liberaç̃ao de oxitocina e como a liberação de oxitocina se correlaciona com o grau

de atenç̃ao de um indiv́ıduo. A mediç̃ao do ńıvel de oxitocina foi feita por um aferição indireta

a cada miĺesimo de segundo via eletrocardiograma no nervo vago (descobriu-se que esse nervo

est́a repleto de receptores de oxitocina). O nı́vel de atenç̃ao foi medido pela aceleração do bati-

mento card́ıaco e pelo suor proveniente de glândulaśecrinas na pele. O vı́deo exibido contava

uma hist́oria com arco draḿatico envolvente: um pai que aparecia falando de seu filho Ben com

câncer terminal e a sua tentativa de superar seus medos e frustrações para conseguir conectar-se

ao seu filho e desfrutar de sua companhia pelos meses que ainda tinha. O experimento verificou

que a produç̃ao de oxitocina e a atenção est̃ao correlacionadas com o grau de dramaticidade. Ao

longo dos cem segundos do vı́deo, observou-se que o nı́vel de atenç̃ao aumentava e diminuia,

com o ćerebro ficando atentòa hist́oria para, em seguida, fazer uma rápida pesquisa do restante

do ambiente e, então, reorientar para a história à medida que a tensão aumentava. O pico de

resposta da atenção ocorreu no clı́max do v́ıdeo, quando o pai de Ben revela que seu filho está

morrendo.

Paul Zak (2015) conclui: “Narrativas que nos levam a prestar atenção e tamb́em nos en-

volvem emocionalmente são as hist́orias que nos movem para a ação. Istoé o que um bom
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document́ario faz.” (traduç̃ao nossa). Assim, segundo o pesquisador, as narrativas convincentes

causam liberaç̃ao de oxitocina e, portanto, elas têm o poder de afetar nossas atitudes, crenças e

comportamentos.

2.3 Narrativas, Matemática e A Lı́ngua Materna: Machado

Em sua palestra intitulada “A Narrativa em Matemática”, proferida na VIII Semana da

Mateḿatica / I Bienal de Mateḿatica da Universidade Federal Fluminense em 2016, o educador

Nilson Jośe Machado analisa as correlações entre a Ĺıngua Materna (o Português, em nosso

caso) e a Mateḿatica, mostrando como uma faz uso da outra a todo momento e o papel das

narrativas neste processo.

Machado inicia observando que informações soltas, em geral, perdem o seu valor, en-

quanto narrativas encadeiam informações e criam elos cognitivos que constroem os significados

mais marcantes, estabelecendo assim o conhecimento. Segundo Machado, a conexão entre “co-

nhecimento” e “narrativa”́e t̃ao profunda que ambas as palavras têm um ĺexico comum:gnarus.

A ideia de narrativa, destaca Machado, surge do diálogo entre as ideias de cadeia e de rede.

Na rede, tudo está ligado, articulado. O encadeamentoé a ideia cartesiana que segue uma linha:

“se isso, ent̃ao aquilo”. Atualmente, continua o autor, as pessoas tendem a dizer que as ideias

cartesianas são ultrapassadas e que tudo está em rede, porém temos que pensar que até mesmo

para falar precisamos de um encadeamento de ideias; do contrário, ñao formamos sequer uma

frase. Quem conta uma história, encadeia, pois toda narrativaé um encadeamento.

Machado, em seguida, estabelece que oconhecimento explı́cito é aquele que, quando per-

guntados a respeito, respondemos imediatamente. Este tipo de conhecimento, acrescenta o edu-

cador, representa uma parte muito pequena de todo o conhecimento que adquirimos na vida.

A maior parte de tudo o que sabemos não conseguimos expressar claramente e esteé oconhe-

cimento t́acito. A narrativa combina os dois tipos de conhecimento: o tácito (que ele chama

de “recheio da história”) e o expĺıcito (que é a “moral da hist́oria”). Machado prossegue:

a informaç̃ao sem narrativa se perde,é como se fossem cenas isoladas. Informações isoladas de

nada valem. O que não vira uma hist́oria para contar, morre.́E preciso “linkar” as coisas, criar

um roteiro, para que elas (as informações) permaneçam na memória.

Machado destaca, então, a import̂ancia das metáforas na construção do significado: quando

encontramos algo que explica tão bem o que queremos, as coisas tornam-se claras de modo que

não precisamos defini-las. De acordo com o pesquisador, há vários tipos de narrativas: binárias

(que s̃ao as mais simples e polarizadas entre o “bem” e o “mal”), quaternárias (que s̃ao as que
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têmdois eixos) e as multifárias (mais complexas, sem definição expĺıcita de bem e mal, e que

são mais parecidas com a realidade).

Machado apresenta, na sequência, v́arios ind́ıcios de um “paralelismo” entre a Matemática

e os Contos de Fadas em Lı́ngua Materna.

• Contos de Fadas são, em geral, bińarios, istóe, polarizados (o “bem” contra o “mal”); em Ma-

temática, h́a tamb́em uma polarizaç̃ao: ou uma sentença matemática fechadáe “verdadeira”

ou elaé “falsa”.

• A palavra “contar” tem, por um lado, na Matemática, a noç̃ao de “enumerar” e, por outro, em

Portugûes, ela traz a ideia de “narrar” (entre outros significados).

• Os Contos de Fadas começam com “Era uma vez . . . ” e terminam com “E foram felizes

para sempre!”; em Mateḿatica, as demonstrações começam com “Seja . . . ” e terminam com

“Como queŕıamos demonstrar!”.

• A Matemática, assim como os Contos de Fadas, fazem forte uso de abstrações. Por exemplo,

não existem unićornios nem ćırculos no mundo real (ambos são objetos abstratos). Contudo,

frequentemente, a abstração na Mateḿaticaé vista como algo muito complicado, enquanto

que, nos Contos de Fadas, elaé aceita de forma mais natural.

• Os significados, tanto na Matemática, como nos Contos de Fadas, devem passar por narrativas

coerentes:́e preciso contar bem a história, mesmo sendo ela uma demonstração, com começo,

meio e fim.

Existem ainda outros aspectos comuns, complementa Machado: o tempo que tem que ser

presente na história, mas que serve a qualquer tempo ou em qualquerépoca; a micromotivação

que gera a macromotivação; a hermen̂eutica que ñao exclui a interpretação aberta; o geńerico

que trata do particular.

Por fim, Machado cita o filósofo brit̂anico Bertrand Russell, ao colocar que o papel principal

do professoŕe evitar duas coisas na mente dos alunos: a primeira são asnarrativas uńarias,

aquelas nas quais se acredita que haja umaúnica verdade e que dão origem a dogmatismos e

fanatismos; a segunda são asnarrativas bińarias, que levam aos extremismos ao não permitirem

opç̃oes alternativas intermediárias.

2.4 Narrativas e A Prova Matemática: Doxiadis e Mazur

O livro “Circles Disturbed: The Interplay of Mathematics and Narrative”, editado pelos

professores Apostolos Doxiadis e Barry Mazur, e publicado pela Princeton University Press,
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em2012, tem sua origem em uma conferência Mykonos, na Grécia, em 2005 com a criação do

grupo THALES + FRIENDS. O grupo foi criado com o objetivo de transpor “o abismo entre

a Mateḿatica e as outras formas de atividades culturais”. A segunda conferência, que ocor-

reu em Delphis, em 2007, e contou com matemáticos, historiadores, filósofos, professores de

Literatura e um romancista especialista em Matemática, focou em estudos sobre Matemática e

Narrativa. Os trabalhos desta conferência tornaram-se a base para o referido livro, cujo tı́tulo

remeteàs palavras “Ñao perturbe meus cı́rculos!” atribúıda a Arquimedes antes de ser assassi-

nado por um soldado romano em Siracusa.

Figura2.3: Doxiadis, Mazur e a estrutura narrativa da Matemática.

O Caṕıtulo 10 do livro, “A Streetcar Named (among Other Things) Proof: From Storytel-

ling to Geometry, via Poetry and Rhetoric” (“Um Bonde Chamado (entre Outras Coisas) Prova:

Da Narrativàa Geometria, via Poesia e Retórica”), escrito por Apostolos Doxiadis,é o caṕıtulo

mais longo da obra, ocupando mais de cem páginas. Nele, o autor defende que a origem grega

da maneira de se fazer e escrever provas que usamos hoje está relacionada com a narrativa,

a narrativa póetica e, sobretudo, com a retórica forense. Doxiadis sintetiza as várias conex̃oes

em um diagrama, conforme a figura a seguir. No diagrama, a flecha preta sólida denota in-

fluência direta e a pontilhada, indireta. A flecha cinza indica influências de doḿınio espećıfico

nos dois doḿınios em que a prova teve inı́cio.

Os termos “narrativa” e “história” são frequentemente usados intercambiavelmente, mas

precisamos distingui-los, usando narrativa para denotar algo mais geral, ou seja, todas as históri-

as s̃ao narrativas, mas nem todas as narrativas são hist́orias. O termo narrativa denota um modo

de comunicaç̃ao cujo objetivoé representar uma ação bem como representar uma mediação

simbólica entre o mundo das ações e o mundo das representações mentais. De acordo com

Zacks, Tversky e Iyer (2001), “narrativas são discursos que descrevem uma série de aç̃oes”, um
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pontode vista compartilhado por Doxiadis.

Figura2.4: relaç̃oes de pŕaticas culturais que deram origemà prova mateḿatica

Por narrativa póetica, o autor entende como aquela narrativa em prosa e verso desenvolvida

na Gŕecia Antiga nos śeculos VI e VII a.C. da qual fazem parte as epopeias de Homero e

Heśıodo. Tais formas de narrativa dominaram a cultura grega e suas caracterı́sticas serviram

para a formaç̃ao das formas narrativas subsequentes.

De acordo com Doxiadis, o estilo arcaico de narrativa, especialmente aquele encontrado nas

epopeias, trabalha com uma combinação de mecanismos cognitivos inatos e os hábitos de uma

prática de desenvolvimento cultural, unindo sentenças narrativas curtas com o objetivo de criar

uma representação viva na mente do leitor. Na Idade Clássica, surge um novo estilo narrativo,

a traǵedia, que d́a um novo formatòa representação da aç̃ao por meio do uso da mimese (figura

em que o orador imita outrem, na voz, estilo ou gestos, em discurso direto). Doxiadis coloca que

“o desenvolvimento conjunto da tragédia e da ret́orica é parte da história maior das mudanças

trazidas na vida das cidades-estados gregas pela transformação poĺıtica, da tiraniàa oligarquia,

para pŕaticas mais participativas, a mais avançada das quaisé a democracia”. Central para

essa transformação, continua Doxiadis, são formas de discurso culturalmente desenvolvidas

cujo objetivoé a persuas̃ao. A ret́orica, a arte da persuasão, tamb́em usa uma forma de prova,

diferente, mas ñao em sua totalidade, da prova matemática. Existiram tr̂es ĝeneros de retórica na

Antiguidade Cĺassica: cerimonial, polı́tica e judicial. A ret́orica cerimoniaĺe usada em ocasiões

festivas ou em exibiç̃oes orat́orias, a ret́orica poĺıtica usada em assembleias e a retórica judicial

usada pelos litigantes em uma corte judicial.

Por fim, a Geometria Práticaé aquela evidenciada na Grécia Antiga, na qual as ferramentas

básicas se resumiam̀a ŕegua e ao compasso. Por volta do ano 900 a.C. podemos perceber

a evid̂encia de uma ferramenta semelhante a um compasso. Seria um pincel articulado que
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foi utilizado para desenhar em̂anforas (vasos antigos). Vale ressaltar que muitas vezes uma

ferramentáe criada para um determinado propósito, mas seus usuários a tornam mais sofisticada

do que para aquilo que fora criada. Esta obra artesanal acabou sendo o mesmo desenho utilizado

em muitas provas geoḿetricas realizadas séculos depois.

2.5 Narrativas e O Ensino de Mateḿatica: Zazkis e Liljedahl

Rina Zazkis e Peter Liljedahl da Simon Fraser University, no Canadá, escreveram o livro

“Teaching Mathematics as Storytelling” que trata especificamente do uso de narrativas (story-

telling) no ensino da Mateḿatica. O livro apresenta storytelling em Matemática como um meio

para se criar uma sala de aula em que a Matemática seja apreciada, entendida e divertida. Os au-

tores mostram como envolver os alunos nas atividades matemáticas por meio da narrativas.

O texto apresenta vários tipos de narrativas que podem ser usadas em sala de aula: (1) narrativas

que proporcionam uma trama ou plano de fundo para os problemas matemáticos; (2) narrativas

que se entrelaçam profundamente com o conteúdo e que explicam conceitos e ideias; (3) narrati-

vas que ajudam a resolver um problema ou a alcançar um melhor entendimento de uma solução;

(4) narrativas na forma de problemas que propõem quest̃oes. Aĺem disso, os autores apresen-

tam um enquadramento teórico para a criaç̃ao de novas narrativas, ideias para enriquecer e usar

narrativas j́a existentes, bem como várias t́ecnicas que tornam uma narrativa mais interativa e

invocativa para o leitor. O livróe, assim, de interesse para quem ensina Matemática ou para

quem forma professores de Matemática.

Figura2.5: Zazkis, Liljedahl e o uso de narrativas no Ensino da Matemática.

Ao longo dos seus 12 capı́tulos, o livro intercala justificativas e ponderações sobre o uso de
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storytellingno contexto escolar. Destacamos os seguintes trechos:

• O valor de uma história para o ensino está precisamente no poder de engajar as emoções

dos estudantes e, de forma conjunta, suas imaginações no material curricular.

• O grande poder das histórias est́a em sua miss̃ao dupla: elas comunicam informação de

uma forma memoŕavel e delineiam os sentimentos dos ouvintes sobre a informação que

est́a sendo comunicada.

• Contar uma hist́oriaé estabelecer um significado e estabelecer significadoé o fio condutor

no ensino da Mateḿatica, um assunto quée frequentemente percebido como uma mera

manipulaç̃ao de śımbolos cujo significado está muitas vezes longe de estar claro para

os estudantes.

• Usar hist́orias em sala de aula pode servir para muitos e diferentes propósitos. Hist́orias

podem despertar interesse, ajudar na memorização e reduzir a ansiedade. Elas podem

criar uma atmosfera confortável e de suporte na sala de aula, bem como estabelecer um

relacionamento entre o professor e os estudantes.

• As escolas de hoje estão mais acostumadas com osword problems(problemas com pala-

vras), primos distantes das boas histórias. Contudo, uma análise mais cuidadosa dosword

problemsrevela que esses de fato não s̃ao hist́orias engajantes, pois foram desprovidos

dos detalhes e emoções que ajudam a orientar os sentimentos dos ouvintes.

Os autores citam ainda os 10 benefı́cios enumerados por Haven (2000) sobre o uso de narrativas

como ferramenta educacional:

• Storytellingé um elemento efetivo e poderoso no esforço de melhorar e desenvolver todas

as quatro primeiras habilidades da linguagem (ler, escrever, ouvir e falar).

• Informaç̃oes (tanto conceitos como fatos) são melhor lembradas e por mais tempo quando

apresentadas em forma de narrativa.

• Storytellingé uma ferramenta de ensino multidisciplinar efetiva e poderosa que perpassa

todo o curŕıculo.

• Storytellingmotiva positivamente os estudantes para o aprendizado.

• Narrativas focam a atenção e o aprendizado dos alunos e os motiva a procurarem estudar

mais.

• Storytellingconstŕoi efetivamente a autoconfiança e a autoestima do estudante.

• Storytellingenvolve e desenvolve as habilidades ligadasà imaginaç̃ao eà criatividade

melhor do que qualquer outra atividade escolar.

• Storytellingenvolve e entretém.



23

• Storytellingcriaempatia e senso de conectividade.

• Storytellingmelhora as habilidades de análise e resoluç̃ao de problemas.

• Storytellingcria conex̃oes valiosas com a comunidade e com a herança familiar.

2.6 Narrativas e Propaganda

Comocoloca McSill (2013), desde tempos imemoriais, a estória[c] é utilizada como ins-

trumento para ensinar, informar, entreter, reforçar crenças, dominar e, como se chama hoje,

“fidelizar o cliente”. Estudiosos dáarea demarketingcolocam a narrativa como uma das pedras

angulares da boa propaganda: se propagandaé a alma do neǵocio, ent̃ao narrativáe a alma da

propaganda.

Embora seja um livro destinado ao público de propaganda, Xavier (2015) discute as impli-

caç̃oes educacionais destorytelling:

Pergunte a um professor qualé seu maior problema no exercı́cio do magist́erio.
A resposta mais ouvida certamente será o bin̂omio desinteresse/desatenção.
[. . . ] Tudo começa com atenção, sem a qual o restante se inviabiliza. Se logo
após a atenç̃ao inserirmos algum grau de afetividade (ou, se preferirmos, de
emoç̃ao), estaŕa aberto o caminho para uma identidade mais profunda entre
comunicador e ṕublico. [. . . ] A maneira de cumprir esse difı́cil percursoé
contar uma boa história, que prenda a atenção, envolva com emoção, crie
laços profundos com o público, una todas as pontas em um relato compre-
enśıvel, seja apreciada e lembrada.

(Xavier, 2015)

Nestecontexto, Xavier (2015) coloca o papel fundamental da narrativa (storytelling) em

capturar e conduzir os capitais emocional, cultural e de atenção:

Aspessoas estão à procura de conex̃oes novas e emocionais. Elas procuram
algo para amar [. . . ] Śo existe uma forma de prosperar como profissional
de marketing na Economia da Atenção: parar de correr atŕas de modismos e
dedicar-se a estabelecer conexões consistentes e emocionais com os consumi-
dores.

(Xavier, 2015)

Ao leitor interessado em mais detalhes sobre a questão da narrativa nôambito da propa-

ganda, recomendamos, portanto, a leitura dos livros Xavier (2015) e McSill (2013).

[c]Aqui, estamos usando “estória” seguindo o uso do próprio McSill (2013), mas o significadóe o mesmo de
“história”. De fato, atualmente, os dois termos têm sido usado como sinônimos.
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3 Fractais: Uma Jornada pela
Dimens̃ao Oculta

Faixa de classificaç̃ao et́aria: Livre (IMDb).

Áudio: Inglês.

Legendas: Português.

Tı́tulo original: Hunting The Hidden Dimension.

Gênero: Documentário.

Duraç̃ao: 53 minutos, aproximadamente.

Produtora e ano de produção: NOVA (2008).

Tópicos mateḿaticos abordados: Semelhança; Escalas; Função Pot̂encia; Geometria Fractal.

Nı́vel escolar sugerido: Ensino Ḿedio; Formaç̃ao de Professores.

Interdisciplinaridade: F́ısica, Biologia e Geografia.

Marcadores: Semelhança; Escalas; Fractais; Documentário; NOVA; PBS.

Compet̂encias e habilidades do ENEM em Matemática e Suas Tecnologias: H1, H7, H9, H23.

Página web oficial:<http://www.pbs.org/wgbh/nova/physics/hunting-hidden-dimension.html>.

Imagensselecionadas
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Sinopse

Fractaissão formas geoḿetricas irregulares especiais encontradas nas formações de nuvens,

nos galhos daśarvores, nas flores dos brócolis, nas montanhas escarpadas e até mesmo no ritmo

do coraç̃ao humano. Este documentário da śerie NOVA destaca cineastas, designers, médicos

e pesquisadores que estão usando a geometria fractal para inovar, inspirar e entender melhor

a natureza.

Com quais objetivos esse v́ıdeo pode ser usado?

Introduziro estudo de fractais por meio de suas aplicações na modelagem de fenômenos natu-

rais, da sua história e de suas propriedades matemáticas.

Sensibilizaç̃ao

A geometria na Educação B́asica se apoia

em um grupo de figuras bem regulares

(triângulos, quadrados, cı́rculos) as quais,

por si śo, ñao s̃ao suficientes para retratar

as diversas formas encontradas na natureza

(nuvens,árvores, flocos de neve, monta-

nhas).

Seŕaque existe uma geometria que permite

modelar e estudar estes fenômenos? Sim,

a geometria fractal! Os fractais são formas

geoḿetricas irregulares especiais, que po-

dem ser encontradas na formação de flores-

tas, nos sinais de telecomunicações e at́e no

ritmo card́ıaco dos seres humanos.

No document́ario “Fractais: Uma Jornada pela Dimensão Oculta” da śerie NOVA da PBS que

apresentaremos, vamos acompanhar um grupo de matemáticos pioneiros determinados a deci-

frar as regras que governam a geometria fractal, que vem gerando inovação cient́ıfica, ḿedica e

art́ıstica, atingindo desde a ecologia das florestas tropicais até a criaç̃ao de modelos de roupas.



26

Orientações metodoĺogicas gerais

• Você, professor, ñao precisa aplicar todas as questões aqui sugeridas. Dependendo do tempo

dispońıvel e da turma, escolhas ou modificações devem ser feitas. Sinta-se livre para fazê-las!

• Parecéobvio, mas vale o conselho:sempreassista ao v́ıdeo antes de trabalhar com ele em

sala de aula.

• Antes de os alunos assistirem ao vı́deo, sugerimos que eles leiam as questões que serão traba-

lhadas.

• Nossa experiência mostra que os alunos ficam sempre mais motivados quando as atividades

desenvolvidas fazem parte do sistema de avaliação.

• Dependendo do tempo disponı́vel em sala de aula, apenas partes do vı́deo podem ser usadas.

Neste caso, contudo, recomendamos fortemente que os alunos assistam ao vı́deo inteiro antes

(em casa ou no contraturno, por exemplo), pois acreditamos queé muito importante que eles

tenham uma percepção global da obra antes que qualquer atividade, discussão ou ańalise se-

jam feitas em sala. Outra possibilidade, se o tempo for realmente curto,é deixar que os alunos

assistam ao filme e trabalhem com as perguntas em casa para que, depois, em uma parte da

aula, discuss̃oes, ańalises e sistematizações sejam feitas.

Sugest̃oesde quest̃oes gerais

1. Na sua opinĩao, o v́ıdeo quer transmitir alguma mensagem? Qual?

2. Voĉe aprendeu algo novo com o vı́deo? O qûe?

3. Segundo o documentário, que mateḿaticoé responśavel pela descoberta dos fractais?

4. Segundo o documentário, os fractais estão em tudòa nossa volta: na natureza, na computação

gráfica, na medicina, na engenharia e em outrasáreas. Cite alguns exemplos de aplicações

dos fractais exibidos no filme.

5. Segundo o documentário, que propriedade geométrica caracteriza um fractal?

6. O document́ario mostra em diversos momentos que Mandelbrot e sua nova geometria fractal

foram desprezados no meio acadêmico por alguns anos. Baseado nos pontos ressaltados no

vı́deo, quais s̃ao os motivos que levaram a tal desprezo?

7. Com base no que foi exibido, você acha adequada a escolha do tı́tulo “Fractais: Uma Jornada

pela Dimens̃ao Oculta” para o documentário? Justifique sua resposta!

8. Do que voĉe mais gostou no filme?

9. Se voĉe fosse o diretor deste documentário, voĉe faria algo diferente? O quê?
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Sugest̃oesde quest̃oes espećıficas

1. Inspirado pelo livro “Objectos Fractais: Forma, Acaso e Dimensão” de Mandelbrot, o cien-

tista de computaç̃ao Carpenter prop̂os um ḿetodo para se criar montanhas no computador

(04:32-04:50). Como o ḿetodo funciona? Como os matemáticos denominam esta técnica?

2. Ao tentar solucionar um problema proposto pelos colegas da IBM, Mandelbrot lembrou-se do

que o documentário chama de mistério dos “monstros” (14:07-15:11). Um desses “monstros”

é o conjunto de Cantor.

(a) Segundo o documentário, por que objetos geoḿetricos como o conjunto de Cantor foram

chamados de “monstros”?

(b) Como o conjunto de Cantoré constrúıdo?

(c) Qualé a semelhança entre o conjunto de Cantor e o problema das linhas de transmissão

apresentada no documentário?

3. Segundo o documentário (15:10-15:38), que avanço tecnológico no fim da d́ecada de 1950 e

inı́cio de 1960, permitiu o avanço da teoria dos fractais e deu suporte para que fosse possı́vel

desvendar os “monstros” que tratam o documentário? Por qûe?

4. O narrador no documentário afirma que o floco de Von Koch́e um paradoxo mateḿatico

(16:27-17:35). Explique o porquê desta afirmaç̃ao.

5. O document́ario apresenta algumas aplicações dos fractais em diversasáreas.

(a) Como e por que os fractais foram usados no filmeStar Wars III(26:40-27:45)?

(b) Como e por que os fractais são usados na confecção de antenas (30:50-32:36)?

(c) Qualé a relaç̃ao entre fractais e o movimento dos olhos e quais são os benefı́cios poten-

ciais em se estudar tal relação (37:00-37:30)?

(d) Como e por que os fractais podem ajudar no diagnóstico precoce de nódulos cancerı́genos

(40:16-41:29)?

(e) Qualé a relaç̃ao entre fractais e o consumo de energia de animais (41:40-42:59)?

(f) Qualé a relaç̃ao entre fractais e o consumo de dióxido de carbono em uma floresta (44:55-

49:08)?

Observações para o professor

• Existemvárias refer̂encias que abordam a questão de apresentar e explorar a geometria fractal

em sala de aula. Indicamos aqui três delas.

(a)A proposta de aula dos professores Guilherme Erwin Hartung e Rita Meirelles no Portal do

Professor do MEC:<https://goo.gl/NtwsXJ>. Lá, voĉe encontraŕa atividades com osoftware
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educacionalFractal Tool (<https://goo.gl/w0q0qm>), material concreto e uma questão de

vestibular da UFF.

Figura:recursos digital e concreto para se trabalhar com fractais na sala de aula.
Fonte: Portal do Professor do MEC.

(b) O livro “Descobrindo a Geometria Fractal para A Sala de Aula” de Ruy Madsen Barbosa.

Nele, voĉe encontraŕa algumas definiç̃oes propostas para fractal e dimensão fractal; descriç̃oes

dos exemplos clássicos (Conjunto de Cantor, Curva de Peano, Curva de Hilbert, Curva de

Koch, Curva, Trîangulo e Tapete de Sierpiński); descriç̃oes de alguns algoritmos que geram

fractais; propostas de atividades para a sala de aula envolvendo fractais, com material concreto

esoftwareseducacionais.

(c) O clássico livro “Chaos and Fractals – New Frontiers of Science” por Peitgen, Jürgens

e Saupe. O Capı́tulo 1 desta obra descreve experiências simples que podem ser feitas com

seus alunos utilizando uma webcam e uma máquina de fotocopiar para explicar, de forma

divertida, como alguns fractais podem ser gerados.

Figura:usando umawebcampara se trabalhar com fractais e recursividade
(<https://goo.gl/0hMHv4>).

• Havendo tempo e interesse, sugerimos dois vı́deos curtos que podem ser exibidos, como um

complemento ao v́ıdeo principal.

(a) A palestra TED “Benoit Mandelbrot: Fractais e A Arte da Rugosidade” (<https://goo.gl/

NdZoVU>), onde o pŕoprio mateḿatico Benoit Mandelbrot (1924-2010) aborda a complexi-

dade extrema da rugosidade e o modo como a matemática fractal pode encontrar organização

em padr̃oes que parecem desconhecidamente complicados.
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Figura:palestra TED com Benoit Mandelbrot (<https://goo.gl/NdZoVU>).
Fonte: TED.

(b) O epiśodio “Fractais: Recriando o Universo” (<https://goo.gl/auAfmr>) da śerie portu-

guesa “Istóe Mateḿatica”: “os fractais s̃ao giros [bonitos], naturais éuteis para jogar, entreter

e entender o mundo”.

Figura:epiśodio da śerie “Istoé Mateḿatica” sobre fractais
(<https://goo.gl/auAfmr>).

Fonte: Sociedade Portuguesa de Matemática.

• Existemvários softwares gratuitos que permitem gerar fractais. Registramos aqui quatro des-

ses softwares. Eles são excelente instrumentos para exibir a propriedade de autossemelhança

(estat́ıstica) dos fractais.

(a) O aplicativoFracviewpara dispositivos Android:<https://goo.gl/Qp2BZ5>. Nestesoft-

ware,é posśıvel ampliar e reduzir a imagem (observando assim a propriedade de autosseme-

lhança dos fractais) por meio do movimento de pinça com dois dedos na tela.
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(b) O aplicativo art́ısticoDood.alpara navegadores:<http://dood.al/>. Com ele,é posśıvel

criar fractais art́ısticos e que lembram objetos da natureza usando poucos cliques domouse.

Um v́ıdeo mostrando como usar este software está dispońıvel em<https://goo.gl/H76DM1>.

(c) O software Recursive Drawingpara navegadores:<https://goo.gl/b1IGSp>. Este aplica-

tivo permite criar fractais orĝanicos usando, a exemplo do Dood.al, o princı́pio da recurs̃ao.

Um v́ıdeo tutorial est́a dispońıvel em<https://goo.gl/abqzpe>.

(d) O aplicativoFractalinepara dispositivos Android:<https://goo.gl/W2LTSI>. Este pro-

grama tem uma interface simples e intuitiva que permite gerar e modificar facilmente fractais

art́ısticos.

• Benoit Mandelbrot nasceu em 20 de novembro de 1924 em Varsóvia, Pol̂onia. Vindo de

faḿılia judaica da Litûania (seu pai era comerciante e sua mãe dentista), Benoit foi apresen-

tadoà Mateḿatica em uma idade muito precoce. Em 1936, sua famı́lia emigrou para França,

onde seu tio Szolem Mandelbrot era professor de Matemática no Coll̀ege de France. Em

muito, Mandelbrot foi autodidata pois, no inı́cio da Segunda Guerra Mundial, sua famı́lia

precisou mudar-se e ele teve uma educação ñao convencional. Mostrou, em 1944, excelente
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resultadono teste dáEcole Polytechnique, em Paris, onde deu continuidade e terminou seus

estudos. Foi para os Estados Unidos e trabalhou na IBM, já com o t́ıtulo de PhD concedido

pela Universidade de Paris. Além da IBM, ele tamb́em atuou como professor de Engenha-

ria na Universidade de Yale, professor de Matemática naÉcole Polytechnique, professor de

Economia em Harvard, Professor de Fisiologia da Einstein College of Medicine. Recebeu

ainda v́arios pr̂emios e medalhas como a Medalha Barnard por Serviços Meritóriosà Cîencia,

Medalha Franklin, Pr̂emio Alexander von Humboldt, a Medalha Steinmetz, o prêmio Légion

d’Honneur, a Medalha de Nevada, o Prêmio Wolf de F́ısica e o Pr̂emio Jap̃ao por Cîencia e

Tecnologia. Um livro que trata sobre o trabalho de Mandelbrot e pode ser uma boa leitura para

quem quer saber mais sobre o assunto: “Benoit Mandelbrot: A Life in Many Dimensions”,

por Michael Frame e Nathan Cohen.

• Em seu livro “Eureca!’, o escritor Leslie Alan Horvitz, coloca a geometria fractal como uma

das doze descobertas cientı́ficas que revolucionaram o mundo.

• O floco de neve de Koch foi idealizado pelo matemático sueco Niels Fabian Helge von Koch

(1870-1924) em 1904 para dar um exemplo de uma curva que fosse contı́nua, mas ñao dife-

rencíavel em ponto algum e cuja construção usasse elementos simples de geometria. No do-

cument́ario, o narrador afirma que o floco de Koché um paradoxo mateḿatico (16:27-17:35).

O uso do termo “paradoxo” se deve ao fato do floco de Koch ser um conjunto limitado e ter

um peŕımetro infinito, o que contraria o senso comum.

Figura:Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924).
Fonte: Wikimedia Commons.

• As Diretrizes Curriculares da Educação B́asica (<https://goo.gl/iCZ3yq>) da Secretaria de

Educaç̃ao do Governo do Estado do Paraná, publicadas em 2008, indicam explicitamente

a inclus̃ao de geometrias não-euclidianas, incluindo noções da Geometria Fractal, no conteúdo

da disciplina de Mateḿatica.

• Uma atividade que pode ser realizada em sala de aulaé oJogo do Caos. À primeira vista, ele
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podeparecer ñao ter qualquer conexão com fractais, mas o resultado finalé surpreendente.

Material necesśario: folha de papel, caneta, régua e dado ćubico. O jogo começa marcando-

se, na folha de papel, 3 pontos (A, B,C) que ser̃ao chamados debases. Marca-se também um

ponto inicial qualquer no interior do triânguloABC. Este ponto será, neste momento, o nosso

ponto de trabalho. Lança-se o dado cúbico. Se o resultado for 1 ou 2 no lançamento do dado,

marca-se um novo ponto exatamente no ponto médio entreA e o ponto de trabalho, passando

este ponto ḿedio a ser o novo ponto de trabalho. Se o resultado for 3 ou 4, basta realizar o

mesmo procedimento, mas utilizando o pontoB no lugar do pontoA. Por fim, caso o resultado

do lançamento do dado seja 5 ou 6 utilizarı́amos o pontoC. Termina-se então o primeiro ciclo

do jogo. Os ciclos seguintes serão feitos do mesmo modo: rola-se o dado e desenha-se o

ponto ḿedio entre o ponto de trabalho atual e a base correspondente (A, B ou C) de acordo

com o valor obtido no dado. Produz-se, portanto, uma sequência aleat́oria de pontos, o que

pode inicialmente parecer entediante e sem propósito. Contudo, a figura obtida pelo conjunto

de pontos de trabalho provavelmente irá impressionar aqueles que ainda não conhecem o jogo:

ela se aproxima do fractal denominado Triângulo de Sierpiński, independentemente do ponto

inicial escolhido e dos resultados dos lançamentos dos dados.

Figura:Triângulo de Sierpiński.

O Triângulo de Sierpiński é criado recursivamente da seguinte maneira: dado um triângulo

equiĺatero inicialABC, marque os pontos ḿedios de seus três lados e, em seguida, una estes

três pontos ḿedios obtendo então 4 trîangulos equiĺateros (imagem̀a esquerda na figura a se-

guir). Agora, mantenha os três trîangulos menores, aqueles que contêm os v́erticesA, B eC,

e descarte o do meio, criando assim um “buraco”. Na próxima iteraç̃ao, subdivida cada um

dos tr̂es trîangulos equiĺateros que sobraram em 4 triângulos equiĺateros e descarte o do meio,

obtendo assim 9= 32 triângulosequiĺateros, como na imagem̀a direita na figura a seguir.

Na n-ésima iteraç̃ao, haveŕa um conjunto com 3n triânguloscongruentes. Fazendon ir para
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infinito, o Triângulo de Sierpiński é definido como conjuntoS da interseç̃ao de todos estes

conjuntos:S=
⋂∞

n=1Sn.

Figura:construç̃ao do Trîangulo de Sierpiński (as imagens são do artigo original de

Sierpínski).

Sierpínski apresentou esta construção em seu artigo “Sur Une Courbe Dont Tout Point est Un

Point de Ramification” publicado na revista Comptes Rendus Mathematique Academie des

Sciences, Paris, em 1915.

Figura:Wacław Sierpínski (1882-1969).
Fonte: Wikimedia Commons.

Usandoa linguagem de programação Pascal, produzimos um software para a plataforma Win-

dows que faz a simulação deste jogo:<https://goo.gl/Hi468V>. Nele, o dado foi substituı́do

por uma funç̃ao que gera ńumeros aleatórios de 1 a 6. No software, pode-se determinar quan-

tos ciclos ser̃ao utilizados no jogo e configurar se o ponto inicial deve ser gerado dentro ou fora

do triângulo inicial. Uma vers̃ao do Jogo do Caos para plataformas Linux, MacOS, Android

e iOS, feitas com GeoGebra, está dispońıvel neste endereço:<https://ggbm.at/jm8vwxv9>.
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Figura:simulaç̃ao do Jogo do Caos.
Fonte: o autor (<https://goo.gl/Hi468V>).

• Nestepaŕagrafo vamos apresentar de forma breve e informal o conceito de dimensão frac-

tal. Para mais detalhes, recomendamos Barbosa (2002) e Peitgen, Jürgens e Saupe (2004).

Considere um segmento de reta dividido em 5 segmentos menores congruentes, um quadrado

dividido em 32 = 9 quadrados menores congruentes e um cubo dividido em 23 = 8 cubos

menores congruentes, conforme a figura a seguir.

Observe que o segmento de reta foi dividido emN = 5 peças semelhantes ao segmento inicial

e que a raz̃ao de semelhançáe M = 5. Qualé a relaç̃ao entreN e M? Resposta:N = MD,

com D = 1. No caso do quadrado, este foi dividido emN = 32 = 9 peças semelhantes ao

quadrado inicial e a razão de semelhança, neste caso,éM = 3. Qualé a relaç̃ao entreN eM?

Resposta:N = MD, comD = 2. Por fim, o cubo foi dividido emN = 23 = 8 peças semelhantes

ao cubo inicial e a raz̃ao de semelhança, neste caso,é M = 2. Qualé a relaç̃ao entreN e

M? Resposta:N = MD, com D = 3. Este procedimento pode ser usado para definir o que

se é conhecida comodimens̃ao fractal de Hausdorff-Besicovitch(ou, mais simplesmente,

dimens̃ao de Hausdorff): a dimensão D é tal queN = MD, com N o número de peças eM

o fator de escala, istóe,D = log(N)/ log(M). Vejamos um exemplo: considere o triângulo de
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Sierpínski, um fractal obtido a partir de um triângulo equiĺatero dividindo-o em 4 triângulos

equiĺateros menores e removendo-se o interior do triângulo equiĺatero central recursivamente.

Noteque, para se obter a peça da etapa seguinte da construção, s̃ao necesśariasN = 3 peças

da etapa anterior e que a razão de semelhança entre a peça maior e as peças menoreséM = 2.

Assim, a dimens̃ao de Hausdorff do triângulo de Sierpiński é

D =
log(N)
log(M)

=
log(3)
log(2)

= 1,585. . . .

Considere agora o floco de neve de Koch: em cada nova etapa da construção,é preciso dividir

cada lado da etapa anterior emN = 4 partes e, ao se comparar as partes semelhantes do

contorno, vemos que a razão de semelhançáe M = 3. Assim, a dimens̃ao de Hausdorff do

floco de neve de Koch́e

D =
log(N)
log(M)

=
log(4)
log(3)

= 1,2618. . . .

Noteque a dimens̃ao de Hausdorff ñao precisa ser um número inteiro. Em um certo sentido,

a dimens̃ao fractal pode ser pensada como medida numérica da rugosidade do fractal, com

base na autossimilaridade. Portanto, uma curva com dimensão 1,2618é mais rugosa que

uma curva de dimensão 1, como um segmento de reta; masé menos rugosa que uma curva

de dimens̃ao 1,5, por exemplo. Existem outras formas de se definir uma dimensão fractal,

além da dimens̃ao de Haussdorf. Vale ressaltar que os fractais não precisam ser curvas: eles

podem ser superfı́cies ou śolidos. No endereço:<https://goo.gl/wUtdIF>você encontraŕa

uma construç̃ao do GeoGebra que, usando conjuntos de Cantor e produtos cartesianos, exibe



36

umfractal com uma dimensão pŕe-estabelecida.

• Segundo Stewart (2016), o famoso conjunto de Mandelbrot pode ser descrito da seguinte

maneira: considera-se a função fc(z) = z2 + c como uma funç̃ao complexa (istóe, deC

emC) e, ent̃ao, calcula-sefc(0) = c, e áı se formafc( fc(0)) = c2 +c, ent̃ao fc( fc( fc(0))) =

(c2 + c)2 + c, ent̃ao fc( fc( fc( fc(0)))) = ((c2 + c)2 + c)2 + c, e assim por diante. H́a duas

possibilidades principais: ou todos os números complexos na sequência acima permanecem

dentro de uma região limitada do plano complexo ou não. Colore-se de preto os valores de

c para os quais a sequência permanece dentro de uma região limitada e de branco aqueles

que “escapam para o infinito”. Então o conjunto de todos os pontos pretosé o conjunto de

Mandelbrot.

Figura:o conjunto de Mandelbrot.
Fonte: Wikimedia Commons.

Ainda,segundo Stewart (2016), apesar de aparentemente o conjunto de Mandelbrot em si não

ter qualquer aplicaç̃ao pŕatica, eleé um dos sistemas dinâmicos ñao lineares mais simples
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combase nos ńumeros complexos e, por isso, tem atraı́do muita atenç̃ao de mateḿaticos que

buscam prinćıpios gerais que possam ter aplicação mais ampla. E ele também demonstra um

ponto “filośofico” fundamental: regras simples podem levar a resultados complicados.

• Apesar do documentário ñao tratar especificamente do Teorema de Pitágoras, voĉe, professor,

pode fazer uma discussão com seus alunos sobre os significados atribuı́dosàs letras em uma

fórmula usando, para isto, o trecho (08:51-08:54) do documentário. Neste trecho, o plano

de fundo do v́ıdeo exibe o Teorema de Pitágoras da seguinte forma:a2 +b2 = c2, utilizando

a letrac para a hipotenusa e as letrasa e b para os catetos, diferentemente do que fazem

tradicionalmente os livros didáticos nacionais.́E fundamental que os alunos percebam que,

mantendo-se o significado, letras diferentes podem ser usadas, istoé, mais importante do que

quais letras usar está o significado que elas têm.

Referênciasrelacionadas

• Barbosa,Ruy Madsen. Descobrindo a Geometria Fractal para A Sala de Aula. Terceira
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4 Alta Ansiedade: A Mateḿatica do
Caos

Faixa de classificaç̃ao et́aria: 14 anos (IMDb).

Áudio: Portugûes.

Legendas: ñao h́a.

Tı́tulo original: High Anxieties: The Mathematics of Chaos.

Gênero: Documentário.

Duraç̃ao: 59 minutos, aproximadamente.

Produtora e ano de produção: BBC-Four (2008).

Tópicos mateḿaticos abordados: Semelhança; Escalas; Função Pot̂encia; Geometria Fractal.

Nı́vel escolar sugerido: Ensino Ḿedio; Formaç̃ao de Professores.

Interdisciplinaridade: F́ısica, Biologia e Geografia.

Marcadores: BBC; Documentário; Caos; Efeito Borboleta; Desordem; Instabilidade; Tur-

bulência; Ponto de Virada.

Compet̂encias e habilidades do ENEM em Ciências da Natureza e Suas Tecnologias: H3, H4,

H20, H21. Compet̂encias e habilidades do ENEM em Matemática e Suas Tecnologias: H6,

H13, H14, H15, H18.

Link para o v́ıdeo (TV Escola):<https://www.youtube.com/watch?v=PCnxd9wX91c>.

Página web oficial:<https://www.bbc.co.uk/programmes/b00dzypr>.
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Imagensselecionadas

Sinopse

“Alta Ansiedade – A Mateḿatica do Caos”́e um documentário da BBC que apresenta uma in-

teressante análise hist́orica da mudança de visão do mundo e suas consequências psicoĺogicas

a partir das ideias matemáticas revoluciońarias iniciadas pelo matemático franĉes Henri Poin-

caŕe: da percepç̃ao de um mundo seguro, controlável e previśıvel, passa-sèa incerteza èa

ansiedade.

Com quais objetivos esse v́ıdeo pode ser usado?

Temas como fen̂omenos cliḿaticos e econ̂omicos, entre outros, necessitam de uma matemática

espećıfica para o seu entendimento e análise: caos, efeito borboleta e ponto de virada. Assim, o

document́ario pode ser usado para que o aluno tenha contato com esses assuntos tão importantes

no mundo atual.
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Sensibilizaç̃ao

Seŕa mesmo que o bater de asas de uma

borboleta pode provocar um tufão do outro

lado do mundo?

Seŕa que podemos compreender toda

a exist̂encia da vida na Terra? Será que

todos os eventos se repetem após um

determinado espaço de tempo? Podemos

adivinhar o que iŕa acontecer no mercado

da bolsa de valores, conhecidas as

tend̂encias que se repetirão?

Orientações metodoĺogicas gerais

• Você, professor, ñao precisa aplicar todas as questões aqui sugeridas. Dependendo do tempo

dispońıvel e da turma, escolhas ou modificações devem ser feitas. Sinta-se livre para fazê-las!

• Parecéobvio, mas vale o conselho:sempreassista ao v́ıdeo antes de trabalhar com ele em

sala de aula.

• Antes de os alunos assistirem ao vı́deo, sugerimos que eles leiam as questões que serão traba-

lhadas.

• Nossa experiência mostra que os alunos ficam sempre mais motivados quando as atividades

desenvolvidas fazem parte do sistema de avaliação.

• Dependendo do tempo disponı́vel em sala de aula, apenas partes do vı́deo podem ser usadas.

Neste caso, contudo, recomendamos fortemente que os alunos assistam ao vı́deo inteiro antes

(em casa ou no contraturno, por exemplo), pois acreditamos queé muito importante que eles

tenham uma percepção global da obra antes que qualquer atividade, discussão ou ańalise se-

jam feitas em sala. Outra possibilidade, se o tempo for realmente curto,é deixar que os alunos

assistam ao filme e trabalhem com as perguntas em casa para que, depois, em uma parte da
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aula,discuss̃oes, ańalises e sistematizações sejam feitas.

Sugest̃oesde quest̃oes gerais

1. Na sua opinĩao, o v́ıdeo quer transmitir alguma mensagem? Qual?

2. Voĉe aprendeu algo novo com o vı́deo? O qûe?

3. Voĉe acha que o tı́tulo “Alta Ansiedade”é adequado ao documentário? Por qûe?

4. O termo “depend̂encia das condiç̃oes iniciais”é usado com freqûencia no documentário. Na

sua interpretaç̃ao, quaĺe o significado atribúıdo a este termo? Você conseguiria dar exemplos?

Quais?

5. O termo “ponto de virada”́e usado com freqûencia no documentário. Na sua interpretação,

qualé o significado atribúıdo a este termo? Você conseguiria dar exemplos? Quais?

6. O termo “efeito borboleta”́e usado com freqûencia no documentário. Na sua interpretação,

qualé o significado atribúıdo a este termo? Você conseguiria dar exemplos? Quais?

7. O termo “caos”́e usado com freqûencia no documentário. Na sua interpretação, quaĺe o sig-

nificado atribúıdo a este termo? Você conseguiria dar exemplos? Quais?

8. Qualé a associaç̃ao entre caos, economia e clima feita na parte final do vı́deo? Voĉe concorda

com ela?

9. Após tudo que foi visto e analisado, como você se posiciona em relação à perspectiva lapla-

ciana èa perspectiva cáotica?

10. Do que voĉe mais gostou no filme?

11. Se voĉe fosse o diretor deste documentário, voĉe faria algo diferente? O quê?

Sugest̃oesde quest̃oes espećıficas

1. No document́ario, quais s̃ao os mateḿaticos que estão associados̀a Mateḿatica da previsibi-

lidade/estabilidade? E os da imprevisibilidade/instabilidade?

2. Liste alguns exemplos de eventos sı́mbolos da concepção de um universo previsı́vel/est́avel

como tamb́em de um universo imprevisı́vel/inst́avel que s̃ao apresentados ao longo do vı́deo.

3. Segundo o documentário (15:00-15:18), com que matemático e em que contexto se deu a “pri-

meira descoberta a nos dizer que o mundoé menos previśıvel e menos controlável do que

gostaŕıamos que fosse”?

4. O que pode potencializar o caos em um sistema, de acordo com o vı́deo (40:08-43:57)? Quais

exemplos s̃ao usados para ilustrar este fato?

5. A professora Linda Gask da Universidade de Manchester coloca que a incerteza do futuro

leva a uma ansiedade (02:50-03:00 e 49:40-50:33). Você concorda com essa afirmação? Por
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quê?

6. No trecho (44:48-45:11), o professor David Ruelle trata do “crescimento exponencial”. Você

acha quée posśıvel e sustent́avel um crescimento anual de 2% na economia de um paı́s? Por

quê?

7. O modelo econ̂omico baseia-se em comportamentos que se repetem. Qual aárea da ma-

temática trata esse tipo de modelo? O filme o considera bom? Por quê?

Observações para o professor

• Apesardo subt́ıtulo “A Matemática do Caos”, o documentário evita o uso de fórmulas e

diagramas para explicar os conceitos matemáticos, preferindo uma descrição mais verbal e

com foco em uma leitura dos aspectos sociais e psicológicos do śeculo XX em termos ma-

temáticos (Determinismo de Laplace versus Teoria do Caos). Desta maneira, para um melhor

entendimento das ideias apresentadas no vı́deo como, por exemplo, sobre a dependência e es-

tabilidade de um sistema com relaçãoàs suas condiç̃oes iniciais, os materiais complementares

apresentados nesta seção podem ser muitóuteis.

• O “ponto de virada”, termo apresentado no documentário, tamb́em é conhecido por outros

nomes: tipping point, ponto cŕıtico, ponto de ruptura, ponto de não retorno e ponto de vi-

ragem. Para facilitar a compreensão deste conceito por parte de seus alunos, sugerimos for-

temente a animação TED-Ed “O Nosso Clima Está Indo em Direç̃ao ao Caos Mateḿatico”

de Victor J. Donnay:<https://goo.gl/AKmfh4>. Este v́ıdeo, por meio de uma analogia com

o jogo de bilhar, ilustra comóe posśıvel que uma pequena mudança em um determinado

par̂ametro pode gerar mudanças imprevisı́veis (uma ideia fundamental da Teoria do Caos) e

como este tipo de comportamento se relaciona como o estudo de questões cliḿaticas. Nesta

analogia com o jogo de bilhar, esta outra animação de 1 minuto tamb́em pode ser muitóutil:

<https://goo.gl/oS6nw9>.

Figura:Imagens extráıdas da animaç̃ao TED-Ed de Victor J. Donnay.
Fonte: YouTube<https://goo.gl/AKmfh4>.

Comoapontam Lamberson e Page (2012), o termo “ponto de virada” tem sido aplicado em

temas diversos (eleição, moda, opinĩao ṕublica, economia) sem uma definição precisa, es-
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tando,em geral, associado com a ideia de um ponto onde o fenômeno em estudo muda de

comportamento. Por exemplo, em Sociologia, Gladwell (2009) coloca:

A express̃ao se tornou popular na década de 1970 para descrever um movi-
mento observado entre as pessoas brancas que moravam nas cidades mais
velhas do nordeste americano – elas começaram a fugir para os subúrbios.
Quando o ńumero de americanos de origem africana que se instalavam num
bairro atingia determinado patamar – 20%, digamos –, os sociólogos ob-
servavam que havia uma “virada”, ou uma “guinada”, na situação da co-
munidade: a maioria dos indivı́duos brancos remanescentes saı́a quase de
imediato.

(Gladwell, 2009)

Nestecontexto, com o objetivo de permitir que pontos de virada possam ser melhor identifi-

cados, quantificados e entendidos, Lamberson e Page (2012) propõem uma definiç̃ao precisa

usando o formalismo de sistemas dinâmicos. Para detalhes, recomendamos a leitura da obra.

• Como o pŕoprio document́ario aponta, a partir das Leis de Movimento de Newton, criou-se

um sentimento de que, com a Ciência, seria possı́vel prever tudo. O pŕoprio Newton escreveu:

Ent̃aoos movimentos dos planetas, dos cometas, da lua e do mar são dedu-
zidos a partir destas forças por proposições que tamb́em s̃ao mateḿaticas.
Se pud́essemos ao menos aferir outros fenômenos da natureza de princı́pios
meĉanicos com o mesmo tipo de raciocı́nio! Pois muitas coisas me levam
a suspeitar de que todos os fenômenos dependem de certas forças pelas
quais part́ıculas de mat́eria, por causas ainda desconhecidas, ou são impe-
lidas umas em direção a outras e agregam-se em figuras regulares ou são
repelidas umas das outras e recuam. Desde que estas forças são desconhe-
cidas, fiĺosofos t̂em tentado até ent̃ao entender a natureza em vão. Mas eu
espero que o conjunto de princı́pios aqui propostos tragam luz a este modo
de filosofia ou algum outro mais verdadeiro.

(Pref́acio da Primeira Ediç̃ao doPrincipia Mathematicade Newton)

Posteriormente,o mateḿatico franĉes Pierre-Simon Laplace (1749-1827) levou essa concep-

ção de Newton ao ḿaximo, afirmando que a previsão do futuro se reduziria a cálculos oriundos

das leis que governam a natureza. Laplace então concebeu um “intelecto” conhecedor de todas

as forças que “colocavam a natureza em movimento, e todas as posições de todos os itens dos

quais a naturezáe composta”.
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Figura:Pierre Simon Laplace (1749-1827).
Fonte: Wikimedia Commons.

Segundo Laplace, “Para um intelecto como esse, nada seria incerto e o futuro, assim como o

passado, estaria presente diante de seus olhos.”. Este “intelecto” ficou conhecido posterior-

mente comoDem̂onio de Laplace. Uma vez que este tipo de argumento implica que tudo está

pré-determinado, como corolário h́a a perda do livre-arbı́trio. Como apontam Bauer, West-

fall e Dias (2012), essas ideias de Laplace sobre o determinismo da natureza ocorreram em

umaépoca em que bem poucas pessoas acreditavam que poderiam atingir o livre-arbı́trio e

que isto aconteceria apenas se conseguissem derrubar aqueles que estavam no poder. Ainda

segundo Bauer, Westfall e Dias (2012), o “Demônio de Laplace” perdeu sua força a partir

da Teoria do Caos e da Teoria da Mecânica Qûantica: por um lado, a Teoria do Caos espe-

cifica que prever a evolução de um sistemáe muito dif́ıcil por conta da sensibilidade com

relaç̃ao às condiç̃oes iniciais; por outro lado, a Teoria da Mecânica Qûantica coloca quée

imposśıvel determinar a posição e o momento de qualquer objeto ao mesmo tempo (Princı́pio

da Incerteza de Heisenberg). O “Demônio de Laplace”́e um de muitos outros dem̂onios na

Ciência: “Dem̂onio de Freud”, “Dem̂onio de Descartes”, “Dem̂onio de Mendel”, “Dem̂onio

de Maxwell”, “Demônio de Loschmidt”. Neste contexto, o “demônio” é um artif́ıcio inte-

lectual introduzido para se levar ao limite uma determinada teoria. Para o leitor interessado,

recomendamos o livro “The Demons of Science: What They Can and Cannot Tell Us About

Our World” de Friedel Weinert.

• Para que os alunos possam compreender melhor a questão de sensibilidade de um sistema

com relaç̃aoàs condiç̃oes iniciais, sugerimos fortemente que você apresente o pêndulo duplo

e seus movimentos. O pêndulo duplo consiste em uma associação de dois p̂endulos no qual

um deles está anexoà extremidade do outro. O vı́deo<https://goo.gl/HpFcq6>apresenta

dois p̂endulos duplos basicamente idênticos sendo lançados simultaneamente com condições

iniciais pŕoximas.
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Figura:pêndulo duplo.
Fonte: YouTube<https://goo.gl/HpFcq6>.

Para pequenoŝangulos iniciais, os dois pêndulos comportam-se praticamente do mesmo modo,

mas quando ôangulo de lançamento atinge um determinado “ponto de virada”, os movimen-

tos dos p̂endulos duplos ficam bem diferentes a longo prazo. Na página da USP (<https:

//goo.gl/sAov1c>) você podeŕa usar um simuladoron-line3D gratuito de um p̂endulo duplo

ou at́e mesmo simular dois pêndulos duplos defasados de 0,001 radianos.

Figura:simuladoron-linede dois p̂endulos duplos.
Fonte:<https://goo.gl/sAov1c>.

Casoo professor tenha disponibilidade e perceba a necessidade de se aprofundar no uso de

simuladores de p̂endulo duploon-line, sugerimos a leitura do artigo da Revista Brasileira

do Ensino de F́ısica<https://goo.gl/MhmNXr>que mostra a construção de um p̂endulo du-

plo usando o software SimQuest<https://goo.gl/N2qrdM>, uma ferramenta de modelagem

computacional.

• Durante o documentário, o professor e fı́sico-mateḿatico belga David Pierre Ruelle (1935-)

dá alguns depoimentos a respeito principalmente do estudo do Caos: aspecto histórico do
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seusurgimento (05:38-06:05), a necessidade da previsibilidade em Ciência (13:50-14:15),

efeito borboleta (34:00-34:28), sensibilidadeàs condiç̃oes iniciais (36:33-37:52), previsibi-

lidade em um crescimento exponencial (44:46-45:52), entre outros. Ruelle trabalhou com

Fı́sica Estat́ıstica e Sistemas Dinâmicos.

Figura:David Pierre Ruelle (1935-) em uma palestra no IMPA.
Fonte: IMPA (<https://youtu.be/NL0ASWrVyw>).

Com Florins Takens (1940-2010), Ruelle criou o termo atrator estranho e fundou a nova

Teoria da Turbul̂encia. Em seu livro, Acaso e Caos, ele busca mostrar a incerteza dentro

do determinismo traçando as linhas gerais de pesquisa da chamada Teoria do Caos. Uma

das grandes contribuições da Teoria do Caosé dar ao acaso um lugar determinado na nossa

visão cient́ıfica do mundo. Esse fatóe resultado de um longo trajeto na história da cîencia

do śeculo XX, o qual o autor procura recompor. Este livro pode ser um excelente material

suplementar ao documentário, uma vez que ambos estão bastante alinhados, principalmente

os Caṕıtulos 5, 11 e 12 que tratam de determinismo clássico, um novo paradigma para o caos

e suas consequências.

• Em geral, os alunos da Escola Básica ñao t̂em contato com conteúdos mateḿaticos recentes.

Assim, o documentário é uma excelente oportunidade dos estudantes conhecerem uma teoria

mateḿatica que nasceu no século XX e, com isto, perceberem que a Matemáticaé uma dis-

ciplina que ainda se desenvolve e produz resultados novos. Sugerimos que você enfatize este

aspecto com seus alunos! Para uma descrição acesśıvel sobre a hist́oria da Teoria do Caos,

recomendamos Oestreicher (2007) e o Capı́tulo 12 de Berǵe, Pomeau e Dubois-Gance (1996).

• O Principia Mathematicade Newton permitiu estabelecer um sistema de equações diferenci-

ais cujas soluç̃oes descrevem o movimento de corpos que são mutuamente atraı́dos pela força

da gravidade. Encontrar soluções deste sistema de equações ficou conhecido como “o pro-

blema dosn-corpos”, comn representando o número de corpos. O interesse no problemaé

evidente: seŕa que, por exemplo, a Lua se chocará com a Terra em algum momento? Nosso
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SistemaSolar iŕa colapsar no futuro? Quando? Paran= 2, ou seja, para dois corpos, a solução

em termos de funç̃oes elementares foi obtida por Johann Bernoulli em 1710.

Figura:Johann Bernoulli (1667-1748).
Fonte: Wikimedia Commons.

Em 1885, a revista cientı́fica Acta Mathematicaanunciou o estabelecimento de um prêmio

no valor de 2500 coroas em honra ao Rei Oscar II da Suécia e Noruega a ser concedido no

seu 60o aniverśario para quem obtivesse uma solução em termos de uma série convergente

para o problema dos n-corpos. Mais precisamente, a formulação do problema para o prêmio

dada por Karl Weierstrass (1815-1897), um dos membros do júri desta competiç̃ao (os outros

membros do j́uri eram Magnus G̈osta Mittag-Leffler (1846-1927) e Charles Hermite (1822-

1901))é a seguinte: “Dado um sistema arbitrário com muitos pontos de massa que se atraem

mutuamente de acordo com as Leis de Newton, sob a hipótese de que dois pontos quaisquer

nunca colidir̃ao, tentar encontrar uma representação das coordenadas de cada ponto como

uma śerie em uma variável queé alguma funç̃ao conhecida no tempo e todos os valores para

os quais a śerie converge uniformemente.”.

Figura:Karl Weierstrass (1815-1897).
Fonte: Wikimedia Commons.
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Figura:Magnus G̈osta Mittag-Leffler (1846-1927).
Fonte: Wikimedia Commons.

Figura:Charles Hermite (1822-1901).
Fonte: Wikimedia Commons.

Henri Poincaŕe (1854-1912) concorre ao prêmio e o ganha, apesar dele ter tratado apenas al-

gumas questões do chamado problema restrito dos três corpos. Contudo, o jovem matemático

Lars Edvard Phragḿen (1863-1937) descobre um erro no artigo e Poincaré confirma que

o erro é śerio. Mittag-Leffler fica muito preocupado, pois a sua própria reputaç̃ao est́a em

risco. Mittag-Leffler recupera as cópias daActa Mathematicaque j́a tinham sido distribúıdas

e informa a Poincaré de que ele terá que pagar a reimpressão com as correç̃oes devidas. Poin-

caŕe paga 3585 coroas (1085 coroas a mais do que o prêmio). Na vers̃ao corrigida, Poincaré

observou que as trajetórias dos corpos são extremamente sensı́veis às condiç̃oes iniciais, ou

seja, uma pequena mudança nas condições iniciais pode causar uma drástica mudança nas

posiç̃oes finais. O problema como definido originalmente por Weierstrass para o cason = 3

foi finalmente resolvido em 1912 por Karl Fritiof Sundman (1873-1949) paran = 3, no qual

provou que existe uma solução em śerie de pot̂encia det1/3. Ainda assim, a soluç̃ao desco-

berta tem pouco valor prático, pois a śerie tem converĝencia lenta. Vale ressaltar, dentro de

todo este contexto, que o problema dosn-corposé ainda um problema em aberto. Para mais

detalhes sobre o problema dosn-corpos e sua história, recomendamos a referência Diacu

(1996).
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Figura:Henri Poincaŕe (1854-1912).
Fonte: Wikimedia Commons.

Figura:Karl Frithiof Sundman (1873-1949).
Fonte: Wikimedia Commons.

Apesarde ñao serem precisos (pois usam métodos nuḿericos que possuem suas limitações),

existem alguns softwares que simulam o problema dosn-corpos e com os quais, de uma forma

lúdica, os alunos poderão apreciar a complexidade do problema. Recomendamos programas:

Orbit para Android (<https://goo.gl/3e3Wb8>) e iOS (<https://goo.gl/pv3yeh>), Celestia

(<https://goo.gl/e4Kzd1>) e Universe Sandbox2 (<https://goo.gl/Y4j5SG>) para Windows,

Linux e Mac OS X. No aplicativo Orbit, como em muitos jogos na plataforma Android,

existem fases com desafios para serem resolvidos, mas existe também um editor no qual

se é posśıvel fazer simulaç̃oes pŕoprias. Voĉe pode lançar planetas em um sistema solar e

perceber a interação dos mesmos entre si. Mesmo com a versão gratuita, podemos fazer

diversas simulaç̃oes muito interessantes.
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Figura:tela do aplicativo Orbit.
Fonte: o autor.

No Celestia, temos descrições detalhadas de cada astro celeste, incluindo a parte relativaàs

constelaç̃oes, bem como podemos manipular o tempo para verificar os movimentos de rotação

e translaç̃ao dos planetas. Um ponto forte do softwareé a capacidade de facilmente dividir a

tela para que possamos analisar os astros e seus movimentos de forma separada.

Figura:tela do aplicativo Celestia.
Fonte: o autor.

No Universe SandboxUniverse Sandbox2, temos um simulador de espaço que nos permite

criar, destruir e interagir em uma escala inimaginável. Ele combina gravidade em tempo real,

clima, colis̃ao e interaç̃oes materiais para revelar a beleza de nosso universo a fragilidade do

nosso planeta.
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Figura:tela do aplicativo Universe SandboxUniverse Sandbox2.
Fonte: o autor.

Um outro software que vale a pena mencionaré o “Meu Sistema Solar” (<https://goo.gl/

DEPU1V>) do projeto Phet. Este aplicativo permite que você construa seu próprio sistema

de corpos celestes definindo posições iniciais, velocidades e massas de 2, 3 ou 4 corpos, para

depois v̂e-los orbitando entre si. O programa está todo em Portugûes eé gratuito.

Figura:tela do aplicativo Meu Sistema Solar.
Fonte: o autor.

• O document́ario nos apresenta o termoefeito borboleta(31:18-34:37) como atribuı́do ao me-

teorologista, mateḿatico e fiĺosofo Edward Lorenz (1917-2008). Em seus trabalhos, Lorentz

procurava encontrar padrões nuḿericos nas previs̃oes do tempo utilizando um computador

de mesa. Segundo Oestreicher (2007), por acaso, ele colocou seu programa para rodar no-

vamente utilizando os mesmos números com os quais já tinha trabalhado, mas arredondados

para a terceira casa decimal. O resultado no novo experimento foi totalmente diferente. Deste

modo ele pode perceber que uma pequena diferença na entrada dos dados pode produzir um

efeito totalmente diferente no resultado final. Ele usou a seguinte analogia, que ficou conhe-

cida comoefeito borboleta, para expressar este tipo de comportamento:é como se o bater
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deasas de uma borboleta em um local pudesse ser a causa de um tornado em outra parte do

planeta.

Figura:Edward Lorenz (1917-2008).
Fonte: Wikimedia Commons.

O site Quora (<https://goo.gl/7M3dTf>) lista alguns exemplos do efeito borboleta, istoé,

exemplos onde pequenos atos podem produzir grandes efeitos. Um deles se refere ao erro de

digitaç̃ao de um dos programadores da empresa Google: ao atualizar o registro de sites peri-

gosos, o programador incluiu acidentalmente o sı́mbolo “/” no lugar do endereço completo.

Como todos os endereços de Internet possuem um “/”, o “pequeno erro” fez com que todos

os sites fossem considerados perigosos pelo mecanismo de busca por quase 1 hora.

Figura:imagem refletindo o entendimento popular do efeito borboleta.
Fonte: Humberto José Bortolossi.

De fato, o efeito borboleta se incorporouà cultura popular e existem muitas referências cine-

matogŕaficas que fazem uso do conceito: Babel (2006), Teoria do Caos (2008), Projeto Alma-

naque (2015), para citar alguns. Vale a pena mencionar dois excelentes exemplos da ideia do

efeito borboleta com desfechos positivos. Tratam-se de duas propagandas da Schneider Elec-

tric que podem ser assistidas nos seguintes endereços:<https://youtu.be/UV2Q5o8gTYA> e

<https://youtu.be/yOCCBm4BtBE>. A segunda propaganda, por exemplo, mostra umblack-

outocorrido em uma cidade no exato momento que um astro da música estava sendo operado.
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Talblackoutsignificaria a morte do astro, mas uma pequena atitude do engenheiro responsável

ao religar a energia do planeta salva a vida deste artista. Consequentemente, feliz pela sua

recuperaç̃ao, o artista comp̃oe uma ḿusica cujo temáe Água. Neste momento, o nosso pla-

neta est́a ameaçado por estar na rota de colisão de um grande asteróide e diversos cientistas

est̃ao buscando uma forma de salvar o planeta. Infelizmente, ainda falta achar a solução de-

finitiva do problema e, neste momento, um celular toca com a música feita pelo artista que

não morreu durante o blackout. O refrão da ḿusica deu exatamente o elemento que estava

faltando para que o planeta fosse salvo. Uma atividade interessante que pode ser feitaé pedir

para que os alunos que criem suas próprias hist́orias mostrando a ideia do efeito borboleta.

• Saber as acepções da palavra “ansiedade” (segundo o Dicionário Houaiss) pode ajudar a en-

tender a sua inclusão no t́ıtulo do document́ario:

Substantivo feminino
1 Grande mal-estar fı́sico e pśıquico; afliç̃ao, agonia.
Ex.: A demora no atendimento causava-lhe ansiedade.
2 Derivaç̃ao: sentido figurado.
Desejo veemente e impaciente.
Ex.: Com grande ansiedade aguardava o seu casamento.
3 Derivaç̃ao: sentido figurado.
Falta de tranquilidade; receio.
Ex.: Com ansiedade, procurava um lugar para ocultar-se.
4 Rubrica: psicopatologia.
Estado afetivo penoso, caracterizado pela expectativa de algum perigo que
se revela indeterminado e impreciso, e diante do qual o indivı́duo se julga
indefeso.

• Afinal, o que é “caos”? No Diciońario Houaiss, por exemplo, encontramos as seguintes

acepç̃oes:

Substantivo masculino
1 Rubrica: mitologia.
Em diversas tradiç̃oes mitoĺogicas, vazio primordial de caráter informe, e
indefinido, que precedeu e propiciou o nascimento de todos os seres e reali-
dades do universo.
2 Derivaç̃ao: por extens̃ao de sentido. Rubrica: filosofia.
Na tradiç̃ao plat̂onica, o estado geral desordenado e indiferenciado de ele-
mentos que antecede a intervenção do demiurgo.
3 Mistura de coisas ou ideias em total desarmonia; confusão.
Exs.: A casa está um caos. Sua cabeça ficou um caos depois da separação.
4 Rubrica: f́ısica.
Comportamento de um sistema dinâmico que evolui no tempo, de acordo
com uma lei determinista, ée regido por equações cujas soluç̃oes s̃ao extre-
mamente sensı́veis às condiç̃oes iniciais, de modo que pequenas diferenças
acarretar̃ao estados posteriores extremamente diferentes.

Do ponto de vista mateḿatico, aĺem da sensibilidade com relaçãoàs condiç̃oes iniciais apon-

tada pelo Diciońario Houaiss, outras condições t̂em sido propostas com combinações de
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critériosdiferentes (determinismo, transitividade, periodicidade e aperiodicidade). Para mais

detalhes, indicamos Zuchowski (2017).

• Apresentaremos agora, seguindo Banks, Dragan e Jones (2003), um exemplo clássico da Te-

oria do Caos que, em nossa opinião, é acesśıvel ao Ensino Ḿedio: trata-se das iterações de

uma funç̃ao quadŕatica para a modelagem discreta de crescimento populacional. Um dos mo-

delos mais simples para o crescimento de populaçõesé supor que a taxa de crescimentoé

constante, ou seja, seNt representao tamanho da população no tempo, entãoNt+1/Nt = c =

constante.Note, que esta condiçãoé equivalente a supor que a taxa de reprodução individual

(Nt+1−Nt)/Nt da populaç̃ao é constante, pois (Nt+1−Nt)/Nt = Nt+1/Nt −1 = c−1 = r =

constante.SeNt+1/Nt = c= 1+r = constante,ent̃ao os valoresNt parat = 0,1, 2, . . . formam

uma progress̃ao geoḿetrica (PG) e, sendo assim,Nt = N0 (1 +r)t , parat = 0, 1, 2, . . . (uma

express̃ao semelhante aparece no estudo de juros compostos). SeN0 > 0 e r > 0, ent̃ao Nt

tendea infinito quandot tende a infinito e, como aponta o próprio documento (ver a sugestão

de Quest̃ao Espećıfica 6), ñaoé razóavel supor que uma população possa ter um crescimento

ilimitado dadas as restrições de espaço e alimento. O modelo que apresentaremos agora,

proposto pela primeira vez em 1844 pelo matemático Pierre-François Verhulst (1804-1849),

procura incorporar essas restrições.

Figura:Pierre-François Verhulst (1804-1849).
Fonte: Wikimedia Commons.

Supondoque a populaç̃ao tenha um tamanho sustentável ḿaximoK, este modelo pressupõe

que:

(1o) quando o tamanho da população se aproxima deK, a taxa de reprodução individual

(Nt+1−Nt)/Nt seaproxima de 0 (zero);

(2o) quando o tamanho da população se aproxima de 0 (zero), a taxa de reprodução individual

se aproxima do valorr > 0.

A seguinte equaç̃ao é uma maneira de se implementar estas condições: (Nt+1 −Nt)/Nt =

r (1−Nt/K). Dela, segue-se queNt+1 = Nt + r Nt(1−Nt/K). Essa equaç̃ao pode ser sim-
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plificada por meio da troca de variáveisNt = (1+ 1/r)Kxt , fornecendo a equação recur-

siva xt+1 = μ ∙ xt ∙ (1− xt), onde μ = 1+ r. Podemos ainda escreverxt+1 = f (xt), onde

f (x) = μ ∙ x ∙ (1− x). Note que f (x) ≥ 0 se, e somente se, 0≤ x ≤ 1 e que f (x) ≤ 1 se,

e somente se,μ = 4 (estamos sempre admitindo queμ ≥ 0). As imagens a seguir exibem

o gŕafico da funç̃ao f paraμ = 0.5, μ = 1 e μ = 4.

A pergunta de interesse aquié determinar o que acontece com o valor dext quandot tende

a infinito. Isto dependerá, naturalmente, do valor do parâmetroμ e, tamb́em, do valor inicial

x0. Por exemplo, paraμ = 2.5 e partindo-se dex0 = 0.85, observa-se quext tendepara 0.6.

COM CALCULAMOS OBTENDO

x0 = 0.85 x1 = 2.5 ∙0.85∙ (1−0.85) x1 = 0.31875

x1 = 0.31875 x2 = 2.5 ∙0.31875∙ (1−0.31875) x2 = 0.542871094

x2 = 0.542871094 x3 = 2.5∙0.542871094∙(1−0.542871094) x3 = 0.620405173

x3 = 0.620405173 x4 = 2.5∙0.620405173∙(1−0.620405173) x4 = 0.588756486

x4 = 0.588756486 x5 = 2.5∙0.588756486∙(1−0.588756486) x5 = 0.605305716

x5 = 0.605305716 x6 = 2.5∙0.605305716∙(1−0.605305716) x6 = 0.597276766

x6 = 0.597276766 x7 = 2.5∙0.597276766∙(1−0.597276766) x7 = 0.601343077

x7 = 0.601343077 x8 = 2.5∙0.601343077∙(1−0.601343077) x8 = 0.599323952

x8 = 0.599323952 x9 = 2.5∙0.599323952∙(1−0.599323952) x9 = 0.600336882

x9 = 0.600336882 x10 = 2.5∙0.600336882∙(1−0.600336882) x10 = 0.599831276

Uma maneira bem pŕatica para se visualizar a progressão dos valoresx0, x1, x2, etc. é por

meio de umDiagrama de Cobwebque consiste em um caminho poligonal que liga os pontos

(x0,0),(x0,x0),(x0,x1),(x1,x1),(x1,x2),. . . , (xt ,xt),(xt ,xt+1),. . . A figura a seguir exibe o Di-

agrama de Cobweb paraμ = 2.5 ex0 = 0.85.
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Seμ = 3.1 e x0 = 0.85, a seqûenciaxt temdois valores de aderência, um pŕoximo de 0.58 e

o outro pŕoximo de 0.76. Esses valores de aderência s̃ao os mesmos para quase toda escolha

de valores iniciaisx0 com0 < x0 < 1.

Seμ = 3.5 e x0 = 0.85, a seqûenciaxt temquatro valores de aderência! A medida que o va-

lor μ aumenta,a caracterizaç̃ao dos pontos de aderência vai tornando-se progressivamente

mais complicada! Uma maneira de se visualizar este comportamentoé por meio de umDia-

grama de Bifurcaç̃ao, que consiste em marcar os pontos da forma (μ, v)ondev é um valor de

ader̂encia da seqûencia(xt). A figura a seguir exibe parte do Diagrama de Bifurcação gerada

pelo GeoGebra (<https://www.geogebra.org/m/f2mVzqf8>).
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Seμ est́a entre 0 e 1, a população iŕa eventualmente morrer para qualquer valor para o tama-

nho inicial da populaç̃aox0. Seμ est́aentre 1 e 2, o tamanho da população iŕa convergir rapi-

damente para (μ −1)/μ independentementedo valor dex0. Seμ est́a entre 2 e 3, o tamanho

da populaç̃ao tamb́em iŕa convergir para (μ −1)/μ. Seμ est́a entre 3 e 1+
√

6≈ 3.449949,

a seqûencia(xt) teŕa dois valores de aderência (que dependem deμ) para quase todo valor

de x0. Se μ est́a entre 3.44949 e 3.54409 (aproximadamente), a sequência(xt) teŕa quatro

valores de aderência. Comμ aumentandopara aĺem de 3.54409, para quase todos os valores

dex0 o tamanho da população oscilaŕa entre 8 valores, então 16, 32, etc. Os comprimentos

dos intervalos associados a esses números formam uma sequência cujas raz̃oes sucessivas se

aproximam da Constante de Feigenbaum (δ = 4.669201609...). Paraμ ≥ 3.56995, um com-

portamento cáotico aparece para quase todo valor dex0: pequenas variações no valorx0 irá

produzirresultados diferentes para o tamanhoxt da populaç̃ao a longo prazo (sensibilidade

com relaç̃aoàs condiç̃oes iniciais).
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5 Consideraç̃oes finais

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho colaborativo, com o propósito de auxiliar nas

concepç̃oes, nos testes e nos aprimoramentos dos roteiros, promovemos diversas ções de v́ıdeos

relacionados com Mateḿatica e Estatı́stica em v́arios eventos: Semana da Matemática da UFRR

(2015), Programa D́a Licença da UFF (2016), Semana da Matemática da UFF (2016), Semana

Pedaǵogica no Coĺegio Estadual Manuel de Abreu (2016, 2018), Festival da Matemática (2017),

Simpósio ANPMat da Região Norte (2017), Semana da Ciência e Tecnologia no IMPA (2017),

Semana da Mateḿatica da UFSC em Blumenau (2017), Festival da Matemática do Rio Grande

do Sul (2017), Semana Pedagógica no Instituto GayLussac (2017), Semana da Matemática da

UFMS (2018), 70a Reunĩao da SBPC (2018), Semana Pedagógica no Instituto de Educação

Professor Ismael Coutinho (2018).

Figura5.1: exibiç̃oes de v́ıdeos.

Entre estes eventos, destacamos o Festival da Matemática, uma iniciativa do IMPA e da SBM,

como parte do “Bîenio da Mateḿatica 2017-2018 Gomes de Sousa”, realizado entre 27 e 30

de abril de 2017 na Escola SESC do Rio de Janeiro. Durante os quatro dias de evento foram
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realizadassess̃oesnon-stopde 30 em 30 minutos. Estima-se que mais de 1600 pessoas (entre

alunos, professores e o público em geral) tenham participado. Após a exibiç̃ao de cada v́ıdeo,

volunt́arios respondiam a algumas questões gerais do roteiro. Um brinde de participação (um

chocolate) era dadòa pessoa voluntária. Duas sessões foram especiais com as participações do

mateḿatico portugûes Roǵerio Martins (do Programa “Istóe Mateḿatica”) e do mateḿatico

franĉesÉtienne Ghys.

Os v́ıdeos tamb́em foram exibidos na ação de extens̃ao “Cineclube de Mateḿatica e Estatı́stica”

do Projeto “D́a Licença” da Universidade Federal Fluminense. Nestes eventos, filmes mais

longos foram apresentados e cada sessão contou com a participação de um convidado especial

que, ao final da exibiç̃ao, fazia comentários e respondiàas perguntas da plateia.

Figura5.2: Exibiç̃oes de v́ıdeos (continuaç̃ao).

Nossa proposta de uso didático de v́ıdeos tamb́em foi usada em atividades de formação con-

tinuada de professores (Simpósio ANPMat da Região Norte e Instituto GayLussac) e, mais

recentemente, na formação inicial de professores no PIBID (Programa Institucional de Bolsas

de Iniciaç̃aoà Doĉencia) para o ńucleo da Mateḿatica da Universidade Federal Fluminense.
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Dosdois roteiros propostos neste trabalho, conseguimos aplicar o primeiro, “Fractais: Uma Jor-

nada pela Dimensão Oculta”, com 15 alunos do 3o anodo Ensino Ḿedio do Coĺegio Hamilton

Moreira da Silva em Marića/RJ. A atividade se dividiu em três momentos distintos: (1) exibição

do filme no audit́orio da escola; (2) debate com as questões gerais e especı́ficas do roteiro e

(3) atividade pŕatica no laborat́orio de inforḿatica no qual os alunos foram apresentados e pu-

deram manipular o aplicativo artı́stico Dood.al para gerar fractais em navegadores (conforme

a sugest̃ao na ṕagina 30 do roteiro). Vale ressaltar que antes da exibição do filme propriamente

dito, foi feita uma ŕapida exibiç̃ao de um trecho do documentário da BBC “Qũao Longoé Um

Pedaço de Barbante?” (cujo roteiro está no trabalho da colega Fabiana Silva de Miranda) para

fomentar o ińıcio da discuss̃ao a respeito do estudo sobre fractais.

Figura5.3: exibiç̃ao do documentário “Fractais: Uma Jornada pela Dimensão Oculta”.

Os alunos assistiram̀a exibiç̃ao do v́ıdeo com muita atenção e foi posśıvel notar o envolvimento

com a proposta de trabalho, mesmo sem indicação alguma de que a atividade valeria algum

ponto (de fato, ñao valeu) ou que brindes seriam distribuı́dos (o que ñao ocorreu). Por restrições

orçament́arias, ñao foi posśıvel fotocopiar as perguntas para que alunos pudessem lê-las antes

da exibiç̃ao do v́ıdeo.

Todas as Questões Gerais foram trabalhadas. A seguir indicamos algumas das respostas dadas

pelos alunos.

1. Na sua opinĩao, o v́ıdeo quer transmitir alguma mensagem? Qual?

“Sim. Que devemos estudar fractais.”, “ Sim. Que a mateḿatica é muito mais ampla do que

penśavamos.”, “Sim. Que os fractais são importantes na ciência.”, “Sim. Que os fractais

ainda ñao est̃ao nos nossos livros, mas já est̃ao caindo nas nossas provas.”.

2. Voĉe aprendeu algo novo com o vı́deo? O qûe?

“Tudo!”, “ Não sabia que existia fractal. Ainda por cima dentro do meu celular.”, “ Não tinha

ideia de que a computação gráfica tinha tanta mateḿatica.”.

3. Segundo o documentário, que mateḿaticoé responśavel pela descoberta dos fractais?

Esta pergunta ñao estava inicialmente no roteiro quando ele foi aplicado.
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4. Segundo o documentário, os fractais estão em tudòa nossa volta: na natureza, na computação

gráfica, na medicina, na engenharia e em outrasáreas. Cite alguns exemplos de aplicações

dos fractais exibidos no filme.

“Em relaç̃ao à natureza,à formaç̃ao das florestas e aos galhos deárvores.”, “Na com-

putaç̃ao gráfica, o filme do Star Wars e as montanhas geradas com vários triângulos.”,

“Na medicina, atrav́es do estudo do câncer.”, “Na engenharia, nas antenas dos celulares.”.

5. Segundo o documentário, que propriedade geométrica caracteriza um fractal?

Nesta pergunta, esperava-se que os alunos mencionassem o conceito de autossemelhança ou

mesmo o processo iterativo para geração de fractais. Contudo, nenhum aluno deu uma res-

posta satisfatória. Os alunos estavam confundindoiteraçãocom interaç̃aoe, desta maneira,

aproveitamos a oportunidade para tentar esclarecer as diferenças entre os dois conceitos.

6. O document́ario mostra em diversos momentos que Mandelbrot e sua nova geometria fractal

foram desprezados no meio acadêmico por alguns anos. Baseado nos pontos ressaltados no

vı́deo, quais s̃ao os motivos que levaram a tal desprezo?

“Porque ñao servia pra nada.”.

7. Com base no que foi exibido, você acha adequada a escolha do tı́tulo “Fractais: Uma Jornada

pela Dimens̃ao Oculta” para o documentário?

“Sim.”. A partir das respostas dos alunos com um simples “Sim.”, decidiu-se mudar a per-

gunta do roteiro e acrescentar: “Justifique sua resposta!”.

8. Do que voĉe mais gostou no filme?

“A possibilidade de detectar células canceŕıgenas atrav́es do estudo dos fractais.”, “Os frac-

tais nos celulares.”, “Os efeitos especiais criados nos computadores.”.

9. Se voĉe fosse o diretor deste documentário, voĉe faria algo diferente? O quê?

“Nada. O filme foi muito bom.”, “ Nada. Ñao precisa mudar nada.”.

A seguir indicamos algumas das respostas dadas pelos alunos para as Questões Espećıficas que

foram trabalhadas em sala de aula.

1. Inspirado pelo livro “Objectos Fractais: Forma, Acaso e Dimensão” de Mandelbrot, o cien-

tista de computaç̃ao Carpenter prop̂os um ḿetodo para se criar montanhas no computador

(04:32-04:50). Como o ḿetodo funciona? Como os matemáticos denominam esta técnica?

“Iteração.”.

2. Ao tentar solucionar um problema proposto pelos colegas da IBM, Mandelbrot lembrou-

se do que o documentário chama de mistério dos “monstros” (14:07-15:11). Um desses

“monstros”é o conjunto de Cantor.

(a) Segundo o documentário, por que objetos geoḿetricos como o conjunto de Cantor foram

chamados de “monstros”?
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(b) Como o conjunto de Cantoré constrúıdo?

(c) Qualé a semelhança entre o conjunto de Cantor e o problema das linhas de transmissão

apresentada no documentário?

Os alunos ñao conseguiram responder a esta questão e tiveram dificuldade para assimilar

a explicaç̃ao a respeito deste assunto, o que acabou consumindo pelo menos uns 15 minutos

do debate. Porém, eles conseguiram perceber a semelhança do processo da formação do

conjunto de Cantor e a formação do floco de Koch. Neste momento, aproveitando a opor-

tunidade, tamb́em apresentamos a versão computacional do Jogo do Caos (ver página 33) e

pudemos perceber a surpresa dos alunos em ver como algo aleatório pode gerar um padrão,

no caso, o Trîangulo de Sierpiński.

3. Segundo o documentário (15:10-15:38), que avanço tecnológico no fim da d́ecada de 1950 e

inı́cio de 1960, permitiu o avanço da teoria dos fractais e deu suporte para que fosse possı́vel

desvendar os “monstros” que tratam o documentário? Por qûe?

Com a explicaç̃ao relativaà pergunta anterior, a resposta desta questão j́a havia sido abor-

dada e, assim, não houve mais a necessidade de fazê-la.

4. O narrador no documentário afirma que o floco de Von Koch́e um paradoxo mateḿatico

(16:27-17:35). Explique o porquê desta afirmaç̃ao.

Como o tempo disponı́vel já estava quase esgotando, esta pergunta não foi feita, uma vez

que os alunos já tinham a ideia de que o perı́metro do floco de Kock seria infinito com base

no trecho passado do documentário “Quão Longoé Um Pedaço de Barbante?”.

5. O document́ario apresenta algumas aplicações dos fractais em diversasáreas.

(a) Como e por que os fractais foram usados no filmeStar Wars III(26:40-27:45)?

(b) Como e por que os fractais são usados na confecção de antenas (30:50-32:36)?

(c) Qualé a relaç̃ao entre fractais e o movimento dos olhos e quais são os benefı́cios poten-

ciais em se estudar tal relação (37:00-37:30)?

(d) Como e por que os fractais podem ajudar no diagnóstico precoce de nódulos can-

ceŕıgenos (40:16-41:29)?

(e) Qualé a relaç̃ao entre fractais e o consumo de energia de animais (41:40-42:59)?

(f) Qual é a relaç̃ao entre fractais e o consumo de dióxido de carbono em uma floresta

(44:55-49:08)?

(a) “Foi usado para gerar a lava para dar mais realismoà cena.”. (b) “Para diminuir o

tamanho dos celulares.”.(c) “No Bom Dia Rio de hoje, falaram que as pessoas estudam

para onde seu olhar se dirige em um supermercado, para colocarem as promoções. Com

a informaç̃ao do estudo do movimento dos olhos, poderão criar sites com propagandas em

locais estrat́egicos.”.(d) Neste item, eles só lembravam que o câncer poderia ser detectado,
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masnão lembravam como poderia ser detectado. Itens(e) e (f): não houve mais tempo

dispońıvel para as discussões e tivemos que encerrar esta parte do trabalho para que os alu-

nos fossem para o recreio. As questões ñao trabalhadas poderiam até fazer parte de uma

atividade extraclasse, porém esta turma já estava com muitas atividades para serem entre-

gues nas semanas seguintes e eles ficariam sobrecarregados com a produção de mais um

questiońario.

Após o intervalo do recreio, a fim de substanciar ainda mais os conceitos vistos no vı́deo, os alu-

nos foram direcionados ao laboratório de inforḿatica para trabalharem com o software Dood.al.

Mesmo acostumados com as novas tecnologias, os estudantes ficaram bastante entusiasmados

com o programa. Eles até aproveitaram a oportunidade para criar um logotipo para a campanha

do “Outubro Rosa”.

Figura5.4: criaç̃ao de fractais por meio do software Dood.al.

Como trabalho futuro, pretendemos organizar umblog para melhor divulgar os roteiros dos

vı́deos, bem como criar um canal de comunicação com o professor de Matemática e outros

profissionais interessados no uso de vı́deos como instrumento de ensino e aprendizagem.
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