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Resumo

Apresenta-se, neste trabalho, um estudo relacionado ao nimero de ouro, represen-
tado pela letra grega ¢ (lé-se: “Fi”), em homenagem ao escultor grego Fidias, que fazia
uso desse nimero em suas obras. E feita uma abordagem algébrica, onde é mostrado
como chegar ao ntimero ¢, com o uso de razoes, proporcoes e equagoes do 2° grau.
Faz-se, também, uso de construcoes geométricas para a sua obtencao. A metodologia
empregada é de natureza tedrica e pratica, propondo-se atividades onde o concreto au-
xilia o ensino da geometria abstrata na construcao, por exemplo, do retangulo aureo e
da espiral logaritmica. E mostrada, também, a relacao intrinseca que ha entre o niimero
de ouro e a sequéncia de Fibonacci e, ainda, é demonstrado que ¢ é um numero ir-
racional e algébrico. O objetivo principal é promover a reflexao da importancia desse
nimero através de um projeto a ser desenvolvido paralelamente as aulas, para alunos

do ensino médio.

Palavras-chave: Numero de ouro, Geometria, Matematica, Sequéncia de Fibonacci,

Retangulo aureo, Espiral logaritmica.



Abstract

It is shown, in this work, a study about the golden number, represented by the greek
character ¢ (pronounced as “Fi”), in tribute to the greek sculptor Fidias, who used to
use this number in his works. It is done an algebraic approach, which is shown how
to reach the number ¢, using reasons, proportions and equations of second grade. It is
also used geometric constructions for its achievement. The used metodology is made
of theory and practice, proposing activities where the concret assists the instruction of
abstract geometry, in the construction, for example, of the golden rectangle and the
logarithmic spiral. It is also shown the intrinsic relationship of the golden number and
the Fibonacci sequence and, as well, it is shown that ¢ is an irrational and algebric
number. The main goal is to promote the thinking of the importance of this number
through a project to be developed at the same time as the classes, for students of

secondary schools.

Keywords: Golden Number, Geometry, Mathematics, Fibonacci sequences, Golden

rectangle, Logarithmic spiral.
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Introducao

Um dos maiores desafios que sempre enfrentei ao longo dos meus dezesseis anos
como professora de matematica do ensino fundamental e médio foi o de mostrar ao
meu aluno a beleza dessa ciéncia que sempre despertou o meu interesse. E inevitével
ouvirmos, a todo o momento, a classica pergunta: “Mas, professora, para que serve
isso?”, ou, ainda, “O que isso vai acrescentar na minha vida?”.

Nao venho aqui discutir o curriculo que é praticado nas escolas, e sim mostrar um
tema que, além de belissimo, tem uma infinidade de aplica¢oes préticas: o “nimero de
ouro”.

A importancia do niimero de ouro no ensino/aprendizado do aluno esta no fato de
que esse tema pode tornar a aula de geometria muito mais dinamica. A exploracgao
dos conceitos e procedimentos através da pratica possibilita ao aluno o conhecimento
significativo e, assim, ele percebe a matematica presente nas situagoes do dia-a-dia.

Quando o professor da a oportunidade ao aluno de manusear o objeto do conheci-
mento, este fica mais proximo da sua realidade.

Além disso, o numero de ouro pode valer também como ponto de partida para
introduzir os nimeros irracionais e a equacao do segundo grau, sendo assim, indicado
para o 9° ano do Ensino Fundamental.

Toda vez que abordo esse assunto em sala de aula - geralmente no 9° ano do ensino
fundamental e nas 1* e 2% séries do ensino médio -, parece que uma onda de eletricidade
percorre o ambiente e vejo despertar em vérios olhares um sibito interesse e sede de
aprender. O tema desperta fascinio; por ser tao misterioso, tem sua existéncia creditada
a Deus, afinal, somente Ele para criar um niimero tao poderoso que aparece nos mais

diversos e estranhos lugares, como nas artes, nos animais, nas plantas e em algumas



figuras!

Este trabalho tem a pretensao de auxiliar os meus colegas professores nessa la-
buta tao dificil que é o exercicio dessa profissao que abracamos. Ja dizia Poincaré: “O
matematico nao estuda a matematica pura porque ela seja ttil; ele a estuda porque
deleita-se com ela, e deleita-se com ela porque ela é bela.”

Comeco nos dias de Pitagoras, mostrando o que é a “proporc¢ao divina”, a “razao
aurea” e como obter geometricamente o “nimero de ouro”. Para os gregos, esse tipo de
propor¢ao - presente, por exemplo, nas diagonais de um pentdgono, em que os pontos
de encontro de duas diagonais dividem cada diagonal em dois segmentos desiguais, tais
que a razao da diagonal toda para o maior segmento € igual a razao deste para o menor
segmento - era muito familiar e nao se dava nome a esse tipo de subdivisao.

Atribui-se a Pitdgoras e seus seguidores o estudo das proporgoes (Mattéi, [8]).
Conta-se que Pitagoras, em suas andancas pela Mesopotamia, soube das trés médias:
aritmética, geométrica e harmonica - e da “proporcao aurea”, que relaciona duas de-
las: o primeiro de dois niimeros esta para a sua média aritmética assim como a média
harmonica esta para o segundo numero. Nao sabemos, ao certo, em que momento da
histéria isso ocorreu; temos apenas que o estudo das proporgoes ou das igualdades entre
razoes formava de inicio uma parte da aritmética (ou teoria dos nimeros) pitagorica.

Logo em seguida, nesse trabalho, mostro como obter geométrica e algebricamente
o tao famoso numero, ao qual atribuimos a letra grega ¢, e passamos a chamé-lo de
Fi, para, entao, classificd-lo como um numero irracional e algébrico, isto é, nao trans-
cendente. Comeco o meu primeiro capitulo dessa forma para estimular as habilidades
mentais do aluno.

Como disse Arquimedes: “Dé-me um ponto de apoio e eu moverei o mundo!”.
Assim é o aluno, que se maravilha quando consegue por em pratica os algoritmos que
aprendeu.

Na sequeéncia, tenho a intencao de desperta-lo para a beleza e para as curiosidades
que envolvem esse nimero, - o que faco no proximo capitulo. Esse foi um momento
particularmente dificil, pois rica é a nossa literatura nesse campo e me vi na necessi-
dade de escolher apenas alguns exemplos para abordar neste trabalho, caso contrario,

correria o risco de escrever um livro sobre ele.



E, uma vez que falamos de Pitagoras, comeco o segundo capitulo desvendando o
simbolo de sua tao famosa escola, o Pentagrama. E impressionante o nimero de vezes
que encontramos o numero ¢ nessa simples figura. Serd que foi escolhida por acaso?
Em se tratanto de Pitdgoras, dificilmente.

Eis que nos deparamos, entao, com um angulo muito especial, o de 36°, e vemos que
ele também estd relacionado a razao aurea, e ai faco uma aplicacao na trigonometria e
na geometria espacial, para diversificarmos a nossa area de estudo. Para finalizar esse
capitulo, uma vez que a existéncia do ¢ esta diretamente ligada a beleza, vemos ele
nas artes e na natureza. (Assista [15]).

No terceiro capitulo, faco um aprofundamento maior no assunto. Nesse contexto,
foi necessério todo um embasamento tedrico para que o aluno entendesse o que sao
sequéncias. Lancei mao de alguns teoremas e procurei usar varios exemplos para nao
correr o risco de abstrair demais esses assuntos e, por seguinte, de comprometer o
aluno.

Dentre as sequéncias apresentadas, a mais importante para este trabalho é, sem
davida, a de Fibonacci (Lintz, [7]), matematico italiano nascido em Pisa (1170 - 1250)
que, desde jovem, se mostrou avido de saber e empreendeu inimeras viagens ao Egito, a
Siria, a Grécia e a todo o Mediterraneo. Em uma de suas obras mais conhecidas, a Liber
Abaci, publicada em 1202, sao tratados problemas envolvendo sequéncias de niimeros
obedecendo a certas regras, como os célebres “nimeros de Fibonacci”, ilustrados com
o problema da reproducao de coelhos, descrito na Secao 3.1. Curiosamente, esses
numeros aparecem na estrutura fisica de diversos organismos na natureza, como no
arranjo das folhas numa planta, na espiral de certas conchas, nas protuberancias da
casca de abacaxi, etc.. Dai o fascinio pela mistica desses niimeros.

Por fim, como desfecho do trabalho, apresento, no quarto capitulo, uma proposta
de projeto de aula, o qual seria desenvolvido com os alunos e abordaria tudo o que foi

apresentado até o momento.



Capitulo 1

A “Divina” Proporcao

1.1 Historico

A historia do nimero de ouro perde-se na Antiguidade.

No Egito, as piramides de Gizé (2550 a.C.) foram construidas utilizando-se a razao
aurea: a razao entre a altura de uma face e a metade do lado da base da grande
piramide ¢ igual ao niimero de ouro.

O Papiro de Rhind (1650 a.C.) refere-se a uma “razao sagrada”, que se cré ser o
nimero de ouro.

Construido muitas centenas de anos depois (entre 447 e 433 a.C.), o Parthenon,
templo representativo do século de Péricles, exibe a razao de ouro no retangulo que
contém sua fachada (largula/altura), o que revela a preocupacao de realizar uma obra

bela e harmoniosa.

1.2 Razao aurea

Um dos nomes mais conhecidos e usado como referéncia para diversos trabalhos é
o do filésofo grego Pitagoras (569 - 500 a.C.). Profeta e mistico, nascido em Samos,
Pitagoras viajou por lugares como o Egito, a Babilonia e a India, absorvendo conhe-

cimentos e informagoes sobre matematica, astronomia e, até mesmo, religiao (Boyer,

[2])-
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Retornando ao mundo grego, estabeleceu-se na Magna Grécia e fundou uma socie-
dade secreta que tinha no estudo da matemaética e da filosofia a base moral para a sua
conduta.

A importancia dos pitagéricos deve-se ao fato, principalmente, de que naquela época
o papel da aritmética e da geometria era apenas o de resolver problemas praticos e
especificos como: medicao de terra, construcao de piramides e reparticao de colheira.
Foram eles que comecaram a discutir a matematica, mais pela sua beleza e menos pela
sua aplicabilidade.

Os pitagoricos observaram que nos pentdagonos regulares o ponto de interceccao de

duas diagonais quaisquer divide cada uma delas na proporgao aurea (RPM, [14]).

Figura 1.1:  Pentagono
Regular

Dizemos que P divide AB na proporc¢ao aurea se, e somente se,

[PA|| _ |[AB)
I[PBI[  |[PA]|
O segmento PA é chamado segmento dureo de AB, ||[PA||> = ||AB|| - ||PB]| ¢ a
- ||AB]| . - .,
razao —| |m|| , conhecida como razao aurea, nos da o numero de ouro.

1.3 Construcao, com régua e compasso, do segmento
aureo

Como obter geometricamente um segmento aureo?
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Precisamos obter um ponto P, tal que PA seja o segmento dureo de AB, isto
é, ||PA||> = ||AB|| - ||PB]||. Para tanto, tracamos um segmento AB, determinamos

o seu ponto médio M e desenhamos um triangulo ABC', retangulo em B e tal que

_ AB
Boy <! 5 I (ver Fig, 12).

Figura 1.2: Triangulo ABC

Vamos transportar C'B para CA e determinar o ponto D (ver Fig. 1.3).

Figura 1.3: Ponto D em AC

Agora, basta transportar AD para AB e determinar o ponto P (ver Fig. 1.4).

Figura 1.4: AP - segmento dureo

de AB

Observe que AP é o segmento aureo de AB.
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Vamos verificar isso algebricamente.

Pelo Teorema de Pitdgoras e pelo fato do triangulo ABC' ser retangulo, temos que

[ACIE = |IABI +||BTIP
(D1 + |[DCN? = |51 + BT
—— 2
v ATy
(e + D50y = g+ (157
AB|? E— B||?
172 +11PA) - B+ 2P e o LA
IPAI® = |IABI? ~||PA| - |[AB|
[PA|® = |IAB|* - (|AB|| - ||PBI)- | AB]|
\PAIF = |ABI|- [PB).

1.4 Valor numérico de ¢

Sugeriu-se, no inicio do século passado, que a letra grega ¢ - a letra inicial do nome
de Fidias, famoso escultor grego que fazia uso da divina propor¢ao em suas obras -
fosse adotada para designar a razao aurea. Vamos obter numericamente o valor de ¢.

Tomemos um segmento AB e um ponto P tal que P divide AB na proporcao durea

(ver Fig. (1.5)).

Figura 1.5: Segmento AB

Tomando |[AP|| = x e ||PB|| = 1 (1 unidade qualquer), temos que

IPA|| _ |[AB)
IPBI| |74
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onde o
PA
[z
1PB]|
Logo,
1 1++/5
S srt—r-1=0&1z= \/_
r x+1 2
Isto é,
¢ =1,618034...
e
¢ =—0,618034...
onde ¢’ é o inverso negativo de ¢, isto é, ¢ - ¢’ = —1. Observe que

12 1-v5 V51
¢ 1+v5 1-v5 2

O ¢ é o tnico numero que, diminuido em uma unidade, torna-se o seu proprio

—&.

reciproco, ou seja,
1

(b_ 1= )
)
isto é,
»*—¢p—1=0.
Se ao invés de ||PB|| = 1, tomarmos ||AP|| =1 e ||PB|| = ', entdo
41 B
1 - x/’
isto é,

/ ’
z? 4z —1=0.
A solucao positiva dessa equacao é

T = \/52_1 =0,61803. ..,

valor que, precedido do sinal negativo, chamamos de ¢ .
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1.5 Propriedades de ¢ como um nimero
Propriedade 1.5.1 ¢ é um numero irracional.

E nosso propésito agora deduzir uma regra simples (Teorema 1.5.2) que nos possi-
bilite descobrir todas as raizes racionais de uma equacao polinomial com coeficientes
inteiros. Dessa forma, poderemos separar as raizes racionais das irracionais de uma
equacao e, dessa forma, estabeleceremos a irracionalidade de uma ampla classe de

numeros.

Teorema 1.5.1 Sejam u,v e w inteiros e n um inteiro positivo tais que u seja um
divisor de v -w e u e v nao possuam fatores primos comuns. Entdo u € um divisor de

w.

Exemplo 1: Sejam u =2,v =3 ev-w = 12. Como 2 divide 12 e 2 e 3 nao possuem
fatores primos comuns, estao satisfeitas as condicoes do Teorema 1.5.1 e a conclusao

de que 2 divide 12 é valida.

Exemplo 2: Sejam v = 4,v = 5 e v3 - w = 500. Os nimeros 4 e 5 ndo possuem

500 _ ¢y

fatores primos comuns e 4 é divisor de 500. Logo, é verdade que 4 divide w = 75

Teorema 1.5.2 Considere uma equacao polinomial qualquer com coeficientes inteiros

™ ey ey o P e =0 (1.1)

a

b’

a

Se esta equacao tiver uma raiz racional onde ¢ é uma fragao irredutivel, entio a

serd um divisor de ¢y e b um divisor de ¢,,. (Niven, [9])

Demonstragao: Seja § uma raiz da equacao (1.1). Entao

(&) b () e (8 e (B w0 ()

Multiplicando-se ambos os membros da igualdade por b", obtemos:

Cn@" 4 10" IO+ -+ 00?02+ cpab™ T+ epb™ = 0. (1.3)
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Que pode ser reescrita como:
Cn@™ = —Cp1a" b — - — 262" 2 — crab™ ! — b,

ou

Cn@" = b(—Cp_1a™t — - — c2a?b" T — crab™? — cob" ).

Donde vemos que b é um divisor de c¢,a".
Aplicando o Teorema 1.5.1, com b,a e ¢, no lugar de u,v e w, respectivamente,
concluimos que b é um divisor de c,.

Agora, vamos escrever a equagao (1.3) da seguinte forma:
cob" = —cpa™ — cp1a" b — - — %" % — crab™ .

Isto é,

cob™ = a(—cpa™ "t — cp1a"2b — - — cpab™? — e b7,

Donde obtemos que a divide cyb™ e, novamente de acordo com o Teorema 1.5.1,
colocando a,b e ¢y, respectivamente, no lugar de u, v e w, concluimos que a é um

divisor de cg.

O

Exemplo 3: Consideremos a equacao 2x® — 922 4+ 10z — 3 = 0. Pelo Teorema 1.5.2,

se ¢ for uma raiz racional, § irredutivel, entao a serd um divisor de —3 e b serd um
divisor de 2.

Assim, os possiveis valores para a sao 1, —1,3 e —3 e os valores para b sao 1, —1,2
e —2. Combinando essas possibilidades obtemos os seguintes valores possiveis para {:
1,—1, %, —%, 3, -3, % e —%. Destes, apenas 1, % e 3 sao raizes da equacao e, dessa forma,
verificamos que § = % satisfaz o Teorema 1.5.2.

Analisemos, agora, o que acontece quando ¢, = 1.

Corolario 1.4.1 Considere uma equacgao da forma

- - 2
"+ 1" o™ ka4 = 0,
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com coeficientes inteiros. Se esta equagao possuir uma raiz racional, ela serd um
numero inteiro; além do mais, esta raiz inteira serd um divisor de cy.
Demonstragao: Considere § uma raiz racional da equagao e suponha que b seja
um inteiro positivo (caso contério, pode-se absorver o sinal negativo de b em a). Pelo
Teorema 1.5.2, b tem que dividir 1. Mas, +1 e —1 sao os unicos divisores de 1, logo
b=+1.

Dessa forma, qualquer raiz racional sera da forma { e, portanto, serd um inteiro a.

Ainda, de acordo com o Teorema 1.5.2, a serd um divisor de c¢g.

OJ
Agora, enfim, podemos mostrar que ¢ é um ntmero irracional.
Chamemos x = %5
Segue que: 2z — 1 = /5 e, elevando-se ambos os membros dessa igualdade ao

quadrado, obtemos:

472 —4x+1 = 5
472 — 4y —4 = 0

2?—r—1 = 0.

S

1+
2

A maneira como essa equacao foi construida mostra que ¢ uma de suas raizes.

De acordo com o Corolario 1.4.1, se esta equacao possuisse raizes racionais, estas
deveriam ser nimeros inteiros, divisores de 1. Mas os tinicos nimeros divisores de 1
sao +1 e —1, nenhum dos quais é raiz de 22> — 2 — 1 = 0. Logo essa equacdo nao possui

raiz racional. Concluimos, assim que ¢ ¢ um numero irracional.
Propriedade 1.5.2 ¢ nao € um numero transcendente.

Definicao 1.5.1 Qualquer numero que seja solugao de uma equagao polinomial da
forma

n " + ap 12" 4 a4+ ag =0,

onde 0s coeficientes a;’s sao inteiros, ¢ chamado um numero algébrico.
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Definicao 1.5.2 Um numero que nao seja algébrico é chamado transcendente.

Dessa forma, pelo o que vimos anteriormente, ¢ é solucao da equacgao polinomial

2> — 2 — 1 = 0, cujos coeficientes sao inteiros. Assim, ¢ é um nimero algébrico e,

portanto, nao transcendente.



Capitulo 2

A Ubiquidade do ¢

Ubiquidade é a propriedade de estar presente em diversos lugares. O ¢ possui essa

propriedade. E possivel encontra-lo, por exemplo:

e nas artes: na obras de Leonardo da Vinci, como no “Homem Vitruviano”e na

“Monalisa”, onde o autor lanca mao do retangulo aureo diversas vezes.

e na arquitetura: nas obras do arquiteto Lé Corbusier, que desenvolveu um sistema
de medicao conhecido como “Modulor”, onde utiliza o nimero de ouro para

encontrar harmonia nas suas composicoes.

e na musica: seja na construcao de instrumentos, como o violino; seja nas com-
posigoes de Mozart, Bethoven (Quinta Sinfonia) e Schubert, que se utilizaram da

razao aurea.

Veremos, entao, alguns problemas interessantes que envolvem esse nimero tao es-

pecial. Para tanto, precisaremos ver a relagao entre ¢ e o angulo de 36°.

2.1 Proporcao Aurea e o angulo de 36°

O numero Fi aparece em muitas construgoes geométricas. Por exemplo, em um
triangulo isésceles, onde a medida do angulo menor seja igual a metade da medida dos

outros dois maiores, ou seja, um angulo de 36° e dois de 72°.
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O numero de ouro aparece como a razao entre um dos lados maiores e o lado menor.
Vejamos:

Um angulo é dito central quando seu vértice coincide com o centro de um circulo e
a medida desse angulo é igual a medida do arco determinado por ele sobre o circulo.

Ao inscrevermos um decagono regular em um circulo, este fica dividido em 10 arcos
congruentes e iguais a 36°. Assim, a medida de um angulo central desse decdgono é
igual a 36°. Veja na figura a seguir um decagono regular inscrito em um circulo de raio

unitario e centro O.

Figura 2.1: Decdgono
Regular

Seja C' um ponto sobre o raio OA tal que BC é bissetriz do angulo OBA. Como o
triangulo OB A é is6sceles (BO = AO) e BOA = 36°, segue que OBA = OAB = 72°
e, portanto, OBC = 36°.

O angulo BCA é externo ao triangulo OBC' e mede 72°, logo, os triangulos ABC'
e OBC sao também isésceles e OC = BC = AB.

Facamos AB = z. Como o raio é unitario, AO = BO = 1 e, como os triangulos

BOA e ABC sao semelhantes (pelo critério de semelhanga angulo-angulo), temos que

BO_AB

AB  AC’
isto é,

1_ T

xr 1—zx

Assim, concluimos que C' divide o raio na proporgao durea (Freire, [4]). Com isso,

toda vez que precisarmos construir um angulo de 36° (ou de 72°, ou de 108°), basta
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fazermos:
¢ PASSO 1: Determinar o ponto C, tal que C divide OA na proporcao durea (processo

j& demonstrado anteriormente).

Figura 2.2: Triangulo OAB

e PASSO 2: Com centro em C' e raio C'O, descreva um arco. Com o mesmo raio e

centro em A, descreva um novo arco e obtenha o ponto B na intersecao dos dois arcos.

e PASSO 3: Ligue CB.
Pronto, obtemos AOB = 36°, OAB =172° ¢ OCB = 108°.

Nas proximas secoes, exporemos algumas curiosidades relativas ao niimero ¢.

2.2 O numero ¢ na trigonometria

Nessa secao iremos responder a seguinte questao: é possivel encontrarmos o nimero

¢ na trigonometria? (Huntley, [5])

Sim, para tanto, peguemos uma simples equacao trigonométrica como exemplo:

sen 260 = cos 36.
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Sabendo que o seno de um angulo é igual ao cosseno do seu complementar, temos
que 260 e 360 sao complementares, isto é, 20 + 360 = 90° e, dessa forma, concluimos que
0 = 18°.

Assim, se aplicarmos as regras de transformagoes trigonométricas (Dante, [3]) a
nossa equagao obtemos que cosf(4sen?6 + 2sen?6 — 1) = 0. Como cosf > 0, pois

0 = %, temos que 4sen” 6 4 2sen®f — 1 = 0.

1+v5
2

Resolvendo essa equagao encontramos que senf = —% ( ) e, como senf > 0,

temos que senf = —% (%), isto é, sen 18° = —%gb’.

Além disso, como cos 36° = 1 — 2sen? 18°, temos que cos 36° = %gb

Incrivell Observamos mais uma vez o nimero ¢ no nosso cotidiano matematico e

relacionado ao angulo de 36°.

2.3 O pentagrama

Nesta se¢ao, trabalharemos com o pentagrama: simbolo da sociedade pitagorica.
Ele é rico em segoes aureas.

Vamos contrui-lo:
e PASSO 1: Inscrever um pentagono regular de lado com medida igual a uma unidade
em um circulo de centro O e raio r (basta lembrar que a soma dos angulos internos de
um pentagono é 540°, assim cada angulo interno é igual a 108° e acabamos de aprender
a construir um angulo de 72°, que é seu suplemento).

e PASSO 2: Prolongar os lados desse pentagono até formar uma estrela
AA'BB'CC'DD'EE'.

e PASSO 3: Tracar o circulo de centro O e raio OA’, onde ||OA'|| = R.

e PASSO 4: Tracar D_b e encontrar o ponto P, tal que P € AB.

e PASSO 5: Obter Q, ponto de interseccao das diagonais AC e BD; e obter o ponto
T, na interseccio das diagonais BD e CE.

— _
e PASSO 6: Tracar DB e encontrar o ponto S, tal que S € A’B’.
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Figura 2.3: Pentagrama

Considerando a Figura 2.3, temos que: (Augusto [1] e RPM [14])
Propriedade 2.3.1 |[A’A|| = ¢.

Demonstracao: Como dissemos, PAE = 108°, logo PAA" = 72°.
Observe que OP é um apétema do pentadgono ABCDE e, portanto, forma 90° com
AP. Dessa forma, A’/PA =90° e PA’A = 18°. Do triangulo APA’P, temos

1
sen18° = ?
|| A”A]]
1
/ 2 -
——¢ = d 2.2
2¢ ) (da secao 2.2)

(da secao 1.4)

|
N | =
/?\
|
N———

Il

DN —

|| A"A]|
1
12
2¢ || A"A]|
|AAll = ¢
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OoP
Propriedade 2.3.2 1OP] =
r

ACIRSS

- S 1
Demonstragao: Observando o triangulo AOPA, temos que ||OA|| = r, ||PA|| = 2
OPA =90° ¢ OAP = 54°. Logo,

or|| _¢ . ¢
senb4® = ——— = — (pois senb4® = cos36° = =
oA "2 © y)
2-senbd® = ¢
(2-senb54°)? = ¢+ 1 (pois ¢? = ¢+ 1)
2
HOPH>
IOA]|
||WH) e
IOA]]
B assi |IOP||  Vo+1 ¢
, assim, = = —.
r 2 2
O
OA
Propriedade 2.3.3 1047 = ¢2.
r
~ aw R 2
Demonstracao: Temos que ||OA'|| = R, logo queremos mostrar que — = ¢°.

T —~ —~
Observe que os triangulos AAOFE e AA'ED sao semelhantes (pois, OAE' = FA'D
e AEO = ADE =54°) ¢ ||[AO|| = R, ||AE|| = ¢ + 1, |[OE|| = r ¢ || DE|| = 1.
Logo,

70| _ |[OE|
|[A"E]] |ED]|
R
p+1 1

R _ ¢+l

ro 1

R

I (/52

,
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A/
Propriedade 2.3.4 HO_H = 2¢.
1OP]]
~ . =5 T ? =
Demonstragao: Das Propriedades 2.3.2 e 2.3.3, temos que ||OP|| = — ¢ |OA|| =
r- @
A/
Assim, HO_H = 2¢
lOP]|

Propriedade 2.3.5 ||BD|| = ¢.

Demonstracao: Analisemos, inicialmente, o triangulo AEBD. O angulo EBD =
36°, pois ¢ inscrito e determina o arco DE = 72°. Da mesma forma, o angulo BDE =
72°, pois ¢ inscrito e determina o arco E//GB = 144°. Logo, DEB = 72°.

Agora, analisando o triangulo ACDQ, vemos que o angulo C’ﬁQ = 36°, pois é
inscrito e determina o arco @ = 72°. O angulo Q@D = T2°, pois é inscrito e determina
0 arco ]D/]a& = 144°. Logo, C’@D = T2°.

_ Dessa forma, concluimos que os triangulos AEBD e ACDQ sao semelhantes e
IBD| _ [|ED]|

1Dl ICQll

Agora, observando o triangulo ACQD, vemos que ele é isésceles e, portanto,
|CD|| = ||@D]|. Uma vez que ||CD|| = ||ED||, temos que ||[ED|| = ||@D||. E obser-

vando o triangulo ACQ B, vemos que ele também é isésceles e, assim, ||[CQ|| = ||BQ]|.
Dessa forma, temos que
IBDI _ 1[@D)
1Dl BRIl
Considerando ||BD|| = d e sabendo que ||CD|| = ||DQ|| = 1, temos que
d 1
1 d—1

ed>—d—1=0.
1++5
2 ¢

Assim, podemos concluir que todas as diagonais do pentdgono inscrito na circun-

Logo, d =

feréncia de centro O e raio r medem ¢.
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Propriedade 2.3.6 Se Q € o ponto de interseccio de duas diagonais, AC e BD,
D B’
O I v TN TR
" lI@Bl| 1QC] IQE]]
Demonstracao: @ é o ponto de interseccio das diagonais AC' e BD, entdo
DQll _ |[BDI|
@Bl QD]
Mas, na demonstracio da Propriedade 2.3.5, vimos que ||BD|| = ¢ e ||QD|| = 1,
logo L
il _,
|QB|
Assim,

1AQI _ |[BD _ ¢
el Dl 1
Além disso, os triangulos AB’'BQ e AB'AFE sio semelhantes (pois BQ || AE), logo

= 6.

QI _ 1B
IR

15Ql _ |IBE|

o) o+1°
_BQ_ ¢ ¢ 1
Entao, BE| “orl R o

Portanto,

Assim,

a1
BG+0QE| o
1FQ Q| _

2]

Q|
ima T ¢

aE|

Izl

Fal 1

o8| o1 ”
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IB'S|| _[IB'B|| _ |[BD]| _

Propriedade 2.3.7 —— = == = T =
ISAT|IBAJl [[DD]]

[0}

Demonstracgao: Observamos que SD//A’D’, entdo

[EEZ
[EZIREZIE

= 6.

Além disso, ||[B’D|| = ||B'C|| + ||CD|| = ¢ + 1, logo

IB'D| _¢o+1
oo ¢

o.

O

Propriedade 2.3.8 Os comprimentos dos seis segmentos B'D’, B'D, B'C', CD, CQ

e QT estdo em progressao geométrica, de razdo ¢ 1.

Demonstracgao: De fato,

o [BD| = 6%, pois |[BD| = [N +[[CDI|+ [ D7D]| = 6 +1+6 = 26 +1 = &
(obs.: ¢* =2 ++/5).

|B'D|| = ¢*, pois ||B'D|| = ||B'C|| + [|CD]| = ¢ + 1 = ¢*.

o [[B'C|| = ¢.
o [CD) =1
S o wAmAn DBl 1
o ||CQ|| =07 Q|| = =— = - =¢"L.
0l = 7. pois [T = | 22 = & = 0
o [|QT]| = ¢

Como o triangulo ABCT é isésceles, temos ||BT|| = 1 e como ||CQ|| = ||BQ|| =

¢!, temos que

1
1 —1 6 1
|QT|| =||BT|| - ||1BQ|=1—¢ ' =1—— = p-1_ ¢ :%:_:gb—z_
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Propriedade 2.3.9 ||A'B'|| = ||B'C'|| = ||C'D’|| = ||D'E'|| = ||E"A|| = ¢*.

Demonstragao: De fato, ||A’B’|| = ||B'P|| = ||B'Q|| + ||QP|| = ¢ + 1 = ¢*.
0J

Propriedade 2.3.10 Dobrando-se o triangulo AA’AB na linha AB e, analogamente,
fazendo o mesmo com os triangulos AB'BC, AC'CD, AD'DE e AE'EA de modo que

A, B, C', D' eFE seencontrem em H, obtemos uma piramide de altura OH (Figura

2.4), tal que —— H o] = ¢.

Figura 2.4: Piramide ABCDEH

OA
Demonstracao: De fato, da Propriedade 2.3.4 temos que ||||@|||| = 2¢. Isto é,
oP PA
[OP|| + PH _
|OP]]
|| PA|
1+ — = 2¢
|OP]]
PA
PE _
|OP]]
OP _ :
E, da Propriedade 2.3.2, temos que I I = g, isto é, ||OP|| = %ﬁ
r

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo AOPH, temos que

|PH|]? = [[OH|]* + |[OP"]].
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Observando que ||[PH|| = ||[PA’||, obtemos

[PA* = [|OH|]*+||OP|]
(20 —1)*-||OP|* = ||OH|]>+[|OP|]
|0H|]> = [[OP|]*-[(2¢ —1)* — 1]
v 7”2‘¢2 2
ORI = T2 (47— ag)
0H|? = 7% ¢ (¢ — ).
Mas, como ¢? — ¢ = 1,
1oH|* = r*- ¢
|oH|]?
r? = ¢
OH
om _
r

2.4 O problema do cone

Vamos calcular o comprimento do circulo da base de um cone circular reto, cujo
. . ) N Lo . . ., .
angulo semivertical, em relacao a base, é 54°, cujo raio é r e cuja geratriz é g (Figura

2.5). Calcularemos, também, a sua drea da base e a sua drea lateral.

Figura 2.5: Cone
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Observe que formamos um triangulo retangulo onde um dos seus angulos internos
mede 36°. Logo, pela Secao 2.2, sabemos que cos36° = %gb. Assim, %gb = g, se, e
somente se, 1 = %gqb.

Desse modo, temos que

C = 2mr=mngo,

2
Ap = 7T7“2:7T<%g¢) €

1
Ap = 7T7°g:§7rg2¢.

E, portanto, podemos expressar as medidas desse cone em particular em funcao do

nosso famoso numero de ouro!

2.5 O retangulo aureo

Se observarmos ao nosso redor, podemos ver que somos cercados de muitas figuras
retangulares e que alguns retangulos de certas proporgoes nos atraem mais que outros.
O matematico grego Endoxus estudou a teoria das proporcoes e constatou que a razao
aurea era uma importante fonte para a estética, considerando o retangulo cujos lados
apresentavam essa relacdo de notdvel harmonia (Pereira, [13]). Endoxus chamou-o,
entao, de retangulo dureo. Observe, por exemplo, o formato das revistas, dos outdoors,
dos cartoes de visita e das fotografias. A publicidade, a industria e o comércio descobri-
ram ha muito tempo que quanto mais proximos esses retangulos estiverem do retangulo
aureo, mais belos serao aos nossos olhos e os tém explorado em suas producoes.

Vamos aprender a construir um retangulo aureo ABCD.

e PASSO 1: Construa um quadrado ABPQ de lado AB.
e PASSO 2: Determine M, o ponto médio de BP, e trace um arco de centro M e
raio M@ que determine o ponto C no prolongamento de BP.

e PASSO 3: BC é um lado do retangulo, sendo BP o segmento dureo de BC.
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Figura 2.6: Retangulo Aureo

Observe que se fizermos BP = 2 unidades, entdo MQ = MC = /5 unidades.

. BC _ BM+AMC _ 145 _
Assim, 55 = =5~ = —5~ = ¢.

Nas artes, um exemplo muito conhecido é a fachada do Parthenon (séc V a.C), em
Atenas. Essa é uma das estruturas mais famosas do mundo e suas dimensoes obedecem
essas proporcoes, isto é, o seu comprimento estd para sua largura, assim como a sua

largura esta para a diferenca entre seu comprimento e sua largura.

Figura 2.7: Parthenon

Fonte: razaoaureaifsc.blogspot.com

2.6 A espiral logaritmica

Na natureza, temos alguns animais cujo formato de suas carapagas, ou chifres,
lembram uma espiral. E o caso dos caracdis e do nautilo, molusco que bombeia gas
para dentro de sua concha para poder regular a profundidade da sua flutuacao.

A espiral logaritmica, estudada por Jacob Bernoulli (1654 - 1705), é construida a
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Figura 2.8: Nautilo

Fonte: videosnpictures.com

partir de uma sucessao de retangulos dureos de tamanhos decrescentes e formada por

arcos dentro dos quadrados, como podemos observar na Figura 2.9.

O3

Os

O,

Figura 2.9: Espiral Logaritmica

Os arcos tém centros nos pontos O1, 0y, 03,04,05,0¢ e O, e, assim, sucessiva-
mente. Os raios desses arcos sao os lados dos quadrados.

Bernoulli escreveu que essa espiral “pode ser usada como um simbolo, tanto de vigor
e constancia na adversidade, quanto do corpo humano, o qual apds todas as mudancas,
até mesmo apos a morte, serd restaurado ao seu exato e perfeito ser”. O matematico
ficou tao impressionado com a beleza da curva, que pediu essa forma e o lema que

atribui a ela: - “Embora mudado, ressurjo o mesmo” - fossem gravados em seu ttumulo.
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O lema descreve uma propriedade fundamental exclusiva da espiral logaritmica: mesmo
que seu tamanho aumente, ela nao altera seu formato; caracteristica essa conhecida

como auto-similaridade.



Capitulo 3

® e Sequeéncias

3.1 Sequéncias numéricas
Uma sequéncia numérica é uma lista de niimeros escritos em uma ordem definida:
a1,a9,a3,04,y...,0p, ...

O numero a; é chamado de primeiro termo, as é o segundo termo e, dessa forma, a,, é
o n-ésimo termo. Vamos trabalhar apenas com sequéncias infinitas, de modo que cada
termo a,, terd um sucessor @, 1.

Note que para cada n inteiro positivo, existe um a,, correspondente e, dessa forma,
uma sequéncia pode ser definida como uma funcao cujo dominio é o conjunto dos
nimeros inteiros positivos. Mas, normalmente, escrevemos a,, ao invés da notacao de

fungao f(n) para o valor da fungao para o nimero n. (Stweart, [10])
Notagao: A sequéncia ay, ag, as, ... também é denotada por {a,} ou {a,}5°;.

Exemplo 1: Algumas sequéncias podem ser definidas conhecendo-se uma férmula
para o seu n-ésimo termo. Nos exemplos a seguir daremos trés defini¢des diferentes
para cada sequéncia: usando a notagao acima, usando uma férmula, e explicitando os

termos da sequéncia. Note que n nao precisa comecar do 1.
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> n 123 n
(a) ay, = — ==, e
n+1 n—+1 23 n+1

(b){< ><n+1>}n:1 NG VURS)

3n
(c) {V/n—3}>2, an=vVn—3,n>3 {0,1,v/2,....v/n—=3,...}

0 1
(d) {Cosf}nzo anzcos%,nzO { ,\g_ Y ..,cos%,...}

Exemplo 2: Encontre a féormula para o termo geral a,, da sequéncia

3 4 5 6 7
5 2571257 625731257 " J7

supondo que o padrao dos primeiros termos continua.

Solugao: Note que os numeradores das fragoes que sao termos dessa sequéncia comecam
com 3 e vao aumentando 1 unidade a cada novo termo. O segundo termo possui nu-
merador 4, o terceiro termo possui numerador 5. Em geral, o n-ésimo termo possuira
numerador n + 2.

Os denominadores sao poténcias de 5, assim, a,, possui denominador 5". Os sinais
dos termos sao alternadamente positivo e negativo, entao precisamos multiplicar por
uma poténcia de —1. No Exemplo 1(b), o fator (—1)" significava que comegamos com
um termo negativo. Aqui, queremos comecar com um termo positivo, entao podemos

usar (—1)""! ou (—1)""!. E, portanto,

1 n+2
an = (_1)n : 5n :
Uma sequéncia como a do Exemplo 1(a), a, = 5, pode ser retratada tanto

esbocando os seus termos em uma reta numérica como na Figura 3.1, como esbogando
os seus termos em um grafico como na Figura 3.2.
Note que, uma vez que uma sequéncia ¢ uma funcao cujo dominio é o conjunto dos

nimeros inteiros positivos, o seu grafico consiste de pontos isolados com coordenadas

(Liar)  (25a2)  (3ya3) ... (n,an)
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da, A
LT S e T R s AR T
o = B
a, Yo g
a, a,as)
: e — AR L >
0 1 1 U 19 845 60 "
2
Figura 3.1: Reta numérica Figura 3.2: Grdfico de {a,}
Das Figuras 3.1 e 3.2 concluimos que os termos da sequencia a, = 7 estao se

aproximando de 1 a medida que n cresce. De fato, a diferenca

n_l
n+1 n+1

pode ficar extremamente pequena se fizermos n suficientemente grande. Indicamos isso

escrevendo:
. n
lim =1.

Geralmente, a notagao:

lim a, = L
n—oo

significa que os termos da sequéncia {a,} aproximam-se de L, & medida que n cresce.

Defini¢ao: Uma sequéncia {a,} possui limite L e escrevemos nh—>nolo a, = L, ou ainda,
se n — oo, entao a,, — L, se pudermos fazer os termos a, ficarem o mais préximo
possivel de L, tomando n suficientemente grande. Se li_)m a, existe, dizemos que a
n—oo
sequéncia converge (ou é convergente). Caso contrario, dizemos que ela diverge
(ou é divergente).
A Figura 3.3, a seguir, ilustra essa definigdo mostrando os graficos de duas sequéncias

que possuem limite L.



3.1 Sequéncias numéricas 31

Figura 3.3: Grdfico de lim a, = L
n—oo
Exemplo 3: A sequéncia de Fibonacci {f,} é definida recursivamente por:
fi=1 fo=1, fu = fno1 + fu_2, n > 3. Cada termo é a soma dos dois termos

antecessores. Os primeiros termos sao:
{1,1,2,3,5,8,13,21, .. .}.

Esta sequéncia surgiu quando o matematico italiano do séc. X111, conhecido como
Fibonacci, resolveu o seguinte problema que dizia respeito a reproducao dos coelhos:

Suponha que os coelhos vivem para sempre e que todo meés cada par gera um novo
par que se torna reprodutor com 2 meses de idade. Se comecarmos com um par de
recém-nascidos, quantos pares teremos em n meses?

Veja:
e més 1: nasce um casal de coelhos.
e mes 2: esse casal nao é fértil e continuamos com apenas um casal.

e mes 3: esse casal se reproduz e nasce um novo casal coelhos. Estamos, entao,

com dois casais.

e més 4: o primeiro casal gera um novo casal de coelhos, mas o segundo casal ainda

nao, o que nos da um total de trés casais de coelhos.

e més 5: o primeiro casal gera o quarto casal de coelhos; o segundo casal, agora
fértil, gera o quinto casal de coelhos e o terceiro casal ainda nao reproduz. Esta-

mos agora com um total de cinco casais de coelhos.
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e més 6: o primeiro casal gera o sexto casal de coelhos; o segundo casal gera
o sétimo casal de coelhos; o terceiro casal, agora fértil, gera o oitavo casal de
coelhos e o quarto e quinto casais ainda nao reproduzem. Estamos, entao, com

um total de oito casais de coelhos.

Montemos a seguinte tabela:

meés | nimero de casais de coelhos
1 1
2 1
3 2
4 3
5 5
6 8

Assim, respondendo a pergunta anterior, em n meses teremos f, casais de coelhos,

onde {f,} é a sequéncia de Fibonacci.

3.2 Sequeéncias recorrentes

Sequéncias recorrentes sao sequéncias em que cada termo é determinado por uma
dada funcao dos termos anteriores.
Uma sequéncia numérica muito conhecida é a de Lucas. Essa sequéncia pode ser

definida pela lei de recorréncia
Up42 = Ap1 + Qn,

comn €N, a;=1eay,=3.

Os primeiros termos dessa sequéncia sao
1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199, 322, . ..

Observe que a partir do 12° termo, a razao entre cada termo dessa sequéncia e o seu
antecessor é igual a 1,6180... e, se continuarmos infinitamente, fazendo essas razoes

obteremos todos os algarismos decimais de ¢.
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Tomemos agora uma nova sequéncia numérica que obedecga a mesma lei de formagao

da sequéncia anterior. Isto é,
Gpio = Qpi1 + Gn, N € N.
Porém, agora vamos tomar a; = —3 e ay = 4, obtendo, assim,
-3,4,1,5,6,11,17,28,45, 73,118,191, 309, 500, 809, 1309, . . .

Novamente, observamos que, a partir do 15° termo, as razoes entre os termos dessa
sequéncia e os seus antecessores vao ficando iguais a 1,6180. . ..
De fato, para qualquer n suficientemente grande e para qualquer sequéncia formada

aproxima-se cada vez mais da

com a lei descrita anteriormente, percebemos que az—“

razao aurea, a medida que aumenta-se o valor de n, isto é,

a
lim —*L = 4.

n—oo an

Podemos ir mais longe. Trabalhemos agora somente com ntimeros negativos. For-

memos, por exemplo, a sequéncia

—1,-5,—6,—11,—-17, -28, —45, —73, —118, —191, —309, —500, —809, . ..

A partir do 12° termo, a razao entre cada nimero e o seu antecessor, isto é, o+t
) ) » Ta, )

tende a 1,618. Isto é,

. a
lim — Q.

n—00 Ay

3.3 O numero ¢ e Fibonacci

Uma vez que generalizamos os resultados obtidos para qualquer sequéncia que

obedeca a lei de recorréncia
Upio = Gpi1 + Gp, 1 €N (3.1)

podemos usa-los também para a sequéncia de Fibonacci, onde a1 =1 e ay = 1.

Consideremos a sequéncia

ry= L e N, (3.2)

an
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em que o0s a,’s s@o os termos da sequéncia de Fibonacci (Exemplo 3, Segao 3.1). Ela
representa a taxa de crescimento do nimero de coelhos entre o (n+1)-ésimo e o n-ésimo

meés. Tal sequéncia é dada por

. . . .8. 3
1 5,...,ouset]a,
1;2;1,5;1,666...;1,6;...

Por meio do gréfico a seguir (Fig. 3.4), em que o eixo horizontal indica o indice n
e o eixo vertical indica os respectivos valores de r,, pode-se perceber que a sequéncia

tende a um valor entre 1,5 e 2 (Ferreira, [11]).

2.5

2

Figura 3.4: Grdfico da sequéncia r,

Teorema 3.3.1 Tem-se que (r,), n € N, € dada recursivamente por ri = 1 e r, =

1
+1,n>2.
rn — 1

Demonstragao: A partir de (3.1) e (3.2), temos que

Qn41 Qp + Qp—1 Ap—1 1 1
(07 Qp, Qp, n T'n—1,
Ap—1

0 que prova que 1, = +1,n>2.

Tn—1
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O

Por meio dessa relagao, notamos que o limite r da sequéncia (r,), caso exista, é

2

solugao da equacao r* —r — 1 = 0, que possui uma unica raiz positiva.

De fato, do Teorema 3.3.1, temos que

1

T'n—1

Ty = + 1.

1
Logo, lim 7, = lim ( + 1) .
n—o00 n—o0 \ T'p_1
Ouseja, r =~ +1,emque r> —r — 1 =0.
r

Segue que

Como r, > 0, para todo n, conclui-se que

L_ 1+
2

= 1,618033988749895...

Isto é, r = ¢.

Observacao: Para justificarmos a passagem ao limite na expressao

Tn—1

devemos mostrar que 7, é uma sequéncia convergente.

Observemos que

1
rp=2———, n>3.
Tn—o + 1

Consideremos, entdo, as subsequéncias (ra,) € (ra,—1) de (r,), ou seja, as sub-
sequéncias de indices pares e impares, respectivamente. Mostramos, por inducao, que
(ron) € descrescente e (19,_1) é crescente.

De fato, temos que:
)
1. T2:2>T‘4:§.

2. vamos supor que ¢ valido para n = k, isto é, rop > ropio.
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Como a funcao f(x) =2 — , x >0, é crescente, temos que
x

+1

1 1

r <1 = f(r < flrog) =2 ———-<2— ——
2k+2 2k f( 2k+2) f( 2k) 7"2k+2+1 Top + 1

= Topta < Tofy2-

Ou seja, (rg,) é descrescente.

Analogamente, mostra-se que (rq,_1) é crescente.

B importante observar que (rg,) é limitada inferiormente por 1 e (rg,_1) é limitada
superiormente por 2. Logo, ambas sao convergentes. Além disso, como satisfazem a
mesma relacao de recorréncia

1
Tp—2 + 17

Ty =2—

concluimos que seus limites s@o iguais e, consequentemente, toda a sequéncia (r,,) con-

verge para esse mesmo limite, que é o nimero ¢.

Vamos mostrar agora que qualquer termo da série de Fibonacci pode ser represen-

tado com exatidao em termos de ¢, isto é,

B ¢n_¢ln
Ap — ———F—.

V5
Para tanto, vamos encontrar uma férmula explicita para a, em fungao de n. Usa-
remos uma ideia que é bem 1til: procuraremos progressoes geométricas que satisfacam
a mesma recorréncia que (a,). Se z, = b-¢", com b e ¢ ndao nulos, satisfaz x, .o =

Tna1 + Tn, Vn € N, teremos
b-q" P =b-g"" +b-q"=b-q" (¢ +1),

donde ¢* = ¢ + 1.

Temos, assim, dois valores possiveis para ¢: as duas raizes da equacao ¢>—qg—1 = 0,

C1eVE 1B . 1+v5)
ou seja, 5 e 5 Assim, as sequéncias da forma c — e da forma
1-v5) o .
d —5 satisfazem a recorréncia acima, bem como as sequéncias da forma y, =
145\ 15
LV L (=S

2 2
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Agora, basta encontrarmos valores de ¢ e d tais que y; = 1 e y» = 1 para que
tenhamos vy, = a,, ¥n € N (de fato, terifamos y; = ay, y» = as e, por indugao, se k > 3
e Yp = a, para todo n < k, temos yr = Yr_1 + Yp—2 = Ax_1 + Ax_2 = ay.).

Para isso, devemos ter:
1++5 ' 1—+5 '
c( + )—i—d( _ ) = 1
2 2
1++5 ’ 1—+5 ’
c( +2 )—I—d( _ ) = 1.

2
Resolvend ist d 0 t ! d L
esolvendo esse sistema de equagoes, encontramos que ¢ = — e d = ———= e,
quag q 75 75
portanto,
1 1 5 1—+v5
= L |(LEVE) Vi)l e
V5 2 2
n __ An
Isto é, a, = u, para todo n natural.

V5



Capitulo 4

Projeto

Vimos ao longo desse trabalho a beleza e as diversas curiosidades do ntimero de
ouro. Vimos que ele pode ser aplicado nas mais diversas areas das ciéncias e nas mais
inusitadas situacoes.

A importancia do seu estudo no ensino da matematica vem do fato de ele ser um
excelente instrumento de contextualizacao de diversos conteidos matematicos. Ele
proporciona ao aluno uma oportunidade de investigacao do conhecimento e de desen-
volvimento e contrucao de novas ideias.

Agora, proponho um Projeto (ou mini-curso) que pode ser desenvolvido com os
alunos do ensino médio.

Este projeto tem como objetivo maior criar oportunidades para uma aprendizagem
significativa das nogoes de medida, razao, proporc¢ao, equagao do 2° grau, Teorema de
Pitagoras, geometria espacial e sequéncia de Fibonacci. Visa, também, familiarizar o
aluno no uso do compasso, instrumento de construcao geométrica, que vem sendo cada
vez menos utilizado nos dias atuais.

Inicialmente, estao sugeridas atividade semanais para serem realizadas em 6 aulas,
com duracao de 3h cada, preferencialmente no horario contrario as aulas normais, e
com 10 grupos de 4 alunos.

Esse projeto tem o formato de um laboratério de matemaética, onde o professor
incialmente deve prover o aluno da fundamentagao teérica apresentada neste trabalho,

para em seguida deixa-los a vontade para realizarem atividades.
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Espera-se, com este projeto, que o aluno identifique e relacione os principais obje-
tos matematicos trabalhados: nimero de ouro, razao aurea, retangulo aureo, espiral

logaritmica, pentagrama, razoes trigonométricas, cone e sequéncia de Fibonacci.
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ATIVIDADE 1

1. (Segmento Aureo) Dado o segmento AB a seguir, determine geometricamente o

ponto P, tal que, ||PA||> = ||AB|| - ||PB||.

2. (Retangulo Aureo) Dado o quadrado ABPQ a seguir, construa o retangulo aureo

ABCD.

3. (Espiral Logaritmica) Dado o retangulo dureo ABC'D a seguir, construa uma

espiral logaritmica.

A D
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ATIVIDADE 2

1. Dado o triangulo ABC a seguir, retangulo em B, e os pontos P € ABe D € AC,
tais que ||BC|| = ”AQE = ||CD|| e ||AP|| = ||AD]||, prove que AP é o segmento
dureo de AB, isto é, que ||PA||> = ||AB|| - ||PB||.

P C

2. Dado o segmento AB a seguir e um ponto P € AB, tais que ||[AP|| = z e

¥5¥5) PA . . - .
||PB|| =1, calcule HWH = ¢, isto é, calcule o valor numérico do nimero de ouro.

3. Construa, com régua e compasso, os angulos de 36°, 72° e 108°, usando a ideia

de proporcao aurea.
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ATIVIDADE 3

A figura a seguir é chamada de Pentagrama e era o simbolo da Sociedade de

Pitagoras.

Prove as seguintes propriedades:

1. [|AAl| = ¢.
, Pl _o
T 2
5 107 _ o
r
/
o7,
|OP|
5. ||BD|| = ¢
D9l _ IAQ) _ 1B _,
QB QC]  ||QE]|
IS\ _ BB _ BRI _|IBD _,
[SA [[BA|l  [|QE|l  [[DD]]
8. |[B'D'|| = ¢*, ||B'D|| = ¢, ||B'C|| = ¢, ||CD|| = 1, [|CQ|| = ¢~ ' e ||QT|| = ¢~

e esses seis segmentos formam uma progressao geométrica de razao ¢~ 1.
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9. [[AB| = ||B'C|| = ||C"D'|| = [|[D'E|| = || " A'|| = ¢*.

10. Dobrando-se o triangulo AA’AB na linha AB e, analogamente, fazendo o mesmo
com os triangulos AB'BC, AC'CD, AD'DE e AE'EA de modo que A, B, (',
D" e E' se encontrem em H, obtemos a piramide abaixo de altura OH, tal que
|OH]| _
= ¢.
-




44

ATIVIDADE 4

1. Determinar o valor de cos36° em funcao de ¢. (Sugestao: use que

sen 36° = cos 54° e aplique as regras de transformacao trigonométrica).

2. Dado um cone circular reto de angulo semivertical, em relagao a base, igual a
54°, raio r e geratriz g, calcule, em funcao de ¢, o comprimento do circulo da

base, a drea da base e a drea lateral. (Sugestao: use o exercicio anterior).
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ATIVIDADE 5

. Defina a sequéncia de Fibonacci {f,}.

. Calcule f37 f47 f57 cey flO-

. Resolva o seguinte problema: Suponha que os coelhos vivem para sempre e que
todo més cada par gera um novo par que se torna reprodutor com 2 meses de
idade. Se comecarmos com um par de recém-nascidos, quantos pares teremos em

n meses?

an41
an

. Defina a sequéncia {r,} por . Calcule r1, 1o, ..., 7.

. Suponha que r, — L e encontre L. (Sugestdo: mostre que r,, = 1 + ——).

Tn—1
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ATIVIDADE 6

Pesquise em casa uma aplicagao, ou uma curiosidade, do niimero de ouro e apresente

para a turma no tultimo dia de aula. Duragao da exposicao: 15 minutos.



Capitulo 5

Conclusao

Que sensacao de surpresa que todos os resultados encontrados neste trabalho pro-
porcionam. Juntamente, também, com um pouco de curiosidade e um pouco de ad-
miragao: curiosidade por ver que o ¢, que satura o pentagrama e passeia por angulos
e figuras geométricas, também ¢é o limite de uma razao dos termos de uma sequéncia
numérica que nada tem a ver com a geometria; admiracao porque “fica mais forte a
conviccao de que deparamos com um mundo inexplorado que, a semelhanca do universo
que nos rodeia, parece nao ter fronteiras”. Veja [5] para maiores detalhes.

Devemos considerar ¢ uma “constante” da natureza? Tais constantes aparecem com
frequéncia na matematica. Encontramos o 7 na trigonometria, na geometria de um
pingo de chuva esférico, na teoria das probabilidades, como a soma de uma série infinita,
e em outras situacoes. Encontramos i = /—1 em ntimeros complexos e na teoria das
correntes elétricas alternadas. Um terceiro exemplo é a constante e, que é encontrada
no principio dos logaritmos naturais. Podemos observar as trés combinadas na notavel
equacao e = —1.

Com este trabalho foi possivel mostrar que muitas coisas da natureza contém ma-
tematica, desde um pequeno molusco até grandiosas construcgoes como o Parthenon.
Antigamente a razao durea era mais explorada, mas ainda hoje podemos observa-la em
objetos do nosso dia-a-dia, como no cartao de crédito.

A aprendizagem matematica esta ligada a compreensao e apreensao do significado.

Espera-se que, com este trabalho, o professor possa ir além das aulas normais expositi-
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vas e levar o aluno a entender a importancia desse assunto, abrir lugar para discussoes
e tornar os conteidos mais significativos. Espera-se, ainda, que o aluno aprenda a

apreciar mais essa ciéncia, com entusiasmo.
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