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Resumo

O presente trabalho dedica-se a fornecer fundamentacao tebrica em topicos de Te-
oria dos Niumeros, Sequéncia Fibonacci e Numero de Ouro, com o fito de servir de
base de consulta e pesquisa para docentes de educacao basica, a fim de que apliquem
tais contetidos em sala de aula de nivel médio e técnico, tornando a educacao mate-
matica mais atrativa e interativa. Foram realizadas propostas de aplicacao dos topicos
em ensino médio e ensino técnico, devidamente justificadas e explicadas. Planos de
aula foram montados e estao anexados ao trabalho. As propostas foram aplicadas e os
resultados estao compilados e discutidos. A aplicacao das propostas mostraram-se efi-
cazes, especialmente nos alunos de Ensino Médio, onde os discentes mostraram grande
interesse pelas aplicagoes praticas da matematica nao apenas no cotidiano como em
ciéncias, tais como Arquitetura, Botanica, entre outros. Este trabalho é, portanto, es-
tudo dedicado & Educacao Matematica, abordando conceitos inerentes & Aprendizagem

Significativa.

Palavras-chave
Aprendizagem Significativa, Educacao Matemaética, Nimero de Ouro, Sequéncia

Fibonacci, Teoria dos Nameros .
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Abstract

The present work is devoted to the provision in theoretical knowledge in topics of
Number Theory, Fibonacci Sequence and Golden Number, serving the purpose of a
basis for consultation and research for teachers in basic education, high school and
technical courses, improving attractive and interactive teaching of mathematics. The
stages of high school and of technical education were taken into account, properly
justified and explained. Classroom plans for assembled are appended to this text. The
proposals have been implemented and the results are compiled and discussed. At the
request of enrollment it was especially directed towards High School, with emphasis on
mathematical practices, not just as science, but also Architecture, among others. The
present work is, therefore, a study dedicated to Mathematics Education, addressing

concepts inherent to Significant Learning.

Keywords
Significant Learning, Mathematics Education, Gold Number, Fibonacci Sequence,

Number Theory.
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1 Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais

A matemaética, enquanto ciéncia, desde a era pitagérica ou platonica ji era conhecida
como sendo uma ciéncia reservada a poucos [1|, ndo sendo incomum notar-se trata-
mentos diferenciados aqueles que tém aptidao a area, muitas vezes tidos como pessoas
de personalidades que fogem ao padrao normal. Tal tratamento diferenciado é noto-
rio tanto nas séries iniciais do ensino fundamental, como também nas séries finais do
ensino médio, avangando inclusive no ambito dos cursos superiores.

Em julho de 2016, foi divulgado em veiculos de midia, um levantamento realizado
pelo Férum Econdémico Mundial, sediado na Suica, sobre o ensino de matemaética e
ciéncias [2]. Nesse levantamento, a posicao do Brasil no ranking assusta, haja vista,
entre os 139 paises avaliados, ficar na 133° posicao no ensino de ciéncias e matematica.
Diante do exposto até aqui, a tarefa de descobrir e se analisar os motivos que levam a
esse panorama ¢ ardua e com os esforcos desenvolvidos ao longo dos anos, surgem inu-
meraveis tratativas, tais como (i) falta de motivagao ao estudo de matematica nas séries
iniciais, (ii) falta de didatica adequada dos docentes, (iii) falta de contextualizagao dos
assuntos ao cotidiano dos alunos, entre muitas outras teorias.

Diante dos muitos caminhos para identificar o real problema da educagao matema-
tica, em especial, no Brasil, e mediante observacoes realizadas ao longo de décadas de
estudo, o desafio escolhido e encarado pelo presente trabalho é o de incentivar os alunos,
aumentando o interesse pela matematica, e, nessa abordagem, utilizando Teoria dos
Nuimeros. Surge entao o grande desafio: preparar aulas contextualizadas, com certo
teor lidico, utilizando também recursos tecnologicos a fim de dar sentido e significado
aos conhecimentos, fazendo com que os alunos entendam a beleza do estudo da Teoria
dos Numeros.

A matematica tem sido construida através dos séculos, o que significa dizer que é
uma ciéncia em profunda evolugao. Apesar da infinidade de conceitos, nimeros, ideias,
teoremas, entre outros, tém-se alguns ntumeros que definitivamente instigam a curiosi-
dade nao apenas de cientistas e matematicos, como também de criancas, adolescentes
ou mesmo adultos. Um desses ntimeros tem sido difundido através dos séculos como
Namero de Ouro, ou, a quem o chame de Divina Proporcio, ou ainda, Razdo Aurea.

Causando encanto e despertando a curiosidade de uma série de matematicos, tais

como Euclides, Pitadgoras e outros, o Nimero de Ouro aparece constantemente na
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natureza, na arquitetura e, mais especificamente na Grécia Antiga, onde se encontram
grandes e monumentais obras que atraem olhares nao apenas por sua beleza, mas pela
sua perfeigdo métrica e harmonia presente em [3]. Isso implica dizer que tal ntimero ja
era conhecido desde o século V a.C. [4].

Nao obstante aos Pitagoricos, pensando em Fibonacci e na sua célebre sequéncia
oriunda da observagdo do comportamento dos coelhos [5], o nimero de ouro também
tende a aparecer na sequéncia, haja vista, a razao entre um elemento da sequéncia e o
seu antecessor tender ao valor do nimero de ouro.

Acredita-se que, a partir desses conhecimentos, e utilizando abordagens que envol-
vam recursos computacionais tais como o software mateméatico GeoGebra, desperte-se
nos alunos o interesse pelo estudo da Matematica em sala de aula. Para isso, esse
trabalho se inicia tratando matematicamente a Sequéncia Fibonacci, bem como o Nu-
mero de Ouro, sua presen¢a na Sequéncia Fibonacci e na Geometria. Isso fornecera a

bagagem teorica necessaria para a aplicacao desses conceitos em sala de aula.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivos Gerais

A presente dissertacao tem por objetivo fornecer referencial teorico sobre Sequéncia
Fibonacci e Niimero de Ouro, além de discutir a presenca desses na natureza, arquite-
tura e até mesmo na arte, a fim de desenvolver uma metodologia de aplicacao desses
topicos no ensino basico, de forma a chamar atencao dos alunos, incentivando-os ao

estudo da matematica.

1.2.2 Objetivos Especificos

Para o presente trabalho, tém-se os seguintes objetivos especificos:

e Desenvolver referencial tedrico que aborde e promova os conhecimentos necessé-
rios Teoria dos Nimeros, mais especificamente, Sequéncia Fibonacci e Numero

de Ouro, além da Formula de Binet;

e Desenvolver fundamentacao tedrica para construcao de determinadas figuras ge-

ométricas, tais como o Retangulo Aureo e o Triangulo Aureo;
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e Durante a fundamentacao teorica, utilizar de exemplos que possam ser repetidos

em sala, por docentes que utilizarem da metodologia proposta.
e Relacionar a Sequéncia Fibonacci com o Nimero de Ouro;

e [dentificar e descrever a Sequéncia Fibonacci nas artes, na natureza, na arquite-

tura, entre outros;

e [dentificar as possibilidades de aplicacao dos ja referidos temas na educagao bé-

sica, € no ensino técnico;

e Desenvolver planos de aula, bem como contetdos para aplicacao dos conceitos de

Teoria dos Nuimeros no ensino bésico e profissionalizante;

e Desenvolver e aplicar metodologia de ensino, utilizando as aulas e planos de aulas
criados, a fim de promover integracao dos alunos de ensino bésico, especialmente

de escola da rede estadual de educagao;

e Avaliar os resultados da aplicacao dos contetidos, promovendo discussao, conclu-

soes e sugestoes para continuidade do presente trabalho.

1.2.3 Organizacao e Desenvolvimento do Trabalho

No segundo capitulo, a Sequéncia Fibonacci, assim como a formula de Binet, é discutida
teoricamente, assim como as propriedades e expressoes decorrentes. No Capitulo 3 é
apresentado o Numero de Ouro e algumas de suas propriedades. No Capitulo 4, sao
apresentadas as possibilidades de aplicacao da Sequéncia Fibonacci, assim como do
Numero de Ouro e discutida a metodologia para aplicacao destes contetidos no ensino
bésico, assim como as técnicas e recursos utilizados no desenvolvimento das aulas. O
Capitulo 5 dedica-se a apresentar os resultados do trabalho, e no Capitulo 6 tém-se as

consideracoes finais do projeto, assim como sugestoes para continuidade do trabalho.
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2 Leonardo Fibonacci

2.1 Contextualizacao Histoérica

Passado o periodo do Império Romano em meados do século V e estendendo-se até o
século XI, tem-se o perfiodo conhecido por Baixa Idade Média. Esse periodo ¢ marcado
pelo desaparecimento quase que completo do ensino, especialmente, o de matematica,
razao pela qual costuma-se dar o nome a esse periodo de Idade das Trevas [6].

A ordem social antiga cede lugar a uma estrutura feudal e eclesidstica, marcada
pelo abandono a ciéncia e forte inclinacao a violéncia e a fé religiosa. A matematica
abstrata basicamente desaparece, tendo lugar apenas a alguns aspectos praticos liga-
dos ao comércio e a engenharia civil, todavia, apdés a queda do Império Romano e a
baixa quantidade de obras de engenharia estatais, até mesmo tais aspectos praticos da
matematica parecem desaparecer [6]. De forma resumida, pode-se afirmar que o ensino
da matemética nesse periodo de Baixa Idade Média, pode ser atribuido basicamente a
alguns poucos clérigos estadistas.

Ainda segundo [6], foi por volta do século X a XI que os classicos gregos da ciéncia
e da matematica comecaram a penetrar na Europa, grande parte através de tradugoes
dos saberes que foram preservados pelos mugulmanos. Nesse ambito, a localizacao e
a historia da politica da Sicilia fizeram dessa ilha um ponto de encontro do Oriente
com o Ocidente. Inicialmente, uma ilha grega, tornando-se parte do Império Romano
para em seguida, passar 50 anos nas maos dos arabes para retornar ao controle grego
e por fim ser assumida por normandos, fazendo com que o grego, o latim e o arabe se
tornassem linguas usuais na regiao, dessa forma, muitos manuscritos de Constantinopla

foram traduzidos para o latim.

2.2 Leonardo Fibonacci

No limiar do século XII desponta a figura de Leonardo Fibonacci (Leonardo, filho de
Bonaccio, 1175-1250), o matematico mais talentoso da Idade Média, conhecido também
por Leonardo de Pisa, ou Pisano. Tendo nascido em Pisa, um importante centro
comercial e, sendo o seu pai um alfandegario, recebeu boa parte de sua Educacao em
Bejaia, norte da Africa. Ali, desenvolveu grande apreco pela aritmética e pelos métodos
indo-arabicos de calculo. Em 1202, tendo retornado a sua terra natal, publica sua obra

Liber abaci (Livro da Contagem) |7]. A Figura 1 apresenta o retrato de Fibonacci.
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Figura 1: Leonardo Fibonacci

Um de seus principais legados ¢ a sequéncia comumente conhecida por Sequéncia

Fibonacci, esta, serd a partir de agora tratada com maior énfase.

2.3 Sequéncias Recorrentes

Antes de adentrar-se realmente na Sequéncia Fibonacci, faz-se necessario alguns breves

esclarecimentos, como se segue.

Definicao 1. Uma sequéncia é dita recorrente, ou simplesmente chamada de Recor-
réncia, quando a relagao entre seus termos € dada por uma equacao de recorréncia,
ou seja, uma exrpressao matemdtica que escreve um termo da sequéncia em funcao de

termos anteriores.

Tnik = [(Tntk—1, Tntk—2y ooy Tni1, Tn), VN, k €N

Definicao 2. Uma recorréncia de ordem k € dita linear , se um termo pode ser expresso
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em funcao dos k termos imediatamente anteriores de forma linear, ou seja, se pode-se

eSCTeVer Tnyk em fungao de Tpy(k—1); Tny(k—2)s ---» Tn, satisfazendo uma relagao do tipo:
k
Ttk = D Cj* Tng(h—j) = CL* Tnp(ke1) T C2 * Tna(h—2) + oo + C - Ty
Jj=1

As mais simples e fundamentais sequéncias recorrentes lineares sao as progressoes
geométricas 8], haja vista, sendo x,, = a - ¢", entdo, x,11 = ¢ - x,, Yn € N, sendo x,
uma sequéncia recorrente linear de ordem 1.

Do mesmo modo, pode-se pensar na Progressao Aritmética, conforme segue-se de-

monstrado.
Sendo x,1 —x, =T,
onde r é a razao da progressao aritmética, tem-se:
Tpy2 — Tpyl = Tpy1 — Tn, Vn € N,

logo,

Tpyo = 2Tp1q — T, VN € N

Desta forma, x,, é uma sequéncia recorrente linear de ordem 2.

]
Primeiramente, consideremos o conjunto das sequéncias (x,) C R tais que
k
Tpgk = E CjTpyk—j, Vn €N (1)
i=1

E importante enfatizar que o conjunto das sequéncias que satisfazem (1) munido
da operacao usual de adigao e multiplicacao por escalar é um espaco vetorial sobre R.
Este é um indicador importante a medida que dadas duas sequéncias (y,) e (z,) que

satisfacam esta recorréncia, ou seja:

k
Ynt+k = Z CiYntk—j
j=1
k
Znak = chszrk,j,Vn eN
j=1
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e uma constante ay, uma sequéncia (w,) dada por w, = y, + az,, segundo [§],

satisfard a mesma recorréncia:

k
Wptk = E CjWnik—j, VN € N

j=1

]

E bastante usual estudar a sequéncia (s,) obtida pela soma dos n primeiros termos

Sp = E Tk

k<n

de uma sequéncia (z,), isto &,

De fato, seja (z,,) uma sequéncia linear recorrente. Entao (s,) também é.

Seja:
Spil — Sp = g Ty — E rE,Vn € N
k<n+1 k<n
Sendo
k
Tntk = E CiTntk—j
i=1
tem-se
k
Smikil = Snpk = O CG(Snthe1-j — Snprj), V0 €N
=1
onde:
k—1 k+1
Sptht1 = (L4 ¢1)Spqn + E (Cj+1 = Cj)Snth—j — CiSn = E diSpht1—i
j=1 =1

]

onde dy =1+4+c¢,di=c¢;—c¢;—1para2 <i<kedg1 =—c Vn €N. Logo, s, é
uma recorréncia de ordem k + 1.

A partir destas primeiras consideragoes e defini¢oes, pode-se prosseguir com a apre-
sentacao e demonstracao de algumas propriedades da Sequéncia Fibonacci, e demais

propriedades trabalhadas e apresentadas.
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2.4 Sequéncia Fibonacci

A maioria das pessoas ouviram falar de Fibonacci por causa de um problema, de
certa forma bem simples, de seu livro mais famoso, o Liber abaci. Trata-se do famoso
problema dos coelhos, no qual um homem poés um par de coelhos num lugar cercado
por todos os lados por um muro, desejando-se saber quantos pares de coelhos podem
ser gerados a partir deste par em um ano se, supostamente, todo més cada par da a luz
um novo par, que é fértil a partir do segundo més |9]. A Figura 2 apresenta de forma

grafica o problema dos coelhos.

P

£

PeY 4

LR 8

Vi a7 174

Piv 017201700,

Figura 2: Problema dos Coelhos de Fibonacci

A solugao do problema enunciado no paragrafo anterior, é conhecida como a Sequén-
cia Fibonacci, conforme a expressao (2). Por sua vez, os niimeros que compde a solugao,

sao comumente conhecidos por nimeros de Fibonacci.

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ... (2)

Torna-se 1til, a partir desse momento, definir a sequéncia Fibonacci de forma algeé-
brica, além de encontrar uma féormula explicita para f,, ou seja, o enésimo termo da

sequéncia. Inicialmente, define-se:

Definicao 3. A sequéncia Fibonacci inicia-se pelo termo fo =0, f1 =1, fa=1ce

fn+2 = fn+l + fn C’onforme seque-se: fn+2 = fn+1 + fnavn eN
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2.5 Algumas Propriedades

Teorema 1.
fm+n = fmfn—l + fm+17vm7n € N,n > 1

Sendo
Ym = fmin
e
Zm = fmfo1 + fnsr S
ambos satisfazem a recorréncia:
Tpto = Tpi1 +2,Vn € N
Por outro lado,
Yo = Jn
Y1 = far1
20=0"fo1+1fn=fn=1y0
zi=1foa+1fn=for1=0
portanto,

Zn = Yn, Vn € N.

]

Deseja-se agora, demonstrar um teorema a fim de utilizad-lo em futuros resultados.
O Teorema 2 mostra que o Maximo Divisor Comum entre dois ntimeros Fibonacci

consecutivos é 1, ou seja, sao primos entre si.

Teorema 2.
mde(fr, fnr1) = 1Vn € N

Utilizando o dispositivo de Euclides, tém-se:

fn-‘rl =1- fn + fn—l
fn =1 fnfl + fnf2
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Ji=1-fs+ f
fs=2f2+0

De modo que:

mdc(fnvfnJrl) = f2 = 17vn > 2
[

A partir da demonstracao do Teorema 2, uma segunda propriedade podera ser
proposta e demonstrada utilizando-se também o Teorema 1. Este, se refere ao fato de
o maximo divisor comum entre dois nimeros Fibonacci ser um ntmero Fibonacci, e

pode ser generalizado para as chamadas Sequéncias de Lucas [8] [15].

Teorema 3. mdc(fp, fn) = fmdemmn) Ym,n € N

Sabe-se que:
mde(fr, fat1) =1

Além disso, se

de(O, fn) = fn = fmdc(m,n)avma n €N
Se

m=1
mdc(l, fn) =1= f1 = fmdc(mm)Vm,n eN

A prova serd por inducao. Supondo o enunciado vélido para todo m < k onde
(k > 2 é um inteiro dado) e Vm,n € N.

Deseja-se provar que seja valido para m = k e para todo n inteiro.

Se n < k, por hipotese de inducao:
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de(fk, fn) = de(fn, fk) = fmdc(n,k) = fmdc(k,n)

Porém, sendo n > k,

In = fo-t)+k = fo-ifi—1 + fa—rs fr

Logo,

mdc(fr, fn) = mdc( fi, fo—ifoo1 + foort1Sx) = mde(fr, fooifr—1) = mde( fr, fooi)

- fmdc(k,n—k) = fmdc(k,n)

Teorema 4. Para todo m, n € N, f,, divide f,.,.
Sabe-se que o teorema ¢é valido para n = 1.

Fixando o valor de m, supor:

S
fmn

fm(n—H) = fmn—l—m = fmn—lfm + fmnFm—l—l

Pela hipotese de inducao, o lado direito da expressao é divisivel por f,,, logo, fn

divide f,(n+1), concluindo a prova. O

2.6 Soma dos ntimeros da sequéncia Fibonacci

Em sequéncias é muito comum e importante conhecer a soma dos n primeiros termos.
Dessa forma, seguem as demonstracoes das somas dos n primeiros termos da sequéncia
Fibonacci, da soma dos termos de ordem par, da soma dos termos de ordem fmpar e

da soma dos quadrados.
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Teorema 5. Valem as expressoes:
n
> fi=fua—1Vn>neN
i=1

fitfot o+ fo=fap2—1
Demonstracao:

(1) Observa-se que para n =1 tem-se:

fi=lefio—-1=fi-1=2-1=1

(i1) Supondo a igualdade vdlida para n, tem-se:

hitf+fst+-F+fo=foq2—1

(7ii) Pela hipdtese de indugdo, mostra-se que a sentenca e verdadeira para n + 1,
ou seja:

h+fotfat -t fot fop1 = fogz—1
De fato,

h+fo+fs+-+fot+ for1=fora—1+fon
—

H.I

= fn+2 + fn+1 -1

:fn+3_1
O

Segue-se com a demonstracao da soma dos n fatores de ordem impar da sequéncia
Fibonacci.
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Teorema 6. Valem as expressoes:

Zf%—l = fon,Vn >n €N

i=1

it fastfs+ 4 fon1 = fon
Demonstracao:

(i) Observa-se que para n =1 tem-se:

(i1) Supondo a igualdade vdlida para n, tem-se:

fitfs+fs+- -+ fon1 = fon

(7ii) Pela hipdtese de indugdo, mostra-se que a sentenca e verdadeira para n + 1,
ou seja:

fi+ fa+fs+ -+ fono1 + fony1 = fonto

Note que,

i+ fs+fs 4+ + fonm1 + font1 = fon +fonna
H.I

- f2n+2
Para a soma dos n componentes de ordem par, tem-se:

Teorema 7. Valem as expressoes:
n
Zf% = fonr1 —L,Vn>,n €N
i=1

Jot fat+ fo+ -+ fon = fong1 — 1

(1) Observa-se que para n =1 tem-se:
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f2:f2.1,1:f3—1:2—1:1

(i1) Supondo a igualdade vdlida para n, tem-se:

fo+fat+fo+ -+ fono= fons1 — 1

(7ii) Pela hipdtese de indugdo, mostra-se que a sentenca e verdadeira para n + 1,

ou seja:

fo+ fa+ fo+ -+ fono+ fon = fonys — 1

fo+fa+ fo+ -+ fono+ fon = font1 — 1L+ fonyo
H.I

= f2n+3 —1
Por fim, demonstra-se a soma dos quadrados dos nimeros Fibonacci.

Teorema 8. Valem as expressoes:
n
Zf? = fn : fn+1avn zan €N
i=1

R+ fi=fo fan

(i) Observa-se que para n =1 tem-se:

fi=f-fa=1-1=1

(ii) Supondo a igualdade vdlida para n, tem-se:

RHBE+E+ -+ = o fan

(15i) Pela hipdtese de indugao, mostra-se que a sentenca e verdadeira para n + 1,

ou seja:
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i+l f+ 24 [ = farr - [ase

f12+f22+f32+'..+f72L+f72L+1:fn.fn+1+f72L+1
HI

= fn+1 : (fn + fn+1)

- fn—l—l : fn+2

]

Todas as demonstracoes realizadas até aqui, colaboram grandemente com a ideia
do trabalho, haja vista desejar-se justamente a insercao desses contetidos no Ensino

Basico.

2.7 Jacques Philippe Marie Binet

Figura 3: Jacques Philippe Marie Binet

Jacques Philippe Marie Binet (Rennes, 2 de fevereiro de 1786, Paris, 12 de maio
de 1856) foi um matemético francés. Binet estudou matemética de 1804 até graduar-

se em 1806 na Ecole Polytechnique |17|, trabalhando, depois na Ecole Nationale des
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Ponts et Chaussées. A partir de 1807 lecionou na Ecole Polytechnique e foi professor de
astronomia no Collége de France, desde 1823. Binet foi um dos precursores no estudo
dos fundamentos da teoria matricial, como por exemplo, a definicao da multiplicacao
de matrizes.

Em meados do século XIX, Binet redescobriu a féormula que, aparentemente, era
conhecida no século XVIII pelo mateméatico Leonard Euler e pelo matemético francés
Abraham de Moivre. A férmula permite que se encontre o valor de qualquer nimero
de Fibonacci, f,.

Na intencao de encontrar uma féormula explicita para f,, pode-se procurar progres-
soes geométricas que satisfacam a recorréncia mostrada na Definicao 3. Desse modo,
a fim de que z, = a - ¢", tendo a e ¢ nao nulos, satisfaca 12 = ,41 + 2., Yn € N,
Teém-se:

a-¢"?=a-¢"" +a-q" (3)

Desenvolvendo-se a expressao (3) tém-se (4).

a-q¢""? =aq"(q+1) (4)

Da expressao (4), pode-se encontrar:

¢ =q+1 (5)

Finalmente, (6) apresenta a equagao que devera ser resolvida a fim de encontrar os

valores de q.
2 —
¢ —q—1=0 (6)
Assim, os dois valores possiveis para ¢ sao:
(17) < (%)
2 2 )

Portanto, as recorréncias na forma:

() o ()

satisfazem a recorréncia de Fibonacci, de mesmo modo, por tratar-se de um Espago

Vetorial, tal como abordado anteriormente, as expressoes na forma:
n n
Yn = a (—Hf) +b (—1—2“5>
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satisfarao a Sequéncia Fibonacci.
A partir do exposto, precisa-se, agora, encontrar valores de a e b, que satisfacam a

definicao da Sequéncia Fibonacci na forma:

fo=ar} +bry (7)

onde 71 e ry s80 as rafzes positiva e negativa da expressdo (6). A fim de determinar os
valores de a e b, pode-se utilizar f; = fo = 1, todavia, é conveniente utilizar fo =0 e

fi1 = 1. Portanto, tem-se o sistema apresentado em (8) e (9).
at+b=1 (8)

a(1+2\/g>+b<1_2\/5> =1 (9)

Resolvendo o referido sistema, tem-se a formula do termo geral da Sequéncia

Fibonacci apresentado em (10).

(1 +2\/5> - (1 _2\/5> ] ,Vn € N. (10)

1
fn:%
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3 Numero de Ouro

Partindo da Grécia antiga, onde, no século V a.C. o escultor Phidias projetava o templo
da deusa Atena, o conhecido Parthenon, com preocupacao de tornar as medidas de
tal modo que, seguissem uma propor¢ao especifica entre suas partes com o fito de
harmonizar os elementos de tal maneira a torna-la mais agradavel e bela ao olhar e,
chegando nos dias atuais aos designs de smartphones modernos, todos estes tem em
comum uma peculiaridade: a Razdo Aurea.

Também conhecido como Numero de Ouro, este pode ser encontrado em represen-
tacoes diversas, sendo a primeira e mais trivial delas, definida por Euclides, onde, em
seu livro, menciona "divisao de um segmento em média e extrema razao", como sendo
a divisao de um segmento em duas partes, estas duas partes apresenta uma particula-
ridade singular, uma vez que o quociente entre o seguimento inteiro e a parte maior é

igual ao quociente do segmento maior pelo segmento maior. Dessa forma, segue-se:

Proposicao 1. Supondo um segmento inteiro com medida igual a 1, sendo este divi-
dido em um segmento maior de comprimento x e outro segmento menor de comprimento

(1 —x). A partir destas defini¢oes, segue-se:

o
r 11—z
P?=1—zx

?4+r—1=0

s V5]
2
Como z é a medida de um segmento, este deve ser positivo, logo:

V5 —1

X

=
S
L

8 |
N



O

K|

Resolvendo-se a equacao dada na Proposicao 1, encontra-se o valor de ¢, sendo este

¢ = %5 E possivel escrever ¢ através de uma série de fragoes, como serd descrito e

demonstrado a seguir.

Proposicao 2. Tomando x =1+ % =1+ H%, tem-se:
1

1
x:1+—:1+—1
o 1+ =
x
~——
Logo,
1
r=1+4+—
x
?=x+1

-2 —-1=0

r = B
x':1+\/5
2
g;”:l_\/g
2
]

Pode-se escrever o Niimero de Ouro como raizes de continuacao infinita, segue-se.

Proposicao 3. Seja r = \/1 + \/1 + v 1+ 1+ ... Elevando ambos os lados ao qua-

drado tem-se:



7% = <\/1+\/1+ 1+m>

Desta forma,

x2:1+\/1+\/1+\/1+\/1+...

Logo,
?=1+x
?—x—-1=0
Logo,
, 1++/5
T =
2
1" 1_\/3
T

3.1 Propriedades do Niimero de Ouro

A seguir, apresenta-se algumas propriedades importantes do nimero de ouro. Sao
apresentadas de forma didética, haja vista, servir de material de consulta para que
professores trabalhem estes assuntos com seus alunos no ensino bésico.

Sabe-se que o valor de ¢ é dado por:

¢ = (11)

de modo que seu valor com sua parte decimal é aproximadamente:

¢ = 1.6180339887... (12)

de modo que,
¢ —1=0.6180339887... (13)

35



Segue-se que:

5 — 1+v5)  14+2V5+5 3+v5 2+1++5 14)
N 2 N 4 2 2
De modo que:
1+v5 2 1445
¢ = 2¢_+§: ;F+1 (15)

Concluindo-se que o valor do quadrado de ¢? é encontrado adicionando-se 1 ao valor

de ¢. A seguir, procedendo de forma anéloga, deseja-se desenvolver a expressao para

5
11 2 1-45 (16)
¢ 1+v5 1+v6 1—-+5

2
::2u__vg)::20__V%>::Vg__lzub—];:061&B$B87” (17)

P-(vepr 2

Os dois desenvolvimentos realizados acima, mostram que se pode obter o quadrado
do nimero de ouro adicionando-se 1 ao valor de ¢ e pode-se obter o inverso do ntimero
de ouro, subtraindo-se 1 do valor de ¢. Estas conclusoes auxiliarao no processo de
demonstragao de algumas propriedades a seguir.

A partir dos desenvolvimentos anteriores, pode-se demostrar algumas propriedades
interessantes e atrativas aos alunos, especialmente de ensino médio. Algumas delas sao
demonstradas utilizando-se do Principio da Induc¢ao Finita, assunto este que pode ser
trabalhado no Ensino Médio e, especialmente em turmas especificas para a OBMEP

(Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas)

3.1.1 Poténcias Consecutivas do niimero de ouro

Proposicao 4. "Somando-se duas poténcias inteiras e consecutivas de ¢, tem-se a

poténcia de ¢ sequinte”.

Deseja-se demonstrar que:
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¢n + (bn—H — ¢n+27vn c7

A prova seréd realizada por inducao sobre n, Vn > 0. Para a base da inducao,

utiliza-se n = 0, uma vez que esta de acordo com a Equacgao 15.
P+l = ¢ = 1+ ¢ = ¢*

Considerando valida para n, deseja-se demonstrar que serd vélida para n+ 1, o que

serd realizado multiplicando-se ambos os lados da hipotese de indugao por ¢.
¢n.¢+¢n+1_¢:¢n+2_¢

¢n+1 + ¢n+2 — ¢n+3’ n, c N

Conforme queria-se demonstrar.
Todavia, uma vez que deseja-se provar que a propriedade é valida Vn € 7Z, é neces-

sario demonstrar-se também valida para n < 0, como segue-se, fazendo n = —k, tem-se:

Dividindo ¢? = 1 + ¢ por ¢**2, para k > 0

¢ 1 o
Ph+2 - Ph+2 + P2

e pF PR g e g — 2
Fazendo n = 0, tem-se
@0 = 02 4 P01 = 0 = ¢ 2 4 !
De modo que, multiplicando ambos os lados por ¢?, tem-se:
P=¢"+¢ = F=1+¢

Confirmando a base da inducao, verificando-se valida a propriedade Vn € Z.
]

Agora, deseja-se demonstra a soma das poténcias com expoentes inteiros negativos.

Proposicao 5. A soma das poténcias de ¢ com expoentes inteiros mnegativos corres-

ponde a ¢.
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Deseja-se provar que o somatoério de todas as poténcias de expoentes inteiros e negativos
de ¢ equivalem a ¢.

Portanto, deseja-se demonstrar que:
PTG+ =0

O que pode ser reescrito como:
o0
29" =¢
i=1

Tomando-se o lado esquerdo da expressao e desenvolvendo-a de forma a agrupar os

termos dois a dois, tém-se:

@+ )+ (@7 + o)+ (0T + )+ =0
(o33 (3)-
¢ P ¢* ¢t o> )

6+ 1 6+ 1 b+1
(¢2 )+( o >+( e )+

Posto que ¢ + 1 = ¢?, tém-se:

¢2 ¢2 ¢2 ¢2
E+g+$+$+."
1+ 24+t +¢ 5+

1+ ¢?(@°+ o2+ 971+ ..)

A parcela que est4 no interior do parénteses na tltima expressao, (¢°+¢=2+¢*+...),
corresponde 4 uma soma de uma progressao geométrica infinita, onde a; = ¢¥ e razao

q= ﬁ A soma Sy, pode ser encontrada por:

1
S =
Poa—gq
1
Spy: 1
=
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Substituindo a parcela em parénteses por ¢, tem-se:

14902 (" 4+ 2+t +.)=1+0¢"2 ()

_ 1 ¢+1 ¢
=1 L1+ =2 - -7
LA S s

Sendo demonstrado o que era esperado.

¢

3.2 Sequéncia Fibonacci e o Ntimero de Ouro

No Capitulo 3, sao discutidas propostas de aplicacao da Sequéncia Fibonacci e do
Nimero de Ouro em sala de aula de ensino basico, tanto a nivel de Ensino Fundamental
e Médio, quanto em Ensino Técnico. Sabe-se que existe o grande desafio de tornar
as aulas de matemaética interessantes para criancas e adolescentes, promovendo, em
especial, a conexao de saberes, de tal forma & promover contextualizacao e significado.

O Numero de Ouro e a Sequéncia Fibonacci podem agregar nesta busca, haja
vista, estarem nitidamente conectados, o que também pode ser trabalhado em sala de
aula. Ressalta-se que, a conexao encontrada entre o Numero de Ouro e a Sequéncia
Fibonacci, apesar de utilizar os conceitos de limites (o que sera realizado aqui), pode
ser compreendida pelos alunos de nivel béasico utilizando-se da Tabela 1, adaptada de
[7].

Antes de demonstrar a efetiva relagao entre o Nimero de Ouro e a Sequéncia Fibo-

nacci, faz-se necessario apresentar dois resultados prévios, adaptados de [23].

Lema 1. Demonstracao. Se a € R e a > 1, entao lim a" = +o0
n—oo
Sejaa=14+h,h>0

Desenvolvendo (1 4 h)"™ através do Binomio de Newton, tem-se:

(1+h)”=1+(7f)-h+(g>-h2+---+(n)-h”

n

De forma que:

(1+h)”:1+(?)-h7paran21
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Tabela 1: Razoes entre Numeros Fibonacci Consecutivos

fut1 Resultado

fn

1/1 1
2/1 2
3/2 1,5
5/3 1,666
8/5 1,600
13/8 1,625

21/13 1,6153

34/21 | 1,6190

55/34 1,6176

89/55 | 1,6181

144/89 | 1,6179

Portanto,
(1+h)"=14n-hVn>1
Como h > 0 lim,,_, 1 + nh = 400, logo:
lim a" = 400
n—oo
Procede-se com a demonstracao do Lema 2.

Lema 2. Se a € R e |a| < 1, entdo lim, ,,, a™ =0

Observando que

lim S, = 400, entao lim — =0

n—o0 n—o0 n
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De modo que, de:

la| < 1, segue que al > 1, entao:
a
: 1
lim ¢" = lim — =0

n—o0 n—oo —

Uma vez que,

Conforme o Lema 1.
O

Com os dois resultados demonstrados, Lema 1 e Lema 2, pode-se demonstrar o
teorema desejado. Segundo [3], esta relagdo entre o Numero de Ouro e a Sequéncia
Fibonacci, foi descoberta em 1611 pelo alemao Johannes Kepler. Segue o teorema e a

demonstragao.

Teorema 9. A razao entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci con-

verge para o nimero de ouro quando n tende para o infinito.

n—oo n

Demonstracao:

Utilizando a Formula de Binet para (n + 1) e n, tem-se:

Logo,
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S

5

S

1_
Como —1 < <1+

) < 1, tem-se que:
n n+1
lim L-v5 lim 1-v5 0
1 —= _— =

lim 7 — 1+\/5:¢
n—00 fn 2

Portanto,

O

Uma vez que a Formula de Binet foi utilizada na demonstracao anterior, torna-se
interessante mencionar que esta pode ser escrita em funcao do nimero de ouro. Segue

a demonstracao. A férmula de Binet pode ser escrita em funcao do niamero de ouro.

Proposicao 6. A férmula de Binet é dada por:
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f - 1 1+ \/3 n 1 \/g n
"5 2 2
Demonstracao:
Sendo:
oo LF V5
2
1—+5
1—¢= V5
2
Substituindo os respectivos termos na formula de Binet, tem-se:
fuo = —=le" — (1 - 9)")
BRG]
Porém, sabe-se que:
1
6—1=2
¢
podendo escrever como:
-1
1—¢= p
Substituindo esse termo na expressao anterior, tem-se:
1 n n
fo=—>=[¢" = (=9)"]

V5

Segue-se com a demonstracao da desigualdade de Fibonacci.
Proposicao 7. Seja f, um nimero Fibonacci, entao vale a desigualdade:
fn = ¢n72,vn > N

Demonstracao:
Pelo Principio da Inducao

(i) A afirmagao ¢ verdadeira, uma vez que:

Pt=gl=d=g-1<1,

Logo,

fi>o¢!
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Paran =2

f2>¢??=¢"=1

Verificando a base da inducao.

(ii) Sendo a hipotese verdadeira Vn tal que 1 < n < k, k € Z, tem-se f > ¢" 2, ela

devera ser verdadeira também para n = k + 1, conforme tem-se:

frorr = [+ fom1 > ¢k—2 + ¢k—3 — ¢k—1

concluindo a prova.

]

Tendo sido provado que f, > ¢" 2, pode-se provar, por induc¢io, o seguinte corols-

rio:

Corolario 1. f, > ¢"
Demonstracao:
Paran=1, fi=1<¢
Paran =2, f, < ¢?
Supondo que a afirmacao é verdadeira para todo n tal que 1 < n <k, com k € 7Z,

pode-se provar que ela também é verdadeira para n = k + 1, como segue-se:

fe < oF
fro1 < F

Somando-se as equacoes e utilizando a formula da recursividade, tem-se:

P P T
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4 Propostas de Aplicacao no Ensino Basico e Técnico

A partir daqui comeca-se a discutir as possibilidades de aplicacao dos conceitos relaci-
onados ao Numero de Ouro e a Sequéncia Fibonacci em sala de aula de ensino basico.
Partindo de todo o referencial tedrico desenvolvido, pode-se aplicar tais conhecimentos
no nivel médio e técnico com assertividade maior. Como mencionado e estudado por
[11], um problema matematico ndo deve ser tratado como um caso isolado, mas como
um passo para alcangar a natureza interna da matemaética, assim como seus usos e
aplicagoes. Para [11], um problema é tudo o que nao se sabe fazer, mas existe interesse
em resolver.

Agora, deve-se compreender conceitos relacionados a aprendizagem significativa.
Entende-se, através de [13] e [12], que aprendizagem significativa caracteriza uma forma
de aprendizado onde o aluno consiga visualizar claramente o objetivo e quais compe-
téncias ird adquirir com determinado estudo. Portanto, a Aprendizagem Significativa
muito se assemelha ao que se conhece por aprendizado por competéncias, estando muito
proximo também ao que se conhece por metodologia de ensino interacionista.

Na metodologia interacionista, o aluno deixa de ser um agente passivo e passa a
“tomar as rédeas” do seu proprio aprendizado. Essa metodologia, em contraposicao as
metodologias cléssicas, faz com que o professor se torne um mediador do conhecimento,
perdendo a posicao de agente principal do processo de ensino e aprendizagem. Surgem
aqui algumas perguntas, por exemplo: Como intervir de forma construtiva no pro-
cesso de aprendizagem dos alunos, ou ainda, como fazé-los ter interesse pelos assuntos
inerentes & matematica?

Muitos comentarios podem ser tecidos aqui, uma vez que muitos estudos sao dirigi-
dos na direcao de proposicao de métodos e praticas docentes ativas para a conducao do
processo pedagodgico, muitos destes métodos utilizam os conceitos inerentes a aprendi-
zagem significativa.

A matematica, enquanto componente curricular obrigatéria do curriculo nacional
comum, tem nobre funcao de auxiliar na construcao da cidadania, na medida em que a
sociedade se utiliza, cada vez mais, de conhecimentos e recursos tecnologicos, dos quais
os cidadaos devem se apropriar [14]. Ressalta-se que novas tecnologias, assim como
avancos nas atuais, ocorrem quase que diariamente, de modo que fica cada vez mais

necessario pensar na educacao como ferramenta para a mudanca de pensamento.

45



4.1 Ensino Béasico - Nivel Médio

4.1.1 Proposta de Aplicagao 01 - Conjuntos Numéricos

A primeira atividade a ser realizada com os alunos de nivel médio devera ser desen-
volvida no intuito de fazé-los compreender, analisar e diferenciar ntimeros e conjuntos
numéricos. Nesse caso, é interessante utilizar relagoes de pertinéncia, solicitando aos
alunos que preencham tabelas, onde identifiquem se determinados niimeros se encaixam
ou nao nos referidos conjuntos. Todavia, partindo para uma aprendizagem significa-
tiva, pode-se propor situacoes problemas onde a caracterizagao destes niimeros sejam
necessarias, por exemplo, para o caso de dizimas periddicas, deve-se ensinar mais do
que apenas a conversao do formato decimal para uma fracao. Deve-se relacionar o
conceito de dizima peridédica, apontando para o conjunto dos ntimeros racionais, sendo
esse um modo de relacionar os dois conhecimentos.

A Tabela 2 apresenta uma das possibilidades de se montar a referida tabela.

Tabela 2: Tabela da Atividade nimero 01
Namero N[|Z|Q|TI

5 ¢l ¢|le|¢
0,333333...

-0,543543543...

Nessa atividade, é importante mostrar aos alunos que um nimero em formato de
fracao pode ser descrito como um nimero decimal. Nesse momento, aproveitar e res-

saltar que dizimas periddicas podem ser descritas como fracoes, ensinando-os a técnica
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para representar dizimas por suas fracoes geratrizes, isso pode ocorrer de forma espon-
tanea, porém, é muito provavel que existam alunos que classifique uma das dizimas
como sendo um nimero irracional.

Contextualizar é necessario e da mesma forma, tornar interdisciplinar. Alguns
alunos podem classificar um mesmo ntimero ao mesmo tempo como racional e irracional.
Além de explicar a diferenca entre os dois no enunciado matematico, pode-se mostrar

44177 e

as regras gramaticais, onde os alunos devem compreender a aplicacao do prefixo
o carater de negacao.

Outro ponto importante nessa atividade, é fazer com que os alunos compreendam
que, todos os niimeros naturais estao contidos nos inteiros, do mesmo modo que todos os
inteiros estao contidos nos racionais. O professor podera fazer isso utilizando diagramas

e as relacoes de inclusao.

4.1.2 Proposta de Aplicagio 02 - Modulor e Retangulo Aureo

Situagoes problemas sdo muito bem vindas. Entende-se por situacao problema, uma
questao cujo intuito nao seja apenas o de verificar o conhecimento matemaético do
aluno, mas também, a sua capacidade de interpretagao e criatividade para solucao de
problemas, além, é claro, da sua capacidade de transportar conceitos matematicos para
problemas cotidianos.

Uma outra possibilidade de trabalho em sala de aula, dar-se-4 com a construcao
de figuras geométricas, relacionando-as com obras arquitetonicas. O que ainda fornece
uma enorme possibilidade de tornar o assunto interdisciplinar, haja vista a possibi-
lidade de mesclar uma aula de Geometria com Historia da Arte e, até mesmo com
Histoéria. Nesse contexto, deve-se trabalhar fato de que muitos matematicos e cientis-
tas desde cedo buscavam na propria matematica algo que tornasse objetos agradaveis
aos sentidos humanos. Uma dessas buscas resultou no Modulor, um sistema proporcio-
nal que forneceria uma medida harmoénica para a escala humana. A Figura 4 adaptada
de [16] ilustra este sistema proporcional.

Um dos grandes exemplos na geometria, sao os trabalhos de Leonardo da Vinci, tal
como realizado na sua tradicional representacao do homem em forma de uma estrela
de cinco pontas. Ainda mencionando Da Vinci, um dos seus trabalhos mais célebres é

a Mona Lisa, apresentando os retangulos aureos em miultiplos locais.
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Figura 4: Modulor

Diante do exposto, tem-se, agora, referencial tedrico suficiente para embasar uma
segunda aula, aula esta que tratara da construcao do retangulo aureo. Podem ser pen-
sadas em aulas que envolvam, inicialmente, a explicacao deste conceito, bem como sua
construcao, ou ainda, a busca de retangulos dureos dentro de uma figura previamente
definida. Essa aula, podera ainda, ser trabalhada em conjunto com a Historia da Arte,
fazendo com que os alunos verifiquem que na era renascentista, a perfeicao e a beleza
eram bastante exploradas nas obras do periodo renascentista.

E interessante, inicialmente definir aos alunos o que é o retangulo &ureo, como
se segue. A Figura 5 ilustra um retangulo com dimensoes tais, que se obedecido &

Definicao 4, sera um retangulo aureo. Para isso, deve-se valer a relacao:

xr 2
= — Yy —yr=ux
y—x

AD EF )

AB  ED

SHESS

= 2 +yr—y =0 (18)

Definicao 4. Chama-se retingulo dureo qualquer retdngulo no qual a razao de suas
medidas obedece a razao durea com a sequinte propriedade: se dele retirar-se um qua-

drado, o retingulo restante serd semelhante ao retangulo original.

48



Figura 5: Retangulo Aureo e suas dimensdes.

A Figura 6 ilustra a aplicacao do retangulo dureo em uma obra renascentista.

Figura 6: Retangulo Aureo na obra Monalisa, Da Vinci.

Na Expressao 18, as proporc¢oes serao conduzidas a ¢, ou seja, ao nimero de ouro.
Entao, o novo retangulo C DEF, interior ao primeiro, também serd aureo, construindo

um quadrado no novo retangulo aureo interior ao primeiro, obtém-se outro retangulo
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interior a este segundo, sendo este, um processo infinito. Dessa forma, o professor
devera estar atento, pois além das dificuldades inerentes & Geometria, os alunos podem
ter dificuldades também no processo de solugao da equagao de segundo grau. O profes-
sor devera nao apenas lembra-los do que é a equacao de segundo grau, como também
os métodos de solucao, propondo exemplos numéricos e situacoes problemas.

Os conceitos de razao e propor¢ao também podem ser pontos de dividas dos alunos.
Nesse ponto, o professor deverad relacionar o conceito de razao a divisao, bem como o
conceito de proporcao associado a igualdade de razoes. Nesse ponto, pode-se propor
aos alunos problemas praticos relacionados a proporgoes, mostrando, por exemplo, a

diferenca entre grandezas "diretamente proporcionais"e "inversamente proporcionais".

4.1.3 Proposta de Aplicagao 03 - Nimero de Ouro na Natureza

Em [3] apresenta-se que, em determinadas flores, as sementes estao no centro, em certa
ordem, tendo como exemplo, sementes de girassol, que estao dispostas em espirais lo-
garitmicas que tanto curvam para a esquerda quanto para a direita, onde, o niimero de
espirais em cada dire¢do sdo (quase sempre) niimeros vizinhos na Sequéncia Fibonacci.
Isso por si s6 ja permite pensar-se em uma aula bastante contextualizada, podendo,
inclusive, ser ministrada de forma interdisciplinar juntamente com contetidos de Bota-
nica. A Figura 7 adaptada de [3], ilustra a espiral logaritmica encontrada na flor de
girassol.

Segundo [5] recorrendo-se aos quadrados construidos na proposta de aplicacao Nu-
mero 02 e, utilizando-se de compassos, tracam-se arcos que sao quartos de circunfe-
réncias contidos em cada um dos quadrados. Estes arcos dao origem a uma curva que
é denominada de espiral durea. A Figura 8, adaptada de [5], ilustra a construcao da
espiral durea.

Para essa proposta de aplicacao é necessario que o docente mostre aos alunos o
processo de ordenar os quadrados construidos em ordem crescente dos tamanhos dos
lados, nesse ponto, é interessante a utilizacao da régua e/ou o escalimetro. Utilizando
papel sulfite, construir sete quadrados de modo que as medidas dos lados correspondam

aos sete primeiros nimeros da Sequéncia Fibonacci.
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Figura 7: Espiral Logaritmica na flor de Girassol.

4
\_

Figura 8: Espiral Aurea
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Segue uma sugestao de processo de construcao da espiral durea adaptada de [18]:

Coloque o quadrado cujo comprimento do lado é o segundo niimero da sequéncia

de Fibonacci acima do primeiro.

e Coloque o quadrado cujo comprimento do lado é o terceiro nimero da sequéncia

de Fibonacci a direita dos anteriores.

e Coloque o quadrado cujo comprimento do lado é o quarto nimero da sequéncia

de Fibonacci abaixo dos anteriores.

e Coloque o quadrado cujo comprimento do lado é o quinto nimero da sequéncia

de Fibonacci a esquerda dos anteriores.

e Coloque o quadrado cujo comprimento do lado é o sexto nimero da sequéncia de

Fibonacci acima dos anteriores.

e Coloque o quadrado cujo comprimento do lado é o sétimo ntimero da sequéncia

de Fibonacci a direita dos anteriores.

Terminada a construgao coloca-se a ponta seca do compasso no vértice do lado
direito comum aos dois quadrados menores, tracando um quarto de circulo em cada
um desses quadrados. Dando continuidade, tracar um quarto de circulo nos demais
quadrados para formar a Espiral Aurea.

Ressalta-se que uma figura no formato gif (animagao) desse processo de construgao,

esta disponivel no Blog da Obmep, no link disponivel na referéncia bibliografica [18].

4.1.4 Proposta de Aplicagdo 04 - Triangulo Aureo

Seguindo com as aplicacoes em Geometria Plana, outra figura que pode ser construida
é o Triangulo Aureo. Para essa aula, o professor deve estar atento a eventuais davidas
no que tange aos conceitos de geometria. A construcio do Triangulo Aureo envolve o
conhecimento de semelhanca de triangulos, isso quer dizer que primeiramente o profes-
sor devera explicar esse assunto aos alunos. Mostrando a propriedade fundamental da
semelhanca de figuras, onde, para um determinado triangulo, ao desenhar-se uma reta
paralela a um dos trés segmentos, os dois triangulo formados sdo semelhantes entre si.

A Figura 9 ilustra a construcio do Triangulo Aureo.
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Figura 9: Triangulo Aureo

Uma vez que ja fora explicado em outros momentos os conceitos de razao e propor-
¢ao, a razao de semelhanca terd uma explicacao facilitada. Apods a explanacao acerca
da semelhanca de triangulos, deve-se explicar o Triangulo Aureo.

O triangulo aureo caracteriza-se como sendo um triangulo isésceles ABC com éan-
gulos de base 72° e angulo do apice de 36°. O triangulo dureo é encontrado em outras
figuras dureas, como no pentagrama aureo. Para sua construcao, deve-se considerar
um triangulo isésceles ABC cujos angulos de base valem o dobro do terceiro angulo.
Como a soma dos angulos ¢ 180°, esse triangulo possui angulos de 36°, 72° e 72°.

Tracando a bissetriz de um angulo da base até o lado oposto, formando o triangulo
DCB. Nota-se que o novo triangulo possui os mesmos angulos do triangulo anterior e,
portanto, eles sao semelhantes. Repare também que como os angulos DAB ¢ DBA
sao iguais, os lados AD e BD também sao iguais. Chamando a medida AB de r e a
medida AD = BD = AC de x.

Por semelhanca, tem-se:

. (19)

Desenvolvendo, obtém-se:

r?—rz—2? =0 (20)

Segue-se que:
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r=—" (21)

logo,

Z - (22)

sendo, © a razao aurea e o triangulo é &ureo.

4.1.5 Proposta de Aplicacao 05 - Ntimero de Ouro e o Corpo Humano

Uma quinta proposta de aplicagao dos conceitos de nimero de ouro e sequéncia Fi-
bonnaci para ensino médio, é, agora, realizada. O eixo articulador e central desta
proposta é o nimero de ouro. Serd necessario que o docente esteja preparado para
utilizar conceitos de escalas, utilizar medicio com fita métrica, além da calculadora. E
interessante solicitar aos alunos que levem a calculadora no dia da aula, além de fitas
métricas.

Como ja foi abordado em uma outra proposta de aplicagao, o Numero de Ouro é
encontrado abundantemente na natureza e no proprio ser humano. Dessa forma, existe
a possibilidade de fazer com que os alunos identifiquem a razao aurea no proprio corpo.
Inicialmente, pode-se solicitar que os alunos, divididos em grupos, mecam a altura de
um dos componentes (A), bem como a altura do umbigo (B), altura da face do queixo
ao alto da testa (C) e por fim, a altura da face do queixo até os olhos (D), anotando os
resultados na Tabela 3, repetindo o processo para outro aluno componente do grupo e

anotando os resultados medidos na Tabela 4.

Tabela 3: Tabela da Atividade ntimero 05 - Primeiro Componente

Medida A | Medida B | Medida C | Medida D

Tabela 4: Tabela da Atividade ntimero 05 - Segundo Componente
Medida A | Medida B | Medida C | Medida D
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Esta ¢ uma oportunidade, inclusive, de trabalhar alguns conceitos de estatistica,
uma vez que pode se solicitar que os alunos calculem a média das varias alturas dos
colegas de turma, além de propor calculo de mediana, moda e até mesmo desvio padrao.

Retornando ao tema principal, apoés realizar o que solicitado preenchendo as Tabelas
3 e 4, os alunos deverao utilizar a calculadora a fim de calcular as razoes entre os
resultados obtidos nas medicoes, preenchendo a Tabela 5, preenchendo-a para os dois

estudantes medidos em cada grupo.

Tabela 5: Tabela da Atividade namero 05 - Calculo das Razoes
A/B|C/D

Nesse ponto, é interessante, uma vez que pode-se tratar dos conceitos de estatistica,
solicitar que os alunos conversem entre os grupos a fim de compararem os resultados
obtidos uns com os outros.

Os alunos deverao perceber que apesar de as medidas variarem de pessoa para
pessoa, a razao de proporcionalidade que rege a beleza é a mesma para a maioria das
pessoas. Este ntimero é uma aproximacao do Numero de Ouro.

Ainda utilizando réguas, fitas métricas e calculadoras, é interessante fazer com
que os alunos reconhecam retangulos aureos em construgoes consagradas, dessa forma,
poderao encontrar na arquitetura a Razao Aurea. Nesse ponto, torna-se interessante
abordar o conceito de escala. O professor, quando selecionar as construcoes que desejar
utilizar em sala, podera definir uma escala no desenho para que os alunos possam cal-
cular o valor exato das alturas das construgoes. A seguir, algumas delas sao mostradas.
A primeira, Figura 10.

A Figura 11, a Figura 12 e a Figura 13, foram adaptadas de [19], ilustrando algu-
mas das possibilidades de estruturas arquitetonicas que podem ser trabalhadas com os

alunos, envolvendo, inclusive, aulas de Historia da Arte.
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Figura 10: Universidade de Moscou

Figura 11: Arco de Septimio - Roma
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Figura 12: Arco do Triunfo - Paris

Figura 13: Parlamento Alemao - Berlim
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4.2 Ensino Basico - Nivel Técnico

4.2.1 Proposta de Aplicagao 01 - Otimizacgao

De modo geral, um problema de otimizacao é formulado através de uma funcao objetivo,
ou seja, uma funcao que associa cada ponto no espaco de solugoes & um ntmero real.
Essa solucao é basicamente um processo de criacao de algo que é o mais eficiente o
possivel. Este nimero permite medir a qualidade de uma resposta: no problema de
minimizacao, quanto menor esse valor, melhor; nos problemas de maximizacao, ocorre
justamente o inverso. Na busca de valores 6timos, o primeiro passo é identificar as
variaveis de decisao. Seguindo com a identificacao das possiveis solucoes, é necessario
avaliar cada uma dessas solucoes corretamente para comparéa-las e registrar as melhores
respostas [22].

Dentro os muitos métodos de otimizacao, tém-se os chamados Métodos Determi-
nisticos. Estes sao utilizados quando é possivel prever todos os passos, conhecendo
seu ponto de partida. Esse tipo de método leva sempre & mesma resposta se partir-se
do mesmo ponto inicial. Em oposicao a esses métodos, tém-se os chamados Métodos
Estocasticos ou Aleatorios que apresentam carater aleatorio de varios processos simu-
lados. Escolhas sao feitas com base em nimeros aleatorios sorteados no momento de
execucao do codigo. Dessa forma, partindo de um mesmo ponto inicial, cada execucao
do cédigo seguird um caminho e possivelmente levara a um resultado diferente.

A forma genérica de problemas de otimizacao é dada da Defini¢ao 10.

Teorema 10. Minimizar f(X)
Sujeita a X € S,

onde f : " = Re S C R S é chamado de Conjunto Factivel. O vetor X =
[x1, X9, ..., x,] € composto pelas variaveis do projeto [20]. As Definigbes 11 e 12 apre-

sentam os dois tipos de soluges para o problema apresentado na Definicao 10 [20].

Teorema 11. Um ponto X* € S € um minimizador local de f em S se e somente se
existe € > 0 tal que f(X) > f(X*)V X € S tal que [| X —=X*|[ < e. Se f(X) > f(X*)V
X € Stal que X # X* e || X — X*]| <, considera-se que se trata de um minimizador

local estrito em S.

Teorema 12. Um ponto X* € S é um minimizador global de f em S se e somente se
f(X) = f(X) ¥ X € 8.
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Se f(X) > f(X*)V X € S tal que X # X*, considera-se que se trata de um minimi-

zador global estrito em S.

Um dos métodos de otimizacio existentes é o conhecido por Busca da Razao Aurea.
Este método é similar ao método da bisseccao para localizar raizes, método este que
depende da defini¢do de um intervalo, especificado por uma aproximagao inferior (x;) e
outra superior (z,) que delimitem uma tnica raiz. A presenca de uma raiz entre estes
valores era verificada determinando (f(x;)) e (f(x,)) tinham sinais diferentes, desse

modo, a raiz estimada estd no ponto médio do intervalo, ou seja:

Ty + Ty
Tp = ———
2
Porém, agora deseja-se nao mais encontrar uma raiz, mas sim um valor minimo de

(23)

uma fun¢ao unidimensional, conforme ilustrado na Figura 14, adaptada de [22].

Filx) &

.-';.-":_:l o |
ol . - o
g Minimo fi) ¥ ---——--vfz-fj':_?’{-'l .'.l.l {
Il i () 1

:’, Maximo fixy - O B S

f i

Figura 14: Otimizacao Unidimensional

No método da bissec¢ao descrito em |21], o objetivo é encontrar um ponto de minimo
no intervalo descrito, uma vez que nesse ponto ocorre uma mudanca de sinal, sendo
o valor intermediario entre eles a aproximacao de um zero. Porém, em questao de
otimizacao, serao necessarios dois valores intermediarios da funcao para detectar uma
ocorréncia de minimo. Tornar essa abordagem mais eficiente é o mesmo que realizar
uma escolha adequada destes pontos intermediarios. No método de busca da razao
aurea, essa escolha dos pontos intermediarios sao escolhidos de acordo com a razao

aurea, onde:

Ty =x + d (24)
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onde

d=(¢—1)(xu — 1) (26)

Ao ser calculada nestes dois pontos interiores, podem ocorrer dois resultados, se
f(z1) < f(xq), entdo f(z1) é o minimo, desta forma, a parte do dominio de = que esta
a esquerda de x5 pode ser eliminado, pois nao contém minimo. Nesse caso, x5 é 0 novo
valor de z; para a proxima rodada, porém, se f(x2) < f(x1), entdo f(x2) é o minimo,
podendo ser descartado o dominio & direita de x; e neste caso, x; se torna o novo x,,
para a proxima rodada.

Por tratar-se de um algoritmo iterativo, os primeiros valores de z; e x5 foram
escolhidos utilizando a razao aurea, de modo que nao serd necessario recalcular todos
os valores da funcao para a proxima iteracao, sendo o antigo z; tornando-se o0 novo s
e assim sucessivamente até completar o algoritmo. Ressalta-se que a cada rodada de
iteragdo, o intervalo que contém o ponto extremo é reduzido por um fator de (¢ —1) ou
seja, proximo de 61,8%, o que quer dizer que em dez rodadas, o intervalo foi encolhido
para 0,8% do tamanho inicial [21] e [22].

Sabe-se que aplicar os conceitos de otimizacao em ensino médio nao é uma proposta
facil, por isso, opta-se por propor essa utilizacao no Ensino Técnico e, mais especifica-
mente, aos alunos do Técnico em Automacdo da Faculdade Senai de Tecnologia Italo
Bologna, em Goiania, Goids. Inicialmente, foi proposta uma aula onde os conceitos
referentes ao Numero de Ouro foram explicados, mostrando as suas aplicagoes em va-
riadas areas, para depois, mostrar e explicar o algoritmo de otimizacao, explicando-o.

Propoem-se alguns problemas na area de automacao. Em virtude do tema, buscou-
se auxilio de um professor da instituicao, este, propos uma aplicagao para o calculo de
parametros de controladores Proporcionais Integrais Derivativos (PID), em uma malha
de controle de temperatura.

De forma resumida, o algoritmo de otimizacao pela busca da razao aurea, assim

como os resultados da aplicagao, sao apresentados no Capitulo 5.
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5 Resultados e Discussao

5.1 Ensino Médio

5.1.1 Proposta de Aplicacao 01

As propostas de aplicacao mencionadas no Capitulo 4 foram realizadas durante as aulas
de matemaética no ensino médio do Colégio Estadual da Policia Militar de Goiés, Dr.
Cézar Toledo, situado em Anapolis - Goids. As propostas foram realizadas para os
alunos do 1° Ano do Ensino Médio, turmas A e B do turno matutino.

Inicialmente, realizando a proposta nimero 01, ap6s breve explanacao tedrica acerca
do tema, foram entregues aos alunos tabelas semelhantes a que é apresentada na Ta-
bela 2 no Capitulo 4. Como era esperado, as maiores dificuldades dos alunos foram
na diferenciacdo de niimeros racionais e irracionais quando estes sao apresentados na
forma decimal.

Os dados sobre o preenchimento das tabelas de identificacao dos conjuntos numé-

ricos foram compilados e separados de acordo com os seguintes critérios:

e Conseguiram identificar ntimeros naturais (A);

e Conseguiram identificar nimeros naturais, marcando que eram pertencentes ao

mesmo tempo ao conjunto dos naturais e inteiros (B);

e Conseguiram identificar nimeros naturais, marcando que eram pertencentes ao

mesmo tempo ao conjunto dos naturais, inteiros e racionais (C);

e Conseguiram identificar nimeros naturais e inteiros marcando que eram perten-

centes a0 mesmo tempo ao conjunto dos inteiros e racionais (D);
e Identificaram o niimero 7 como irracional (E);

e Souberam reescrever dizimas peridédicas na forma decimal para a forma de fracao
(F);

e Apresentaram dificuldade na identificacao dos conjuntos quando se tratava de

nimeros negativos (G);

e Nio identificaram nenhum dos nimeros como sendo irracionais (H);
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Tal como proposto, o preenchimento da tabela serviu como avaliacao diagnostica,
haja vista conhecer os pontos de maiores dividas dos alunos. Havendo identificado
a deficiéncia na identificacao dos niimeros na forma decimal, procedeu-se com a ex-
plicacao de dizimas peridédicas e dizimas nao periodicas, bem como o método para
transformar as dizimas em fracoes. Ao realizar a transformacao das dizimas da forma
decimal para fracoes, os alunos compreenderam o significado de: = | x = § onde, a e
beZeb#N0.

A Tabela 6 apresenta o levantamento de informacgoes oriundas da aplicagao da

atividade de identificacao dos conjuntos numéricos antes da explicacao em sala.

Tabela 6: Identificacdo dos Conjuntos Numéricos Antes da Explicacao em Sala

Critério | Percentual

A 35%

25%

12%

12%

12%
5%
95%

o | Q"9 8|0 Q| w

90%

Apesar dos alunos do primeiro ano do ensino médio ja terem estudado este contetido
no decorrer das aulas de algebra, notou-se que tal contetido ainda nao havia sido cor-
retamente assimilado pela grande maioria, de modo a causar debates interessantes em
sala sobre o assunto, especialmente quando perguntados sobre o nimero 7 e sobre /2
e seus multiplos. O que foi um momento oportuno para demonstrar em sala o carater
irracional de ambos. Outro ponto que deve ser mencionado é que os alunos pergunta-
ram o motivo pelo qual a divisao por zero nao existe, havendo outra possibilidade de
explicacao.

A Figura 15 e a Figura 16 apresentam a aula realizada sobre o assunto na turma

1° ano A.
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Figura 15: Explicacao nas turmas de primeiro ano.

Por fim, como estava-se trabalhando com logaritmos, houve ali, possibilidades con-
cretas de esclarecer duvidas dos alunos, por exemplo, sobre a Tabua de Logaritmos.
Ao final da explicacao, foi aplicada nova tabela de identificacdo de nimeros a fim de
verificar-se a efetividade do aprendizado promovido naquele momento.

A Tabela 7 apresenta o levantamento de informacgoes oriundas da aplicagao da
atividade de identificacao dos conjuntos numeéricos apos a realizacao da atividade em

sala.

Figura 16: Explicagao nas turmas de primeiro ano.
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Ressalta-se que na segunda tabela para identificacao dos conjuntos numéricos, houve
a substituicao dos niimeros que deveriam ser associados aos conjuntos, especialmente
dos niimeros irracionais. Os resultados apresentados na Tabela 7 mostram a eficacia
deste planejamento, uma vez que os alunos passam nao apenas a identificar correta-
mente o conjunto ao qual o niimero pertence como também identificar as relagoes de

inclusao entre os subconjuntos dos nimeros reais.

Tabela 7: Identificacado dos Conjuntos Numéricos Apo6s Explicagdo em Sala

Critério | Percentual

A 62%

56%

48%

48%

100%

12%

45%
0%

| Q" 8|0 Q| w

A fim de verificar o interesse e aceitacao das aulas propostas, realiza-se um ques-
tionéario com os discentes, de forma que eles deveriam responder, sem identificacao, as

seguintes perguntas:
e Vocé tinha duvidas sobre Conjuntos Numéricos antes desta aula?
e Esta aula lhe auxiliou no esclarecimento de suas duvidas sobre o assunto?
e Aulas contextualizadas facilitam o seu aprendizado?

e Gostou desta proposta de aula?

Ressalta-se que para o desenvolvimento desta proposta, foram utilizadas um total
de 4 aulas de 50 minutos. Sendo desenvolvidas em dias seguidos e em cada dia 2 aulas

seguidas.
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Tabela 8: Questionério de Aceitagao

Questao | Sim | Nao

1 82% | 18%

2 95% | 5%

3 100% | 0%

4 82% | 18%

5.1.2 Propostas de Aplicacoes 02, 03, 04 e 05

As propostas de aplicagao 02 e 03 foram realizadas conjuntamente, uma vez que em
ambas as propostas, os alunos utilizariam equipamentos de desenho, tais como régua,
escalimetro, entre outros. Na proposta ntimero 03, os alunos devem construir espirais
logaritmicas, o que casou-se perfeitamente bem com o conteido que as turmas esta-
vam estudando no fluxo convencional do ensino médio. Para a construcao das figuras
geométricas previstas na proposta de aplicacao niimero 02, aproveita-se do contetido
de Geometria abordado pelo docente de GGeometria, sendo figura de areas planas.

Inicialmente, os alunos foram apresentados ao contetido de logaritmos, foi explicado
como se formam, historico, definicao, consequéncias da definicao e propriedades. Foram
realizados exemplos e algumas situacoes problemas, incluindo, resolucao de equagoes
exponenciais, isto, na primeira aula. Esta etapa de fundamentacao teodrica esté apre-
sentada na Figura 17.

Apos a explanacao teérica acerca dos temas, com o auxilio do professor de Geo-
metria e do professor de artes do colégio, dividiu-se os alunos em grupos de 04 & 06
integrantes para que pudessem discutir o tema além de realizar a atividade proposta,
tal como visto na Figura 18 e na Figura 19.

Utilizando a impressora do colégio, imprimiu-se uma série de imagens de obras
arquitetonicas onde os alunos pudessem identificar a presenca de retangulos aureos.
Estas imagens foram devidamente examinadas pelo professor de Artes, bem como pelos
professores de matematica, para que, além de haver certeza da aplicacao da proporc¢ao
aurea, fosse verificada a escala em que estavam as imagens.

Desta forma, além de realizar o estudo do tema, houve também o estudo de Escalas,

Geometria Plana, Historia da Arte, entre outros.
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Figura 17: Fundamentagao tedrica para as propostas de aplicagao 02, 03 e 04.

Foi notoério o envolvimento dos alunos, uma vez que, pela primeira vez, assistiram
a aula com mais de um professor e, especialmente, com professores de areas diversas.
No decorrer da aula, os alunos fizeram perguntas variadas, nao apenas sobre o Niimero
de Ouro e & Divina Proporc¢ao, mas sobre figuras geométricas, arquitetura, histoéria da
arquitetura e da arte de modo geral.

A fim de verificar o interesse e aceitacao das aulas propostas, também realiza-se um
questionario com os discentes, de forma que eles deveriam responder, sem identificacao,

as seguintes perguntas:

e Voceé avalia de forma positiva a interdisciplinaridade nas aulas?
e A presenca de professores de outras disciplinas aumenta o seu aprendizado?
e Gostaria de ter mais aulas como esta?

e Gostou desta proposta de aula?

A Tabela 9 apresenta os resultados do questionario de aceitacao.
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Figura 18: Divisao dos grupos de trabalho.

Tabela 9: Questionério de Aceitagao

Questao | Sim | Nao

1 84% | 16%

2 88% | 12%

3 92% | 8%

4 92% | 8%

5.2 Ensino Técnico

5.2.1 Otimizacdo - Método da Secdo Aurea

Uma proposta de aplicacao para o ensino técnico que envolva a razao aurea é a sua uti-
lizacao em um método de busca unidimensional que utiliza a razao durea para realizar
a reducao do intervalo de incerteza, conforme ja discutido no Secao 4.1, onde definiu-se
que o problema de otimizacao, é de modo geral, um problema de minimizacao ou de

maximizagao.
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Figura 19: Divisao dos grupos de trabalho.

Por se tratar de uma proposta de aplicacao para ensino técnico, buscou-se uma
parceria com professor da instituicdo SENAI (Servigo Nacional de Aprendizagem In-
dustrial), departamento regional de Goias e mais especificamente, na turma do curso
técnico em Automacdo Industrial na Faculdade de Senai de Tecnologia Italo Bologna,
em Goiania. O docente, Prof. Me. Eng. Leovir Cardoso Aleluia Junior, bacharel em
Engenharia de Controle Automacao e Mestre em Engenharia Elétrica, ministrou mini-
curso onde os alunos do referido curso técnico, utilizaram do método de otimizacao da
secao aurea para otimizar determinados processos.

Inicialmente, realizou-se uma explanacao teodrica acerca do assunto otimizagao, uma
vez que a ementa do referido curso técnico em Automacao Industrial nao contempla o
tema. Limitando-se & formas graficas de enxergar a otimizacgao e explorando exclusiva-
mente formas matematicas triviais para explici-la, o professor seguiu com a explicacao
da linguagem matlab, linguagem na qual o algoritmo é implementado.

Realizou-se também a explanagao tedrica acerca do Nimero de Ouro, Sequéncia
Fibonacci, e demais temas, além de suas aplicacoes em arquitetura e demais ciéncias.
Em seguida, desenvolveu-se a explicacao do método de otimizacao baseado na secao
durea.

O objetivo do minicurso era desenvolver um controlador de temperatura onde os
parametros do elemento de controle sao otimizados, de modo & tornéa-lo mais eficiente a
eventuais variacoes de temperatura dentro do sistema. Todavia, esta aplicacao nao faz

parte do escopo do presente trabalho, de forma que aqui limita-se & explicacao realizada
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pelo docente para a realizacao do processo de otimizacao do exemplo fornecido para os

alunos. O algoritmo implementado é apresentado a seguir.

Algoritmo 1: SECAO AUREA

1 inicio

2 | Escolha e >0, facar := (v/5—1)/2
3 a=a+(1—-r)d, 5=a+rd

a | y=fla), yo=f(B)

5 Enquanto (b-a) > €

6 if yy >pentdoa=a,a =05, y1 =1
7 f=a+rb—a)

8 y2 = f(B)

9 senao b=/, f=a, ys =1

10 a=a+(1—-r)b—a)

11 y1 = fla)

12 end

13 end

14 a=(b+a)/2

15 fim

O codigo desenvolvido em linguagem matlab foi implementado utilizando o software
Scilab uma vez que este é gratuito e de programacao extremamente proxima a software
comercial Matlab®. O Seilab possui, inclusive, uma fun¢ao nativa que converte c6digos
implementados em Matlab® para sua propria linguagem.

O docente Leovir, propoe como exemplo que os alunos, utilizando o algoritimo do
método de otimizacao por razao aurea, realizem a implementacao do cédigo a fim de
encontrar o ponto maximo de elevagao de um corpo obedecendo & equacao:

myg

V=1 ef(c/m)t o _(1 . ef(c/m)t) (27)
&

69



onde v é a velocidade deste corpo, g é a gravidade, vy ¢ a velocidade inicial, m ¢é a
massa e t ¢ o intervalo de tempo considerado. Logo, a maxima elevacao ocorre no valor
de t que leve esta equacao para zero. Para o desenvolvimento desta aplicacao, faz-se
necessario desenvolver uma rotina que realize a busca pelo método da secao aurea, tal

como apresentado no codigo a seguir:

function[x,fx,ea,iter] = aureamin(f,x1,xu,es,maxit,varargin)

if nargin<3, error(’sdo necessarios pelo menos 3 paramtros de entrada’);end
if nargin<4||isempty(es), es=0.0001;end

if nargin<5||isempty(maxit), maxit=50;end

phi = (1 + sqrt(5))/2;

iter = 0;

while(1)

d = (phi-1)*(xu-x1);
x1 = x1 + d;

x2 =xu - d;

if f(x1, varargin{:}) < f(x2,varargin{:})
xopt = x1;

x1 = x2;

else

xXopt = x2;

xu = x1;

end

iter = iter +1;

if xopt™=0, ea = (2-phi)*abs((xu - x1)/xopt)*100; end
if ea <= es || iter >= maxit, break, end
end

x = xopt; fx = f(xopt,varargin{:});

Desta forma, a funcao aureamin realiza a busca do ponto 6timo, sendo este um
problema de maximizacao (deseja-se encontrar o ponto de maxima altura). O docente
deixa claro que funcoes mais simples, tal como esta, possuem possibilidade solucao
analitica, todavia, a fim de demonstrar o funcionamento do algoritmo, deseja-se testar

esta busca.
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A fim de "chamar"a funcao, realiza-se o desenvolvimento de uma rotina:

clear; clc;
g 9.81;v0=55;m=80;c=15;2z0=100;t=0:0.01:5;
z = 0(t) - (z0+m/c*x(vO+m*g/c)*(1-exp(-c/m*t)) - m*g/c*xt);

[xmin,fmin,eal=aureamin(z,0,8)

A rotina criada deve retornar o valor minimo da funcao, além do valor de ¢t em que

ele ocorre. A saida do programa criado é mostrada a seguir:

clear; clc;
g 9.81;v0=55;m=80;¢c=15;2z0=100;t=0:0.01:5;
z = Q(t) - (z0+m/c*x(vO+m*g/c)*(1-exp(-c/m*t)) - m*g/c*t);

[xmin,fmin,ea]=aureamin(z,0,8)

xmin =

3.05657

fmin =

-189.7591

Desta forma, a maior elevacao é de 189,7591 metros, ao passo que esta elevacao
ocorre no tempo t = 30,0557s.

Os alunos do ensino técnico da turma, que eram de forma majoritaria oriundos
de escola publica, afirmaram no decorrer da explicacao sobre Nimero de Ouro, nunca
terem estudado tais assuntos no decorrer do Ensino Fundamental e Médio, além de
afirmarem terem tido um severo déficit no ensino de exatas. Estes fatos contribuiram
para o modo como os alunos reagiram no decorrer da aula. A turma reagiu de forma
muito positiva durante a apresentacao de slides sobre o tema, além de mostrarem
grande interesse em utiliza-lo em um problema do cotidiano dos técnicos em automacao.

A titulo de comparagao e levantamento de dados, realizaram-se algumas perguntas

aos alunos:
e Vocé é oriundo de escola piblica, particular ou conveniada?
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e Vocé ja tinha estudado Nimero de Ouro?

e Voceé considera que aplicacoes como estas teriam tornado as aulas de matemaéatica

mais interessantes no periodo em que estudaram?

Seguem os resultados das perguntas em valores percentuais:

Tabela 10: Tipo de Escola de Nivel Médio

Puablica

Privada

Conveniada

85%

10%

5%

A pergunta sobre o tipo de instituicao na qual o aluno concluiu o ensino médio,

justifica-se pois é notorio que na educacao publica, o ensino de matérias exatas ainda

é bastante precarizado quando comparado a educacao privada ou mesmo conveniada.

Este percentual de alunos oriundos da rede publica de alunos, mostrado na Tabela 10,

justifica a dificuldade dos alunos em disciplinas voltadas a matematica.

Tabela 11: Estudo Prévio do Numero de Ouro

Sim | Nao

5% | 95%

Tabela 12: Aplicagoes Contribuiriam com o Ensino de Matemaética

Sim | Talvez

Nao

95% | 5%

0%

Quanto ao percentual de alunos que nunca tinham estudado, ou mesmo ouvido falar

do assunto Nimero de Ouro discutido nas aulas, ¢ um indicador do carater engessado
do ensino béasico. Nota-se que independente da rede de ensino (publica ou privada)

que o aluno seja oriundo, percebe-se que os docentes nao tem priorizado a contextua-

lizacao ou interdisciplinaridade, especialmente quando observado o resultado visto na

Tabela 12, onde 95% dos alunos do ensino técnico, afirmaram que a contextualizacao

teria auxiliado muito no aprendizado quando ainda em nivel médio.
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6 Consideracoes finais

Durante todo o decorrer do trabalho, especialmente na aplicagao das propostas de
atividades em sala de aula, tanto em ensino médio quanto em ensino técnico, nota-se
que a realizacao de aulas com objetivos previamente definidos, bem como estratégias
de ensino aprendizagem também pensadas previamente, tornam a execucao da aula
agradavel, além de chamar muito mais a atencao dos alunos, especialmente quando
estas aulas sao contextualizadas e recheadas com significados presentes no cotidiano
discente.

A primeira proposta de aplicacdo, Identificacao dos Conjuntos Numéricos, possibili-
tou que fossem identificados déficits no conhecimento prévio dos alunos, especialmente,
por se tratar de conteido que tinham visto a pouco tempo, no primeiro semestre do
ano. As pesquisas de aceitacao realizadas em sala, mostraram que os alunos nao so6
se agradam de aulas contextualizadas e interdisciplinares, como também aprendem de
forma mais clara, fazendo-os realmente interagirem com o contetdo.

Ainda sobre as propostas de aplicacao em nivel médio, nota-se, através dos resul-
tados encontrados nas pesquisas de aceitacao realizadas em sala de aula que ainda
existem enormes barreiras a serem quebradas no que tange a interdisciplinaridade. Os
alunos, apesar de relatarem que gostaram muito da experiéncia de terem mais de um
professor e de mais de uma &rea na mesma sala, relataram certa dificuldade em as-
similar tal situacao, uma vez que ainda hoje existe uma grande fronteira entre duas
disciplinas ou areas de estudo.

Foi notoério o aumento do interesse dos alunos nas aulas quando estas foram con-
textualizadas e interdisciplinares, notou-se também a reagao positiva da turma quando
a sala tornou-se um laboratério, quando puseram as maos em lapiseiras, réguas, mon-
taram grupos de trabalho e realizaram atividades praticas. Pode-se notar, inclusive,
habilidades de lideranca em alguns alunos, de modo & corroborar com a literatura
acerca de aprendizagem significativa e baseada em competéncias.

No ensino técnico e, especialmente no curso técnico em automacao industrial, nota-
se uma grande dificuldade dos alunos em matematica, o que é explicado nao somente
pela maioria absoluta da turma ser oriunda da rede publica como também pelo tempo
fora da sala de aula. No SENAT este curso tem uma Unidade Curricular (disciplina) cha-
mada Fundamentos da Eletrotécnica, cuja ementa se inicia com o matematica bésica.
Partindo de operacoes matematicas basicas, passando pelo estudo das mais diversas

funcoes. De modo que em conversas com os docentes, notou-se que grande parte das
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reprovacoes e da evasao acontece justamente nesta matéria basica, haja vista ser ligada
a matematica.

Este trabalho fornece um primeiro passo na direcao de trabalhar a matematica de
forma diferente no ensino técnico, uma vez que mostra um estudo de caso sobre o
tema. Todavia, ainda incipiente quando comparado com a necessidade deste nivel de

educacao, fazendo notorio a importancia de mais estudos e aprofundamento do tema.
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8.1 ANEXO - Plano - Conjuntos Numéricos

CONJUNTOS NUMERICOS

I. Plano de Aula:

Il. Dados de Identificac&o:

Escola: Colégio Estadual da Policia Militar de Goias, Dr. Cézar Toledo Anapolis Goias
Professor (a): Iberé Dujardin

Disciplina: Matematica / Algebra

Série: Primeiro Ano, Ensino Médio

Turma: Ae B

Periodo: Matutino

. Tema:
Conjuntos Numéricos

IV. Objetivos:

Objetivo geral:

Conhecer, identificar e diferenciar os diversos conjuntos numéricos, classificando nimeros de
acordo com suas especificidades dentro de determinado (s) conjunto (s).

Objetivos especificos:

Conhecer os diversos conjuntos nUmMericos;

Diferenciar nimeros, classificando-os de acordo com o conjunto a qual pertenga;

Realizar operagdes basicas com numeros Naturais, Inteiros, Racionais e Irracionais;

V. Contetdo:

Histéria dos Conjuntos Numéricos;
Conjunto dos Naturais e operagoes;
Conjunto dos Inteiros e Operacdes;
Conjunto dos Racionais e Operagdes;
Conjunto dos Numeros Irracionais;
Conjunto dos NUmeros Reais;

VI. Desenvolvimento do tema:

Utilizar relagdes de pertinéncia, solicitando aos alunos que preencham tabelas, onde identifiquem
se determinados nimeros se encaixam ou ndo nos referidos conjuntos.

Partindo para uma aprendizagem significativa, propor situa¢cdes problemas onde a caracteriza¢éo
destes nimeros seja necessaria, por exemplo, para o caso de dizimas periodicas, deve-se ensinar
mais do que apenas a conversdo do formato decimal para uma fragéo.

Deve-se relacionar o conceito de dizima periddica, apontando para o conjunto dos nameros
racionais, sendo este um modo de relacionar os dois conhecimentos.

Explicar o método de conversao de dizima para fracdes e também sua reciproca.

Caracterizar nUmeros em mais de um conjunto numérico, desenhando sempre os diagramas
correspondentes.

VII. Recursos didaticos: Quadro, pincel marcador, Datashow, Computador, Impressdes.

VIII. Avaliac&o: Esta aula ndo tem finalidade avaliativa

XIX. Bibliografia:

IEZZI, Gelson et al. Fundamentos de Matemética Elementar: Conjuntos e Fungdes, volume 1.
Sao Paulo: Atual Editora, 2004.

SAFIER, Fred. Pré-Calculo: Colegcdo Schaum. Bookman Editora, 2009.
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8.2 ANEXO - Plano - Modulor e Retangulo Aureo

MODULOR E RETANGULO AUREO

I. Plano de Aula

Il. Dados de Identificac&o:

Escola: Colégio Estadual da Policia Militar de Goias, Dr. Cézar Toledo Anapolis Goias
Professor (a): Iberé Dujardin

Disciplina: Mateméatica / Geometria

Série: Primeiro Ano, Ensino Médio

Turma: Ae B

Periodo: Matutino

. Tema:
Modulor e Retangulo Aureo

IV. Objetivos:

Objetivo geral:

Conhecer, aplicar e relacionar o modulor & figura humana, relacionando-o com escalas e
proporcdes. Identificar e desenhar o retangulo aureo, relacionando-o a espiral algoritmica.

Objetivos especificos:

Conhecer o conceito de Modulor;

Relacionar o conceito de Modular & escalas, proporgdes e razdes;

Realizar medigbes com fita métrica;

Utilizar régua, esquadro e demais itens de desenho técnico para tragar retangulos aureos;
Utilizar o compasso para tragar espirais logaritmicas.

V. Conteldo:

Modulor;

Raz6es e Proporgoes;
Geometria Plana;

Retangulo aureo;

Logaritmo e funcéo logaritmica;
Espiral Logaritmica;

VI. Desenvolvimento do tema:

Explanagdo tedrica acerca dos conceitos relacionados a logaritmo e fungfes logaritmicas, bem
como a razdes, propor¢des e desenho técnico.

Solicitar aos alunos que fagam medi¢cBes no corpo humano, em grupos, a fim de identificar a
proporgao harménica que é o Modulor.

Imprimir imagens destacadas na referéncia bibliografica a fim de fazer com que os alunos
identifiquem o retangulo aureo em estruturas arquitetdnicas.

Promover debates, discussdes, andlises e etc.

VII. Recursos didaticos: Quadro, pincel marcador, Datashow, Computador, Impressfes de
Imagens, réguas, compassos, escalimetros, etc.

VIII. Avaliagéo: Esta aula ndo tem finalidade avaliativa

XIX. Bibliografia:
DUJARDIN JUNIOR, Iberé. Topicos de Teoria dos NUmeros Aplicados ao Ensino Médio e
Técnico Profissionalizante, Dissertagdo PROFMAT. UFG, 2018.
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8.3 ANEXO - Plano - Triangulo Aureo

TRIANGULO AUREO

I. Plano de Aula

Il. Dados de Identificac&o:

Escola: Colégio Estadual da Policia Militar de Goias, Dr. Cézar Toledo Anapolis Goias
Professor (a): Iberé Dujardin

Disciplina: Mateméatica / Geometria

Série: Primeiro Ano, Ensino Médio

Turma: Ae B

Periodo: Matutino

. Tema:
Triangulo Aureo

IV. Objetivos:
Objetivo geral:
Identificar e desenhar o triangulo &ureo, relacionando-o a proporcdes e semelhanca de triangulo.

Objetivos especificos:

Identificar e caracterizar o triangulo aureo, diferenciando-os de outros triangulos;
Compreender a semelhanca de triangulos;

Relacionar o triangulo &ureo a proporgéo aurea.

V. Contelido:

Triangulos, tipos, caracteristicas e classificacoes;
Semelhanca de Triangulos;

Triangulo Aureo;

Desenho Técnico;

VI. Desenvolvimento do tema:

Explanagéo teérica acerca dos conceitos relacionados a triangulos, semelhanga de triangulos e
desenho técnico (solicitar apoio de docente de artes).

Explicagdo acerca do triangulo aureo, bem como sua construgao.

Distribuir folhas de papel A4 para os alunos, juntamente com kits para desenho técnico, explicando
passo a passo como construir o triangulo aureo, de modo que estes realizem hands-on.

Promover debates, discussfes, andlises e etc.

VIl. Recursos didaticos: Quadro, pincel marcador, Datashow, Computador, Impressdes de
Imagens, réguas, compassos, escalimetros, etc.

VIIl. Avaliagao: Esta aula ndo tem finalidade avaliativa

XIX. Bibliografia:
DUJARDIN JUNIOR, lberé. Tépicos de Teoria dos Numeros Aplicados ao Ensino Médio e
Técnico Profissionalizante, Dissertacdo PROFMAT. UFG, 2018.
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8.4 ANEXO - Plano - Niimero de Ouro e a Natureza

Nimero de Ouro na Natureza

I. Plano de Aula

Il. Dados de Identificac&o:

Escola: Colégio Estadual da Policia Militar de Goias, Dr. Cézar Toledo Anapolis Goias
Professor (a): Iberé Dujardin

Disciplina: Mateméatica / Geometria

Série: Primeiro Ano, Ensino Médio

Turma: Ae B

Periodo: Matutino

Il. Tema:
Nudmero de Ouro na Natureza

IV. Objetivos:
Objetivo geral: )
Identificar o NUmero de Ouro e a Espiral Aurea na Natureza.

Objetivos especificos:

Conhecer o Numero de Ouro;

Relacionar o conceito de Numero de Ouro a razdes e proporgoes;
Identificar o Nimero de Ouro na natureza;

Identificar a Espiral Aurea na natureza;

V. Conteldo:

Numero de Ouro;

Espiral Aurea;

Topicos de Biologia: Anatomia e Botanica;

VI. Desenvolvimento do tema:

Explanagao tedrica acerca dos conceitos relacionados Nimero de Ouro e Espiral Aurea.

Solicitar aos alunos que facam medi¢cdes no esqueleto humano do laboratério de ciéncias, em
grupos, a fim de identificar o Nimero de Ouro em diversas partes do corpo.

Aproveitar o momento para que o professor de Biologia faga explanagdes acerca do corpo humano,
sistema, 0ssos, bem como de tépicos de botanica onde a Espiral Aurea é encontrada;

Promover debates e apresentacdes de resultados;

VIl. Recursos didaticos: Quadro, pincel marcador, Datashow, Computador, Impressdes de
Imagens, réguas, compassos, escalimetros, etc.

VIIl. Avaliagao: Esta aula ndo tem finalidade avaliativa

XIX. Bibliografia:
DUJARDIN JUNIOR, lberé. Tépicos de Teoria dos Numeros Aplicados ao Ensino Médio e
Técnico Profissionalizante, Dissertacdo PROFMAT. UFG, 2018.
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8.5 ANEXO - Plano - Ntiimero de Ouro e o Corpo Humano

NUMERO DE OURO E O CORPO HUMANO

I. Plano de Aula

Il. Dados de Identificac&o:

Escola: Colégio Estadual da Policia Militar de Goias, Dr. Cézar Toledo Anapolis Goias
Professor (a): Iberé Dujardin

Disciplina: Mateméatica / Geometria

Série: Primeiro Ano, Ensino Médio

Turma: Ae B

Periodo: Matutino

. Tema:
Numero de Ouro e o Corpo Humano

IV. Objetivos:

Objetivo geral:

Conhecer, identificar e relacionar o nimero de ouro a figura humana, relacionando-o com escalas e
proporc¢oes.

Objetivos especificos:

Realizar medigbes em partes do corpo humano;

Identificar o nimero de ouro em partes do corpo humano;

Realizar proposi¢des acerca da harmonia oriunda do nimero de ouro;

V. Contelido:

Escalas, razdes e proporgoes;

Instrumentos de medidas de comprimento;

Anatomia;

Ndmero de Ouro;

VI. Desenvolvimento do tema:

Solicitar aos alunos que facam medi¢gbes no corpo humano, em grupos, a fim de identificar
segmentos cuja razdes tenham valores aproximados ao nimero de ouro.

Trabalhar a imaginacédo dos alunos, associando o nimero de ouro & experiéncias prévias destes,
mostrando onde pode-se encontra-lo no corpo humano, fazendo-os registrar em tabelas
previamente impressas os valores das medigdes.

Pode-se montar grupos, solicitando que os alunos encontrem uma quantidade pré-definida de
razBes aureas em partes do corpo humano, promovendo rankings.

Pode-se solicitar suporte do professor de Biologia para que, por meio do esqueleto humano, os
alunos identifiguem nomes de 0ssos, musculos

VIl. Recursos didaticos: Quadro, pincel marcador, Datashow, Computador, Impressdes de
Imagens, réguas, compassos, escalimetros, etc.

VIIl. Avaliagao: Esta aula ndo tem finalidade avaliativa

XIX. Bibliografia:
DUJARDIN JUNIOR, lberé. Tépicos de Teoria dos Numeros Aplicados ao Ensino Médio e
Técnico Profissionalizante, Dissertacdo PROFMAT. UFG, 2018.

83



8.6 ANEXO - Plano - Otimizacao

ENSINO TECNICO - OTIMIZAGAO

I. Plano de Aula

Il. Dados de Identificagdo:

Escola: Faculdade SENAI de Tecnologia italo Bologna
Professor (a): Iberé Dujardin / Leovir Junior

Disciplina: Mini Curso: Otimizacao Aplicada

Série: Técnico em Automagao

Turma: A

Periodo: Noturno

Ill. Tema:
Otimizagao para Ensino Técnico

IV. Objetivos:

Objetivo geral:

Conhecer o problema de otimizagdo, métodos de otimizacao e aplicar o método de otimizagéo pela
razdo aurea.

Objetivos especificos:

Conhecer os conceitos de razdo aurea;

Compreender o problema de otimizacao;

Diferenciar os algoritmos de otimizac&o;

Aplicar o algoritmo de otimizacao por razdo aurea em um problema fisico;

V. Conteudo:

Raz&o Aurea e Nimero Aureo;
Problema de Otimizacéao;
Algoritmos de Otimizacgéo;
Programagcéo Scilab;

VI. Desenvolvimento do tema:

Em primeiro momento, o docente lberé devera apresentar em carater de palestra, os assuntos
referentes ao Nimero de Ouro, Razdo Aurea, Espiral Aurea e Sequéncia Fibonacci, devidamente
adaptado e planejado para o publico alvo;

O docente Leovir devera assumir a partir disto, explicando inicialmente o problema de otimizacao,
mostrando a diferenga entre problemas de minimizagdo e de maximizac@o e apresentando alguns
dos principais algoritmos de otimizacdo, ligando tais conhecimentos com a possibilidade de
utilizagcdo em problema de automagao, que neste caso, sera a implementacédo de controlador PID
com parametros otimizados.

Apresentar a linguagem Scilab aos alunos, mostrando os principais comandos, uma vez que estes
j& estao habituados a linguagem C.

Implementar o algoritmo de otimizagao por secao aurea.

VIl. Recursos didaticos: Quadro, pincel marcador, Datashow, Computador com Scilab,
Impressoes.

VIII. Avaliac&o: Esta aula ndo tem finalidade avaliativa

XIX. Bibliografia:
Notas de texto encaminhadas aos alunos
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