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Resumo

A histéria da Matematica nos mostra exemplos de grandes matematicos que, a
partir da observacao de casos particulares, fizeram conjecturas, que mais tarde, foram
provadas sendo falsas. Bem como os professores e alunos, atualmente, podem, durante
o processo de ensino-aprendizagem-avaliacao, fazer conjecturas que podem ser falsas
ou verdadeiras. Nesse sentido, abordamos o principio de indu¢do matematica (PIM)
neste trabalho como uma ferramenta de verificacao da validade de certas conjecturas

no conjunto dos niimeros naturais.

Palavras-chave

Principio de inducao matemética, Ntmeros naturais.



Abstract

The history of mathematics has shown us examples of outstanding mathematicians
who have made conjectures which later on were proved to be wrong from the observation
of specific cases. Nowadays, not only teachers but also students can make conjectures
which can be both right and wrong throughout the teach-learn-test process. Hence,
the principle of mathematics induction (PMI) has been approached as a tool to check

the quality of certain conjectures in the set of natural numbers.

Keywords

Principle of mathematics induction; Natural numbers.
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2.6 Aplicagao num problema de contagem

Consideracoes finais



Introducao

Na construcao do conhecimento matematico, faz parte do processo, a habilidade de
generalizar, apds observar casos particulares. A prépria histéria da Matematica nos
mostra que grandes matematicos fizeram afirmagoes que se provaram falsas mais tarde.
Vamos ilustrar trés exemplos retirados de [1].

P. Fermat! acreditava que a formula 22" 4 1 gerava niimeros primos apos verificar
que paran = 0, 1,2, 3 e 4 obtinha-se, respectivamente, pela formula, os nimeros primos
3,5,17,257 e 65537. Mas, L. Euler? mostrou que para n = 5 obtinha-se o nimero
composto 22° 41 = 4294967297 = 641 x 6700 417, invalidando a conjectura de P.
Fermat.

D.A. Grave® ao verificar se para todo nimero primo p, o niimero 2°~! — 1 nao é
divisivel por p?, verificou que valia tal propriedade para os primos menores que mil,
mas para o primo p = 1093 tinha-se 2'93~1 — 1 divisivel por 10932

O ultimo exemplo (e talvez o mais interessante) é o da expressao 991n* + 1 que
para valores de n naturais nao nulos parece fornecer niimeros que nao sao quadrados
perfeitos. O impressionante é que o primeiro nimero natural para o qual a propriedade
falha é para n = 12055735790 331 359 447 442 538 767.

Os exemplos citados reforcam a ideia de que por mais que tentemos verificar a vali-
dade de certas proposicoes nos naturais, para um numero grande de casos particulares,
nao podemos garantir para todos os nimeros naturais.

Em contrapartida, se calcularmos a soma dos n primeiros niimeros impares, con-
forme ilustra a Tabela 1, seria natural conjecturarmos que a soma dos n primeiros

nimeros impares é n?.

1O frances Pierre de Fermat (1601-1665) contribuiu para o célculo geométrico e infinitesimal.

20 matemaético e fisico suigo Leonhard Euler (1707-1783) trouxe contribuigoes para o célculo e
teoria dos grafos.

30 matemético soviético Dmitry Aleksandrovich Grave (1863-1939) trabalhou com édlgebra, meca-
nica e matematica aplicada.



n|S=1+3+5+--+2n-1)

1 1=12
2 143=4=22
3 1+34+5=9=23

4 1+345+7=16=42

50/ 14+34+54+74+9=25=052

Tabela 1: Soma S dos n primeiros niimeros impares.

Embora a igualdade 1+3+5+---4(2n—1) = n? seja vélida para os cinco primeiros
numeros naturais, um questionamento plausivel é se tal igualdade seria valida para o
natural n = 12055735790 331 359447442538 767, por exemplo. De fato, a igualdade
14+3+5+---+4(2n — 1) = n? é verdadeira para todo natural n, conforme provamos
adiante, mas todos os quatro exemplos citados até aqui podem nos levar a reflexao da
necessidade de um mecanismo matematico que nos permita validar uma propriedade no
universo dos naturais sem termos que verificar para cada natural, o que seria inviavel.
A resposta é sim, tal mecanismo matematico é o principio de indugdo matemaética (ou
principio de indugao finita), nosso objeto de estudo.

Assim, abordar o tema é necessario ja que professores da educagao basica podem se
deparar em situacoes durante a construcao do conhecimento matematico por ele mesmo
ou por seus alunos onde ¢ necessaria uma cautela com certas inducoes, conjecturas
ou conclusoes precipitadas em problemas dentro do universo dos niimeros naturais,

conforme reitera Aguilar Junior em [2|, na pagina 42:

“E importante nesta abordagem da prova matemética que o professor esta-
beleca com seus alunos a necessidade de verificar se uma conjectura é valida
ou nao, pois percebemos muitas vezes em nossas aulas que os alunos criam,

formulam e conjecturam regras, que nem sempre se sustentam.”

No primeiro capitulo fazemos a construcao do conjunto dos ntmeros naturais a
partir dos axiomas de Peano, abordamos as consequéncias destes, as definicoes, as
operagoes basicas e propriedades dos naturais, culminando nas variagoes do PIM e no
principio da boa ordenacao. No segundo capitulo focamos em vérias aplicagoes do PIM

em problemas de aritmética, geometria, andlise combinatoria, teoria dos conjuntos e em



problemas lidicos. Mostrando assim a relevancia do PIM haja visto a sua versatilidade

e abrangéncia em diversos campos da matematica.



Capitulo 1

Principio de inducao matematica

Como o principio de inducao matemaética esta intimamente relacionado ao conjunto
dos ntimeros naturais (N), vamos dar a énfase necessaria a este conjunto neste capitulo.
O leitor pode encontrar os enunciados e demonstragoes presentes neste capitulo em [3],
[4] e [5]

1.1 Axiomas de Peano

O matemaético italiano Giuseppe Peano (1858 - 1932), com a colaboragao de obras
de outros matematicos, formulou sua versao e publicou em 1889 em sua obra “Os prin-
cipios da aritmética apresentados por um novo método” (traduzido do latim) axiomas
relacionados aos nimeros naturais. Assim a Aritmética passava a ter uma abordagem
mais formal e rigorosa por ter um carater axiomatico (ver [4]).

Os conceitos primitivos de Peano sao:

a) Um nimero natural pertence ao conjunto que representamos por N.
b) Sucessor de um nimero natural n que representamos por s(n).

¢) O zero que representamos por 0.

Usamos também n + 1 como o sucessor de n : s(n) = n+ 1. O ntimero natural cujo
sucessor é n, com n # 0, chamamos de antecessor de n e indicamos por n — 1, isto &,
s(n—1)=n,n#0.



Em N, caracterizamos a relagao de igualdade (=) pelas seguintes propriedades:

Dados os naturais m,n e p, temos que
a) n = n. (Reflexiva)
b) Se m = n, entdo n = m. (Simétrica)
c) Se m=nen =p, entdo m = p. (Transitiva)
Agora, podemos citar os cinco Axiomas de Peano:
Axioma 1.1.1.  a) O zero' ¢ um nimero natural: 0 € N.

b) Cada nimero natural n possui um tnico sucessor s(n) também natural: para
todo n € N, existe um tnico s(n) € N. Ou equivalentemente, se m = n, entao

s(m) = s(n).

c) A fungdo s que associa a cada natural o seu sucessor é injetora, isto é, dados

m,n € N temos que se s(m) = s(n), entdo m = n.
d) O zero nao é sucessor de nenhum ntimero natural: para todo n € N, s(n) # 0.

e) (Axioma de indugdo mateméatica) Se A é um subconjunto de nimeros naturais

tal que
i) 0 € A;
ii) Sen € A, entao s(n) € A.
Entao, A =N.
Sao consequéncias imediatas dos axiomas de Peano para m,n naturais:

Proposigao 1.1.2. (a) Numeros diferentes tém sucessores diferentes, ou seja, se
m # n, entdo s(m) # s(n).

(b) O sucessor de um ntimero natural é diferente dele mesmo, ou seja, s(n) # n.

(¢) Todo nimero natural diferente de zero é sucessor de algum nimero natural.

'Embora originalmente este axioma cita o 1 (a unidade), as versdes mais modernas dos axiomas
de Peano trabalham com o zero por ser o elemento neutro da adi¢do. Usamos N* = N\ {0} quando
convir.



Demonstragao. (a) Se temos m # n e s(m) = s(n), a tltima igualdade implica, pelo
Axioma 1.1.1 (¢), em m = n, gerando uma contradi¢ao. Resta entdo, s(m) # s(n)

quando m # n.

(b) Temos que:
i) Como o zero ¢ um nimero natural, entdo seu sucessor s(0) nao pode ser igual

a zero, de acordo com o Axioma 1.1.1 (d). Isto &, s(0) # 0.

ii) Pela hipotese de inducao temos que dado um natural n temos que s(n) # n.
Mas pelo item anterior temos da tltima desigualdade que s(s(n)) # s(n), que

pode ser escrita como s(n+ 1) #n + 1.

Assim, pelo Axioma 1.1.1 (e), concluimos que a propriedade é valida para todo

n natural.

(c) Seja S ={0}US), onde S; é o conjunto formado pelos nimeros naturais que sao

sucessores de numeros naturais. Temos que:
i) 0 € {0}, logo 0 € {0} US; =S.

ii) Sejan € S, com n diferente de zero, logo n € Sy e pelo Axioma 1.1.1 (b), possui
um tunico sucessor natural n + 1. Logo, pela definicao de Si, temos n+1 € Sy, e
entdlon+1€ {0}US; =S.

Portanto, pelo Axioma 1.1.1 (e), temos que S = N.

1.2 Adicao e multiplicacao com ntimeros naturais

Dados dois ntimeros naturais m e n, definimos a adi¢ao e multiplicagao deles como:

Definicao 1.2.1. Adicao de naturais

m, sen =10
m+n=

sim+(n—1)], sen #0
Definicao 1.2.2. Multiplicacao de naturais

0, sen=0

m-(n—1)4+m, sen#0



Exemplo 1.2.3. Pelas Defini¢oes 1.2.1 e 1.2.2, temos que 2-1 = 2-(1—-1)+2 = 2:0+2 =
0+2=s0+(2-1))=5(0+1) =s(s(0+(1=1))) = s(s(0+0)) = s(s(0)) = s(1) = 2.

Vale ressaltar que, como comentamos anteriormente, usamos n+ 1 como o sucessor
de n : s(n) = n+ 1. O namero natural cujo sucessor é n, com n # 0, chamamos
de antecessor de n e indicamos por n — 1, isto é, s(n — 1) = n, n # 0. Assim no
exemplo anterior, devemos entender (2 — 1) como o antecessor de 2, que ¢ o 1. Mesma
observacao para (1—1) = 0. Mostramos adiante que as operagoes estdo bem definidas.
Discutimos a operacao de subtracao nos naturais mais a frente.

Como consequéncia das defini¢oes de adicao e multiplicacao de naturais temos as

seguintes propriedades para m,n naturais:
Proposigio 1.2.4. (a) (n—1)+1=n, n#0.
(b) n-1=0+n.
(c) m+ s(n) = s(m+n).

Demonstra¢ao. (a) De fato, (n —1)+1=s[(n—-1)+ (1 —-1)] =s[(n—1)4+0] =
s(n —1) =n, ja que n # 0.

(b) Defato,n-1=n-(1-1)+n=n-0+n=0+n.

(c) Inicialmente notemos que (n + 1) — 1 = n, ja que (n + 1) — 1 indica o namero
cujo sucessor é n + 1, isto é, o proprio n. Assim, m + s(n) = m+ (n+1) =
——

£0
s{m+[(n+1) — 1]} = s(m +n).

1.3 Propriedades dos niimeros naturais

Primeiramente provamos por inducao as propriedades dos naturais envolvendo o
zero e a unidade. Essas propriedades sao chamadas aqui de auxiliares ja que facilitam
a demonstracao das propriedades basicas para dois ou mais nimeros naturais quaisquer.

Para todo n natural temos as seguintes propriedades auxiliares:

Propriedade 1.3.1. (a) Zero como elemento neutro da adigao, ou seja, 0 +n =
n+0=n.



(b) Todo nimero multiplicado por zero resulta em zero, ou seja, 0-n =n-0 = 0.

(¢) O um como elemento neutro da multiplicac¢ao, ou seja, 1 -n=n-1=n.

(d) 1+n=n+1

Demonstracao. (a) Como n+0 = n é a Definicao 1.2.1, resta entdo mostrarmos que

0 +n = n por indugao em n:
i) 0+ 0 =0 é verdade.
ii) 0+ (n+1) = s{0+[(n+1)—1]} = s(0+n). Da hipotese de inducao (0+n = n)
e da injetividade de s, temos que s(0+n) = s(n). Como s(n) = n + 1, obtemos
s(04+n) =n+1, e portanto, 0 + (n + 1) =n + 1.

(b) Como n -0 = 0 pela Definigao 1.2.2, resta entdo mostrarmos que 0 -n = 0 por
indugao em n:
i) 0-0 =0 ¢ verdade pela Defini¢ao 1.2.2.

ii)O-(n—l—l):0.[(n+1)_1]4_0:0.”_*_0:0.”(1{:1,)0.

(c) Temos n-1=0+n = n. Resta mostrarmos que 1-n = n, por indu¢ao em n:

)1-0=0.

i)1-(nt1l)=1-[n+1)—1+1=1-n+1" ny1.

(d) Por indugao em n:
i) 140 =0+ 1 ¢é verdade, basta tomarmos n = 1 na Propriedade 1.3.1 (a).

)1+ 4+ =s{1+[n+1) -1 =s1+n) ") s(n+1)=s[(n+1)+0] =

sn+ D)+ (1-1)]=m+1)+1.
L]

Dados os naturais m,n e k, temos as propriedades bésicas:
Propriedade 1.3.2. (a) (k+m)+n=Fk+ (m+n). (Associativa da adi¢do)
(b) m 4+ n =n+m. (Comutativa da adigao)

(¢) k(m+n) = km + kn. (Distributiva da multiplicacdo em relagao a adigao pela

esquerda)



(d) (m+ n)k = mk + nk. (Distributiva da multiplicacdo em relagao a adigdo pela
direita)

(e) mn =nm. (Comutativa da multiplica¢do)
(f) (km)n = k(mn). (Associativa para a multiplicac¢ao)
(g) Se m +n =k+mn, entdo m = k. (Lei do cancelamento para a adigao)

(h) Dados m,n € N temos que se mn = 0, entdo m = 0 ou n = 0. (Lei do

anulamento)

Demonstracao. (a) Para cada k e m, podemos enxergar a igualdade como uma pro-
posicao em n. Demonstramos por inducao em n:

i)(k+m)+0=k+m=k+ (m+0).

i) (k+m)+(n+1) = s{(k+m)+[(n+r1)—1]} = s[(k+m)+n] "= slk+(m+n)] =

k4+sm+n)=k+[m+sn)=k+[m+ (n+1).

(b) Indugao em n:

i) m+ 0 = 0+ m, é verdade conforme Propriedade 1.3.1 (a).

iym+m+1)=(m+n)+1=1+ (m+n) (H.1)

(n+1)+m.

1+ (n+m)=(1+n)+m=

(¢) Indugao em n:
) k(m+0)=km=km+0=~km+k-O0.
it)

km+n+1)] = km+n+1]-1}+k
= Kk{[s(m+n) -1} +k
= Kk{[m+n)+1] -1} +k
= k(m+n)+k
=" (km+kn)+k
=  km+ (kn+k)
= km+{kln+1)—1]+k}
= km+k(n+1).



(d) Por indugao em k:
i)(m+n)-0=0em-0+n-0=0+0=0, logo, (m+n)-0=m-0+n-0.
if)

(m+n)k+1) = (m+nk+(m+n)-1
=" (mk+nk)+ (m+n)
= mk+ [nk+ (m+n)]
= mk+ [(nk +m)+ n]

[mk + (nk +m)] +

= [mk+ (m+nk)]+n

[(mk +m) +nk]+n
= {[mk+1)]+nk}+n
= m(k+1)+{nk+n}

= mlk+1) +nk+1).

n

(e) Indugao em n:

i) m-0=0-m é verdade pela Propriedade 1.3.1 (b).

ii) m(n—i—l):mn+m~1(Hil')nm—i-m&:nm+1-m:(n+l)m.

(f) Indugao em n:
i) (km)-0=0=k-0=Fk-(m-0).
i) (km)(n+1) = (km)n + (km) - 1 "2 k(mn) + km = k[(mn) +m] = klmn +
m - 1] = k[m(n + 1)].

(g) Inducao em n:

i) Se m+ 0 =k + 0, entdo pela Definigdo 1.2.1 temos que m = k.

ii) Se m+ (n+ 1) = k+ (n + 1), entao pela Propriedade 1.3.2 (a) temos que
(m+n)+1=(k+n)+ 1. Da dltima igualdade e do Axioma 1.1.1 (¢) temos que

m +n =k + n, e pela hipétese de inducao, que m = k.

(h) Suponhamos que mn = 0, e que m # 0 e n # 0. Logo, de n # 0 podemos escrever
mn = m(n — 1) + m (pela Defini¢do 1.2.2) e de m # 0 que m = (m — 1) + 1
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(pela Proposigao 1.2.4(a)). Substituindo as duas ultimas igualdades em mn = 0
obtemos m(n — 1) + [(m — 1) + 1] = 0, ou ainda, [m(n — 1) + (m — 1)] + 1 = 0.
Comom # 0 en # 0, temos que p = m(n—1)+(m—1) € N e obtemos p+1 =0,
gerando o absurdo do zero ser sucessor de um nimero natural. Resta entao m =0

ou n = 0, quando mn = 0.
m

Mostramos a seguir que as operacoes de adicao e multiplicagao em N estao bem

definidas ao verificarmos a existéncia e uniformidade delas.

Proposigao 1.3.3. (a) Dados m,n € N, temos (m + n) € N. (Existéncia da soma)

(b) Dados os naturais m e n, tais que m = n, entdo para todo p natural temos que

m +p=n+ p. (Uniformidade da soma)
(c) Dados m,n € N, temos (mn) € N. (Existéncia do produto)

(d) Dados os naturais m e n, tais que m = n, entdo para todo p natural temos que

mp = np. (Uniformidade do produto)

Demonstra¢ao. (a) Fixando o natural m, provamos por indugao em n:
i) E imediato que m +0=m € N.

ii) Como pela hipotese de indugao temos que m+n é natural, entao o seu sucessor

s(m+mn)=m+ (n+ 1) também é natural, de acordo com o Axioma 1.1.1 (b).

Assim, o conjunto N é fechado para a adigao.

(b) Provamos por inducao em p:

i) Dem+0=men+0=n, temos que m = n implica em m + 0 =n + 0.

i)

m+p=n+p
s(m+p) = s(n+p)
m+ s(p) =n + s(p)

m+(p+1)=n+(p+1).

11



(c) Fixando o natural m, provamos por indugao em n:
i) E imediato que m - 0 = 0 € N, pelo Axioma 1.1.1 (a).

ii) Notamos que m - (n + 1) = mn 4+ m, que é natural por ser soma dos naturais

mn (natural por hipotese de indugdo) e m (natural por hipotese).

Assim, o conjunto N é fechado para a multiplicacao.

(d) Provamos por inducao em p:
i) Temos que m -0 =0 = n -0, pela Defini¢ao 1.2.2.

i)

mp—+m =np-—+m.

Por outro lado, temos que

m4+np=n+np

np +m =mn -+ np.

Finalmente, temos da transitividade que

mp—+m=mn-+np
mp—+m=mnp-+n

mp+1)=n(p+1).
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1.4

Equacoes com duas variaveis em N

Tomando m,n € N, na proposi¢ao a seguir resolvemos algumas equagoes com duas

variaveis em N recorrentes:

Proposigao 1.4.1. (a) Se m+n =0, entaom =0en =0.

(b)
(c)
(d)

Sem-+n=1, entao m =0 oun = 0.
Semn=1,entaom=1en=1.

Se mn=2,entao m=1oun=1.

Demonstra¢ao. (a) Suponhamos que m +n = 0 e que n # 0, por exemplo. Sendo

n # 0, temos que n = (n — 1) + 1, pela Proposigao 1.2.4 (a). Assim, a igualdade
m 4+ n = 0 pode ser escrita como m + [(n — 1) + 1] = 0, e esta, pela associativa,
como [m + (n—1)] +1 = 0. Tomando p = m + (n — 1), temos p+ 1 = 0, isto
é, o zero é o sucessor do natural p, que ¢ um absurdo. Logo, n = 0. Entao de

m—+n =0 temos que m + 0 =0, isto é, m = 0.
Suponhamos que m +n =1, e que m # 0 e n # 0. Logo, podemos escrever que
m=(m-—1)+1en=(n—1)+ 1. Portanto,
m+n=1
(m—=1)+1]+[(n—-1)+1] =1
{llm=1)4+1+n-1)}+1=0+1
[(m—-1)+1+(n—-1)=0
l+(m-1]+(n—-1)=0
1+ [(m—-1)+(n—-1)]=0.
Tomando p = (m — 1) + (n — 1), temos 1 + p = 0, gerando o absurdo do zero ser
sucessor do natural p. Resta entao que m =0 ou n =0, quando m +n = 1.

Suponhamos que mn = 1 e que n # 1, por exemplo. Como n # 0 (caso contrério,

mn = 0) entdo n = (n— 1) + 1. Logo, mn = 1 pode ser escrita como m[(n — 1)+
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1] = 1, ou ainda, m(n — 1) + m = 1. Da tltima igualdade segue da Proposigao
1.4.1 (b) que m(n —1) = 0 ou m = 0. Como m # 0 (caso contrario, mn = 0)
resta entdo que m(n — 1) = 0. Como m # 0, temos n — 1 = 0, isto é, n = 1,
gerando uma contradicao. Portanto, n = 1. E de mn =1 e n = 1, temos que

m = 1.

Suponhamos que mn = 2, e que m # 1 en # 1. Como m # 0 e n # 0 (caso
contrario, mn = 0 # 2) entdo m = (m—1)+1en = (n —1) + 1. Logo, a
igualdade mn = 2 pode ser escrita como [(m — 1) + 1][(n — 1) + 1] = 2. Das
Propriedades 1.3.2 (c) e 1.3.2 (d), a ultima igualdade pode ser escrita como
(m—1)(n—-1)4+(m—-1)4+(n—1)+1=1+1, e da lei do corte para a adi¢ao,
como (m —1)(n — 1) + [(m — 1) + (n — 1)] = 1. Da ultima igualdade e da
Proposicao 1.4.1 (b), temos que (m —1)(n—1)=00ou (m—1)4+ (n—1) =0. Se
(m—1)(n—1)=0entdiom—1=0oun—1=0,logo m =1oun =1, gerando
uma contradigao. Se (m — 1)+ (n—1) = 0, pela Proposi¢ao 1.4.1 (a), m—1=0
en—1 =0, conduzindo a m = 1 e n = 1, gerando também uma contradicao.

Portanto, se mn = 2 s6 podemos ter m =1 ou n = 1.

]

1.5 Desigualdades em N

Podemos comparar dois niimeros naturais segundo a definicao para desigualdade:

Defini¢ao 1.5.1. Dados os naturais m e n, definimos que n < m (lé-se: n menor ou

igual do que m) se, e somente se, existe p € N tal que m = n + p. Se p é natural nao

nulo entdao n < m (lé-se: n menor do que m).

Para os naturais m e n, temos que n < m é equivalente a m > n (lé-se: m maior

do que n).

Temos algumas propriedades da relacao < a partir da definicdo para m,n.k e p

naturais.

Propriedade 1.5.2. (a) n <n. (Propriedade reflexiva)

(b) Se m <nen <m,entdao m = n. (Propriedade anti-simétrica)

(c) Sem <mnen <k,entdo m <k (Propriedade transitiva)
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(d) Se m =n esen>p, entdo m > p.
(e) Se m <mn, entdao m + k < n + k.(Uniformidade de < com a adigao)

(f) Dado k € N, temos que se m < n, entdo mk < nk.(Uniformidade de < com a

multiplicacao)
(g) 0 < n, para todo n € N.
(h) Se m+k < n+ k, entao m < n.

(i) Para todo n € N, nao existe m € N tal que n < m < n+ 1, isto é, ndo existe um

numero natural entre dois naturais consecutivos.
(j) Dados m,n € N, temos que se n < m, entdao n+ 1 < m.
(k) Um ntimero natural ndo é maior que a si mesmo, ou seja, m % m.
Demonstragao. (a) Den=n+0e 0 € N temos da definicdo que n < n.

(b) De m < n temos que existe p; € N tal que n = m + p;. De n < m temos que

existe py € N tal que m = n + py. Assim,

n=(n+p)+m
n+0=mn+ (p2+p1)
p1+p2=0

plngz().

Portanto, n = m + 0, ou, n = m.

(c) De m < n temos que existe p; € N tal que n = m + p;. De n < k temos que
existe py € N tal que k = n + po. Assim, podemos escrever k = (m + py) + p2
como k = m + (p1 + p2). Da ultima igualdade e de (p; + p2) € N temos que
m < k.

(d) De fato, se n > p, entdao existe k € N, com k # 0, tal que n = p+ k. Da tltima
igualdade e de m = n, obtemos pela transitividade que m = p+£k, e como k € N*,

que m > p.
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(e)

De m < n temos que existe p € N tal que n = m + p. Dai,

n+k=(m+p) +k
n+k=m+(p+k)
n+k=m+ (k+p)

n+k=(m+k)+p.

Da ultima igualdade e de p € N obtemos m + k£ < n + k.

De m < n temos que existe p € N tal que n = m + p. Dai, de nk = (m + p)k
garantimos que nk = mk+pk. Da tltima igualdade e de pk € N (por ser produto

de naturais) temos pela definigao que mk < nk.
Se n € N, podemos escrever n = 0+ n, logo 0 < n.

Sem+k <n+ k entao existe p € N tal que

(m+k)+p=n+k
m+ (k+p)=n+k
m+(p+k)=n+k
(m+p)+k=n+k

m+p=n.

Da ultima igualdade e de p € N, obtemos m < n.

Suponhamos que exista m € N tal quen < m < n+1. A desigualdade simultanea
n<m<n+4+1éequivalente an <m e m < n+ 1, ao mesmo tempo. De n < m
temos n +p; = m, com p; natural nao nulo. De m <n+1temos m—+p, =n+1,
com po natural nao nulo. De (n+ p1) +p2 =n+ 1 temos n + (p1 + p2) =n+ 1,
logo p1+p2 = 1. Da Proposicao 1.4.1 (b) a dltima equagao tem solu¢ao p; = 0 ou

p2 = 0, gerando uma contradi¢ao. Portanto, nao existe m € N em tais condigoes.
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Se n < m entao existe p natural nao nulo tal que n +p = m. Como p # 0
podemos escrever p = (p — 1) + 1. Assim, n + p = m pode ser escrita como
n+ [(p — 1) + 1] = m. Pela comutativa e associativa, nessa ordem, obtemos
n+1]+ (p—1) =m. Como (p—1) € N, pois p # 0, temos da ultima igualdade
que n+ 1 < m.

Por inducao em m:

i) Se 0 > 0, temos que existe p € N, com p # 0, tal que 0 = 0+ p, donde obtemos

que 0 = p, gerando uma contradicao. Resta entao que 0 # 0.

ii) Admitindo por hipotese de inducao que m % m. Temos que se m+1 > m+1
entdo existe k € N, com k # 0, tal que m +1 = (m + 1) + k. Da associativa,
comutativa e associativa, obtemos m+1 = (m+k)+1, e pela lei do cancelamento,
m = m + k. Da iltima igualdade e de k € N* temos que m > m, contrariando a
hipotese de indugao. Resta entao m + 1 #» m + 1 quando m % m.

m

1.6 Subtracao em N

Definicao 1.6.1. Dados m,n € N, tais que n < m, entao definimos diferenca entre

m e n, nessa ordem, como o nimero d = m — n tal que m = n + d. Donde podemos

escrever a identidade m =n + (m — n).

Em seguida provamos as propriedades para a subtracao nos naturais nas condicoes

em que é definida para todo m, mq,n,n; e k natural:

Propriedade 1.6.2. (a) n—n = 0.

(b) n—0=n.

(c) (n+k)—k=n.

(d) (n —m)k = nk — mk, para m < n.

(e) n <nk, k+#0.

(f) Dados os naturais m,n, m; e ny tais que m <n e m; < ny, temos que:
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I) (n—m)+ (ny—mq) =(n+ny)— (m+my).
(I1) (n —m)(ny —my) = (nny +mmy) — (nmy + nym).

(ITT) n —m = ny — my se, e somente se, n + m; = ny + m.
(8) n—m = (n+k)— (m+h)
(h) m —n < my — ny se, e somente se, m+n; <my+n,paran <men; < m;.
Demonstracao. (a) De n =n+ 0, para todo n € N, temos que 0 = n — n.
(b) De n =0+ n, para todo n € N, temos que n =n — 0.
(c) Da identidade n + k = k + n, temos que (n+ k) — k = n.

(d) De n = m + (n — m) temos nk = [m + (n — m)|k = mk + (n — m)k, logo,
(n —m)k = nk — mk.

(e) Se k #0, entdo (k— 1) € N. Temos que (k—1)n+n = [(k—1)+ 1]n = kn. De
(k—1n+n=kne (k—1)n e N temos que n < kn.

(f) (I) Tomamos n —m =den; —my =dy, eentdon =m+d e ny; = my + d;.
Assim, n+ny = (m+d)+ (my+d;). A partir das propriedades associativa e
comutativa podemos reescrever (m—+d)+ (my+d;) como (m+mq)+ (d+dy)
de onde obtemos n+n; = (m+mq)+(d+d,), ou, d+dy = (n+ny)—(m-+my),

ou ainda, (n —m) + (ny —my) = (n+ny) — (M +my).

(IT) De n =m + d, temos nny = (m + d)ny, logo nny = mny + dny. Assim,

nny +mmy = (mny + dny) + mmy
= mny + (dny + mmy)
= mny + (mmy + dny)
= (mny +mmy) + dny
= (mny +mmq) + d(my + dy)

= (mny +mmy) + (dmy + dd,)
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= [(mny + mmy) + dmy] + dd;
= [mny + (mmy + dmy)] + dd,y
= [mny + (m + d)m4] + dd,
= (mny + nmy) + dd;.
Assim, de nny +mmy = (mny +nmy) + ddy, obtemos dd; = (nny +mmy) —

(mny +mnmy), e como queremos, (n—m)(ny —my) = (nng +mmy) — (nmy +

nim).

(IIT) Temos as seguintes igualdades equivalentes:

(n—m) + (m -+ my) = (my —ma) + (m -+ my)
(n—m) + [(m +ma) = 0] = (m —m) + [(m +m1) — 0]
-+ (m -+ m)] = (m 4+ 0) = [y + (m 4+ m0)] — (my +0)

It (m - ma)] = m = [+ (m )] =y

4 (my +m)] =m0 = [y + (m )] = my

[+ m) -+ m] =m0 = [(ny + m) + my] —my

n-+m;=n;+m.
g n—-—m=Mnm-m)+0=mn-m)+(k—k)=(n+k)— (m+k).

(h) Temos que m —n < my —ny se, e somente se, existe k € N tal que (m—n)+k =

my1 — ny, que é equivalente as igualdades
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(m —n) + (k= 0) = my — m,
(m+k)—(n+0)=m3 —ny
(m+k)—n=m3 —mn
(m+k)+n=m+n

(m+mn)+k=m +n.

Temos que (m+n1) + k =my+n com k €N se, e somente se, m +n; < mq + n.
]

A seguir abordamos uma propriedade dos niimeros naturais conhecida como trico-

tomia cuja demonstracao foi adaptada de [6].

Propriedade 1.6.3 (Tricotomia). Dados m,n € N pode ocorrer uma e apenas uma
das seguintes relagoes:

m=n,m<<noun<im.

Demonstracao. Vamos provar a unicidade de uma dessas relacoes, isto é, que elas sao

mutuamente exclusivas. Tomando as relacoes duas a duas, temos trés possibilidades:

a) Se m = n e m < n, segue da Propriedade 1.5.2 (d) que m > m, gerando um

absurdo conforme vimos na Propriedade 1.5.2 (k).

b) Se m = n e n < m, segue da Propriedade 1.5.2 (d) que n > n, gerando um

absurdo.

c) Se m < nen < m, temos que existem p;,p; € N* tais que n = m + p; e
m = n+ py. Assim, m = (m + p1) + p2, logo m = m + (p; + p2), e como

(p1 + p2) € N*, que m > m, gerando o mesmo absurdo.

Vamos provar a existéncia de uma das relagoes. Tomado n € N, seja M = {m € N :

m=mn, m<noun <m}. Vamos provar por indugdo em m que M = N. De fato,

i) Temos duas possibilidades, n = 0 ou n # 0. Se n = 0, entao pela definicao de M,
0€ M. Sen #0, jaque 0 <n (conforme Propriedade 1.5.2 (g)), entdo 0 < n.
Pela definicao de M, temos 0 € M. Em qualquer caso, temos que 0 € M.
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ii) Supondo, por hipotese de indugao, que m € M, temos entao trés casos a consi-

derar:

a) m=n.
De m = n temos do Axioma 1.1.1 (b) que m+1=n+1, e como 1 € N*,
obtemos que n < m + 1, e portanto, pela definicdo de M, que (m+1) € M.

b) m < n.
De m < n temos que existe ¢ € N* tal que n = m + ¢. Como ¢ # 0 temos
pela Proposicao 1.1.2 (¢) que existe r € N tal que ¢ = r+ 1. Ser = 0,
entaio g =0+1=1en=m+1, logo, (m+1) € M. Mas se r # 0 temos
m+1)+r=m+1+r)=m+(r+1)=m+qg=n,logo(m+1) <n.
Portanto, (m + 1) € M. Em qualquer caso, temos que (m + 1) € M.

¢) n<m.
De n < m temos que existe t € N* tal que m = n +t. Logo, m +1 =
(n+t)+1=n+(t+1). Como (t+ 1) € N* concluimos que n < (m+1), e
portanto que (m + 1) € M.

Provamos que nos trés casos se m € M, entdo (m + 1) € M. E a indugao esta

completa.

Agora estamos aptos a demonstrar a lei do cancelamento para a multiplicagao.

Propriedade 1.6.4 (Lei do cancelamento para a multiplicacdo). Dados os naturais

m,n e k, para n # 0, temos que se mn = kn, entdo m = k.

Demonstracao. Suponhamos que mn = kn e que m < k. De m < k temos que existe
p € N, com p # 0, tal que k = m + p. Assim, de mn = kn temos mn = (m + p)n =
mn + pn, ou, mn + 0 = mn + pn. Cancelando mn temos pn = 0. Como p # 0,
concluimos que n = 0, gerando uma contradi¢ao. Analogamente, se supomos mn = kn
e que k < m, chegamos numa contradicao. Resta entao, pela tricotomia, m = k,

quando mn = kn e n # 0. ]
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1.7 O principio de indu¢ao matematica

A partir do axioma de inducao que esta relacionado a conjuntos, podemos enunciar
o principio de inducao finita que esta relacionado a demonstracao de propriedades ou

proposicoes?.

Teorema 1.7.1 (Principio de indu¢do matemaética). Seja P(n) uma proposi¢io asso-

ciada a cada natural n tal que:

i) P(0) é valida (Base de indugao);

ii) Se P(n) é valida, entdo P(n + 1) também é valida (Passe indutivo).
Entao, P(n) é valida para todo n € N.

Demonstra¢ao. Seja A um conjunto de nimeros naturais n tal que P(n) é valida.

Temos que:
a) 0 € A, ja que P(0) é valida pela hipotese i).

b) Se n € A, entdao P(n) é valida. Mas, pela hipotese ii), se P(n) é valida entao
P(n + 1) também é valida, logo, (n + 1) € A.

De a) e b), segue do Axioma 1.1.1 (e) que A = N isto ¢, a propriedade P(n) é valida

para todos os numeros naturais. ]

O proximo exemplo de aplicacao do Teorema 1.7.1 retiramos de [7].

(n+1)(4+3n)
2 ?

Exemplo 1.7.2. Demonstrar que P(n) : 24+5+8+---+(2+3n) =
para todo n € N.

Temos que

1)(4 . 1-4
) 243.0=2 OF >(2+3 0 _ = =2, Tsto ¢, P(0) ¢ vilida.
ii) Se P(n) é valida para algum natural n, isto é, 2+ 5+ 8+ -+ + (2+ 3n) =
(n+1)(4+ 3n)
2

igualdade obtemos 2+5+8+---+(2+3n)+[24+3(n+1)] =

, entao adicionando 2 + 3 - (n + 1) aos dois membros da tltima

(n+1)(4+ 3n)

2
5 +[2+

2Uma proposicdo é uma sentenca declarativa em que podemos atribuir apenas um dos valores
logicos: verdadeira ou falsa.

22



3(n+1)], ouainda, 2+5+8+---+(2+3n)+[2+3
Como 3n* + 13n+14 = (n+2)B3n +7) = [(n + 1

24+5+8++(2+43n) +[2+3(n+1)] =

é valida, entdo P(n + 1) também é valida.

N
+
=
s
v | 4
N
_I_
=

Portanto, pelo Teorema 1.7.1, temos que P(n) é valida para todo natural.
Vamos demonstrar uma importante variagao do principio de inducao matematica,
j& que uma propriedade pode ser valida a partir de um nimero natural diferente de

Z€ero.

Teorema 1.7.3. Seja a proposicdo P(n) para cada natural n > ng, com ng natural,

que satisfaz as condicoes:
i) P(ng) é valida;
ii) Para todo n > ng, se P(n) é valida, entdo P(n + 1) também é valida.
Entao, P(n) é valida para todo natural n > ny.
Demonstracao. Seja A= {n € N| P(ng+ n) é valida}, temos que
i*) P(ng) = P(no + 0) & valida por (i), logo 0 € A.

ii*) Se n € A, com n > ng, temos pela definicdo de A que P(ng + n) é valida, e
de (ii), obtemos que P((ng +n) + 1) = P(ng + (n + 1)) também é valida, logo,
(n+1) € A.

De (i*) e (i7*), temos pelo Axioma 1.1.1 (e) que A = N, isto &, P(n) ¢ valida para todo

natural n > ny. O
Os dois proximos exemplos de aplicacao do Teorema 1.7.3 retiramos de [8].
Exemplo 1.7.4. Seja a propriedade
Pn): 1+3+5+---+(2n—1)=n"
Vamos verificar primeiramente a base de indugao (i), isto é, que P(1) é valida. De
fato, 2-1—1=1=12. Como i) ¢é véalida podemos prosseguir para verificar a validade

do passo indutivo (ii), isto é, P(n) implica em P(n + 1). Supondo que a propriedade
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seja vélida para algum natural n, isto é, 1+3+5+---+(2n—1) = n?, queremos provar
que vale P(n+1),isto ¢, 1+3+5+---+(2n—1)+[2-(n+1) — 1] = (n+1)% De fato,
adicionando [2-(n+1) —1] aos dois membros da igualdade 1+3+5+---+(2n—1) = n?
obtemos que 1+3+5+---+2n—1)+[2-(n+1)—1=n*+[2-(n+1) — 1], que
é equivalente a 1 +3+5+ -+ 2n—1)+2-(n+1) =1 =n*+ (2n+ 1), que é
equivalente a 1 +3+5+---+(2n—1)+[2-(n+1) — 1] = (n + 1)?, como queriamos.

Como sao validas as duas condigbes i) e ii), concluimos, pelo Teorema 1.7.3, a
validade da propriedade P(n) para todo n natural nao nulo.

Foi na obra “Dois livros de aritmética” (traduzido do latim) de Francesco Maurolico
(1494 - 1575) que temos o registro do primeiro uso (segundo o autor de [8]) do principio
de indugdo matematica (abreviamos por PIM) para provar propriedades relacionadas
a nimeros naturais. Foi para provar que a soma dos n primeiros ntimeros impares é
igual a n? .

Assim, o principio de induc¢ao matemaética se mostra eficiente pois apos se verificar
a validade de P(1) por i), podemos garantir, por ii), que P(2) também é valida. A
validade de P(2) garante, por ii), a validade de P(3). E assim por diante. Por isso,
podemos fazer uma analogia entre o principio de indugao matemaética e o efeito domino,
onde se o primeiro dominé cai (base de indu¢ao) e que se um dominé caindo garante que
o seu sucessor imediato também caira (passe indutivo), entdo todos cairdo (a proposigao

vale para todos os naturais).
Exemplo 1.7.5. n! > 2", para todo natural n > 4.

)4 =4-3-2-1=24>16=2%
(*)
ii)(n+1)!:(n+1)-n!>2-n! 9.9n — ontl

Assim, pelo Teorema 1.7.3, temos que n! > 2", para todo natural n > 4. Note que

(H.L)
>

na passagem (x) a hipotese n > 4 garante que n > 1, isto é, n+1 > 1 + 1, ou ainda,
n+1>2.

1.8 Principio da boa ordenacao

Como consequéncia do principio de inducao finita temos o principio da boa ordena-

¢ao (abreviamos por PBO). Antes vamos definir elemento minimo de um conjunto.

Definicao 1.8.1. Dado um conjunto L de nimeros naturais, definimos como elemento
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minimo de L um elemento m de L tal que m < n, para todon € L: m = min L se, e

somente se, m € L e m < n, para todon € L.

Exemplo 1.8.2. O conjunto L = {n € N|(10 — 3n) € N} = {10,7,4,1} ¢é tal que
mnL=1,poislelel<10,1<7,1<4el1<L 1.

A demonstracao a seguir foi levemente adaptada de [4].

Teorema 1.8.3 (Principio da boa ordenagao). Todo subconjunto L nao vazio de nu-

meros naturais possui um menor elemento.

Demonstra¢ao. Tomamos M = {x € N|x < n, para todon € L}. Temos que 0 € M,
pois 0 < n (conforme Propriedade 1.5.2 (g)), logo, M # @. Como L # &, entao
existe a € L e como a+ 1 £ a, temos que (a+ 1) ¢ M. Assim, M nado contém todos
os naturais (M # N). Devemos ter algum m* € M tal que (m* + 1) ¢ M, pois caso
para todo m € M tivéssemos (m + 1) € M, como 0 € M, teriamos pelo Axioma 1.1.1
(e) que M = N. Como m* € M, entdo m* < n, para todon € L (1). Sem* ¢ L, entao
como m* = n nao pode ocorrer, resta que m* < n, donde pela Propriedade 1.5.2 (j),
obtemos que m* + 1 < n. Pela defini¢do de M concluimos que (m* + 1) € M, gerando
uma contradi¢do. Resta entdo que m* € L (2). De (1) e (2), segue da defini¢ao que

m* = min L. O
Provada a existéncia, vamos provar a unicidade do elemento minimo.

Proposicao 1.8.4. O elemento minimo de um conjunto é tnico.

Demonstra¢ao. Suponha que my e mo sejam minimos do conjunto L:

e Se m; = min L, entao m; <[, para todo [ € L. Em particular, temos m; < mo,

ja que mg € L (pois, my = min L).

e Se my = min L, entao my < [, para todo [ € L. Em particular, temos my < mq,

ja que my € L (pois, m; = min L).
De my < mg e my < my, temos da Propriedade 1.5.2 (b) que m; = ms. O

Na verdade o principio de inducao finita é equivalente ao principio da boa ordenacao,

basta tomarmos um como axioma e obtermos o outro como consequéncia.

Teorema 1.8.5. O principio de indu¢ao matematica é consequéncia do principio da

boa ordenacao.
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Demonstragao. Seja X C N tal que 0 € X ese n € X, entao (n+ 1) € X. Queremos
provar que X = N. Se X # N, entdo (N — X) é ndo vazio, e, pelo principio da boa
ordenacao, existe um menor elemento k € (N— X). Como 0 ¢ (N— X)), entdo k # 0, e
k & sucessor de algum natural p, isto é, k =p+ 1. Se p € (N — X)), como p < k, entao
k ndo seria o menor elemento de (N — X). Resta entdop € X, logop+ 1=k € X, e
portanto, k ¢ (N — X)), gerando uma contradigao. Logo, X = N. ]

Uma importante consequéncia do PBO é outra variacao do PIM.

Teorema 1.8.6 (Principio de indugao forte/completa). Seja a proposi¢do P(n) para

cada natural n > ng, com ng natural, que satisfaz as condicoes:
i) P(ng) é verdadeira;

ii) para todo k > ng, tém-se para cada m natural tal que ng < m < k, se P(m) é

verdadeira, entdo P(k) também é verdadeira.
Entao, P(n) é verdadeira para todo n > ny.

Demonstracao. Seja A ={n € N|n >ng e P(n) é falsa}. Supondo que A # &, entdo
pelo PBO temos que existe a = min A, o que garante a € A(a > ng e P(a) falsa).
Como P(ng) é verdadeira por (i), entdo ng ¢ A, logo a # ng (caso contrario ng = a €
A). De a > ng e a # ng, concluimos que a > ng (1). Devemos ter P(m) verdadeira
para todo m com ng < m < a(caso contrario min A # a) (2). De (1) e (2), concluimos
por (ii) que P(a) é verdadeira, logo, a ¢ A, gerando uma contradi¢do. Logo, A = &,

isto é, P(n) é verdadeira para todo n > ny. ]
O exemplo a seguir de aplicagdo do Teorema 1.8.6 retiramos de [9].

Exemplo 1.8.7. Seja (a,) uma sequéncia de niimeros reais positivos tal que a; =1 e
ai+ad+---+ad=(a;+ay+ -+ a,)? para todo n > 1. Prove que a, = n, para
todo n € N.

Temos que:
1) ay = 1.

ii) Suponha que a,, = n para todo os naturais de 1 a n, e provemos que a, ;3 = n+1.
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De fato,

A+t ay oy = (art o+ an o+ ann)?
(a1 4+ 4a)’ +ady = (a1 + - +a,)?+2(a +- -+ ay)anp1 +ai,

al o= 2(1+24 - +n)ay +ai

3 (1+n)n
Ap1 = T

(
(

2
Ant1+ Qg

3 2 _
Apyy — (1+n)na,1 — apyp =

S O N

Api1 (ai+1 —ap — (1+ n)n) =

Da dltima equacao na variavel a,.; obtemos a,.1 = 0; —n;n + 1. Como os termos da
sequéncia sao positivos, temos que a,1; = n + 1. Pelo principio de indugao forte em n
temos que a,, = n, para todo n € N.

O principio de inducao forte é importante em demonstragoes onde no passo indu-
tivo é necessario que a validade da propriedade para mais de um natural implique na

validade da propriedade para o natural que os sucede imediatamente.

1.9 Observacoes na demonstracao por inducao

Vamos em seguida discutir dois exemplos oportunos para melhor compreensao do
PIM.

Exemplo 1.9.1. Seja a proposicao

n(n+1)

P(n):1+2+3+~~~+n:T+1.
Notemos que
1
L4243 gm0
2
n(n+1
1+243+--+n+(n+1)= (2 )+1—|—(n—|—1)
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1+2+3+-~-+n+(n—|—1):(n+1)<g—|—1>+1

(n+1)(n+2) 1

(n+1[(n+1)+1]
2

142434 4+n+(n+1)=

1+24+3+--+n+(n+1)= + 1.

Isto ¢, a sentenca “se P(n) é valida, entdao P(n+ 1) também ¢ valida” é verdadeira,
embora P(n) seja falsa. Isso mostra que no passo indutivo ndo estamos usando o
que queremos provar, ja que supomos P(n) véalida para algum n, e ndo, para todo.
Mostra ainda que se tivéssemos verificado a base de induc¢ao teriamos que nao vale
P(1), pois M—i—l:%#—l:g#—l:l#—l:Z#l. Assim, embora valha o
passe indutivo, nao vale a base de inducao. Portanto, embora a base de inducao seja
geralmente mais simples de se verificar a validade, ela ¢ tao importante quanto o passe
indutivo nas demonstracoes por inducao matematica. Em todas as demonstracoes por

inducao faremos aqui a verificacao da base de inducao com a devida atencao.

Exemplo 1.9.2. Seja a propriedade P(n): Num conjunto de n bolas, todas possuem

a mesma COor.

E leiamos, com atencao, uma demonstragao para tal por inducao:
i) Se o conjunto tiver uma bola, é claro que P(1) é verdadeira, jA que temos uma

bola com uma unica cor.

ii) Seja {x1, x9, -+, Tn, Tyr1} um conjunto de n + 1 bolas, podemos escrever
{z1, 23y -+, Ty, g1} = {1, T2y -+, } U {29, -+, 2y, 01}, Como o conjunto
{1, x3, -+, x,} possui n bolas entdo, pela hipotese de inducdo, z1, xa, -+, Tp_1, Tp

possuem a mesma cor C, e, em particular, a bola x,, por exemplo, tem a cor C. Por
outro lado, o conjunto {xzy, - -+, Z,, T,41} possui n bolas e, pela hipotese de indugao,
todas elas possuem a mesma cor C, ja que x, tem a cor C. Disso, concluimos que , 1
também tem cor C. Portanto, todas as bolas xy, xo, - -+ ,x,, Tpi1 tém a mesma cor C.
Mostramos que a sentenca é verdadeira para n + 1 quando também é para n.

Por i) e ii), concluimos, por indu¢ao matematica, que a sentenca é verdadeira para
todo n natural.

Bom, é claro que num conjunto qualquer de bolas nao podemos garantir que todas
as bolas possuem a mesma cor, mas qual foi entao o erro cometido na demonstracao
por inducao? Na verdade, embora esse exemplo pareca um paradoxo em inducao,

o erro aparece quando escrevemos {xi, To, - -+, Ty, Tpi1} como {xy, xg, -+, T} U
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{zg, -+, Ty, Tny1}. Se tomarmos um conjunto {x1, 2} com dois elementos nao é
possivel escrevé-lo como a uniao de dois subconjuntos unitarios de modo que possuam
pelo menos um elemento em comum. Assim, P(1) nao implica em P(2), invalidando a
falsa demonstracao.

O principio de inducio matematica possui aplicacbes na Aritmética, Algebra, Ge-
ometria e Teoria dos niimeros, e em outros ramos da matematica. O PIM é 1til para
provarmos propriedades dos ntmeros naturais e para definicbes envolvendo ntimeros
naturais. Na Computagao, por exemplo, com as propriedades recursivas, o PIM se
mostra também muito importante. Vamos dar a énfase necessaria as varias aplicagoes

do PIM no préoximo capitulo.
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Capitulo 2

Aplicacoes do principio de inducao

matematica

Os exemplos deste capitulo estdo separados em cinco grupos de aplicagao (aritmé-
tica, geometria, teoria dos conjuntos, problemas lidicos e em problemas de contagem)
que nos mostram a versatilidade e abrangéncia do principio de indugao matematica.
Por questao de praticidade fazemos todas as demonstracoes pelo principio de inducgao
matematica verificando a validade de i) (base de indugao) e de ii) (passo indutivo),
o que finaliza a demonstragao. Deixamos claro em que passagem na demonstragao

usamos a hipotese de indugao indicando por (H.L.).

2.1 Aplicacoes em aritmética

2.1.1 Aplicacoes nas propriedades de somatodrio

n+1
Definimos que E a; = aj e 5 a; = E a; + a,+1. Vamos demonstrar, por inducao

=1
em n, as prmmpals proprledades do somatorio (retiradas de [10]) para a;, b; e ¢ reais e

n, ¢ naturais.

Propriedade 2.1.1.1. (a) i (a; + b;) Zal + Zb
i=1
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n n
b) ¢ E a; = E ca;.
i=1 i=1

n

(c) Z(aiﬂ —a;) = any1 — a;. (Util em somas telescopicas'.)
i=1

n

(d) Z ¢ =nc.

=1

1 1 1

Demonstra¢ao. (a) Z a; +b;) =a;+b = Z a; + Z b;.

pa , ,
n+1 n

ii)zaz+b Zaz+b (@nt1 + bpt1) H¥)<2a2+zb)+an+1+
=1 =1 =1
(Z > + Ani1 (Z bi) + bng1
=1 i=1

n+1 n+1
n+1 n
ii) cZaz =c (Z a; + anH) =c (Z Z) +CUpiq (H1) (Z cal) +Cp i1 =
i=1

n+1

Zaﬁ—Zb

(c) 1) Z(aiﬂ —a;) = a141 — ay.

=1

n+1 n
i) ) (@i —a) = [Z(am —a;)
i=1 i=1

Upt1 = Apy2 — @1 = Q(p41)+1 — A1-

(H.I.)
T An41)41 — Ant1 - = (An41— 1)+ Qnyo—

=1
n+1 n

ii) ZCI ZC+C W) e+ e = (n+1)ec.
=1 =1

]

n
'Para uma sequéncia (,,), com n € N, definimos Az, = 2341 — . Chamamos a soma E Axy =

k=1
ZTp41 — 21 de soma telescopica.
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2.1.2 Aplicacoes nos niimeros binomiais € no binémio de New-

ton

definicao que:

'(¢>:< g

n

|
Definimos o nimero binomial (n> = LH, com n e p naturais, e obtemos da
p) (n—p)p!
|
=21
—0)!0! "l n!
! n! n! 1
n—n'n‘ “o0-nl 1onl nl
n(n —1)!
=n.
n—l'l' (n—l)!-l
! n! ( n ) q (n)
e = = I onde
‘p‘ pln—=p)l [n—(n—=p)ln—p! \n-p p

()~
(1)-
b5

—-p

(> Q+J_(

(

n
p

chamamos de nimeros binomiais complementares.

)+,

Assim, (n) + ( "
p p

+1

(n+1)!

n
+1

n+1
p+1

)

> (Relacao de Stiffel). De fato,

n! n!

(n—p)ipl " o= (p+ D+ 1)
n! n!

n—p—p-Dpl  n—p-Dip+ Dy

n! ( 1 N 1 )
m—p—1Dlpl\n—p p+1

n! {p—f—l—l—n—p]
(n—p—="1p! [(n—p)(p+1)
n! (n+1)

[(n+1)—

(p+Dp+1)!

(n—p—11p (n—p)(p+1)

(n+1)n! (n+1)!

) :(n—mm—m—lﬂp+Dp__O%ﬁN@+1ﬂ

B n+1
N p+1

) . (n
Convencionamos que quando n < p, entao ( ) =0.
p
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Vejamos agora algumas propriedades (retiradas de [8]) presentes no triangulo de

Pascal? para m,n e p naturais:

1 1
Propriedade 2.1.2.1. (a) (p) + (p+ ) NN (p~|—n> = (p+n+ ) (Soma
p p p p+1
na coluna)

1 2 1
(b) ") n + nr +-- 4 nEmy _ (nrm . (Soma na diagonal)
0 1 2 m m
Demonstragao. (a) Indugao em n:
. (pP+0 D p+0+1 p+1 p+0
i) = =1le = = 1, logo =
p p p+1 p+1 p
(p+0+1)
p+1 )
1 1 I 1
0 () () e () (5 = ()
p p p p p+1

p+n+1\ (el stiffel) ((p+n+1)+1 p+(n+1)+1
D p+1 p+1 '

_|_

(b) Inducio em m:

Eiiim e (o) = () e (707) -
( ) (n+1) - <n;m) N <n+77§rjzr1r1)> (H.L) (n+g+1> N
( +1

m—l—l (Rel. stiffel) ((n+m +1) _(n+(m+1)+1
m+1 B m+1 '

No proximo item temos a formula (retirada de [11]) do desenvolvimento do binémio

]

de Newton para os reais a e b e os naturais n e p e como consequéncia dela mais uma

propriedade do triangulo de Pascal.

Exemplo 2.1.2.2. (Binémio de Newton)

(a+b)" = Zn: (Z) AP,

p=0

2E um quadro de formato triangular que organiza os coeficientes do desenvolvimento de cada
binémio (a + b)", n € N.
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Inducao em n:

0
O\ o-prp (O 00,0 4 0
i) Z(p)a pbp—(o)a b’=1-1-1=1=(a+0b)".
p=0
ii)
(@a+b)"" = (a+0)"(a+D)
(H.I) [n n>a”—pbp
p=0 p
n n n—1 n n—212 n n
0>a +<1)a b+<2>a b + +(n)b} (a+0)
)GL"Jrl + (n) a"b+ (n) a” (n) ab™
1 2 n
n n n n—132 n n
<0)a b+(1>a b* + +(n_1)ab +(

Podemos escrever a tltima expressao como

M) arh " " ny ... n n n N\ i1
(0>a +K0>+<1)}ab+ +[(n_1>+<n)]ab +<n)b .
+1

Que, pela relagao de Stiffel, é igual a g n+1+( X
...+(”+1> . ()bnﬂ <n+1) n+1+(n—1|—1

n+1
..+(n+1) b + (n+1)bn+1 ou ainda, (n—i—l) A
n n + g P

1 1
Note que usamos my o (Tt =1le o (" = 1. Note também
0 0 n n+1

-(a+Db)

3

Il
~ N _
o 3

_|_

que tomando ¢ = b = 1 em (a + b)" = (n)a"_pbp, obtemos (1 + 1)" =
p=0 p

Z (n) 1"7P1P) isto é, 2" = (n) + (n) + o+ (n)) propriedade conhecida

o \P 0 1 n

como soma na linha do triangulo de Pascal.
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2.1.3 Aplicacoes em igualdades

As aplica¢oes em aritmética nas demonstragoes de igualdades/identidades sdo ge-
ralmente mais simples bastando uma manipulagdo numérica/algébrica a partir de fa-
toragoes e simplificagbes para mostrarmos a validade de P(n + 1) a partir da validade
de P(n). Os exemplos desta subsegao foram retirados respectivamente de [12], [8], [10],
[13], [14], [15], [16] e [8].

12 22 n? n(n+1)

Exemplo 2.1.3.1, —— 4+ —— 4 ... _ N.
*empio 13735 Tan-1)-@ir) 22t S

12 1 1-2  1-(1+41)

i) 2-1-1)-(2-1+1) 1.3 2-3 2-(2-1+1)
ii)

12 22 n? n+1)>2
rFr = —+—+---4 ( )

13735 @n—1) - @n+1) R+ D—1-Rn+1)+1]
(#1) n(n+1) (n+ 1)

22n+1) (2n+1)-(2n+3)
B n+1 n n+1
a 2n+1'<§+2n+3>

n+1 2n%+5n+2

n+1  2(2n+3)
m+1)2n+1)(n+2) n+1)(n+2) (n—i—l)[(n—i—l)%—l].

2n+1)-2-2n+3)  22n+3)  22(n+1)+1]

n n
E lo 2.1.3.2. j =n-2"! N.
xemplo ZZ(@) n , €

1=0

Indugao em n:
L1 1 1
i) Zz() :0-(0>+1-(1) =0-1+1-1=1el-2"1=1.20=1, logo,

7
1
z() =1.271
1
0
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ii)

(Rel. Stiffel)

Por outro lado temos que

. g(z‘—l)(ifJ :0(3) +1(71L) +~~~+(n—1)(ni1>+n(2).

2 (206 () (1)

. izc) :1(?) +2<Z) ++n(Z) +(n+1)<

n
n .

n-+1

)

n+1

. . - . SAn+1
Portanto, pela hipotese de inducao e por soma na linha, obtemos que E 7 ( , )
7

S L, LS [nQ”_l —0- (g) +(n+1)- 0] - 2”-(
(n+ 1)2(77,-‘1-1)—1.
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Exemplo 2.1.3.3. Para m,n € N:

1-2-.m+2-3-.m-(m+1)+---+n-(n+1)- .-(n+m—1) =

el 1n(n+1)...(n—|—m).

Indugao em n:

) 1-(1+1)--(I+m=1)=1-2--me —L5-1-(1+1)-.-m-(1+m) =1-2-_-m,

i) E=1-2-...m+2-3-.-m-(m+1)+---+n-(n+1)-.-(n+m—1)+(n+1)-
(n+2)-..-[(n+1)+m— 1]. Pela hipotese de indugao, temos

B - miln(n—i-l)...(n—l—m)—l—(n—i—l)-(n+2)~...'(n—i-m)
= (n+1)-(n+2)-...~(n—i—m)'(mL_H—i-l)
= 1) (2 ()
= ) (42t m) [+ 1) + .

m+1

Exemplo 2.1.34. 1-1!+2-2!l+---+n-nl=n+1)-1,neN.
) 1-Ul=1-1l=le(l+1)—1=2—1=2—-1=11logo1-1=(1+1)I—1.

ii)

L-Ul+-+n-nl+n+1)-(n+1) =" n+)=14+Mn+1) (n+1)!
= (+1)-1+Mm+1)]-1
= (m+2)n+1)-1
= (n+2)!-1
= [(n+1)+1! -1

1 4
Exemplo 2.1.3.5. (1° +2°+ .-+ + (1" 42" +-- - 4n") =2 {§n(n+ 1)} ,neN.

D17 =14+1=2=2-1"=2-(.1.2)" =2. [L. 1.1+ D)]".
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ii)

E = (P+2%+-+n2°+n+1)")+1"+2"+--+n"+(n+1)7)
= [P+2+-+n")+ 1" +2"+ 0]+ (n+1)°+ (n+ 1)

(HI) [ln(n + 1)}4 +(n+1°+ (n+1)

2

= 2(%) ot (D) (e 1) [(n+ 1)+ (n+ 1))
= (n+1)4-[2-(%) -n4+(n+1)—|—(n+1)3

, [n*+8(n+1)+8(n+1)*
= (n+1) [ 2 }
_ (n+1>4_n4+8n3+248n2+32n+16
 (n+ D)t (n+2)
B 8
_ 9. (n+1)*(n+2)*
B 16

_ 2~{%-(n+1)[(n+1)—|—1]}4.

= i! x (n+1)! ,
Exemplo 2.1.3.6. S, (z) = ZZ_; TP -1 — @t )’ para n e 1

naturais e para o real z # 1, onde (z4+0) 9 =1e(x+9)D =(@+1)(x+2) - (z+1).

Inducao em n:

0 .
) 1! 0! 1 v (0+1)!
So(z) = L _ 1y B )
st ;(x+i)(l) (z+0)©@ 1 “T-1 7 @-DE+0)0
1 —1
Ifl_(m—l)&_i_l_LlOgO»Valeparan—O;
1 .
! 0! 1! 1 1 141
S = _ 1 B )
" ; (z+0)0 (z+0)© " (z+1)W® 1 + r+1 r+1
r+2 x 1+ 1) T ) (2 + 1) — 2

el -1 z—DE+1)D -1 (@-1D+1) @-DE+1)
?4+r—-2  (z-1)(z+2) x+2

(z—D(x+1) (@-D@@+1) z+1

logo vale para n = 1.
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ii)

ol
Spy1(z) = ;—(x+i)(i)

N il (n+1)!
T &G0 o D
(HI) T (n+1)! N (n+1)!

z2—-1 (z—-D(@+n)®  [z4+ (n+1)]CD
R (n+ 1)1 [ 1 B 1 ]
-1 =1 (z+n)™ x4+ (n+ 1))
I S N S R ) R
Cor—1 (n+1)! :(x—1)(x+1)“'(93+n)($+(n+1))}
== —(n+1)! nt2 }

r—1 =1 (z+1)- - (z+n)(z+(n+1))
oz (n+2)(n+1)!

r—1 (z—=1)(xz+1)---(z+n)(z+(n+1))
e (2
S x—1  (z—-1D[z+ (n+ 1)@+

T [(n+1)+1]!

z—1 (z—1Dx+n+1)]en

No exemplo a seguir provamos uma identidade trigonométrica por inducao onde
a verificacao da base de inducao é interessante por nao ser tao imediata, como é de

costume.

Exemplo 2.1.3.7. (Identidade trigonométrica)

(n+1)cos nx —ncos(n+1)xr—1

4 sen? (%)

cos T +2cos 2x+---+mncos nr =

,neNexeR.

(14+1)cos1-x—1-cos(1+1)x—1 2cosx—cos2x—1

4 sen? (%) N 4 sen? (%)
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1) 2cos © — (2cos?z — 1) — 1

- 4 sen? (%)

~ 2cos x(1 —cosx)

4 sen? (%)

(2) Cos (1—(1—2sen? (%))

2 sen? (%)

cos x - 2 sen? (%)

2 sen? (%)

=cosz=1-cos(1l-x).

E=cosz+---+mncosnr+(n+1)cos(n+1)x

g 1 — e -1
(H.L) (n+1)cos nx —ncos(n+ 1)z -+ 1) cos(n+ 1)z
4sen? ()

@) (n+1)cosnx —ncos(n+ 1)z —1+(n+1)-cos(n+1)x-(2—2cos )

- 4 sen? (%)

Logo, F = E-4sen® <;> = —ncos (n+1)z+2(n+1)cos (n+1)z+(n+1) cos nx—
2(n+1)cos(n+1)zcos x — 1.
Portanto,

F=cos(n+ 1)z -[-n+2(n+1)] — (n+ 1)[2cos (n + 1)z cos x — cos nx| — 1

@ (n+2)cos(n+ 1)z — (n+ 1)[cos (nx + 2z) + cos nx — cos nx] — 1

=(n+2)cos(n+ 1)z —(n+1)cos(n+2)xr— 1.

((n+1)—|—1)cos(n+1)x—(n+1)cos((n—|—1)+1)x—1‘

4 sen? (%)

Finalmente, £ =

Na passagem (1) usamos a identidade trigonométrica cos2r = 2cos’z — 1, na
x T
(2) a cosx = 1 — 2sen” (§>, na (3) uma equivalente a anterior 2sen? <§> =

1 —cosz e na (4) tomamos p = nz + 2x e ¢ = nx na féormula de prostaférese:
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cos p+ cos q = 2cos p;qcos p;q.

Além das cléssicas progressoes aritmética e geométrica, temos também a progressao

aritmético-geométrica, onde dados o primeiro termo a; e as razoes ¢ e r tém-se por

recorréncia um termo qualquer por a,y3 = q-a, +7, com ¢, 7 € Re g # 1.
n—1

q -1

Exemplo 2.1.3.8. (a) a, = a;¢" " +r , n € N. (Formula do termo geral na
progressao aritmético-geométrica)

gt —1 qgt —1 n—1

(b) S, = qrw +aq T "€ N. (Soma dos n primeiros termos na
q— q— q—
progressao aritmético-geométrica)
=11 1-1
Demonstragio. (a) i) aiq'™" + rqq — = ard® +r 1 ap -1 Tq — =
ar+7-0=aj.
ii)
n—1
H.I. -1
(i1 :qan+r(:)q- (alq"_1+r—qq_ 1 ) +r
(n—1)+1 _
= a,q" T+ o M p— a +r
(n+1)—1 __ _
- (n+1)—1 , 74 rq+rqg—r
=a
19 + —1
(n+1)—1 __ 1
_ alq(nJrl)fl 4
q—1
(b) )
1-1 1 0
g —1 qg —1 1-1 qg —1
L - — —ar-(—1 .0
Ta=gr “i=q 1= =g " AN
1-1
:qr-—(l_q)2 +a;+0
=qr-0+a;+0
=0 + aq + 0
_= al
- Sl-
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ii)

n—1 n n
(H.I) -1 -1 n—1 n, 4" —1
B @TW—D2+%q—1 7@—1>+(mq+rq—1

_ qrq a1q" —ay —rn+r+aq"(g—1)+r¢" —r
(g — 1) q—1
_ qrqn_l —1 N a1q" — a1 —rn+ a1q"t — a1q" + rq®
(g —1)2 q—1
n—1 rq" a1qg" ™ —a rn
N W%W—D2+qzl+ 1qq—l 1_q—l
rg™ —qr  rq™(qg—1 ntl _ 1 n
— q q2+q(q 2)+a1.q—_7’~.—
(¢—1) (¢—1) q—1 q—1
rq”—qr—i—rq”“—rq" qn+l_1 n
e +a1.—_r.
(g —1)2 q—1 q—1
_ @' =) ¢ -1 n
I P R e |
q q q
_ qwqwm*—1+m W“—1_T(n+U—1
(g —1) q—1 q—1

2.1.4 Aplicacoes em desigualdades

A demonstracao de propriedades que envolvem desigualdades ndo sao geralmente
obtidas naturalmente pois exigem alguma propriedade auxiliar além da que devemos
demonstrar. Os exemplos dessa subse¢ao foram retirados respectivamente de [12], [10],
[16], [15], [5], [11], [11] e [17].

Exemplo 2.1.4.1. Para todo n € N, temos que
(2n)! < 2*"(n!)*.
i) Temos que (2-1)! =2 =2.
Eque2?!. (11?2 =22.12=4-1=4.

Logo, (2-1)! < 2%1(11)2,
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ii)

2.+ = (2n+2)
= (2n+2)(2n+1)(2n)!

UE on 4 2)(2n + 1)220(n))?

Y an 4 2)2n + 2227 (n)?

= 2(n+1)2(n+1)2"n!n!

22"2%(n + D)n!(n + 1)n!
= 27 (n4+1)(n+1)!
= 220D (4 112

Neste exemplo usamos na passagem (x) a propriedade auxiliar 2n + 1 < 2n +

2, para todo n € N.

Em algumas demonstragoes usamos o dominio da validade da propriedade para

garantir certas passagens.

O proximo exemplo é interessante pois nele temos que verificar por inducao duas

propriedades auxiliares para concluir a inicial.

Exemplo 2.1.4.2. P(n): n*? < 2", para todo natural n > 5.

i)
i)

52 =25 < 32 = 2°,

) ) (H.I.) 1) 1
m+1)=n"+2n+1 < 2"42n+1<2" 42" =2.2" = 2",

Na passagem (1) usamos que 2n + 1 < 2" vamos provar isso por inducio.
Primeiramente, ela nao é valida para n = 1;2, mas é para n = 3 ja que

(H.I)
2:3+1=7<8=2%(iy). Temos que 2(n+1)+1=2n+3=2n+1+2 <

(2)
242 < 2"+ 4 < 242" = 22" = 2" (45;). Assim, provamos que vale
Pi(n) : 2n+1 < 2" para todon > 3. Logo, a passagem (1) é possivel pois
n > 5 garante que n > 3, valendo que 2n + 1 < 2™,
Na passagem (2) usamos que 2" > 4, vamos provar isso por indugao. Primei-
ramente, ela ndo é valida para n = 0;1, mas é paran = 2 ja que 22 = 4 > 4

H.I.
(i3). Temos que 2"T1 =2".2 > 4.2 =8 > 4 (iiy). Assim, provamos que vale
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Py(n) : 2™ > 4, para todo n > 2. Logo, a passagem (2) é possivel pois n > 5

garante que n > 2, valendo que 2" > 4.

Finalmente, temos que Py(n) valida implica que P;(n) é vélida, e esta implica

que P(n) também é valida.

Exemplo 2.1.4.3. \/2 + \/2 +1/2+ - ++2 < 2, para todo n € N.

n radicais

i) 0 < V2 < 2 equivale a (v/2)? < 22, que equivale a 2 < 4. Como a terceira
desigualdade é verdadeira, entao a primeira também é. Usamos que a < b é

equivalente a a? < b%, para a e b positivos.

ii)

\/2+\/2+\/2+---+\/§<2

n radicais
0<2+\/2+\/2+\/2+---+\/§<2+2 (%)
nrz;dricais

2+\/2+\/2+\/2+~--+\/§<\/2+2_\/Z_2.

(n+1) radicais

Na passagem (*) usamos que a < b é equivalente a \/a < Vb, para a e b positivos.

n 2
Exemplo 2.1.4.4. 2% < < n)) para todo natural n > 2.
n

v s 24 4 41
0% =9 VP = V32 < V3= = =
P 2.2 2.2 (4
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ii)

21 =927 .32 <27 .81 = 2%.3
yo 2020+ 1)
n+1
(H1) (20 2(2n+1)
= (n) n+1
(2n)! 2(2n+1)
nln! n+1
(2n+1)(2n)!12(n+ 1)
(n+ 1)nlnl(n+1)
(2n)!(2n +1)(2n +2)
(n+ 1)Y(n+1)!
(2n + 2)!
(n+1!(n+1)!
(2n +2)!
(2n+2) — (n+ 1)]l(n+ 1)!

_ 2n + 2
_ E;z;i R)
N n+1 /)

2@2n+1)

Na passagem (x), como n+ 1 > 0, temos 3 < equivalente a 3(n+1) <

n
2(2n + 1), equivalente a 3n + 3 < 4n + 2, equivalente a 1 < n, que é garantido
pois n > 2.

No proximo exemplo temos que usar a transitividade de < e que sentencas equiva-

lentes tém o mesmo valor légico para concluirmos a demonstracao.

1 1 1 1
Exemplo 2.1.4.5. 1+ -+ -+---+ — <2 — —, para todon € N.
4 9 n? n

N 1 1 1

1)ﬁ:162—122—1:1710g0§§2—1

“)1+1+ + +1+ ! <2 1+ ! A bast t

il -4t =4+ — — —+————. Agora basta mostrarmos que
49 n? (n+1)2 — n (n+1)2 & q
1 1

2— —+ — <2— —— e, de fato, esta tltima desigualdade é equivalente
n (n+1)?2 n+1
1 1

1
an+1_ﬁ+(n+12
quen >0e (n+1)2>0.

< 0, equivalente a ——— < 0, que é verdadeira ja
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Podemos extender a importante desigualdade triangular de dois termos para mais

de dois conforme nosso exemplo a seguir.
Exemplo 2.1.4.6. (Generalizagdo da desigualdade triangular) Quaisquer que sejam
0s nlmeros reais ap, as, - - - , a, vale que

a1+ az+ -+ an| <ar| + |az| + -+ + [an], n €N

i) Para um nimero ¢ imediato ja que |a;| < |a;|. Vamos verificar para dois nimeros
a e b quaisquer:
la + b|? @ (a +b)* = a® + b* + 2ab
@ la]® + |b|* 4 2ab
G, 9
< lal* + |b]* + 2|ab|
= Jaf? + [bf + 2falo

= (la| + [b])*.
Logo,

la+b* < (af + [])?
Ja+b* — (Jal + [b])* < 0

(la+ b+ (la] + [bD)(la + b] = (laf + [b])) <0

N J/
-~

>0

ja + 6] = (] +[b]) <0

ja +b] < |af + [b].

Nas passagens (1) e (2) usamos a propriedade de modulo |z|? = 2%, a x < |z| na
(3) e a |ab| = |a||b] na (4).
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ii)

lay +ag + -+ ap + apga| = (a1 +ag + - 4 an) + anya|

(+)
<lay+ag+ -+ an| + |ans]

H.I.)
< ag] + |as] + -+ an] + |ang]-

Em (%) usamos a desigualdade triangular para dois nimeros.
Exemplo 2.1.4.7. Para a > 0, temos pela expansao do bindmio de Newton que

n n n n n
no_ 1n 0 1n—1 1 1n—2 2 . 10 no 1n 0
(1+a) (0) a +<1) a +(2> a® + + " a® > 0 a +

T 1" a' = 1 +na, isto é, (1 +a)” > 1+ na paraa > 0 e n € N. Na verdade,

podemos ampliar o dominio de validade para a > —1, conforme a desigualdade de

Bernoulli *:
(14+a)" > 1+ na, Yn € N*, para todo a € R,a > —1.

Temos que se a > —1, entao 1 +a > 0.

i) (1+a)l=14+a=1+1-a>1+1-a.

ii)

(1+a)">1+na (1+a>0)
(1+a)"(1+a) > (1+na)(l+a)
(1+a)"" > 1+ a+na+ na® (na® > 0)
(1+a)"™ >1+a+na

(1+a)"™ >1+ (n+1a.

-1
Exemplo 2.1.4.8. (14+a)" > 14+ na+ %a{ se a ¢ real nao negativo e n € N.

3Essa desigualdade leva o nome do suigo que a demonstrou: Jacques Bernoulli (1654 - 1705).

47



i) (1+a)1:1+a21+1-a+0:1+1-a—|—[

ii)

o)

(H.I) 1
(1+a) =1+a)"(1+a) > [1+na+”(”2 )aﬂ (1+a)
— 1a? —1)a?
= 1—|—na+n(n2 Ja —|—a+na2+n( 5 Ja
>0

n\n
> l1l4+na+

= l14+na+a+d (@—l—n)

n®>+n

= 1+(m+1la+a*

(n+1D[(n+1)—1]a®
5 )

= 1+(n+1la+

2.1.5 Aplicagoes em divisibilidade

Os exemplos dessa subsecao foram retirados respectivamente de 13|, [10], |18], [15]
e [12].

Exemplo 2.1.5.1. 23" 4 1 ¢ divisivel por 3"*!, n € N.
i) 28 +1=2841=9e3" =32=9 entdo 23" + 1 é divisivel por 3'*7.

ii) Por hipttese de indugdo, temos que 23" + 1 & divisivel por 3" isto &, existe
k € Z tal que 23" + 1 = k3", Dai,

27 = k3" -1

(23n>3 (k3n+1 . 1)3
93"3 k3. 33043 _ gp232n42] 4 gpgntlq2 _ {3
2" 41 J33nt2g2ntl _ gp2gnt2gn | pant2 14|
2" 41 = 3T (s 3 4 k),

-

g

€Z

isto &, 23" 4+ 1 é divisivel por 372 = 31+
?
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Nos proximos dois exemplos usamos artificios simples, como 8 = 9 — 1, mas que

podem ser importantissimos nas demonstracoes com divisibilidade.

Exemplo 2.1.5.2. 9|[n4"™! — (n+1)4" + 1], n € N.
) 14" —(141)4' +1=16-8+1=09, logo 9| [1 -4 — (1 +1)4" + 1].

ii) 9| [nd"™ — (n+1)4" 4 1], isto é, existe k € Z tal que nd"™ — (n+1)4"+ 1 = 9k.

Temos que

(n4 DA —(n+ 1)+ 14" 41 = (“dn+4)4" — (n+2)4" 1 11

= 4"4n+4-n-2)+1

= 4" GBn+2)+1

= 4" (n+(2n+2))+1

= 4" 4 (2n 4 2)4" + 1

= 4" 4 2(n+1)4"4+ 1

= nd" +8(n+1)4"+1

nd" 4+ (9 —1)(n+1)4" + 1

= 4" H 9+ 1)4" —1(n+ 14" +1

= 4" —(n+ 14"+ 1+9(n+1)4"
9k +9(n + 1)4"
9(k+(n+1)4").

N

-~

€z
Logo, 9| [(n 4 )4+ — ((n + 1) + 1)4" +1].
Exemplo 2.1.5.3. 22771 . 372 1 1 ¢ divisivel por 11 ,n € N.
i) 22171, 312 4 1 =55, que é divisivel por 11.
ii)
22(n+1)—1 . 3(7’L+1)+2 + 1 = 2(2n—1)+2 A 3(7’L+2)+1 + 1

— 2271—1‘4_371-"-2_3_'_1
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= 12.27l.gnt2
= (11+1)-2"71.3"2 11
— 11 . 22n—1 . 3n+2 + (22n—1 . 3n+2 + 1)

VLE) qpgzetignt gl
~—~
€z
— 11 . (2277,—1 . 377,—1—2 + k),
que ¢ divisivel por 11.
5 4 3
Exemplo 2.1.5.4. (% + % + % — %) € Z, para todo n € N.

i)

i)

Para n = 0 é imediato. Vamos verificar para n = 1 : 5 + 5 4+ — = = =

L1011 _6415410-1 30 _

5 2 3 30 30 30 '

(n+1)5+(n+1)4+(n+1)3 n—i—l_n5+5n4+10n3+10n2+5n—|—1+

5 2 3 30 5

n4+4n3+6n2+4n+1+n3+3n2+3n+1 n 1 n5+n4+n3 n n

2 3 30 30 \5 2 3 30
1 1 1 1

(n4+2n3+2n2+n+2n3—|—3n2+2n+n2+n)+(5—1—5—1—5—%). Como

nt+2n3 4+ 2n? + n+2n®+ 3n* + 2n+ n? + n é inteiro (produto e soma de inteiros
5 4 .3

6 intei )n+n+n " & intei (hipotese de indugao) 1+1+1 L

é inteiro), — + — + — — — ¢é inteiro (hipotese de indugdo) e =+ -+ - — — ¢é
"5 T2 7330 15p e §135 2 3

o inteiro 1 (por i)), temos que (n—g ) +(n; ) +(ng ) _n;(—) é inteiro

(por ser soma de inteiros).

1 1
Exemplo 2.1.5.5. Paran € N, se x + — € Z, entao (m” + —) € 7.
T m

i)
ii)

1 1
rt — =&+ — € Z, pela hipotese.
x x

1 T T " " 1
x”“—l——l =" s+ ———+——— T
xnt AL U T T "
n x" 1 "
= -+ —+ — T T
x" x " - x x x"
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Como = + i ¢ inteiro por hipotese, (x” + oy e (x”_l + %) sao inteiros
pela hipotese de inducao e Z é fechado para a multiplicagao e subtracao, temos
que 2" 4 o) é inteiro. Assim, admitindo a validade da propriedade para todo
natural < n, provamos que ela é valida para n—+ 1, logo, pelo principio de inducao

forte é valida para todo natural n.

2.1.6 Aplicacoes nas propriedades de poténcia.

Definimos por recorréncia que a' = a e a"*! = a"a. Vamos demonstrar por inducao

em n as seguintes propriedades de poténcia (retiradas de [14] e [8]) para os naturais m

e n.

Propriedade 2.1.6.1. (a) a™a™ = a™*". (Produto de poténcias de mesma base)

(b)
(c)
(d)
(e)

Demonstragdo. (a) i) a™a' = a™a = a™ "L

(b)

1" =1, n € N. (Poténcia de base 1)
(a™)" = a™". (Poténcia de poténcia)
(ab)™ = a™b™. (Poténcia de um produto)

Dados a,b, m,n € N, temos que a < b se, e somente se, a™ < b".
+1
ii) a™a™t! = a™(a"a) = (a™a")a ULL) gt — qmm)+1 — gmet(nt1)
i) 1 =1.
i) 1t =11 =10 U

i) (a™)=a™=a™.
(H.1)

ii) (@™t = (™) qm V=T g g *) gmntm — gmn+l)

Note que na passagem (x) foi usada a Propriedade 2.1.6.1 (a) .
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i) (ab)™ = (aby™(ab) "E (anbm)(ab) = a (b (ab)) = a”((b*a)b) = a™((ab™)b) =
a™(a(b™)) = (a"a)(b™b) = a™ 1T,

(e) Primeiramente vamos provar que se a < b, entao a™ < b" (x), por indugao:

i) Se a < b, entdao a' < b'.

ii) Se a < b, entao, pela hipotese de indugao, a" < b", logo, "' = a"a <

b"a < b"b = b""!. E a inducao esta completa.

Vamos provar que se a” < b", entao a < b. Se a” < 0", temos duas possibilidades:
b<aoub>a Seb < a, entdo por (*) temos que b" < a", gerando uma
contradi¢ao. Resta entao b > a, quando a” < b".

m

No proximo exemplo, retirado de [18], faremos o estudo do sinal de uma poténcia

de expoente natural n.

Exemplo 2.1.6.2. (a) Se a > 0,entdo a™ > 0. (Base positiva)
(b) Se a < 0, entdo a®" > 0. (Base negativa e expoente par)
(¢) Se a < 0,entao a*"' < (. (Base negativa e expoente impar)

Demonstracdo. (a) i) a' =a > 0.

ii) a"™ =a"-a >0, ja que a™ > 0 (por hipotese de indugao) e a > 0.

(b) i) a*' =d*=a-a>0,jaquea<O.

2+ — g2 . g2 > 0, j4 que a®® > 0 (hipotese de inducdo) e a®> > 0 (por

i) a
i)).

Usamos i) (que foi verificado) na verificacdo de ii). Algo bem inusitado pois,

geralmente, as verificacoes de i) e de ii) sao feitas independentemente.

hipotese).

i) @2+l = 2043 = ¢2nHL . g2 < 0, ja que a® ! < 0 (hipotese de inducdo) e
a’? > 0 (Exemplo 2.1.6.2 (b)).
[
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O proximo exemplo foi retirado de [§].

Exemplo 2.1.6.3. Para cada n € N, existe m € Z tal que (a — 1)*" = ma + 1, dado
a €.

i) (a—1)*'=(a-1)2?=a’>-2a+1=(a—2) -a+1, tomamos m = (a — 2) € Z.

ii) Se supormos, por hipétese de indugao, que existe m € Z tal que (a—1)*" = ma+1
para n € N, vamos provar que existe m* € Z tal que (a — 1)2(”“) =mra+ 1,
para (n + 1) € N. De fato, (a — 1)20%) = (¢ — 1272 = (a — 1)?"(a — 1)? "2
(ma+1)(a*—2a+1) = ma®—2ma*+ma+a?*—2a+1 = (ma?—2ma+m+a—2)-a+1,
tomamos m* = ma® — 2ma +m + a — 2 para termos (a — 1)2*1) = m*aq + 1.
Como a € Z (hipotese), m € Z (hipotese de inducao) e Z é fechado para a adicao

e multiplicacao, entao m* € Z.

2.1.7 Aplicagao em sequéncia por recorréncia

Exemplo 2.1.7.1. Dada a recorréncia ag = 2, a; = 2 e a,, = 2a,,_1 + 8a,_o, para n >

2, temos que a formula do termo geral é a,, = 4" 4 (—2)", para todo n € N. (Retirado
de [8])

i) Vale para n = 0, pois 4° + (=2)° = 14+ 1 = 2 = q¢. Vale para n = 1, pois
Ay (—2)=4-2=2=aq,.

i)

nyr = 20(ns1)-1 1 8a(ni1)—2

= 2a, + 8a,_1
=7 2[4+ (=2)"] +8[4" 7 + (—2)" ]
= 24" +8- 4" 4 2(=2)" 4+ 8(—2)" "
= 2~4”+8-%n+2(—2)"+8((__—22);
= 2474247+ 2(=2)" — 4(-2)"
= 2.2-4" —2(-2)"
= 414" (=2) . (=2)"
—  y4ntl gy (_2>n+1'
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Assim, ao admitirmos que valia para todo 0 < 7 < n, provamos que vale para

n + 1, logo, pelo principio de inducao forte vale para todo natural.

2.2 Aplicacoes em geometria

Nesta se¢ao, o Exemplo 2.2.6 foi retirado de [9], os Exemplos 2.2.1, 2.2.7, 2.2.8 e
2.2.9 foram retirados de [13] e os demais de [16].

Exemplo 2.2.1. Existe sempre um poligono de n lados com exatamente 3 angulos

agudos.

i) Como existe o tridngulo acutangulo com exatamente 3 angulos agudos, a propri-

edade é valida para n = 3.

ii) Se supomos que existe um poligono A;As--- A, de n lados com exatamente 3
angulos agudos e sendo Aj_lz/‘l;Aj_H um dos (n — 3) angulos nao agudos, ao
tomarmos um segmento PQ com extremos P € A; 1 A; e Q € A;jA;;; (conforme
Figura 2.1%), temos que como Aj_lﬁQ e P@AjH sao angulos externos do APA,;Q
entao Aj_lﬁQ > P;l;Q e P@AjH > PfAle. Como Aj_lgAjH = P;EQ >
90°, temos que Aj_lng > 90° e P@AjH > 90°. Assim, obtemos o poligono
AAy- - A PQA -+ Ay den—142 =n+1 lados com os mesmos 3 angulos

agudos e (n —3) — 1+ 2 = n — 2 angulos nao agudos.

Aji

Figura 2.1: Poligono A1 Ay - A;_1PQA;11--- A,

4Com excecdo da Figura 2.14, todas as outras figuras deste trabalho foram feitas pelo autor através
do software Geogebra e estdo disponiveis em https://www.geogebra.org/m/wjjjzyvp.
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Exemplo 2.2.2. O ntmero de diagonais d,, de um poligono convexo de n lados é

3-(3-3 3-0
i) Como dz = ( ) = = 0 e o triangulo nao possui diagonais, entao a

propriedade é valida para n = 3.

ii) Suponhamos, por hip6tese de indugao, que um poligono convexo A; A, --- A, de

n(n—3) .. . . fops
( ) diagonais. Quando adicionamos o vértice A,,; (con-

n(n — 3)
2

continuam sendo diagonais do A;As--- A, A, 1, o lado A1 A, se torna diagonal

n lados possua

forme Figura 2.2) observamos que as diagonais do poligono A; Ay --- A,

de AjAy--- A, Anq e do vértice A,y partem (n+ 1) — 3 = n — 2 novas diago-

-3
nais. Assim, o total de diagonais do A1 Ay--- A, A, 41 € M +1+(n—-2)=
n? — 3n n>-3n+2n—-1) n*-n-2 nP4+n-n-n-—2
nn+1)—2n+1) m+1)n-2) m+1D[(n+1)—3] g
= = = Qpt1-

2 N 2 N 2

Ay A,

n vértices (n + 1) vértices

Figura 2.2: Passo indutivo de n lados para (n+1) lados

Exemplo 2.2.3. A soma das medidas dos angulos internos de um poligono convexo
de n lados (n > 3) é (n — 2) - 180°.

i) Sabemos que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°, e como (3 —
2) - 180° = 180°, a féormula ¢é valida para n = 3.
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ii) Seja AjAy--- A, o poligono convexo com n lados e angulos internos xy, -+, =,
(conforme Figura 2.3). Ao acrescentarmos um novo vértice A, (vide Figura
2.3), obtemos um triangulo A; A, A, .1 de angulos internos yi, yn, yYns1. Como a

soma dos angulos internos do poligono A;As -+ A, A, com n+ 1 lados é
(yl —|—IIJ1) +l’2—|—[lf3+---—|—$n_1 +(xn+yn) +yn+17
ou ainda,

(T 4+ 2o+ 235+ +Tpoy +20) + (Y1 + Yn +Ynt1) = (n—2)-180° + 180°
%/_/ V‘
(H.L.) i)

= [(n—2)+1]-180°
= [(n+1)—2]-180°.

n vértices (n+ 1) vértices

Figura 2.3: Passo indutivo de n vértices para (n-+1) vértices

Exemplo 2.2.4. Todo poligono ¢ enquadravel, isto ¢, existe um quadrado equivalente

a ele.

i) Vamos provar que todo tridngulo é enquadravel. Dado um triangulo ABC qual-
quer, tragamos (com o compasso e régua) a reta t perpendicular a % por A e
chamamos o pé da perpendicular de H. Marcamos (com o compasso e régua) o
ponto médio D de BC. Tracamos (com a régua) uma reta r e marcamos um ponto

a
P nela. Transportamos (com o compasso) os segmentos BD = — e AH = h, para
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r, de modo que sejam adjacentes, com M P = BD = % e PN = AH = h,. Mar-
camos (com o compasso e régua) o ponto médio O de MN, e tragamos (com o
compasso) a circunferéncia A\ centrada em O e raio ON. Tragamos (com o com-
passo e régua) uma reta s, perpendicular & r por P que intercepta A em P’, sendo
PP"=]. Tragamos (com a régua) os segmentos M P" e P’N. Como MP'N = 90°
e PP’ ¢ a altura relativa a hipotenusa M N do AMP'N, temos pelas relacoes
métricas no triangulo retangulo MP'N que P'P?> = MP - PN, ou, I* = g - ha,
isto é, temos um quadrado de lado [ equivalente ao AABC. Para desenharmos
o quadrado, marcamos um ponto R numa outra reta u. Marcamos o ponto S
em u tal que RS = PP’ = [. Tracamos (com o compasso e régua) uma reta v
perpendicular a u por S, marcamos T em v tal que ST = RS com o compasso.
Tragamos uma reta w perpendicular a v por T, e marcamos Q em w (de modo
que Q pertenca ao mesmo semiplano determinado por ﬁ e que contém R) com
TQ = ST. Por fim, ligamos Q e R, para obtermos o quadrado RSTQ equivalente
ao NABC' dado.

Figura 2.4: Triangulo enquadréavel

ii) Para o poligono A;As - -+ A, A, 11, conforme Figura 2.5, tracamos a diagonal A; A,
e decompomos ele em um triangulo A; A, A, 1 e em um poligono A;Ay--- A,. O
triangulo A1 A, A, 11, por i), é enquadravel, isto é, existe um quadrado de lado

L, tal que areaz, 4,4, , = L3. O poligono A; A, - -+ A,, por hipotese de indugao,

n+1
é enquadravel, isto &, existe um quadrado de lado Ly tal que areaa, a,..a, = L3.

Construimos um triangulo IJK retangulo em I, com IJ = L, e IK = Lo, donde
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pelo teorema de Pitagoras temos que JK? = L? + L3, isto &, existe um quadrado
de lado JK com &area igual & soma das areas de A1A, A1 e A1As--- A, ou

melhor, equivalente a A1 Ay --- A, A, 1. Assim, AjAs--- A, A, 1 é enquadravel.

Figura 2.5: Poligono A;Ay--- A, A,y e tridngulo IJK

Exemplo 2.2.5. Considerando um reticulado com infinitos pontos em que a distancia
horizontal e vertical entre dois pontos quaisquer é sempre a mesma, vamos mostrar que
para cobrir um reticulado de n* pontos (n > 3) sem tirar o lapis do papel é necessario

2n — 2 segmentos de reta.

[ ] [ ] ] ]
[ ] [ ] ® ®
n pontos
® ® L e
L L L e

n pontos

Figura 2.6: Reticulado n x n

i) Para um reticulado de 3% = 9 pontos precisamos de 4 segmentos de reta conforme
Figura2.7e2-3-2=6—-2=4.
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Az

i @ @ ® Ay

Figura 2.7: Reticulado 3 x 3

ii) Sesupormos que para um reticulado nxn sao necessarios 2n—2 segmentos de reta,
basta observarmos que quando vamos do reticulado n xn para o (n+1) x (n+1),
adicionamos uma linha (com n + 1 pontos) e uma coluna (com n + 1 pontos)
com um ponto em comum, conforme Figura 2.8. Ao invés de encerrar o (2n — 2)-
ésimo segmento no ponto inferior direito do reticulado n x n, o encerramos no
ponto imediatamente a sua direita, tragamos o segmento cobrindo os pontos da
coluna adicionada e tracamos o segmento cobrindo os pontos da linha adicionada.
Totalizando assim, (2n —2) +1+1=2n+2—2 = 2(n+ 1) — 2 segmentos de
reta.

e e e e e
e o L] ® @ e e o
L] L] L] L]
n pontos —————= i (n+1) pontos
e e e e e e e NN e e e
e @ e e o e @ N e @ @
n pontos (n+ 1) pontos

Figura 2.8: Passe indutivo do reticulado n x n parao (n+ 1) x (n+ 1)
Exemplo 2.2.6. Seja n um nimero inteiro positivo. Todo tabuleiro de damas 2™ x 2",

com um quadrado removido, pode ser ladrilhado por trimin6s em forma de L, conforme

Figura 2.9 a seguir.
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2" linhas

5

Triminé em L 2" colunas

Figura 2.9: Ladrilhando um tabuleiro 2" x 2" com triminds em L

Vamos provar isso por inducao:

i) Conseguimos ladrilhar com um trimin6é em L um tabuleiro 2! x 2!, com um

quadrado removido, conforme Figura 2.10.

B 2! linhas

2! colunas

Figura 2.10: Tabuleiro 2% x 2!

ii) Para um tabuleiro 2" x2"*1 com um quadrado Q removido, podemos subdividi-
lo em quatro subtabuleiros 2" x 2" tracando uma linha horizontal e uma linha
vertical, conforme Figura 2.11. Basta colocarmos um trimindé em L no centro
do tabuleiro 2"*! x 27! de modo que cada quadrado do triminé fique em um
subtabuleiro 2" x 2", conforme Figura 2.11. O subtabuleiro 2" x 2" com o qua-
drado @ removido pode ser ladrilhado pela hipotese de indugao. Os outros trés
subtabuleiros 2" x 2" podem ser ladrilhados pela hipdtese de inducao ja que cada
quadrado do trimin6 em L faz o papel do quadrado removido do subtabuleiro a
que pertence. Portanto, todo o tabuleiro 27! x 2"*! com um quadrado removido

(no caso, o quadrado @), pode ser ladrilhado com triminds em L.
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L 2" linhas

2"t colunas

Figura 2.11: Tabuleiro 27! x 2n+!

Exemplo 2.2.7. Um feixe de retas concorrentes em um ponto dividem um plano que

as contém em quantas regioes?

Uma reta divide o plano em 2 regidoes. Temos que duas, trés ou quatro retas
concorrentes em P e distintas dividem o plano em 4, 6 ou 8 regioes, respectivamente,

conforme Figura 2.12.

[ [T L LT

Uma reta. Duas retas. Trés retas. Quatro retas.

Figura 2.12: Feixe de retas concorrentes em P

Assim, podemos deduzir que n retas distintas e concorrentes num ponto P dividem

o plano em 2 - n regides. Vamos provar isso por inducao:
i) Para uma reta verificamos que sdo 2 = 2 - 1 regioes.

ii) Quando passamos de n retas para n + 1 retas, basta observarmos que quando
adicionamos uma reta (que também passa por P e ¢é distinta das demais) ao
feixe de retas concorrentes em P, estamos dividindo cada regiao de um tinico par
de regides opostas (angulos opostos pelo vértice) em duas regioes, ou seja, duas

regioes transformam-se em 4 regioes, o que representa um ganho de 2 regides.
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Assim, para n+ 1 retas distintas e concorrentes em P tém-se as 2n regioes iniciais
(hipotese de inducao para n retas) mais 2 novas regioes, totalizando, 2n + 2 =

2(n + 1) regides.

Exemplo 2.2.8. (Pizza de Steiner) O geoémetra Jacob Steiner propos em 1826, o

seguinte problema: Qual o nimero maximo de regidoes que n retas podem dividir um

I

Um corte. Dois cortes.

g

Trés cortes. Quatro cortes.

plano?

L3

Figura 2.13: Pizza de Steiner

Com um corte obtemos 2 regioes (Figura 2.13). Fazemos o segundo corte de modo
que ele intercepte o primeiro em P;, assim o segundo corte fica dividido em 2 partes,
cada uma divide a regiao a que pertence em duas, ou seja, ganhamos 2 novas regioes,
totalizando 2 + 2 = 4 regides (Figura 2.13). O terceiro corte ¢é feito interceptando os
dois anteriores em pontos P, e Pj distintos do ponto de intersecao P, assim o terceiro
corte fica dividido em 3 partes, cada uma divide a regidao a que pertence em duas, ou
seja, ganhamos 3 novas regioes, totalizando 4 + 3 = 7 regioes (Figura 2.13). O quarto
corte é feito interceptando os trés cortes anteriores em pontos distintos dos pontos
de intersecao anteriores, assim o quarto corte fica dividido em 4 partes, cada uma

divide a regiao a que pertence em duas, ou seja, ganhamos 4 novas regioes, totalizando
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7+ 4 = 11 regioes (Figura 2.13). Assim, com as 2 regioes iniciais e os ganhos de

regioes em cada corte deduzimos que apds n cortes temos 2+2+3+4+---+n =

I+n)n ..
1+1+2+3+4+---+n= 1—|—Q regloes.
- -~ o . n(n+1)
Vamos provar por inducao que n retas dividem o plano, no maximo, em T—l—l
regioes:
. I-(I+1 . o~
i) Temos que % + 1 = 2 e para uma reta sao 2 regioes.

i)

De modo geral, o (n+1)-ésimo corte deve ser feito interceptando todos os n cortes
anteriores em n pontos distintos dos pontos de intersecao obtidos anteriormente
(para maximizar o numero de regides). Assim, o (n+ 1)-ésimo corte fica dividido
em (n + 1) partes, com cada parte dividindo a regido a que pertence em duas,
representando um ganho de (n + 1) novas regides. Portanto, o total p,y; de
regioes é a soma das p, = M + 1 obtidas com os n cortes (hipotese de

indugao) com as (n + 1) novas regides obtidas com o (n + 1)-ésimo corte: p,, 1 =

n(n+1 n(n+1 n
S L (e o R (T)—i-n—i—l—i-l = (n+1) (5 + 1) 1=
2 1 1)+1
(n+1)- nt +1= (n+ )[<7;+ )+ 1) + 1, o que valida a férmula.
Exemplo 2.2.9. (Queijo de Steiner) Vamos mostrar que n planos podem dividir o
. n+5n+6
espago 10 MAXIMOo em g, = —— —— regioes.
Provemos por inducao:
B+5-1+6 12
i) ¢ = 2 (um plano divide o espaco em duas regides) e % =5 = 2,

ii)

1°+5-14+6
—

Os n planos ja existentes determinam sobre o (n + 1)-ésimo plano adicionado

logo ¢1 =

n retas que determinam sobre o novo plano p, regides planas. Cada regidao no
espaco fica dividida em duas por cada regiao plana, acrescentando assim p,, novas

regioes no espaco e totalizando ¢, + p, regioes no espaco. Portanto, ¢,11 =
i # NP +5n+6 nP4+n+2
Gn + Pn. Assim, temos que ¢np1 = ¢n + pPp = - X _

2
n*4+5n+64+3n*+3n+6 (n*+3n°+3n+1)+5n+5+6

. Portanto,
163 5 1 6 6
Qnt1 = (n+1)°+ 6(n 1)+ . Note que na passagem (*) usamos a hipdtese de

2
: . .. . n“+n+2
indugao e que n retas dividem o plano em no méximo p, = ———— regioes,

2

conforme vimos no problema da pizza de Steiner.
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2.3 Aplicacoes em teoria dos conjuntos

Os dois exemplos dessa se¢ao foram retirados de [19].

Exemplo 2.3.1. Se A é um conjunto finito com n elementos, entao A possui 2" sub-

conjuntos.

i)

i)

Se A tem zero elementos, entdo admite um subconjunto (o vazio) e como 2° = 1,

entao a propriedade é valida para n = 0.

Seja A um conjunto com n + 1 elementos, digamos A = {1, xa, -+, Tpn, Tpi1}-
Com o conjunto A podemos obter subconjuntos que nao possuem o elemento
ZTpi1 (80 2" subconjuntos formados a partir dos n elementos 1, 29, - -+, Ty,
pela hipotese de indugao) e subconjuntos que possuem o elemento z,.,; (sao
2™ subconjuntos obtidos unindo o elemento x,.; aos 2" subconjuntos obtidos

anteriormente), totalizando 2" + 2" = 2 - 2" = 2"*! gubconjuntos.

Exemplo 2.3.2. Vamos provar que para um conjunto A é possivel escrever o conjunto

das partes de A ordenando todos os subconjuntos de modo que cada um (com excegao

do primeiro) possa ser obtido do anterior retirando ou acrescentando exatamente um

elemento.

i)

ii)

Se A = {x1, x5}, temos que P(A) = {{x1, 22}, {z1}, T, {x2}}. Se A = {1, 29, 23},

temos que

P(A) = {{:131, IQ}? {xl}v g, {:132}, {I% $3}7 {1:3}7 {x3’ xl}? {:)33, Iy, xQ}}

Para ordenarmos os subconjuntos de A = {z1,x9, -+, x,, Tpy1} no conjunto das
partes basta ordenarmos primeiramente os subconjuntos de A que nao possuem,
por exemplo, o elemento z,, ;. Pela hipotese de inducao é possivel ordenarmos os
2" subconjuntos de modo que cada um (com exce¢ao do primeiro) possa ser obtido
do anterior retirando ou acrescentando exatamente um elemento. Apos listarmos
os 2" primeiros subconjuntos de A (que nao possuem o elemento z,1), digamos
S1,859,+++,Son_1 € Son, nessa ordem, comecamos entao a escrever estes mesmos
subconjuntos no sentido inverso (da direita para a esquerda) adicionando a cada
um o elemento x,.1, isto &, escrevemos Son U {xp11}, Son 1 U {xpi1}, -, 52 U
{Zni1} e S1U{Z,11}, nessa ordem. Assim, ordenamos os 2" + 2" = 2" subcon-

juntos de A na condicao pedida.
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2.4 Aplicacoes ludicas

Nesta se¢ao o Exemplo 2.4.1 foi retirado de [16], o Exemplo 2.4.4 de [8] ¢ os demais

de [13].

Exemplo 2.4.1. E possivel juntar qualquer quantidade igual ou maior do que 24 litros

utilizando apenas baldes de capacidade de 7 litros e 5 litros.

De modo equivalente, queremos mostrar que existem x e y naturais que satisfazem

a equagao 7x + 5y = n para todo natural n > 24.

i) Como 24 = 7.2+ 5-2, basta tomarmos © = 2 e y = 2, logo a propriedade é

valida para n = 24.

ii) Se supormos por hipotese de indugdo que existam = e y nao negativos tais que

n = 7x + 5y, como y > 0, temos dois casos a considerar:

Caso 1

Caso 2

y < 3.
Assim,n+1=7r+5y+1=Tr+dy—14+15=7r — 14+ 5y + 15 =
7(x—2)+5(y+3). Comoy>0,entdo y+3 >0+3 >0, logoy+3>0.
Sex <ley<3 entao Tx+5y < 7-1+5-3 =22, e Tx+ by nunca seria 24,
gerando uma contradi¢do com i) quando y < 3. Logo, se y < 3, resta entao
x>2,0ou,x—22>0.

cy >4,

Assim, n+1 =T +5y+1=T7r+5y+21—-20="Tr+21+5y —20 =
T(x+3)+5y—4). Sex >0,entdo x+3 >3 >0, esey > 4, entao
y—42>0.

Em qualquer caso, podemos escrever n+ 1 = 7x’ + 5y’ com 2’ e 3y’ nao negativos.

Exemplo 2.4.2. (Torre de Hanoi) A torre de Hanoi consiste em trés hastes fixadas

numa plataforma e de discos com diametros diferentes, conforme Figura 2.14. O obje-

tivo do jogo consiste em transferirmos todos os discos de uma haste para outra usando

uma terceira haste como suporte, movendo um disco por vez e de modo que um disco

maior nunca fique acima de um disco menor.
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Figura 2.14: Torre de Hanoi

Fonte:https: //pt.wikipedia.org/wiki/Torre de Hanoi

Para 1, 2, 3 e 4 discos sao necessarios, no minimo, 1, 3, 7 e 15 movimentos, respec-
tivamente. O que pode nos levar a conjectura de 2" — 1 movimentos, no minimo, para
n discos.

Vamos provar por inducao que h, = 2" —1 é o nimero minimo de movimentos para

transferir n discos na torre de Handi.

i) Se for um disco basta um movimento e 2! —1 =2 —1 = 1. Se forem dois discos

bastam 3 movimentos e 22 — 1 = 4 — 1 = 3, conforme Figura 2.15.

.
-

i

33

Um disco Dois discos

Figura 2.15: Torre de Hanoi para 1 ou 2 discos

Seja h,, o numero de movimentos para transferir n discos, vamos expressar o

numero de movimentos para transferir n + 1 discos, isto ¢, h,.; em funcao de
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h,. Transferimos os n discos da haste A para a B realizando h,, movimentos.
Transferimos o disco maior de A para C em um movimento. Transferimos os
n discos de B para C realizando h,, movimentos. Entao foram realizados h,, +
1+ h, = 2h, + 1 movimentos: h, 1 = 2h, + 1. Temos a recorréncia h; = 1 e
honi1 = 2h, + 1.

ii)

hn+1 = 2hn +1
hny1=2(2" —=1)+1
By =21 — 241

Bpyp1 = 2" — 1.

E a inducao esta completa.
Exemplo 2.4.3. (Torre de Hanoi - Variagao)

Nesta variacao da torre de Handi devemos passar todos os discos de uma haste
extrema para a outra do outro extremo sempre comecando ou terminando na haste
central em cada movimento.

Vamos provar por indugao que h,, = 3" —1 é o nimero minimo de movimentos para

transferirmos n discos na variacao da torre de Hanoi.

i) Para 1 disco sao necessérios 2 movimentos e 3' — 1 = 2. Para 2 discos sio

necessarios 8 movimentos e 3> — 1 = 8. Vide Figura 2.16.

ii) Transferimos os n discos da haste A para a C realizando h,, movimentos. Trans-
ferimos o maior disco de A para B com 1 movimento. Transferimos os n discos
de C para A com h,, movimentos . Transferimos o disco maior de B para C com
1 movimento. Finalmente, transferimos os n discos de A para C com h,, movi-
mentos. Assim, foram realizados h,, + 1 + h,, + 1 + h,, = 3h,, + 2 movimentos
para transferirmos n + 1 discos de um extremo ao outro, isto é, h, .1 = 3h, + 2.

Portanto, hn 1 = 3h, +2 27 3(31 — 1) 42 =3.3" =342 =37 _ 1.
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- 1
- .
Um disco. Diois discos.

Figura 2.16: Variacao da torre de Hano6i para 1 ou 2 discos

Exemplo 2.4.4. Num conjunto de 3" moedas sao necessarias n pesagens numa balanga
comum de dois pratos para encontrar a tnica moeda mais pesada (falsa) do que as

outras.

i) Se forem 3! = 3 moedas, escolhemos duas e pesamos. Temos duas possibilidades:

a) a balanga fica equilibrada, sendo a moeda falsa a que nao esté na balanca.
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b) a balanga fica desiquilibrada, sendo a moeda falsa a que est& no prato que

abaixou.
Em qualquer caso, fizemos uma pesagem.

ii) Se forem 3" moedas, podemos separa-las em trés montes com 3" moedas cada
um ja que 3" + 3" +3" = 3-3" = 3"l Em seguida, escolhemos dois montes para

comparar os pesos. Temos duas possibilidades:

a) a balanca fica equilibrada, estando a moeda falsa no monte fora da balanca.
Agora, para descobrir qual é a moeda falsa neste monte de 3" moedas basta

fazermos n pesagens, pela hipotese de inducao, totalizando 1 + n pesagens.

b) a balanca fica desiquilibrada, estando a moeda falsa no monte do prato
da balanca que abaixou. Em seguida, para descobrir a moeda falsa neste
monte de 3" moedas basta fazermos n pesagens, pela hipotese de inducao,

totalizando 1 + n pesagens.

Em qualquer caso, fizemos n + 1 pesagens.

Exemplo 2.4.5. Num conjunto de n objetos sao necessarias 2n — 3 pesagens numa
balanca comum de dois pratos para encontrar o objeto mais leve e o mais pesado do

que os outros.

i) Para dois objetos de pesos distintos, basta uma (2 -2 — 3 = 1) pesagem ja que o

mais pesado serd o do prato que abaixou e o mais leve o do prato que levantou.

ii) Para n + 1 objetos de pesos distintos, podemos separa-los em dois montes, um
com n objetos e outro com um objeto S. Em seguida, no monte com n objetos
realizamos 2n — 3 pesagens (hipotese de indugao) para saber qual é o mais leve
(m) e o mais pesado (M) nesse monte. Selecionamos esses dois objetos (m e M)
para comparar com o objeto S. Podemos comparar m e S com uma pesagem e

saberemos qual é o mais leve entre os dois (i), com duas possibilidades:

a) m é mais leve que S, e como m é mais leve que os n objetos restantes

(hipotese de inducao), entdo m é o mais leve dentre todos os n + 1 objetos.

b) S é mais leve que m, e como m é mais leve que os n objetos restantes

(hipotese de inducdo), entdo S é o mais leve dentre todos os n + 1 objetos.
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Em qualquer caso, identificamos o objeto mais leve dentre os n + 1 objetos.
De modo analogo, com uma pesagem entre M e S, sabemos quem é o objeto

mais pesado dentre os n + 1 objetos.

Totalizamos entdo (2n —3)+1+1=2n+2—3 = 2(n+ 1) — 3 pesagens para

saber qual era o objeto mais leve e o mais pesado dentre os n 4+ 1 objetos.

2.5 Sequéncia de Fibonacci

Em [8] vemos que Leonardo de Pisa (Fibonacci) em seu livro Liber Abacci, de 1202,
propos um problema classico cujo enunciado pode ser interpretado como: Determinar
quantos casais de coelhos teremos ap6s 12 meses se comecarmos com 1 casal de recém-
nascidos, sabendo que apés 2 meses cada casal de recém-nascidos procria e que a cada
més um casal procria.

Vejamos a solugdo. No més 1 temos 1 casal (o de recém-nascidos). No més 2 ainda
temos o mesmo (1) casal. No més 3 temos 2 casais: 1 casal do més 2 mais 1 casal de
recém-nascidos do tinico casal do més 1. No més 4 temos 3 casais: os 2 casais do més
3 mais 1 casal de recém-nascidos do tinico casal do més 2. No més 5 temos 5 casais: 0s
3 do més 4 mais 2 casais de recém-nascidos dos 2 casais do més 3. No més 6 temos 8
casais: os b casais do més 5 mais os 3 casais de recém-nascidos dos 3 casais do més 4.

A Figura 2.17 esquematiza o problema até o més 7.

Meses Casais
1 (-'uim’ A 1
2 /(’.‘r’.d..sﬂ.*l 1
3 Casal A Casa] B 2
) \

4 Casal A Casal C Casal B

5

Casal A Casal D Casal C' Casal B Casal
6 /%HSHI A Casal FCuasal D Casal ¢ Casal ¢ Cagal B Casal ‘nsal E' 8

Casal A Casal [ Cu.su.’l FCI’J.SF}%.SF}I J Cmsul K Casal G Casal Casal L Casal H Casal E Casal M 13

~1

Figura 2.17: Sequéncia de Fibonacci

E assim por diante, donde concluimos que a quantidade F;,, no més n serd os F,_;

casais do més (anterior) (n—1) mais os F,,_ casais de recém-nascidos dos F},_» casais do
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més (anterior ao anterior) (n—2): F,, = F,, 1+ F,_2. Assim, a recorréncia F; = Fp = 1
e I, =F,_1+ F,_o, para n > 3, responde parcialmente o nosso problema.
Vamos provar por inducao a formula (talvez inesperada para muitos ) de Binet que

fornece o termo geral na sequéncia de Fibonacci:

1 (1+v5\ 1 [1-v5)\ )
e (1) (155 e

S

I)F—i 1++5 l_i 1—5 1_1+\/S—1+\/5_1
B 2 V5 2 B 2V/5 o
ii)
Foow = F,+F,,
ay [ 1 (14v5) 1 (1-V5
B V5 2 5 2
.\ -L 1+ 5 n_l_i VAN
V5 2 5 2
(1N (1evs)
- () e ()
Al 1 ovs)
) %( ) [ )
1 (148 [(1+vB\ 1 (1B [1-+5
-5 2 2 5 2 2
- i 1—{—\/3 nJrl_L 1_\/5 n+1
V5 2 5 2
VAR 2 2 1-6
Vale destacarmos que 1+ 5 ) :1+r\/5:1+1+\/5.1_\/5:
2—2v/5 2-2v5 2 —14++5 14++5
s T et T
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2 2

1—¢5>‘1 1- 3

Analogamente, 1 + (

Para os naturais m e n temos as seguintes propriedades demonstradas por indugao

em n envolvendo os termos da sequéncia de Fibonacci:

Propriedade 2.5.1. (a) Z F,=F,—1.
i=1

(b) Y Foioy = F.
=1

(d) ananJrl - Fﬁ - (-1)”
() FE+ Fi+ -+ F?>=F,F,,.
(f) F22n =FFy+ FoFs5+ - 4 Fy, 1 Iy,

() F22n+1 —1=FF+ [ F5+ - -+ FopFopg.

F3n+2 -1

(h) Fs+ Fs+ -+ I3, = 5

() B, > (S)H.

(G) Froim = FuFp1 + Fu 1 Fy,, para m,n € N.
1
Demonstragio. (a) i) Y Fi=F=FR+Fh-F=FK-FK=F—-1=F,-1
=1

n+1 n

.. H.I.

i) SR =Y PP "2 Fro—14Fuy = (Fupat Fup) =1 = Fuyg—1 =
=1 i=1

Floy2 — L.
1
(b) §) Y Fya=Faa=F=1=F=F.
=1

n+1 n

. " H.I.
ii) Zqu = ZFQZ'A + Fogny1y-1 = ZFQZ'A + Fopya VL Fon + Fony1 =
i=1 i=1 i=1

Fonsz = Fags)-
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(C) 1) ZFQ,L = F2.1 = F2 = (FQ + FI) - F1 = F3 —1= F2.1+1 — 1.

n+1

.. g & HI
ii) ZFQ’L ZF% + Fagmi1) = ZF% + Fopo UL Fony1 — 1+ Fopyo =
=1 =1
(F2n+2 + Fony1) = 1= Fopgs — 1 = Fypnqy41 — L.

(d) 1) F2,1F2+1—F22 - F1F3—F22 = F1<F1+F2)—F22 - 1(1+1)—12 - 1 - (—1)2
ii)

Fosy-1Fnsy —Foyy = FuFoa—F2
= F(Fu+F,) — (Fy+ F,_1)?
= F((F,+F)+F)— (B + Fy)?
= 2F+F,F,,—F>-2F,F, - F? |
- F!-F,F,,—F%
= —F (F+F.)
= F?*—F, F.

1) [Fr1Foya — FY]

(=
(H.I.)
=" (=1D'(=D"
= (-1
(e) 1) F1F1+1:F1F2:1'1212:F2
i)y FE + Ff +---+ F2+ F2, RN WFoin + F2y = Fo(Fy + Fop) =

Fn+1Fn+2 = Fn+1F(n+l)+l-
(f) 1) F221:F22:12:11:F1F2:F21,1F21
ii)

E = FiFy+ FoFs+ -+ Fop 1 Fon + FanFonn + Fonp1 Fonge
=" F5 + FonFopi1 + Fong1 Fanso
= Fou(Fon + Fony1) + Fony1Fongo
= FonFonio + Font1Fongo
= Fonro(Fon + Fons1) = FongoFonya = Fifp = F2(n+1)
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() i) AP+ FF=1-141.2=3=22—1=F2—1=F2,, —1.
i)

E = B+ FFs+ FsFy+ -+ FopFony1 + Fony1Fongo + Fangafongs
=7 (Fos1— 1) + Fopi1Fonio + FopioFonis
= F22n+1 + Fopnp1Fopyo + Foppolonig — 1
= Fonp1(Fongr + Fonygo) + FonyoFonys — 1
= Fopilongs + FopgoFonis — 1
= Fonys(Fonr + Fonyga) — 1

- F2n+3F2n+3 —1

= F22n+3_1

= F22(n+1)+1 - L

Forpo—1 Fy—1 F+F—1
() i) Fy—Fy =R+ F—l41=2e 2=l 21 Tatl=l

2 2
Bt By Fyol 2414221 0 Fis -l
2 2 ’ o 2 '
i)
F3+ Fg+ -+ F3p + F341) (L) % + F3ny3
~ (F3ngs + Fanga) + Fangs — 1
B 2
o (F3n+4 + F3n+3) —1
B 2
B35 —1
B 2
F3tmyny2 — 1
= =

0 vnersd (= () e ()

ii) Se supomos valida para n e n — 1, temos que é valida para n + 1, pois

(HI) [3\"? 3\ (m1)-2 3\ "2 3\ "3
F = F F,, > — - S e —
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Logo, pelo principio forte de inducao vale para todo n natural.

(j) Indugao completa em m:
i) Fpyr=Fy+Fy 1 =F,- 14+ F, 1-1=F,Fy+ F, \F) = F,Fi11 + F,_1F,.
i)

From + Fogm—1)

= F. o +Fo B+ FoF 41 + F1 by
F.Fpo+EF+Fy o Fp+ Fy 1 F
Fy(Fons1+ Fp) + Fooi(Foy + Fruy)

FoFya + Foo1Foiy

= FuFonins + FooiFog

Fn+(m+1)

—~
*
~

Na passagem () usamos a hipotese de inducao para m — 1 e m para provarmos
a validade para m + 1.
m

Na Propriedade 2.5.1, o item d) foi retirado de [16], o item i) de [13] e os demais
de [8].

2.6 Aplicacao num problema de contagem

Exemplo 2.6.1. Utilizando pecas de um domindé comum vamos discutir o nimero de
maneiras de ladrilhar por completo um tabuleiro 2 x n (2 linhas e n colunas) sem que

as pecas se sobreponham ou fiquem com partes fora do tabuleiro. (Problema retirado
de [16])
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2 linhas

n colunas

Figura 2.18: Tabuleiro 2 x n

Para preenchermos o tabuleiro 2 X 1 ha 1 maneira que é colocando um dominé na
vertical. Para preenchermos o tabuleiro 2 x2 colocamos dois dominds na vertical ou dois
dominés na horizontal, totalizando 2 maneiras. Para o tabuleiro 2 x 3 podemos comecar
da esquerda para a direita (sempre comecamos nesse sentido) colocando um dominé
na vertical com 2 maneiras de preencher o tabuleiro 2 x 2 restante. Ou, comecamos
com dois domin6s na horizontal com 1 maneira de preencher o tabuleiro 2 x 1 restante.
Totalizando 1+ 2 = 3 maneiras de preenchermos o tabuleiro 2 x 3. Até aqui, podemos
comecar a conjecturar que para um tabuleiro 2xn existem n maneiras de preenché-lo. E
melhor prosseguirmos. Para o tabuleiro 2 X 4 podemos comecar colocando um dominé
na vertical com 3 maneiras de preenchermos o tabuleiro 2 X 3 restante ou comecar
com dois dominés na horizontal com 2 maneiras de preenchermos o tabuleiro 2 x 2
restante, totalizando 2+ 3 = 5 maneiras de preenchermos o tabuleiro 2 x 4, invalidando
nossa conjectura. Na verdade, de modo geral, para preenchermos um tabuleiro 2 x n
podemos comecar da esquerda para a direita colocando um dominé na vertical com
r,_1 maneiras de preenchermos o tabuleiro 2 x (n — 1) restante ou comecar com dois
dominds na horizontal com z,_» maneiras de preenchermos o tabuleiro 2 x (n — 2)
restante, totalizando x, = x,_1 + z,_o maneiras de preenchermos o tabuleiro 2 x n.
Assim, a sequéncia 1 =1, 1o = 2 e x,, = x,_1 + T,,_2 (n > 3), que difere da sequéncia
de Fibonacci F, por um termo, responde nosso problema. Portanto, x, = F,,1 =

1 1+\/g n+1 1 1_\/3 n+1

NAWE: NAWE
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Consideracoes finais

A inducao vulgar a partir da verificacdo de casos particulares pode nos conduzir
a conclusoes erradas conforme ocorreu com grandes mateméaticos. O mesmo pode
ocorrer em qualquer ambiente de aprendizagem onde é natural esperarmos conclusoes
precipitadas de todos os envolvidos na construgao do saber matematico e que exercitam
a habilidade de conjecturar, generalizar ou perceber certos padrées. E no momento apos
a conjectura que o principio de inducao matematica pode se mostrar uma ferramenta
muito poderosa para validarmos tais conjecturas, para que nao tenhamos surpresas
“nas reticéncias”, no “e assim por diante”.

Aplicando o PIM podemos provar varias propriedades bésicas dos naturais (como
a comutativa, muita das vezes ndo justificada), operagoes béasicas, relacdo de ordem,
principio da boa ordenacao, propriedades em aritmética (envolvendo igualdades, desi-
gualdades e divisibilidade), problemas de geometria plana, de contagem, de teoria dos
conjuntos, e outros. Além de que é til em defini¢coes por recorréncia e em sequéncias
por recorréncia. Assim, o dominio do PIM se mostra imprescindivel na solidificacao
do conhecimento matematico visto a gama de aplicacoes dele em diversas areas da
matematica.

Destacamos também que embora nao se encontre facilmente nos livros didaticos do
ensino médio, o PIM é uma boa sugestao de contetido para ser exposto em aulas de
aprofundamento por se tratar de um assunto que nao exige muitos pré-requisitos pra
entendé-lo e por permitir demonstrar propriedades/identidades nos naturais que esse
publico estd mais apto a se familiarizar. As aplicagoes de problemas lidicos podem
também contribuir com um tom diferente para essas aulas, motivando os alunos na
construgao de conhecimentos mais significativos.

Por fim, vale observarmos que em outros trabalhos o tema abordado pode pro-
porcionar muitas outras aplicacoes interessantissimas e complexas, que existem outras

variacoes do PIM e que existe uma generalizacao conhecida como inducao transfinita.
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