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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo disponibilizar um material didatico alternativo para o
planejamento e execucdo de aulas de geometria analitica basica, referente ao estudo das

conicas - Elipses, Parabolas e Hipérboles, apresentando-se:

e O histdrico dos principais protagonistas do estudo sobre as conicas;
e A teoria matematica das conicas para um ensino basico;

e Um conjunto de atividades com suas solugdes;

e Um conjunto de atividades propostas e suas respostas;

e Algumas aplicac@es tecnoldgicas das Conicas.

Palavras-chave: conicas; elipse; parabola; hipérbole e aplicacBes tecnoldgicas das

conicas.



ABSTRACT

This work aims to provide an alternative didactic material for the planning and

execution of classes of basic analytical geometry, referring to the study of the conics -

Ellipses, Parables and Hyperboles, presenting:

conics.

The history of the main protagonists of the study on conics;
The mathematical theory of conics for basic education;

A set of activities with their solutions;

A set of proposed activities and their responses;

Some technological applications of the conics.

Key words: conics; ellipse; parable; hyperbole and technological applications of the
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1 INTRODUCAO

“A Matematica apresenta invencdes tdo sutis que poderdo servir
ndo so para satisfazer os curiosos, como também para auxiliar as
artes e poupar trabalho aos homens.”

(Descartes)

O mundo em que vivemos estd repleto de matematica por todos os lados, e a
necessidade de aprimoré-la remonta os primdérdios da civilizagao.

O homem em sua luta diaria pela sobrevivéncia, tem desenvolvido estudos,
aprimorado técnicas, criado engenharias e maquinarios que costumam gerar melhores
condicGes de vida, gracas ao avango da matematica.

A descoberta das superficies cOnicas possibilitou grandes revolucGes na vida do
homem, e muitos foram aqueles que contribuiram para isso. Seus estudos revelaram
propriedades que geraram varias aplicacdes tecnoldgicas, modificando profundamente sua
forma de pensar e de agir.

O estudo das cbnicas, geralmente se inicia nas aulas de geometria analitica do terceiro
ano do ensino médio, estando presente, ainda, na maioria das ementas dos cursos de
matematica do ensino superior. A relevancia desse estudo é demonstrada pela historia de seu
desenvolvimento e pelo seu vasto numero de aplicacbes, sendo o seu aprendizado
imprescindivel ao desenvolvimento da ciéncia e da tecnologia.

As cbnicas costumam ser apresentadas de forma exclusivamente conceitual,
priorizando o desenvolvimento da teoria e da algebra, em detrimento da evolucéo histérica e
de suas diversas aplica¢des, sejam na astronomia, engenharias, medicina, ou na industria.

A presente pesquisa se justifica no atual cenario educacional diante das dificuldades
no ensino vivenciadas por professores e alunos que, seja pelo nimero reduzido de aulas em
comparacao a quantidade de assuntos a serem ministrados, ou pela mé formacéo do professor,
ou até mesmo pela falta de infraestrutura escolar, o estudo das conicas acaba sendo
substituido por outros assuntos, ou sdo simplesmente suprimidos do conteudo programatico.

Em outros casos, a abordagem estritamente teérica e formal, tem transformado aulas
que poderiam ser bastante interessantes e produtivas, em exposi¢des desgastantes, enfadonhas

e rejeitadas por grande parte dos discentes.
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Observa-se nas salas de aula, grande diferenca no que tange a atencédo, interesse e
dedicacdo dos alunos quando as aulas sdo ministradas, utilizando-se de uma linguagem mais
acessivel no que tange as defini¢oes, descricdes e conceituacdes matematicas. Neste sentido,
os softwares de geometria dindmica costumam facilitar sobremaneira a realizacdo das aulas de
matematica.

Unindo a teoria a préatica e fazendo uso das ferramentas computacionais disponiveis,
como por exemplo, o GeoGebra, possibilitamos que as aulas sejam mais agradaveis e
produtivas, de forma que as conexdes entre definicdes, conceitos, teoremas, algebra e
construcdes geométricas possam ser efetivadas pelos alunos com maior facilidade.

Este trabalho tem como objetivo disponibilizar um material didatico alternativo para o
planejamento e execucdo de aulas de geometria analitica basica, referente ao estudo das
conicas: Elipses, Parabolas e Hipérboles.

Apresentaremos nos capitulos 2 e 3, respectivamente, um pequeno historico dos
principais protagonistas do assunto e uma sinopse teodrica sobre a geometria analitica de
pontos e retas no plano. Nos capitulos seguintes (4, 5 e 6), apresentamos a teoria, exercicios
resolvidos e propostos sobre elipse, pardbola e hipérbole. No capitulo 7 temos a apresentacao
da principal propriedade das conicas — a reflexdo, encerrando este trabalho no capitulo 8, com
aplicacdes préaticas em diversas areas do conhecimento.
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2 RUDIMENTOS HISTORICOS

Muitos foram os estudiosos que contribuiram com os estudos das cénicas ao longo da
histéria. Embora matematicos, fisicos, engenheiros e filosofos tenham dedicado bastante
tempo e energia nesses estudos, segundo [1], atribui-se a Menaecmus a descoberta das
secgOes conicas, durante sua tentativa de encontrar o valor da aresta de um cubo, cujo volume
fosse o dobro do volume de um cubo dado — Problema da duplicacdo do cubo. Segundo [2] e
[11], Menaecmus teria descoberto essas curvas a partir da seccdo de cones com planos
perpendiculares a uma sec¢do meridiana, na qual o angulo era agudo, reto ou obtuso.

Somente por volta do ano 225 a.C., segundo [4], € que trabalhos sistematicos, de
reconhecido destaque, sobre as conicas foram desenvolvidos por Apoldnio. Apesar de todo o
avanco desenvolvido por Menaecmus foi Apol6nio que registrou a maior sintese da geometria
das conicas, obtendo todas as seccdes a partir de uma superficie conica dupla (Figura 1),

fazendo variar o angulo segundo o qual o plano cortaria a sec¢do meridiana.

Figura 1: Seccbes Conicas

Parébola Hipérbole

Fonte: https://www.somatematica.com.br/emedio/figuras/conicas.jpg

A seguir, apresentamos uma sinopse biogréafica, cronologica e suscinta de estudiosos
(matematicos, fisicos, engenheiros, arquitetos, advogados, filésofos, e etc.) que contribuiram
para 0 progresso da matematica, referente ao estudo das superficies cénicas, de forma tal que
o leitor possa contemplar, ainda que superficialmente, as suas principais contribuicdes. S&o

eles:

e Menaecmus (380 - 320 a.C): segundo [3] e [11], Menaecmus foi 0 matematico grego
que descobriu as se¢des cOnicas enquanto estava tentando resolver o problema da
duplicagdo do cubo (Figura 2). Menaecmus utilizou duas curvas conhecidas dos
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gedbmetras gregos, mas que, até entdo, ndo tinham sido de muita utilidade: a hipérbole
e a parabola. O motivo pelo qual Menaecmus € considerado o introdutor das Secoes
Conicas € que, até ele, as curvas eram meras construcdes geomeétricas sem
representacdo algebrica, além disso, na resolucdo do problema Deliano, ao
intersecionar hipérbole e parabola, ele acabou descobrindo uma terceira curva: a
elipse, sendo ele o primeiro a mostrar que elipses, pardbolas e hipérboles sdo obtidas

da interseccao entre um cone e um plano ndo paralelo a base.

Figura 2: Duplicag@o do Cubo

x2=ay

Fonte: https://www.mozabc.com/uploads/img/df0731248021c9f3cb2b5e3e5¢c17a821.jpg

Arquimedes de Siracusa (287 - 212 a.C): célebre matematico, fisico e inventor
grego, inimeras vezes lembrado pelo de Teorema do Empuxo, segundo [3], [12] e
[13], também foi responsavel pela notavel determinacdo da area de um segmento
parabdlico (Figura 3) - Arquimedes provou que a area da figura formada por um arco
de pardbola e um segmento de reta € igual a 4/3 da area de um triangulo cuja base seja
0 mesmo segmento e cujo terceiro vértice seja a interseccdo de uma tangente a

parabola que seja paralela ao segmento dado.

Figura 3 1: Segmento Parabdlico

Fonte: Elaborada pelo autor

Apoldnio de Perga (260 - 200 a.C): segundo [3], [14] e [15], Apolbnio foi o

astrbnomo e matematico grego responsavel pelo primeiro estudo sistematico sobre as
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conicas. Nasceu em Perga na Asia Menor, estudou em Alexandria na escola dos
sucessores de Euclides. Pouco é sabido sobre sua vida, no entanto o seu trabalho teve
uma grande influéncia no desenvolvimento da Matematica em particular pela sua mais
célebre obra "As Conicas", composta por oito volumes. Nesta obra, Apol6nio
(Figura 4) demonstra centenas de teoremas recorrendo apenas aos métodos puramente
geométricos de Euclides. Chamado o "Pai das Cdnicas", Apolénio foi o criador das

designacdes: elipse, parabola e hipérbole, até hoje utilizadas.

Figura 4: Apol6nio de Perga

i

Fonte: http://www.juanleyva.es/imagenes/Biografias/apolonio-1.jpg

e Galileu Galilei (1564 - 1642): fisico, matematico, astronomo e filésofo italiano,
segundo [16], [17], e [18], Galileu Galilei foi personalidade fundamental na revolugéo
cientifica e precursor das ideias desenvolvidas na mecéanica newtoniana. Desenvolveu
estudos sobre o movimento de projéteis proximos a superficie terrestre (Figura 5),

descrevendo suas trajetorias como arcos de parabola.

Figura 5: Movimento Parabdlico de um Foguete

Fonte:http://educativa.catedu.es/44700165/aula/archivos/repositorio/1000/1149/html/alcance

maximo_complementario.jpg


https://pt.wikipedia.org/wiki/Revolu%C3%A7%C3%A3o_cient%C3%ADfica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Revolu%C3%A7%C3%A3o_cient%C3%ADfica
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Johannes Kepler (1571 - 1630): segundo [19], [20], [21] e [22], foi um brilhante
astrbnomo e matematico alemao. Notabilizou-se pela criacdo das trés leis que, junto a
lei da gravitagdo universal de Newton, regem a dinamica dos corpos celestes. A
Primeira Lei de Kepler, também conhecida como Lei das Orbitas afirma que os
planetas do sistema solar giram em torno do Sol em 6rbitas elipticas (Figura 6), onde
este ocupa um de seus focos. E, também, creditada a Kepler a introducéo da palavra

foco a geometria eliptica.

Figura 6: As Orbitas Elipticas

Fonte: https://abrilguiadoestudante.files.wordpress.com/2016/08/rodopio-
eliptico.png?w=768&h=511&crop=1

Girard Desargues (1591 - 1661): segundo [23], foi um Engenheiro e Arquiteto
francés que ao criar a geometria projetiva (Figura 7), interpretou matematicamente as
intuicbes e processos dos pintores. Desargues publicou um livro no qual explorava o
fato de uma circunferéncia ser vista como uma elipse quando a linha de visada é
obliqua em relacdo ao plano da circunferéncia, concluindo que as conicas podiam ser
obtidas umas a partir das outras por projecdo. Desargues simplificou bastante algumas
das deducgOes feitas aos resultados de Apoldnio, permitindo que novas descobertas

sobre as conicas pudessem ser realizadas.

Figura 7: As Projecdes de Desargues

RP,

Fonte: https://cdn.britannica.com/s:300x300/99/73399-004-2EF09A78.jpg
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Pierre de Fermat (1601 - 1665): advogado e matematico amador francés, segundo
[24], [25] e [26], iniciou-se na matematica em 1629, atraves de estudos sobre curvas
planas, em trabalhos de Apolénio de Perga. Também desenvolveu métodos algébricos,
nos quais, a partir de equagdes do segundo grau do tipo
ax? + bxy + cy? +dx+ey+ f =0, usando técnicas de translagbes e
rotagdes, deduzia as propriedades geométricas da curva correspondente, e,
excetuando-se 0s casos degenerados, as classificava como uma elipse, uma parabola,
uma hipérbole ou uma circunferéncia. Pierre de Fermat (Figura 8), inspirado nos
estudos de Apolbnio, estabeleceu o principio fundamental da Geometria Analitica,
segundo o qual, equagdes do primeiro e segundo graus, no plano, representam,
respectivamente, uma reta e uma conica, mostrando de uma forma bastante sistematica
a equacao da circunferéncia e as equacGes mais simples de uma parabola, elipse e

hipérbole.

Figura 8: Pierre de Fermat

Fonte:

http://1.bp.blogspot.com/_j5kbeGgXcbo/R6YaneVbIZI/AAAAAAAAAZzo/gDoXLyQhrQ0/s400/fermat.jpg

Edmond Halley (1656 - 1742): segundo [27] e [28], foi um notavel astrbnomo inglés.
Tornou-se mundialmente conhecido por demonstrar que o cometa Halley se movia em

orbita eliptica (Figura 9) em volta do Sol, com um periodo de translagéo de 76 anos.

Figura 9: A Trajetoria do Cometa Halley

Fonte: http://www.observatorio-phoenix.org/imagem/halley_orbita.jpg
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3 NOCOES PRELIMINARES DE GEOMETRIAANALITICA

Apresentamos aqui algumas noc¢des da geometria analitica, segundo [5], [7] e [8], que
serdo necessarias a boa compreensdo da algebra desenvolvida nas demonstracfes das

equac0es das conicas.

3.1 Plano Cartesiano
O plano cartesiano é constituido de duas retas perpendiculares, uma horizontal
chamada Eixo das Abscissas (eixo W) e outra vertical chamada Eixo das Ordenadas

(eixo 0Y). Os eixos concorrem no ponto “O” chamado Origem do plano cartesiano, como

mostra a Figura 10.

Figura 10: O Plano Cartesiano

Fonte: Elaborada pelo autor

3.2 Coordenadas de um Ponto no Plano Cartesiano
Seja “P” um ponto do plano cartesiano (Figura 11). Suas coordenadas s&o
representadas por (a; b), onde “a” e “b” representam, respectivamente, a abscissa e a ordenada

do ponto P.

Figura 11: Coordenadas de um Ponto

Fonte: Elaborada pelo autor
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3.3 Distancia Entre Dois Pontos

Dados dois pontos A(xa; ya) € B(xg; yg), denotamos a disténcia entre eles pontos por
d(A, B).
Figura 12: Distancia Entre Dois Pontos

AV

Fonte: https://www.somatematica.com.br/emedio/retas/Image6.gif

Aplicando o teorema de Pitagoras [8] no triangulo retangulo ABC da Figura 12, temos o
seguinte:
[d(4,B)]* = [d(B,O)]* + [d(C, A)]?
=d(A,B) =/[d(B, )] + [d(C, A)]?
< d(A,B) = \/lxs = x51% + |ya — ysI?
=d(4,B) = (xa — x3)? + (4 — ¥5)*

Portanto: d(4,B) = \/(xA —xg)? + (Ya — ¥B)?

3.4 A Reta no Plano

Dados dois pontos distintos A(x1; y1) e B(Xz; y2), existe uma Unica reta r que passa por
estes pontos (ver Figura 13).

Figura 13: A Reta

a4

Fonte: Elaborada pelo autor
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3.4.1 Forma Reduzida

Seja P(x, y) um ponto genérico da reta r, entdo:
Y=V _Y~—)2

tgb =
g X—X1 X—X

S —y1).(x—x) =@ —y2) (x — x1)
EYX =YXy —Y1X T Y1Xp =YX — YX1 — YoX + Y2 Xg
S YXL — VX = Y1X — YoX + YoXg — Y1X2
Sy —x2) = (1 —y2)x + (V2X1 — Y1X2)
Sabemos que x; #x, = x; —x, # 0. Entdo, dividindo a equacdo por (x; — x,),

obtemos o seguinte:

(y1—-y2) (V2x1—-y1%2)
Ly =
Y (x1—x2) (x1—x2)
oy = y2—-y1) X + (Y1X2—Y2%1)

T (xax1) (x2—x1)

- X1— X ~
Fazendo 22721 = g e 22701%2 _ ) temps entdo:

X2—X1 X1—X2
y=ax+b;comab e

Chamamos esta ultima equacdo de Equacdo Reduzida da Reta, e as constantes reais

a e b, sdo respectivamente, o coeficiente angular e o coeficiente linear da reta.

3.4.2 Forma Geral

No item anterior, demonstramos que:
y(x1 —x3) = (71 — y2)x + (V2x1 — Y1X2)
Logo, (r; — y2)x + y(x1 — x3) — (¥2x1 — y1%2) =0
Fazendo y, —y, = A, x; — x, = B e y;x, — y,x; = C, temos entdo:
Ax+By+C=0;ABeC R

Chamamos esta Ultima equacgdo de Equacdo Geral da Reta.

3.4.3 Forma Fundamental
Seja Po(Xo; Yo) um ponto de uma reta cujo coeficiente angular é m, e seja P(X, y) um

ponto genérico dela, entdo, da figura 13, temos que:
Y —Yo
X — xO

m=tg0 =

SY =Y, = m(x — xp).

Esta Gltima equacdo é chamada de Equacdo Fundamental da Reta.
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3.4.4 Distancia de um Ponto a uma reta
Sejam Po(Xo; Yo) um ponto qualquer e r: Ax + By + C = 0 uma reta de R?, entdo a
distancia do ponto Pq a reta r, denotada por d (P, r) é dada por:
laxy + byy + |

APr) ==

3.5 Ponto Médio de um Segmento de Reta

Figura 14: Coordenadas do Ponto

Fonte: Elaborada pelo autor

Sejam A(a; b), B(c; d) e M(Xwm; Ywm), respectivamente, os pontos extremos do

segmento AB (Figura 14), e o ponto médio deste segmento. Aplicando-se o teorema de Tales

[8], temos que:
AM =MB

XM_a:C_XM

Portanto: bt+d
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4 AELIPSE

4.1 Definicéo
Elipse (Figura 15), segundo [10], é o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja
soma das distancias a dois pontos fixos F1 e F2 do mesmo plano é constante. Denotamos essa
constante por 2a, onde este valor € maior que a distancia entre os focos.
d(P,F,) +d(P,F,) = 2a

Figura 15: A Elipse

Fonte: Elaborada pelo autor

4.2 Elementos da Elipse

Observemos a elipse centrada na origem de um sistema cartesiano.

Figura 16: Elementos da Elipse

Fonte: Elaborada pelo autor

Com base na Figura 16, definimos:
Focos da elipse: F1 e F»;
Vértices da elipse: A, A’, B, B’;
Centro da elipse: O;
Distancia focal: d(Fy, F,) = 2c;
Eixo maior: 2a = d(4,A");
Eixo menor: 2b = d(B, B");
Excentricidade: e = 2
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4.3 Relagdo Fundamental da Elipse

Seja A a elipse da Figura 17. Sabe-se que B € A, logo BF1 + BF2 = 2a. Sabe-se ainda
que B é equidistante de F1 e de F», logo BF1 = BF; = a.

Figura 17: Relacdo Fundamental da Elipse

Fonte: Elaborada pelo autor

Portanto; a? = b? + c?

4.4 Equacao da Elipse Centrada na Origem

Estudaremos dois casos — elipses com eixo maior horizontais e elipses com eixo maior

verticais.

4.4.1 Elipse com Eixo Maior Horizontal

Figura 18: Elipse Centrada na Origem — Eixo Maior Horizontal

P(x;y)

B

Fonte: Elaborada pelo autor
Seja P(x; y) um ponto qualquer da elipse A (Figura 18), cujos focos séo Fi(-c; 0) e
F2(c; 0). Impondo-se a defini¢do de elipse sobre P, temos que:
Pele PF, + PF, = 2a

= \/(x—(—c))2+(y—0)2+\/(x—c)2+(y—0)2 = 2a
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S Jx+)?+y2+/(x—c)?+y?=2a

= (x+c)2+yz=2a—\/W2-|-y2

=[G+ 02 + 3212 = [2a = (x - ) + 5T

S x%2+2cx + 2+ y% = 4a% —4a\/(x — )2+ yZ + x% — 2cx + y?
S afx-0f+yi=a*—cx

= [a/G=)? +37] = (@ - cx)?

S a?(x? — 2xc + c? + y?) = a* — 2a’cx + c?x?

S a’x? + a’c? + a’y? = a* + ¢%x?

& (a2 — a2 + ay? = a?(a? — ¢?)

S b%x? + a’y? = a?b?

Dividindo-se ambos os membros por a?bh?, obtemos a seguinte equacao:

2 2
L 4Y -1

a? b2

4.4.2 Elipse com Eixo Maior Vertical
Nesta configuracdo os focos de A, Figura 19, sdo F1(0; c) e F2(0; -c), logo, usando a

mesma técnica utilizada no item anterior temos o seguinte:

Figura 19: Elipse Centrada na Origem — Eixo Maior Vertical

Fonte: Elaborada pelo autor

PeA o PF, + PF, = 2a

S G-+ -+ /&= 07+~ (-0F = 2
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Desenvolvendo e simplificando os calculos, obtemos a seguinte equacé&o:

x2 yZ
—t+=1

4.5 Equacao da Elipse Centrada Fora da Origem

4.5.1 Elipse com Eixo Maior Horizontal

Consideremos uma elipse A, de centro O’(Xo; Yo), CUjo eixo maior é horizontal, € um

novo sistema de eixos X’O’y’, cujos eixos possuem as mesmas unidades, dire¢do e sentido do

sistema xOy.
No sistema x’O’y’ (Figura 20), a equacéo de A é dada por:
x'2 yIZ

PO i

Figura 20: Elipse Centrada da Origem — Eixo Maior Horizontal

0
Fonte: Elaborada pelo autor
X =x9+x'
No sistema xQOy, temos que: e
y=yo+y

Logo: {x: — X~ %
Yy =Y Yo

Portanto, a equacdo da elipse com eixo maior horizontal, centrada no ponto (Xo; Yo) é
dada por:

_ 2 _ 2
(x ;Co) +(y Yo) _q
a b2




26

4.5.2 Elipse com Eixo Maior Vertical

Neste caso os focos de A (Figura 21) sdo os pontos F1(Xo; Yo — €) € Fa(Xo; Yo + €). Logo,

2 2
sua equacao no sistema x’0’y’ é dada por = + 2= = 1. Portanto, procedendo analogamente
b2 a?

ao caso anterior, obtemos para a elipse com eixo maior vertical, centrada em (Xo; Yo), a

equacao:

1

(x —x0)* (¥ —¥0)* _
b2 + a? B

Figura 21: Elipse Fora da Origem — Eixo Maior Vertical
Y 4

O

Fonte: Elaborada pelo autor

4.6 A Circunferéncia

A circunferéncia é um caso particular da elipse, ou seja, quando a elipse possui 0s seus

dois eixos congruentes (2a = 2b). Neste caso, fazendo a = b = r na equacao da elipse, teremos:

(x—x0)? + (y—0)? —1

T2 r2
Portanto,(x — x0)? + (y — y)? = r?
Essa Ultima expressao, representa a equacdo reduzida da circunferéncia centrada no

ponto (Xo; Yo), Cujo raio é r, como mostra a Figura 22.

Observacéo: ao desenvolver a ultima equacdo, representando-a na forma f(x,y) = 0,
obtemos uma equacgdo do tipo x? +y%2 + Ax + By + C = 0, que chamamos de Equacio

Geral da Circunferéncia, onde A, B e C sdo nUmeros reais.
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Figura 22: A Circunferéncia

y A

Yol

Fonte: Elaborada pelo autor

4.7 Atividades Resolvidas ([5], [6], [8], [9] e [10])
Nesta secdo apresentaremos alguns exercicios resolvidos sobre elipse, usando, em
alguns destes o software Geogebra com a finalidade principal de esbogar os graficos da

referida conica.

01 - Numa elipse, o eixo maior esta contido no eixo Ox e seu comprimento é 16. Sabendo-se
que a distancia entre os focos é 10, determinar a equacao da elipse.

Solucéo:

y2

2
O eixo maior esta contido no eixo Ox, entdo a forma da equacéo é z_z t:= 1
Das informagdes do problema temos: 2a=16 = a=82 = ¢c=10 = c=5
Sabemos que a? = b? + ¢?, logo: 82=h?+52 = b?2=64—25 - b?2=239
~ , x%  y?
Portanto a equacdo procurada é: St =1

02 - Obter uma equacdo da elipse de focos Fi(-1; 0) e F2(1; 0), cujo eixo maior mede 4

unidades.

Solucéo:
2 2
Os focos da elipse pertencem ao eixo Oy, logo sua equacgéo sera do tipo ’;—2 + z—z =1

O eixo maior mede 4, logo 2a=4 -~ a=2
d(Fy; F2) =]-1-1|=2,logo2c=2 ~ c=1

Sabemos que a®> = b% + ¢, logo: 22=0b?+12 = b?=4-1 -~ b?=3

2 2
Portanto a equacao procurada é: x? + yT =1
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03 - Dada a equacéo da elipse E + y; = 1, determinar:
(a) a distancia focal,
(b) a excentricidade.
Solucéo:
(a) Da equagcéo fornecida temos: a’>=16eb?>=9
Sabemos que a2 = b2 + ¢?
L0ogo:16=9+¢c? & ¢?=16-9 = ¢?=7 < c=+v7 (poisc>0)

Portanto a distancia focal é 2c = 2v/7.

(b) De a2 = 16, temos a = 4 (pois a > 0)

Sabemos que a excentricidade é definida por e = 2

7
Portanto e = %

04 - Dada a equacdo da elipse 9x? + 25y2 = 225, determinar:
(a) a medida dos semi-eixos;
(b) os focos;
(c) a excentricidade;
(d) um esboco do grafico.
Solucéo:
(a) Dividindo cada termo da equagao por 225, temos:

9x2 = 25y% 225
225 225 225

x2 yZ
& £+?= 1,logoa?=25ehb*=9,entdioa=5eb=3

Portanto, as medidas dos semi-eixos sdo: 2a =10 e 2b = 6.

(b) A elipse tem eixo maior horizontal pertencente ao eixo Ox, logo seus focos tém
coordenadas Fi(-c; 0) e Fz(c; 0).
Como sabemos a®> = b? + ¢?,10g0: 25=9+¢c?> = ¢?=25-9 = ¢2=16 .~ c=4 (poisc>0)

Portanto os focos da elipse sdo os pontos de coordenadas (-4; 0) e (4, 0).
4
(c) A excentricidade é e = o’

(d) Utilizando o software livre de geometria dinamica GeoGebra, obtemos o resultado

descrito nas Figuras 23 e 24:
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Figura 23: Esboco do Gréfico

-4

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 24: Construcdo do Gréfico

¥ Protocolo de Construgdo
Gl L
N.| Nome | Descrigédo |Valor
1Ponto A Ponto sobre EixoX A=(-4,0)
2Ponto B Ponto sobre EixoX B=(4,0)
3Ponto C Ponto sobre EixoY C=(0,-3)
4Elipsec Elipse com focos A, B c: 9x2 + 25y2 =225
passando por C

Fonte: Elaborada pelo autor

5 - Uma elipse de centro na origem tem um foco no ponto (3; 0) e a medida do eixo maior é 8.
Determinar sua equagdo.

Solucéo:
A elipse esta centrada na origem e possui um dos focos no eixo Ox, logo sua equacdo é do
x2 2
a?

tipo >+ = 1.

Sabemos que 2a = 8, logo a = 4, e que c = /(3 —0)2 + (0 — 0)2 = 3, entdo de a* = b* + c?,

temos que b? = 16 — 9, 0 que resulta b? = 7.

2 2
Portanto a equagdo procurada é =+~ = 1.

6 - Seja a elipse de focos F1(16; -2) e F2(-8; -2) e eixo menor de comprimento 10.
(a) Determine o seu centro C;
(b) Obtenha sua equacéo cartesiana;

(c) Esboce o seu gréfico.
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Solucéo:
(@) O centro da elipse C(Xc; yc) é o ponto médio do segmento F1F2, logo:

(-2)+(-2) _ —4
2 T2

_16+(-8) _8

Xc 5 z Xc=4 e yc= ~ Yo =-2

Portanto, o centro da elipse é o ponto C(4; -2).

(b) Como os focos possuem a mesma ordenada e centro fora da origem, temos que a elipse é

da forma &= 4 0% _ 4 o9 ¢ = |16-4| = 12. Como 2b = 10, temos que b = 5 e

a? b2
b? = 25, entdo, de a> = 5% + 122, temos que a® = 25 + 144, o que resulta a®> = 169

YAYA 2
Portanto a equacdo da elipse é % + % =1.

(c) Utilizando o GeoGebra, obtemos o resultado descrito nas Figuras 25 e 26:
Figura 25: Esboco do Gréfico

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 26: Construcao do Gréfico

¥ Protocolo de Construgéao
N.| Nome |\.r‘a|or
1Ponto A A= (16, -2)
2Ponto B B=(-8,-2)
3/Ponto C C=(43)
4 Elipse ¢ c: 25x* + 169y? - 200x + 676y = 3149

Fonte: Elaborada pelo autor

Observacdo: as equacgdes apresentadas na solucdo do exercicio 6 sdo equivalentes, como

demonstraremos no exercicio 7, a seguir.
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—4)2 2
7 - Mostre que as equacoes % IRCasys

representam a mesma elipse.

=1 e 25x2+169y% — 200x + 676y = 3149

Solucéo:

YAYA 2
Chamando a equagao % + (y;’—:) =1de(l),e

25x% + 169y% — 200x + 676y = 3149 de (2), temos 0 seguinte:

12 parte: (1) = (2)
Multiplicando a equacdo (1) por 4225 (169 vezes 25), e efetuando as simplificacfes, temos:

(x—4)° vy +2)°
oot 4225.

& 25(x — 4)% + 169(y + 2)? = 4225

4225. =4225.1

& 25(x% —8x +16) + 169(y? + 4y + 4) = 4225
& 25x% — 200x + 400 + 169y? + 676y + 676 = 4225
< 25x2 4+ 169y2 — 200x + 676y = 3149

2% parte: (2) = (1)

Reagrupando a equacao (2), e aplicando a técnica de completar quadrados, temos:
25x2% + 169y2 — 200x + 676y = 3149

& 25(x% —8x + 16) — 25.16 + 169(y? + 4y + 4)? — 169.4 = 3149

< 25x% —200x + 400 — 400 + 169y? + 676y + 676 — 676 = 3149

& 25x% —200x + 169y? + 676y = 3149

Portanto as equaces (1) e (2) sdo equivalentes.

8 - Encontrar uma equacdo da elipse de focos Fi(-2; -2) e F2(2; 2), cujo eixo menor mede 2
unidades.

Solucéo:
Em primeiro lugar, observamos que o segmento F1F> formado pelos focos da elipse A ndo é
horizontal, nem vertical, logo sua equacdo ndo se enquadra nas formas apresentadas neste
trabalho, o que nos leva a adotar um outro caminho de solu¢do. Vamos tomar um ponto

geneérico P(x; y) sobre A e aplicar a definicdo de elipse P ¢ A & PF, + PF, = 2a.

A distancia focal: 2c = d(F1, F2) < 2c=/(=2-2)2+ (-2-2)2 =216 =4V2 < c=2V2
Sabemos que: 2b=2 < b=1

De a? = b% + ¢2, temos que a% = 12 + (2v2)?, logo a> =1 + 8 = 9, entdo a = 3, visto que a > 0.
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Impondo a definigéo, temos o seguinte:

d(P, F1) +d(P, F2) =2.3 < d(P,F1) +d(P,F2) =6

= V- COP+ - P +/@-22+(-2)2 =6
S JE+2)2+@+2)2=6—(x—2)2+(y—2)2=6
& WE+2)2+ @ +2)22 = [6—(x—2)? + (y - 2)2)?

S (x+2)2+ (@ +2)2=36-12(x —2)2+(y—2)2+ (x — 2)? + (y — 2)?

12 (x —2)24+ (y—2)2=36+(x—2)2+ (y —2)2 — (x + 2)? — (y + 2)?

12{/(x —2)2+ (y—2)2 =36 —8x — 8y

3J(x—2)2+(y—2)2=9—-2x—2y
[3v (x — 2)2 + (v — 2)?]? = (9 — 2x — 2y)*

I —2)*+ (y—2)%] = (9 - 2x)° - 2.(9 - 2x). (2y) + (—2y)*
9(x? —4x + 4+ y? — 4y +4) = 81 — 36x + 4x% — 36y + 8xy + 4y?

(N S N

Portanto, a equacéo da elipse é 5x? + 5y% — 8xy — 9 = 0.

Observacdo: em estudos mais avancados de geometria analitica, mostra-se que elipses cujas
equacdes apresentam o termo em Xy sdo casos de elipses rotacionadas de um certo angulo 6,

como mostra a Figura 27, construida com o auxilio do GeoGebra.
Figura 27: Esboco do Gréfico

» Janela de Algebra X
® c:5x2-8xy+5y2=9

/ i ¥ Protocolo de Construgédo
sAGICASITET I,

N.| Nome \ Descrigcdo \Valor
1 Elipse c C:5x2-Bxy+5y*=9

Fonte: Elaborada pelo autor

4.8 Lista de Exercicios Propostos ([5], [6], [8], [9] e [10])

Nesta secdo propomos alguns exercicios sobre elipse, apresentando ainda suas
respectivas respostas.
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1 - Utilizando a definic¢do, obtenha uma equacédo da elipse de focos F1 e F2, cujo eixo maior

mede 2a, em cada um dos seguintes casos:

(@) F1(0; -1) e F2(0; 1) e 2a = 6; Resposta: 9x2 + 8y? — 72 = 0

(b) F1(-1; -1) e F2(0; 0) e 2a = 2v/2; Resposta: 7x% + 7y? —2xy + 6x + 6y —9=0=0
(c) F1(2; 1) e F2(4; 1) e 2a = 4; Resposta; 3x2 + 4y?> —18x —8y +19=10
(d)Fi(-1; -1) e F2(1; 1) e 2a = 4; Resposta: 3x% + 3y? — 2xy —8 =0

2 - Calcule a distancia focal da elipse 4(x — 1)? + 9(y + 2)? = 1.
V5

Resposta: 2c = =
o - (x—4-)2 2
3 - Esboce o grafico da elipse — -t -1 =1.

Resposta: Figura 28
Figura 28: Esboco do Gréfico

Fonte: Elaborada pelo autor
4 - Qual a equacdo da elipse de vértices V1(0; 5) e V2(0; -5), sabendo que o comprimento do
eixo menor é 3?
2

4x
9

.y _
Resposta: ——+—=1

5 - O eixo maior de uma elipse de centro na origem esta contido no eixo OX. Sabendo que o

comprimento do eixo menor é 6 e a distancia focal € 10, determine a equagéo da elipse.

2 2
Resposta: — +2 =1
34 9

6 - A equacdo de uma elipse é ;_z + Z—j = 1. Sabendo-se que a elipse passa pelos pontos
A(2; 1) e B(v2; 2), determine p e q.

Resposta: p = ? e q=+7
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5 APARABOLA

5.1 Definicéao
De acordo com [10], dados um ponto F e uma reta r de um plano, com Fe 1,

chamamos de Parabola (Figura 29) ao lugar geométrico dos pontos P, tais que:
d(P,F)=d(P,r)

Figura 29: A Parabola

Fonte: Elaborada pelo autor

5.2 Elementos da Parabola

Vamos definir os elementos da parabola, tomando como referéncia a Figura 30,
representada abaixo:

Figura 30: Elementos da Parabola

Eixo de

Simetria

Diretriz

Fonte: Elaborada pelo autor

F — é o foco da parabola;
r — € areta diretriz da parabola;
p — € 0 parametro da parabola;

s — € 0 eixo de simetria da parabola (s passa pelo foco e é perpendicular a diretriz).

Observacéo: a distancia entre o foco e a diretriz é igual |p|.
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5.3 Equacéo da Parabola Centrada na Origem

Estudaremos dois casos — parabolas com eixo de simetria verticais e parabolas com

eixo de simetria horizontais.

5.3.1 Parabola com Eixo de Simetria Vertical

A parébola possui eixo de simetria coincidindo com o eixo Oy (Figuras 31 e 32).

Figura 31: Parabola Centrada na Origem — Concavidade para Cima

AY
|7 S P
1
a4
Fcr" |
P o
2 0
! I
4 V=0 ﬁ X
2‘ L
P’- r

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 32: Parabola Centrada na Origem — Concavidade para Baixo
AY

(]
<l
[
O
>

--Fi--9

f

Fonte: Elaborada pelo autor

Com base nas Figuras 31 e 32, acima, concluimos que as coordenadas do foco F e a

equacéo da diretriz r séo dados por:

F(O; ig)
e
ry= =l

2

Para determinarmos a equacdo da pardbola vamos impor a defini¢cdo, tomando, sem

perda de generalidade, a Figura 31 como referéncia:
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d(P,F) = d(P,7)

= Jx—0r+o -2 =1y - (-9

& [J(x—0)2+(y—§)z]2 = ly+2f’

2 2 p’ 2 r’
o x4y —yp+E =yt +yp+ L
< x2=2yp
Portanto: x?% = 2py

Como podemos observar nas Figuras 31 e 32, as parabolas com eixo de simetria
vertical possuem concavidades voltadas para cima ou para baixo. Essa caracteristica pode ser

determinada pela analise de sinal do parametro p, que € um numero real diferente de zero.
p>0ey>0
x2=2py>0=> ou
p<0ey<o0

Concluimos que se p é positivo a concavidade da parabola sera voltada para cima, e se

p é negativo a concavidade seré voltada para baixo.

Observagéo: consideramos p # 0, pois p = 0 = x =y = 0, e curva se resumiria a origem do

sistema (0; 0).

5.3.2 Parabola com Eixo de Simetria Horizontal

A parabola possui eixo de simetria coincidindo com o eixo Ox.

Figura 33: Parabola com Concavidade para a Direita

Ya

INI'U

P, Y

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 34: Parabola com Concavidade para Esquerda
h
Pl

(0]
<Y

NI|T

[ —
r

Fonte: Elaborada pelo autor
Com base nas Figuras 33 e 34, acima, concluimos que as coordenadas do foco F e a
equacéo da diretriz r séo dados por:

F(ig;o)
e

=P
+2

Para equacionar a parabola, vamos impor a defini¢do, usando as coordenadas parabola

da figura 33, assim:
d(P,F)=d(P,r)

= =22+ 0-07 == ()]

S [ =22+ 0= 07 =[x+

2
= xz—xp+p:+y2=x2+xp+p7

& y? = 2xp
y? = 2px

Portanto:
Como podemos observar nas Figuras 33 e 34, as pardbolas com eixo de simetria
horizontal possuem concavidades voltadas para a direita ou para a esquerda. Essa

caracteristica também pode ser determinada pela analise de sinal do parametro p.
p>0ex=>0
ou

2px =2 0=
p<0ex<0

Concluimos entdo, que se p € positivo a concavidade da parabola sera voltada para a

direita, e se p € negativo a concavidade sera voltada para a esquerda.
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Observagdo: y? = 2px <>y = +,/2px ou y = —,/2px, que sdo, respectivamente, 0s ramos

positivo e negativo de parébolas horizontais com vértice na origem.

5.4 Equacdo da Parabola Centrada Fora da Origem

5.4.1 Parabola com Eixo de Simetria Vertical

Sejam (Xo; Yo) € (x’0; y’0) as coordenadas do vértice da parabola da Figura 35, nos

sistemas xQOy e x’0’y’, com as caracteristicas ja citadas anteriormente (capitulo 4).

Figura 35: Parabola Centrada Fora da Origem — Eixo Vertical
a Ya

Yo

o
|
|
1
|
|

(o] Xo
Fonte: Elaborada pelo autor

Sabemos que a equacao da parabola no sistema x’O’y’ ¢ dada por:

xlz — zylp

Logo, aplicando as equacgdes de translacdo dos eixos (x'=x—x, € y =y —yo),
obtemos a equacao desejada.
Portanto:  (x — x0)% = 2(y — yo)p
Neste caso, para determinarmos as coordenadas do foco F e a equacgdo da diretriz r,
devemos levar em consideracdo as translacfes horizontais e verticais sofridas, ao migrarmos
do sistema x’O’y’ para o xOy, obtendo-se assim:

F(xo;yo + g)
e

P
Ty =Yo—5

5.4.2 Parabola com Eixo de Simetria Horizontal
Para obtermos a equacdo da pardbola cujo eixo de simetria é horizontal (Figura 36),

procedemos de forma anéloga ao item anterior.



39

Figura 36:; Parabola Centrada Fora da Origem — Eixo Horizontal
A \'e

XV

[e) Xo X =X
Fonte: Elaborada pelo autor

Assim, substituindo as féormulas de translacdo dos eixos em y? = 2xp, obtemos a
equacéo desejada:
= ¥0)? = 2p(x — xo)
Neste caso, para determinarmos as coordenadas do foco F e a equacdo da diretriz r,
devemos, novamente, considerar a translacdo dos eixos, obtendo o seguinte:
F (xo + g;yo)
e

rix=»Xx P
. —_ 0__
2

5.5 Lista de Exercicios Resolvidos ([5], [6], [8], [9] e [10])

Nesta secdo apresentaremos alguns exercicios resolvidos sobre parabola, usando, em
alguns destes o software Geogebra com a finalidade principal de esbocar os gréaficos da
referida conica.

1 - Dada a equacao da parabola ¥: (x — 6)? = 8(y — 3), determine:

(a) As coordenadas do vertice;

(b) As coordenadas do foco;

(c); A equacdo da diretriz;

(d) Esboce gréfico de V.

Solucéo:
(@) As coordenadas do vértice sdo:
Xyértice = Xo = Xypertice = 0
Yvértice = Yo = Yveértice = 3
Portanto, V(6; 3).

(b) As coordenadas do foco séo:
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XFoco = Xo = Xpoco = 6

p 4 .
yFoco=y0+E D.VFoco=3+§ = yF0C0=3+2 b yFoco=5

Portanto, F(6; 5).
(c) A equacéo da diretriz é dada por:

4
yzyo—g :>y=3—§ >y=3-2 ~ y=1

Portanto, a diretriz é aretay = 1.

(d) Para esbocar o grafico, vamos fazer uso do GeoGebra. Neste caso, precisamos inserir no
campo entrada, a equacédo da parabola, como mostra a Figura 37.

Figura 37: Construcdo do Gréfico

Entrada:|(x-6)~2=8(y-3) « Protocolo de Construg&o

A~ &~ |Z & e
N.| Nome ‘ Descrigéo
1|Parabola c

» Janela de Algebra 2 Ponto V
® c:x?-12x -y = -39
® VvV =(6,3) 3/Ponto A
® A=(6,0)
® f=3 4 Segmento f Segmento V, A
® B=(0,3)
® g=6 5Ponto B
@ Foco = (6, 5)
@ Diretriz:y =1 6 Segmento g Segmento B, V
I —— - — = — == = -Q/V
: 8 Reta Diretriz
1
1
! Diretriz
T
1
.
o )

Fonte: Elaborada pelo autor

2 - Obtenha a equacdo da parabola de foco F(2; 3) e diretrizd: y = 1.
12 Solucéo:

Vamos, primeiramente, esbocar o grafico dessa parabola (Figura 38) usando o GeoGebra.

Figura 38: Construcao do Gréfico

» Janela de Algebra X } Janela de Visualizagao
® F=(2,3)

® fiy=1

‘. c: X?-4x -4y =-12

 Protocolo de Construgéo

. F
GRAICRAIET ) .
N \Nome |Descrigéo \Valor
1Ponto F F=(2,3) L
2Retaf fy=1
3 Parabola ¢ Parabola com foco ¢:x2-4x-4y=-12 = 5 = 2 5 5 1 0 1 5 3 3 = 5 B 5 3
F e diretriz f

Fonte: Elaborada pelo autor
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Assim, podemos observar que seu tanto na janela de &lgebra, quanto no protocolo de
construcao que a equacao da parabola é dada por: x? — 4x — 4y = —12
Portanto, a equacdo desejada é:
x2—4x—4y+12=0

22 Solucéo:
Aplicando a defini¢do — Seja P(x; y) um ponto qualquer da parabola, entéo:

d(P,F) =d(P,d) =/ (x—2)2+(y—-3)2=y—1
= (J(x—2)2+ (y—3)2)%=(y—1)?

© E=-2+@-3)?=0-17

e (@x-27=0-D*-@-3)?

S @-22=[0-D+G-3I[G-1D--3)]
© (x—2)*=Qy—4).2

Portanto a equacgdo da parabola é: (x —2)? = 4(y — 3)

3 - Obter uma equacéo da parabola &, de foco F(3; 5) e cuja diretriz é r: y — 3 =0.
12 Solucéo:
Uma equacgdo da pardbola &, pode ser obtida, impondo a definicdo a um ponto genérico
P(x, y), pertencente a ela, entdo:
d(P,F) =d(P,r)
= Jx =32+ -5*=y -3
& WE=32+@ -5 =|y-3
© x=3)+F-5°=@y-3)°
© (x=-3)?=@r-3)°-(-5°
< x=3?=[(r-3)+@-9][(-3)-@-5)]
S —-3)2=Qy-8).2=4.(y—4)
Portanto, a equacéo da parabola é (x — 3)? = 4. (y — 4).

22 Solucéo:
Usando os dados do problema e, com o auxilio do GeoGebra, vamos construir a parabola e

obter assim, sua equagdo, como mostra a Figura 39.
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Figura 39: Construcéo do Grafico

) Janela de Algebra ¥ Protocolo de Construgéo

® F=(3,5) AMIER I
®ry=3 N.| Nome | Descricao | valor
® c:x2-6x-4y=-25 1lPonto F F=(3 5
distanciaFr =2
® s:x=3 2Retar ry=3
® A=(3,3)
® V=(34) 3Parabolac |Parabola com foco F c: x2- 6x - 4y = -25
e diretrizr
4 Numero di... Distanciade Far disténciaFr = 2

5Reta s s x=3

§Ponto A Intersecdodes,r  A=(3,3)

Fonte: Elaborada pelo autor

Observamos na janela de &lgebra da Figura 39, que o GeoGebra retornou a equacédo
“c: X? — 6X — 4y = - 25”. Tal equacgdo ¢ equivalente aquela apresentada na 1* solugdo, como

iremos demonstrar no exercicio 4, a seguir.

4 - Mostre que as equacdes (x — 3)? = 4.(y — 4) e x?> — 6x — 4y = —25 representam a
mesma parabola.

Solucéo:
Chamando a equacdo (x—3)2=4.(y—4) de (1) e x%2-6x—4y=-25 de (2), temos o
seguinte: 12 parte: (1) — (2)
Desenvolvendo ambos os membros da equacéo (1), temos o seguinte:

x2—6x+9=4y—16 & x* —6x—4y =25

2% parte: (2) = (1)
Na equacdo (2), isolando os termos dependentes de x e completando o quadrado, temos o
seguinte:
x? —6x — 4y = —25
& xP —6x—4y = —25
& x? —6x =4y —25
& xP—6x+9=4y—254+9
< (x—3)=4y-16
< (x—3)2 =4y —4)
Portanto as equacoes (1) e (2) sdo equivalentes.



5 - Determinar o foco, a equacdo da diretriz e o gréafico das parabolas:
(a) x* =8y
(b) y? = —2x
Solucéo:
() A equagdo é da forma x? = 2py, logo: 2p =8 <= p=4 < 2=2

Portanto, o foco é F(0, 2) e adiretrizey = - 2.

Usando o Geogebra, obtemos o grafico da Figura 40:

Figura 40: Construcao do Gréfico

» Janela de Algebra ¥ Protocolo de Construgéo

@ cix =gy B~ [~ 7@

® F=(0,2) N.|Ncme \\."alor

®ry=2 1/Parabolac [c: x? = 8y
2|Ponto F F=(02
3Retar ry=-2

0
'
Fonte: Elaborada pelo autor
N 7 1
(b) A equagdo é da forma yz = 2px,logo: 2p = 2 = p=-1 & g =—

1
>

Portanto, o foco é F(— % 0)eadiretrizéy=

Usando o Geogebra, obtemos o grafico da Figura 41:

Figura 41: Construcdo do Gréfico

r » Janela de Algebra
® c:y?’=-2x
@ F=(-0.5,0)
® rx=05

~ Protocolo de Construgdo
M~ &~ |7 & o

N‘|Nome |Va|or

1Parabolac |c:y2=-2x

2|Ponto F F = (-0.

o

3Retar rrx=0.5

Fonte: Elaborada pelo autor

43
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6 - Dada a paradbola y? + 6y — 8x + 1 = 0, determinar:

(a) O vértice;

(b) O foco;

(c) A equacéo da diretriz;

(d) Um esboco do gréfico.

Solucéo:
Vamos, inicialmente, isolar os termos em y na equacéo dada e completar o quadrado:
y2+6y—8x+1=0
< yP+6y=8x—1
S y2P+6y+9=8x—1+9
< (y+3)2=8x+8
< (y+3)2=8(x+1)
Portanto, y> + 6y —8x+1=0 < (y + 3)%? = 8(x + 1), logo:

(@) O vértice é V(-1; -3);

(b) O foco é F(1; -3);

(c) A equacéo da diretriz é x = -3;

(d) Um esboco do gréfico, pode ser obtido usando o GeoGebra, como mostra a Figura 42.

Figura 42: Construcéo do Gréfico

r ) Janela de Algebra
® F=(1,-3)
®rnx=-3

® c:y?-8x+6y=-1

] ¥ Protocolo de Construgéo
N‘\ Nome | Descricéo Valor
2Retar rx=-3

3Parabolac Parabola com foco F c:y2-8x + 6y =-1
e diretriz r

Fonte: Elaborada pelo autor
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7 - Determinar a equacdo da pardbola de vértice V(3; -1), sabendo que r: y — 1 = 0 é a equacao
de sua diretriz.
Solucéo:

Apresentaremos a solucdo desse exercicio, usando exclusivamente o GeoGebra.

Figura 43: Construcéo do Grafico

» Janela de Algebra
A ® v=(3-1)
¢ ®ry=1
® A=(3,1)
® F=(3,0)
@ c:x*-6x+2y=-8

o
=)
w
IS
o
@
-

¥ Protecolo de Construgéo

B &~ 2&e

N.\ Nome | Descrigéo \Valor
1Ponto V V=(3-1)

4 2Retar ry=1

3Ponto A A=(3.1)

4Ponto F Ponto médic de AV F =(3,0)

5Parabolac Parabola com foco F ¢! x*-6x + 2y =-8
e diretriz r

Fonte: Elaborada pelo autor

Portanto, a equacao da parabola é x? — 6x + 2y = —8, como mostra a Figura 43.

8 - Obter uma equacdo da parabola Q, de foco F(2; 1), cuja diretrizér: x+y—-2=0.
12 Solucéo:
Vamos obter o grafico fazendo uso do GeoGebra.

Figura 44: Construcao do Gréfico

} Janela de Algebra
Q
® F=(21)
@ rx+y=2
®c:x2-2Xxy+y?-4x=-6

¥ Protocolo de Construgédo
B~ |5 |7 &e

N.\ Nome \ Descricéo |Valor
F " =
| N 2Retar rx+y=2
3 Parabola c Parabola comfocoFe c:x*-2xy +y?-4x=-6
diretriz r
0 1 2

Fonte: Elaborada pelo autor
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Da janela de algebra do GeoGebra, na Figura 44, podemos concluir que a equacao da pardbola

é, entdo, Q: x% — 2xy + y? — 4x = —6.

Observacdo: O gréfico acima representado (Figura 44), nos mostra uma parabola, cujo eixo de
simetria é obliquo. Em alguns cursos de graduacéo, na disciplina geometria analitica, mostra-
se que pardbolas cujas equacOes apresentam 0 termo em Xy sdo casos de parabolas

rotacionadas de um certo angulo 6.

2% Solucéo:
Uma equacdo da pardbola Q, pode ser obtida, impondo a definicdo a um ponto genérico
P(X, y), pertencente a ela, entdo:
d(P,F) =d(P,r)

|x+y—2|
= Jx=-22+@-1)2= D

+y—2
& G Ao =

-2
o Wa-27+o- 7P = 2y

2

& @-2t+ -0 = (D

x%+y2+442xy—4x—4y
2

S x?—4dx+4+y2—2y+1=

& 2x2—8x+8+2y? —4y+2=x2+y?+4+2xy—4x— 4y
& x?2+y?2—2xy—4x+6=0

Portanto, a equagéo da parabola é x? + y2 —2xy —4x+6 =0 .

5.6 Lista de Exercicios Propostos ([5], [6], [8], [9] e [10])

Nesta secdo propomos alguns exercicios sobre parabola, apresentando ainda suas
respectivas respostas.

1 - Utilizando GeoGebra, obtenha uma equacdo da parabola &, sabendo que seu vértice é
V(15,12) e sua diretrizér: y—9 = 0.

Resposta: utilizando o0 GeoGebra, obtemos a resposta da Figura 45.
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Figura 45: Construcéo do Grafico

» Janela de Algebra
® V=(15,12)
®ry=9

® A=(15,9)

[ ]

@ c: x?-30x - 12y = -369

~ Protocolo de Construgio
B &~ |7 & o

N.[Nome | Descricdo [ \valor
1Ponto V V=(1512)
°
\ 2Retar ry=9
r A
3 Ponto A A=(15,9)

5 Parabola ¢ Parabola com foco F e ¢: x?-30x - 12y = -369
diretriz r

Fonte: Elaborada pelo autor

2
2 - Uma parébola ¥, tem equacédo y = x? o g Pede-se:

(a) Escrever a equacéo de ¥ sob a forma reduzida;

(b) O Foco de ¥

(c) O vértice de V¥,

(d) Um esboco do gréfico de V.

Resposta:

(@) (x—1)*=2(y +3)
(b) F(1;—2)

(c) V(1; -3);

(d) Com o auxilio do

configuracao:

GeoGebra, o eshogo do grafico (Figura 46) apresenta a seguinte

Figura 46: Construcdo do Gréfico

» Janela de Algebra

2 ® c:x2-2x-y=2
®v=(1,-3)
[ ]
® rny=-35
1
-1 0 1 2 3 4

¥ Protocolo de Construcéo
B &~ F&a

- N.[ Nome [valor
1/Parabola ¢ CIXT-2X-y=2
2 2Ponto V V=(1,-3)
e
-3 v 4Retar ry=-3.5

Fonte: Elaborada pelo autor
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3 - Um arquiteto precisa fazer numa constru¢do um arco parabdlico que tenha 3m de altura e
4m de largura na base. O vértice da pardbola esta no topo do arco.
(@) A que altura, sobre a base, 0 arco tera 2m de largura?
(b) Faca um desenho desse arco.
Resposta:
(@) A 2,25m da base;
(b) Figura 47.

Figura 47: Arco Parabdlico

2254 — — — — —

Y

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
5

P

o 1 A

Fonte: Elaborada pelo autor

4 - Determinar a equacdo da parabola cujo eixo de simetria é paralelo ao eixo Ox, o foco é
F(5; 3) e 0 vértice é V(2; 3).

Resposta: (y —3)% = 12(x — 2).

5 - Seja V(h; k) o vértice da parabola de equagdo x? — 4x — 4y + 12 = 0. A reta de equagéo
y = 3 intercepta a parabola nos pontos A e B. Determine a area do triangulo VAB.

Resposta: Area = 2.



49

6 AHIPERBOLE

6.1 Definicao
De acordo com [10], dados dois pontos fixos F, e F,, chamamos de hipérbole
(Figura 48) ao lugar geométrico dos pontos P, tais que:
|d(P,F;) —d(P,F,)| = d(A,A,), onde d(4,,4,) < d(F,F,).

Figura 48: A Hipérbole

Fonte: Elaborada pelo autor

6.2 Elementos da Hipérbole

Figura 49: Elementos da Hipérbole

Fy

L]
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
)
1
1

&

Y LT TR
"

Fonte: Elaborada pelo autor

F; e F, — sdo os focos;

A; e A, — s80 0s Vértices;

C — € o centro da hipérbole;

A, A, — € 0 eixo real, também chamado eixo transverso;

B;B, — € 0 eixo imaginario;
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d(F,, F,) = 2c — é adistancia focal,
d(Al ,Az) = 2(1,
d(Bl ,Bz) = 2b

C , ..
e= - — € a excentricidade.

6.3 Relacdo Fundamental da Hipérbole

Aplicando o teorema de Pitagoras no tridngulo retdngulo B1CA> da Figura 49,
obtemos a relagdo fundamental da hipérbole:

c? =a®+ b?

6.4 Assintotas da Hipérbole

Figura 50: Assintotas da Hipérbole — Eixo Real Vertical

@

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 51: Assintotas da Hipérbole — Eixo Real Horizontal

Fonte: Elaborada pelo autor

Segundo [6], chamam-se retangulos referéncia da hipérbole os retangulos MNOP das

Figuras 50 e 51, cujo o centro é o ponto C. As retas r1 e r2 sdo as assintotas da hipérbole, que



o1

possuem coeficientes angulares iguais a tangente de 6, e coeficientes lineares iguais a zero,

portanto, suas equacgdes reduzidas séo do tipo y = +(tg0).x, ou seja:

a
T'1: y = -
Z — Para hipérboles do tipo da figura 50;
7'2: y = +;

. _ b
Ty =-—-

, — Para hipérboles do tipo da figura 51.

iy =+-

a

6.5 Equacao da Hipérbole Centrada na Origem
Estudaremos dois casos — hipérbole com eixo real horizontal e hipérbole com eixo real

vertical.

6.5.1 Hipérbole com Eixo Real Horizontal

A hipérbole cujo eixo real é horizontal, possui a configuracdo da Figura 52.

Figura 52: Hipérbole com Eixo Real Horizontal

® M
® 7
)

Fonte: Elaborada pelo autor

A hipérbole esta centrada na origem e seu eixo real é horizontal, logo seus vértices
pertencem ao eixo X, e tem coordenadas F, (—c, 0) e F,(c, 0).

Seja P(x,y) um ponto genérico pertencente a hipérbole, ent&o:

|d(P,Fy) —d(P,F,)| = d(Fy, F;) = 2a
= Va=CEoZ+ i -02—Jx—2+ G- 07| =2a

Quadrando ambos os membros e efetuando-se simplificacdes semelhantes aquelas, ja
efetuadas anteriormente, obteremos a seguinte equagéo:

2 2

Xty
a?z bz~
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6.5.2 Hipérbole com Eixo Real Vertical

A hipérbole cujo eixo real é vertical, possui a configuracdo da Figura 53.

Figura 53: Hipérbole com Eixo Real Vertical
\, Fy
/'FZ\

Fonte: Elaborada pelo autor

Nesta configuracdo a hipérbole esta centrada na origem e seu eixo real é vertical, logo
seus Vveértices pertencem ao eixo y, e tem coordenadas F; (0, c) e F,(0,—c), portanto, se P(x,y)

pertence a hipérbole, entao:

Na=Eay+ =07 - G-+ - 02| = 2a

Que resulta na seguinte equacao:

2 2

y X

a? b2

6.6 Equacao da Hipérbole Centrada Fora da Origem
Estudaremos dois casos — hipérbole com eixo real horizontal e hipérbole com eixo real

vertical.

6.6.1 Hipérbole com Eixo Real Horizontal

A hipeérbole cujo eixo real é horizontal, possui a configuracao da Figura 54.

Figura 54: Hipérbole com Eixo Real Horizontal — Centro Fora da Origem

Fonte: Elaborada pelo autor
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6.6.2 Hipérbole com Eixo Real Vertical

A hipérbole cujo eixo real é vertical, possui a configuracdo da Figura 55.

Figura 55: Hipérbole com Eixo Real vertical — Centro Fora da Origem

\Y
*F
[}
1
Yg ————————————— <9C
1
T
1
o2
|
/ XG \X

Fonte: Elaborada pelo autor

Substituindo as equac@es de translacdo de eixos nas equacgdes apresentadas nos

topicos anteriores (6.5.1 e 6.5.2), obtemos, respectivamente:

(x=x0)>  (¥-¥0)* _ 1 e (r=y0)* _ (x—x0)? -1

a? b2 a? b2

6.7 Lista de Exercicios Resolvidos ([5], [6], [8], [9] e [10])

Nesta secdo apresentaremos alguns exercicios resolvidos sobre hipérbole, usando, em
alguns destes o software Geogebra com a finalidade principal de esbocar os graficos da
referida conica.

1 - Seja a hipérbole de focos F1(6; 2) e F2(-4; 2) e eixo real de comprimento 6.

(a) Obtenha a equacdo dessa hipérbole;

(b) Esboce o grafico da hipérbole.

Solucéo:
(@) A hipérbole possui eixo transverso horizontal, logo sua equacdo € do tipo:

(x=x0)* (¥ =0)* -1
a? - p? -

O centro da hipérbole é ponto médio de F, F,

Logo C(1, 2), além disso, temos que:
2c=d(F,,F,) =2 2c=6—-(—4)| &c=5¢e2a=6 <a=3

Logo pela relagdo fundamental da hipérbole temos que 52 = 32 + b2 = b = 4, pois b > 0.

—1)2 _72\2
Portanto a equacio da hipérbole & & 91) SO g

16

(b) Esboco da hipérbole via GeoGebra (Figura 56):



Figura 56: construcéo do Grafico

Entrada:|[(x-1)*2)/9 -((y-2)*2)/16=1

¥ Protocolo de Construgdo

M- &~ & :
N.\ Nome \Valor
1Hipérbole ¢ c: 1.78x2-y?-3.56x + 4y = 18.22
10 5 0 10 15

Fonte: Elaborada pelo autor

2 - Esbocar o gréafico da hipérbole C em cada um dos seguintes casos:

2 —2)2
7 5

12)2  (x+7)% _
0 3

1

. -
(b) C: :
Solucéo:

(@) Figura 57 construida no GeoGebra:

Figura 57: Construcao do Gréfico

15
Entrada:|((x+1)*2)/7-((y-3)*2)/5=1|
10
~ Protocolo de Construgéc
SRAICRAIEN L7 s
N“ Nome ‘Valnr
1 Hipérbole ¢ €:1.14x2 - 1.6y2 + 2.29x + 9.6y = 21.26
T 7 T \

Fonte: Elaborada pelo autor

(b) Figura 58 construida no GeoGebra:

Figura 58: Construcao do Gréfico

Entrada: ((y-12)"2)/10-{(x+7)"2)/3=1|

w Protocolo de Construgdo

B @~ Flala

N. Nome [valor ¥
1 Hipérbole ¢ c:-1.33x>+ 0.4y2- 18.67x - 9.6y = 11.73

Fonte: Elaborada pelo autor

54
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3 - Uma hipérbole H tem equacdo x? — 4y? + 2x + 24y — 39 = 0. Determinar sua equacdo
sob a forma reduzida.

Solucéo:
Vamos completar quadrados em H:

x2—4y? +2x+24y—-39=0

< (k2 +2x)—4(y?—-6y)—39=0

o (2 +2x+1)—1—4(y%—6y+9)+36—39=0
< (x+1)2—-4(y—-3)2=4

2
Portanto, a equacao desejada é: @ —(y—-3)2

4 - Seja a hipérbole de equacdo 9y? — 16x? = 144. Determine:
(a) Os focos, 0s extremos dos eixos real e imaginario e a excentricidade;
(b) As interseccdes da hipérbole com a reta de equacdo 2x —y = 0.
Solucéo:
VVamos inicialmente expressar a equacao da hipéerbole na forma reduzida, dividindo todos os
seus termos por 144
9y% — 16x2 = 144

9y2  16x% 144
= =—
144 144 144

2 2

X , ~ - . .
31/—6 -5 = 1, que é a equacéo da hipérbole centrada na origem e focos no eixo y.

2 x2
Logo comparando-a com y—z — — =1, temos que:
a b2

a’> =16 = a =4 ,poisa > 0;

b2 =9 = b =3, poisb > 0.

Usando a relagdo fundamental da hipérbole c? = a? + b?, temos que:
c? =42 4 32

=c2=16+9=25

= ¢ = 5, pois (¢ > 0).

Vamos construir o esbogo do grafico com o auxilio do GeoGebra, apresentando nesta

construcdo o retangulo referéncia da hipérbole e a sua circunferéncia circunscrita.
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Figura 59: Construcao do Gréfico: Parte 1

» Janela de Algebra | X g
® c:-16x2+9y?=144 ]
® A=(0,4) D
®B=(0, 4 H > =<_|F
® c=(0,0) e n
®fy= ’ 1Y
® g:y=-4 'l 2 A,
® d:x2+y?=25 I \
® D=(0,5) 1 P c Kl
® E=(0,-5) 8 6 1 4| 2 o 2 a " 6
® F=(3,4) 5 n '
® G=(3,4) i A
® h:x=3 \ B 4
® H=(3,4) I~ ~r |G
® 1=(-3,-4) T -"'E"
®i:x=-3 5
® J=(3,0)
® K=(3,0) -8
Fonte: Elaborada pelo autor
Figura 60: Construgao do Gréfico: Parte 2
¥ Protocolc de Construgéo
A~ &~ ¢ &
N.| Nome | Descricio | valor
3 Ponto B Ponto sobre ¢ B=(0,-4)
4Ponto C Ponto medio de AB C=(0,0)
S5Reta f ffy=4
ERetag g.y=-4
7 Circulo d CirculocomcentroCeraio5 d:x*+y*=25
8 Ponto D Intersegéo de d, EixoY D= (0, 5)
9Ponto E Intersecéo de d, EixoY E =(0,-5)
Fonte: Elaborada pelo autor
Figura 61: Construcdo do Gréfico: Parte 3
10Ponto F Intersecdo de d, f F=(3 4)
11Ponto G Intersecdode d, g G=(3,-4)
12Reta h RetaF, G h:x=3
13Ponto H Intersecdo de d, f H=(-34)
14 Ponto | Intersecdode d, g | =(-3, -4)
15Reta i RetaH, | ix=-3
16 Ponto J Ponto médio de HI J=(-3,0)
17 Ponto K Ponto médio de FG K=(3 0)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Das construgdes descritas nas Figuras 59, 60 e 61 concluimos o seguinte:
Focos: pontos D(0; 5) e E(O; -5);

Extremos do eixo real: pontos A(0; 4) e B(0; -4);

Extremos do eixo imaginario: pontos J(3; 0) e K(-3; 0);

Excentricidade: e = 2

(b) As coordenadas dos pontos solicitados sdo as solugbes do sistema de equagdes

simultaneas:
{9y2 —16x2% = 144 (1)
2x—y=0 (2)

De (2) obtemos: y = 2x (3)
Substituindo (3) em (1), temos o seguinte:
9(2x)%? — 16x% = 144 < 36x% — 16x? = 144 < 20x? = 144

_ 65 __12V5
= 1775
< (==
_ 6V5 1245
X2 =~ Y2 = 77—

. « L « 5 5
Portanto, 0s pontos de interseccdo entre a hipérbole e a reta sdo: (% ; %) e

5 - Determinar a equacdo da hipérbole de vértices A1(1; -2) e Ax(5; -2), sabendo que F(6; -2) é
um de seus focos.
Solucéo:

O centro da hipérbole é ponto médio de 4,4, logo C(3, -2), e também o ponto médio de F, F,
logo o outro foco é (0; —2).

Além disso, temos que:

2c=d(F,F,) = 2c=16—-0| < c=3.

2a =d(A,4,) & = 2a=|5-1] & a=2.

Entéo, pela relagdo fundamental da hipérbole temos que:

32 =22+ b? = b=+/5,pois b>0.

_2\2 2
Portanto a equacéo da hipérbole é: & 43) — (yJ;z) = 1.

6 - Dada a hipérbole: y2 — x2 + 2y — 2x — 1 = 0, determine as coordenadas:

(a) Do centro;
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(b) Dos vértices;
(c) Dos focos.

Solucéo:
Vamos inicialmente expressar a equacdo da hipérbole na forma reduzida.
y2—x*+2y—-2x—1=0
< (2 +2y)—(x2+2x)—1=0
S Wi+ 2y+1)—1—-(x?2+2x+1)+1-1=0
S @+H1D)2-(x+1)2%2=1

Portanto, a hipérbole possui eixo real vertical, coma = b = 1.

Agora vamos calcular c:

c?2=1%2+12? = ¢ =+/2, pois ¢ > 0.

(a) Coordenadas do centro: (-1; -1)

-1, -1+1) (-1, 0)
(b) Coordenadas dos vértices: { e =S { e
-1 -1-1) (-1 -2)
(—1; -1+ \/i)
(c) Coordenadas dos focos: e
(-1 —1-+2)

7 - Uma hipérbole de centro na origem, eixo real de medida 6, eixo imaginario de medida 8 e
focos sobre o0 eixo Ox. Determine:

(a) a equacdo da hipérbole;

(b) As coordenadas dos focos;

(c) As equacgdes das assintotas.

(d) Um esboco do gréfico da hipérbole destacando suas assintotas.

Solucéo:
Dos dados do problema, temos o seguinte:
20=6 < a=3;2b=8< b=4
., . ., x2 y?
Como a hipérbole tem centro na origem, sua equacao e: rinbri 1.

(b) Para encontrar as coordenadas dos focos, usamos a relagdo fundamental da hipérbole:

c?2 =32+ 4% < ¢ =5, pois (c > 0).
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Portanto, os focos séo: F1(-5; 0) e F2(5; 0).

(c) Sabemos que as assintotas tém a forma y = i-g

4
Y1 =3x
Portanto: e

(d) Vamos fazer o esboco do grafico (Figura 62) usando o GeoGebra.
Figura 62: Construcdo do Gréfico

12 Entrada:|x~2/9-y~2/16=1
22 Entrada: y=4/3x

32 Entrada: y=-4/3x

» Janela de Algebra
® c:1.78x*-y*=16
® y,:y=133x

® vy, y=-133x

¥ Protocolo de Construgao
Tl “i/v “JJ‘@I‘ '
N‘| Nome \Valor
1 Hipérbole ¢ c:1.78x*-y2 =18

2Reta y, v,y =1.33x

3 Reta y, Y,y =-1.33x

Fonte: Elaborada pelo autor

8 - Obter uma equacéo da hipérbole de focos F1(-2; 2) e F2(2; -2), cujo eixo imaginario mede
2+/7, e esbocar seu gréfico usando o GeoGebra.

Solucéo:
Vamos usar 0 GeoGebra para solucionar este exercicio, apresentando, ainda um esbo¢o do seu
grafico (Figuras 63, 64 e 65).
Sabemos que 2¢ = d(F,, F,), portanto:

2¢ = \/(—2 —2)2+(2-(-2)°
& 20 = (-2 + (4)2

& 2 =+vV2.16
o 2c =42
Logo: ¢ = 22

Sabemos ainda, que 2b = 2v/7, logo b = /7.

Entdo, usando a relacdo fundamental, temos o seguinte:



(2V2)?=a*+ (W7)? < 8=a?+7 = a=1,poisa>0.

Figura 63: Construcao do Gréfico: Parte 1

» Janela de Algebra X
® A=(22)

D =(-0.71, 0.71)
® E=(0.71,-0.71)
® c:-48x2+128xy - 48y? = 112

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 64: Construcao do Gréfico: Parte 2

¥ Protocolo de Construgdo
B & & e
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N.| Nome | Descricdo | Valor
1Ponto A A=(-2,2)
2Ponto B B=(2,-2)
3Ponte C Ponto médio de AB C=(0,0)
4Reta f Reta A, B fx+y=0
5Ponto D D =(-0.71,0.71)
6Ponto E E=(0.71,-0.71)
7 Hipérbole c Hipérbole com focos A, B passando c:-48x2 + 128x y - 48y? =-112

por D

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 65: Construcao do Gréfico: Parte 3

4 5
~
hY
N
N 4
N
N
~
N 3
~
MUA
W 3
~
~
Y,
d
D
s |C
5 4 3 oo~ 2 3 a4 5

Fonte: Elaborada pelo autor

6.8 Lista de Exercicios Propostos ([5], [6], [8], [9] e [10])

Nesta se¢do propomos alguns exercicios sobre hipérbole, apresentando ainda suas
respectivas respostas.
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1 - Qual a equacdo da hipérbole de excentricidade e = g , cujos focos séo (-6; 0) e (14; 4)?

(G R S

Resposta:
36 64

2 - A equacdo de uma hipérbole H é x? — 2y? + 2x — 4y — 3 = 0. Escreva essa equacao sob
a forma reduzida e calcule sua excentricidade.

2
Resposta: —(x+21) —(y+1Di=1;e= g

3 - Represente graficamente a hipérbole de equagdo 5x? — 4y? — 10x — 15 = 0.

Resposta: Figura 66.

Figura 66: Construcdo do Gréfico

10

Entrada:|5x~2-4y"2-10x-15=0|

» Janela de Algebra
® c:5x2-4y?-10x=15

¥ Protocolo de Construgéo
B &~ |7 & a
N.| Nome | Descricdo \Valor
1 Hipérbole c c:5x2-4y2-10x=15

Fonte: Elaborada pelo autor

4 - Encontre uma equacao da hipérbole de focos (3; 2) e (9; 2), cujo eixo imaginario mede 4

unidades.

@62 -2 _

Resposta: "

5 - Explique por que, na definicdo de hipérbole, exige-se que 2a < 2c.
Resposta:
Se 2a = 2¢ < a = c, entdo teriamos uma parébola;

Se 2a > 2¢ < a > c, entdo teriamos uma elipse.

6 - Explique o significado da excentricidade (e = 2) na hipérbole.

Resposta: Quanto menor a excentricidade da hipérbole, mais “fechada” ela sera, ou seja, seus

ramos estardo mais proximos do eixo focal.



62

7 AREFLETIVIDADE DAS CONICAS

Arquimedes é frequentemente considerado o maior matematico da antiguidade, tendo
também conquistado grande notoriedade no campo da engenharia bélica. O historiador
Luciano, em sua obra Hippias, relata o papel fundamental de Arquimedes durante o cerco
romano a Siracusa, na Segunda Guerra Punica. Um episddio especial dessa grande resisténcia
é creditado as incriveis armas construidas por ele, incluindo catapultas, a terrivel mao de
ferro, o canhdo a vapor e, aquilo que ficou conhecido como o “Raio da Morte” ou “Raio de
Calor” de Arquimedes, que consistia em um grande espelho parabolico, usado para concentrar
os raio luminosos e direciona-los as embarcagdes do exército romano (Figura 67), provocando
incéndio e destruicdo das mesmas.

A catapulta e o espelho parabdlico revelam o conhecimento e dominio das
propriedades da pardbola. Uma dessas propriedades é a reflexdo — a especial propriedade das
conicas, que apresentaremos neste trabalho, segundo [29] e [30], devido a grandiosa

relevancia de suas aplicaces.

Figura 67: Representacao Artistica dos Espelhos Parabdlicos de Arquimedes

Fonte: adaptada de https://museudinamicointerdisciplinar.files.wordpress.com/2014/04/3.png

As conicas sdo curvas possuidoras de propriedades que as tornam muito especiais,
sobretudo na engenharia, onde a propriedade da reflexdo, encontra muitas aplicagdes, como
mostraremos no capitulo 8.

Segundo [38], as leis que regem o fenémeno da reflexdo (Figura 68), denominas leis

de Snell-Descartes sao:
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1) Primeira Lei: A reta normal (N) a superficie, o raio incidente (RI), e o raio refletido (RR)
séo coplanares;
2) Segunda Lei: o angulo i, entre o raio incidente e a reta normal N tem mesma medida que 0

angulo r, entre o raio refletido e a reta normal.

Figura 68: Lei de Snell - Descartes

RI

SUPERFICIE

Fonte: Elaborada pelo autor
Nas figuras 69, 70 e 71, temos que:
P é um ponto pertencente a conica;
N é a reta normal a elipse no ponto P;
t é a reta tangente a elipse no ponto P;
RI1 € o raio incidente;
RR é o raio refletido;
i é 0 angulo de incidéncia;
r € 0 angulo de reflexdo.

Portanto: i = r

7.1 A Reflexdo em uma Superficie Eliptica
Segundo [35], qualquer raio luminoso ou onda sonora, cuja fonte esteja situada em um
dos focos, tera seus raios refletidos pela elipse na direcdo do outro foco, conforme indicado na

Figura 69, portanto a = .

Figura 69: Reflex@o na Elipse

Fonte: Elaborada pelo autor
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7.2 A Reflexdo em uma Superficie Parabolica

A propriedade de destaque da parabola, segundo [35], é o fato de que todo raio
luminoso ou onda sonora que incida sobre ela, paralelamente ao seu eixo, € refletido de modo
a passar pelo foco da pardbola (ver Figura 70), portanto a = 8.

O caminho dos raios ou onda néo se altera quando se inverte o sentido de propagacéo,
ou seja, qualquer raio ou onda que seja emitido do foco da parabola e que incida sobre a

superficie parabdlica, sera refletido na direcdo segundo as retas paralelas ao eixo da parabola.

Figura 70: Reflexdo na Parabola

Fonte: Elaborada pelo autor

7.3 A Reflexdo em uma Superficie Hiperbolica
Segundo [35], qualquer raio ou onda dirigidos a um dos focos da hipérbole (Figura

71), ao encontrar o ramo correspondente é refletido na direcdo do outro foco, portanto a = .

Figura 71: Reflexdo na Hipérbole

Fonte: Elaborada pelo autor
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8 APLICACOES TECNOLOGICAS

Neste capitulo apresentamos algumas das varias aplicacBes tecnoldgicas das
superficies conicas, as quais sdo baseadas fundamentalmente nas propriedades de reflexdo da

elipse, parabola e hipérbole, mostradas no capitulo 7.

Espelhos parabdlicos sdo vastamente utilizados nessas aplicacdes. Esses espelhos séo
constituidos por paraboloides de revolugdo (Figura 72), que possuem a superficie interna

espelhada.
Figura 72: O Paraboléide

Fonte: Adaptado de
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/1/12/Paraboloid_of_Revolution.svg/500px-

Paraboloid_of_Revolution.svg.png

Nos dias atuais, ao ligarmos um aparelho de TV, sintonizando-o em certo canal
(frequéncia), nos € perfeitamente possivel ver imagens e ouvir sons transmitidos de todos os
lugares do planeta.

Com a invengdo da Antena Parabdlica (Figura 73) e dos Satélites Geoestacionarios
foi possivel receber e transmitir sinais de video e audio.

Essas antenas também possuem a forma de Paraboloide, cujos focos sdo comuns as
parabolas que o formam.

Na instalacdo dessas antenas, direciona-se a concha refletora para a fonte de sinais e
afixa-se o receptor da antena no foco do Paraboldide (concha da antena), para que todo o sinal
incidente na concha seja refletido para o receptor, a fim de se otimizar a recepgéo.

Deve-se observar que as ondas recebidas pela antena parabolica vém de fontes muito
distantes, e por este motivo incidem de forma quase paralela ao eixo de simetria da antena,

refletindo-se no foco da mesma, onde esta posicionado o receptor da antena.
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Figura 73: A Antena Parabdlica

Fonte: http://1.bp.blogspot.com/-77x2Fu3p9RM/VjfVAMOACHI/AAAAAAAAYOA/Q30dbQTa-
XY/s1600/1024px-EuroDishSBP_front.jpg

O principio das antenas parabdlicas também é aplicado a radioastronomia, onde o as
ondas eletromagnéticas a serem captadas sdo provenientes de fenémenos astronémicos, como
0 colapso da matéria em um buraco negro ou supernovas. Estes fendbmenos podem acontecer
em regides tdo distantes do espagco que seriam impossiveis de serem captados no espectro
visivel da luz a olho nu.

Ainda como exemplos de aplicacBes de espelhos parabolicos, temos as Lanternas de
uso doméstico (Figura 74) e os Farois de Automdveis (Figura 75), nos quais, lampadas
colocadas nos focos tem seus raios de luz refletidos pela superficie espelhada, projetando um

feixe cilindrico de luz.
Figura 74: A Lanterna

Fonte: Adaptada de https://www.rotaextrema.com.br/lanterna-jetbeam-ssr50-3650-lumens-p1606/

Figura 75: O Farol de Automovel

Fonte: Adaptada de http://blogs.diariodonordeste.com.br/automovel/wp-

content/uploads/2015/04/Mercedesswa.jpg


https://www.infoescola.com/astronomia/buraco-negro/
https://www.infoescola.com/estrelas/supernova/
https://www.infoescola.com/fisica/espectro-visivel/
https://www.infoescola.com/fisica/espectro-visivel/
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Fogao Solar (Figura 76) sdo espelhos parabdlicos que quando iluminados pela luz do
sol, concentram os raios luminosos em uma panela, aquecendo-a para o preparo de alimentos.
Este tipo de fogdo pode ser facilmente utilizado em areas rurais ou de extrema pobreza. De
maneira analoga, certos geradores de energia utilizam espelhos parabdlicos para aquecer agua
sob pressdo a centenas de graus celsius e movimentar turbinas geradoras de energia elétrica.
Isto permite maior eficiéncia na producédo energética.

Figura 76: O Fogao Solar

AN

o : = S

Fonte: https://ae01.alicdn.com/kf/HTB1wm5jLXXXXXbTXVXXq6xXFXXX7/50-cm-de-Largura-
PET-Pel-cula-Reflexiva-Adesivos-Espelho-Chamin-Auto-adesivas-Prova-D-gua.jpg

Devido suas propriedades fisicas, encontramos na engenharia, muitas aplicacfes do
estudo das conicas. Um exemplo disso sdo os cabos que sustentam algumas Pontes Suspensas

(Figura 77). Neles o peso é distribuido com relacdo ao eixo horizontal formando assim uma
parabola.

Figura 77: Os Arcos Parabélicos

Fonte: http://awacomercial.com.br/blog/wp-content/uploads/2016/10/estruturas-de-pontes-

pensil.jpg
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Na odontologia, além de espelhos concavos, temos tambeém, os Refletores
Odontoldgicos (Figura 78), onde sdo utilizados espelhos elipticos. Esse tipo de refletor
consiste num jogo de espelhos com a forma de um elipsoide, e numa lampada que se coloca
no foco mais préximo da superficie espelhada. A luz da lampada, ao incidir sobre o espelho é

refletida na dire¢do do outro foco, concentrando, assim a iluminagdo em um ponto desejado.

Figura 78: Refletores Odontoldgicos

Fonte: https://st4.depositphotos.com/3001967/20334/v/600/depositphotos_203340940-
stock-video-dental-assistant-adjusting-light-tool.jpg

Muito do que se desenvolveu no campo da astrofisica, se deve a uma outra aplicacao
das conicas — o Telescdpio Espacial Hubble (Figura 79) — o mais importante de todos os
telescopios que ja foram construidos no mundo segundo [37]. Isso porque ele fica no espaco,
livre das interferéncias da atmosfera terrestre, o que lhe permite conseguir imagens precisas
de lugares distantes do universo. A objetiva parabdlica do telescdpio recebe a luz proveniente
do objeto e a direciona para seu foco, onde se encontra um espelho hiperbdlico, que direciona
as ondas luminosas de baixa intensidade para uma ocular ou camera fotografica, como mostra
0 esquema da Figura 80, facilitando a observacdo de objetos muito distantes, especialmente a
distancias astronomicas.

Figura 79: O Telescopio Hubble

Fonte: http://www.vidrariadelaboratorio.com.br/wp-content/uploads/2015/11/Hubble-em-orbita-
1024x768.jpg



69

Figura 80: Esquema de Reflexdo em Obijetivas de Telescoépios
espelho /
parabdlico E:> =}

ocular ou
camera fotografica

=14

foco da hipérbole

espelho

Fonte: http://alfaconnection.pro.br/images/LUZ030309a.gif

Na arquitetura sdo varias as aplicacdes das conicas como, por exemplo, temos O

Grande Teatro Nacional (Figura 81), com sua Cobertura Eliptica, situado em Beijing China.

Figura 81: O Grande Teatro Nacional em Beijing

Fonte: http://4.bp.blogspot.com/--hVwiNg3zZk/ULrv1-
Pvhdl/AAAAAAAAEHW/IMCv825pLOE/s1600/DSC_1506.JPG

Em Brasilia, temos a Catedral Metropolitana de Nossa Senhora de Aparecida (Figura

82), com seus pilares em forma de Arcos Hiperbolicos.

Figura 82: Arcos Parabdlicos

Fonte: http://www.riial.org/wp-content/uploads/2016/05/brasiliacatedral-06.jpg
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PROPOSTADE ATIVIDADES

Apresentamos nesta sec¢do, trés atividades para uma possivel intervencdo em sala de
aula, referentes a elipse, parabola e hipérbole. Essas atividades tém por objetivo conectar a
teoria presente nos capitulos 4, 5 e 6 as propriedades e aplicacdes concernentes aos capitulos
7e8.

Atividade 1 (Elaborada pelo autor)
A figura abaixo (Figura 83) representa a Terra em sua Orbita eliptica, em duas posicGes
especiais, com o Sol ocupando um de seus focos. Na figura, P é a distancia minima (Periélio)
da Terra ao Sol, e A, a distancia maxima (Afélio). Sabendo que P = 147,1 x 10° km e que

A = 152.1 x 10% km, determine:

a) A oraio médio da Orbita terrestre;

b) A excentricidade da Orbita terrestre.

Figura 83: Orbita Terrestre

Y
__.-"—“'_'—_—“ﬂ-‘___
P A \
— 1 —
Y X
€| Foco
a
b
‘H-_______‘» ____‘_..-’//.

Fonte: Adaptada de http://rpm.org.br/cdrpm/77/7.html
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Atividade 2 (Elaborada pelo autor)

Imagine a seguinte situacdo: uma antena parabolica foi desmontada e a haste suporte do
receptor foi perdida. Para monta-la novamente, seu proprietario teve que mandar fabricar uma
outra haste, e para isso, teve que informar seu comprimento (distancia do vértice do
Paraboloide ao foco), com a finalidade de posicionar o receptor corretamente, entdo decidiu
pesquisar na internet, e encontrou a seguinte informagao: “A formula para calcular a distancia
focal é a seguinte: D*D/(16*d), ou seja, Diametro multiplicado pelo Diametro dividido por 16
vezes a profundidade da parabola (Paraboldide). Fécil ndo é, mas para calcular, vocé tem que
usar sempre as mesmas unidades de medida, por exemplo, uma antena de 1,2 metros de
diametro, deve ser colocada na férmula como 120 centimetros, pois a profundidade da
parabola também sera informada nesta unidade, por exemplo, 10 centimetros.

Entdo vamos aos calculos da distancia focal:
D*D/(16*d)

120 X 120/(16*10) = 1440/ 160 = 90.
Ou seja, em uma antena com 120 centimetros de diametro e 10 centimetros de profundidade
da parébola a distancia correta entre o fundo da antena ao receptor € de 90 centimetros.”
(Fonte: Adaptado de https://gps.pezquiza.com/satelite/distancia-correta-entre-o-Inbf-e-o-

fundo-da-antena-parabolica-focal-point/).

Com base no texto acima e, considerando uma antena parabdlica de 2,00 metros de diametro,

calcule:

a) O comprimento da haste (metade do parametro de uma de suas parabolas);

b) A equacdo da parabola (no plano xOy), considerando seu vértice na origem do plano e
sua concavidade voltada para a direita;

c) A equacéo da diretriz da parabola do item anterior.
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Atividade 3 (Elaborada pelo autor)

A mesa de sinuca da Figura 84 possui trés lados retilineos e um quarto lado hiperbolico.

Figura 84: Mesa de Sinuca Hiperbdlica

Fonte: https://www.atractor.pt/matviva/geral/A/A02/hiperb.jpg

A figura abaixo (Figura 85) representa um esquema simplificado da sinuca hiperbolica, cujos

focos estdo situados nos pontos A e B.

Figura 85: Mesa de Sinuca Hiperbdlica - Esquema

e C \

Fonte: Elaborada pelo autor

Uma bola sera tacada na diregdo CD, de forma a seguir, apés o choque, a dire¢do dada pelas
propriedades da hipérbole. Desprezando o atrito entre a bola e a superficie da mesa, e

quaisquer efeitos impostos pelo tipo de tacada.

a) Esboce a trajetdria da bola ap6s o choque;
b) Justifique a resposta do item a utilizando seus conhecimentos sobre as propriedades

das conicas.
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CONCLUSAO

O estudo das conicas, indubitavelmente revolucionou a vida humana, revelando a
importante contribui¢do da obra do “Grande Gedmetra” — Apoldnio de Perga. Sua relevancia
é comprovada pela influéncia nos estudos astrondmicos de Ptolomeu, nas érbitas planetarias
de Kepler, nas trajetdrias dos projéteis de Galileu e mais tarde, mesmo que indiretamente, nos
trabalhos de Isaac Newton e Pierre de Fermat.

Neste trabalho, ainda que de modo incipiente, buscamos apresentar um material de
apoio para o planejamento e ministracdo de aulas sobre conicas, em um nivel basico, tomando
como referéncia relatos de alunos e de alguns colegas de profisséo.

Apresentamos um trabalho que dispde de informac6es historicas, teoria e algumas de
tantas aplicacdes existentes na ciéncia, engenharia, arquitetura, medicina, e em muitas outras
areas do conhecimento, que visam tornar o ambiente das aulas, mais agradaveis, no tocante a:
linguagem simplificada que buscamos utilizar, sem, obviamente, desprezar o rigor conceitual
minimo necessario para uma boa aprendizagem, com o objetivo de conectar o aprendizado a
realidade; apresentacdo de uma alternativa computacional — O GeoGebra — que envolva,
inspire, motive e facilite a absorcdo dos conceitos e propriedades das conicas e, a0 mesmo
tempo proporcione uma visualizagdo menos abstrata da matematica concernente a esses
conhecimentos.

No tocante ao aprofundamento dos estudos necessarios aqueles que ingressardo no
ensino superior na area de exatas e naturais, sugerimos a suplementacdo dos estudos
desenvolvidos neste trabalho, como por exemplo: as tangéncias, o calculo de comprimentos
de arcos, determinacgdo da concavidade, calculo de &reas, conicas em coordenadas polares, e
etc.

Temos consciéncia da grande importancia do estudo das conicas, seja no ensino basico
ou superior. A diversidade das aplicacbes desse contetdo é a inquestionavel comprovagéo
dessa afirmacédo, porém sabemos da precariedade do seu ensino, fato este que nos inspirou a
pesquisa, estudo e concretizacdo deste trabalho monogréfico.

Ensejamos auxiliar alunos, professores e simpatizantes da “Rainha das ciéncias” — a
matematica, nos primeiros passos de um caminho, rumo a uma aprendizagem mais

significativa.
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APENDICE A - Construcéo de Elipses com 0 GeoGebra

1- Abra o Geogebra;

2- Enumerando da esquerda para a direita, click na 72 ferramenta (conicas), selecionando
Elipse, como mostra a Figura 86;

Figura 86: Construcao da Elipse — Passo 2
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O Cénica por Cinco Pontos
3

Fonte: Elaborada pelo autor

3- No campo “janela de visualizagdo” (Figura 87) click em 3 pontos. Os dois primeiros

serdo os focos da elipse, e o terceiro sera um ponto pertencente a ela.

Figura 87: Construcdo da Elipse — Passo 3
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4

Fonte: Elaborada pelo autor

Observacgéo: também é possivel construir a elipse, escrevendo sua equagao diretamente no

campo “Entrada”.
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APENDICE B — Construc&o de Parabolas com o GeoGebra

1- Abra o Geogebra;

2- Enumerando da esquerda para a direita, click na segunda ferramenta, selecionando
Ponto, como mostra a Figura 88;

Figura 88: Construgdo da Parabola — Passo 2
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Fonte: Elaborada pelo autor

3- Click em um ponto no campo “Jancla de Visualizagdo” para escolher o foco da

paréabola;

4- Click na 32 ferramenta (Reta), selecionando Reta, como mostra a Figura 89;

Figura 89: Construcao da Parabola — Passo 4
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Fonte: Elaborada pelo autor
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5- Click em dois pontos no campo “Janela de Visualizagdo” para construir a diretriz da
parébola;
6- Enumerando da esquerda para a direita, click na 72 ferramenta (conicas), selecionando

Paradbola, como mostra a Figura 90;

Figura 90: Construcao da Parabola — Passo 6
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Fonte: Elaborada pelo autor

7- Na “Janela de Visualizag¢do”, click no ponto escolhido como foco e na reta escolhida

como diretriz.

Observacdo: também é possivel construir a parabola, escrevendo sua equacdo diretamente no

campo “Entrada”.
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APENDICE C — Construcéo de Hipérboles com o GeoGebra

1- Abra o Geogebra;

2- Enumerando da esquerda para a direita, click na 72 ferramenta (conicas), selecionando

Elipse, como mostra a Figura 91;

Figura 91: Construcao da Hipérbole — Passo 2
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Fonte: Elaborada pelo autor

3- No campo “janela de visualizagdo” (Figura 92) click em 3 pontos. Os dois primeiros

serdo os focos da hipérbole, e o terceiro serd um ponto pertencente a ela.

Figura 92: Construcao da Hipérbole — Passo 3
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Fonte: Elaborada pelo autor

Observacgéo: também é possivel construir a hipérbole, escrevendo sua equacdo diretamente no

campo “Entrada”.
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