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RESUMO

ANDRADE, L. C. Aspectos geométricos de alguns simbolos misticos. 2018. 117 f.
Dissertacao (Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional - PROFMAT) —

Faculdade de Formacao de Professores, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Sao
Gongalo, 2018.

Civilizacoes antigas como os gregos e os egipcios observaram padroes que se repe-
tiam na natureza, essas observagoes ajudaram a moldar suas crencas influenciando sua
arquitetura, estética e arte. No presente trabalho vamos apresentar um pouco da His-
toria da Matematica de uma maneira diferente do ensino tradicional, analisando alguns
aspectos geométricos de elementos da antiguidade que sao cercados de certo misticismo
oferecendo um instrumento de pesquisa e estimulando profissionais da educac¢ao no inte-
resse de aumentar seus conhecimentos na geometria e interdisciplinaridade. Acreditamos
que com a disponibilizacao deste trabalho possamos contribuir de alguma forma com a
construcao do conhecimento matematico no ensino basico.

Palavras-chave: Circulo. Sequéncia de Fibonacci. Razao Aurea. Poliedros.



ABSTRACT

ANDRADE, L. C. Geometric aspects of some mystical. 2018. 117 f. Dissertacao
(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) — Faculdade de
Formagao de Professores, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Sao Gongalo, 2018.

Ancient civilizations such as the Greeks and Egyptians observed patterns that were
repeated in nature, these observations helped to shape their beliefs by influencing their
architecture, aesthetics, and art. In the present work we will present a little of the history
of mathematics in a different way from traditional teaching, analyzing some geometric
aspects of elements of antiquity that are surrounded by a certain mysticism offering a
research instrument and stimulating education professionals in the interest of increasing
their knowledge in the geometry and interdisciplinarity. We believe that with the avai-
lability of this work we can contribute in some way to the construction of mathematical
knowledge in basic education.

Keywords: Circle. Fibonacci Sequence. Golden Ratio. Polyhedra.
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INTRODUCAO

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) Brasil (1998), afirmam que a uti-
lizacao da Historia da Matematica como recurso metodolégico tem uma contribuicao
importante, mostrando a Matematica como processo de desenvolvimento da humanidade

ao longo do tempo.

A Histéria da Matematica pode oferecer uma importante contribuicao ao
processo de ensino e aprendizagem dessa area do conhecimento. Ao re-
velar a Matematica como uma criagdo humana, ao mostrar necessidades
e preocupagoes de diferentes culturas, em diversos momentos histéricos,
ao estabelecer comparagoes entre os conceitos e processos matematicos
do passado e do presente, o professor cria condigdes para que o aluno
desenvolva atitudes e valores mais favoraveis diante desse conhecimento.

Além disso, conceitos abordados em conexao com sua historia constituem
veiculos de informacdo cultural, sociolégica e antropoldgica de grande
valor formativo. A Histéria da Matemadtica é, nesse sentido, um ins-
trumento de resgate da prépria identidade cultural. (BRASIL, 1998, p.
42)

Segundo os PCNs Brasil (1998), o estudo dos conceitos geométricos é parte im-
portantissima do curriculo da Matematica, pois estes conceitos, quando bem explorados e
assimilados, serao importantes para uma abordagem mais aprofundada no ensino médio.

A Historia da Matematica pode dar respostas a varios questionamentos e contribuir
para alcancar um olhar mais critico sobre os conceitos que se quer aprofundar.

Em muitas situagoes, o recurso a Histéria da Matematica pode esclare-
cer ideias matematicas que estao sendo construidas pelo aluno, especial-
mente para dar respostas a alguns “porqués” e, desse modo, contribuir

para a constituicdo de um olhar mais critico sobre os objetos de conhe-
cimento.

Assim, a propria historia dos conceitos pode sugerir caminhos de abor-
dagem deles, bem como os objetivos que se pretendem alcangar com
eles. Por exemplo, isso fica evidente quando se percebe que a amplia-
¢ao dos campos numéricos historicamente estd associada a resolugao de
situagdes-problema que envolvem medidas. (BRASIL, 1998, p. 43)

Este trabalho tem como ptublico alvo professores e alunos do Ensino Médio e tem
como objetivo apresentar a geometria de alguns simbolos considerados misticos e ativida-
des para sala de aula que exploram a matematica desses simbolos, sem se aprofundar em
questoes religiosas ou seitas que envolvam o misticismo presente na geometria sagrada.
Além disso, apresentar uma breve resenha historica da Matemética envolvida no processo,
oferecendo um instrumento de pesquisa dos conceitos mateméaticos que se apresentam.

Por mais que se tenha uma forte ligacdo mistica na geometria sagrada, somente
a observacao dos padroes geométricos nas construgoes e na natureza sao suficientes para

agucar a curiosidade dos alunos assim como estabelecer conexoes da Matematica com
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outras areas do conhecimento como Geografia, Histéria, Filosofia e Religidao, para que se
tenha uma visao diferente da geometria estudada no ensino bésico.

Considerando os objetivos tragados, o presente trabalho estd organizado da se-
guinte forma:

No primeiro capitulo é apresentado o circulo como uma forma geométrica conside-
rada perfeita de significados misticos que esta presente por todo o estudo da geometria
sagrada, pois a partir dele outros simbolos misticos foram construidos. Desta forma, ex-
ploramos conceitos matematicos como a definicdo de circulo e circunferéncia, férmulas
para calculos da area do circulo e do comprimento da circunferéncia. Além das defini¢oes
e calculos matematicos, recordamos um pouco de histéria sobre niimeros irracionais, o
numero 7 e o problema da quadratura do circulo.

No segundo capitulo é observado que diferentes culturas verificaram que padroes
geométricos, ditos sagrados, existiam por toda a parte dentre os quais figuram formas,
modelos e proporgoes. A vesica piscis e a flor da vida sdo simbolos muito cultuados na
geometria sagrada sendo encontrados pelo mundo. A chakana é um simbolo importante
na cultura andina, tanto no ponto de vista mistico como na astronomia, inclusive para
se observar os tempos da colheita e os pontos cardeais. Através desses simbolos podemos
explorar as areas e perimetros de figuras planas, as construc¢oes de segmentos irracionais
como a v/2, a v/3 e a v/5. Além disso, podemos explorar na chakana um pouco da histéria
deste simbolo e uma maneira um pouco diferente de se encontrar um valor aproximado
para o nimero 7.

No terceiro capitulo sdo apresentados a razao aurea, os nimeros de Fibonacci, a
espiral de Fibonacci que estao relacionados com algumas formas que se apresentam na
natureza, nos animais, no corpo humano, na arte e na arquitetura. Desta forma, sdo
muito apreciados pelos estudiosos da geometria sagrada, sendo a razao aurea considerada
o modelo da perfeicao. Além disso, a razao aurea e os numeros de Fibonacci apresentam
algumas caracteristicas matematicas notaveis que sao exploradas neste capitulo.

No quarto capitulo sdo apresentados objetos tridimensionais considerados misticos.
As piramides tém em toda sua historia o misticismo, tanto em relacao as especulagoes
sobre suas construgoes como em suas dimensoes. Os solidos de Platao, que se acreditavam
correspondiam aos padroes essenciais da criacdo do universo. Quatro deles, o tetraedro,
o cubo, o octaedro e o icosaedro eram considerados representantes dos quatro elementos,
o fogo, a terra, o ar e a agua, respectivamente; o quinto, o dodecaedro, era visto como
o padrao do universo. Neste capitulo, sdo explorados conceitos matematicos como a
definicao de poliedros, a relagdo de Euler, um pouco da histéria das piramides e dos
solidos de Platao.

No ultimo capitulo apresentamos sugestoes de atividades com um pouco mais de
historia com a geometria sagrada do Japao, conhecida como sangaku e algumas atividades

relacionando conceitos matematicos com a geometria dos simbolos misticos.
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Neste capitulo vamos apresentar a relacao entre o nimero 7 e as férmulas para

calculos da area do circulo e do comprimento da circunferéncia, os niimeros irracionais e

o problema da quadratura do circulo.

1.1 O Circulo

Segundo Pennick (1980), o circulo pode ser a forma geométrica mais antiga que se

tenha conhecimento, seja na natureza ou em contrugoes feitas pelo homem.

Talvez o circulo tenha sido o simbolo mais antigo desenhado pela raga
humana. Simples de ser executado, é uma forma cotidiana encontradica
na natureza, vista nos céus como os discos do sol e da lua, e ocorre nas
formas das plantas e dos animais e nas estruturas geoldgicas naturais.
Nos tempos antigos, as construcoes, fossem elas temporarias ou perma-
nentes, eram circulares em sua grande maioria. Os nativos americanos
tipi e os yurt mongdlicos atuais sdo sobreviventes de uma antiga forma
universal. Dos circulos de cabanas da Gra-Bretanha neolitica, desde,
os circulos de pedra megaliticos até as igrejas e os templos redondos, a
forma, circular imitou a redondeza do horizonte visivel, fazendo de cada
construgdo, na verdade, um pequeno mundo em si mesmo. (PENNICK,
1980, p.13)

Um exemplo de templo antigo em formato circular é o Orédculo de Delfos (Fig. 1)

que, segundo Pereira (2009), foi um dos mais famosos e influentes ordculos da antiguidade

(por volta de 750 a.C.) e era considerado o mais importante local sagrado da Grécia antiga

dedicado ao deus Apolo, deus do sol, da profecia e da verdade.

Figura 1 - Templo em Formato Circular

-

Fonte: Pereira (2009)
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Definimos circulo e sua circunferéncia da seguinte formas:

Definicao 1.1.1. Dados um ponto O do plano e um nimero real R > 0, uma circunfe-
réncia de centro O e raio R é o conjunto dos pontos deste plano, tal que a distancia até
o ponto O € igual a R e o circulo de centro O e raio R € o conjunto de todos pontos do

plano cuja distancia a O é menor ou igual a R.

Figura 2 - Circulo e Circunferéncia

(a) Circulo. (b) Circunferéncia.

Fonte: Autor, 2018

1.2 Area do Circulo, Comprimento da Circunferéncia e o Niimero 7

H4 indicagoes de que o matematico grego Antifonte (480 - 410 a.C.) tenha sido o
primeiro a dar um limite inferior e superior para o valor de 7 utilizando poligonos inscri-
tos e circunscritos a uma circunferéncia. Assim, utilizando por base uma demonstracao
feita por Carvalho (2011), demonstraremos os dois teoremas a seguir para chegarmos as
férmulas para os calculos do comprimento da circunferéncia e da area do circulo e suas

relacbes com o niimero representado pela letra grega .

Teorema 1.2.1. Dada uma circunferéncia de comprimento (perimetro) C' e raio R > 0,

a razao entre C' e 2R é uma constante, seja qual for a circunferéncia.

Demonstragao. Inscrevendo um quadrado em uma circunferéncia C' de raio R e tomando
o ponto médio do menor arco de circunferéncia formado por dois vértices consecutivos do
quadrado, temos um poligono com oito lados (octégono) (Fig. 3).

Repetindo esse processo, sao construidos poligonos p, com 2" lados, com n > 2.

Assim, o poligono ps é o quadrado inscrito em C, p3 é o octdogono e assim por diante.
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Figura 3 - Poligonos Inscritos

Fonte: Autor, 2018

Um poligono regular inscrito p, pode ser decomposto em 2" triangulos isésceles
congruentes. Denotando por [,, o comprimento do lado do poligono p,, e seja h,, a altura
do tridngulo relativa a [, o dngulo do vértice oposto a [, vale — — (Fig. 4).

Utilizando a definicdo de seno, vem que

o~

n

180° 9 180°
Sen (271) = E — ln = 2Rsen <2n> . (1)

Figura 4 - Tridngulos Isosceles

1,=2Rsen (@o)
2

Fonte: Autor, 2018
O perimetro de p, ¢ dado por

cn = 2"1,. (2)

Tomando os pontos médios de cada arco de circulo que une dois vértices de p,,

passamos ao poligono p, .1, formando um triangulo isésceles com um lado de comprimento
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igual a [,, e outros dois de comprimento iguais a [, 1, como observado na Fig. 5.

Figura 5 - Tridangulo de Lados l,11,lp+1 € In

-~ > |n+]

Fonte: Carvalho (2011)

Como a soma dos comprimentos de dois lados de um triangulo é sempre maior que
o comprimento do terceiro lado, temos que o perimetro do quadrado inscrito é maior que

o diametro da circunferéncia, ou seja, co > 2R e para todo n > 2,1, < 2,1, assim
Cn=2"1, < 2" 2 = 2" 1 = Cpgt (3)

Da desigualdade (3), concluimos que a sequéncia dos perimetros {c,} é crescente.
Tomando um quadrado @ circunscrito a circunferéncia C' (Fig. 6), temos que o perimetro
de @) é 8R, maior que o perimetro de qualquer poligono inscrito, portanto a sequéncia

{c,} é limitada inferior e superiormente.

Figura 6 - Quadrado Circunscrito

Fonte: Autor, 2018

Assim, 2R < co <3< ... <¢p < Cpyy < ... < 8R.
Logo, lim ¢, existe e é menor que 8 R, assim o comprimento de uma circunferéncia
n—oo

pode ser definido como

C'= lim c,. (4)
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Das equagoes (1), (2), (3) e (4) vem que
C =2R lim (2”sen <1§S)> : (5)

. . . N 80°
Dado um circulo de raio Ry com circunferéncia C4, entao [,, = 2Rlsen< >,

2n

o
cn, = 2"2R;sen (2n> e seu comprimento sera

1 (e}
Cy =2R; nh_)ngo (2"sen (Sg)) .

Considerando um outro circulo de raio Ry com circunferéncia C5y, e seguindo o

mesmo raciocinio tem-se o comprimento

1 o
Cy =2R, nh_g)lo (2”sen ( SS )) .

Entao,

& = lim (2”sen (18(]0)) = C
2R, n—oo on 2Ry’

Concluimos que a razao entre o comprimento de uma circunferéncia e o dobro de

seu raio tem como resultado sempre o mesmo nimero, qualquer que seja o circulo. Logo,

C (. [180°
a7 = A (250 (50))- 0
[l

Utilizando as mesmas técnicas na demonstragao do teorema 1.2.1, vamos demons-

trar o seguinte teorema:

Teorema 1.2.2. Dado um circulo C' de raio R > 0 com drea S¢, a razdo entre Sc e R?

¢ uma constante seja qual for o circulo.

Demonstragdo. Sejam p, o poligono regular inscrito no circulo de raio R > 0 com 2"
lados, com n > 2, e [,, o comprimento de cada lado de p,,.

Seja S, a area do poligono p, e S¢ a area do circulo, a medida que n aumenta,
o valor de S,, se aproxima de Sc. Tomando um quadrado @) circunscrito ao circulo C,
temos que a area de @ é 4R?, sendo maior que a area de qualquer poligono inscrito, como
pode ser observado na Fig. 6, temos 0 < Sy < S3 < Sy < ... < S, < Spy1 < ... < 4R2.

Portanto, a sequéncia das areas {S,,} dos poligonos inscritos no circulo é crescente
e limitada por 4R? o que nos garante que nll_>nolo S, existe e é menor que 4R?, assim a 4rea

do circulo pode ser definida como



20

Como a area .S,, do poligono p,, é igual a soma das areas dos triangulos de lado [,,

e altura h,, relativa a [, , temos

Sp = 2”ln2hn; n > 2. (8)
Das equagoes (8) e (7), segue
: n bl L. nr oy 1
So = Jim (2252 ) = 5 tim 2, Jimn (). ®

De forma intuitiva percebemos que quando n cresce, o comprimento da altura do

triangulo h,, se aproxima de R, ou seja

lim h, = R. (10)

n—oo

Como ja visto na equagao (5)

n—o0 n—o0

1 o]
lim 27, = C = 2R lim (2”sen ( ;? )) . (11)

Substituindo os valores encontrados nas equagoes (10) e (11) na equagao (9), temos

1 180° o o (180°
SC:§2Rnh—>Holo (2 sen( o ))R:>SC—R nh_g)lo (2 sen( om ))

Dado um circulo C; com raio R;, sua area é dada por:

180°
Se, = R? Jim <2”sen< o )) .

Um outro circulo C5 tem raio Ry, sua area é dada por

: n 180°
Sey, = R%Jgrgo <2 sen( o )) :

o _ lim (2” n(1800>) _ 5
R? s "M\ 20 )) TR

Concluimos que a razao entre a area de um circulo e o quadrado de seu raio tem

Isto é,

como resultado o mesmo nimero, qualquer que seja o circulo. Logo,

Se /o 180°
e Jim <2 sen( on )> . (12)

]

180°
Na tabela 1 verificamos alguns valores aproximados da constante 2"sen( o )
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encontrada nas duas razoes (6) e (12), para valores de n cada vez maiores.

Tabela 1 - Valor da Constante 2"sen (1320)

n A 2™sen (1§S° )
2 4 2,82842...
3 8 3,06146...
4 16 3,12144...
5 32 3,13654...
6 64 3,14033...
7 128 3,14127...
8 256. 3,14151...
9 512 3,14157...
10 1024 3,14158...
20 1048576 3,14159...
30 | 1073741824 3,14159...

Fonte: Autor, 2018

180°
Agora, denotando lim (2”sen <)> pela letra grega 7 (pi) nas razoes (6) e

on
(12), temos:

Comprimento da Circunferéncia

C
— = = ) 1
5R 7= C=27R (13)

Area do Circulo

S,
Rg =7 = Sc =R (14)

A partir da féormula (13), denotanto D = 2R como o didmetro da circunferéncia,
deduzimos que em uma circunferéncia qualquer a razao entre seu comprimento C' e seu

didmetro D ¢ igual a m. Desta forma temos que

C

5= (15)

Além disso, a partir da férmula (14), observamos que 7 é o valor da érea do circulo
de raio 1.

Segundo Eves (2011), a letra grega 7 foi usada pela primeira vez como representa-
¢ao do quociente entre o comprimento e o didmetro de uma circunferéncia em 1707, pelo
matematico galés William Jones (1675 - 1749), mas o matemético suico Leonhard Euler

(1707 - 1783) popularizou o 7 e suas relagoes com o circulo somente em 1737.
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1.3 Os Numeros Irracionais e o Niimero 7

Um nimero racional é todo nimero que pode ser representado como o quociente

entre dois nimeros inteiros, isto é, todos da forma ]3, onde p,q € Z e q # 0.
q

Durante muitos séculos os niimeros racionais foram os tinicos conhecidos dos mate-
maticos, para eles esses nimeros eram suficientes para todas as necessidades matematicas
da vida cotidiana.

Os pitagdéricos, que eram membros de uma sociedade secreta dedicada ao estudo
da Musica, da Matematica, da Filosofia, etc..., fundada por volta de 540 a.C. pelo mate-
maético e filésofo grego Pitdgoras (570 - 495 a.C.) em Crotona, na Italia, encontraram um
valor para o comprimento da diagonal de um quadrado de lado unitario que nao podia
ser expresso como o quociente de dois inteiros. Para isso, segundo Livio (2006), os pitago-
ricos utilizaram um teorema muito conhecido atualmente atribuido a Pitdgoras que esté

relacionado aos comprimentos dos lados de um tridngulo retangulo (Fig. 7).

Figura 7 - Tridngulo Retangulo

Hipotenusa
Cateto

90°

B

Cateto

Fonte: Autor, 2018

O teorema de Pitagoras, pode ser enunciado da seguinte forma:s:

Teorema 1.3.1. O quadrado do comprimento da hipotenusa € igual a soma dos quadrados

dos comprimentos dos catetos.

Existem diversas formas de se demonstrar o teorema de Pitagoras. De acordo
com Eves (2011), uma demonstragdo bem simples do teorema de Pitdgoras foi dada pelo
matematico hindu Bhaskara (1114 - 1185). Bhéskara apenas desenhou uma figura e nao
ofereceu nenhuma explicacao, deixando somente a palavra “Veja!”. O observador deveria

verificar com célculos que se tratava da demonstracao do teorema de Pitagoras.

Demonstragao. Considere um quadrado de lado a que é formado por quatro triangulos
retangulos congruentes com hipotenusa de comprimento a e catetos de comprimentos b e

¢, além de um quadrado menor central de lado (b — ¢). A 4rea do quadrado maior é a?;

‘ ‘A A , oc ‘ ,
a area de cada triangulo retangulo é 5 © @& area do quadrado menor é (b — ¢)?, conforme

pode ser observado na Fig. 8.
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Figura 8 - Demonstracao de Bhaskara

a
c b_~¢
b a
a b
b c
a

Fonte: Autor, 2018

Como a area do quadrado maior é igual 4 soma das areas dos quatro triangulos

com a area do quadrado menor central temos
2 be 2 2 2 2 2 2
a :4.5—1—(6—0) = 2bc+b" —2bc+ ¢ = a” = b" + ¢“.

Assim, fica demonstrado o teorema de Pitagoras.

Vamos demonstrar reciproca do teorema de Pitagoras, ou seja:

Teorema 1.3.2. Todo triangulo com lados a, b e c tais que a* = b* 4 ¢* é um tridngulo

retangulo.

Demonstracio. Considere um tridngulo AABC , com AB =¢, BC =ae CA=b.

1° Caso: Angulo A < 90°

Imaginemos que b < ¢. Logo, o ponto D, projecao do vértice C sobre o lado AB,
estard entre os vértices A e B, como observado na Fig. 9.

Sejam AD =xe CD = h.

Figura 9 - Angulo 4 < 90°

Fonte: Autor, 2018
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Como o tridngulo AADC' é retangulo, temos b?> = h% 4 2. Logo,
2= 1 — 2. (16)
Como o tridangulo ABDC' é retangulo, vem que a* = h? + (¢ — x)%. Logo,
a® = h* +c — 2cx + 22 (17)
Das equagoes (16) e (17) temos
A =hr+ -2+’ =a*=b0 -2+ -2+ 2= a®> =b*+ & — 2cx.

Portanto,
a? < b? + 2.

2° Caso: Angulo A > 90°
Neste caso o ponto D estard no prologamento do lado AB (Fig. 10).

Figura 10 - Angulo A > 90°

C

h

> ¢
o

I
I

I

I

I

I

I

1

:
D xT

Fonte: Autor, 2018

Como o tridngulo AADC' é retangulo, temos b?> = h% 4 2. Logo,

h? = b* — 2°. (18)

Como o tridngulo ACDB é retangulo, vem que a® = h? + (¢ + x)?. Logo,

a® = h® + & + 2cr + 2%, (19)

Das equagoes (18) e (19) temos

A=+ +2r+22=0a =0V -2+ +2x+ 2= a’> =0+ & + 2cx.
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Portanto,
a? > b+ 2.

Chegamos a conclusao que:

Se A < 90° — a? < 1?4 2.

Se A > 90° — a2 > b2 + 2.

Assim, a condicdo a? = b? + ¢? implica necessariamente que o angulo A= 90°, ou
seja, o triangulo é retangulo.

]

Para determinar o comprimento da diagonal do quadrado de lado unitario encon-
trado pelos pitagoéricos, marcamos dois pontos A e B sobre os ntimeros 0 e 1 na reta
numeérica, construimos o segmento AB e marcamos os pontos C' e D de modo que AB,
BC, CD e DA sejam lados do quadrado ABC' D desta forma, o segmento AC' sera diagonal
deste quadrado (Fig. 11).

Figura 11 - Diagonal do Quadrado

D C

¢
“e

Fonte: Autor, 2018

Como AB = BC = 1, pelo teorema de Pitagoras,

AC =AB°+BC =141 — AC = V2.

De acordo com Eves (2011), esses ntimeros nao racionais foram denominados nai-
meros irracionais em 1872 pelo matematico alemdo Richard Dedekind (1831 - 1916) e
sdo, em sua forma decimal, infinitos ndo peridédicos.

Para provar que o comprimento da diagonal de um quadrado de lado unitario nao

representa um nimero racional, vamos mostrar um resultado mais geral.
Proposicao 1.3.3. A raiz quadrada de um nimero primo é um niumero irracional.

Demonstragio. Dado p um nimero primo, vamos supor por absurdo que /p ¢ racional.

a
Entao /p pode ser escrito da forma 7 onde a, b € Z, sdo primos entre si e b # 0. Assim,

CL2

=5n = pb* = a’. (20)

a
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Logo, a? é miltiplo de p, entdo a é multiplo de p. Assim, tomando a = pt, com
t € Z. Substituindo na igualdade (20), teremos

pb? = (pt)? = pb? = p*t* = b* = pt*,

ou seja, b é multiplo de p, entdo b é multiplo de p e portanto a e b sdo multiplos de p.
Absurdo, pois sao primos entre si.
Logo, /p nao ¢ racional e sim irracional.
O

Dessa forma, como 2 é um ntimero primo, concluimos que v/2 é um nimero irraci-
onal.

Os numeros irracionais sao classificados como algébricos ou transcendentes. Um
numero é algébrico se é solugao de uma equacao algébrica de coeficientes racionais do tipo
ag+ar1x+asx’+. . .+a,x™ = 0. Por exemplo, os ntimeros V2,3 ei (unidade imaginéria),
sao algébricos, pois sdo solucoes, respectivamente, das equacoes 22 —2 =0,2° -3 =0¢
22 +1 = 0. Se um nimero ndo é algébrico, entdo ele é denominado ntimero transcendente.

De acordo com Eves (2011), o matematico Johann Heinrich Lambert (1728 - 1777)
foi o primeiro a provar, em 1761, que o nimero 7 ¢ irracional. Descobrir se o nimero 7 era
algébrico ou transcendente demorou, segundo Eves (2011), somente em 1882 o matemético
alemao Ferdinand von Lindemann (1852 - 1939) publicou uma prova de que 7 é um ntimero
transcendente, desta forma temos que é impossivel exprimir 7 com um niimero finito de
numeros inteiros. O matematico brasileiro Djairo Guedes de Figueiredo apresenta uma
demonstragao sobre niimeros irracionais e transcendentes em (FIGUEIREDO, 2011).

Segundo Boyer (1974), o matematico grego Arquimedes (287 - 212 a.C.) também
utilizou os perimetros de poligonos regulares inscritos e circunscritos a circunferéncia para
encontrar uma aproximagao para o valor do nimero 7. Ele comecou suas tentativas para
aproximacao de 7 utilizando um hexagono regular inscrito e outro circunscrito, calculou
os perimetros dos poligonos obtidos e foi dobrando sucessivamente o nimero de lados até
chegar a noventa e seis lados. Com esse calculo ele chegou a uma aproximagao para o valor

. 223 L .
de 7 expressa pelas desigualdades T <7< - que em valores decimais aproximados
com quatro casas sao 3,1408 < 7w < 3,1428. O método descrito, que utiliza poligonos
regulares inscrito e circunscritos, é conhecido como método classico do calculo de 7.
Na tabela 2 estao listados alguns recordes de calculos das casas decimais de 7

estabelecidos ao longo do tempo.
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Tabela 2 - Quantidade de Casas Decimais de 7

Matematicos Ano Casas Decimais
Egipcios 1650 a.C. 1
Arquimedes 250 a.C. 3

Zu Chongzhi 480 d.C. 7
Ghiyath al-Kashi 1424 16
Ludolph van Ceulen 1596 35
Georg von Vega 1794 126
Gauss 1824 200
William Shanks 1874 527

Levi B. Smith, John W. Wrench 1949 1120
Daniel Shanks, John W. Wrench 1961 100265
Jean Guilloud, M. Bouyer 1973 1000000
Yasumasa Kanada, Sayaka Yoshino, Yoshiaki Tamura 1982 16777206
Yasumasa Kanada, Yoshiaki Tamura, Yoshinobu Kubo 1987 134217700
Chudnovskys 1989 1011196691
Yasumasa Kanada, Daisuke Takahashi 1997 51539600000
Yasumasa Kanada, Daisuke Takahashi 1999 206158430000
Yasumasa Kanada 2002 1241100000000
Daisuke Takahashi 2009 2576980370000
Fabrice Bellard 2010 2699999990000
Shigeru Kondo & Alexander Yee 2010 5000000000000
Shigeru Kondo & Alexander Yee 2011 10000000000000
Universidade de Santa Clara 2013 8000000000000000

Fonte: https://www.somatematica.com.br/curiosidades/c3.php

1.4 Quadratura do Circulo

O numero 7 esta diretamente relacionado a um antigo problema envolvendo o
quadrado e o circulo intitulado quadratura do circulo que intrigou grandes matematicos
durante séculos.

O problema da quadratura do circulo consiste em construir, com régua e compasso,
um quadrado de lado [ de maneira que sua area seja exatamente igual a area do circulo

de raio R. Como a area do quadrado é expressa por [? e a do circulo por 7.R?, devemos
)

obter [ de modo que | = R+/T.

Provavelmente nenhum outro problema exerceu um fascinio maior ou
mais duradouro do que aquele de construir um quadrado de area igual
a area de um circulo dado. Ja em 1800 a.C. os egipcios haviam “resol-

vido” o problema, tomando o lado do quadrado igual a — do didmetro
do circulo dado. De 14 para c4, literalmente milhares de pessoas traba-
lharam no problema e, a despeito de ja se ter uma demonstragao de que
a construcao é impossivel com os instrumentos euclidianos, ndo ha um
ano que nao tenha sua safra de “quadradores de circulo”. (EVES, 2011,
p. 140)
Segundo Skinner (2007), a dificuldade em encontrar a solu¢do desse problema fez
com que fosse usada como uma expressao de algo quase impossivel e mistico. Os niimeros
8 e 9 sdo os mais citados e com um quadrado de lado 8 unidades e um circulo de didmetro

9 unidades, como observado na Fig. 12, chegamos a quase igualdade entre as areas.
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Figura 12 - Quadratura do Circulo

—

9 unidades

N

- \-—____—-'/
' 8 unidades

Fonte: Skinner (2007)

Area do circulo: 72 = 272 X 4,5 x 4,5 = 63,64 u.a.

Area do quadrado: 8 x 8 = 64 u.a.

O quadrado e o circulo tém &areas muito préximas, mas nao exatamente iguais.
Para Lawlor (1996, p. 74), “quando se atinge uma igualdade quase completa entre o
circulo e o quadrado, o infinito é capaz de expressar suas dimensoes ou qualidades através
do finito”.

Possivelmente o mateméatico Hipocrates de Chios (470 - 410 a.C.) tenha sido o
primeiro matematico a tentar resolver o problema da quadratura do circulo utilizando
lunas!, talvez Hipécrates tenha achado que podendo quadrar lunas, também poderia
quadrar o circulo, porém a demonstracao de Lindemann que 7 é um ntiimero transcendente
entdao /7 também serd, mostrou que nao ha solugao para o problema da quadratura do
circulo utilizando apenas régua e compasso, pois /7 nao é raiz de uma equagao algébrica,
assim nao é possivel construir um segmento com essa exatidao.

De acordo com Livio (2006), um conceito atribuido a Vitruvius? diz que centrando
um compasso no umbigo do corpo humano bem formado e o colocando com as mao e
pés estendidos, os dedos das mao e dos pés tocarao uma circunferéncia descrita a partir
desse ponto. Além dessa circunferéncia o corpo humano produz também um quadrado
com lados no mesmo comprimento da distancia da sola do pé ao topo da cabeca.

Por volta do ano 1490 Leonardo Da Vinci ilustrou a ideia de Vitruvius (Fig. 13),

onde ha uma clara relacdo entre circulo e quadrado. A ilustracdo é conhecida como

! Figura geométrica plana formada por dois arcos circulares de raios diferentes.

2 Marcus Vitruvius Pollio (80 - 15 a.C.). Arquiteto romano que deixou como legado o tratado De
Architettura, considerado o primeiro texto tedrico ocidental sobre a disciplina.
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o homem wvitruviano e considerada por estudiosos renascentistas um demonstragao da

ligacao entre o organico e a geometria da beleza.

Figura 13 - Homem Vitruviano

Fonte: Livio (2006)

De acordo com Melchizedek (2010), utilizando a quadratura da circunferéncia que
leva em conta a igualdade entre os perimetros e nao das areas, podemos observar que hé
uma harmonia entre o tamanho da Terra e o da Lua.

Utilizando o desenho de Da Vinci, desenhamos uma circunferéncia menor sobre a

cabega do homem (Fig. 14).

Figura 14 - Terra e Lua

Fonte: Melchizedek (2010)

Suponha que as duas circunferéncias, a que tem o didmetro medido das extre-
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midades do corpo e a menor sobre a cabega do homem, tenham diametros com mesmo
comprimento dos didmetros da Terra e da Lua, respectivamente. Observe também um
quadrado que seria circunscrito a Terra e uma outra circunferéncia C' que passe pelo centro
da Lua.

O didmetro da Terra mede, aproximadamente, 12742 km, que ¢é igual a um lado
do quadrado que poderia ser circunscrito a ela. O diametro da Lua ¢é, aproximadamente,
3474 km. Como temos um comprimento igual ao raio da Lua na parte acima da cabeca
e na parte abaixo dos pés, o diametro de C' é de 12742 + 3474 = 16216 km.

O perimetro do quadrado que poderia ser circunscrito a Terra é de 4 x 12742 =
50968 km.

Utilizando o valor de = que era um numero muito usado para a aproximagcao

para 7, vem que o perimetro de C' é - x 16216 = 50964 km, um valor muito proximo ao

perimetro do quadrado.
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2 ALGUNS SIMBOLOS SAGRADOS

Neste capitulo faremos um estudo de alguns conceitos matematicos que podem ser
explorados em alguns simbolos envolvidos em misticismo. Alguns simbolos geométricos
foram utilizados como modelo para construcoes, estudos sobre as proporgoes no universo
e no corpo humano e também estudos misticos, ou seja, tudo que estd a nossa volta.
Entre estes simbolos estao a vesica piscis, a flor da vida e a chakana, simbolos misticos

que veremos a seguir.

2.1 Vesica Piscis

A wesica piscis, que em latim significa bexiga de peixe, é uma figura geométrica
plana obtida pela interse¢ao de dois circulos de mesmo raio. Para construir uma vesica
piscis em um plano, devemos proceder da seguinte forma:

Considere um ponto A e um circulo de raio R com centro neste ponto. Escolhendo
um ponto B da circunferéncia deste circulo, tragcamos outro circulo de mesmo raio R.
Com esta construgao, formando uma regido, a qual é denotada por V', de sobreposicao
dos dois circulos conforme mostra a Fig. 15, essa regiao V' ¢é conhecida como a vesica

piscis.

Figura 15 - Vesica Piscis

Fonte: Autor, 2018

A vesica piscis ocupou uma posicao privilegiada na construcao de edificios sagrados
e era o diagrama central no misticismo cristdo da Idade Média. As edificacdes goticas®

apresentam fachadas que remetem a uma parte do desenho da vesica. Um exemplo é a

3 A arte gética é uma fase da histéria da arte ocidental, identificdvel por valores estéticos e filoséficos
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fachada da catedral de Amiens, na Franca, onde podemos observar o formato de uma

parte da vesica (Fig. 16).

Figura 16 - Catedral de Amiens

Fonte: https://www.pinterest.com.mx/pin/814236807602220318/
(Adaptado)

Em algumas construcoes religiosas, como na fachada da catedral de Chartres, na

Franca, o Cristo aparece no interior da vesica piscis, como observado na Fig. 17.

Figura 17 - Cristo no Interior da Vesica

Fonte: https://www.pinterest.com.mx/pin/
509047564115641213/

2.1.1 Area e perimetro da vesica piscis

Proposicao 2.1.1. Uma vesica piscis V' construida a partir de dois circulos de raio R

tem drea:

R2
Svesica = 7(47{' - 3\/5) u.a.

Demonstragdo. Sejam os pontos A e B os centros dos circulos utilizados na construcao de

uma vesica V' e sejam C' e D os pontos de intersecao dos bordos dos circulos, o raio dos
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circulos é R, entao os segmentos AC, AB, BC, AD, e BD sao congruentes e por tanto

os tridngulos AABC e AABD sao equilateros, de lado R, e sejam os quatro segmentos

circulares congruentes, delimitados pelos segmentos AC, BC, AD e BD (Fig. 18).
Temos que o triangulo equilatero AABC' de lado R e o segmento circular definido

por BC formam um setor circular ABC' com angulo central A=60° (Fig. 18).

Figura 18 - Area do Setor Circular

Fonte: Autor, 2018

A area S,e i do setor circular ABC' é dada por:

1
Sset.cir. = 67TR2U.CL. (21)

A area Si,is,. do tridngulo equilatero AABC é:

Strién' = \zgRQ u.a. (22)

A drea Sgeq.cir. do segmento circular definido por BC ¢ a diferenga entre as equagoes
(21) e (22), assim:

1 3
Sseg.cir. = 67TR2 — \Z_R2 u.a. (23)

Somando as areas dos dois triangulos equilateros e dos quatro segmentos circulares,

obtemos a area da vesica piscis dada por:

V3

Svesica - 2? 7(477' — 3\/3) u.a.

1
R?+4 (71‘32 — s

ﬁ R%2)| = R
6 4
Proposicao 2.1.2. O perimetro da vesica piscis Pyesica € dado por:

4R

Pvesica = 3 uw.m.
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Demonstragdo. Sejam os pontos A e B centros dos circulos utilizados na construcao de
uma vesica V' e sejam C' e D os pontos de intersecao dos bordos dos circulos (Fig. 19),
como o raio dos circulos é R, formando dois arcos circulares CAD e C'BD de mesmo

perimetro, pois tém mesmo raio R e mesmo angulo central de 120°.

Figura 19 - Perimetro da Vesica Piscis

C

A 120° 120° . B

Fonte: Autor, 2018

O perimetro de uma circunferéncia de raio R é dado por P,,.. = 27 R, o perimetro

P,re.cir. de um arco circular formado por um angulo central o é dado por:

2rR
Parc‘cir. - WT u.m. (24)

Logo, o perimetro P,.., da regiao limitada pela vesica piscis é:

4R

Pvesica = 3 uw.m.

2.1.2 As raizes de 2, 3 e 5 e a vesica piscis

Vamos construir segmentos de medidas \/§, V3 e /5 com régua e compasso utili-
zando por base o principio da construgao da vesica piscis.
Considerando uma vesica piscis V' construida a partir de duas circunferéncias de

centros nos pontos A e B ambas de raios iguais a 1, construiremos os seguintes segmentos:

e AB, raio das circunferéncias;

e FF, diametro da circunferéncia de centro A e GH, didmetro da circunferéncia de

centro B, ambos segmentos perpendiculares a AB;
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e CD, que une os pontos C' e D intersecoes das duas circunferéncias.

Definindo com os segmentos acima o quadrado ABGE, o triangulo ACAD e o

retangulo FF'HG como pode ser observado na Fig. 20.

Figura 20 - Segmentos na Vesica

E G

Fonte: Autor, 2018

Entao, podemos observar que:

[- AE e AB, raios da circunferéncia e lados do quadrado ABGFE, formam com a
diagonal E'B o tridngulo AEAB reto em A.

Figura 21 - Segmentos de Comprimento /2

E G

Fonte: Autor, 2018

Pelo teorema de Pitdgoras segue que

EB =AE° +AB =124+12=2—EB = 2.

Logo, o segmento EB mede /2.
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IT- AC e AD, raios da circunferéncia formam com o segmento C'D o triangulo ACAD
com angulo C'AD medindo 120°.

Figura 22 - Segmentos de Comprimento v/3

E G
C

Fonte: Autor, 2018

Pela lei dos cossenos segue que

_ 1
CD’ = AC°+AD"—2x AC x AD x cos 120° =5 CD" = P41 =2x1x1x(—5) =
— CD = /3.
Logo, o segmento C'D mede /3.

III - EF, didmetro da circunferéncia e F'H, de mesmo comprimento do raio da circunfe-

réncia e paralelo a AB, formam com EH o triangulo AFF H reto em F.

Figura 23 - Segmentos de Comprimento v/5

E G

Fonte: Autor, 2018

Pelo teorema de Pitagoras segue que
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EH =EF° +FH =224+12=5— EH = /5.

Logo, FH tem comprimento igual a /5.

2.2 Flor da Vida

A flor da vida, ilustrada na Fig. 24, é um simbolo geométrico formado com 19
pequenos circulos de mesmo raio que sao sobrepostos e 36 arcos circulares que formam
um conjunto de forma hexagonal circunscrito por uma circunferéncia maior. Os pequenos
circulos estao sobrepostos de tal forma que apresentam padroes geométricos similares a

flores. E uma forma geométrica muito antiga e envolvida em muito misticismo.

Figura 24 - Flor da Vida
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Fonte: Melchizedek (2009)
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Este simbolo foi encontrado em diversas civilizagoes da humanidade como nas
ruinas arqueolégicas do Egito Antigo, como no templo de Osiris?, na arte fenicia® e no
Oriente Médio. Por isso, segundo Melchizedek (2009), estudiosos da geometria sagrada
acreditam que neste simbolo usado como um coédigo em todo o universo e que ¢ a lingua
primitiva do universo, pura forma e proporcao.

Na Fig. 25 observamos uma arte fenicia encontrada por volta de 700 a.C., no

Chipre, na qual a flor da vida esta esculpida em seu fundo.

4 Osiris foi um dos deuses mais populares do Antigo Egito.

5 Fenicios. Civilizacdo da Antiguidade cujo epicentro se localizava no norte da antiga Canad, ao longo
das regioes litordneas dos atuais Libano, Siria e norte de Israel.
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Figura 25 - Arte Fenicia

Fonte: https://es.wikipedia.org/wiki/Flor_de la_Vida

Segundo Melchizedek (2010) Leonardo Da Vinci® (1452 - 1519) calculou angulos,
estudou os padroes e as geometrias associadas a flor da vida e por meio da geometria
buscou fundamentos para a manifestacao da vida. Na Fig. 26 temos um desenho estudos
de Da Vinci sobre estruturas geométricas da flor da vida do Codex Atlanticus, uma colecao

constituida por doze volumes.

Figura 26 - Estudos Geométricos de Da Vinci

yioy}
et -

(o sfpme

I

ol} A VO

et
) aee] R

R RS

Fonte: Melchizedek (2010)

2.2.1 Area e perimetro de uma pétala na flor da vida

Retirando da estrutura da flor da vida somente uma circunferéncia central e outras
seis a sua volta, teremos uma forma geométrica semelhante a uma flor inscrita na circun-
feréncia central. Nesta forma geométrica, as pétalas sao as regides mais escuras formadas

por oito arcos de circunferéncias congruentes, como podem ser observadas na Fig. 27.

6 Artista e cientista italiano que tinha um encantamento pelos padrdes e formas observados na natureza
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Figura 27 - Representacao das Pétalas

o

Fonte: Autor, 2018

Proposicao 2.2.1. Uma pétala na flor da vida construida a partir de circulos de raio R
tem drea Sptaia € perimetro Ppgiara dados por
R? 2Rm

Spétala = & (27T - 3\/5) wa. e  Pptaa = —3 U M.

Demonstragao. Sejam os pontos B, C, D, E, F' e G vértices do hexagono inscrito em uma
circunferéncia de raio R e o ponto A centro desta circunferéncia, os segmentos AB, AC' e
BC formam o triangulo equilatero AABC de lado R. Os dois arcos circulares congruentes

delimitados pelo segmento secante AC' formam uma pétala, conforme mostra a Fig. 28.

Figura 28 - Area e Perimetro da Pétala

Fonte: Autor, 2018
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A drea Sperals de uma pétala é o dobro da area de um segmento circular definido
por um tridngulo equilatero cujos lados sao iguais ao raio R e possui um dos vértices no
centro da circunferéncia. Como j& observado na equacao (23) da proposicao 2.1.1 a area

de uma das pétalas é, entao

1 V3 R?
Spétala =2 <67TR2 — 4R2> = ? (271' — 3\/§> u.a.

O perimetro Pq1, de uma pétala é o dobro do comprimento de um arco circular de
raio R de angulo central medindo 60°. Como j4 verificado na equagao (24) da proposigao
2.1.2 teremos como perimetro de uma das pétalas

2rR

Ppétala = 73 u.m.

2.3 A Chakana

A Chakana, também conhecida como cruz quadrada ou cruz Inca (Fig. 29), foi
considerado simbolo sagrado pelas culturas indigenas de América do Sul, em especial
pelos Incas. Foi inspirada na constelagdo do Cruzeiro do Sul, cujas 4 extremidades sao

relacionadas com os quatro pontos cardeais e representam as estagoes do ano.

Figura 29 - A Chakana

Fonte: Autor, 2018
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E uma figura geométrica usada ha milhares de anos pelo povo andino
que a nomeia. No fundo é uma forma geométrica que representa quatro
escadarias de trés degraus cada, com um circulo dividido ao meio na
parte central do simbolo. Inspirado na constelagdo do Cruzeiro do Sul,
suas quatro extremidades simbolizam as estacdes do ano e os pontos car-
deais norte, sul, leste e oeste. Assim, tinha uso pratico, como indicar as
épocas de colheita e representar conceitos matematicos, usados nas cons-
trugoes. Mas também carregava intimeros significados misticos, como o
de representar os mundos espiritual, material, interior e o pds-morte.

(MALDONADO, 2016)
Segundo Lambert (2016) especialistas em cultura andina sdo undnimes em afirmar
que a chakana tinha importantes fungoes para os andinos em varios aspectos: astronomica,

cosmoldgica, agricola, espiritual, arquitetonico e matematico, Fig. 30.

Figura 30 - Fungdes da Chakana
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Fonte: https://pueblosoriginarios.com/sur/andina/inca/chakana.html

Suas quatro pontas representam as quatro estagoes e cada um dos seus degraus
aos meses, servindo como um calendario agricola para as épocas de plantio e colheita. Na
astronomia, servia como forma de estudar e mapear constelacoes, como o Cruzeiro do Sul.
Considerada como um simbolo que demonstra a jornada do ser humano neste plano e em
outros, tem na sua parte superior o “mundo habitado pelos deuses”, na parte central, o
“mundo da nossa existéncia” e a inferior o “mundo dos espiritos dos ancestrais”. Assim,

como simbolo sagrado, descreve os trés planos existentes em nosso universo.

2.3.1 Construgao da chakana

Para dar inicio a construcao geométrica da chakana, primeiramente apresentamos

uma expansao de quadrados utilizando as diagonais e circunferéncias. Na Fig. 31 é
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apresentada uma operacao geométrica em que cada quadrado tem o lado com mesma
medida da diagonal do quadrado anterior, conforme descrito a seguir.

Considere:

1) um quadrado inicial A;B;C1D; de lado unitario e uma circunferéncia C; de centro

O, inscrita neste quadrado de didmetro igual a uma unidade.
2) uma circunferéncia C, com didmetro v/2 circunscrita ao quadrado A;B;C)D;.

3) o quadrado Ay;BsCyDy de lado V2, circunscrito a Cy de modo que os vértices do

quadrado A;B;C}D; sao os pontos médios do quadrado de seus lados.
4) uma circunferéncia C3 de didmetro 2 circunscrita ao quadrado As BaCyDs.

5) um quadrado A3B3C3D3 de lado medindo 2, circunscrito a C3 de modo que os

vértices do quadrado AsB>C5D5 sao os pontos médios de seus lados.
6) uma circunferéncia C; de didmetro 2v/2 circunscrita ao quadrado As3BsCsDs.

7) um quadrado A;B,CyD, de lado medindo 21/2 circunscrito a C;3 de modo que os

vértices do quadrado A3 B3C3D5 sdo os pontos médios de seus lados.

8) uma circunferéncia C; de didmetro 4 circunscrita ao quadrado AyB,CyDj.

Figura 31 - Expansao de Quadrados

By
A3 By B3
K ;
A4 Az ) G G
D1 C;
D3 Dy Cs
Dy

Fonte: Autor, 2018

O processo se repete o quanto se queira, gerando uma sequéncia de quadrados em
que a razao da diagonal para o lado de cada quadrado é igual a razao entre a diagonal e

o lado do primeiro quadrado.
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Denotando d,, como a diagonal e [,, como o lado do quadrado A, B, C,D,,, temos

di V2 dy 2 dy

2
@ _ Y2 _ _ﬂzﬂzi:m:% V2
I 1 Iy \/§ I3 2 N 2\/§ I,

Podemos observar na poligonal que os lados dos quadrados consecutivos sao apre-
sentados em uma progressao geométrica de razio v/2.

A sequéncia para construir a chakana observada na Fig. 32, parte do principio da
expansao de quadrados apresentada anteriormente. Sessando a sequéncia da Fig. 31 no
quadrado A3 BsC3D3, na circunferéncia C4 e prolongando os lados do quadrado A, B;C Dy,
obtemos os pontos F, Fy, Gy, Hy, I, J1, K1, Ly intersecoes dos prolongamentos com Cy. A

chakana ¢ a figura geométrica inscrita em Cy.

Figura 32 - Construgdo da Chakana

(a) Circunferéncia Cy (b) Prolongamento dos lados do  (c¢) A chakana
quadrado A, B,C1Dq

Fonte: Autor, 2018

2.3.2 A chakana e o niimero 7

De acordo com Villena (1983) a cruz quadrada é o simbolo geométrico mais difun-
dido no mundo andino e esta relacionada as proporc¢oes da constelagao da Cruz do Sul.
Em passagens da Historia da Matematica encontramos diferentes métodos para a obten-
¢do de um valor para o nimero 7. Comparando esses valores com o método apresentado
a seguir, notamos que o povo andino alcangaram, em sua época, um nivel matematico
semelhante ao de outras culturas, mas por caminhos diferentes.

Comecamos a construgao da chakana com um quadrado A; B;C;D; de lado unitario
e alteramos os retangulos A, D, E1 Fy, B 1, J,Cy, AiG1H,By e D;C1K; L, de modo a formar
os quadrados de lados unitarios A1 D1 ExFy, B115JsCy, AiGoHyBy, D1C1K5Ls e se obter

uma nova cruz, como observado na Fig. 33. Uma circunferéncia Cg é cincunscrita a esta
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nova cruz e pontos Fs, Fy, Go, Ho, I, Jo, Ko € Ly sdo intersecoes da nova cruz com Cq de
diametro LoH,;. Temos entao que os segmentos HoKy = 3 ¢ LyKs = 1 formam com

LoHs o triangulo ALs Ko Hs reto em K. Logo, pelo teorema de Pitdgoras, a hipotenusa
LQHQ =V 10

Figura 33 - Diagonal de comprimento /10

Fonte: Autor, 2018

Como a circunferéncia (s tem didmetro 1/10, o quadrado RSTU que circunscreve
Cs tem lado /10 (Fig. 34). Como foi observado na subsegao 2.3.1, a circunferéncia Cs

tem didmetro 4, pois circunscreve o quadrado A4B,CyD, de diagonal 4.

Figura 34 - Valor aproximado de 7

Fonte: Autor, 2018

Assim, temos:
e Didmetro da circunferéncia C; = 4, entao o perimetro de Cs é Fp, = 4.

e Lado do quadrado RSTU = /10, entdo o perfmetro de RSTU é Prstvy = 44/10.
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Igualando o perimetro da circunferéncia Fe, e o perimetro do quadrado Prsru),
temos que

Pe, = Ppsrvy = 47 = 4V/10 = 7 = /10 2 3, 16.

Desta forma os andinos encontraram um valor bem préoximo para o ntmero irraci-
onal 7.

Segundo Villena (1983), para projetar seus calendérios e para a observagao estelar
em um horizonte de 360° os cientistas necessitavam dividir a circunferéncia e para isso
era nessecario obter um valor para m. Mesmo que nao estivessem a procura exatamente
de um valor para m, esse valor era necessario para suas necessidades da época. Como
exemplo Villena (1983) cita os observatorios circular de Chavin de Huantar, o das Haldas

em Casma e o de Kenko em Cuzco.

2.3.3 Area e comprimento do bordo da chakana

Observe na Fig. 35 que podemos dividir a chakana em um quadrado A3B3C3D5
de lado [ e diagonal [v/2, em quatro retdngulos congruentes sendo um deles o retangulo

G3G1H1H3 e na circunferéncia C; de centro no ponto O, e que o raio de C; tem compri-

mento 7 que o raio da circunferéncia Cy4, circunscrita ao quadrado A3BsCs5Ds3, é dado

% oo V2
2

por —— e que 1o triangulo AOPH,, reto em P, temos que OP = 1°© OH, =

Figura 35 - Bordo da Chakana

G Hi
A3 G3- H- B3
D
D3 C3
(a) Divisdo da chakana (b) Raio de Cy

Fonte: Autor, 2018

Vamos determinar H; P pelo teorema de Pitagoras.

W2\ (1) 2 ) 22 12 TP W7
X2 (L) +HPP—=HP = - = S HP= "
(2) <4>+ SR 116 16 ¢ 4
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1 SN 1 L(VT-2
ComngP:2,seguequeH1H3:f—zz(4>.

Proposigao 2.3.1. O bordo da chakana com um quadrado de lado | é dado por

Bchak(ma = é (4ﬁ + 7T) u.m.

Demonstragio. O bordo da chakana é composto por 16 segmentos congruentes de com-

1(VT-2)

l
primento T 8 segmentos congruentes de comprimento que formam o poligono

externo e uma circunferéncia central C; de raio 7 deste modo temos

B —16l+8l(ﬁ_2)+2 l
chakana — 4 4 7T4 u.m.

Bohakane = é (4\/?%— 7r) u.m.

Proposicao 2.3.2. A drea da regidgo definida pela chakana é

Schakana = i26 (8\/7 - '/T) u.a.

Demonstracio. A area Scparana ¢ dada pela adicao da area S; do quadrado A3B3C3Ds

com Sy, areas dos quatro retangulos congruentes, subtraindo a area Sz, do pequeno circulo

central de raio 1
Sl = Ang X BgCg = l2 u.a.

52:4><G1H1><H1H3:4><éxi(ﬁ—2)22<ﬁ—2) w.a.

2
Sg = T6 u.a.

Assim, a area da chakana sera:
w2 n 127 —212  xl2

l2

Schakana:l2+l22(\/?_2>_16: 5 16

Schak‘ana = i26 <8ﬁ - 7T> u.a.
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3 A RAZAO AUREA E A SEQUENCIA DE FIBONACCI

Neste capitulo falaremos sobre as caracteristicas matematicas notaveis que a razao
aurea e a sequéncia de Fibonacci apresentam, a construgao de algumas figuras geométricas
que apresentam a razao aurea e o numero de Fibonacci e algumas curiosidades sobre eles.

A razao durea, também conhecida como niimero de ouro estd intimamente ligada a
sequéncia de Fibonacci. Estudiosos acreditam que a razao aurea esta associada a perfeigao,
esta presente na estrutura éssea do corpo humano, nos animais, nas flores e arvores, e
também nas dimensoes de algumas construgoes e obras de arte. Por esta razao esta ligado
a alguns simbolos geométricos considerados sagrados.

De acordo com Lawlor (1996), a razdo durea esté presente nas formas geométricas
que formam o universo. Para ele, nao se encontra o nimero aureo em qualquer parte da
natureza, mas se algo na natureza traz uma harmonia em sua forma, o nimero aureo ali
estaré.

Importantes consideragoes filosdficas, naturais e estéticas surgiram em
torno desta proporc¢ao, desde que a humanidade comegou a refletir sobre
as formas geométricas de seu mundo. Esta presente na arte sacra do
Egito, da India, da China, do Islamismo e de outras civilizagbes tradi-
cionais. Domina a arte e a arquitetura gregas; mantém-se, ainda que
oculta, nos monumentos gbticos da Idade Média e ressurge para sua
consagragao durante o Renascimento. Embora impregne muitos aspec-
tos da natureza, nos quais encontram sua inspiragdo muitos artistas,
seria erroneo dizer que se pode descobrir o nimero dureo em qualquer
parte da natureza. Mas pode se dizer que onde quer que exista uma
intensificacao da funcdo, ou uma especial beleza e harmonia de formas,
ali se encontrara o nimero aureo. E algo que nos lembra a afinidade do

mundo criado com a perfeicdo de sua fonte e de sua potencial evolucao
futura. (LAWLOR, 1996, p. 53)

3.1 A Razao Aurea

A razdo durea é representada pela letra grega ® (Fi), provavelmente a escolha de
® tenha sido por causa do nome do escultor grego Fidias (480 - 430 a.C.), pois acredita-se
que Fidias tenha usado a razao aurea quando desenhou o Parthenon”.

H4 indicacoes que o estudo da razao aurea vem de muitos séculos. No papiro de
Rhind® h4 referéncia a uma razdao sagrada que se acredita fazer referéncia a razao aurea.

Segundo Livio (2006), o matemaético grego Euclides (360 - 295 a.C.), em um dos

" Templo dedicado & deusa Athena. O mais conhecido dos edificios remanescentes da Grécia Antiga.

8 Também conhecido como papiro de Ahmes é um documento egipcio de cerca de 1650 a.C., onde um
escriba de nome Ahmes detalha a solugdo de 85 problemas matematicos.
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livros da colecdo Elementos®, tenha definido, por volta de 300 a.C., que um segmento
AB de comprimento qualquer é dividido em razdo extrema e média por um ponto C'
sobre o segmento AB quando este ponto C' forma dois segmentos AC' e C'B de modo que
AC > CB (Fig. 36), e razao entre AC' e CB ¢ igual a razao entre AB e AC. Neste caso,

dizemos também que o segmento foi cortado em sua segcio durea.

Figura 36 - Segmento Cortado em sua Secdo

Aurea

A C B

a | b
Fonte: Autor, 2018

No segmento da Fig. 36, denotando AC' =a, CB =be AB = a + b, temos

a+b a a b a b «a
== == 1+-=_
a b a a b a b
Fazendo 4 =zxe é = —, teremos
b a

1 2
l+r=—-=2"—2—-1=0.
x

Resolvendo a equacao, encontramos as raizes

1+5 1-5

T, = B ou T — 9
Logo, L
AB _1+vV5 _ o
AC 2
. ny _1-V5
Chamamos a razao = 1,618033... = ® de razao aurea e a razao 5 =
—0,618033... = —— chamamos sec¢ao aurea.

)
Podemos perceber claramente que  é um nimero irracional, pois é metade da

soma de 1 com o nimero irracional /5.

Existem varias formas de se obter a razao aurea utilizando régua e compasso.

Vejamos alguns desses exemplos a seguir:

Exemplo 3.1.1.

Considere um segmento AB qualquer, determine o ponto médio M de AB e a reta

9 Colecio de Livros, com 13 volumes, que trata da geometria e da teoria dos niimeros.
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r perpendicular a AB passando pelo ponto B. Com centro no ponto B e abertura BM
trace o arco de circunferéncia determinando o ponto C', intersecao do arco com a reta 7.
Trace o segmento AC. Com centro no ponto C' e abertura C'B, trace um arco de
circunferéncia determinando o ponto D, intersecdo do arco com o segmento AC. Com
centro no ponto A e abertura AD, trace um arco de circunferéncia determinando o ponto
E, intersecao do arco com o segmento AB.
Terminado este processo formamos um triangulo AABC, reto em B, com catetos

AB e BC e hipotenusa AC. Além disso, ficam determinados os ponto D em na hipotenusa

. __ AB
AC e E em no cateto AB de tal forma que DC' = BC' =

- Todo o processo descrito
pode ser observado na Fig. 37.

Figura 37 - Obtencdo da Secdo Aurea

A

A M B A

(a) Segmentos AB e reta r (b) Pontos D e E (c) Tridngulo retdngulo
Fonte: Autor, 2018

Pelo teorema de Pitagoras temos

PR 2 PR
AC’ = AB*+ BC* = AB* + (AQB> — AC = ABQﬁ.
Entao,
AE = AD = AC — CD = AB\/B_AB:AB<\/S_1>.
9 9 9
Assim,

N

AB AR 145

E_AB<\/32—1> 2

N

Desta forma temos a se¢do aurea no segmento AB.
Exemplo 3.1.2.

Construida a vesica piscis com circunferéncias de raios R e centros A e B, tracamos

o segmento AB; a reta r, que passa por A e é perpendicular ao segmento AB; e o ponto

C, médio de AB (Fig. 38).
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Figura 38 - Vesica Piscis e ®

r

&4

Fonte: Autor, 2018

Marcamos o ponto D, intersecdo da reta r com a circunferéncia de centro A.

Tragando o segmento C'D, temos o triangulo retangulo ACAD reto em A. Tra-
camos o arco de raio CD com centro em C obtendo assim o ponto E, intersecio do
arco com o prolongamento do segmento AB, definindo assim o segmento C'E’ de mesmo

comprimento que o segmento C'D.

— — R
Sendo AD = Re AC = 5 pelo teorema de Pitagoras segue que

R\? R?  5R2 R\V5

Sendo CFE = CD, temos que CE = R;/S

Como BE = BC + CFE temos

_ _ 1++v/5

Assim, podemos definir a seguinte razao:

IS
BE 2 _1+v5_

o

BA R 2

Portanto, na vesica piscis V' encontramos um segmento cortado em sua se¢ao aurea.

Exemplo 3.1.3.

Um pentagono regular ABC D FE possui seus angulos internos medindo 108° e suas

diagonais possuem o mesmo comprimento (Fig. 39).
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Figura 39 - Pentdgono Regular

A

D C
(a) Angulos internos (b) Diagonais

Fonte: Autor, 2018

Denotando como [ e d os comprimentos dos lados e as diagonais, respectivamente,
do pentagono regular, vamos obter a razao T

As diagonais AD e BE cortam-se em um ponto F. Os lados AE e ED e a
diagonal AD determinam o tridngulo isésceles AAFE D, com angulos internos de medidas
EDA = DAE = 36° ¢ AED = 108°. O lado AE e os segmentos AF e E'F determinam
o tridngulo is6sceles AAFE, de angulos internos EAF = AEF = 36° ¢ AFE = 108°
(Fig. 40). Como os tridngulos AAED e AAFE tém angulos congruentes, entao eles sao
semelhantes. Além disso, temos que AF = FF, FD = ED = AE e que AF = AD — DF
ou seja AF = AD — AFE.

Figura 40 - Pentégono e Razdao Aurea

A

D C

Fonte: Autor, 2018
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Pela semelhanca de triangulos, temos que:

AE AF _AE AD-AE __AE AD

= — _ = = — — 2
AD AF AD AE AD AFE (25)
Denotando a razao g = A:D = k, entao
I AFE

1 |
k:k—1:>k2—k—1:0:>k:?/521,618...

Portanto a razao entre a diagonal e o lado de um pentagono regular é .

Exemplo 3.1.4.

A figura geométrica que deriva do pentagono, formada por suas diagonais é o
pentagrama (Fig. 41). Segundo Lawlor (1996, p. 75), “O pentagrama da estrela formado
pelas diagonais do pentagono simboliza a humanidade transformada ou aperfeicoada, pois
todos os segmentos do pentagrama da estrela derivam da secgao aurea”. Ha relatos que

os pitagoricos usaram o pentagrama como simbolo de sua irmandade.

Figura 41 - Pentagrama

A

Fonte: Autor, 2018

Como ja observado no exemplo 3.1.3, na Fig. 40, AE = FD. Desta forma, na

equagao (25), temos que

AE_AF:>FD_AF:>FD_AD—FD:>FD_AD_
AD AE AD FD AD  FD AD FD

1. (26)
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A
Resolvendo a equagao (26), obtemos que D = ®, ou seja, a razao aurea esta presente

na construcao do pentagrama.
Exemplo 3.1.5.

Chamamos de triangulo dureo qualquer triangulo isésceles de angulos internos de
medidas 72°, 72° e 36° (Fig. 42) cuja razao entre as medidas de um de seus lados congru-
entes e sua base ¢ igual a .

Considerando um triangulo isésceles AABC de lados iguais AB = AC = [ e base
BC = z cujos angulos internos medem 72°, 72° e 36°. Tracamos a bissetriz de um angulo
da base determinando o ponto D, interse¢do da bissetriz com o lado oposto ao angulo
escolhido (neste caso, foi escolhido o angulo AC'B formando o tridngulo ABCD). O
tridngulo ABCD possui angulos congruentes aos do triangulo AABC, logo AABC e
ABCD sao semelhantes.

Figura 42 - Tridngulo Aureo

A
36°
72° 72°
C
(a) Angulos internos (b) Bissetriz do angulo

ACB
Fonte: Autor, 2018

Temos ainda que AD = CD = BC = x, pois o angulo DCA ¢é congruente ao
angulo DAC e o angulo CDB é congruente ao angulo CBD, ¢ DB = AB — AD, pela

semelhanca de triangulos, vem que

AC_BC:>AC_ BC :>£_ x 27)
BC DB BC AB - AD x l—x

Desenvolvendo a igualdade (27) obtemos a equagdo [2 — lx — 22 = 0 e resolvendo

a equacao temos:



l:

T £ a2+ 422 _xix\/g
2 2

o 1++5
Como a raiz positiva é | = x —5 |, vem que

I 1+V5

Ou seja,

:m<

1++5
2

)
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Podemos obter triangulos aureos com lados de comprimentos diferentes no interior

de um pentdgono regular (Fig. 43).
Figura 43 - Triangulo Aureo no Pentdgono
A

36°

72° 72°

D C
(a) Tridngulo dureo

Fonte: Autor, 2018

Exemplo 3.1.6.

(b) Infinitos tridngulos dureos

Chamamos de retangulo dureo qualquer retangulo cuja razao entre as medidas de

seus lados, do maior para o menor, € igual a ®.

Para a construgao do retangulo dureo (Fig. 44), tomemos um quadrado ABC'D de

lado [. Sobre o lado C'D, marcamos o ponto M, médio de C'D, obtendo o segmento M B.

Tragamos um arco de circunferéncia de centro no ponto M e raio M B que determina o

ponto F', intersecao do arco com o prolongamento do lado DC'. Determinamos o ponto

E, intersecao da reta que passa por I’ perpendicular a DC' com o prolongamento do lado

AB. Assim, os pontos A, E, F' e D sao os vértices de um retangulo.
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Figura 44 - Retangulo dureo

A B A B‘ E A E
D M c D M C F D F
(a) Quadrado (b) Pontos E e F (c) Retangulo AEFD
ABCD

Fonte: Autor, 2018

Pelo teorema de Pitagoras

. 1\ 2 o
M32:z2+<2> :>MB:Z\§.

Como M B = MF, segue que o lado maior do retangulo tem comprimento

I
DF:DM+MF:2+1\§,

desta forma vem que

Temos, entao

3.2 Os Numeros de Fibonnaci

O matematico italiano Leonardo Fibonacci (1170 - 1250), também conhecido como
Leonardo de Pisa, tem contribuicoes diretas na literatura da razao aurea em seu livro sobre
geometria, Practica Geometriae (Préatica de Geometria). Um problema muito conhecido
que ¢é atribuido a Fibonacci é o problema dos coelhos que segue as seguintes suposicoes:

Um casal de coelhos é colocado em um cercado. O casal de coelhos s6 atinge a
maturidade sexual ap6s um més. Nao ha problemas genéticos no cruzamento consanguineo
e em todos os meses nasce um novo casal de coelhos. Quantos casais de coelhos serdao
gerados ap6s um ano?

Comecando com um casal adulto, passado o primeiro més, este gera outro casal,
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ficando dois casais, um de adulto e um de filhotes. Apds o segundo més, o primeiro
casal gera outro casal de filhotes, enquanto o primeiro casal de filhotes cresce, ficando
trés casais, dois de adultos e um de filhote. Apds o terceiro més, cada um dos dois casais
adultos gera outro casal e o casal de filhotes cresce, o que nos deixa com cinco casais, trés
de adultos e dois de filhotes. Apds o quarto més, cada um dos trés casais adultos gera um
casal e os dois casais de filhotes crescem, resultando em um total de oito casais, cinco de
adultos e trés de filhotes. Apds cinco meses, temos um casal de filhotes de cada um dos
cinco casais adultos.

O processo descrito é ilustrado na Fig. 45 em que o desenho de um coelho maior

representa um casal adulto e o menor um casal de filhotes.

Figura 45 - Casais de Coelhos

P

£

PiY ¢

PiT 7 e
7701209

P2 2800070

Fonte: Livio (2006)

Podemos listar a sucessao da quantidade de casais de coelhos adultos da seguinte
maneira: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144. Assim, teremos 233 casais de coelhos ao
fim de um ano, sendo 144 casais adultos e 89 de filhotes.

Na sequéncia numérica que representa a quantidade de casais adultos, cada termo
¢ igual a soma dos dois termos anteriores. Essa sequéncia é conhecida como sequéncia de

Fibonacci que pode ser expressa matematicamente como
F, = n—1+Fn—2; n =3, (28)

onde Fj, representa o n-ésimo numero da sequéncia e I} = 5 = 1.

A sequéncia de Fibonacci apresenta propriedades interessantes:

e Propriedade 1: Dois nimeros consecutivos da sequéncia (F,,) sdo primos entre si.
Na equagao (28) da sequéncia de Fibonacci, F,, = 1.F,_1) + Fn_9).

n

Entao, a divisao
Fln-y

tem quociente 1 e resto F(,_g).
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Fo._
Como Fi,—1) = 1.F(n_2) + Fl—3), entao “07D) tem quociente 1 e resto Fi,_3).

(n—2)
Continuando as divisoes dos niimeros consecutivos temos finalmente

E
Fy = 1.F3+ F», ou seja, F4 tem quociente 1 e resto Fj.
3

F:
F3 =2.F, 40, ou seja, Fg tem quociente 2 e resto 0.
2

Como o ultimo resto nao nulo obtido é F3, temos
de<Fn7F(n+l)) = F2 =1.

Portanto, os nimeros F{, ;1) e [}, sdo primos entre si.

Propriedade 2: A soma dos n primeiros termos Sig,) € igual a F(40) — 1.

Na sequéncia de Fibonacci podemos observar que

F1 = F3 - F2

Fy = Fy—F3

Fs = F;—F)
Foo1y = Fopy— B,

F, = Fuyo) — Fam

Somando membro a membro e cancelando os termos simétricos obtemos

Como Fy =1, vem que

S(rn) = Fngg) — L. (29)

Propriedade 3: A soma S(Fn)z dos quadrados dos n primeiros termos da sequéncia
(F,) € dada por S(Fn)z = F Finy)-

Podemos escrever da relagao da equagao (28) que

Fo1y = Fon)y — F, = F, = Foqp) — Flno).

Desta forma,



Como F; = F, = 1, podemos escrever que

) = RF

) = EF;— LF
)} = F3Fy— KF;
). = FyF5 — F3Fy

2
(F(n—1)> = Fon-nFn— Fu_2)Fn-1
(Fn)2 = FnF(n—H) - F(n—l)Fn

Somando membro a membro e cancelando os termos simétricos, teremos

S(Fn)2 - FnF(n+1) .
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(30)

Para determinar uma férmula fechada para cada termo da sequéncia de Fibonacci

(F,) é necesséario notar que escrever a férmula F,, = F,, 1 + F,,_» é o mesmo que escrever

Foio = F,11 + F),, ou seja, trata-se de uma recorréncia linear homogénea de segunda

ordem com equacgao caracteristica
r?—r—1=0.
Desta forma, o termo geral F), é da forma

Fn201XT1+CQX7”2.

Onde C; e (5 sdo constantes reais e 1 e ry raizes da equagao (31).

Resolvendo a equacao (31) temos que

1445 1—+5

" 2 2

Substituindo na equagdo (32) temos

F, = (H\/g)nq + (1 — \/5>n02.

(31)

(32)

(33)
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Com os valores de I} =1 e F5 = 1 teremos o sistema:
1 — /5
155 (5o

(15 e (555 e

1
Resolvendo o sistema, teremos que ] = — e Cy = ———.
’ V5 NG

Substituindo C e Cy na equagao (33), temos como solugao da recorréncia

el ()

A férmula da equagao (34) é conhecida como formula de Binet e fornece qualquer

termo da sequéncia (F),). Para uma boa leitura sobre recorréncias, fica a sugestao do livro
de Matemética Discreta da cole¢ito do PROFMAT (MORGADO; CARVALHO, 2015).

1 n
Percebemos que o primeiro termo entre os colchetes é " e o segundo é (—q)) , 0
que ja indica uma conexao entre a sequéncia de Fibonacci e a razao aurea.
Existem outras conexoes entre os niimeros de Fibonacci e o niimero de ouro. Ob-

serve as razoes entre alguns nimeros consecutivos da sequéncia (F,,) de Fibonacci a seguir:

8 144 610 2584 6765
-=1,6; — =1,6179...; — =1,6180...; ——= =1 oy ——— = 1,6180...
5 , 6; 29 ,6179...; 377 ,6180...; 597 ,6180...; 1181 ,6180

L da sequéncia (F,) de

Verificamos que a razao entre os nimeros consecutivos

n
Fibonacci parece se aproximar do nimero ® para valores de n cada vez maiores. Vamos

verificar isto através do seguinte teorema:

Teorema 3.2.1. Na sequéncia de Fibonacci (F,), a razio entre seus termos consecutivos
converge para o numero ® quando o valor de n cresce, ou seja

. Fn+1
lim

n—o0

= .

n

Demonstragdo. Utilizando a férmula de Binet da equacdo (34), com os termos consecuti-

vos F,, e F,,11, temos

e 05 (5]

(H\/S)"“_ (1—%)"“]' (36)

2 2
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A razao entre as equagoes (36) e (35), é

Desta forma temos

1_ 1_\/5 n+1
Fooi 1445 1++/5

F, 2 1_(1—\/5>”

1++5

g(n)
]_ _
Como —1 < V5 <1, vem que
1++5
lim L= VB lim L=W5 nH—o
Logo,
1-0
li =——=1
Jim g(n) = 1—
Portanto,
. F 1445 1++5
lim = x 1= .
Concluindo entao que
. Fn+1 o

3.2.1 Espiral de Fibonacci

Outro fato interessante entre os niimeros de Fibonacci e a razao aurea vem atra-
vés do retangulo aureo. O retangulo conhecido como retangulo de Fibonacci pode ser
construido através da justaposicdo de quadrados cujos lados tém como comprimento os

nimeros da sequéncia de Fibonacci.
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Esta construcao, ilustrada na Fig. 46, pode ser feita como se segue:
e Iniciamos com um quadrado ABC'D com o comprimento do lado igual a 1.

e Construimos outro quadrado AEF B, com lado de comprimento também igual a 1,
formando um retangulo EFC'D em que o comprimento lado maior é 2, pois é a

soma dos comprimentos dos lados dos dois quadrados iniciais.

e Construimos o quadrado H E DG com comprimento do lado igual a 2, utilizando o
lado maior do retangulo FFCD, formando um retangulo HFCG em que o com-
primento do lado maior é 3, pois é a soma dos comprimentos do lado menor do
retangulo FF'C'D com o lado do quadrado H EDG.

e Construimos o quadrado GCI.J com comprimento do lado igual a 3, utilizando o
lado maior do retangulo HFCG, formando um retangulo HFIJ em que o lado
maior é 5, pois é a soma dos comprimentos do lado menor do retangulo H F'C'G com
o lado do quadrado GC1I1J.

e Construimos o quadrado FFKLI com comprimento do lado igual a 5, utilizando
o lado maior do retangulo HF[J, formando um retangulo HK L.J em que o lado

maior é 8, pois ¢ a soma dos comprimentos do lado menor do retangulo HF'I.J com
o lado do quadrado FKLI.

Figura 46 - Retangulo de Fibonacci

E F H E F
1
A B A B 2 A B
1 1 1
D C D C G D C
H E F H E F K
1 1
A B A B
1 1
G D C G D c
5
J 3 I J 3 I L

Fonte: Autor, 2018

A construgao segue até onde se queira. Esta sequéncia encerra-se no retangulo

HKLJ com comprimento dos lados iguais a 5 e 8.
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Como os retangulos sdo construidos com uma sequéncia de quadrados que tém
os comprimentos dos lados seguindo a sequéncia de Fibonacci (Fig. 46), e como ja foi
observado que na sequéncia (F,,) a razdo entre termos consecutivos converge para ® e a
razao entre os lados de um retangulo dureo é ®, podemos entao concluir que quanto mais
se constroi quadrados para formar o retangulo, mais este retangulo se aproxima de um
retangulo aureo.

Observamos também que a soma das areas dos n quadrados é igual a area do
retangulo por eles formado, ou seja, é a interpretagdo geométrica da férmula (30) da
soma dos quadrados dos n primeiros termos da sequéncia (Fy,).

A espiral obtida através de arcos de circunferéncias cujos raios sao os lados dos
quadrados construidos pelo mesmo processo ilustrado na Fig. 46 é conhecida como espiral

de Fibonacci. Sua construgao, observada na Fig. 47, segue os processo descrito a seguir:

No quadrado ABCD, com centro no ponto A e abertura AB, trace o arco BD.

No quadrado AEF B, também com centro no ponto A e abertura AD, trace o arco
BE.

No quadrado HEDG, com centro no ponto D e abertura DE, trace o arco EG.

No quadrado GCI.J, com centro no ponto C e abertura CG, trace o arco GI.

No quadrado FKLI, com centro no ponto F e abertura F1, trace o arco IK.

Figura 47 - Espiral de Fibonacci

E F H E F
1\ 1\
A B A B 2 A B
D C D C G D C
H E F H I F K
1) 1)
2 A B 2 A B
W W
| | | CKD( |
T 3 I J 3 I L

Fonte: Autor, 2018
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A construcao de arcos de circunferéncia segue até onde se queira. Com essa sequén-
cia os arcos construidos formam a espiral e.

O comprimento de uma circunferéncia de raio R é dado por 27 R e cada arco é um
quarto de circunferéncia, pois o angulo central de cada arco é um angulo reto, entdo o

comprimento de um arco é dado por

Assim, nos quadrados ABCD e AEF B os comprimentos de cada arco de raio 1

2
sao iguais a g No quadrado HEDG o comprimento do arco de raio 2 é igual a g No
3
quadrado GCIJ o comprimento do arco de raio 3 é igual a ?ﬂ No quadrado FKLI o
5
comprimento do arco de raio 5 é igual a g

Denotando C, como o comprimento da espiral €, temos que C, é a soma dos com-

primentos dos arcos construidos, entao

7r+7r+27r+37r+57r
2 2 2 2 2

7T . A .
Colocando 5 em evidéncia

T
C€:§(1+1+2+3+5).
Observamos a soma dos niimeros n primeiros nimeros da sequéncia (F),) de Fibonacci.

Assim, da férmula (29), vem que

™

Ce= 5 (F(n+2) - 1)7

onde n é a quantidade de quadrados utilizados na construgao de e.

A espiral, nao necessariamente de Fibonacci, ¢ um simbolo que foi muito utilizado
por diversas culturas como a Hindu, Asteca, Maia, Inca. Simbolo do crescimento, expan-
sdo e energia cosmica, tem diferentes significados de acordo com cada civilizagao, mas
todos relacionados com o universo, as estrelas, evolugao e transformacao.

Na Fig. 48 observamos alguns exemplos de diferentes espirais: espiral gravada na
rocha na entrada do Chaco Canyon, Novo México, Estados Unidos; Tumba de Newgrange,
Condado de Meath, Irlanda; Complexo megalitico de Tarxien, na ilha de Malta; Urna

funeréria egipcia; Grande espiral nas linhas de Nasca, no Peru; Espiral de Hopi no Arizona,

Estados Unidos.
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Figura 48 - Espirais Antigas

(c) Complexo
de Tarxien

(a) Entrada do Chaco  (b) Tumba de
Canyon Newgrange

(e) Linhas de Nasca (f) Espiral de

(d) Urna funeraria
Hopi

Fonte: http://www.tiemposviolentos.org/simbologia_de_las_ espirales.php

Diversos exemplos de espirais que se apresentam na natureza. Alguns deles estao

ilustrados na Fig. 49, como a disposicao das sementes de girassol, a concha do caramujo,

as galaxias e a babosa (Aloe polyphylla).

Figura 49 - Espirais na Natureza

(b) Concha do  (c¢) Galéxias (d) Babosa
caramujo

(a) Semente de
girassol

Fonte: https://angelinawittmann.blogspot.com/2013/11 /retangulo-aureo-

natureza-e-arte.html

Existem muitas publicacbes afirmando que a sequéncia de Fibonacci e a razao

aurea estao presentes na natureza, em construgoes da antiguidade e em obras de artes,

como alguns casos apresentados a seguir:

e Abelhas:
Na colmeia, o zangdo (abelha macho) é chocado de ovos nao fertilizados, ou seja,

cada zangao nao tem pai mas tém um avo por parte materna. A abelha fémea
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exige ambos os pais. Assim, o niimero de abelhas por geracao segue a sequéncia de

Fibonacci, conforme observado na Fig. 50.

Figura 50 - Geragoes de abelhas

L Y1
(Male = % ; Female = $

Macho= Fémea =
Nimero de abelhas
Generavion Geracdes Number of Bees
1 1
2 1

S o
Wt }‘{
IS A &

Fonte: http://www.chabad.org.br/biblioteca

th

-]

/artigos/codigo/home.html

e Arquitetura:

Existem muitos exemplos sobre o niimero de ouro na arquitetura. O Partenon e
a Catedral de Notre Dame sao dois desses exemplos em que algumas publicagdes

afirmam que o retangulo aureo se ajusta as suas construgoes.

Figura 51 - Razdo Aurea nas Construcoes

(a) Partenon (b) Catedral de Notre Dame

Fonte: http://projetobatente.com.br/regra-aurea-na-arquitetura/

Pennick (1980) afirma que o arquiteto inglés Francis Cranmer Penrose (1817 - 1903)
mediu as dimensoes do Partenon com precisao e chegou a conclusao que as elevagoes

das fachadas do Partenon foram determinadas pela secao aurea.
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e Plantas:

O estudo e classificacao de diversas formas de disposi¢ao e organizagao das folhas em
uma planta é conhecido como filotaxia. Através de experiéncias com varias plantas
bidlogos observaram que o numero de voltas para nascer uma nova folha que se
sobrepde a primeira e o nimero de folhas nessas voltas geralmente assumem valores

como 1, 2, 3, 5, 8, 13, ..., que sao os numeros da sequéncia de Fibonacci.

Na Fig. 52 observamos que as folhas crescem de tal forma que para irmos da folha 1
até a folha 6, que se sobrepoe a folha 1, sdo dadas duas voltas em espiral. A tltima

folha do ciclo, antes de sobreposicao é a folha 5, nimero da sequéncia de Fibonacci.

Figura 52 - Folhas e Fibonacci

(a) Folhas numeradas  (b) Voltas em espiral

Fonte: http://www.republicaeditorial.com.br/?p=594

Observando as disposi¢oes das folhas de algumas espécies de arvores o estudante
de Long Island, Nova York, Aidan Dwyer, com apenas 13 anos, criou uma forma
diferente de dispor painéis solares. A estrutura tem a forma de uma arvore com os

painéis nos “galhos” ao invés de folhas (Fig. 53).

Figura 53 - Arvore Solar

Fonte: Xavier (2016)
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Segundo Xavier (2016), em suas observacoes, Aidan notou que em algumas espécies
de arvores a disposicao dos galhos segue uma regra, e esta regra é a sequéncia de
Fibonacci. O carvalho, por exemplo, apresenta a proporcao de 5 ou seja, sao

necessarios 5 galhos para que a espiral dé um ntmero exato de 2 voltas.

A invencao de Aidan gerou 20% mais eletricidade que painéis planos, pois a dis-
posicao dos galhos ajudava em uma melhor captacao da luz solar, comprovando a

eficiéncia da natureza.

e Pintura e Arte:

Muitos pesquisadores acreditam que artistas usaram a razao aurea em seus traba-
lhos. Um exemplo muito citado é a Mona Lisa de Leonardo da Vinci (Fig. 54) que,
ao construir um retangulo em torno de seu rosto, ele tera a propor¢ao do retangulo
aureo. Ao subdividir este retangulo usando a linha dos olhos para tracar uma reta

horizontal e ter de novo a razdo aurea.

Figura 54 - Monalisa

Fonte: http://blogs.odiario.com/carlossica/2011,/09/01/a-

divina-proporcao/monalisa/

e Corpo Humano:

O estudo da proporgao aurea levou o arquiteto francés Le Corbusier (1887-1965)
ao Modulor (Fig. 55), que é um sistema de medi¢ao baseado no corpo humano e
na Matematica. Ele colocou que a altura de um individuo imaginario com 1,75 cm,
depois com 1,83 cm, com um brago levantado pode ser dividida em partes em pontos
que determinam sua posi¢ao no espago: seus pés, seu umbigo, sua cabeca, as pontas

dos dedos. Esses trés intervalos fornecem uma série da se¢ao aurea.



Figura 55 - O modulor
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Para Le Corbusier essas proporgoes, diretamente relacionados ao corpo humano,

ajudariam os arquitetos a adaptar as construcoes as necessidades do homem.
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4 OBJETOS MISTICOS TRIDIMENSIONAIS

Neste capitulo, sao apresentados as defini¢oes de alguns poliedros convexos, com
enfase nas piramides e nos solidos de Platao que sao objetos tridimensionais considerados

misticos.

4.1 Poliedro Convexo

Dado um niimero k, k € N e k > 4, de poligonos planos convexos de modo que

i. dois poligonos nao estao num mesmo plano;
ii. cada lado de poligono é comum a dois e somente dois poligonos;

iii. o plano de cada poligono deixa os demais poligonos num mesmo semiespaco;

sao determinados k semiespagos cada um dos quais tem origem no plano de um poligono
e contém os restantes. A intersegao desses semiespagos é chamado poliedro convezo (Fig.
56).

Figura 56 - Poliedro Convexo

Fonte: Dolce e Pompeo (2005)

Um poliedro convexo possui: faces planas, que sdao os poligonos convexos; arestas,
intersecoes de duas faces, que sdo os lados dos poligonos e vértices, intersecoes das arestas,

que sdo os vértices dos poligonos (Fig. 57).
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Figura 57 - Faces, Arestas e Vértices

Aresta

Vértice

Fonte: Dolce e Pompeo (2005). Adaptado

4.2 Relacao de Euler

O matematico sui¢o Leonhard Euler (1707 — 1783) fez a descoberta de uma relagao
importante para se determinar do niimero de arestas, vértices e faces de qualquer poliedro

convexo. Esta relacao também é conhecida como relagdo de Euler ou teorema de Euler.

Teorema 4.2.1. Se P ¢é um poliedro convexo com F faces, A arestas e V wvértices, entao
F-A4+V =2

Uma demonstracao do teorema de Euler para poliedros convexos, adequada para
o ensino médio ¢ feita a partir da soma dos angulos internos dos poligonos que compoem
as faces do poliedro. A demonstracao tem como base a apresentada por Lima (2012).

Para isso é preciso calcular a soma dos angulos de todas as faces do poliedro

utilizando duas formas diferentes e comparar esses resultados no final.

Demonstrag¢iao. Um poliedro convexo pode ser formado por poligonos convexos diferentes,
possuindo diferentes quantidades de arestas. Adotando F' como a quantidade de faces do
poliedro, numerando as faces de 1 a F' e sendo n; o nimero de arestas em cada face 1,
comi € {1,2,---, F}. Para contar todas as arestas das faces do poliedro podemos somar
a quantidade de arestas de cada face do seguinte modo: ny + ng + - -+ + ng. Por outro
lado, esta soma é o dobro do niimero de arestas do poliedro, ja que cada uma é comum a

exatamente duas de suas faces, temos

Da mesma forma, adotando V' como a quantidade de vértices do poliedro e nume-
rando os vértices de 1 a V', sendo m; o nimero de arestas que concorrem em cada vértice

j,com j € {1,2,--- , V}. Para contar todas as arestas que concorrem em cada vértice do
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poliedro podemos somar as arestas do seguinte modo: m;+ms+---+my, . Por outro lado,

esta soma ¢é o dobro do nimero de arestas do poliedro, ja que cada aresta estd associada

a exatamente dois vértices, temos
2A =mq +mg + ... + my. (38)

Como exemplo, observe que na Fig. 58 temos que duas faces hexagonais e seis

faces quadrangulares, entao

2A=2x6+6x4= A=18.
Também observamos doze vértices e em cada vértice concorrem 3 arestas, entao

2A=3x12= A=18.

Figura 58 - Prisma hexagonal
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Fonte: Autor, 2018

Em um primeiro momento, do fato das faces de um poliedro convexo serem po-
ligonos convexos e a soma dos angulos internos de um poligono convexo de n lados ser

(n —2) x 180°, temos que a soma S dos angulos internos de todas as faces é

S = (n1 — 2) x 180° + (n2 — 2) x 180° + ...+ (nF — 2) x 180°

S = np x180° =2 x 180° 4+ ny x 180° — 2 x 180° + ... + np x 180° — 2 x 180°
S

= (mi+ne+..+np)x180° = (2+2+...+2) x 180°.
2A F’UEZES

(n14+n2+ ... +np) x180° — (2+ 2 + ... + 2) x180°
2A x 180° — 2F x 180°
S = 360°x (A—F).

»n O
[

(39)
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Em um segundo momento, escolhemos um poliedro convexo P, um plano H e uma
reta r perpendicular ao plano H que nao intersecte o poliedro P e nem seja paralela a

nenhuma das faces de P (veja a Fig. 59).

Figura 59 - Reta r, Plano H e Poliedro P

90°C]

Fonte: Autor, 2018

O plano H sera chamado de plano horizontal e as retas paralelas a r serao chamadas
de retas verticais. O plano H divide o espago em dois semi-espacos, um dos quais contém
o poliedro. Este serd chamado de semi-espago superior e diremos que seus pontos estao
acima de H. Na Fig. 60 observamos as proje¢oes dos vértices e das arestas do poliedro

P no plano H.

Figura 60 - Projecao do poliedro no plano H

Fonte: Autor, 2018

Tracando retas paralelas a r, logo perpendiculares a H, as intersecoes dessas retas
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com o poliedro s6 podem ser 1 ou 2 pontos, do fato do poliedro ser convexo. Olhando
apenas as retas que intersectam o poliedro, a intersecao dessas retas com o plano H
formam um poligono convexo.

Para melhor ilustrar o nosso raciocinio, imagine o sol brilhando em seu ponto
mais alto no semi-espaco superior sobre o poliedro P de modo que seus raios sejam
retas verticais. Cada ponto X do semi-espaco superior corresponde um ponto X' em
H, chamado sombra de X. A sombra de qualquer conjunto C', contido no semi-espaco
superior, é por defini¢ao, o conjunto C’, contido em H, formado pelas sombras dos pontos
de C.

Assim considerando a sombra P’ do poliedro P. A sombra P’ tem como contorno
um poligono convexo K’ (Fig. 61), que é sombra de uma poligonal fechada K formada por
arestas de P. Como os raios nao sao paralelos a nenhuma face e P é convexo, entdo cada
ponto de K’ é sombra de um tnico ponto de P. A poligonal K é chamada de contorno

aparente do poliedro P. Cada ponto interior de P’ é sombra de exatamente dois pontos
de P.

Figura 61 - Poligono Convexo K’

Fonte: Autor, 2018

Dados dois pontos de P que tém a mesma sombra, ao mais distante de H chama-
remos de ponto iluminado e o menos distante de H sera chamado de ponto sombrio. A
soma dos angulos internos de uma face de P é a mesma soma dos angulos internos da
sombra dessa face, pois como a face nao é paralela aos raios, ou seja, a r, a sombra serd
um poligono convexo com o mesmo nimero de arestas da face.

Sejam V; o nimero de vértices iluminados, V5 o niimero de vértices sombrios e Vj
o numero de vértices do contorno aparente K. Entdo V = V5 + Vi + V5. Note ainda que

Vo é o nimero de vértices da poligonal K, contorno de P,
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Considere entao a sombra das faces iluminadas. A sombra das faces iluminadas é
um poligono convexo com Vj vértices em seu contorno e com isso temos que a soma dos
dngulos internos desse poligono é (V5 — 2) x 180°. Temos ainda que o poligono tem V;
pontos interiores que sao sombras dos vértices iluminados de P. Como em torno de cada
um desses pontos interiores forma-se um angulo de 360°, temos que a soma de todos os
angulos dessa figura é S = 360° x Vi + (Vo — 2) x 180° (ver Fig. 62).

Figura 62 - Angulos dos Vértices

90°

Fonte: Autor, 2018

Agora, olhando a sombra das faces sombrias temos, usando o mesmo argumento
anterior, que a soma de todos os angulos dessa figura é Sy = 360° x V5 + (Vy — 2) x 180°.

Somando S; com S5 temos a soma S dos angulos do poliedro P. Assim,
= 360° x V] 4+ (Vo —2) x 180° 4+ 360° x V5 + (Vo — 2) x 180°
= 360° x (Vi +V3) 4+ 360° x (Vo — 2)
360° x (Vo + V1 + V5 —2)
= 360° x (V—2) (40)

n »n »n W
I

Da equagao (39) temos que S = 360° x (A — F') e igualando a equagao (40), temos
360°x (V—-2)=360°x (A—F)—=V—-2=A-F
Portanto, para todo poliedro convexo vale a relacao

F-A4+V =2



75
4.3 Poliedros de Platao

Segundo Boyer (1974), talvez o filésofo e matematico grego Platao (427 a.C. - 347
a.C.) tenha tido conhecimento dos poliedros regulares em um encontro com o também
filosofo e matematico grego Arquitas (428 a.C. - 347 a.C.). Ha relatos que o amigo de
Platao, o matemaético grego Teaetetus (417 a.C. - 369 a.C.) foi o primeiro a escrever sobre
eles.

Os poliedros de Platao, solidos de Platdo ou sélidos platonicos sao poliedros conve-
xos regulares, ou seja, em cada um desses poliedros as faces sao poligonos regulares, pois
possuem arestas com mesmo comprimento e angulos internos congruentes. Na Fig. 63
podemos observar o tetraedro, que possui quatro faces triangulares; o hexaedro ou cubo
com seis faces quadradas; o octaedro com oito faces triangulares; o dodecaedro com doze

faces pentagonais; e o icosaedro com vinte faces triangulares.

Figura 63 - Poliedros de Platao

} PO

) Tetraedro ) Hexaedro (¢) Octaedro (d) Dodecaedro  (e) Icosaedro

Fonte: Livio (2006)

4.3.1 Poliedros de Platao e relagdo de Euler

Podemos verificar que s6 existem cinco desses poliedros utilizando a relacao de

Euler, como na demonstragao do teorema a seguir.
Teorema 4.3.1. Existem apenas cinco poliedros regqulares convexos.

Demonstragcio. Dado um poliedro convexo regular P, sendo V, A e I’ as quantidades
de vértices, arestas e faces, respectivamente. Como P é regular todas as suas faces sao
congruentes possuindo o mesmo nimero n de arestas, entdao a soma do nimero de ares-

tas de cada um dos poligonos que formam as faces de um poliedro regular convexo é

F’Uezes

n+n+---+n =nkF. Do mesmo modo, em cada vértice concorrem o mesmo numero

m de arestas, entao a soma do numero de arestas que concorrem em cada vértice de um

Vvezes

poliedro regular convexo é m+m +---+m =mV.
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Como ja observado nas equagoes (37) e (38), temos nF' = 2A = mV. Assim,

2A—nF:>A—n2F (41)

e também,
F
nF=mV =V ="", (42)
m

Da Relacao de Euler, temos V - A + F = 2. Substituindo os valores de A e V

encontrados nas equagoes (41) e (42), temos

F F
L_%+F:2:>2nF—mnF+2mF:4m.
m

Logo,

4dm

F (43)

T O —mn+2m’

Como F' > 0, vem que

2
2n—mn+2m>0:>2n>mn—2m:>7n2>m.

Sendo m o nimero de arestas que concorrem em cada vértice, entao m > 3,

2

n >m >3 = n >3 = 2n > 3n — 6.
n—2 n—2

Portanto,

n < 6.

Como n é o nimero de arestas de uma face, temos n > 3 e assim 3 < n < 6. Deste
modo, temos trés possibilidades para n: n =3, n =4 oun = 5.
Lembrando que m > 3 e I > 0 e substituindo os valores de n na equagao (43),

temos
e Para n = 3 (Faces triangulares)

4m 4dm

F

:6—3m—|—2m_6—m‘

Temos trés possibilidade de m = 3, m = 4 ou m = 5, assim:

— Param =3
12
S =

Um poliedro regular com quatro faces triangulares, o tetraedro regular.

4.
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— Param =4
16

8.
2

Um poliedro regular com oito faces triangulares, o octaedro regular.

— Param =25
20_20
T =20

Um poliedro regular com vinte faces triangulares, o icosaedro.

e Para n =4 (Faces quadradas)

g _2m
4—m

Temos somente a possibilidade de m = 3, assim F' = 6.

Um poliedro regular com seis faces quadradas, o cubo.

e Para n =5 (Faces pentagonais)

4dm

F=——".
10 — 3m

Temos somente a possibilidade de m = 3, assim F' = 12.

Um poliedro regular com doze faces pentagonais, o dodecaedro.

Esgotadas as possibilidades concluimos que s6 existem cinco poliedros convexos

regulares, ou seja, cinco poliedros de Platao.

]

O livro XIII de Elementos de Euclides afirma que trés dos cinco sélidos eram
devidos aos pitagéricos e foi através de Teaetetus que o octaedro e o icosaedro se tornaram
conhecidos. Esses cinco solidos geométricos sao conhecidos como solidos platonicos devido
ao fato de Platao ter construido teorias a respeito da origem do universo e ter associado
a eles elementos fundamentais da natureza.

Na tabela 3, temos a relagdo de Euler nos poliedros de Platao.

Tabela 3 - Relacao de Euler nos Poliedros de Platao

| Poliedro | F]A[V]|[F-A+V]
Tetraedro 4 6 4
Hexaedro 6 | 12 | 8
Octaedro 8 |12 | 6

Dodecaedro | 12 | 30 | 20
Icosaedro 20 | 30 | 12

Fonte: Autor, 2018

D[N NN N
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4.3.2 Poliedros de Platdao e misticismo

Platao apresentou, em seu Timeu

10 uma descricdo dos cinco poliedros regulares e

os associou misticamente da seguinte forma: Hexaedro (terra), tetraedro (fogo), dodeca-

edro (universo), icosaedro (dgua) e octaedro (ar), como ilustrado na Fig. 64.

Figura 64 - Poliedros e Misticismo

(a) Hexaedro (b) Tetraedro (c¢) Dodecaedro  (d) Icosaedro
(terra) (fogo) (universo) (Adgua)

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43/sol_plat.htm

(e) Octae(iro
(ar)

Johannes Kepler (1571 - 1630), mestre da astronomia, matematico e nu-
merologista, deu uma explicacdo engenhosa para as associagoes de Ti-
meu. Intuitivamente ele assumiu que, desses solidos, o tetraedro abarca
o menor volume para sua superficie, ao passo que o icosaedro o maior.
Agora, essas relacoes volume-superficie sdo qualidades de secura e umi-
dade, respectivamente, e como o fogo é o mais seco dos quatro “elemen-
tos” e a d4gua o mais tmido, o tetraedro deve representar o fogo e o
icosaedro a agua. Associa-se o cubo com a terra porque o cubo, assen-
tando quadradamente sobre uma de suas faces, tem a maior estabilidade.
O octaedro, seguro frouxamente por dois de seus vértices opostos, en-
tre o indicador e o polegar, facilmente rodopia, tendo a instabilidade
do ar. Finalmente, associa-se o dodecaedro com o Universo porque o
dodecaedro tem 12 faces e o zodiaco tem 12 se¢des. (EVES, 2011, p.
114)

A versao de Kepler para o sistema solar consistia em solidos platonicos uns dentro

dos outros, relacionando os raios das esferas concéntricas que intervinham com as orbitas
dos planetas (LAWLOR, 1996, p. 106), .

Kepler estabeleceu um modelo para o sistema solar colocando os cinco sélidos

platonicos um dentro do outro, separados por uma série de esferas inscritas (Fig. 65),

mas acabou abandonando seu modelo, pois era a tentativa de ligar as razoes entre os

raios das orbitas dos planetas com as razoes entre os raios das esferas que circunscrevem

os poliedros de Platao e apds a descoberta de outros planetas, como Urano, Netuno e

10 Um longo mondlogo do personagem do titulo. Apresenta a especulacido sobre a natureza do mundo

fisico e os seres humanos.
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Plutao, nao existiam outros solidos de Platdao para relacionar com os novos planetas,

além disso, observou-se que as 6rbitas dos planetas nao sdo circulos, mas elipses.

Figura 65 - Sistema Solar Segundo Kepler
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Fonte: Lawlor (1996)

Ainda de acordo com Lawlor (1996), hé evidéncias de que os cinco s6lidos platonicos
eram conhecidos e utilizados muito antes da época de Platdao. Uma prova apresentada
sdo as pedras esféricas conservadas no Ashmolean Museum de Oxford, na Inglaterra,
talhadas na forma geométrica de cubo, tetraedro, octaedro, icosaedro e dodecaedro (Fig.
66), conhecidos pelos povos neoliticos da Gra-Bretanha pelo menos 1000 anos antes de
Platao.

Figura 66 - Pedras Esféricas

Fonte: Lawlor (1996)

Os solidos de Platao podem ser observados em outros simbolos da geometria sa-
grada que sao obtidos a partir da flor da vida: o fruto da vida e o cubo de metatron.

O padrao da flor da vida é composto de 19 circulos de mesmo raio, em toda a
volta da borda a flor da vida apresenta circulos incompletos, ver Fig. 24. Como podemos
observar na Fig. 67, continuando a acrescentar circulos além do padrao original, dentro
do grande circulo que circunscreve todo o sistema, os primeiros circulos completos fora do

perimetro da flor da vida formam, com outros circulos do interior, um novo padrao com
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treze circulos. Quando esse padrao de treze circulos é extraido da flor da vida temos como
resultado o fruto da vida. Temos também um exemplo do fruto da vida tridimensional
apresentado por Melchizedek (2009).

Figura 67 - O Fruto da Vida

(a) Padrao com 13 circulos (b) Fruto da vida (c) Fruto da vida 3D

Fonte: Melchizedek (2009)

No fruto da vida, ao ligar todos os centros dos circulos (ou esferas) com linhas

retas, obtemos um padrao conhecido como cubo de Metatron (Fig. 68).

Figura 68 - O Cubo de Metatron

Fonte: Melchizedek (2009)

Segundo Melchizedek (2009), o cubo de Metatron nao é apenas geometria, ele
afirma que Platao percebeu que era o mapa vivo de toda criagdo de nossa realidade.

Os cinco soélidos platonicos estdo, todos de uma s6 vez, nas linhas do cubo de
Metatron. Apagando algumas linhas e mantendo outras eles podem ser observados sepa-

radamente como na Fig. 69.



81

Figura 69 - O Fruto da Vida e os Poliedros de Platao

(a) Hexaedro (b) Estrela (¢) Octaedro (d) Icosaedro (e) Dodecae-
tetraédrica dro

Fonte: Melchizedek (2009)

4.4 Piramides

Piramide é um poliedro que definiremos seguindo a descri¢ao de Neto (2013).

Definicao 4.4.1. Dados um poligono convero A1AsAs ... A, e um ponto V nao perten-
cente ao plano de A1AxAs ... A,, uma piramide de vértice V e base A1AsAs... A, € o
poliedro delimitado por A1 AsAs ... A, e pelos triangulos AV A; A1, para 1 < i <mn, com
a convengao de que A, = Ay (Fig. 70).

Figura 70 - Pirdmide de vértice V'
e base A1AxAs3... A,

V

Fonte: Autor, 2018
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As piramides sao nomeadas de acordo com o poligono que forma sua base, isto é, se
a base é um triangulo é chamada de piramide triangular, se ¢ um quadrilatero, piramide
quadrangular, se ¢ um pentagono, piramide pentagonal e assim por diante.

Temos ainda para 1 < ¢ < n, que os segmentos V A; sdo as arestas laterais, os
segmentos A;A; 11 sdo as arestas da base e os tridngulos AV A;A; 11 s@o as faces laterais
da piramide. Se O é o pé da perpendicular baixada do vértice V ao plano da base
A1AsA3 ... A, de uma piramide, dizemos que o segmento VO ¢é a altura da piramide.

Uma pirdmide é dita regular reta, se sua base A; A3 As . .. A, for um poligono regular
de centro O. Nesse caso as faces laterais sao tridngulos isésceles congruentes. Na pirdmide
regular, o apotema da piramide ¢ a distancia do vértice V' a aresta da base da piramide e o
apotema da base é a distancia da projecao do vértice V' sobre o plano da base da pirdmide
a um dos lados do poligono regular que forma esta base.

A Fig. 71 ilustra o exemplo de uma piramide regular, sua altura e os apotemas da

piramide e da base.

Figura 71 - Piramide Regular

Fonte: Autor, 2018

O volume Vyjramide € @ area da superficie Spiramide de uma piramide sao dados por

Sth
3

‘/pirémide = u.v.

Spirémide = (Sl + Sb) u.a.

Sendo h a altura da piramide, S; a area da sua lateral e Sy a area de sua base.
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Tabela 4 - Relagdo de Euler em Algumas Piramides

| Base da piramide | F | A [V][F-A+V

Tridngular 416 | 4 2
Quadrada 51 8 |5 2
Pentagonal 6 |10 ]| 6 2
Hexagonal 71217 2

Fonte: Autor, 2018

4.4.1 Construgoes antigas em forma de piramides

Existem estruturas monumentais construidas de pedra em forma de piramides que
normalmente tém uma base quadrangular e sao tao grandes que algumas pessoas nao
acreditam que foram feitas pelo homem, pois nao havia os recursos como os que temos
hoje na época de suas construgoes.

Sao construgoes colossais e enigmaticas envolvidas em muito misticismo e espe-
culagoes sobre como foram construidas. Ha relatos de haver entre 118 e 138 pirdmides
egipcias e que a maioria foi construida como timulos para os faraés.

Um fato muito curioso a respeito das construgoes das pirdmides é ser possivel
encontrar esses monumentos em diversas partes do mundo. Marcando pontos no mapa
para representar os locais onde podemos encontrar piramides (Fig. 72), percebemos que

se forma uma espécie de cinto de piramides centralizado no mapa.

Figura 72 - Cinto de Pirdmides no Mundo
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Fonte: http://www.otherkin-hispano.org/t5513-

piramides-alrededor-del-mundo

Algumas dessas piramides estao ilustradas na Fig. 73.

e A pirdmide de Quéops, também conhecida como a grande piramide, esta localizada
em Gizé, no Egito. Possui base quadrada com 230,4 metros de comprimento e 146,6
metros de altura, sendo a maior piramide do mundo e a mais famosa. Foi construida
em torno de 2 570 a.C. e 1 300 a.C..
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e A pirdmide de Caio Céstio localizada em Roma, na Itélia. E considerada uma das
estruturas antigas mais bem preservadas em Roma. Foi construida em torno de 18
a.C. e 12 a.C. com o objetivo de servir de timulo para Caio Cestius. A piramide

tem base quadrada de 29,5 metros de largura e atinge uma altura de 37 metros.

e A piramide de Kukulcan localizada na antiga cidade de Chichen Itza, no México.
Também conhecida como Templo de Kukulcan, foi construida entre os anos de
1100 e 1200. Tem 30 metros de altura e sua base quadrada tem 55,3 metros de

comprimento.

e A grande piramide Branca, localizada na provincia de Qinghai na China. Pouco
se sabe com exatidao sobre esta piramide, arquedlogos sugerem que ela tenha 220

metros de altura e com base retangular com 400 e 450 metros de cada lado.

Figura 73 - Pirdmides pelo Mundo

(a) Pirdmide de Quéops (b) Pirdmide de Cestius

-———— - - —

~ -

(c) Pirdmide de Kukulcén (d) A grande pirdmide Branca

Fonte: http://www.ensinarhistoriajoelza.com.br/falando-em-piramides/

4.4.2 Curiosidades matematicas na piramide de Quéops

Além do misticismo envolvendo as construcoes das pirdmides, outros fatores tam-
bém intrigam alguns estudiosos da geometria sagrada.

Veremos que alguns célculos mateméaticos sao interessantes quando se utiliza as
medidas de 230,4 metros para o comprimento do lado da base e 146,6 metros para a

altura da grande piramide.
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A massa da grande piramide é estimada em 5,9 milhoes de toneladas.

O volume de uma piramide de altura h e area da base A, é dado por

Ay X h
‘/pirémide - ° 3

Logo, o volume Vius0ps da piramide de Quéops pode ser calculado da seguinte

forma: 930.4 x 230.4 x 146. 6
Voutops = 2" T X 2200 & 9504045 m?

Com essa estimativa, para construir a piramide em 20 anos seria necessario instalar
aproximadamente 800 toneladas de pedra todos os dias.

Muitas curiosidades envolvem as dimensoes da grande piramide. Utilizando a
Fig. 74 para representar essas dimensoes, pelo teorema de Pitdgoras encontramos o

comprimento do apotema V H' da pirdmide, em cédlculos de valores aproximados temos:

VH’ = HH’ + VH = 115,22 + 146,62 = 13271, 0 + 21491, 6 & 34762, 6

VH =~ \/34762,6 =~ 186,4 m

Figura 74 - Medidas da Piramide de Quéops

ol .

1;‘,s‘l--...:....

L
115,2

Fonte: Autor, 2018

Note que na Fig. 74 as medidas do triangulo AV H'H sao 186,4 m, 1152 m e
146,6 m. Dividindo todas as medidas pela medida do ap6tema da base temos, em valores

aproximados:

186, 4 14
56, =2 1,618 ¢m e 6,6

1,272
115,2 1152 2T yom

Esses célculos permitem observar que a grande piramide tem uma relagao com o
nimero de ouro (®). O tridngulo formado por seu apétema, sua altura e o apdtema da

base tem seus lados proporcionais aos lados do tridangulo da Fig. 75.
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Figura 75 - Tridngulo de Lados 1, /¢ e ¢

B

Fonte: Autor, 2018

O primeiro a apresentar o triangulo caracterizado pela relagao entre lados igual a
proporgao aurea foi o matematico e astronomo alemao Johannes Kepler (1571-1630), por
esse motivo o tridngulo ficou conhecido como triangulo de Kepler.

O triangulo de Kepler relaciona dois conceitos matematicos importantes, o teorema
de Pitagoras e a razao aurea. Kepler considerava esses conceitos como os dois grandes
tesouros da geometria.

Outro fato interessante sobre a grande piramide é a quadratura da circunferéncia,
pois admitindo-se uma circunferéncia com raio de mesmo comprimento da altura da pi-
rdmide e um quadrado de lado com mesmo comprimento de sua base (Fig. 76), temos

que:

Figura 76 - Grande Pirdmide e Quadratura da

Circunferéncia
rd
2N
—
/ S
A Y
y I N
4 1 \
/' b
s 52, N
, 1£3146,6 ~
/, 1 ‘\
b e e I P,

Fonte: Autor, 2018
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O perimetro da circunferéncia sera

2 x 7 x 146,6 = 921,1 m

O perimetro do quadrado sera

4x230,4=921,6 m

Ou seja, o perimetro do quadrado é muito préximo do perimetro da circunferéncia,
fazendo referéncia a quadratura do circulo pelos perimetros.

Curiosa também ¢é a proporcao encontrada entre a grande piramide e a relagao
entre os raios da Terra e da Lua. Na Fig. 77, observamos duas circunferéncias, a maior
simboliza a Terra, cujo raio ¢ de aproximadamente 6371 km, e a menor simboliza a Lua
com raio aproximado de 1737 km e um tridngulo AAOB, reto em O, com o cateto OA

de medida igual ao raio da Terra e o outro cateto OB igual a soma dos raios da Terra e

da Lua.

Figura 77 - Relagao entre a Grande Piramide,

a Terra e a Lua

Fonte: Autor, 2018

Dividindo os valores dos catetos do tridngulo AOAB por 6371 km, teremos:

8108 6371
— =1,272= — =
, 27 o km e Vel

1
6371 fm

Logo, pelo teorema de Pitagoras, vem que o triangulo AOAB, tem lados propor-

cionais ao triangulo de Kepler, e com isso podemos concluir que também ha uma relacao
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com as dimensoes do comprimento e da altura da grande piramide.
Ha ainda uma teoria de que existe uma correlacao entre a localizacao das trés
maiores piramides de Gizé e as trés estrelas centrais da constelacao de Orion, e que esta

correlacao foi intencional pelos construtores das piramides.

Figura 78 - Posicdo das Pirdmides de Gizé e da Constelagdo de Orion

(a) PirAmides de Gizé (b) Constelacao de Orion

Fonte: https://piramidalcwb.files.wordpress.com/2012/08 /orion-e-egito.jpg
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5 SUGESTOES DE ATIVIDADES PARA O ENSINO MEDIO

Este capitulo é dedicado a algumas sugestoes de atividades para alunos do Ensino
Médio que podem ser exploradas com a utilizagao dos diversos contetidos relacionados a
geometria e a Histéria da Matematica apresentados no desenvolvimento deste trabalho. As
atividades estao organizadas por segoes seguindo a orientacao dos capitulos do trabalho.

Fica a sugestao de uma pesquisa sobre os sangaku (Fig. 79), tdbuas de madeiras
contendo problemas matematicos colocadas nos templos e santuarios japoneses durante
o periodo do Edo Bakufu ou idade de paz ininterrupta (1603 - 1868), época onde houve
um forte isolamento politico-econdémico. Neles sao encontrados problemas de geometria
euclidiana, e a grande maioria deles ndo possui um alto grau de dificuldade podendo ser
resolvido por alunos do ensino basico utilizando conceitos ja conhecidos tais como: o

teorema de Pitagoras e semelhanca de triangulos.

Figura 79 - Exemplo de um Sangaku

Fonte: https://br.pinterest.com/pin/572731277597378345/

Para conhecer um pouco mais sobre os sangaku, que também é conhecido como a
Geometria Sagrada do Japdo, é sugerida a leitura dos artigos escritos por Pinto (2011).

Uma estratégia para exercicios que envolvam construgoes geométricas com régua e
compasso ¢é a utilizagao de papel quadriculado (exceto nas aulas de desenho geométrico).
Com este material o aluno pode construir as figuras geométricas necessarias mesmo sem ter
uma noc¢ao mais precisa do passo a passo das construgoes geométricas, assim o professor

otimiza o tempo e promove uma aprendizagem ativa.



90

5.1 Atividades Referentes ao Primeiro Capitulo

Nesta secao apresentamos atividades em que o professor pode explorar conceitos
matematicos sobre circulo e circunferéncia, o numero 7, as férmulas da area do circulo e
do comprimento da circunferéncia, entre outros. A primeira atividade é um exemplo de

sangaku apresentado por Pinto (2011).
Atividade 1. Na Fig. 80 temos um quadrado maior ABCD, um quadrado menor EFGH

e cinco circulos de mesmo raio R. Considerando o circulo central inscrito no quadrado
menor e cada um dos outros quatro circulos, tangentes, externamente, aos lados do qua-
drado menor e tangentes, internamente, aos lados do quadrado maior, calcule o raio dos

circulos em fungdo do lado do quadrado ABCD.

Figura 80 - Iustracao da Atividade 1

D C

A B
Fonte: Autor, 2018

Resposta da atividade 1
Seja R o raio do circulo e BF = a, AF = b e AB = c as medidas dos lados
do tridngulo AABF e considerando os pontos M, N e P nos lados do triangulo AABF
tangentes as circunferéncias (Fig. 81), tal que BM = BN = x e AM = AP = y, podemos
escrever os lados do triangulo como: a =z + R, b = y+ R e ¢ = = + y, reorganizando
temos que:
r=a—R, y=0—R

Desta forma,

b_
c:a—r+b—R:>c:a+b—2R:>R:a+26 (44)

Por outro lado, como AF = AE + EP+PF =b, EP = PF = Re AFE = BF =a,

temos que b = a + 2R, entao

(45)
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Figura 81 - Ilustragao da Resposta da
Atividade 1

D C
G
H
F
P
N
E R R
R
A . B
M

Fonte: Autor, 2018

Das equagoes (44) e (45), concluimos que

a+b—c_b—a
2 2

ziazg (46)

Aplicando o teorema de Pitdgoras temos que ¢ = a?+b?, substituindo a pelo valor

c
encontrado na equacio (46) obtemos a equagio ¢* = T + b% cuja solucao positiva é

b= — 47
: (47)

Utilizando o resultado encontrado na equacao (45) e efetuando sucessivamente as

e 3 c
substituicoes b= —— e a = 37 temos
3¢ ¢
o 9 3—1
R=—2 2=¢R=¢; c.

Atividade 2. Construa uma circunferéncia de raio R e um quadrado inscrito nesta cir-
cunferéncia. Em sequida construa um poligono de oito lados inscrito nesta circunferéncia
de modo que seus vértices sejam os pontos médios dos arcos formados pelos vértices do
quadrado. Construa um poligono de 16 lados da mesma forma e responda:

Continuando a construir poligonos da mesma forma como citada, qual é a relagdo
entre o perimetro do poligono construido com um numero de lados muito grande e o

perimetro da circunferéncia?
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Resposta da atividade 2

Figura 82 - Tlustragdo da Resposta da
Atividade 2

N

Fonte: Autor, 2018

Esperamos que o aluno, além de compreender o conceito de poligonos regulares
inscritos, também compreenda que quanto maior o nimero de lados do poligono seu
perimetro serd proximo ao perimetro (comprimento) da circunferéncia. O professor pode

aproveitar para dar uma nocao superficial de limite.

Atividade 3. Seguindo os conceitos vistos na atividade 2, como todo poligono inscrito
pode ser decomposto em triangulos, denotando por 2" e l, o niumero de lados e o lado do

poligono formado, respectivamente, utilizando a Fig. 83 como auxilio:

Figura 83 - Ilustracao da Atividade 3

Fonte: Autor, 2018
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a) Calcule a razdo entre o comprimento da circunferéncia (C') e o dobro de seu raio
(2R).

b) Observando que a altura h, do triangulo se aproxima do comprimento do raio R
quando n € muito grande, calcule a razdo entre a drea do circulo (Sc) e o quadrado

de seu raio (R?).
c) Com o auxilio de uma calculadora complete a tabela 5 para os valores n dados,

C
determinand [ de —.
eterminando os valores de o

Tabela 5 - Tabela da Atividade 3¢

1 o
n 2m ;{-2”8677,( SS )

10

20

30

Fonte: Autor, 2018

d) O que podemos concluir com os valores encontrados apds preencher a tabela 5%

Resposta da atividade 3a
Como [,, e 2™ representam o lado e a quantidade de lados, respectivamente, do

poligono inscrito. Utilizando seno, temos que:

L,

180° 9 180°
sen( om )—R:ln—2R36n< om )

Sendo 2"[,, o perimetro do poligono regular inscrito, observamos que quanto maior
o nimero de lados do poligono, mais este perimetro se aproxima do comprimento da

circunferéncia, como:

2", = 2"2Rsen <180 )

2n

Logo,

180° C
C Rsen ( ) - °T

1 (o)
o 2”3677,( 80 )

2n
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Resposta da atividade 3b

A érea S, do poligono regular inscrito é igual a soma das areas dos 2" triangulos

de base [,, e altura h,,, assim:

A érea S, do poligono regular inscrito se aproxima da éarea S. do circulo e a

altura dos triangulos h,, se aproxima de R quando n é muito grande, além disso, 2", =

o

1
2"2Rsen( Sg ) Logo,

180°
2™2 Rsen ( 7(3 > R 180°
Sp = 5 2 =S, = S. = 2"R%sen ( o )

Se _ nyy (180°
oo ()

Resposta da atividade 3c

C o}
Como SR = 2"sen < om >, completando a tabela temos:

Tabela 6 - Tabela da Resposta da Atividade 3c

C 180°
n 2™ R = 2"sen ( on )
2 2,82842...
3 8 3,06146...
4 16 3,12144...
8 256 3,14151...
9 512 3,14157...
10 1024 3,14158...
20 1048576 3,14159...
30 | 1073741824 3,14159...

Fonte: Autor, 2018
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Resposta da atividade 3d

Esperamos que o aluno perceba que a razdo entre o comprimento de uma cir-
cunferéncia e seu didmetro é aproximadamente 3,14159. Com esse conceito construido e
aproveitando as razdes encontradas nos itens (a) e (b), o professor falar do niimero 7 e

das férmulas da area do circulo S¢ = 7R? e do comprimento da circunferéncia C' = 27 R.

Atividade 4. Para o desenho do item (a), considere cada lado do quadradinho da malha

como 0,5 unidades.

a) Em um papel quadriculado, desenhe um quadrado de lado 8 unidades e suas dia-
gonais. Com centro na intersegao das diagonais desenhe um circulo de diametro 9

unidades.
b) Calcule a drea do quadrado e a drea do circulo (considere m = 3,1415).

c) E possivel desenhar um quadrado de lado | e um circulo de raio R com dreas exata-

mente iquais utilizando régua e compasso? Por qué?

Resposta da atividade 4a

Figura 84 - Ilustragdo da Resposta da Atividade 4a

Fonte: Autor, 2018

Resposta da atividade 4b
Area do quadrado:

Sg =8 x 8 =64 u.a.

Area do circulo:

Sc =7 x4,52263,6
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Resposta da atividade 4c

Como a area do quadrado é expressa por [? e a do circulo por mR?, devemos obter
[ de modo que | = R/, ou seja, devemos construir um segmento de comprimento Ry/7.
Aqui o professor pode inserir o problema da quadratura do circulo e mostrar que nao é
possivel construir exatamente um segmento de comprimento R+/7, logo nao é possivel se

obter areas de circulo e de quadrado exatamente iguais utilizando régua e compasso.

5.2 Atividades Referentes ao Segundo Capitulo

Nesta secao o professor pode explorar os conceitos de area e perimetro de varias

figuras planas, além das pesquisas sobre alguns simbolos misticos.

Atividade 5. Em uma folha de papel quadriculada, desenhe um circulo de raio 1 uni-
dade. FEscolhendo o centro de um outro circulo sobre a circunferéncia do primeiro circulo,
desenhe outro circulo com raio de mesmo comprimento. Pinte a regigo V que é formada
pela intersecao dos dois circulos.

Obs.: Utilize cada lado do quadradinho da malha como 0,1 unidade.

Apds a construgdo, resolva as sequintes questoes:

a) Calcule a drea da regido V.

b) Calcule o perimetro da regiao V.

Figura 85 - Ilustracdo da Atividade 5

Fonte: Autor, 2018

Resposta da atividade 5a
O tridngulo equilatero AABC de lado R e o segmento circular definido por BC

formam um setor circular ABC' com angulo central A = 60° (Fig. 86).
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Figura 86 - Ilustracdo da Resposta da Atividade 5a

-3 I
=7 b e
e
2
s P
=

Fonte: Autor, 2018

A regiao V' é formada por dois triangulos equildteros congruentes e quatro segmen-
tos circulares também congruentes.
A area S,e .ir. do setor circular ABC' é dada por:

1
Sset.cir, = 67TR2 u.a.

A area Sy.an. do tridngulo AABC é:

3
Stm'én. = £R2 u.a.

4

A area Sgeg.cir. do segmento circular definido por BC' ¢é a diferenca entre Sy cir. €

Stm'émg.:

1 3
Sseg.cir. = *WRQ - £R2 u.a.

6 4

Somando as areas dos dois triangulos equilateros e dos quatro segmentos circulares,
obtemos a area da regiao V' dada por:

V3 V3 R2> R?

1
SV == 27R2 + 4 (67TR2 - T = F(Z‘Lﬂ— — 3\/§) u.a.

Como os circulos tém raio 1 unidade, temos que a area da regiao V serd

A — 3/3
= —1u

Sy 5

.a.
Resposta da atividade 5b
Nos circulos utilizados na obtencao da regiao V' formam-se dois arcos circulares

CAD e CBD de mesmo perimetro, pois tém mesmo raio R e mesmo angulo central de
120° (Fig. 87).



98

Figura 87 - Ilustracdo da Resposta da Atividade 5b

S

T i
ey

Fonte: Autor, 2018

O perimetro de uma circunferéncia de raio R é dado por P.;... = 2w R, o perimetro

Pyrecir. de um arco circular formado por um angulo central o é dado por:

2rRa 7R«
Parc.ci'r. = o — u.m
360° 180°
Assim,
7R120° 47
Pr=2—— — Py = — u.m.
v 180° V=g um

Atividade 6. Algumas catedrais antigas tém suas janelas com formato parecido com as

janelas da catedral de Milao observada na Fig. 88.

Figura 88 - Ilustracao da Atividade 6

Fonte: https://catedraismedievais.blogspot.com/2016/01/as-
catedrais-da-idade-media-

germinaram.html
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Suponha que cada uma das trés janelas da fachada que aparecem na catedral de

Milao (Fig. 88) tenham os formatos iquais ao apresentado na Fig. 89.

Figura 89 - Formato das Janelas

Fonte: Autor, 2018

Se ABCD é um retangulo com AB = 1 m e BC = 1,5 m e deseja-se fechar

completamente de vidro as trés janelas, determine quantos metros quadrados de vidro

serao necessdarios. Use: m = 3,14 e V3 1,73

Resposta da atividade 6

Na atividade 5 item (a) calculamos a area da regidao V' como sendo

47t — 33
=—u

Sy 5

.a.

A janela da Fig. 89 apresenta um retdngulo ABC'D e uma regiao que representa
metade da regiao V, pois as circunferéncias tém raio 1 m.

Assim, a area Sjgnel, de uma janela serd dada por:

At — 33

12,56 — 5,19
Sjaneta = 1,00 x 1,50++g1750+;

~1.50+0,61 =2, 11 m?
12 M + b b m

Logo a area das trés janelas e, consequentemente, a quantidade aproximada de

metros quadrados de vidros necessarios sera:
3x2,11 = 6,33 m?

Atividade 7. Da mesma forma que na atividade 5, desenhe um circulo de raio 1 unidade e
centro no ponto A. Desenhe outro circulo de centro no ponto B também de raio 1 unidade,

de tal forma que o ponto B esteja na circunferéncia do primeiro circulo.
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Utilize cada lado do quadradinho da malha como 0,1 unidade e com o auxilio do

quadriculado, desenhe os segmentos:

e AB raio das circunferéncias.

e KF diametro da circunferéncia de centro A e GH diametro da circunferéncia de

centro B, ambos perpendiculares a AB;

e CD em que os pontos C' e D sao intersecoes dos bordos das duas circunferéncias.

Construa, também, os segmentos FH e C'A definindo assim, os triangulos retan-
gulos AEAB reto em A, AEFH reto em F e AAOC reto em O e calcule o comprimento
dos segmentos EB, CD e FH.

Resposta da atividade 7

Figura 90 - Tustracdo da Atividade 7
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Fonte: Autor, 2018

I - AE e AB sao raios da circunferéncia e catetos do tridngulo AEAB. Logo, utilizando

o teorema de Pitagoras, segue que:

EB = AE’+AB° =12+12=2—EB =2

IT- CO e AO sao catetos do tridngulo AAOC, sendo a hipotenusa AC' = 1, pois é
1
raio da circunferéncia e OA = 2’ metade do raio. Logo, utilizando o teorema de
Pitagoras, segue que:
1

2
A022A02+002:>12:<;> 400" = 00" =1~ = 00 =

>

Assim,

CD:2><\é§:>C’D:\/§
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III1 - EF = 2, pois é didmetro da circunferéncia e F'H = 1, pois possui mesmo compri-

mento do raio da circunferéncia, formam com EFH o triangulo AEFH.

Assim, pelo teorema de Pitagoras:

EH =FEF +FH =22 412=5—=FEH =5

Nesta atividade o aluno deve perceber que mesmo sendo ntmeros irracionais, ou

seja, com parte decimal infinita e ndo peridédica, é possivel se contruir segmentos com

comprimentos V2, V3, V5, ..

Atividade 8. Observe a figura geométrica formada por uma uma circunferéncia central
de raio R e centro no ponto A e seis outras circunferéncias com centros na circunferéncia

central e que contém o ponto A formando um padrao parecido com uma flor, ver Fig. 91.

Figura 91 - Ilustracdo da Atividade 8

-

Fonte: Autor, 2018

Considerando a parte mais escura como as pétalas que formam a regiago F da flor:
a) Calcule a drea Sy, da regido F.

b) Calcule o perimetro Py, da regido F.

Resposta da atividade 8a
Como ja observado na atividade 5 item (a), o segmento circular definido pelo

segmento AC' tem area:

1 3
Sseg.cir. = 67TR2 - \Z_RQ u.a.

Assim, a area de uma das pétalas é:

1 V3 R?
Spétala =2 (67TR2 - 4R2> = F (27‘(‘ — 3\/§> u.a.
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Logo, a area Sy, ¢ dada por:

S flor = 6%2 (27 — 3v/3) = R? (27 — 3v/3) w.a.

Resposta da atividade 8b

Da atividade 5 item (b), vem que o arco circular definido pelos pontos A e C' tem
perimetro:

TR60° 7R
arc.cir. — 1o — —— UW.m.

180° 3
Assim, o perimetro P, de uma das pétalas é:
2R

Ppétala = — u.m.

3

Logo, o perimetro Py, dado por:

2R
Prior = GTW = 4Rt u.m.

Atividade 9. A figura geométrica representada pela drea branca ilustrada na Fig. 92,
¢ conhecida como chakana ou cruz quadrada. E wm simbolo usado hd milhares de anos
pelos povos andinos e foi considerado como sagrado pelas culturas indigenas da América

do Sul. Seu contorno é construido por segmentos de reta e aGngulos retos e em seu interior
encontra-se um buraco circular.

Figura 92 - Molde para Chakana

Fonte: Autor, 2018

Suponha que se queira construir um molde para se obter lembrancinhas em forma
de chakanas, como o exemplo ilustrado na Fig. 93. O molde serd feito como na Fig. 92

usando um circulo maior de raio medindo 15 c¢m, circunscrito a cruz.



103

Figura 93 - Lembrancinha

Fonte: Autor, 2018

Tomando a Fig. 94 como base, calcule a drea Syoqe da Tegido mais escura da Fig.
92 que serd o molde das lembrancinhas. Use m = 3,14; v/2 22 1,41; /7 = 2,64.

Figura 94 - Tlustragdo para Resposta
da Atividade 9

E F

G B

1
1
—_———l > __}____
I
1
I

Fonte: Autor, 2018

Resposta da atividade 9

A area da regiao do molde serd igual a diferenca entre a area do circulo circunscrito
e a area da chakana.

Observe na Fig. 94 o quadrado ABC'D. Como o raio da circunferéncia circunscrita
a chakana é 15 c¢m, entdo a diagonal do quadrado ABCD é 30 cm e seu lado é 15v/2 =
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21,15 cm.

Podemos decompor a chakana em um quadrado ABC'D e quatro retangulos con-
gruentes ao retangulo EF'G He na circunferéncia central menor com centro no ponto O.
No tridngulo AOPF, reto em P, temos OP = L1515 5,29 cm e OF = 15 cm.

Vamos determinar F'P pelo teorema de Pitdgoras:

OF = OP+FP° — 15* = 5,2024 FP° — FP = 225-27,98 = 197,2 — FP =~ 14 cm

—— 21,15 _
Como GP = —— = 10,57 cm, segue que F'G = 14 — 10,57 = 3,43 cm.

A area Scharane € dada pela adi¢ao da area S; do quadrado ABCD com Ss, areas
dos quatro retangulos congruentes, subtraindo desta soma a area Ss, do pequeno circulo

central de raio medindo aproximadamente 5, 28 cm.
Sy = AB x BC =2 21, 15% = 447,32 ¢cm?.

Sy =4 x EF x FG =4 x 10,57 x 3,43 = 145,00 cm?.
Sy =1 x 5,28% =2 87, 5dem?.

Assim, a area da chakana é:
S hakana = 447,32 + 145,00 — 87,54 = 504, 7T8c¢m?.
A area S, o do circulo circunscrito a cruz é:
Seircuto = T X 157 = 706,50 cm?.
A area S04 do molde das lembrancinhas em forma de chakana é:

Spmotde = Seirculo — Sechakana = 706,50 — 504, 78 = 201, 72 cm?.

5.3 Atividades Referentes ao Terceiro Capitulo

Aqui o professor deve introduzir o conceito de razao aurea através de pesquisas
1++5
2

apresentar a sequéncia de Fibonacci e sua relagdo com o ntimero aureo.

sobre a histéria, definir a letra grega ® (Fi) como o nimero dureo =~ 1,618 e

Atividade 10. Desenhe um segmento AB qualquer, determine um segmento BC' per-
pendicular a AB com comprimento metade do comprimento AB. Trace o segmento AC.
Com centro em C e abertura BC, trace um arco de circunferéncia e marque o ponto D

sobre AC' deste modo temos CD = BC. Com centro em A e abertura AD, trace um arco



105

de circunferéncia e marque o ponto E sobre AB, deste modo temos AE = AD.

Figura 95 - Ilustracdo da Atividade 10

Fonte: Autor, 2018

Terminado este processo forma-se um triangulo AABC, reto em B, com catetos

AB e BC' e hipotenusa AC. Além disso, ficam determinados os ponto D em AC e E em

AB de tal forma que DC = BC = . Determine a razdao entre AB ¢ AE

“’\m\

Resposta da atividade 10

Pelo teorema de Pitagoras temos:

AB\°
AC = AB° + BC° = AB° + (2> -

3

3

!
=
>

=

2
Entao,
AE:AD:AC—CD:AB\/E—AB:AB<\/5_1>
2 2 2
Assim,
AB AB 1445
- -

E_AB<\/S2—1> 2
+5

numero aureo e é denotado por ®. Desta forma pode solicitar uma pesquisa sobre o

Aqui o professor pode mostrar que o numero

= 1,618 ¢é conhecido como

numero de ouro na natureza, na arquitetura e na arte.

Atividade 11. Para esta atividade o professor pode distribuir desenhos de pentdgonos
requlares ABCDE de tamanhos diferentes aos alunos e solicitar as sequintes agoes: Trace
as diagonais AD e BE e marque o ponto F, intersecdo entre essas diagonais. Utilizando
semelhanga de triangulos, calcule a razao entre a diagonal AD e o lado AE e, com o auxilio
de uma régua milimetrada e uma calculadora, faca a divisao direta do comprimento da

diagonal AD e do segmento AF formado sobre esta diagonal.
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Resposta da atividade 11

As diagonais AD e BE cortam-se em um ponto F'. Os lados AE e ED e a diagonal
AD determinam o tridngulo isésceles AAED de angulos internos EDA = DAE = 36°
e AED = 108°. O lado AE e os segmentos AF e EF determinam o tridngulo isésceles
AAFE de angulos internos EAF = AEF = 36° ¢ AFE = 108° (Fig. 96).

Figura 96 - Tlustragdo da Resposta da
Atividade 11

A

Fonte: Autor, 2018

Denotandp como [ e d os lados e as diagonais, respectivamente do pentagono
regular, vamos obter a razao 7

Como os triangulos AAED e AAFFE tém angulos congruentes, entao eles sao
semelhantes. Além disso, temos que AF = FF, FD = ED = AFE e que AF = AD — DF
ou seja AF = AD — AFE, pela semelhanca de triangulos, temos que:

AE AF _AE AD-AE _AE AD

AD  AE  AD iF AD AL
Adotando a razao - = A:D = k:
l AFE

L +2‘/5 ~ 1 618.

1
%:k—1:>k2—k—1:0:>k::
Ao fazer as medigoes e caculos solicitados, os alunos perceberao que a divisao sera o
mesmo nimero ¢. Como cada aluno recebe um pentagono regular de tamanhos diferentes,

esperamos que eles percebam que a presencga do ntimero aureo nao depende do tamanho

do pentagono regular.
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Atividade 12. Um pentagrama é uma figura geométrica obtida através das diagonais de
um pentagono, reqular ou nao. Hd indicagcoes que o pentagrama obtido de um pentdgono

reqular (Fig. 97) foi usado como simbolo dos pitagoricos.

Figura 97 - Pentagrama Regular

A

D C
Fonte: Autor, 2018

Calcule a soma dos angulos A, B, C, D e E indicados no pentagrama ndao reqular

ilustrado na Fig. 98.

Figura 98 - Pentagrama nao Regular

A

D C

Fonte: Autor, 2018

Resposta da atividade 12
Marcamos os pontos F' e G e obtemos o tridngulo AAFG com angulos internos A,

FeG (Fig. 99). A soma dos dngulo internos de um tridngulo é sempre 180° e um angulo
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externo obtido pelo prolongamento de um lado do triangulo é sempre igual a soma dos

dois angulos internos do tridngulo nao adjacentes a este angulo externo.

Figura 99 - Ilustracdo para a Resposta da Atividade
12

D C

Fonte: Autor, 2018

Apos estas informagoes, observe na Fig. 99, o tridngulo AEFC e o angulo F
externo a este tridngulo, assim £ = E + C. Observe também o tridngulo ADGB e o
angulo G externo a este tridangulo, assim G=D+B.

Como jé observado, no tridngulo AAFG temos que A + F + G = 180°.

Substituindo F = E+ C e G = D + B temos:

A+F+G=A+E+C+D+ B=180"
A soma dos angulos internos das pontas de um pentagrama qualquer é 180°.

Atividade 13. Desenhe um quadrado ABCD com o comprimento do lado igual a uma
unidade e outro quadrado ADEF', com lado de comprimento também igual a uma unidade,
formando um retangulo BCEF. Desenhe o quadrado BFGH com comprimento do lado
igual a duas unidades, utilizando o lado maior do retangulo BCEF, formando um retan-
gulo CEGH. Desenhe o quadrado CHIJ com comprimento do lado iqual a trés unidades,
utilizando o lado maior do retangulo CEGH, formando um retangulo EGIJ. Desenhe
o quadrado JKLE com comprimento do lado igual a cinco unidades, utilizando o lado
maior do retangulo EGIJ, formando um retangulo K LGI. Desenhe o quadrado LM NG
com comprimento do lado igual a oito unidades, utilizando o lado maior do retangulo
KLGI, formando um retangulo KMNI. Desenhe o quadrado INOP com comprimento
do lado igual a treze unidades, utilizando o lado maior do retangulo KM NI, formando
um retangulo KMOP.
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Considere os lados dos quadradinhos da malha como 0,5 unidade e responda ds

questoes:

a) Escreva a sequéncia que tem como termos os lados dos quadrados construidos na

ordem da construgao.

b) Que padrao é utilizado para se obter os nimeros da sequéncia?

c¢) Utilizando os quinze primeiros termos da sequéncia, faca a divisao de cada termo

por seu antecessor (utilize trés casas decimais).

d) O que vocé percebe nas divisoes feitas no item c)?

Figura 100 - Construcdo da Atividade 13

0.. § IS T - 1 N L,I
(63 mmmE a3 A
______ 8 amm o
...... H B 1C
P X C L 3m

Fonte: Autor, 2018

Resposta da atividade 13a
(1,1, 2, 3, 5,8, 13)
Resposta da atividade 13b

Esperamos que o aluno perceba que um termo da sequéncia é obtido através da

soma dos dois termos anteriores a ele. Aqui o professor pode falar

apresenta-la como a sequéncia de Fibonacci.

Resposta da atividade 13c

Tabela 7 - Tabela da Resposta da Atividade 13c

sobre a sequéncia e

T
- =1 2, R 5 1,666... g 16 B 16 | 2 o165
1 1 2 3 5 8 13
T 124 2 T
316190 | 22 1617 | 2 1618 | E 1617 | 225 1,618, | Sf — 1,618 | 20 1 g1s..
21 34 55 89 144 233 377
Fonte: Autor, 2018
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Resposta da atividade 13d

Esperamos que o aluno perceba que a razao entre os nimeros consecutivos cada

vez maiores da sequéncia de Fibonacci converge para o niimero de ouro ¢ = 1,618.

Atividade 14. A espiral conhecida como espiral de Fibonacci é construida por arcos
de circunferéncia cujos raios sao os lados dos quadrados que formam o retangulo de Fi-
bonacci. Considerando que a espiral € da figura 101 tem o wultimo arco desenhado no

quadrado de lado 5, qual serd o comprimento da espiral €?

Figura 101 - Espiral € da atividade 14

H E F K
2 A B

i /
G > C 5
J 3 I L

Fonte: Autor, 2018

Resposta da atividade 14
Definindo o comprimento da espiral como C, e sabendo que o comprimento de um

. A . . ’ 7T
quarto de circunferéncia de raio R ¢ dado por > teremos:

T w 2 3T 5w ™ ™
==+ -4+ —4+—+—==(1+1+2 =12—.
Ce=gtoto +t5 17 2(+++3+5) 5

Logo o comprimento pedido é:

C. = 6m.

5.4 Atividades Referentes ao Quarto Capitulo

Nesta se¢ao o professor pode explorar algumas atividades que envolvem contetidos
da geometria espacial como volume de piramides, a relacao de Euler e os s6lidos de Platao,
além de combinar com os professores de Portugués e Histéria para que o aluno escreva

uma redacao sobre a histéria das construgoes em forma de piramides.
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Atividade 15. Um cristal foi lapidado de tal forma que ficou com a forma de um poliedro
convexo que possui cinco faces quadrangulares e seis triangulares. Calcule o niumero de

arestas e de vértices deste cristal.

Resposta da atividade 15
Contando o niimero de arestas em cada face, teremos 5 x 446 x 3 = 20+ 18 = 38
arestas. Como cada aresta é comum a exatamente duas faces, entao 5 = 19 é o ntimero

de arestas do cristal. Pela relacao de Euler vem que
F-A4+V=2=11-194+V=2=V=248=V =10.

Logo, o cristal possui 19 arestas e 10 vértices.

Atividade 16. Em um poliedro convexo o numero de arestas excede o nimero de faces

em 12 unidades. Calcule as quantidades de vértices desse poliedro.

Resposta da atividade 16
O nimero de arestas excede o nimero de faces em 12 unidades, entao A = F + 12.

Substituindo na relagdo de Euler, teremos
F-A4+V=2=F—-(F+12)+V=2=V=24+12=V = 14.

Portanto, o poliedro possui 14 vértices.

Atividade 17. Os poliedros de Platdo sdo poliedros convezos requlares (Fig. 102): O
tetraedro, que possui quatro faces triangulares; o hexaedro ou cubo com seis faces quadra-
das; o octaedro com oito faces triangulares; o dodecaedro com doze faces pentagonais; e o
icosaedro com vinte faces triangulares. Em cada um desses poliedros as faces sdo poligonos

requlares, ou seja, arestas com mesmo comprimento e angulos internos congruentes.

Figura 102 - Poliedros de Platao

LDODE

) Tetraedro ) Cubo ) Octaedro ) Dodecaedro ) Icosaedro

Fonte: Livio (2006)

Se cada um dos poliedros de Platao da Fig. 102 tém arestas medindo 2 cm, qual
serd a drea total da superficie de cada um deles?

Utilize se necessdrio: sen (36°) = 0,58; cos (36°) = 0,80; tg(36°) =0, 72.
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Resposta da atividade 17

e Area do quadrado de lado 2 cm é 2 x 2 = 4 em?.
O Cubo é formado por 6 quadrados, logo sua area total sera:

6 x 4 =24 em?.

2

= /3 em?.

e Area do tridngulo equildtero de lado 2 cm é

Como o tetraedro regular é formado por 4 faces triangulares, o octaedro por 8 faces

triangulares e o icosaedro por 20 faces triangulares, entao:

— Area do tetraedro 4v/3 cm?.
— Area do octaedro 8v/3 em?.
— Area do icosaedro 20v/3 cm?.

e Area do pentdgono regular de lado 2 cm

Observe a Fig. 103, a area do pentagono pode ser obtida como a area de cinco

tridngulos congruentes.

Figura 103 - Area do Pentégono Regular

920°
—

B lem (C
Fonte: Autor, 2018

;ﬁiB:L%l,?)Qcm.

Da Fig. 103 temos que tg(36°) = 5 070

A area do pentdgono é
2x 1,39

5 X 5

6,95 cm?.
Logo, a area do dodecaedro é:

12 x 6,95 = 83, 4em?.
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Atividade 18. Um octaedro reqular macico foi colocado no interior de um cubo de forma
que seus vértices tocaram os centros das faces do cubo, ou seja, o octaedro ficou inscrito
no cubo (Fig. 104). Se o cubo tem arestas medindo 6 cm e estava completamente cheio

de dgua, ao se colocar o octaedro certa quantidade de dgua foi derramada.

Figura 104 - Tlustracido da Atividade 18

Fonte: Autor, 2018

Calcule o volume de dgua, em cm?, que sobrou no interior do cubo ao se colocar o
octaedro.

Resposta da atividade 18

Figura 105 - Ilustracao para Resposta da
Atividade 18

nScm

Fonte: Autor, 2018

Observamos na Fig. 105 que, sendo o octaedro regular, ele pode ser decomposto
em duas piramides de base quadrada de alturas medindo 3 cm, pois sao metade do com-
primento da aresta do cubo.

O volume de agua que foi derramado é equivalente ao volume do octaedro. Desta
forma, o volume de adgua que sobrou no interior do cubo ¢ dado pela diferenca entre o

volume V., do cubo e o volume V, t4edro dO Octaedro.
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O volume do cubo é dado por

Voo = 6% = 216 cm?.

O comprimento da aresta da base das piramides que formam o octaedro pode ser
calculado utilizando o teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo isésceles ABAC, reto
em A, de catetos medindo 3 cm, pois é metade do comprimento da aresta do cubo, e

hipotenusa de comprimento BC', que é uma das arestas da base da pirdmide. Assim,

BC* =32 +32— BC = 3v2em

O volume de uma das piramides que formam o octaedro sera igual a

(3v2)" x 3
3

=18 em?

E o volume do octaedro sera

V;)ctaedro =2x18=236 Cm3

Logo, o volume de agua de sobrou no interior do cubo sera:

‘/;ubo - ‘/octaed'ro =216 — 36 = 180 Cm3
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CONCLUSAO

O Sistema de Avaliacdo da Educacao Bésica (Saeb), utilizado para verificar a
qualidade do ensino no Brasil, tem mostrado um baixo desempenho dos nossos alunos,
principalmente no que diz respeito ao ensino da Matematica. Educadores em todo o
brasil buscam estratégias para melhorar esse desempenho. Um exemplo disso, sao as
varias propostas publicadas no sentido de se utilizar da Histéria da Matematica como
elemento motivador, mostrando aos alunos como ela se desenvolveu em diferentes culturas
de civilizagoes antigas.

Na elaboragao deste trabalho procuramos abordar elementos considerados misti-
cos por algumas entidades ou civilizacoes e alguns aspectos matematicos que poderiam
justificar tal misticismo com algumas notas historicas, e através de exemplos e exercicios
utilizando estes elementos exploramos varios conceitos da Geometria e dos nimeros aliado
ao fato da crenca das civilizagoes antigas no misticismo, como os pitagoricos, por exemplo,
afirmavam que tudo é niimero e que os niimeros possuem ligagoes misticas variadas.

A Geometria e sua conexao com a historia das civilizagoes pode fornecer uma vari-
edade de situacoes concretas a serem exploradas em sala de aula, tais como: construcoes,
formas geométricas de plantas, crescimento populacional, pinturas artisticas entre outras
que permitem, através da Geometria Plana e Espacial um especial énfase.

O misticismo presente nesses assuntos sao elementos que despertam no aluno a
curiosidade e agucam o gosto pela Matematica, tornando-os mais criticos e com maior
capacidade de buscar solucoes para diferentes situagoes encontradas além da sala de aula.
Além disso, esperamos com este trabalho estimular profissionais da educac¢ao em ampliar

o interesse e os conhecimentos historicos da Geometria.
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