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Sempre me pareceu estranho que todos aqueles que estudam seriamente
esta ciéncia acabam tomados de uma espécie de paixdo pela mesma. Em
verdade, o que proporciona 0 maximo prazer nao é o conhecimento e sim
a aprendizagem, ndo € a posse mas a aquisicdo, ndo € a presenca mas o ato
de atingir a meta

Carl Friedrich Gauss,
A Magia dos Nimeros.



Resumo

O estudo sobre o desenvolvimento dos determinantes por meio das permutacoes efetuadas
sobre suas linhas ou colunas remonta a 1812, com uma memoaria apresentada por Cauchy
a academia de ciéncias da Franga. O presente trabalho é, em certo sentido, um resgate
histérico. Em primeiro lugar define-se uma permutacao: sob um ponto de vista superior
tem-se uma aplicacao bijetiva e, como tal, o conjunto das permutacoes possui uma estru-
tura de grupo; do ponto de vista elementar, tem-se um ordenamento de elementos de um
conjunto. O fato fundamental é que, em segundo lugar, a definicao de determinante se
ajusta perfeitamente as duas concepgoes, tomando por base a paridade das permutagoes.
Baseando nas definicoes, as propriedades dos determinantes sao apresentadas e, assim,
pode-se proceder com as devidas justificativas sobre a validade das mesmas. Uma regra
que associe a cada matriz quadrada um nimero real definird uma funcao real de variavel
matricial, a fungao determinante. E a forma atual como os determinantes sio apresentados
em niveis superiores: o determinante é a unica funcao multilinear alternada das linhas
(colunas) de uma matriz quadrada, conforme exibido em [10]. Com tal apresentacao,

tem-se em mente, o fato de poder servir de inspiracao em estudos posteriores.

Palavras-chave

Determinantes. Grupos. Permutacao.



Abstract

The study of determinants development through the permutations made on their lines or
columns dates back to 1812, a memory presented by Cauchy to the French Academy of
Sciences. The present work is, in some way, a historical rescue. Firstly, a permutation
is defined: from a superior point of view there is a bijective application and, as such,
the set of permutations has a group structure; from the elementary point of view, there
is an ordainment of a group’s elements. The fundamental fact is, secondly, that the
definition of determinant adjusts perfectly to both conceptions, based on the parity of
the permutations. Based on the definitions, the determinants properties are presented
and, therefore, it is possible to proceed with the appropriate justifications about their
validity. A rule that associates each square matrix to a real number will define a real
function of the variable matrix, the determinant function. This is the actual way in which
determinants are presented in higher levels: the determinant is the unique alternated
multilinear function of the lines (columns) of a square matrix, as indicated in [10]. By
this presentation there is in mind the fact that it can be served as an inspiration to

posterior studies.

Keywords

Determinants. Groups. Permutation.
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Introducao

Como descrito em [13] e [16], em 1812, perante a Académie Des Sciences, na
Franca, Augustin Louis Cauchy (1789-1857) fazia a leitura da Mémoire Sur Les Fonctions
Qui Ne Peuvent Obtenir que Deux Valeurs Egales Et de Signes Contraires Par Suite
Des Transpositions Opérés Entre Les Variables Qu’elles Renferment. Na primeira parte
dessa memoria de 84 paginas, Cauchy apresenta as consideracdes gerais sobre as fungdes
simétricas alternadas. Para tanto, faz uso das permutacdes, bem como da aplicacdao
das transposicdes entre os elementos de um conjunto, mostrando como a operacio de
transposicao altera o sinal dos mesmos e adotando a notacdo S(+ K) para representar
as funcdes alternadas simétricas. No restante do trabalho descreve os determinantes
como uma classe das funcdes simétricas alternadas, decorrendo dai suas propriedades
e aplicacao na resolugdo de sistemas lineares.

Diferentemente do que se pratica hoje, ou seja, comecar com a disposi¢ao
matricial e dar um valor a ela por uma expansdo em termos das transposicdes das
permutagdes, Cauchy comeca com os n elementos ay,as, ...,a, € forma o produto desses

por todas as diferencas entre os elementos distintos do conjunto. Assim:

a\apa3...ap(ay —ay)(az —ay)...(ap —ay) (a3 — az)...(an — an—1)

Como ilustracdo, considere o caso quando se tem 3 elementos aj,a>,as:

(a1aza3)(az —ar)(as —ay)(az — az)
(ala%a3 — a%a2a3)(a3 —ay)(az—ap) =
)

(16303 — ala3a3 — alaxa3 + aiaras)(as — ap) =
2 .3 32 222, 273 2. 3,222 3 2
a\ayaz — ajayasz —ayjayaz +aja,az — ajaxaz + ajaya; + ajaraz

2 2 2 2 2 2
alazag - alagag) + ala%ag - alazag + a?azas - a?a2a3

—aja3a; =
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Em seguida, Cauchy define essa expressio como o determinante, transfor-
mando as poténcias indicadas em indices, de modo que a{ fica a; j e escreve isso como

S(*aj.1az2a33). Assim o resultado acima, toma a seguinte forma:

ai.1a22a33 —aj 1023432 +aj2a23a3.1 —aj 20214033 +ay 3az.1a32 —aj3a22a3.1

Nesse momento é que Cauchy dispde as n> quantidades diferentes desse determinante em

uma disposi¢cdo semelhante a que usamos hoje:

ay.l adi2 ai3 - din
a1l dzp a3z -+ Ayp
asz] dszp d4azsz -+ 43y
an.1 4an2 Aap3 - dupn

Essas n? quantidades formam segundo Cauchy "um sistema simétrico de ordem n". A
partir disso, define termos conjugados como os elementos cuja ordem dos indices estd
invertida e os autoconjugados como os elementos principais e, finalmente, determina o
sinal dos termos na expansao usando substituicdes circulares.

A andlise de livros didéticos de Matemadtica constitui um parametro indicador do
estado atual em que se encontra o ensino da mesma. Especificamente no ensino médio,
pode-se constatar pela leitura de [12] que o conteido de determinantes € apresentado
simplesmente como um instrumento computacional.

Percebe-se que em praticamente todas as obras consultadas, define-se o determi-
nante como um nudmero real associado a uma matriz a partir de operagdes entre os elemen-
tos da mesma segundo algumas regras. Dessa forma, poder-se-ia objetar: que regras sao
essas? como provar proposicdes sobre os determinantes utilizando-se dessa defini¢do?
Ap6s definido o determinante de acordo com a forma citada, calculam-se os determi-
nantes de ordens 2 e 3, segundo as regras dadas e passa-se a enunciar algumas de suas
propriedades. Nesse ponto compreende-se o motivo pelo qual as propriedades sdo apenas
enunciadas: ndo tem como apresentar uma demonstracdo inteligivel a alunos do ensino
médio a partir da definicdo dada. Essa € exatamente a justificativa dos autores para a nio
apresentacao das demonstracdes, pois "sdo muito trabalhosas e nao contribui para um me-
lhor entendimento do teorema". Ou seja, perpetua-se o erro arraigado em nossa cultura
escolar de que as proposi¢des matemadticas ndo precisam ser demonstradas.

Considerando o determinante como instrumento computacional, deixa-se de
apresentar fatos relacionados ao mesmo que sao importantes em contextos mais amplos,
por exemplo, o de que o determinante é fun¢do linear dos elementos de uma linha ou

coluna.
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Diante do exposto faz-se necessdria uma reformulacdo na exposi¢do dos con-
teudos matemaéticos que privilegie a corre¢do dos conceitos, bem como a apresentacio
sistematica e fundamentada das proposi¢cdes enunciadas.

Esse trabalho estd dividido em 2 capitulos. O capitulo 1 contém a defini¢ao de
grupo e de permutacdo, mostrando que o conjunto das permutagdes possui a estrutura de
um grupo denominado grupo de permutacdes ou grupo simétrico. A seguir enunciam-se
as proposicdes referentes as permutacdes. De posse da fundamentacdo tedrica passa-se a
definicao de determinantes e enunciam-se suas propriedades, bem como suas respectivas
demonstracdes. O capitulo 2 contém uma proposta de aplicagdo do conteudo de deter-
minantes no ensino médio. Nesse sentido, define-se a permutacdo da forma consagrada
pela Andlise Combinatdria, apresenta-se um dispositivo pratico [1] para determinar a
paridade de uma permutacao, define-se o determinante, enunciam-se suas propriedades e
procedem-se com as respectivas demonstracoes, exemplificando a utilizacdo das mesmas

na resolug@o de questdes envolvendo os determinantes.



CAPITULO 1

Grupo de Permutacoes e Determinantes

Neste capitulo sao apresentados os conceitos de grupo de permutacdes e de
determinantes necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Para maiores detalhes

sobre o assunto, indicamos as referéncias [3], [6], [9], [11] e [14].

1.1 Grupos

Definicao 1 - Um grupo é um conjunto ndo vazio G munido de uma operacdo bindria

definida sobre G, aqui representada por *, satisfazendo as seguintes propriedades:

(P1) ASSOCIATIVA

Va b c€G, ax(bxc)=(axb)xc
(P,) ELEMENTO NEUTRO

VaeG axe=exa=a
(P;) ELEMENTO INVERSO

YVaeG da €eG:axd =dxa=e

OBSERVACOES

(1) Caso o conjunto G seja finito, teremos um grupo finito € o nimero de elementos de
G € chamado de ordem do grupo G.
(2) Caso a operacdo * definida sobre G satisfaca a propriedade comutativa, ou seja, se

para todo a, b € G, ab = ba, dizemos que o grupo G € comutativo ou abeliano.

1.2 Permutacoes

Definicio 2 - Seja I, o conjunto dos niimeros naturais de 1 a n, ou seja, I, = {1,2,--- ,n}.

Chama-se Permutacdo de I, a toda aplicacdo bijetiva w© : I, — 1I,,.

Indicamos por S, o conjunto de todas as permutacdes de I,,. Para representar um elemento

de S,;, usualmente € utilizada uma notacao de duas linhas, onde abaixo de cada elemento
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da linha superior escreve-se sua imagem sob 7.

. 1 2 3 -+ n
n(l) m(2) wn(3) --- =(n)
No conjunto 7,, tomemos a aplicacdo idéntica, que de agora em diante denotaremos por

ig. Assim iy : I, —> I, é a aplicag@o definida por iy(x) = x para todo x € I,,. Essa aplicagio,

também sendo bijetiva, a demonstracdo encontra-se em [14], ¢ uma permutagao:

, 1 23 -+ n
1=
d 1 23 - n

A permutacdo inversa de uma permutagio @ : I, —> I, é a aplicagio n ! : I, — I,,. Ainda

de [14], temos que a inversa de 7 € uma aplicacdo bijetiva.

Exemplo 1 - Seja I, = {1,2,3,4,5,6} e n: I, —> I, dada por:
T 1 23 456
354126
A permutagdo idéntica de Tt é:
) 1 23 456
g =
1 23 456
A permutagdo inversa de T é:
71:_1_354126 B 1 23 4506
N1 23456 B 451326

Sejam t: [, — I, e o : [, — I,, duas permutagdes de I,. As composi¢des To® e wo T

sdo bijetoras (conforme [14]) e, por isso, também sdo permutacdes de /,,.

. 1 23 45 1 23 45
Exemplo 2 - Sejam = e =
3125 4 4 5312
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A permutagdo composta To® é:

(mow)(1) = =wn(w(l)) = =n(4) = 5
(Tow)(2) t(®w(2)) = =wn(5) = 4
(row)(3) = =wm(®3)) = =n(3) = 2
(Tow)(4) n(w4) = n(l) = 3
(row)(5) = =wn(w(5) = =wn(2) = 1

1 23 435 1 23 45 1 23 435
Tom = @) =
31254 4 531 2 542 31

O simbolo o de composi¢ao de permutagdes, a partir de agora, serd omitido.
Assim o ® serd denotado por T, onde deve ficar claro que primeiro aplicamos ® e
depois 7.

Proposicao 1 - O conjunto S,, munido da operacdo de composicdo de funcoes é um

grupo.

Prova. S, é fechado em relacdo a operacdo de composi¢do de permutacdes. De fato,
sejam T € My € S,. Vamos mostrar que T 7T, € uma bijecdo em [,. T Ty € injetiva,
pois, dados x, y € S,,, com x # y, temos por hipdtese que 7| e T, sdo injetivas e, assim,
71 (x) # w1 (y) e ma(x) # ma(y). Decorre dai que T T, (x) # T ML (y). T Ty € sobrejetiva.
Considere z € I,. Sabendo que T; e T; sdo sobrejetivas, entdo existem x, y € I, tais que
m1(y) = z e ma(x) =y, ou seja, existe x € [, tal que m(n2(x)) = m;(y) = z. Portanto
T T, € sobrejetiva. Assim T, € uma bijecdo em I, ou seja, S, € fechado em relagdo a
composi¢do de fungdes.

A composic¢io de permutagdes € associativa. Sejam 7, ® e d permutagdes de S,,. Devemos
mostrar que {Tt(®Jd)} (x) = {(nw)d} (x) para todo x € I,.

Assim,

{m(@d)} (x) = n{(w8)(x)} = {0(3(x))}

{(m®)8} (x) = (mw) {8(x)} = n{0(3(x))},

o que estabelece a igualdade desejada.

O elemento neutro da composicdo de permutagdes é a permutagio idéntica iy(x) = x, para
todo x € I,, e que cumpre a igualdade iy = i;m =7, V7 € S,,.

De fato,

(mig) (x) = 7(ia(x)) = m(x)
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(iq70)(x) = ia(n(x)) = m(x),

o que estabelece a igualdade desejada.

1 1

Para cada m € S,, 3 n ! € §,, tal que T T = T

1

= iy. Com efeito, dado w € S,

definimos n~! : I, — I, por n~ ! (x) =y <= x = x(y). Vamos provar, primeiramente,

que !

estd bém definida. Para isso, sejam x, z € I, tais que x = z. Devemos mostrar que
! (x) = !(z). Com efeito, sejam T~ ' (x) =y e n~!(z) = 7. Da equivaléncia acima,
tiramos que x = 7(y) e z = n(z'). Como x = z, entdo 7(y) = 7(Z') e como 7 € bijetiva,
tiramos que y = 7. Decorre dai que T~ ! (x) =y e T~ !(z) = y. Portanto, n~! (x) = n!(z)

como queriamos demonstrar.

1 | -

Agora deveremos verificar as igualdades T 't =1 = iy.
Temos que:

() (x) = m(n! (1)) = wly) = x = ia(x),
e

(n7'm) () = 7 (n(x)) = w(y) = x = q(x),

para todo x € I,, o que estabelece a igualdade desejada.
Satisfeitas as trés propriedades, concluimos que S, munido da operacdo de composi¢do

de permutagdes é um grupo. 0

Proposicao 2 - Se o conjunto I, tem mais de dois elementos, entdo o grupo S, ndo é

abeliano.

Prova. Suponhamos que I, = {1,2}. As tnicas aplica¢des bijetivas serdo a identidade e a
que leva 1 em 2 e vice-versa, isto é, ig(1) = 1,i4(2) =2, (1) =2ewn(2) = 1.
Se n > 3, entdo o grupo S, ndo € comutativo. Para verificarmos, suponhamos, sem perda

de generalidade, que I3 = {1,2,3} e sejam ,® € S, definidas por:

n(1)=2, n(2)=1, n(3)=3

Assim,
(om)(1) = o(x(1)) = ©(2) =2

(mw)(1) = n(e(1)) =n(3) =3

Como (om)(1) # (mw)(1), segue que paran > 3, S, ndo € abeliano. O



1.2 Permutagdes 17

1.2.1 Ciclos

Defini¢do 3 - Considere uma permutacido n € S, e J, = {ny,na,....m¢}, 1 <k <num
subconjunto de I,. Diz-se que 0. € um ciclo de comprimento k ou um k-ciclo se as seguintes

condigoes se verificam:

(i) O((n,') =nit1, 1 <i<k
(ii) a(ng) =m

(iii) a(n) =nparan & J, ={ny,ny,...,n;}

NOTACAO: o = (nin,...n;), em que os elementos que o transforma em si mesmo sio

omitidos.

1 23 45

Exemplo 3 - A permutacdo T =
P P d <5 431 2

>=<1 5 2 4>,éum4-ciclo

ou um ciclo de comprimento 4.

Podemos escrever um k-ciclo de k maneiras distintas. Por exemplo,
(1524)=(5241)=(2415)=(4152).

Indicaremos com (1), o ciclo de comprimento 1 correspondente a permutagdo idéntica.
Um ciclo de comprimento k > 2 movimenta os k elementos do subconjunto J, e deixa
fixos os n - k elementos restantes. No caso do ciclo de comprimento 1, todo elemento do

conjunto permanece fixo.

Dizemos que um 2-ciclo ou um ciclo de comprimento 2 é uma transposi¢ao.

1 23 45

Exemplo 4 - A permutacdo m =
P P £ (1 5 3 4 2

) = ( 25 ) € uma transposigdo.
Dois ciclos a = (nny..ng) € S, e B = (mmy..m,) € S, sdo disjuntos se
{n1,nz, ...} N {my,my,...,m,} = 0, ou seja, se nenhum elemento do conjunto 7, é

movimentado simultaneamente pelos ciclos o e 3.

. 1 23 45 1 23 45
Exemplo 5 - Sejam o0 = €SseP= € Ss.
1 235 4 312 45

o = (45) € uma transposi¢io e P = (132) é um ciclo de comprimento 3. a. e B sdo
disjuntos, pois {4,5}N{1,3,2} =0.
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Proposiciao 3 - Se a e B sdo dois ciclos disjuntos, entdo off = o

Prova. Seja i € I, o elemento que a deixa fixo. Entdo o também deixa fixo (i), assim,
of(i) = B(i) = Pa(i). Analogamente, seja j € I,, o elemento que B deixa fixo. Entdo
B também deixa fixo a(j), de onde vem, of(j) = oj) = Pa(j). Agora seja k € I,,, o
elemento em que o e  deixam fixo. Nesse caso é evidente que afp(k) = Ba(k) =k. O

A composic¢do de ciclos € feita através das permutagdes que eles representam.

Exemplo 6 Sejam os ciclos oo = (1346) € Sg e B = (246) € S.

of(1) = a(B(1)) = afl) =3

oB(2) = a(B(2)) = a(4) =6

oB(3) = a(B(3)) = a(3) = 4

op(4) = a(B(4)) = a(6) =1

oB(5) = a(B(5)) = a(5) =5

oB(6) = a(B(6)) = a(2) =2
of = (134)(26)

Definicao 4 - Seja 0 € S, e s € I,,. Dd-se o nome de orbita de s em relagdo a permuta¢do
0 ao conjunto 6; = {s,6(s),0%(s), ... }.

o e (1234567809
Xemplo / - oDeéeja a permutacao 9 = .
P jaap ¢ 348597612 °

Para s = 1, temos:

0(1)=3

62(1) =6(6(1)) =6(3) =8
0(1) =6(6°(1)) = 6(8) = 1
0(1) =0(6°(1)) =6(1) =3
0, ={1,3,8}

Para s = 2, temos:
0(2) =4
02(2) =0(8(2)) =0(4) =5
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Para s = 6, temos:

0(6) =7
02(6) =0(8(6)) =8(7) =6
05 = {6,7}

Os ciclos correspondentes as orbitas sdo, respectivamente, (1 3 8),(2459)e(67).

Proposicao 4 - Toda permutagdo de S, se escreve como uma composicdo de ciclos
disjuntos de comprimento n > 2; essa composicdo é unica, a menos da ordem em que

os ciclos sdo escritos.

Prova. Devemos decompor o conjunto /,, como a unido disjunta de suas Orbitas, ou seja,
formar os ciclos cy, ..., ¢;. 6 = ¢y ---¢;. De fato, seja s € I,. Entao s aparece em somente
um dos ciclos (pois sdo disjuntos). Digamos que esse ciclo seja c;.

Assim, ¢y ¢i(s) =cp---ci(s) =cp---ci—1(0(s)) = 0(s).

Para provar a unicidade, sejam ¢y ---¢, = d; - - - dy duas decomposicdes de 6 em produto
de ciclos disjuntos de comprimento n > 2. Se & movimenta x, entdo um dos ¢; move x
e também um dos d; move x. Como ciclos disjuntos comutam (Proposi¢do 3), podemos
assumir, sem perda de generalidade, que c; e d; movem x. Assim, para todo inteiro ¢,
temos &' (x) = ¢} (x) = d} (x). Como um ciclo é completamente determinado pelo conjunto
de suas poténcias sobre um elemento que ele move, temos ¢; = dj. Fagamos a prova
por indu¢do sobre sobre o min(r,s) tal que r = s e que, a menos da ordem dos fatores,
¢i = d;, Vi. Se esse minimo € 1, tem-se ¢ = d - - -d;. Agora, pelo fato dos ciclos serem
disjuntos, ¢ = d; para algum i. Como ciclos disjuntos comutam (Proposi¢do 3), podemos
supor i = I. Se s fosse maior do que 1, simplificando, a permutacéo idéntica (1) =d, - - - d
moveria os indices desses ciclos, o que é impossivel. Logo, s = 1. Suponhamos, agora,
que min(r,s) > 1. Entdo, continuando com o mesmo raciocinio, ¢; = d; e, simplificando,
¢y ¢ =dp---dg. Temos assim, por inducdo, que r —1 = s — 1 e, a menos da ordem,
C j= d J» ] Z 2. O

Proposicao S - Toda permutacdo de S,, com n > 2, pode ser escrita como uma composi-

cdo de transposigoes.

Prova. Utilizando-se do resultado da Proposicdo 4, basta mostrar que todo k-ciclo € uma
composi¢do de k-1 transposigdes.

De fato, (njny---ng) = (ning)(mng_y) - (ninz) O

Deve-se observar, no entanto, que o mesmo k-ciclo admite diferentes composi¢des em

transposicoes.



1.2 Permutagdes 20

. 1 234567
Exemplo 8 - Seja T = € 57
3452176

Como um composto de ciclos disjuntos, esta permuta¢do escreve-se:

= (135)(24)(67)

De outro modo, exprimindo o ciclo (135) como um composto de transposicoes, temos:

= (15)(13)(24)(67)

Por ser (135) = (351) = (31)(35), também podemos escrever:

= (31)(35)(24)(67)

Também podemos inserir nessa decomposicdo de T, um composto idéntico, tal como
(26)(62) = (1) e escrever:

T = (31)(35)(26)(62)(24)(67)

Percebe-se, dessa forma, que a permutacdo T pode ser escrita como uma composi¢do de
transposicoes de uma infinidade de maneiras.

Apesar do niimero de transposi¢oes em que se decompbe uma permutagdo ndo ser tinico,
a sua importancia reside no fato de que a paridade deste niimero é tinica, ou seja, se
a permutagdo for escrita de duas maneiras distintas, digamos com m e n transposigoes,
respectivamente, entdo m e n sao ambos pares ou sdo ambos impares.

De fato, se m < n, a diferenga n - m é necessariamente um inteiro par, pois ao acrescentar
uma nova transposigcdo a permutagdo, devemos acrescentar, também, para ndo alterar o

resultado, a respectiva transposicdo inversa.

Definicao S - Uma permutacdo © € S, diz-se par ou impar conforme for par ou impar,

respectivamente, o niimero de transposicoes em que T se decompoe.

Definicao 6 - Seja T = oly...04 € S, uma permutag¢do decomposta em k ciclos disjuntos.

Define-se o sinal de & por sgn(x) = (—1)"*,

Proposicao 6 - Se t é uma transposicdo, entdo sgn(t) = -1.

Prova. Sendo t uma transposi¢do, entdo move dois numeros e fixa cada
um dos outros n—2 ndmeros. Assim, k=(n—-2)+1=n—1. Assim,
sgn(t) = (=100 = (-1)! = —1. O
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Diante do exposto, verificamos que a permutacao idéntica € par e seu sinal € 1, pois pode
ser escrita como a composi¢cdo de duas transposicdes. Além disso, podemos dizer que

uma permutacao € par se o seu sinal € 1; € impar, se o seu sinal € -1.

Proposi¢iio 7 - Se Tt e T sd@o permutacdes de S,, entdo sgn(arn') = sgn(w)sgn(w').

Prova. Da Proposi¢do 6, infere-se que se © € decomposta em k transposi¢des, entdo
sgn(w) = (—1)K. Assim, se T e ' sdo compostas, respectivamente, por k e k* transposi-

¢oes, entdo:

sgn(an’) = (1) = (=) (=1)¥ = sgn(m)sgn(x’)

0J
Proposiciio 8 - Se T € S, entdo sgn(n) = sgn(n').
Prova. Temos que 1 = sgn(iy) = sgn(nn~!) = sgn(n)sgn(r'). Entio,
sgn(w) = sgn(n~!') = 1 ou sgn(n) = sgn(n~') = —1, ficando assim provada a pro-
posicao. 0

1 23 4567
Exemplo 9 - Sejan = €97
3257614

T pode ser decomposta da seguinte forma: (1356)(47) = (16)(15)(13)(47). Assim,

sgn(w) = (—1)* = 1. Portanto, ™ é uma permutagdo par.

1.3 Determinantes

Definiciio 7 - Seja A = (a;j) uma matriz quadrada de ordem n. Define-se o determinante

de A por
Det(A) =Y sgn(T)ain(1)dan(2)--Gnr(n)-
neS,

Observemos que o determinante de A é a soma de n! parcelas, visto que hd uma
parcela para cada permutacdo de §,. Cada parcela contém um produto da forma
A1n(1)42n(2)---Ann(n)- Os n escalares sdo as n entradas da matriz que estdo em n linhas
e colunas distintas. Da mesma forma, se escolhemos n entradas de A que estdo em linhas
e colunas distintas, o produto desses n escalares aparecera em somente uma das parce-

las que definem o determinante. A permutacio correspondente serd a que associa a cada
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linha, a coluna onde esta a entrada escolhida. Assim, o determinante de A € a soma de to-
dos esses possiveis produtos, cada um deles com um sinal determinado pela permutacdo

correspondente.

Exemplo 10 - Se A é a matriz de ordem 1, A = (a11), teremos somente a permuta¢cdo

idéntica. Assim Det(A) = sgn(ig)ay;,1) = l.an = an

app a2

Exemplo 11 - Se A ¢ a matriz de ordem 2, A = ) temos duas permutagoes

az; a2
em Sy Ty e My, sendo a primeira par e a segunda impar. Assim:

1 2 1 2
751: e TC2:
1 2 2 1

Det(A) = Z sgn(T)a n(1)don(2)

TESH
= sgn(my)ajaxn + sgn(m)aizaz

= dapiax —dajazl

al a2 ais
Exemplo 12 - Se A é a matriz de ordem 3, A= | ay; ax ax3 |, temos seis permu-

asz] aszz dass
tacoes em S3. Assim:

R (PAR), Tty = bz (IMPAR), = b2 (IMPAR)
23 13 2 213

S (PAR),mt5 = b2 (PAR),mtg = bz (IMPAR)
Tl 231 BT 31 2 T3 21

Det(A) = Y sgn(M)ajn1)don(2)@3n(3)
TES3

= sgn(m)ajaxnasz +sgn(ma)aiaxaz + sgn(ms)aipariaszs +
sgn(Ta)a12az3as; + sgn(Ts)aizaziaz + sgn(Te)a13aras
= daj1az2daizz —daipapidizz —aipdz1dss +a12023a31 + aizdjzlaszy —agzanaasg

= a11a22a33 +ai2a23a31 +aj3az1a3 —a11a3azz — aj2a21433 — a13anas]
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Calculando os determinantes utilizando-se da definicdo, percebemos que 0s mesmos
exigem muitos calculos (para n = 4, ja teremos 24 parcelas). Sendo assim, para ordens
superiores a trés, o conhecimento das propriedades dos determinantes podem ser de

grande valia para a realizacao dos célculos.

1.3.1 Propriedades dos Determinantes

Propriedade 1 - O determinante de uma matriz e de sua transposta sdo iguais.

Prova. Seja B = (b;;) a transposta da matriz A = (a;;). Dessa forma, temos que b;; = a;.
Sabemos que toda permuta¢do possui uma inversa e os seus sinais sdo iguais. Seja 0 a
inversa da permutagdo 7. Assim, se 7t(i) = j, entdo () = i, de forma que a;y(;) = as) ;-
Portanto, os produtos dajg(1)dag(2)-- a,m( ) © ag(1)145(2)2---d5(n)n S0 iguais. Assim,
Det(A) = EEZnSg”( )as(1)145(2)2---A5(n Sg sgn(8)b15(1)b25(2)---bus(n) = Det(B) U
A partir da demonstracao dessa propriedade, todas as propriedades relativas as linhas de

um determinante se aplicam, também, as suas colunas.
Propriedade 2 - O determinante da matriz identidade de ordem n é igual a 1.

Prova. Sabemos que as entradas da matriz identidade sdo 1,se i =je 0, se i # j. Assim, o
produto sgn(ﬂ:)am(l)az,t(z)...a,m(n) somente serd diferente de zero se T for a permutagdo

idéntica. Assim, Det (I,) = sgn(ig)aiiaz...ap, = 1 O

Propriedade 3 - Se permutarmos duas linhas(colunas) de uma matriz, o determinante

muda de sinal.

Prova. Suponhamos que seja B, a matriz obtida da matriz A pela permutacdo das linhas i

e j e seja d a transposi¢do correspondente. Assim,

Det(B) = ngn bln ..big OB 'bjn(j)"'bn‘it(n)
nES),
= Z sgn am (,-)...am(j)...ann(n)
neS,
= ng” aln Ain(j)-Ajr(i)---Anm(n)
nES,
- ngn Jain(8(1)) -+ in(3(i)) -4 jn(8(j))-+-Anm(B(n))
nES),

Das proposigdes 6 e 7, sabemos que sgn(nd) = sgnm.sgnd = sgnn(—1) = —sgnm. Assim,
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Det(B) = Z —sgn(nﬁ)am(g(l))...am(g(i))...ajn(g(j))...ann@(n))
IS
= = ) sen(TO)ain(s (1)) Ain(s(i) -+ Ajn(d(j)) - Pun(5(n))
€S,

Como neste somatério Td percorre todas as possiveis permutagdes, a soma déd precisa-
mente o determinante de A. Logo, Det(B) = —Det(A).

Suponha agora que B se obtém de A pela permutacio de duas colunas. Neste caso B’ se
obtém de A" ao permutar duas linhas, logo Det(B) = Det(B') = —Det(A") = —Det(A). O

Propriedade 4 - Se A é uma matriz quadrada com duas linhas ou colunas iguais, entdo
Det(A) =0

Prova. E consequéncia imediata da propriedade 3. Neste caso, A é obtida de si mesma
pela permutag@o das duas linhas ou colunas iguais. Assim, Det(A) = —Det(A). Portanto,
Det(A) = 0. O

Propriedade 5 - Se uma linha ou coluna de uma matriz quadrada A for nula, entdo
Det(A) =0

Prova. Seja i a linha nula. Entdo, para qualquer @ € Sy, djp(;) = 0. Assim, Det(A) = 0
Uma coluna nula na matriz é uma linha nula na sua transposta. Assim, Der(A’) =0 e,

consequentemente, Det(A) = 0. O

Propriedade 6 - Se uma matriz B é obtida pela multiplica¢do de uma linha ou coluna de

uma matriz A por um escalar k, entdo Det(B) = k.Det(A).

Prova. Suponhamos que a r-ésima linha de A seja multiplicada por k para se obter B.

Entdo b;j = a;j se i # re b,j = ka,j. Assim,

Det(B) = ngn bln b21'c() brn(r)---bmt(n)

TES,

= Y sen(m)aig(1)azn(2)- (kdm(r))--Gun(n)

TES,

= k'Y sgn(M)ain(1)@on(2)--Arn(r)--Gom(n)
neS,

= k.Det(A).
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Propriedade 7 - Se uma linha (coluna) de uma matriz quadrada A for um miiltiplo de

outra linha (coluna) de A, entdo Det(A) = 0

Prova. Fagamos a demonstracao somente para as linhas, sabendo-se que a mesma vale
para as colunas, segundo a observacao constante da propriedade 1.
Suponhamos que a r-ésima linha de A seja igual a k vezes a s-ésima linha. Assim

arj = k.agj. Entdo,

Det(A) = Z sgn aln 1)@2m(2) - -Qr(r) -+ Asn(s) - Anm(n)
TES,
= Z sg” aln a27t(2)"'(kasn(r))"'asn(s)"'ann(n)
TES),
= k. Z Sgl’l aln a2n() .asn(,)...asn(s)...ann(n).
nesS,

O somatdrio acima corresponde a um determinante que possui duas linhas iguais. Logo é

igual a zero e, assim, Det(A) = k.0 = 0. O

Propriedade 8 - Se A é uma matriz triangular, entdo Det(A) = aj1az...ayy,.

Prova. Seja A uma matriz triangular superior, isto €, a;; = 0 para i > j. Entdo, um termo
A1n(1)d2n(2)---Ann(n) do determinante de A somente serd diferente de zero se 1 < n(1),
2 <7(2),...,n <m(n). Dessa forma, devemos ter t(1) = 1, n(2) =2, .., nt(n—1) =n—1,
n(n) = n. Assim, o tnico termo do determinante de A que pode ser diferente de zero
¢ o produto dos elementos da diagonal principal de A, que corresponde a permutacdo
idéntica que € par. Portanto, Det(A) = aj1a2;...ay,. De modo andlogo, demonstra-se que
o determinante da matriz triangular inferior € igual ao produto dos elementos da diagonal

principal. 0J

Propriedade 9 - Se a matriz quadrada B se obtém da matriz quadrada A pela soma de
uma linha(coluna) por um miiltiplo de outra linha(coluna) de A, entdo Det(B) = Det(A).

Prova. Facamos a demonstracdo somente para as linhas, sabendo-se que a mesma vale
para as colunas, segundo a observacao constante da propriedade 1.
Consideremos as linhas r e s (r # 5) da matriz A. Temos que b;; = a;; para i #r e

b,j = a,j+casj com r # s. Sem perda de generalidade, podemos supor que r < s. Entdo,

Det Z Sgl’l bln b27t() brn(r)--~bn7t(n)

neS,
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= Y sen(m)an(1)aan(2) - (@rm(r) + Clgn(r))---Agn(s)+-tnz(n)

TeS,
= Z sg” aln 1)2m(2 )"'(arn(r))"'asﬂ:(s)'“anﬂ:(n) +
neS,
Z Sgl’l ach 1)42r(2)- '(Casn(r))"'asn(s)"'ann(n)
TEeS,
= Det(A)+c. Z sgn(M)a n(1)don(2)--(Agn(r))--Asn(s) -+ Ann(n)-

nes,

O somatério acima corresponde ao determinante de uma matriz que possui duas linhas
iguais, que, pela propriedade 4, € igual a zero. Assim, Det(B) = Det(A) + c.0. Portanto,
Det(B) = Det(A). O

Definicao 8 - Chama-se matriz elementar de ordem n, a matriz que se obtém da identi-

dade por uma unica transformagdo elementar.

Propriedade 10 - Se A e E sdo matrizes quadradas de ordem n e E é uma matriz
elementar, entdo Det(EA) = Det(E)Det(A) = Det(A)Det(E) = Det(AE).

Prova. Se E € uma matriz elementar obtida pela permutacdo de duas linhas, entdo, pelas
propriedades 2 e 3, Det(E) = —1. Assim, Det(EA) = (—1).Det(A) = Det(E)Det(A).

Se E € uma matriz elementar obtida pela multiplicacdo de uma linha por
um escalar k ndo nulo, entdo, pelas propriedades 2 e 6, Det(E)=k. Assim,
Det(EA) = k.Det(A) = Det(E)Det(A).

Se E € uma matriz elementar obtida pela substituicdo da i-ésima linha por k vezes a
j-ésima linha mais a i-ésima linha, entdo, pelas propriedades 2 e 9, Det(E) = 1. Assim,
Det(EA) = 1.Det(A) = det(E)Det(A).

A primeira igualdade € consequéncia de que EA se obtém de A ao aplicar uma operagdo
elementar por linhas. A segunda igualdade € imediata pela propriedade comutativa do
produto e a terceira igualdade se prova de maneira idéntica a primeira, utilizando opera-

¢oes elementares por colunas. 0

Propriedade 11 - Uma matriz quadrada é invem’vel se, e somente se, o determinante de
A é diferente de zero. Além disso, Det(A™") =

Det A) -

Prova. Consideremos uma matriz quadrada A e seja A’ a sua forma escalonada reduzida
por linhas. Devemos nos lembrar que A’ se obtém de A mediante uma sucessdo de ope-

racOes elementares por linhas. Isto equivale a multiplicar pela esquerda, por um conjunto
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de matrizes elementares, ou seja, A’ = E;...E}A. Aplicando repetidamente a propriedade
anterior, obtemos: Det(A’) = Det(E)...Det(E;)Det(A). Como as matrizes elementares t€m
determinantes diferentes de zero, obtemos que Det(A) =0 <= Det(A’) = 0. Recorde-
mos, ainda, que se A é invertivel, A’ é a matriz identidade. Logo, Det(A") = I e, assim,
Det(A) # 0. Por outro lado, se A ndo € invertivel, entdo A’ tem uma fila de zeros. Logo
Det(A") = 0 e, assim, Det(A) = 0.

Agora vamos mostrar que o determinante da inversa de A € igual ao inverso do determi-

nante de A. Sabemos que AA~! = I. Aplicando o determinante, obtemos:

Det(AA™") = Det(I)

Det(A)Det(A™1) =1
1
Det(A)

Det(A™!) =

Propriedade 12 - Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Entdo
Det(AB) = Det(A)Det(B).

Prova. Se A é ndo singular, entdo A = E)...Ey. Assim, Det(AB) = Det(E;...ExB) =
Det(E})...Det(Ey)Det (B) = Det(A)Det(B). Se A ou B é singular, entdo AB € singular
e Det(AB) = 0 e Det(A)Det(B) = 0. ]

Propriedade 13 - Se A e B sdo matrizes semelhantes, entdo Det(A) = Det(B).

Prova. Sendo A e B semelhantes, entdo existe uma matriz invertivel P, tal que B = PAP !,

Det(B) = Det(PAP™)
= Det(P)Det(A)Det(P™")
= Det(I)Det(A)
= 1.Det(A)
= Det(A).

Propriedade 14 - O determinante de uma matriz quadrada é uma fungdo linear de cada

um dos seus vetores-linha(coluna), quando os outros estdo fixos.
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Prova. Facamos a demonstracdo somente para as linhas, sabendo-se que a mesma vale
para as colunas, segundo a observacdo constante da propriedade 1. Sejam A,By,...,B;

matrizes quadradas de ordem n, tais que:

(i) A linha i de A é a combinacdo linear das linhas i de By,...,B;, isto €, existem
escalares Q,...04, tais que a;; = 0 b1;; + ... + o bt;;.
(ii) Para todo k # 1, as linhas k de A, By, ..., B; sdo todas iguais.

Devemos provar que Det(A) = ayDet(B1) + ... + oDet (B;). Assim,

Det(A) = Z sgn(M)ain(1)---Gin(i)--Ann(n)
neS,
= Z sgn aln ((lelm( /) +.. —l—OL;btm( )) )
TEeS,
= Z sgn aln (lelm() .ann(n))—l-...—i-
neS,
(Y sgn(m)ainry...Qubtin(i)- - Qo))
neS,
= 061 Z sgn aln blm() .a,m(n)) 4+ ...+
neS,

o (Y sgn(m)aigry-.-blin(iy---Gum(n))

nES,
= (XlDet(Bl)++(xtD€t(Bt)

Propriedade 15 - Se uma linha(coluna) de uma matriz quadrada A for combinacdo

linear das demais, entdo Det(A) = 0

Prova. E consequéncia imediata da propriedade 14. Basta aplica-la na fila da matriz A
que € uma combinacdo linear das demais, que o determinante desdobra-se numa soma de
determinantes todos nulos, por terem filas paralelas proporcionais, ou seja, o determinante

de A € zero por ser uma adi¢do de zeros. 0



CAPITULO 2

Aplicacao no Ensino Médio

2.1 Permutacao

Nesse capitulo estudaremos a permutagao sob um ponto de vista elementar, tendo
por base os conceitos da andlise combinatdria. Sob esse enfoque, o determinante serd
definido como um somatério de termos envolvidos nas chamadas classes de permutacao.
Os resultados apresentados neste capitulo podem ser encontrados em [1], [2], [4], [5], [15]
e [17].

Definicao 1 - Chama-se permutacdo de um conjunto de n elementos distintos a qualquer
conjunto que se pode construir com os n elementos, diferindo um dos outros pela ordem

de seus elementos.

O numero de modos de se ordenar esses n elementos distintos € n!. De fato,
temos n maneiras para escolher o elemento que ocupard o 1° lugar, n — / maneiras para
o segundo lugar, até chegarmos ao dltimo elemento, caso em que teremos / maneira de
colocd-lo no tultimo lugar. Se representarmos por P,, o nimero de permutagdes distintas

de n elementos, entdo P, = n.(n—1).....1 = n!.

2.1.1 Classes de uma permutacao

Dentre as n! permutagdes simples dos n elementos distintos, escolhamos uma
e designamo-la de permutagdo principal. Seja a permutacdo principal, por simplicidade,
aquela em que os elementos correspondem a sucessdo ordenada e crescente dos nimeros

naturais, ou seja, /,2,...,n.

Definicao 2 - Diz-se que numa permutagdo, dois elementos estdo invertidos ou formam

inversdo, quando se encontram em uma ordem distinta da considerada como principal.

Definicao 3 - Uma permutacdo diz-se de classe par quando o niimero total de inversoes
entre cada dois elementos da permutacdo é par; caso contrdrio, quando o niimero de

inversoes é impar, diz-se que a permutagdo é de classe impar.
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Exemplo 1 - Na permutacdo 2 3 1 4, os pares de elementos {2,1} e {3,1} formam
inversoes. Assim, em relacdo a permutagdo principal 1 2 3 4, a permutagcdo 2 3 1 4

possui duas inversoes e, assim, é de classe par.

2.1.2 Processos praticos para se determinar o nimero de inversoes

O ndmero total de inversdes pode ser determinado da seguinte maneira:

(1) Fixar o primeiro elemento da permutacao e contar quantos elementos que o seguem
sdo menores que ele;

(i) Continuar dessa forma até atingir o penultimo elemento.

Exemplo 2 - Sejam 1 2 34 5 6 7 a permutagdo principal de 7 elementos e 53274 6
1 uma permutagdo dos mesmos elementos em que determinaremos a sua paridade. Para
tanto, comparemos o 1° elemento 5 com cada um dos elementos seguintes e facamos o

mesmo com o restante dos elementos. Obtemos, assim, o seguinte quadro:

53 32 27 74 46 61
52 37 24 76 41
57 34 26 71

54 36 21
56 31
51

Verificamos que hd /2 inversdes, ou seja, 12 pares em que 0os nimeros ndo se apresentam

na ordem principal e, assim, 5327461 é uma permutagao de classe par.

Em [1] encontra-se um diagrama que nos permite, também, contar o nimero de inversoes
de uma permutagdo. O diagrama € montado da seguinte forma: escrevem-se os elementos
da permutac¢do principal em uma linha superior e, imediatamente abaixo, os elementos da
permutacdo que se deseja obter a paridade. Unam-se os elementos iguais através de uma
linha de modo que todas as intersecOes possiveis sejam somente de duas linhas. Entdo

para a permutagdo anterior, temos:

Figura 2.1
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Assim, por exemplo, como 5 e 3 ndo estdo na ordem natural, as linhas que unem 5 com
5 e 3 com 3 se intersectam. O mesmo se verifica para toda inversao que se apresenta na

linha inferior. O nimero de intersecdes, neste caso 12, é igual ao nimero de inversoes.

Proposicao 1 - Em toda permutagdo, a inversdo de dois elementos origina uma mudanga

de classe.

Prova. Procederemos a prova, percebendo que temos dois casos a considerar:

1° caso: os dois elementos invertidos sdo consecutivos.

Consideremos as duas permutagdes a;a;...a,ds...a; € a;d;...asq,...a; em que uma € obtida
da outra pela troca dos elementos consecutivos a, € a,;. Dessa forma, esses dois elementos
consecutivos ou estdo invertidos na primeira permutagdo e, consequentemente, pela troca,
deixam de estar na segunda permutagdo, ou ndo formavam inversdao na primeira e ficam
invertidos na segunda. Em relacdo aos outros elementos da permutagdo, os a, € ag
continuam a formar as mesmas inversoes, pois nao foram mudadas as posi¢des relativas
deles com a, e as. Sendo assim, o nimero de inversdes da segunda permutacio difere da
primeira permutagdo em uma unidade e elas sdo, pois, de classes diferentes.

20 caso: os dois elementos ndo sdo consecutivos.
k k

Suponhamos, agora, que entre a, € as; ha k elementos: ai...m...az e ai...m...az.

A troca de a, com a; pode se reduzir a troca de elementos consecutivos da seguinte forma:
primeiro, troca-se a, com cada um dos k elementos que estdo a sua direita, mais o a.
Temos entdo k+ 1 trocas; em seguida, troca-se a; sucessivamente com cada um dos k
elementos que estdo a sua esquerda, até ocupar o lugar de a,. Assim, temos k trocas e,
no total, obtemos k+ k+ 1 = 2k + 1 trocas de elementos consecutivos. Como a cada uma
das trocas a permutacdo muda de classe, pelo 1° caso, entdo a permutagdo fica com uma

classe diferente da que tinha. 0

Proposicao 2 - Dentre as n! permutagéoes simples de n elementos distintos, sdo em igual

numero as das duas classes.

Prova. Seja ny o nimero de permutacdes de classe par e no o nimero de permutacdes de
classe impar. Das n! permutagdes vamos escolher dois elementos quaisquer e fagcamos
a inversdo entre eles. Com isso, todas as permuta¢des mudardo de classe, ndo havera
repeticdo de nenhuma permutacgdo e, ainda, duas permutacdes diferentes de uma mesma
classe ndo dard origem a mesma permutacao de outra classe. Consequentemente, ny = ny.

. . |
Dessa igualdade e sabendo que nj +ny = n!, conclui-se que n; =np, = %. O
g q q 2
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2.2 Termo de uma matriz quadrada

Definicao 4 - Chama-se termo de uma matriz quadrada de ordem n a qualquer produto
de n elementos em que compareca um e apenas um elemento de cada linha e de cada
coluna. Consideremos como termo principal, o termo formado pelos elementos de indices

iguais.

ajp a2 ag3
Exemplo 3 - Seja A uma matriz quadrada de ordem 3, A = | ar; azx ax

asp dazz ass
De A podemos obter os seguintes termos:

. apjaxazz — termo principal
. ad11da23asy
. ad12d214as33
. a12a2343]
. a13d21432
. a13d2asg

2.2.1 Paridade de um termo

Definicao S - Um termo de uma matriz é dito par ou impar conforme seja par ou impar

a soma das inversoes efetuadas sobre os indices das linhas e das colunas.

Se o termo for par serd precedido do sinal (+), se for impar sera precedido do sinal (—).
Tomando-se o cuidado de formar os termos de modo que os indices das linhas seja a
permutagdo principal, teremos que nos preocupar somente com as inversdes efetuadas
sobre os indices das colunas. Assim, do exemplo anterior, 0 termo aj3azraz; terd a
seguinte paridade (sinal): como os indices das linhas formam a permutagdo principal,
basta contar o nimero de inversdes dos indices das colunas. Assim, ndo teremos nenhuma
inversao dos indices das linhas e 3 inversdes dos indices das colunas, ao todo, 0+ 3 = 3.

Dessa forma, dizemos que o termo aj3az;a3; € impar e escreve-se —a(3dasy.

2.3 Determinantes

Definicao 6 - Dada uma matriz quadrada A, chama-se determinante de A, a soma de
todos os seus termos, precedidos do sinal (+) ou (—) conforme se trate de um termo par

ou um termo impar, a qual denotaremos Det(A).
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2.3.1 Determinante de ordem 2

app a2
A=

az;r az

O termo principal € ajjayy o qual corresponde o sinal (4). Conservando fixa a permuta-
cao das linhas, facamos todas as permutacgdes dos indices das colunas. Sdoelas 1 2e 2 1,

a primeira par e a segunda impar. Assim,

Det(A) =dajiazy —appaz]-

2.3.2 Determinante de ordem 3

ayl ap as
A= | ay axn axn

asp dazz asz

O termo principal é ajjazass o qual corresponde o sinal (+). As permutagdes dos trés
indices das colunas sdo: 123,23 1e3 12 (pares)e132,213e321 (impares). Assim,

Det(A) = aj1axna33+apaxaz +aizazaz —a1aaazy —ajndzazs — aj3a22a3] - (1)

Para o célculo dos determinantes de ordem superior a 3, poderiamos seguir exatamente a
definicao dada. No entanto, o cdlculo se torna moroso, uma vez que para o determinante
de 4% ordem, por exemplo, ja teriamos que realizar a adi¢do de 24 parcelas. Sendo
assim, podemos obter métodos mais eficientes como consequéncia das propriedades dos

determinantes que vamos estabelecer.

2.3.3 Propriedades dos determinantes

Propriedade 1 - Um determinante ndo se altera quando se trocam as linhas pelas

colunas e vice-versa.

Prova. Todo termo do primeiro determinante estd formado por n elementos, sendo um
de cada linha e de cada coluna, pertencendo também ao segundo determinante. O termo
principal dos dois determinantes € o mesmo. Logo, de acordo com a lei de formagado dos

outros termos, os dois determinantes t€m os mesmos termos e, assim, sao iguais. OJ
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Desta propriedade, conclui-se que toda propriedade dos determinantes pode enunciar-se

indiferentemente para as linhas ou para as colunas.

Propriedade 2 - Um determinante muda de sinal quando se trocam as posi¢coes de duas

quaisquer de suas linhas(colunas).

Prova. De fato, a troca equivale a mudar em cada termo dois indices. Sendo assim, a
permutagdo correspondente a cada um dos termos mudard de classe, isto €, de sinal,
conforme a Proposicdo 1. Com todos os termos trocando de sinal, teremos uma mudanca

no sinal do determinante. ]

Propriedade 3 - Se uma matriz quadrada tem duas linhas (colunas) iguais, o seu

determinante é igual a zero.

Prova. Seja A o determinante dessa matriz quadrada. Trocando de posicao as duas linhas
(colunas) iguais, temos pela Propriedade 2, que o determinante muda de sinal, ou seja,
obtemos —A. Mas pela igualdade das duas linhas (colunas), o novo determinante serd
idéntico ao anterior. Logo serd A = —A, implicando que 2A = 0, o que exige que A = 0.
0J

Propriedade 4 - Se uma matriz quadrada tem todos os elementos de uma linha (coluna)

iguais a zero, entdo o seu determinante é igual a zero.

Prova. Cada um dos termos em que se desenvolve o determinante contém um elemento
dessa linha (coluna). Sendo assim, cada termo serd igual a zero. Dai se conclui que o

determinante € zero, por ser uma adi¢do de zeros. 0

Propriedade 5 - Se multiplicarmos uma linha (coluna) de uma matriz quadrada por um

nimero, o determinante fica multiplicado por esse niimero.

Prova. Pela mesma razdo apontada na Propriedade 4, cada termo contém um e somente
um elemento pertencendo a linha (coluna) considerada. Logo, todos os termos ficam
multiplicados pelo nimero considerado e, portanto, o determinante fica multiplicado por

esse numero. O

Propriedade 6 - Se uma linha (coluna) de uma matriz quadrada for um miltiplo de

outra linha (coluna) dessa matriz, entdo o seu determinante é igual a zero.
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Prova. De fato, seja A o determinante dessa matriz quadrada. Multiplicando uma das
linhas (colunas) por um nidmero k, coeficiente de proporcionalidade das duas linhas
(colunas), elas ficardo iguais. Sendo iguais, pela Propriedade 3, o novo determinante é

igual a zero. Além disso, pela Propriedade 5, temos: k.A = 0. Portanto, A = 0. OJ

Propriedade 7 - Se A é uma matriz triangular (inferior ou superior), entdo o seu deter-

minante se reduz ao termo principal.

Prova. Seja A uma matriz triangular inferior, isto €, aquela em que a;; = 0, para i <.
Da defini¢do de determinante, em cada termo deve aparecer um e somente um elemento
da primeira linha. Somente ndo serdo nulos aqueles em que comparecer o elemento aj;.
Passando a segunda linha, vemos que ela s6 possui dois elementos diferentes de zero as
e apy. Destes, o primeiro nao pode aparecer em nenhum termo, visto que j4 faz parte da
mesma coluna em que estd ap;. Portanto, nos termos nao nulos, s6 o elemento ay; da
segunda linha pode tomar parte no desenvolvimento do determinante. Percebe-se que até
essa etapa do desenvolvimento do determinante, temos apenas aj; € az> como fatores
nio nulos. Sendo assim, continuando com raciocinio andlogo para as demais linhas,
verificaremos que os termos ndo nulos se reduzem ao termo principal aj1as;...ay,. De
modo idéntico, demonstra-se que o determinante da matriz triangular superior se reduz ao

termo principal. 0J

Propriedade 8 - O determinante da matriz identidade de ordem n é igual a 1.

Prova. E consequéncia imediata da Propriedade 7. Sendo o termo principal par, por nio
haver inversdes, tem-se que Det(I) = 1.1...1 = 1. O

Para a demonstracdo das proximas propriedades valemo-nos das seguintes defini¢des:

Definicao 7 - Consideremos uma matriz quadrada de ordem n > 2. Chama-se menor
complementar de um elemento a;j, denotado por D;j, ao determinante que se obtém,

eliminando a linha i e a coluna j de A.
Defini¢iio 8 - Chama-se cofator de a;j, denotado por A;j, ao niimero (—1)"+J.D;;.

Propriedade 9 - Um determinante qualquer é uma funcdo linear dos elementos de uma

mesma linha (coluna).
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Prova. De fato, pela defini¢do, cada termo do determinante contém um e somente um

elemento pertencendo a uma determinada linha (coluna). Seja o determinante:

ail app aiz -+ Ay
ai axp az -+ Ay
A=|as a3 as -+ a
apl Aay2 ap3 -+ dpp

Podemos escrever, ordenando o determinante segundo os elementos da primeira linha,
A =ay1A11 +apAip+aizAiz + ... +aArn, onde App representa o determinante obtido
quando se pde em evidéncia aji; A2, 0 que se obtém quando se pde a2 em evidéncia
e assim sucessivamente. De fato, todos os termos que contém o elemento aj; nao po-
dem conter nenhum outro elemento pertencendo a primeira linha ou a primeira coluna.
Ele deverd, pois, ser multiplicado pelas ordenacdes possiveis dos restantes elementos
tomados nas n— I linhas e nas n— I colunas ndo empregadas no desenvolvimento do
determinante. Vé-se que Aj; €, assim, o cofator relativo a a;;. Da mesma forma, Aj2 é o

cofator relativo a ajp e, assim, sucessivamente. O

O que essa propriedade nos diz € que podemos fazer o desenvolvimento de um deter-
minante segundo os elementos de uma linha ou de uma coluna qualquer de uma matriz

quadrada.

Exemplo 4 - Obter o determinante de uma matriz quadrada de ordem 3, fazendo o

desenvolvimento:

(i) pela primeira linha;
(ii) pela segunda coluna.
(i)
al a2 a3
A=|ay axn ax

asp azz ass

A = anAn+anApn+aizArs
az a3 a1 a; az; ax
= an —ann +ap3
azy ass asl as; as; azy

= a1 (apaszs —axas) —ain (ax1asz —axasy) + a3 (a21a32 — axnazy)
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= a11a2as3 —a|1a23az —a|2a21a33 +aipdsiasl +azaz1asy — a3axndasy.

Observe que essa é a mesma expressdo (1) que obtivemos a pdgina 33.

(if)
air a aps

A=|ay axn axn

asy a2 asj

A = —apApn+anin—azApn
a1 ax; ail as al as
= —dap +an +ai3
az1 asz azy asz a1 a3

= —an(az1a33 —axzaz) +axn (a1a33 —ajzasy) —azp (ajazs —ajzaz)

= —a2a21a33 +aj2a23as| +ai1ax2a33 — aj3aeas; —adj1a3asn +ajzaz1as;.

A mesma expressdo (1) da pdgina 33.

Propriedade 10 - Se em uma matriz quadrada de ordem n, os elementos de uma linha
(coluna) é uma adig¢do de m parcelas, o seu determinante se desenvolve pela adig¢do
de m determinantes, que se obtém do determinante dado, conservando as outras linhas
(colunas) e substituindo a linha (coluna) composta pelas primeiras, segundas, m-ésimas

parcelas.

Prova. Seja A o determinante onde os elementos de uma linha & € a adi¢ao de m parcelas:

m

ap =ai+by+-+1,

m

app=ay+by+---+1

akn:an+bn+"'+l;

Desenvolvendo A em relagdo aos elementos da linha k, tem-se:

A = (a1+b1+-+h)An+(aa+ba+- - +Dh)A+-+(an+by+ -+ 1) A
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= (a1 A+ a2 A+ -+ anAgy) + (b1.Ak +b2. Ao+ - + by Agy) +
4.+ (ll-Akl + lz.Akz + .- +ln~Akn)

aiy di2 - dlp ayilr a2 -+ din ayiy a2 -+ dip
e ay ap e a —|— bl b2 e b}’l —|—..._|_ ll 12 e ln
apl 4ap2 - Qun apl ap2 " Apn anl 4p2 - Qpn

Propriedade 11 - O determinante de uma matriz quadrada ndo se altera se substituirmos

uma de suas linhas (colunas) pela adi¢do dela com um miiltiplo de outras.

Prova. Multipliquemos os elementos das linhas ky,k2,---,k, respectivamente por
A,A2, -+, A, e adicionemos esses produtos aos elementos correspondentes da linha
i. Obtém-se, assim, um novo determinante A em que todas as linhas sdo as do determi-
nante dado A, exceto a linha i que fica composta do seguinte modo:

ay = an + M Ay HA2apa) o+ Med

!

ap = ap +M.agp+Aap)n + -+ M)

Cl;n = ain+ M -Q(k1)n +A2-a(2)0 + -+ M)

De acordo com a Propriedade 10, A" desenvolve-se na adi¢do de r determinantes:

A = A +Ary+ -+ Ar+1. Mas Aq, que tem na linha i os elementos a;1,ap,: -, ain,
é, precisamente A; A; é nulo, pela Propriedade 6, porque tem na linha i os elementos
Kl.a(kl)l,---,kl.a(kl)n que sdo proporcionais. Pela mesma razdo, sdo nulos Az, - -, A,41.
Portanto A’ = A =A. O

Propriedade 12 - Se uma linha (coluna) de uma matriz quadrada é combinagao linear

das demais, o seu determinante é zero.

Prova. E consequéncia imediata da Propriedade 10. Basta aplicd-la a linha (coluna)
que € combinacao linear das demais. Assim, o determinante desenvolve-se na adi¢do de
determinantes todos nulos, por terem linhas (colunas) paralelas proporcionais. Portanto,

o determinante € zero. O
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Aplicacao das propriedades

1 1 1
Exemplo S - Calcular o valor do determinante A= |1 1+x 1
1 1 14y

Aos elementos da 2* coluna e da 3% coluna, subtraiamos os da 1* coluna (o determinante

ndo se altera (Propriedade 11)) e assim:

Obtemos uma matriz triangular inferior, cujo determinante se reduz ao termo principal

(Propriedade 7). Portanto A = xy.

b+c a—b a
Exemplo 6 - Mostrarque A=| c+a b—c b = 3abc—a® b’ -,
a+b c—a c
Podemos decompor o determinante, segundo a Propriedade 10, da seguinte forma:
b a a b b a c a a c b a
A=|c b b — c c b + a b b — a c b
a c c a a c b ¢ c b a c

Os trés primeiros determinantes sao nulos por possuirem, cada um, duas colunas iguais

(Propriedade 3). Entdo A se reduz a:

c b a
A=—|a c b

b a c

Desenvolvendo-o pela 1¢ linha (Propriedade 9), temos:

c b a b a c 3 3 3
A= —c +b —a = —c’ +abc+abc— b’ —a’ +abc.
a c b ¢ b a
Portanto A = 3abc — a®> — b — 3.
m—n—p 2m 2m
Exemplo 7 - Verificar a igualdade: 2n n—p—m 2n = (m+n+p)’.
2p 2p p—m—n

Chamemos de A o determinante proposto. Aos elementos da 1° linha, adicionemos os

elementos correspondentes das duas outras (pela Propriedade 11, o determinante ndo se
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altera). Assim,

m+n+p m+n+p m+n+p
A= 2n n—p—m 2n
2p 2p p—m—n

Colocando (m+n+p) em evidéncia (Propriedade 5), temos:

1 1 1
A=(m+n+p)|2n n—p—m 2n
2p 2p p—m—n

Aos elementos da 2¢ e da 3% coluna, subtraiamos os da 1* coluna (pela Propriedade 11,

o determinante ndo se altera). Assim, obtemos:

1 0 0
A=(m+n+p)| 2n —(m+n+p) 0
2p 0 —(m+n+p)

Obtemos uma matriz triangular inferior, cujo determinante se reduz ao termo principal
(Propriedade 7). Assim, A= (m+n+p)(m+n+p)* = (m+n+p)>.

Exemplo 8 - Demonstrar, sem desenvolver o determinante, que:

a—b m—n x—y
A=|b—c n—p y—z |=0.

c—a p—m z7—X

Vamos adicionar a ultima linha, as duas primeiras (pela Propriedade 11, o determinante

ndo se altera). Assim,

a—b m—n x—y
A=|b—c n—p y—z
0 0 0

Como o determinante tem uma linha nula, entdo, pela Propriedade 4, é igual a zero.

Exemplo 9 - Sem desenvolvé-lo, provar que é miiltiplo de 12, o determinante:

>

I
—_ =
S N B
o O
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Adicionemos a terceira coluna, a primeira multiplicada por 100 e a segunda multiplicada

por 10. O determinante ndo se altera, conforme a Propriedade 11. Assim, obtemos

1 4 4 1 4 144
A=|1 2 0 = 1 2 120
1 0 8 1 0 108

Percebemos que 144, 120 e 108 sdo muiltiplos de 12. Colocando 12 em evidéncia no

tiltimo determinante (Propriedade 5), obtemos

1 4 4 1 4 144 1 4 12
A=|1 2 0] = 1 2 120, = 1211 2 10
1 0 8 I 0 108 1 09
X 2 0
12 x 0 =2
Exemplo 10 - Resolver a equacdo = 16.
2 0 —x -2
0 -2 -2 —x

Adicionemos a primeira linha, a quarta linha (pela Propriedade 11, o determinante nédo

se altera). Obtemos

x 0 0 —x
2 0o -2
o — 16.
2 0 —x -2
0O -2 -2 —x

Adicionemos a quarta coluna, a primeira coluna (pela Propriedade 11, o determinante

ndo se altera). Obtemos

x 0 0 0
2 0 0
o —16
2 0 —x O
0O -2 -2 —x

Temos, assim, uma matriz triangular inferior e, pela Propriedade 7, o seu determinante

se reduz ao termo principal. Entdo x.x.(—x).(—x) = 16 = x* = 16. Portanto, x = £2.



Conclusao

Nos capitulos anteriores utilizamo-nos dos conceitos de permutacdo ao definir-
mos o determinante. Tal atitude traduz, simplesmente, a preferéncia do autor desta sobre
o modo de se abordar os determinantes, tendo em vista a utilizacdo de uma defini¢do
que permita, com maior simplicidade, proceder as demonstracdes de suas propriedades.
Estas, por sua vez, sdo importantes para caracterizar o determinante como a unica fun-
¢do de matriz que satisfaz a condi¢do de depender linearmente das linhas (colunas) da
matriz, anular-se quando duas de suas linhas (colunas) sdo iguais e assumir o valor 1 na
matriz identidade. Por outro lado, busca-se clareza na abordagem de um conceito mate-
madtico que, em nivel de ensino médio, carece de um tratamento inteligivel, uma vez que
¢ apresentado sem as formalizacdes necessdrias para a sua compreensao.

Ademais, ndao devemos nos esquecer de que os determinantes, ainda no ensino
médio, sdo utilizados na resolucdo de sistemas lineares, na determinacdo da drea de
figuras planas e no estudo da colinearidade de pontos do plano. Assim, com uma melhor
compreensdo da defini¢do e das propriedades, os determinantes podem ser aplicados com
maior seguranga nas situagdes em que os mesmos sao solicitados.

Por outro lado, esperamos estar contribuindo com aqueles que aspiram a uma for-
macao académica superior, baseada em conceitos matemaéticos provindos, inicialmente,
da 4lgebra linear e da Matemaética em geral.

Por fim, o presente trabalho estd em consondncia com o denominado Projeto
Klein de Matematica. Ja na introdu¢do do volume 1 da obra "Matematica Elementar
desde um ponto de vista superior”, Klein acentua a importancia do enlace entre o ensino
elementar e o ensino superior, tendo em vista o adequado preparo do professor de
Matematica da escola elementar. Desse modo, Klein ainda enfatiza que tais enlaces tem
o fim, de certo modo, "de facilitar, por parte do professor, dessa capacidade de extrair da
grande base de conhecimentos um estimulo vivo para a sua pratica de ensino".

Tendo tal compreensdo, o professor do ensino médio tem a oportunidade de
transmitir algo da Matematica superior, utilizando-se do curriculo escolar. E nesse sentido
que o presente trabalho faz a conexdo entre a visdo elementar e superior das permutagdes
aplicadas a definicdo de determinantes, oferecendo ao interessado um contato mais

préoximo entre o ensino € a pesquisa Matematica.



Referéncias Bibliograficas

[1] AITKEN, A. C. Determinantes y Matrices. Dossat, Madrid, 1939.

[2] BOLDRINI, J. L.; COSTA, S. I. R.; RIBEIRO, V. L. F. F.; WETZLER, H. G. Algebra
Linear. Harbra, Sdo Paulo, 1978.

[3] CALLIOLI, C. A.; DOMINGUES, H. H.; COSTA, R. C. F. Algebra Linear e Aplicacdes.
Atual, Séo Paulo, 1989.

[4] DE ALENCAR FILHO, E. Elementos de Analise Algébrica. Nobel, Sao Paulo, 1964.
[5] DE MENEZES, D. L. Abecedario da Algebra. Nobel, Sao Paulo, 1971.

[6] GONGALVES, A.; DE SOUZA, R. M. L. Introducio a Algebra Linear. Edgard Blucher,
Sé&o Paulo, 1977.

[7] HEFEZ, A.; DE SOUZA FERNANDEZ, C. Introducéo a Algebra Linear. SBM, Rio de
Janeiro, 2012.

[8] KLEIN, F. Matematica elemental - Desde un punto de vista superior - Vol. I.
Nuevas Gréficas, Madrid.

[9] KUROSCH, A. G. Curso de Algebra Superior. Mir, Moscou, 1968.
[10] LiMA, E. L. Algebra Linear. Impa, Rio de Janeiro, 2004.
[11] LipscHUTZ, S. Algebra Linear. MacGraw-Hill, Rio de Janeiro, 1980.

[12] MORGADO, A. C.; JUDICE, E. D.; WAGNER, E.; LIMA, E. L.; DE CARVALHO, J. B. P.;
CARNEIRO, J. P. Q.; GoMES, M. L. M.; CARVALHO, P. C. P. Exame de textos:
Analise de livros de Matematica para o ensino médio. SBM, Rio de Janeiro,
2001.

[18] MUIR, T. The Theory of Determinants in the Historical Order of Development -
vol.1. MacMillan, London, 1906.

[14] NACHBIN, L. Introducdo a Algebra. MacGraw-Hill, Rio de Janeiro, 1971.



Referéncias Bibliograficas 44

[15] NETTO, F. A. L. Teoria Elementar dos Determinantes. Nobel, Sao Paulo, 1958.

[16] SCIENCES, L. D. Oeuvres Completes D’Augustin Cauchy. Gauthier-Villars,
France, 1905.

[17] SERRAO, A. N. Analise Algébrica. Globo, Porto Alegre, 1945.



	Elementos Pré-Textuais
	Capa
	Publicação
	Folha de Rosto
	Aprovação
	Direitos Autorais
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract

	Sumário
	1 Grupo de Permutações e Determinantes
	1.1 Grupos
	1.2 Permutações
	1.2.1 Ciclos

	1.3 Determinantes
	1.3.1 Propriedades dos Determinantes


	2 Aplicação no Ensino Médio
	2.1 Permutação
	2.1.1 Classes de uma permutação
	2.1.2 Processos práticos para se determinar o número de inversões

	2.2 Termo de uma matriz quadrada
	2.2.1 Paridade de um termo

	2.3 Determinantes
	2.3.1 Determinante de ordem 2
	2.3.2 Determinante de ordem 3
	2.3.3 Propriedades dos determinantes
	Aplicação das propriedades



	Referências Bibliográficas

