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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar alguns resultados da Geometria Proje-
tiva de modo que possa ser apreciado por alunos do ensino médio. Uma das diferencas
com a geometria euclidiana estd no fato de que, na geometria projetiva, as retas parale-
las ndo existem. Focaremos no conceito de perspectiva e projetividade (transformacdes
projetivas) apresentando topicos de geometria projetiva analitica para demonstrar te-
oremas famosos como o de Desargues e Pappus. Traremos ainda defini¢des, do ponto
de vista projetivo, para as cOnicas e, finalmente, dez atividades para consolidacao dos

temas abordados.

Palavras-chave: Perspectiva, projetividade, razdo cruzada.
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ABSTRACT

This work aims to present some results of Projective Geometry so that it can be ap-
preciated by high school students. One of the differences with Euclidean geometry lies
in the fact that, in projective geometry, parallel lines do not exist. We will focus on
the concept of perspective and projectivity (projective transformations) by presenting
topics of analytical projective geometry to demonstrate famous theorems such as De-
sargues and Pappus. We will also present definitions, from a projective point of view,

the conics and, finally, ten activities to consolidate the themes studied.

Keywords: Perspective, projectivity, cross ratio.
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INTRODUGCAO

A origens da geometria projetiva podem ser encontradas na preocupacdo do homem
de representar objetos tridimensionais num plano. Ao contrdrio das outras geome-
trias (euclidiana, hiperbdlica etc), no entanto, a geometria projetiva originou-se de
problemas mais estéticos do que praticos e aqueles que contribuiram para seu desen-

volvimento eram artistas e ndo matematicos.

De acordo com [14] embora os pintores da Grécia e de Roma antigas tivessem ten-
tado, com algum sucesso dar a seu trabalho um efeito tridimensional, eles estavam
mais preocupados com temas religiosos que eram mais misticos do que realistas, pin-
tavam com uma noc¢do bem limitada de profundidade, até que na época do Renasci-
mento, os artistas procuraram tornar seus trabalhos mais naturais e realistas. Posteri-
ormente, no século XV, houve mais progressos na representacao realista de cenas tri-
dimensionais na tela bidimensional do pintor, avancando no desenvolvimento de uma
teoria matemadtica da perspectiva e os homens que a criaram, embora bastante compe-
tentes na matematica da sua época, eram principalmente artistas. Albrecht Diirer, um
dos artistas renascentistas alemaes dessa época, desenvolveu maquinas e ferramentas
para desenhar em perspectiva, que tinham a finalidade de facilitar os desenhos de

objetos reais em uma superficie plana.

A figura [1) mostra o artista fazendo um retrato utilizando o método do vidro, esse
dispositivo permitia aos artistas fazer uma imagem mais precisa de objetos ou cenas

que visualizavam.

Na figura |2| o desenho sendo produzido por dois operadores, um que define os pon-

tos e o outro que estabelece suas coordenadas.

Dominada a técnica de perspectiva nas pinturas, houve artistas que brincavam com
elas, como Escher, que criava pinturas cujas imagens eram impossiveis de representar

a realidade. Observe a figura [3| onde ndo sabemos se a dgua esta caindo ou subindo,
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Figura 1: Artista desenhando com a ajuda de um vidro quadriculado.
Disponivel em http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2000/1icm33/Durer2.htm.
Acesso em 15/02/2019

Figura 2: Maquina de perspectiva.

Disponivel em
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/69/358durer. jpg
Acesso em 15/02/2019

enquanto que na figura [4, ndo é possivel determinar se as pessoas na escada estio

subindo ou descendo.

Ao prestarmos atencdo numa simples imagem frontal de uma linha de trem, observa-
mos que os trilhos ndo estdo paralelos, parece que eles se intersectam em algum lugar,
assim como ocorre com as calcadas de uma rua e por mais que nos aproximamos dessa
interseccdo (numa situacdo real), nunca chegamos a ela, assim, podemos dizer que os
trilhos se intersectam no infinito (no horizonte). Esse exemplo ilustra bem um conceito

importante: o paralelismo de retas, que nao existe na geometria projetiva. Essas retas,


http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2000/icm33/Durer2.htm
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/69/358durer.jpg
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Figura 3: Waterfall.

Disponivel em https://en.wikipedia.org/wiki/M._C._Escher#/media/File:
Escher_Waterfall. jpg. Acesso em 15/02/2019

que sdo paralelas na a geometria euclidiana, se intersectam em um ponto denominado
ponto de fuga correspondente a um ponto no infinito no plano geometral, que é o
plano onde os objetos reais estdo apoiados. Plano geometral e objetos apoiados nele
sdo representados no plano visual, denominado plano imagem e no presente trabalho,
analisaremos a relagdo entre esse planos no capitulo um. Aqui nossa fonte de pesquisa
encontra-se, principalmente em e [14].

No capitulo dois apresentamos alguns topicos de geometria projetiva analitica, onde
serad definido um importante recurso que auxilia na demonstracdo de alguns teoremas:
o principio da dualidade. S&o demonstrados dois teoremas famosos da geometria
projetiva que sdo o de Desargues e o de Pappus. Osresultados deste capitulo apoiam-

se na bibliografia anterior.

As transformacoes projetivas sdo o tema do terceiro capitulo. Iniciamos esse estudo
definindo perspectivas e projetividades, pois vimos nos capitulos anteriores que apesar
de distancia e angulos serem deformados, existe uma importante relacdo que nao se
perde nas transformacdes projetivas, que € a razdo cruzada entre quatro pontos. Com
essa ferramenta podemos obter exatamente a distancia entre imagens de pontos, isso

significa que podemos determinar com exatiddo a imagem de um objeto. Para nortear


https://en.wikipedia.org/wiki/M._C._Escher#/media/File:Escher_Waterfall.jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/M._C._Escher#/media/File:Escher_Waterfall.jpg
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Figura 4: Ascending and Descending.

Disponivel em
https://en.wikipedia.org/wiki/Ascending_and_Descending#/media/File:
Ascending_and_Descending. jpg. Acesso em 15/02/2019

o desenvolvimento do capitulo tomamos como base o famoso livro [5], adicionando
alguns teoremas ou demonstrando-os de outra forma, como é o caso do teorema fun-
damental da geometria projetiva para retas e planos, onde foram utilizadas as notas
de aula do professor Francisco Rui Tavares de Almeida, usamos estas notas, e [91,
no desenvolvimento do tépico sobre isometrias. Encerramos o capitulo com as conicas,
definindo sob um ponto de vista projetivo, apresentamos os teoremas de Pascal e o seu

dual (teorema de Brianchon) para que, com o auxilio desses, pudéssemos construir


https://en.wikipedia.org/wiki/Ascending_and_Descending#/media/File:Ascending_and_Descending.jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/Ascending_and_Descending#/media/File:Ascending_and_Descending.jpg
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conicas com um algoritmo mostrado em [2]. A bibliografia utilizada aqui foi [5], [4].

Os lemas da geometria plana utilizados na demonstracdo foram encontrados em [6].

O quarto capitulo é um conjunto de dez problemas que envolvem os principais resul-
tados no presente trabalho. Acreditamos que suas resolucoes contribuirdo de forma po-
sitiva para o completo entendimento do que foi abordado nos trés primeiros capitulos.
Finalmente, no apéndice, mostramos conteidos de matematica elementar que sdo pré-
requisitos para um melhor entendimento do contetido. Para escrevé-lo usamos [7]], [6]]

e [11], este ultimo foi usado para a demonstragdo do teorema de Tales.






PERSPECTIVA E GEOMETRIA PROJETIVA

1.1 O ESTUDO DE GEOMETRIA

Quando se fala em geometria, geralmente se pensa em geometria euclidiana. A mai-
oria das pessoas se surpreendem ao saber que existem varias geometrias. A geometria

estudada nesta dissertacdo de mestrado é a geometria projetiva.

Na geometria euclidiana estuda-se as propriedades de objetos (planos e espaciais)
que sdo invariantes por rotacoes, translacoes e reflexdes, discutem-se os conceitos de
congruéncia e paralelismo. Na geometria projetiva estuda-se a maneira como os obje-
tos sdo vistos, por isso ela também é conhecida como geometria da visdo. Os exemplos
a seguir destinam-se a esclarecer a distincao entre o formato de um objeto e a maneira
como ele é visto. Considere um par de trilhos de trem que desaparecem da visdo no
horizonte. Se vocé estivesse de pé no meio dos trilhos e olhando para o horizonte vocé

veria o que esta ilustrado na figura

Observe que embora, na realidade, os trilhos sejam paralelos, na figura [5, as retas
que os representam convergem para um ponto no horizonte. Além disso, embora os
comprimentos de todos os dormentes e a distancia entre eles sejam aproximadamente
iguais, na imagem eles parecem diminuir a medida que vocé se aproxima do horizonte.
Finalmente, apesar dos quatro angulos formados por quaisquer par de dormentes e
trilhos (formando um retdngulo) serem aproximadamente dngulos retos, ndo parecem

ser congruentes na imagem.

O aro da xicara de café ilustrado na figura[f|é circular, mas na figura ele parece com

uma elipse.
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Figura 5: trilhos paralelos.

Disponivel em https://www.publicdomainpictures.net/pt/view-image.php?
image=23982&picture=trilhos-de-trem. Acesso em 15/02/2019

Figura 6: vista lateral da aba da xicara.
Disponivel em https://pixabay.com/pt/vectors/copa-caf}C3%A9-bebidas-cery
C3%A2mica-quente-156743/. Acesso em 15/02/2019

No exemplo dos trilhos da ferrovia, os comprimentos, angulos e paralelismo sdo

distorcidos, assim como na imagem do tabuleiro de xadrez ilustrado na figura([7}

Embora os exemplos anteriores constituem o que chamamos de perspectiva, objeto
de estudo da préxima secdo, nesse trabalho focaremos na imagem de objetos planos

como retas, poligonos e conicas que pertencam a um plano denominado plano objeto.

1.2 UM MODELO DE PERSPECTIVA

Em perspectiva (ver figura [8)), um objeto é desenhado em uma tela como se fosse

transparente através da qual o desenhista vé um quadrado. Os raios de luz de cada


https://www.publicdomainpictures.net/pt/view-image.php?image=23982&picture=trilhos-de-trem
https://www.publicdomainpictures.net/pt/view-image.php?image=23982&picture=trilhos-de-trem
https://pixabay.com/pt/vectors/copa-caf%C3%A9-bebidas-cer%C3%A2mica-quente-156743/
https://pixabay.com/pt/vectors/copa-caf%C3%A9-bebidas-cer%C3%A2mica-quente-156743/
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Figura 7: tabuleiro de xadrez.

Disponivel em https:
//pixabay.com/pt/vectors/xadrez-tabuleiro-de-xadrez-placa-2154428/.
Acesso em 15/02/2019

ponto do quadrado passam pela tela e convergem para o olho do observador. O con-
junto de pontos em que esses raios de luz se encontram com a tela € o que o artista
desenha. Conforme ilustrado na secao anterior, a perspectiva distorce comprimentos,
angulos, paralelismo e formatos. No entanto, o olho e a mente automaticamente acei-

tam e sintetizam essa perspectiva em uma impressdo de realidade.

Na verdade, o que chamamos de perspectiva é mais propriamente a perspectiva li-
near que consiste na representacdo de um objeto do espacgo tridimensional num plano,
chamado de plano imagem (ou quadro). As teorias da perspectiva que ndo sejam a
perspectiva linear podem ser obtidas substituindo o plano de visdo por outra superfi-
cie (como parte de uma esfera, por exemplo) ou substituindo projetores lineares por
projetores curvos. Nao abordaremos esses modelos de perspectivas, pois ndo cabe no

conteudo do ensino médio.

Como podemos perceber, pela figura 8, hd uma correspondéncia entre os pontos do
objeto e os pontos da imagem, que € estabelecida associando a cada ponto do objeto o
ponto de intersecdo do plano da imagem com a linha que passa pelo ponto do objeto

e o olho do observador.

Para que uma imagem pareca mais real considere, por exemplo, um par de trilhos

que desaparecem conforme seus dormentes ficam mais distantes, vemos na figura[9 a


https://pixabay.com/pt/vectors/xadrez-tabuleiro-de-xadrez-placa-2154428/
https://pixabay.com/pt/vectors/xadrez-tabuleiro-de-xadrez-placa-2154428/
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Figura 8: Olhando um quadrado em perspectiva.

representacdo de uma linha de trem que o desenhista acrescenta um ponto imagem,
esse ponto € conhecido como ponto de fuga (F), que é aquele ponto em uma imagem

na qual duas linhas paralelas na cena parecem se encontrar.

Flano Imagem

Observador

Figura 9: O ponto de fuga para uma imagem de trilhos de trem.

Alguns outros elementos da perspectiva que merecem destaque sdo os seguintes:
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* ainterseccdo ortogonal entre o plano horizontal 7r, (que contém o objeto real) e

o plano imagem (vertical) 7t; é chamada de linha de terra.

* o ponto que representa o olho do observador (C) é o centro da perspectiva ou

olho (que néo estd no plano imagem)

* a reta que une o centro de perspectiva C a qualquer ponto P do plano 7 é
chamada de reta de projecdo (ou reta de vista). Esta reta intersecta o plano 7;

em um ponto P’ que é a imagem do ponto P

* o plano horizontal 7r, em que estdo apoiados o objeto e o observador é chamado
de plano geometral horizontal, caso o objeto seja plano e esteja contido nele o

chamaremos de plano objeto

* tracando por C um plano paralelo ao plano 71, e fazendo a intersec¢do com plano
7t;, determinamos a reta f, chamada de reta de fuga (ou reta do horizonte). Ela é
formada por pontos do plano 7; que ndo sao imagens de nenhum ponto do plano
7T,. Sobre a reta de fuga, o ponto de fuga é aquele para o qual convergem as retas
paralelas do plano geometral, observe que diferentes direcdes de conjuntos de

retas paralelas determinam diferentes pontos de fuga

* tracando por C um plano paralelo a 7r; determinamos uma reta v que € a inter-
seccao deste plano com o plano 77, . A reta v é formada por pontos do plano

geometral que ndo tém imagem no plano 7;

Exemplo 1.1. Considere o plano objeto e o plano imagem como sendo os planos de
equagdo z = 0 e y = 0, respectivamente, no espaco euclidiano com coordenadas (x, y, z).
Podemos determinar as coordenadas de P’ sabendo as coordenadas do centro de pers-

pectiva e de cada ponto P do objeto:

A reta que passa por dois pontos Py(xo, vo,zo0) € Pi1(x1,y1,21) no espago tem como

equacao:

X — X0 _ y—yo _ Z—2Zp
X1 — X0 Y1 —Yo Z1 — 20

Supondo que o centro de perspectiva seja o ponto C = (0,2, 3), a linha de terra seja
o eixo x, a linha de fuga f é aretay = 0,z = 3, um dos pontos de fuga é F = (0,0, 3). A

reta dos pontos do plano objeto que ndo tém imagem é a reta y = 2,z = 0. Finalmente,

11
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Ponto de fuga

T

Linha de Terra

Linha de projegéo

Figura 10: Elementos de perspectiva

denotando as coordenadas de um ponto do plano objeto por P = (X, Y,0), obtemos a

equacdo da linha de projecao Cﬁ como sendo:

x—0 y—2 z-3
X—-0 Y-2 0-3

Para determinar as coordenadas do ponto imagem P’, basta encontrar o ponto de
intersecdo da reta de projecdo @ com o plano imagem. Para fazer isto notamos que
as coordenadas dos pontos que pertencem ao plano imagem sdo dadas por (X’,0, Z’),

logo:

ou seja
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—2X _ 3Y
/— —_— —_—
b= (Y—Z’O’Y—2>

Neste modelo de perspectiva, o ponto de fuga é o limite das imagens que o obser-
vador pode enxergar a medida que os pontos do plano objeto ficam cada vez mais

distantes do plano imagem. Ele pode ser localizado geometricamente como a seguir:

Sabemos que por uma reta e um ponto fora dela passam um tnico plano. Assim,
como ilustrado na figura para cada uma das retas paralelas /1 e I, ortogonais
a linha de terra, no plano 7, existe um unico plano 71y e 71, respectivamente, que
contém o ponto representado pelo olho do observador. Uma vez que 711 e 71, contém
um ponto comum (ou seja, o olho), a sua interseccdo é uma reta [ que é paralela a [,
I, e ao plano do objeto. O ponto em que [ encontra o plano imagem € o ponto de fuga

F associado a 1 e 5.

Podemos obter a imagem de uma reta r, ndo paralela a linha de terra, com seu

respectivo ponto de fuga F da seguinte maneira:

Tragamos a reta r’ paralela a reta r passando pelo ponto C, temos que ¥’ N7; = F, e

a interse¢do do plano que contém r e ' com o plano imagem ¢ a imagem de r, como
na figura

Dessa forma podemos enunciar:

Teorema 1.1. Retas paralelas no plano objeto, tém como imagem retas que passam por

um tnico ponto de fuga.

Demonstragdo. Sejam ry, 19, 13, ..., ', retas paralelas distintas no plano objeto, e 7;, os
planos determinados por r;, i = 1,2,3,...n, e o ponto C, como na figura [13] segue do

paralelismo das retas r1, 19, 3, ..., ', qUe

T M 7Ty N 7Ty M. N 7T, =

em que t é a Unica reta paralela paralela a ri, k =1, ..., n que passa por C.

Sendo

13
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Figura 11: Localizacdo do ponto de fuga geometricamente.

{P } =tN7
temos que as retas imagens de cada reta ry, k = 1, ..., n passam por F.

O

Caso essas retas paralelas sejam perpendiculares a linha de terra, diremos que o

ponto de fuga obtido por elas é o ponto de fuga principal (Fp).

Exemplo 1.2. Vamos determinar a imagem da reta r, de equacdo 4x — 3y = 12 cujo

centro de perspectiva é o ponto C = (0,2, 3).

Nas hipéteses do exemplo [1.1] tem-se:
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Figura 12: Imagem de uma reta .

Assim,

—3X’ 27!
X = 3

z7-3 T 73
Substituindo X e Y na equacdo de r,, obtemos a reta imagem r; de equagao:
2X'+37' =6

Observe que r, contém o ponto de coordenada (%,2, 0), que é um ponto do plano

objeto que ndo tem imagem. A semi-reta dos pontos de r, com Y > 2 € projetada na
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Figura 13: Construcgéo do ponto de fuga F.

semi-reta dos pontos de r; com Z' > 3 e a semi-reta dos pontos de 7, com Y < 2 é
projetada na semi-reta dos pontos de r; com Z' < 3. Além disto, se Y — +co , temos

que Z' — 3 (com Z' > 3) e, também,se Y — —oo temos que Z' — 3 (com Z' < 3).

Neste exemplo, a reta v é dada por y = 2 do plano objeto 77, de modo que v divide 7,
em dois semi-planos, 77,, e 77,, € também a reta f, de equacéo z’ = 3 no plano 7; divide
o plano 71; em dois semi-planos, 7r; e m;, de tal forma que a perspectiva estabelece
uma bijecdo entre 7, e 71;, e outra bijecdo entre 7,, e 71;,. Os pontos da reta v e
também os pontos da reta f ficam sem correspondentes euclidianos nesta perspectiva.

Isso é resolvido completando cada um dos planos objeto e imagem com uma reta
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de pontos ideais. A reta de pontos ideais do plano objeto ficara em correspondéncia
biunivoca com os pontos da reta f e a reta de pontos ideais do plano imagem ficard

em correspondéncia biunivoca com os pontos da reta v.

1.3 PERSPECTIVA PLANA

Nesta secdo mostraremos como mapear a perspectiva do plano objeto (7t,) sobre o
plano imagem (7t;) quando este for rotacionado em torno da linha de terra (¢) até que
ambos fiquem coincidentes (90° no sentido anti-hordrio para o lado oposto do centro

de perspectiva).

Figura 14: Rotacdo do plano imagem.

Evidentemente, apds essa rotacdo, um ponto P, sua imagem P’ e o centro de pers-
pectiva C ndo serdo colineares e nio serd possivel determinar P’ por projecdo na reta

de perspectiva.

Considere um plano 71 que seja perpendicular aos planos 7t;, 71, que passa pelo
centro de perspectiva C e seja r a reta de perspectiva que forma com 7, um angulo de
45°, sendo {O} = r N 7,, apods a rotacdo teremos O = O’, onde O’ é a imagem de O em
TT;.

Seja s € 7, a reta que passa por O e por um ponto X € t qualquer. Apos tal rotacao,
s coincide com (37))(, pois O’ coincide com O e a linha de terra t é fixa pela rotacéo.

Porém os demais pontos de s, diferentes de O e X ndo sdo coincidentes com suas

17
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imagens. Para a construcdo da imagem de um ponto P € 7, deve ser dado, além do
ponto O e da linha de terra t, um ponto Q € 71,, Q # O Q' arbitrdrio e a imagem Q de
Q' pela rotacéo.

O ponto P (imagem de P’ pela rotacdo) pertence a reta @, pois essa reta possui
dois pontos fixos (O e T) que bastam para obter a imagem de éﬁ, suponha que a reta
@ e areta f ndo sejam paralelas e que @ N t;{L}, assim os pontos L e Q pertencem
a imagem de P'Q’ pela rotacdo que é a reta LQ e o ponto P também pertence a reta
= ~ = . ,

LQ, logo {P} = OB N LQ como ilustrado na ﬁgura

/

Figura 15: Construciio da imagem (ponto P) pela rotacio da imagem P’ de P.

Supondo agora que as retas % e t sejam paralelas, podemos primeiro escolher um
ponto Q tal que 616 ndo seja paralela a t e entdo usar a construcdo acima para
encontrar a imagem Q; de Q; e, finalmente, determinar a imagem de P usando os

pontos Q; e Q;.

A transformacdo acima é chamada de perspectiva plana, onde a reta invariante ¢ é
conhecida como eixo de transformacéo e o ponto invariante O é o centro de transfor-

macao.

—
Observe que se as retas &)’ e QL forem paralelas, a imagem do ponto P’ ndo existe.
Para determinar os pontos que ndo tém imagem, tracamos uma reta p através de O e
uma reta passando por Q' paralela a p que intersecta f no ponto L, assim a intersec¢do

da reta m com a reta p € um ponto que ndo possui imagem (veja figura .
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Figura 16: Constru¢do de um ponto que ndo possui imagem.

Para determinarmos a reta v, tracamos a reta r perpendicular a reta f e que passa
em P. A imagem da reta r serd a reta # que passa por P e pela intersecfio das retas r e
t. Tracamos por O a reta s, paralela a 7, e determinamos o ponto V que é a interseccao

de r com s, assim, a reta v sera a reta paralela a t que passa por V (veja figura|17).

/ v
Figura 17: Construcéo da reta v.

A seguir veremos que € possivel encontrar uma perspectiva plana na qual transforma

um determinado quadrildtero em um quadrado ou uma elipse em um circulo.

Os teoremas abaixo nos auxiliardo a justificar essas construcées. Com as convencgoes

anteriores temos o seguinte resultado:

Teorema 1.2. Seja T : R> — R? uma perspectiva plana cuja linha de terra é t, centro

O e reta de fuga f em 71,, que é a imagem da reta de fuga f em 7t; pela rotagdo de 90°.

19
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Figura 18: Imagem de uma reta arbitraria.

Entdo a imagem, por T, de uma reta arbitrdria, r € 7,, encontrando t em um ponto M e
. - — ]
f em um ponto F, € a reta 7 paralela a reta OF passando por M (figura .

Demonstragdo. Seja 7 = T(r), suponha que 7 ndo seja paralela a reta 3; logo existiria
um ponto P tal {P} = OF N#. Neste caso P seria a imagem do ponto F (r N f), o que
¢ um absurdo pois os pontos de fuga ndo possuem imagem. Portanto a reta 7 deve ser
paralela a OF. Além disso passando pelo ponto M que € fixo, M € r e 7 = T(r), entdo
Mer. O

Afim de facilitar a notacio chamaremos X de X e a imagem de um ponto X pela

perspectiva plana de X’ pois trataremos apenas de perspectiva plana.

Teorema 1.3. Seja T uma perspectiva plana com o centro O, linha de fuga f, um ponto
Q, sua imagem Q', um ponto P arbitrdrio e o ponto F que € a intersecdo de f com a reta
@. Entdo P’ (que é a imagem de P por T) é a interse¢do da reta (ﬁ’ com a reta paralela
a @ que passa por Q’.

Demonstragdo. Temos que a imagem P’ do ponto P por T, P # Q e P # O, pertence a
imagem da reta I% por T que, pelo teorema é a reta paralela a & que passa por
Q’. Além disso, P’ também pertence a reta &)’, logo P’ é a intersecéo de OP com a

reta paralela a @ que passa por Q. O

Podemos, agora, mostrar como transformar objetos com perspectiva plana, iniciando

por um quadrildtero arbitrdrio em um paralelogramo:
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Seja ABCD um quadrildtero arbitrdrio, F; a interseccdo das retas opostas j@ e
&)) , F, a interseccdo das retas opostas % e jﬁ (fig. , sabemos que a familia
de retas que passam por qualquer ponto da reta de fuga de uma perspectiva plana é
transformada em uma familia de retas paralelas. Por isso, sendo 7—"1?2 a reta de fuga,
independentemente da localizacdo da linha de terra ¢, ou do centro O, as imagens, pela
perspectiva, dos segmentos AB e CD serio paralelas e as imagens dos segmentos BC e
AD também serio paralelos. Para construir essas imagens, escolhemos o ponto O e a
imagem A’ de A pela perspectiva. Pelo teorema as imagens de jﬁ e @ por retas
paralelas a Wl e as imagens de % e zﬁ por retas paralelas a &; sdo conhecidas .
Entdo B’ pode ser localizado como a intersecgdo das retas ﬁ e a reta paralela a Wl
passando por A’ e D’ pode ser localizado como a intersec¢éo das retas @ com a reta
paralela a Wz passando por A’. Finalmente C’ é determinado pela intersec¢io da reta

—
paralela a A'D’ que passa por B’ com a reta paralela a A’B’ que passa por D’'.

Figura 19: Paralelogramo como imagem de um quadrilatero pela perspectiva plana.

Para que o quadrilatero ABCD seja transformado em um retangulo, o centro O ndo
pode ser escolhido arbitrariamente. Para determind-lo é necessario que S’? I @
e W | OF, , 0 angulo /C'D’ A’ for reto e, portanto, o angulo /F,OF, também deve
medir 90°. Uma vez que um angulo inscrito em um semicirculo é um angulo reto, o
centro O deve ser escolhido no circulo que tem o segmento F;F, como didmetro (fig.

20).

Se quisermos transformar o quadrildtero ABCD em um quadrado, o centro O, ainda
esta restrito e ndo pode ser escolhido arbitrariamente no circulo tendo o segmento F; F,
como didmetro. Para determinar a posicdo de O devemos lembrar que as diagonais
de um quadrado sdo perpendiculares, assim tomamos mais dois pontos de fuga, Fs
e F, de modo que F; seja o ponto de interseccdo das retas jﬁ e f e F4 seja o ponto

interses? BD e f. Enio, A'C’ | OF, e D' | OF, As diagona
de intersec¢do das retas e f. Entdo, A'C’' || OF; e B'D’ || OF;. As diagonais da

21
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Figura 20: Retangulo como imagem de um quadrilatero pela perspectiva plana

imagem do quadrilatero ABCD serdo perpendiculares se, e somente se, o centro O for
escolhido de modo que o dngulo /F3OF, também seja um angulo reto e isso ocorrera

se o centro O for uma das duas interseccoes das circunferéncias de didmetros Fi F, e
G (fig. 21)).

A seguir, veremos como a perspectiva plana transforma uma circunferéncia por meio

de ilustracdes feitas com a ferramenta lugar geométrico do software Geogebra.

Como primeira possibilidade, suponha que a circunferéncia nio cruze a linha de

fuga, neste caso as imagens dos pontos de I' formam uma elipse (fig. [22)).

Em seguida, suponha que a circunferéncia interseccione a reta de fuga f em dois

pontos, F; e F,.

No entanto, para obter a imagem de um ponto P qualquer, basta considerar o centro
O da perspectiva no ponto Q, sua imagem e a linha de fuga f. A imagem P’ de P fica

determinada pela aplicacdo do teorema|l.3
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D'

Figura 21: Quadrado como imagem de um quadrilatero pela perspectiva plana.

Figura 22: Elipse como imagem de uma circunferéncia.

Neste caso a imagem da circunferéncia I' é uma hipérbole cujas assintotas sao as
imagens das tangentes a I' em F; e F, (fig. [23)).

23
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Figura 23: Hipérbole como imagem de uma circunferéncia.

Finalmente, no caso em que a circunferéncia I' é tangente a linha de fuga, digamos
no ponto Fj, a imagem de I' é uma pardbola cujo eixo é paralelo a & (fig. . A

imagem P’ de P fica determinada pela aplicacdo do teorema (1.3

I

-
-
-

= F

—
—
-
- =
_ - N
’:/
——/
-
-

Figura 24: Pardbola como imagem de uma circunferéncia.

Para justificar que a imagem de uma circunferéncia I' é uma conica ' vamos determind-

la por projecdo na reta de perspectiva, como fizemos no exemplo[1.2}

Temos que a equagdo de uma circunferéncia é dada por a(x? +y?) +bx +cy+d = 0

e pelas hipdteses do exemplo trocando as coordenadas do centro de perspectiva
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para C(cy, ¢, c3) e dado um ponto P = (X, Y, 0) no plano objeto e P’ = (X', 0, Z’), temos

que
(—X/ + C1)C3
X=1 T8

A Cc3

e
C2C3
Y= +Cy
Z' — C3

2 2
—X/C3 + C1C3 C2C3
a — . tO |5 ——tC +
Z — C3 Z — C3

—X'e3+ c103 €2C3
b| ———————=+ +c| =+ +d=0 =
< 7o c)+ef - ; c

2 2
ac3X'" — (aczcq +be3)X'Z! + (acy + acs + bey + ccp)Z'™ +

bes X' — (beyes + ceacs +2dces)Z' +dc3 = 0

Como a equacdo geral da conica é dada por Ax?> + Bxy + Cy?>+ Dx+Ey+F = 0,
segue que a imagem da circunferéncia é uma conica, onde A = ac3, B = —aczc; — bes,

C =acy +ac3 +bey +ccp, D = beg, E = —beyes — ccocs — 2dces e F = dc3.

Nao apresentaremos a teoria que classifica as conicas de acordo com sua equacao,
porém o leitor a encontrard em [4] que essa classificacdo depende dos parametros A,
B, C, D, E e F, logo, pelos calculos acima, observamos que o tipo de conica que sera a

imagem da circunferéncia depende apenas do centro de perspectiva C.

Lembrando que os pontos da reta v : y = ¢, estdo em correspondéncia com o0s pontos
ideais do plano imagem e se a circunferéncia for tangente ou secante a esta reta entao

sua imagem serd uma parabola ou hipérbole respectivamente.
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2.1 COORDENADAS HOMOGENEAS

Sabe-se que, no plano euclidiano, duas retas que ndo tém ponto em comum sdo ditas
paralelas. No entanto, é interessante considerar a possibilidade do plano euclidiano
usual ser ampliado para um sistema que contenha certos pontos adicionais para servir
como as interseccoes de retas que sdo paralelas. Para investigar esta questdo, é conve-
niente comecar com o plano cartesiano da geometria analitica elementar e introduzir

o que é conhecido como coordenadas homogéneas.

Definicdo 2.1. Se (x,y) sdo as coordenadas de um ponto arbitrdrio P no plano eucli-
diano R?, e se {x;, x2, x3} sdo trés nimeros reais com x3 # 0 tais que:
X1 X2 _
X 3

2.1)
entdo a terna (x;, X2, x3) sdo as coordenadas homogéneas de P.

Observe que se as coordenadas homogéneas (x;, xp, x3) de um ponto forem dadas,
suas coordenadas retangulares (x,y) sdo determinadas de forma tnica, porém se as
coordenadas retangulares de um ponto sdo dadas, as coordenadas homogéneas desse
ponto ndo sdo determinadas de forma tunica, isto é, se (x;, x2, x3) sdo coordenadas
homogeéneas de um ponto P = (x,y), entdo, para todos os valores reais de k diferentes
de zero, (kx;, kx,, kx3) também sdo coordenadas homogéneas de P, uma vez que

kxy  x1 kxo xp

kxs  x3 kxs  x3
Definicdo 2.2. Se l1x + by + 13 = 0 é a equacdo de uma reta r, em coordenadas carte-
sianas, entdo a terna [y, [, [3] sdo as coordenadas homogéneas de r, onde [I1, [, 3] =
(kli, kly, kl3), Vk € R*.
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Perceba que uma terna de coordenadas homogéneas [y, [, [3] para uma reta r de-
terminam uma unica equacao de reta, porém uma determinada equacdo de reta ndo

determina uma tnica terna de coordenadas homogéneas para essa reta pois
llx+lzy+13=0 e kl1x+klzy+k13=0, com k?/o,

representam a mesma reta r
Assim, podemos escrever a equacdo de uma reta, em coordenadas retangulares, de

equagdo [;x + by + I3 = 0, em coordenadas homogéneas, como:

llxl + lzXz + l3X3 =0

2.2 PONTOS IDEAIS E RETAS IDEAIS

O uso de coordenadas homogéneas possibilita a representacdo de objetos que ndo
podem ser expressos por coordenadas cartesianas, que sdo chamadas de coordenadas

de pontos e retas ideais.

Como na geometria projetiva temos que duas retas sempre se encontram, vamos
agora determinar as coordenadas homogéneas de pontos no infinito e a reta formada

por eles, que sdo os pontos e reta ideais:

Sejam as retas r e s, paralelas, cujas equacoes sdo, respectivamente, dadas por

llx+lzy+13=0

hx+hy+15=0

com I3 # I} e Iy, I ndo simultaneamente nulos. Substituindo as coordenadas retangu-

lares pelas coordenadas homogéneas, segue que:

l1x1 + ZQXZ + Z3X3 =0

l1X1 + ZZXZ + léX3 =0
Resolvendo o sistema acima, temos:
(I3—13)x3=0

donde segue que

X3=0
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Assim,

l1X1 + 12x2 =0

Logo, existe k # 0 tal que:

x1=kl, e x,=-—kl

Observe que ndo encontramos um ponto comum as duas retas paralelas pois, mesmo
com a restri¢do que k # 0, as coordenadas (kl,, —kl;,0) ndo corresponde a ponto algum
em IR?, uma vez que o seu terceiro componente € igual a zero. No entanto, se o plano

euclidiano fosse ampliado adicionando-lhe pontos cujas coordenadas sdo da forma,
(kl,, —kl;,0) com k#0 e I;,I naoambos zero

as retas paralelas em IR? teriam um ponto de interseccfio nesse plano estendido. Além
disso, uma vez que os numeros (klp, —kl;, 0) satisfazem a equacao l1x1 + lhxy +I3x3 =0
para qualquer valor de I3, o novo ponto da forma (kl,, —kl;,0) pertence a cada reta da
familia de retas paralelas a reta de equacéo [1xq + [x3 + [3x3 = 0 com [4, [, constantes

e I3 variavel. Esse é um ponto ideal.

Caso I = I = 0, na equacdo de reta [1x; + hxp + I3x3 = 0 teremos I3x3 = 0 que
corresponde a reta [0,0, 1] ou x3 = 0. Porém, esta equacio nédo corresponde a nenhuma
reta de R?. Assim ampliamos o plano euclidiano com uma reta que é a unido de
pontos ideais, conhecida como reta ideal, este novo sistema é definido como o plano

euclidiano estendido, IRIP?, ou plano projetivo.

No plano euclidiano estendido as retas x; = 0, x, = 0 e x3 = 0 sdo os eixos do sistema
de coordenadas homogéneas, estas trés retas formam um “tridngulo” conhecido como
tridngulo de referéncia e os pontos (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1), no qual estas retas se

cruzam sdo chamados de vértices do tridngulo de referéncia (veja fig. [25)).

Como cada ponto ideal é caracterizado pela condi¢do x3 = 0. Para x3 # 0, temos o

plano euclidiano tradicional, excluindo a reta ideal e seus pontos.

Analogamente se quisermos determinar um plano estendido para o plano euclidiano
de modo que x; = 0 seja a reta ideal, devemos remover a reta x; = 0 e todos os seus
pontos. Isso pode ser feito atribuindo valores diferentes de zero para x, como, por
exemplo x; = 1. Entdo,

X1 X3
—=X1 € — =Xz
X2 X2
com um novo sistema de coordenadas retangulares, x’ e y’. Como os pontos da reta

x3 = 0 permanecem no novo plano euclidiano, segue que as retas que eram paralelas
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‘\ 1
A 1
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.
\ieta ideal x,=0 ou [0,0,1]
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Figura 25: Tridngulo de referéncia.

no plano euclidiano original, isto é, quando x5 # 0, serdo retas concorrentes no novo
plano euclidiano. Por outro lado, as retas no plano euclidiano original que se cruzam
em pontos no eixo x, ou seja, pontos na reta x, = 0, serdo paralelas no novo plano

euclidiano. O mesmo aplica-se a x; =0

Exemplo 2.1. Se as equagdes das retas paralelas 1 : y =2x+3 e rp : y = 2x + 4 forem
expressas em coordenadas homogéneas (considerando x3 = 0 como equacgdo da reta
ideal), teremos, respectivamente as equacgoes 2x; — x3 +3x3 = 0 e 2x; — xp + 4x3 = 0.
Caso considerarmos x; = 0 como a equacdo da reta ideal, teremos:

) 2x1 3x3 _ 2x1 4x3 _

r1: +—=0 e rn:——1+—=0
X2 X2 X2 X2

Eliminando a reta ideal e usando coordenadas retangulares x’ e y' tais que
’ X1 / X3
X=— e y=—
X2 X2
e considerando x, = 1, as retas rq e r, terdo as seguintes equagoes:
r:2x'+3y ' —=1=0 e r:2¥+4y'—1=0
que ndo siao mais paralelas.
Exemplo 2.2. A equagdo da pardbola y = x? é expressa em coordenadas homogéneas

2
X2 X1 . / 2
— = — P 1sto €, X2X3 = X7
X3 X3

como:
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Caso considerarmos x; = 0 como a reta ideal, a equacgéo torna-se
X2 X3

1
X1 X1

Eliminando-se a reta ideal e usando coordenadas retangulares x’ e i/’ tais que

X1 X1

X2 X3
XY= e =2

e considerando x; = 1, teremos a seguinte equacao:

1
x'y =1, ouseja, y = T

que representaria uma hipérbole no sistema cartesiano usual.

2.3 PROPRIEDADES ELEMENTARES DE PONTOS E RETAS

Quando estudamos geometria no plano projetivo observamos que os conceitos mais
basicos desta geometria sdo ponto, reta, “contém” e “esta contido”. Esses conceitos
podem ser dualizados, ou seja, para cada um destes, escolhemos um outro que sera
o seu dual. Desta forma definiremos no plano projetivo que o dual de ponto ¢ a reta,
de reta é o ponto, de “contém” é “estd contido” e o conceito dual de “esta contido” é
“contém”. Se tivermos uma definicdo ou uma proposicdo qualquer, € possivel, usando
os conceitos duais, enunciar uma outra definicdo ou uma outra proposi¢cdo, que sera

chamada de definicdo dual ou de proposicdo dual.
Como um simples exemplo, vamos considerar o seguinte axioma:
Dois pontos distintos no plano projetivo determinam uma unica reta.

A proposicao dual deste axioma, trocando ponto por reta e reta por ponto e notando
que a frase “determinam uma unica reta” significa “estdo contidos em uma tnica reta”,

sera:
Duas retas distintas no plano projetivo contém (se interceptam) um tinico ponto.

Essa proposicdo dual é certamente verdadeira no plano projetivo, entretanto ela é

falsa no plano euclidiano, pois neste existem retas que nao se interceptam (paralelas).

De fato, existe em geometria projetiva um principio, chamado de principio da duali-

dade, que afirma o seguinte:

Principio da Dualidade. Em geometria projetiva o dual de todo resultado valido €é

valido.
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A demonstracdo se encontra em [3] (p. 212), ndo sera apresentada aqui devido a

teoria axiomatica usada na demonstracéo.

E conveniente lembrar que trés pontos, (a1, as,a3), (b1, b2, b3) e (c1,ca, c3), em RIP?,
sdo colineares se, e somente se, existir uma reta [l1, I, 3] que contenha cada um dos

pontos dados e este serd o caso se, e somente se, simultaneamente valerem

a111 + azlz + 51313 =0
bll1 + bzlz + bglg =0
Clll + Czlz + C3[3 =0
De acordo com o teorema[A.22] este sistema de equacdes lineares homogéneas serd

satisfeito por uma terna ordenada nao trivial de numeros [l1, I, I3] se ,e somente se, o

determinante dos coeficientes do sistema for igual a zero; isto €, se e somente se

ap a4z 4as
b1 bz b3 =0.
€1 €2 €3

Devido ao principio da dualidade, temos que trés retas, [I1,[p, 3], [mq, mp, m3] €
[11, 12, n3], em RIP?, passam pelo mesmo ponto se, e somente se, existir um ponto
(a1, a2, a3) que pertence a cada uma das retas dadas e este serd o caso se, e somente se,

simultaneamente valerem

llal + lzaz + l3a3 =0
miaq + mody + msasz = 0
niaq + nyap + nzaz =0

ou seja, se

mp mp mz|=0.

ny nz n3
Assim, estabelecemos o seguintes resultados:

1. Trés pontos em RIP? sdo colineares se, e somente se, o determinante da matriz

cujas linhas sdo coordenadas dos pontos é igual a zero.

2. Trés retas em IRIP? sdo concorrentes se e somente se o determinante da matriz

cujas linhas sdo formadas pelas coordenadas das retas € igual a zero.



2.3 PROPRIEDADES ELEMENTARES DE PONTOS E RETAS

E o seguinte teorema:

Teorema 2.3. Um ponto C = (c1, ¢3, c3) € colinear com os pontos distintos A = (ay,az, a3)
e B = (b1, by, b3) se, e somente se, existem niumeros A e y tais que, ¢; = Aa; + ub; com
i=1,2,3, isto é, as coordenadas do ponto C sdo uma combinagdo linear das coordenadas
de A e B.

Demonstragdo. Se A, B e C sdo colineares, existe uma reta [l1, I, 3] que passa por eles,
ou seja,

aly +aly +azls =0

bili + baly +b3l3 =0

Clll + Czlz + C3l3 =0

Pelo teorema [A.22}

a1 dp das
bl bz bg, =0.

€1 €2 €3

Pelo teorema [A. 14k

ap b1
an bz Co =0.

a3 bz c3

Pelo Teorema segue que existem «, B e -y, ndo todos nulos, tais que aa; + fb; +
vyci =0comi=1,2,3, entdo
—Qda; ﬁbl

Ci = ~P7 Portanto A=-2 e p=—
Y Y 0%

B
-

Observe que nessa solucdo, o numero <y deve ser diferente de zero, porque se 7y
fosse zero, teriamos que (a1, 4a;,4a3) e (b1, by, b3) seriam proporcionais, contrariando a
hipétese de que A e B sdo pontos distintos em RIP2.

Reciprocamente, se as coordenadas de C sdo combinacdes lineares das coordenadas
de A e B, temos, pelo teorema[A.15|que:

ay dp 4as al b1 1 ai bl )\a1+‘ub1
b1 bz b3 =|ds b2 Cr| = |4y bz }\(11+‘ub1 =0

c1 € C3 az by c3 az bz Aay+uby

e, pelo teorema[A.22] que os pontos A, B e C sdo colineares. O
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No teorema os pontos A e B sdo considerados distintos e C pode ser qualquer
ponto colinear com A e B. Assim, esse teorema estabelece uma correspondéncia biu-
nivoca entre os pontos da reta jﬁ e o conjunto de pares ordenados (kA, ku) com A e u

ndo ambos iguais a zero e k # 0.

Essa correspondéncia é chamada de parametrizag¢do dos pontos na reta jﬁ, e dize-
mos que jﬁ foi parametrizada em termos de A e B como pontos base, com A e y como
parametros. Em particular, nessa parametrizacdo A corresponde ao conjunto de pares
ordenados da forma (k,0), com k # 0 e B corresponde ao conjunto de pares ordenados
da forma (0, k), com k # 0.

Temos o dual do teorema que faz a afirmacfo correspondente sobre as retas.

Sua prova é omitida aqui pois é algebricamente idéntica a prova do teorema 2.3}

Teorema 2.4. Uma reta n = [ny, np, n3] € concorrente com as retas distintas | = [11, [, 3]
e m = [my, my, m3] se, e somente se, existem niimeros A e y tais que, n; = Al; + ym; onde
i=1,2,3, isto ¢, as coordenadas da reta n sGo combinagdo linear das coordenadas de [ e

m.

O teorema [2.4] estabelece uma correspondéncia biunivoca entre as retas que passam
pela interseccdo de [ e m e os conjuntos de pares ordenados [kA, ku] com A e y ndo

ambos iguais a zero e k # 0.

Essa correspondéncia é chamada de parametrizagdo de retas no ponto Im = [ Nm,
e dizemos que Im foi parametrizado em termos de / e m como retas de base, com A
e y como pardmetros. Em particular, nessa parametrizacdo / corresponde ao conjunto
de pares ordenados da forma [k, 0], com k # 0 e m corresponde ao conjunto de pares

ordenados da forma [0, k], com k # 0.

Os dois teoremas seguintes mostram como os demais pontos e retas de RIP? podem

ser parametrizados.

Teorema 2.5. Se, A(ay,az,a3), B(by, by, b3) e C(cy,c2,c3) sdo trés pontos ndo coline-
ares, entdo as coordenadas de qualquer ponto D(dy,ds,d3) € linearmente dependente
as coordenadas dos pontos A, B e C; isto é, existem numeros (A, u,v), de modo que
di = Aa;j+ub;+vci, comi=1,2e3.
Ou seja,
dy = Aay + uby +vey
dy = Aag + uby +vey 2.2)

d3 = Aasz + ‘ubg +VC3
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Demonstragdo. Por hipotese, temos que A, B e C sdo pontos ndo colineares entdo, pelo

teorema [A.22] segue

ap b o
an bz (6] # 0
az b3 c3

Além disso, pelo menos um dos numeros dq, d, ou ds € diferente de zero, pois estas

sdo as coordenadas do ponto D em RIP?. Portanto o sistema (2.2) nio é homogéneo.

Pelo teorema[A.20} existe um conjunto tinico de valores (A, y, v), que satisfazem essas
equagdes, e o teorema € comprovado. Obviamente que (A, u,v) # (0,0,0), pois isso

implicaria di = dy = d3 = 0, o que é impossivel. O

E temos o resultado dual do teorema |2.5| para retas:

Teorema 2.6. Se, l[I1,15,13], m[mq, my, ms3] e n[ny, ny, n3] sdo retas que ndo se intercep-
tam no mesmo ponto, entdo as coordenadas de qualquer reta p[pi, p2, p3] € linearmente
dependente as coordenadas das retas I, m e n; isto é, existem niimeros (A, i, v), de modo

que p; = Alj+ um; +vn;, comi=1,2e3.

A demonstracio foi omitida pois é andloga ao seu dual.

2.4 0S TEOREMAS DE DESARGUES E PAPPUS

Usando os resultados da sec@o anterior, podemos agora provar os famosos teoremas

de Desargues e Pappus para a geometria projetiva.

Teorema 2.7. (Teorema de Desargues) Se, em um plano, dois tridngulos, ANABC e
—

AA'B'C’ forem tais que as retas que contém os vértices correspondentes (AA’, BB e

—

CC') concorrentes em um ponto O, entdo os pontos que sdo interseccbes das retas que
, Brap T aac

contém os pares de lados correspondentes — {P} = ABN A'B’, {Q} = ACNA'C' e

—
{R} = BENB'C — sdo colineares.

Demonstragdo. Observe, inicialmente, que se um par de vértices correspondentes, por

exemplo A e A’, coincidem, entfo a afirmacéo do teorema é verdadeira, pois teremos

A=A'=P=Q (fig. 26).
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Figura 26: Caso e que um par de pontos correspondentes sdo coincidentes.

Considere, agora A # A’,B # B',C # C' e O(01,02,03), A(ay,az,a3), B(by, by, b3),
Clc1, ¢2, c3), A'(ay, ab, al), B'(b), b5, b3) e C'(ch, cb, cb). Pelo teorema[2.3]e por hipdtese,
segue que existem Aq, uy, Az, 2, A3, 3 € IR tais que

A

Figura 27: Teorema de Desargues.

0; = Aa; + u1a; = Aab; + pabl = Azc; + psc! (2.3)
= /\zbi — Azc; = —‘uzbl/- + ‘143C§ 2.4)
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comi=1,2,3.

Além disso, Ayb; — Asc; # 0, pois se Axb; — Asc; = 0 teriamos b; = kc; e, consequen-
temente, B = C, contrariando a hipdtese logo, pela equagdo (2.4), existe um ponto

R(ry, 13, 13) tal que

ri = Azbi — /\3Ci = —yzb; + }l3C§, com = 1, 2,3 (2.5)

—
ou seja, BEnBC = {R}

Da mesma forma, as outras duas igualdades da equacao (2.3, fornecem os pontos
P(pll p2/ P3) € Q(‘]lr ¢72/ ‘73); taiS que

pi = Maj — Ab; = —p1a; + b (2.6)

gi = Ma; — Asc; = — 14l + piacl (2.7

. —— ——
ou seja, ABNAB = {P} e ACnAC = {Q}. Para completar a prova temos de

mostrar que P, Q e R sdo colineares, ou seja, que as coordenadas de P sdo combinacdes
lineares das coordenadas de Q e R, segue das equacdes (2.5), (2.6) e (2.7) que

(Ma; — Asci) — (A2b; — Ascy)
/\1611' - )\2bi

qi —7i

= p;, com 1=1,23
O

Teorema 2.8. (Teorema de Papus) Dados trés pontos de uma reta r, A(ay,as,as),
B(by, by, b3) e C(cy, 2, c3) e trés pontos, A'(a},ay, ab), B'(b}, b5, b}) e C'(c}, ch, c}), de uma

reta 1, sendo que nenhum destes pontos coincidam com a interseccdo, O(01,03,03) de r e
o ) BT S L o v S

', entdo as intersecgbes das retas AB' N A'B, AC' N A'C e BC' N B'C sdo colineares.

Demonstragcdo. Sejam os pontos

S~
{P(pl/p2/p3)}=AB NA'B
D=
{Q@1,92,93)} = AC'N A'C
<
{R(}’l,rz, 7’3)} =BC'NB'C

eR
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Figura 28: Teorema de Pappus.

Escolhemos um ponto D(dq,d,,ds) € r, D # O para ser usado com O como ponto

base da parametrizacao de r. Assim

a; = K10; + (dei (2.8)
bl' = ,3101' + ,Bzdl‘ (29)
Ci = Y10; + 72d; (2.10)

Como o ponto O ¢é diferente dos pontos A, B e C, entéo ay, 52, 72 sdo ndo nulos. Dessa

forma, podemos reescrever (2.8)), (2.9) e (2.10) como

a; = Ko; +di
b;=Bo;+d; , com i=1,2,3. (2.11)
C;i = K0; + di

Analogamente podemos parametrizar v’ a partir de O e de um ponto D’(d},d’'2,d}),

com D #O

a; =o'o;+d!

bl’. = plo; + d; com i=1,2,3 (2.12)

ci=v"0;+d.

—
Como P(p1, pa2, p3) pertence as retas A'B e AB', temos que para determinados A, y, A/
e,
pi = /\Lll' + "I/L/bi

Mal + ub;
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Determinamos , a seguir, uma condicdo necessdria para esses coeficientes substi-

tuindo as equacdes (2.11)) e (2.12) nas expressoes de p;:

pi = Meao;+d;)+u'(Blo;+d))
= (Aa+p'Bo;+Ad;+u'd] (2.13)
e
pi = N@o;+d)+p(Boi+d)

= (Mo +up)o;+ A'd; + ud; (2.14)

Observe que, pelas equagdes (2.13) e (2.14), o ponto P € uma combinacdo linear
dos pontos O, D, e D’ (ndo colineares), assim:

A+’ B = (N +up)k (2.15)
A= ku (2.16)
i = kX (2.17)

Substituindo as equacdes (2.16) e (2.17) na equagdo (2.15)), teremos
Aa+u' B =y'a’ + 7B
= Ma—p)=p'(a'—p)
Tomando A =&’ — B’ e y’ = a — B e substituindo na equacéo (2.13), teremos:

[(@' — B+ (a — B)B'loj + (&' — B)d; + (« — P)d]
(@'« — BB Yo + (& — BNd; + (a — B)d! (2.18)

pi

Da mesma forma encontramos:

qi = (Y'y —aa’)oi + (v — &')d; + (v — a)d] (2.19)
ri=(B'B—ry)oi+ (B —)di+(B—v)d; (2.20)

comi=1,2e3.

A partir de (2.18), (2.19) e (2.20), temos p; = —g; — r;. Assim, pelo Teorema [2.3]
segue que os pontos P, Q e R sdo colineares. O

A reta que contém os pontos P, Q e R no teorema de Pappus é muitas vezes chamada
de reta de Pappus de duas triplas colineares (A, B,C) e (A’, B/, C').

Os duais dos teoremas de Desargues e Pappus sdo propostos como atividades no
capitulo 4.






TRANSFORMAGCOES PROJETIVAS

Como vimos, uma perspectiva plana é uma transformacdo do plano euclidiano 7ty
(menos os pontos da reta v) no plano 7y (ja que o plano 7; foi rebatido sobre o plano
70). Esta transformacéo tem como pontos fixos, os pontos da linha de terra e o centro
da perspectiva O, e apenas estes. Podemos denotar tal transformacéo por p : 79 —
{v} — my — {f(reb)}, onde f(reb) é a reta de fuga rebatida no plano 7rp. Usaremos a

letra p para a notacdo das demais transformacoes projetivas (ou projetividades).

3.1 PERSPECTIVAS DE RETAS E RAZAO CRUZADA

Definicao 3.1. Uma perspectiva de retas é uma transformacdo que leva pontos de uma
reta fixada (reta objeto) em uma outra reta fixada (reta imagem) de tal forma que
cada par de pontos correspondentes € colinear com o ponto fixo O, chamado centro

da perspectiva que nio estd nem na reta objeto nem na reta imagem.

Definicdo 3.2. Uma transformacdo projetiva de retas ou uma projetividade de retas é

uma perspectiva de retas ou uma composta de perspectivas de retas.
Lema 3.3. Uma perspectiva p : ¥ — r' é uma aplicagdo bijetiva.

Demonstragdo. Devemos provar que p € uma aplicagdo injetiva e sobrejetiva. Sejam r

a reta objeto e 1’ a reta imagem
* p éinjetiva:
—
Se(j)lm A,B € r tais que p(A) = A’ e p(B) = A/, como {A} = A’ONre {B} =
A'ONrsegue que A = B.
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—>
* p é sobrejetiva: Seja A’ € ' um ponto qualquer. Observe que a reta A’O cruza a
reta r em um Unico ponto A que pode ser um ponto ideal, caso r seja paralela a

7', ou num ponto euclidiano, caso r seja concorrente a 7’.
Logo p € uma aplicacdo bijetiva. O

Teorema 3.4. Uma projetividade p : r — 1’ é uma aplicagdo bijetiva.

Demonstragdo. A prova segue do lema e do fato que a composta de aplicacoes

bijetivas € uma aplicagao bijetiva. O

No caso em que uma projetividade de uma reta r numa reta ' leva um ponto A em
A’, Bem B’ e C em C’, a notagdo é r(A,B,C) Ar'(A’, B/,C’) e no caso em que uma pro-
jetividade de uma reta r numa reta ' é uma perspectiva de centro O e esta perspectiva
leva os pontos A em A’, Bem B’ e C em C’, a notacdo é r(A, B,C) % r"(A',B,C'), a
existéncia e unicidade desse resultado sera provado nos teoremas (3.5|e respecti-

vamente.

Exemplo 3.1. Dados quatro pontos distintos A, B, C e D de uma reta r, construa uma

projetividade de r que leva A em D e deixa B e C fixos.

A notagdo para esta projetividade é r(A, B, C) Ar(D, B, C). Observe que esta projeti-
vidade r(A, B, C) A#(D, B, C) é a composta das perspectivas

r(A,B,C) Ls(A’,B,C")&r(D,B,C)

como esta ilustrado na figura

Figura 29: Projetividade de uma reta.
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Neste exemplo, precisamos escolher um ponto A’ para ser a imagem de A e um
—
ponto P # A na semi-reta AA’. Desse modo, A’ é a imagem de A pela perspectiva de
— — — =
centro P. Sejam {C} = BA'N CBes=BA'. Em seguida, seja {Q} = A'DNCC’

Um método para construir uma projetividade p : r — 1’ tal que p(A) = A’, p(B) =
B’ e p(C) = C/, onde A, B e C sdo pontos distintos de r e A’, B/, C’ sdo trés pontos

distintos de #/, pode ser visto na prova do seguinte teorema.

Teorema 3.5. Sejam r e ' duas retas do plano projetivo. Tomando A, B, C pontos
distintos de r e A’, B/, C’ pontos distintos de r', existe uma projetividade p : r — 1’ tal
que p(A)=A’, p(B)=B e p(C) =C".

Demonstragdo. Vamos supor inicialmente que r # r’. Temos trés tipos de situacdes a
considerar:

* Caso 1: {A} ={A'}=rn7.

O ./ / / / _ <_>/ <—>/ , P
Temos r(A, B,C) 3 r'(A’, B',C’), onde P = BB' N CC' é a projetividade procurada.

Figura 30: Exemplo do caso 1 do teorema|3.5

* Caso2: A,B,C,A",B',C" ¢ rnr'.

— —
Sejam {M} = AB'NA’'B,{N} = AC'N A'C e t a reta que contém M e N,
entio r(ﬂ, C) A% t(A”, M, N) % r'(A’, B',C’) é a projetividade procurada, onde
{A”} = AA' Nt

* Caso3 A,B,Cé¢rnre{A'}=rnr.
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Figura 31: Exemplo do caso 2 do teorema|3.5

Usando uma reta auxiliar s tal que sNr = {A}, e um ponto O, define-se a
perspectiva de centro O e r(A, B, C)% s(A,B”,C") onde {O} = BB'N W Logo
teremos o caso 2 e, assim, (A, B, C)% s(A,B”, C”)AW/ t(A”, M, N)% r'(A',B',C") é
a projetividade procurada, onde {M} = ABN jWB/, {N} = /ﬁ N /W, t= MN
e{A"}=tNr.

Figura 32: Exemplo do caso 3 do teorema|3.5

Finalmente, se ¥’ = r , usamos uma reta auxiliar m e um ponto O para definir uma
perspectiva de centro O, de r em m e (A, B, C)% m(A”,B"”,C"). Agora basta construir
a perspectiva de m em r que leva A” em A’, B” em B’ e C” em C’, conforme feito nos

casos anteriores. O]

Sabemos que conceitos métricos da geometria euclidiana como comprimento de seg-

mento e medida de angulo ndo sdo preservados pela perspectiva e desta forma néo se-
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Figura 33: Exemplo do teorema [3.5em que todos os pontos estdo na reta r.

rdo preservados por uma transformacdo projetiva, tanto do plano projetivo, como por
uma projetividade de retas. Entretanto, existe um conceito métrico que é preservado
por qualquer projetividade de retas. Este conceito, conhecido como razdo cruzada,
¢ basico em geometria projetiva e tem aplicagdes nas construgdes, uma vez que ele

define uma escala no desenho em perspectiva.

Dados dois pontos P e Q do plano euclidiano, a notacdo PQ € tradicionalmente
usada para denotar a distdncia de P a Q. Nesta dissertacdo, usaremos a distancia
orientada relativa aos pontos P e Q: sendo r a reta que contém P e Q e dada uma
orientacdo em r, se o segmento PQ tiver a mesma orientacio que a reta r, entdo a
distancia orientada de P para Q ¢é positiva, caso contrario ela serd negativa. Faremos

entdo a seguinte convencdo: PQ denota a distancia orientada de P para Q de modo
que PQ = —QP.

Definicdo 3.6. Em uma reta projetiva tomamos quatro pontos distintos A, B, C e D.

Considere os numeros reais

AC BD
R(A,B,C,D) = BC AD’ se A, B, C e D sao euclidianos,

R(4,B,C,D)= 22

ok se B, C e D sdo euclidianos e A é um ponto ideal.

R(A, B, C, D) é chamado de razdo cruzada associada aos pontos A, B,C, e D.

E importante observar que a definicfio acima independe da orientacéo escolhida para

reta que contém os pontos A, B,C e D, uma vez que mudando a orienta¢do da reta,
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todos os sinais das distdncias orientadas dos segmentos sdo trocados, o que mantém o

sinal da razdo cruzada.

Suponha que os nimeros AC, AD, BC e BD que aparecem na razao cruzada R(A,
B, C, D) sao todos positivos, observe que isto nos d4 uma orientacdo para os pontos
A, B, C e D de modo que A — B — C — D. Esta suposicdo é feita apenas para facilitar

a prova do seguinte lema:

Lema 3.7. Sejam r e r' retas projetivas e p : v — ' uma perspectiva de centro O.
Entdo R(A,B,C,D) = R(A’,B/,C’,D’), onde A, B, C, D pertencemare A, B, C', D’
pertencem a v’ com A’ = p(A), B = p(B),C' = p(C) e D’ = p(D).

Demonstragdo. Caso 1: Comecamos a prova supondo que A, B,C e D sdo pontos eu-
clidianos da reta r e que suas respectivas imagens A’, B’,C’ e D’ sdo também pontos
euclidianos. Trace pelo ponto O a perpendicular a reta r, e seja H a proje¢do ortogonal

de O sobre r. Entdo

Figura 34: Projecdo de O sobre r.

AC BD

BC AD

1HO-AC 1HO-BD

1HO-BC 1HO-AD

area(AAOC) area(ABOD)

drea(ABOC) 4area(AAOD)
JAO-CO-sen(LAOC) 1BO-DO -sen(/BOD)
1BO - CO - sin(/BOC) ‘ $AO - DO -sen(LAOD)
sen (/AOC) sen(/BOD)

sen (/BOC) . sen (/AOD)

R(A,B,C,D)
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Tracando pelo ponto O a perpendicular a reta ' e sendo H’ a proje¢éo ortogonal de O

sobre 7/, temos de modo andlogo que

Figura 35: Proje¢do de O sobre 7.

sen(/A’OC’) sen(/B'OD’)
sen (/B'OC') ' sen(/A’OD’)
sen(/AOC) sen(/BOD)
sen (/BOC) . sen (/AOD)

= R(A,B,C,D)

R(A,B,C, D'

Caso 2: Consideremos o caso em que o ponto A é um ponto ideal e todos os outros
pontos B,C, D, A’, B',C' e D' sdo pontos euclidianos. Procedemos de maneira anédloga

ao caso 1, obtendo que:

BD

BC

THO-BD

FHO-BC
area(ABOD)
area(ABOC)

1DO - BO - sen(/BOD)
1€CO - BO - sen (/BOC)
DO -sen (/BOD)

CO -sen(/BOC)

R(A/BICID)

e que

sen(/A’OC’) sen(/B'OD’)
sen (/B'OC') ' sen(/A’OD’)
sen(/A’OC) sen(/BOD)
sen (/BOC) sen(LA'OD)

R(A',B,C', D"
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Como A é um ponto ideal entdo a reta que passa por O e A’ é paralela a reta r.
Consequentemente, /A’OC = /(OCH) e /A'OD = /(ODH), pois eles sdo pares de

angulos alternos internos.

Além disso, como os tridngulos AOHC e AOHD sao retangulos em H, temos que

sen(/A’OC) = sen (/OCH) = %

sen(/A'OD) = sen (/ODH) = %

Consequentemente,
sen(/A'OC) OD DO

sen(/A’OD) ~ OC ~ CO
e, portanto, R(A,B,C,D) = R(A’,B’,C', D’).

Caso 3: Consideremos agora que o ponto A é um ponto ideal e um dos pontos
imagem também ¢é um ponto ideal, por exemplo, B’ (observe que para B’ ser ponto
ideal a reta @ deve ser paralela a reta r). Reduzimos este caso ao caso 2 tomando
uma reta auxiliar s, diferente de 7/, que passa por A’, ndo seja paralela as retas & e
63. A projetividade

(A, B,C,D)9s(A’, Bs, Cs, Dg)r'(A', B/, C', D)

é composta por duas perspectivas de retas que satisfazem o caso 2 e, portanto, preserva
a razdo cruzada. Portanto a razdo cruzada é preservada por qualquer composta de

perspectivas de retas (veja a figura [36)). O

Figura 36: Caso 3 do lema[3.7]

Podemos também definir a razdo cruzada de quatro retas a, b, ¢ e d coplanares e

concorrentes em um ponto O como a razdo cruzada de quatro pontos (respectivamente



3.1 PERSPECTIVAS DE RETAS E RAZAO CRUZADA

A, B, C e D) de intersec¢do destas retas com uma outra reta r contida no mesmo plano.
A posicao desta quinta reta é independente por causa da invariancia da razao cruzada

sob projecao:
sen(a,c) sen(b,d)

R(a,b,c,d) = sen(b,c) sen(a,d)

Nesta definicéio, (a,b), por exemplo, indica o 4ngulo oposto ao segmento AB, isto ¢,
LAOB.

Figura 37: Razdo cruzada de retas.

Teorema 3.8. Seja p : v — ' uma projetividade de retas. Entdo R(A,B,C,D) =
R(A’,B',C',D"), onde A, B, C, D pertencem are A', B, C’, D' pertencem a r' com
A" =p(A), B' = p(B), C' = p(C) e D’ = p(D).

Demonstragdo. Segue da definicdo de projetividade e do lema|[3.7]que a razdo cruzada
¢é preservada por qualquer composta de perspectivas de retas, portanto é preservada

por qualquer projetividade O

Teorema 3.9. Seja p : ¥ — 1’ uma aplicagdo injetora de retas no plano projetivo, com
A, B,C e D pontos distintos de uma retar e A’ = p(A), B' = p(B), C' = p(C) e D' = p(D).
Entdo p é uma projetividade de retas se, e somente se, R(A, B,C,D) = R(A’,B’,C’, D).

Demonstragdo. Pelos teoremas [3.4] e [3.8]segue que se p : ¥ — #’ é uma projetividade
com A, B,C e D pontos distintos de uma reta r e A’ = p(A), B’ = p(B), C' = p(C) e
D’ = p(D) entéo R(A,B,C,D) = R(A’,B/,C', D).

Para provar a reciproca, tome trés pontos distintos A, B e C em uma reta r e suas
imagens A’, B" e C' em 1’ e construa uma projetividade p; : ¥ — ' tal que A’ = p1(A),

B’ = p1(B) e C' = p1(C). Considere agora um ponto qualquer D em r diferente de A,
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B e Cesejam D' = p(D) e D] = p1(D). Sabemos que tanto p quanto p; preservam a

razdo cruzada. Assim,

R(A,B,C,D)=R(A’,B/,C',D')=R(A,B’,C’, D))

Suponha que D’ # Dy’ e que A’ — B’ — C' — D' — Dy, neste caso, B'D, = B'D’ +
D'D, e A’D, = A'D'+ D'D,’.
Mas,
B'D,/ B'D'+D'D,/ B'D
ADy T AD'+D'Dy ~ A'D
se, e somente se, B'D’ = A’D’, o que nio ocorre, pois A’ # B'e A’ — B — D'.

logo D' = D] e portanto p = p;, pois D era arbitrario em r. O

Agora podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.10. (Teorema Fundamental da Geometria Projetiva - para retas) Sejam
r e ' duas retas do plano projetivo. Dados A, B, C trés pontos distintos emr e A’, B/, C'
trés pontos distintos em ', existe uma tnica projetividade p : r — 1’ tal que p(A) = A/,
p(B)=B'e p(C)=C"

Demonstracdo. Temos que o teorema garante a existéncia da projetividade e o
teorema (3.9 garante sua unicidade. O

Voltando a geometria analitica, vamos determinar um procedimento matricial para
encontrar a imagem de um ponto P(py, p2, p3) a partir da equagdo da reta »’' e das

coordenadas do centro de perspectiva O(01, 03, 03):

Teorema 3.11. Sejam ' a reta de equagdo axy + bx, +cx3 = 0 e 0 ponto O(01, 02,03) no

plano projetivo. Entdo, a perspectiva p : r — ' de centro O € representada pela matriz

bo, + co3 —a0y —a03
M= —boy  ao1 +co3 —bos
—Co0q —cop, a0y +boy

Portanto, dado um ponto P(p1, p2, p3), sua imagem p(P) tem coordenadas homogéneas

representadas pelo seguinte produto:
bo, + co3 —a0; —ao3

[pl p2 pg] . —boy  ao1+co3 —bos
—Coq —cop a0y +boy
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Demonstragdo. A equacdo da reta que passa pelos pontos O e P é determinada por
X1 X2 X3
0op 0o o3|=0

p1r P2 Ps3

Resolvendo o determinante, obtemos:

(02p3 — 03p2)x1 + (03p1 — 01p3)x2 + (01p2 — 02p1)x3 =0

O ponto p(P) é a interseccdo desta reta com a reta . Calculamos entéo o determinante

. . o ﬁ - = 57 . , .
cujas linhas sdo as coordenadas das retas OP, 7 e i, j, k sdo os vetores bdsicos de

IRS

7 7 *
02p3 —03p2 03p1 —01p3 01p2 —02p1 | =0
a b c

Logo, p(P) terd as coordenadas
(p1(co3 + boz) — p2(bo1) — p3(co1), —p1(a02) + p2(ao1 + coz) — pa(co2),
—p1(ao3) — p2(bos) + p3(aoy +02)),

que podem ser escritas matricialmente como

boy +cos  —aos —ao3
[m P2 pg.] . —boy ao1 + co3 —boj
—Coq —cop,  ao0q +boy

O

A matriz M é conhecida como a matriz que representa a perspectiva p. Além disto, se
p1:+r — s € uma perspectiva de centro Oy, representada pela matriz My e pp : s — ¢
€ uma perspectiva de centro O,, representada pela matriz M, entdo a composta de
perspectivas p o p; : ¥ — t € uma projetividade de retas representada pela matriz
M1 . Mz.

3.2 TRANSFORMAGOES PROJETIVAS NO PLANO

Em uma perspectiva plana, p : RP? — RIP?, como definido no capitulo 1, vale

também que se P(p1, p2, p3) € RIP?, existe uma matriz M, de ordem 3, tal que

[Pl p2 Ps}‘M=[P§ 2 Pé]
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onde (p}, p5, p5) é a imagem p(P).

A seguir, apresentamos um método para obtencdo de uma matriz de qualquer trans-
formacéo projetiva do plano projetivo desde que sejam dados quatro pontos distintos
do plano projetivo, trés a trés ndo colineares, e suas imagens, distintas e trés a trés nao

colineares.

Considere quatro pontos distintos, trés a trés nao colineares, A(ay, a3, a3), B(b1, by, b3),
C(cy, ¢2,¢3), D(dy,d7,d3) , e outros quatro pontos distintos, também, trés a trés nao co-
lineares, A'(a},a}, ay), B'(b}, b5, bS), C'(c}, ch, c}) e D'(d}, d}, d}), em RIP?, com a; + b; +

ci=diea,+bl+ci=d.comi=1,2e3.

Considere também as matrizes

a; ap as ay ay aj
!/
Mi=|by by by| M= |by b, bi|,
c1 ¢ 3 c; ¢, ¢4

e os pontos P(1,0,0), Q(0,1,0), R(0,0,1) e 5(1,1,1). Logo,

100'M1 ay dp 4as

01 0 -Mi=|b by bs

:O 0 1:'M1=:C1 2 CS:
111 mi=(a 4 d

Seja M, a matriz adjunta de My, isto é, a transposta da matriz cofatora de M;. Temos
que

ay az Ll3'M2=1 0 0

—bl by bs_'M2=_0 1 0_

c1 ¢ c3|-Mx=10 0 1

Além disso,

—_
e}
e}
=
l
IS
—~
IS
N~
x
w~

e}
(e}
—_
=
Il
a
_=
aQ
o~
a
L~
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1] Mi=[a 4 o)
Finalmente, seja M = M, - M}. Dessa forma, temos que
[al ay as| M= |ay a ag}
v by 5| M=o 05 0]

{cl 2 c3| M= |c] ¢ cg}

[dl dy d3|-M=|d d d’s}
Portanto, obtivemos uma matriz que representa uma projetividade que leva A em A’,
Bem B, Cem C'e Dem D'

Observe que se os pontos A, B e C fossem colineares o algoritmo acima nao funcio-

naria pois teriamos

Il
(e}
(e}
(e}

a; ap az|-Mp

by by bs| -Ma=]0 0 0

cp ¢ 3| -Mx=1]0 0 O

ndo sendo possivel determinar M; e, consequentemente, M. Observe ainda que, pelo
teorema M, é inversivel, portanto, pelo teorema M também ¢ inversivel.

Na verdade, os quatro pontos e suas imagens caracterizam uma projetividade. Usa-

remos o seguinte lema para garantir este resultado.

Lema 3.12. Sep: RP? — RP? é uma projetividade que fixa os pontos (1,0,0), (0,1,0),
(0,0,1) e (1,1,1) de RP? entdo p = Idgp2, onde Idgp2 € a aplicagdo identidade de RP2.

Demonstragdo. Como 1 =1+0+0=0+1+0 = 0+0+1 entdo as coordenadas dos
pontos (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) e (1,1,1) ja estdo nas condi¢des do algoritmo que aca-
bamos de construir. Assim, de acordo com o algoritmo, a matriz M = M,.M] que

representa a projetividade p é a matriz identidade em RP2. Portanto, p = Idgpe. O

Agora, estamos prontos para enunciar o seguinte teorema de caracterizagdo de pro-

jetividades no plano:

Teorema 3.13. (Teorema fundamental da geometria projetiva para planos) Sejam
A, B, C e D quatro pontos do plano projetivo, trés a trés ndo colineares e A’, B', C' e
D’ quatro pontos do plano projetivo, trés a trés ndo colineares. Entdo existe uma tnica

projetividade que leva Aem A’, Bem B, Cem C' e D em D'.
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Demonstracdo. A existéncia é garantida pelo algoritmo anterior. Para provar a unici-
dade, sejam pq, p2 : RP? — RRP? duas transformacdes projetivas que levam A em A’,
Bem B, Cem C' e D em D’. Também de acordo com o algoritmo anterior, podemos
considerar q1,q, : RP> — RP? transformagdes projetivas tais que g1(1,0,0) = A,
71(0,1,0) = B, q1(0,0,1) = C, q1(1,1,1) = D, g2(1,0,0) = A, 92(0,1,0) = B/, 42(0,0,1) =
C'eqx1,1,1)=D".

Considere a transformacéo projetiva p = (q, Lo p1oqi)o(qy Lo 23 Lo g2). Temos que
p fixa os pontos (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) e (1,1,1). Pelo lema|3.12} temos que p € a

aplicacfio identidade em RP2. Assim, p; o p, ' = Idg» €, portanto, p; = pa. O

Vejamos, a seguir como as transformacoes euclidianas, (isometrias, homotetias e se-
melhancas) sdo exemplos interessantes quando vistas como transformacoes projetivas

no plano.

3.2.1 Isometrias

Uma transformacéo do plano 7t é uma aplicacdo bijetora de 77 em 71. Uma isometria
do plano 7t é uma transformacgdo T : 7T — 7t que preserva distancias. Mais precisa-

mente, T é uma isometria quando se tem

d(T(P), T(Q)) = d(P, Q),
para quaisquer pontos P e Q do plano 7.
Teorema 3.14. Sejam T : m — m, uma isometria, P e Q pontos de 7, T(P) = P;
e T(Q) = Q1. Entdo T transforma todo ponto R do segmento PQ num ponto R; do
segmento P; Q.
Demonstragdo. Como R € PQ, temos:
d(P,Q) =d(P,R)+d(R, Q)
Sendo R; = T(R), como T é uma isometria, entio
d(Py, Q1) =d(P,Q), d(P1,Ry)=d(PR), d(Ry,Q1)=4d(R, Q).

Logo,
d(P1, Q1) = d(Py, Ry) +d(Rq, Q1).

Segue da desigualdade triangular que R, € P;Q;. O
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O teorema acima diz que toda isometria leva pontos colineares em pontos colineares.

Temos o seguinte teorema.

Teorema 3.15. A imagem de uma reta r por uma isometria T € uma reta r1 = T(r).

Demonstragdo. Sejam P e Q pontos distintos de r, T(P) = P; e T(Q) = Q1 suas imagens
por T. Chamemos de rq a reta que passa pelos pontos P; e Q1. Dado qualquer outro
ponto R de r temos que R € PQ, P € QR ou Q € PR, assim, pela propriedade
anterior, temos que Ry € PiQ1, P; € Q1R; ou Q; € PRy, logo todos os pontos de r

sdo transformados pela isometria T em pontos da reta r;.

Reciprocamente, se R € um ponto qualquer da reta r1, suponha que P; € R;Q1, seja
Ropontodaretartalque P € RQed(R,Q) = d(Ry, Q1), entdo d(R, Q) = d(T(R), Q1) =
d(Ri,Q1) ecomo P € RQ e P; € R;Q; segue que T(R) = R;. Assim, todos os pontos

de reta r; sdo imagens por T de pontos da reta r, portanto T(r) = ry. O

A seguir, estudamos as matrizes de transformacoes no plano euclidiano e projetivo.

Para facilitar os cdlculos, usaremos z = 1 nas coordenadas homogéneas.

Translagdo

A translacio T, : RIP? — RIP? determinada pelo vetor v(a,b) é a transformacio
que leva cada ponto P(x,y,1) do plano RIP? no ponto T,(P)(x +a,y +b,1). A trans-
lacdo T, transforma toda figura F numa figura T,(F) = F’, cujos pontos sdo obtidos

transladando-se os pontos P de F pelo mesmo vetor v.
A matriz da transformacao T, é dada por

Mr, =

v

3.1

QO -
S = O
_ o O

e é tal que
[x y 1}-MTU=[x+a y+b 1|.

Exemplo 3.2. Podemos construir uma matriz de translacdo My, , , determinada pelo
vetor v(1, 2), utilizando o teorema [3.13}

Sejam os pontos A(1,2,1), B(3,1,1), C(2,0,1), D(1,1,1) nédo colineares e suas res-
pectivas imagens A’(2,4,1), B'(4,3,1), C'(3,2,1) e D'(2,3,1).
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Antes de determinar as matrizes M; e M} devemos ajustar as coordenadas dos pon-
tos A(1,2,1), B(3,1,1), C(2,0,1), D(1,1,1) de modo que

la+3+2y =16 a+3B+2y—05=0
20 +1B+0y =16 = (2a+p—-6=0
la+18+1y =16 x+pf+y—0=0
Assim,
azéé, ﬁz%lé e 'y=§(5.

Fazendo ¢ = 3, temosa =2, f = —1 e v =2, donde A(2,4,2), B(—3,—-1,-1), C4,0,2),

D(3, 3,3). Analogamente, ajustando as coordenadas das imagens,
2e +4¢ + 3T =2u
d4e +3¢p + 271 =3
E+P+T=U
Assim,
2 el 2
- 3:”’ ¢ - 3 :u - 3:”

Fazendo yu = 3,temose =2,¢p = —1 e 7 =2,donde A’(4,8,2), B'(—4,-3,—1), C'(6,4,2)
e D'(6,9,3). Assim,

2 4 2 4 8 2 -2 -8 -2
M= |-3 -1 —-1|, Mj=|-4 -3 —1| e My=|2 —4 —4
4 0 2 6 4 2 4 16 10
Portanto
12 0 0
Mr,, =Ma-Mj=|0 12 0
12 24 12

Observe que a matriz acima e a matriz dada em (3.1), paraa = 1 e b = 2, sédo
representantes da mesma transformacado projetiva.
Rotagdo

A rotagdo Ryo : RIP> — RIP? determinada por um angulo # em torno da origem

transforma o ponto P(x, y, 1) no ponto P'(x’,y’,1) com

x' =xcosf —ysenf
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y' = xsen6+ycosb.

A seguir, apresentamos a prova dessas relagdes para o caso em que « € o afixo de um

ponto P(x,y) e a + 6 é o afixo de P’ = Ry o(P) de coordenadas (x', ).

Yy
P'(a',y)

P(z,y)

Figura 38: Rotacdo com centro na origem e angulo 6 .

x/ OP’ cos (a +6)

OP'(cosa - cos — sena - sen )

= OP'-cosa-cosf® —OP' -senw-senb.
Mas, OP = OP', x = OP - cosa e y = OP - sen«. Logo,
x" =xcosf —ysenf
y' =xsenf +ycosb.
A matriz Tg, dessa transformacdo ¢ dada por

cosf senf 0
Mgy, = | —sen6 cosf 0 (3.2)
0 0 1

e é tal que

[x y 1}-MR9,O=[xc059—ysen9 xsenf +ycosf 1}.

Para a rotacdo determinada por um angulo 8 em torno de um ponto C(a, b) qualquer,

MR, ., basta fazer uma translacéo pelo vetor —(a, b) para deslocar o centro de rotacdo
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até a origem, fazer uma rotacdo de angulo 6 em torno da origem O(0,0,z) e, em

seguida, uma translacdo determinada pelo vetor (g, b), isto é:

Ro,c = Tiap) © Ro0 0 T_(ap)-

Assim, teremos a seguinte matriz de transformacao:

1 0 0 cosf senf 0 1 00
Mpye=|10 1 0|-|—senf cosf 0 0 0] =
—a —b 1 0 0 1 a b 1
cos 0 sen 6
—senf cos 6

—acosf@+bsenf+a —asenf —bcosO+b

Reflexdo

Areflexdo R, : RIP>? — RIP? em relacdo a uma reta m é uma transformacéo que fixa
todos os pontos de m e associa cada ponto P(x, y, 1), fora de m, a um ponto P'(x’,y’,1),
simétrico com relacdo a m. Dizemos que o ponto P’ é simétrico a P em relagdo a reta

m. Neste caso, m é a mediatriz do segmento PP’.

No plano RIP? tal qual o eixo x coincida com a reta m, para cada ponto P(x,y,1)
temos o ponto P’(x, —y,1). Dai resulta que a reflexdo inverte a orientagdo do plano,
pois deixa o eixo x fixo e inverte a orientacdo do eixo y. Em termos de vetores unitdrios

e1(1,0) e (0, 1) dos eixos, transforma e; em si mesmo e e, em —ey.

y
A
Yhommmmmmm o .
1
1
1
:
i X
T
1
1
i
1
] s,

Figura 39: Reflexdo de um ponto com relacdo ao eixo x.

Caso m seja uma reta que passa pela origem e faz um angulo a com o eixo x, Ry,

transforma-o no eixo x;, obtido de x por rotacdo de dngulo 2« e transforma o eixo y
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no eixo y; tal que o dngulo de y para y; também ¢ de 2«, obtendo, assim, um novo

sistema ortogonal de coordenadas.

A construcao a seguir serd dada para o caso em que 0 < 2a < 90°, como esta
ilustrado na figura [40). Considere um ponto P(x,y) qualquer no primeiro quadrante
tal que y > tg(2x)x. Sejam (x1,y1) as coordenadas de P no novo sistema Oxy;. Sejam
B e C as projeg¢des ortogonais de P sobre os eixos Ox; e Ox, respectivammente, D e A

as projecdes ortogonais de B sobre o eixo Ox e sobre a reta Cﬁ, respectivamente.

y
X
. P
Yyt ——————— -
Pha
// 1\
- Al \
- ---¥,
// 11
7 1
1
- | 1 Yy = axr
7 1
Y1\ 2« I :
1
o | :
a cl ip x
> —eo
Y1

Figura 40: Reflexdo dos eixos x e y com relacdo a reta y = ax .

Entao
x=0D—-CD=0D — AB

y=CA+ AP =DB+ AP

3.3)

Observe que o eixo y; € paralelo a reta ﬁ cortado pela reta <C7, logo, pelo teorema
dos angulos alternos internos formado por um par de retas paralelas cortadas por uma

tranversal, o angulo /APB mede 2« e que no tridangulo APAB temos:
AB=y1sen(2x) e AP =yjcos(2u)
e no triangulo AOBD:
OD =x1cos(2¢) e DB = x;1sen(2x)
Substituindo os valores de AB, AP, OD e DB em (3.3), temos

X = x1 cos (2a) — y1 sen (2
1cos (2a) — y sen (2a) 3.4)
y = x1 sen (2x) + 1 cos (2a)
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Resolvendo o sistema (3.4)), obtemos:
X1 = x cos (2a) + y sen (2«)

Y1 = x sen (2a) — y cos (2x).

Para determinar a imagem de um ponto P qualquer pela reflexdo em torno na reta m
que forma um angulo « com o eixo x note que se ey, ez, f1 € f» forem, respectivamente,

os vetores unitdrios dos eixos x, y, x1 € y1, entdo

f1 =cos(2a) - e +sen (2ua) - ez

fo =sen(2a) - e — cos (2x) - es.

A reflex@o R,, transforma um ponto P(x, y,1) no ponto P'(x’,y’,1) tal que P/ = xf; +
yf2. Ou seja,
x’ = x cos (2a) + 1 sen (2«
(2a) +y sen (2«) 3.5)
y' = x sen (2a) — y cos (2a)
Assim, a matriz de transformacgdo Mp, da reflexdo com relacdo a reta de equacdo
y = ax é dada por
cos2x sin2a 0
Mg, = |[sin2a0 —cos2a 0
0 0 1

e é tal que

[x y 1} *Mg,, = [xcossz+ysen2oc xsen2ux — 1/ cos 2« 1} .

Considere agora a reta m de equacdo y = ax + b, a qual corta o eixo y no ponto
0,b,1).

A reta my, de equacdo y = ax passa pela origem e faz com o eixo x o mesmo angulo
«. Para obter a imagem do ponto P(x,y, 1) pela reflexdo R,, em torno da reta reta m,
primeiro daremos a P a translagdo vertical de vetor (0, —b), obtendo P;(x,y — b,1). Em

seguida, refletimos P; em torno da reta m’, obtendo o ponto P»(x2, 12, 1) com
X3 = xcos2a + (y — b) sin2«
Y2 = xsin2a — (y — b) cos 2u.
Finalmente, damos a P, a translagdo vertical de vetor (0, b), chegando a P'(x',v/, z)

com
x" = xcos2a+ (y — b) sen2u

y' =xsen2wx — (y — b) cos2a + b.
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Assim, a reflexdo em torno de uma reta m qualquer sera dada por
R = T(o,p) © Ry © T(o,—p),
onde R,,, ¢ a reflexdo em torno da reta m; paralela a m que passa pela origem.

Observe que as isometrias fixam todos os pontos da reta ideal, ou seja todos os

pontos cujas coordenadas sdo do tipo (x1, x2, 0).

3.3 cONICAS

As conicas (elipse, hipérbole e parabola) podem ser definidas de varias maneiras. As

usuais referem-se aos focos.
A definicdo projetiva de conicas é dada a seguir.

Definicao 3.16. Uma conica é uma proje¢do de um circulo em um plano.

Dessa definicdo decorre que qualquer propriedade do circulo que seja invariante sob

projecdo também sera possuida por qualquer conica.
Como a razdo cruzada € invariante sob a projecdo, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.17. Dada uma cénica T, cinco pontos A, B, C, D, O com O varidvel em T e

?ﬁ =g, @ =b, &% =ce 85 =d, entdo R(a, b, c,d) permanece constante.

Demonstragcdo. Comecemos considerando I' como sendo uma circunferéncia. Pelo teo-
rema do angulo inscrito, sdo congruentes os dngulos com vértice em O subentendido
pelo mesmo arco formado por dois pontos dentre A, B, C, D, independentemente da
posicdo de O. As quatro retas a, b, ¢, d determinam uma razdo cruzada R(a, b, c,d)
que depende apenas dos angulos subtendidos pelos arcos AOC, BOC, AOD, BOD. Se
—
considerarmos um outro ponto O’ na circunferéncia I', obtemos quatro retas a’ = O'A,
/ / / / / / / / / !
b'=0B,c =0'Ced =0O'D. Consequentemente, R(a, b, c,d) = R(a’,b’,c’,d").

Agora, se I' for uma coénica qualquer com O, A,B,C,D € I, com O variavel e
A, B,C, D fixos, aplicamos uma projetividade de I' sobre uma circunferéncia. Como
a razdo cruzada é preservada na circunferéncia e também por projecoes, concluimos
que

R(a,b,c,d) =RV, 4.
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Figura 41: Razéo cruzada na circunferéncia.

Para podermos definir uma cénica de maneira puramente projetiva, precisaremos

do conceito de feixe de retas e correspondéncia projetiva.

Definicao 3.18. Feixe de retas é o conjunto de todas as retas em um plano que passam

por um determinado ponto O.

Defini¢do 3.19. Considere os feixes que passam por dois pontos O e O’ de uma conica
I'. Entre as retas do feixe O e as do feixe O’ podemos estabelecer uma correspondéncia
bijetora associando uma reta a de O a uma reta a’ de O’ sempre que 4 e 4’ se encontra-
rem em um ponto A da conica I'. Entdo, pelo teoremd3.17| quatro retas quaisquer a, b,
c e d do feixe O terdo a mesma razdo cruzada que as quatro retas correspondentes a’,
b, ' e d’ de O'. Qualquer correspondéncia bijetora entre dois feixes de retas com esta

propriedade é chamada de correspondéncia projetiva.

Diz-se que os feixes entre os quais se definiu uma correspondéncia projetiva estdo
relacionados projetivamente. Agora, podemos definir uma coénica de um ponto de vista

projetivo.

Definicdo 3.20. Uma conica é o lugar geométrico das interseccoes de retas correspon-

dentes em dois feixes relacionados projetivamente.

Pares de feixes de retas relacionados projetivamente podem ser obtidos do seguinte
modo: Projete todos os pontos P sobre uma reta [ a partir de dois centros diferentes
O e O”; nos feixes de projecdo faca com que as retas a e a’, que se cortam em I,
correspondam uma a outra. Assim, os dois feixes estardo relacionados projetivamente.
Em seguida, transporte o feixe O” para qualquer posi¢do O’ tracando, para cada reta a”

do feixe de O”, uma reta paralela a’em O’. O feixe de O’ resultante estara relacionado
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projetivamente a O de modo que as interseccoes de a e a’ formam uma conica (observe

um exemplo na figura [42)).

’ xr]
v

A
%

Figura 42: Conica gerada por feixes projetivos.

As propriedades projetivas das tangentes as cOnicas sdo baseadas no seguinte teo-

rema fundamental.

Teorema 3.21. A razdo cruzada dos pontos de intersec¢do de quatro tangentes fixas a
uma cénica com uma quinta tangente que as intersecta é a mesma para qualquer posicdo

da quinta tangente nesta condi¢do de interseccdo ndo vagzia.

Demonstracdo. Como uma cOnica é uma projecao de um circulo, e uma vez que o
teorema diz respeito apenas a propriedades invariantes sob projecdo, uma prova para

o caso do circulo serd suficiente para demonstrar o teorema em geral.

Sejam P, Q, R e S quatro pontos distintos quaisquer em um circulo I, e pelos quais
passam respectivamente as tangentes 4, b, ¢ e d, T um outro ponto com a tangente
t, cortada por a, b, c e d em A, B, C e D, respectivamente. Sem perda de genera-
lidade, suponha que os pontos P,Q, R, S, T estejam posicionados como na figura
Se o ponto M ¢é o centro de I' entdo m(/TMA) = %m(ZTMP), a qual, por sua vez, é

igual a medida do angulo /TXP inscrito em I' com X ndo pertencente ao arco PQT.
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Analogamente, %m(ZTMQ) = m(/TMB) e é igual a medida do angulo /TY(Q inscrito

em [' com Y nao pertencente ao arco QRT. Assim,

m(/ AMB)

m(/TMA) — m(/TMB)
= Im(/TMP)— tm(/TMQ)
= lm(/PMQ)

e %m(ZPMQ) ¢ igual a medida de um angulo inscrito em um ponto do arco QT"P.

Figura 43: Propriedade das tangentes no circulo.

Analogamente, para os angulos /BMC e /CMD. Assim, os pontos A, B, C, D sao
projetados a partir de M por quatro retas cujos angulos sdo dados pelas posicoes fixas
de P, Q, R e S decorrendo dai que a razdo cruzada R(A, B, C, D) depende apenas das

quatro tangentes 4, b, ¢, d e ndo da posicdo da quinta tangente. O

O teorema3.21|nos possibilita dualizar a construcao de uma conica que foi feita mar-
cando os pontos de interseccdo de retas correspondentes em dois feixes relacionados

projetivamente.

Sejam a e a’ duas tangentes de uma conica I'. Uma terceira tangente ¢ cortard a e
a’ em dois pontos A e A’, respectivamente. Deslocando ¢ ao longo da c6nica ocorrera
projetividade entre os pontos de a em a’ pois, pelo teorema quaisquer quatro
pontos de a terdo a mesma razdo cruzada que os quatro pontos correspondentes de
a’. Assim, podemos dar uma definigdo projetiva de uma cénica como uma "curva de

retas":

Definicdo 3.22. Uma conica I é o conjunto de retas que unem pontos correspondentes

de duas retas relacionadas projetivamente.

Uma coénica de retas pode ser construida da seguinte maneira: Projete todos os

pontos P de uma reta r sobre uma outra reta ' a partir de um centro O; obtendo os
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pontos P’ em 7’; projete os pontos P’ em " a partir de um segundo centro de projecdo
O,, obtendo os pontos P”. Assim, cada reta PP” é uma tangente da conica, a figura

e a cOnica construida (figura |45)).

Figura 45: Conicas de retas.

Agora, podemos considerar a tangente a uma conica em um ponto como o elemento
dual ao préprio ponto, e se considerarmos uma como “cOnica de retas” (o conjunto de
todas as suas tangentes) como o dual de uma “conica de pontos” (o conjunto de todos
os seus pontos), entdo concluimos que o dual de uma conica é a propria conica, em

um caso, definida por seus pontos e no outro, por suas tangentes.

Um resultado interessante do principio da dualidade para conicas é a relacdo en-
tre os teoremas de Pascal e de Brianchon. O primeiro foi descoberto em 1640 e o

segundo somente em 1806. No entanto, um € conseqiiéncia imediata do outro, uma
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vez que qualquer teorema envolvendo apenas cOnicas, retas e pontos deve se manter
verdadeiro se substituido por seu enunciado dual. Para provar o Teorema de Pascal,

usaremos o teorema de Menelaus:

Teorema 3.23. (Teorema de Menelaus) Sejam trés pontos L, M e N sobre as retas
suportes dos lados ﬁ, % e (ﬁ, respectivamente, de um tridngulo NABC (qualquer) e
diferentes dos vértices. Entdo L, M e N sdo colineares se, e somente se

LA MB NC _

I8 MC NA- Y (3.6)

Demonstragdo. Pelo vértice A, traca-se a paralela r a reta m passando por A. Seja

(D} =rn BC.

Figura 46: Aplicacdo do teorema do Tales.

Pelo teorema de Tales (teoremalA.28),

LA _LB _ LA MB_
MD ~ MB ~ MD LB

1, 3.7)

MD _MC _ MD NC
NA NC NA MC

Multiplicando [3.7] obtemos
LA MB NC_
LB MC NA

=1. (3.8)

1.

Reciprocamente, sejam L, M e N pontos pertencentes as retas zﬁ, % e @, respec-
tivamente, de um AABC para os quais vale (3.6). Seja N’ o ponto de interseccdo de
m com fﬁ, conforme ﬁgura Pelo que foi provado, temos que
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Figura 47: Unicidade do ponto N no teorema de Menelaus.

LA MB N'C
LB MC NA ©:2)
De[3.6]e[3.9] temos que
NC _NC
NA NA’

Suponha, por absurdo, que N’ # N. Sem perda de generalidade, suponha que A —

C — N’ — N. Entéo
NC _N'C+NN' _N'C
NA NA+NN NA’
donde segue que N'C = N’A, o que é absurdo, pois A — C — N’ — N. Portanto, N = N’

e L, M e N sao colineares. O

Teorema 3.24. (Teorema de Pascal) Seja ABCDEF um hexdgono (convexo ou ndo)

inscrito em uma conica. Considere os pontos de intersecgdo dos lados opostos do hexdgono,

{P} = 4B N ﬁ, {Q} = BENEF {R} = ED N EA. Entdo, P,Q e R sdo colineares.

Observe que se um par de lados forem paralelos, entdo a interseccdo das retas que contém

esses lados € um ponto ideal.

Demonstracdo. Como uma coOnica € uma projecdo de uma circunferéncia, e uma vez
que o teorema diz respeito apenas a propriedades invariantes sob projecdo, uma prova

para o caso da circunferéncia sera suficiente para demonstrar o teorema.

Sejam os pontos {X} = ABN ﬁ, {Y} = ABN b—é, {Z} = H¢ n EF. Consideramos
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Figura 48: Teorema de Pascal em um hexdgono convexo.

o tridngulo AXYZ (ilustrado na figura |48)) e aplicamos o teorema de Menelaus (teo-

rema |3.23) trés vezes:
AXYZ com P, D, E colineares:

PX DY EZ

PY DZ EX V (3.10)
AXYZ com Q, B, C colineares:

QZ BX CY

== 2. 1 11

OX BY Cz 311
AXYZ com R, A, F colineares:

RY AX FZ

RZ AY FX - (3.12)

Usando poténcia de ponto (teorema|A.26]), temos

XA -XB=XE-XF
YA-YB=YC-YD
ZC-ZD =ZE-ZF.

Consequentemente, multiplicando as equacdes (3.10), (3.11) e (3.12)), obtemos

PX QZ RY |
PY OX RZ

Logo, pelo teorema de Menelaus aplicado ao tridngulo A XY Z,temos que os pontos P,

Q e R sdo colineares. A reta @ ¢é conhecida com a reta de Pascal. O
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Teorema 3.25. (Teorema de Brianchon) As diagonais que contém os trés pares de
veértices opostos de um hexdgono ABCDEF (convexo ou ndo) circunscrito a uma conica

sdo concorrentes em um ponto.

A demonstragdo do teorema de Brianchon é uma consequéncia do principio da du-

alidade de pontos. O ponto em que as diagonais concorrem é chamado de ponto de
Brianchon.

Figura 49: Teorema de Brianchon em um hexdgono convexo.






GEOMETRIA PROJETIVA NA ESCOLA

Neste capitulo serdo propostas algumas atividades mostrando como podemos tra-
balhar a geometria projetiva no ensino basico (anos finais do ensino fundamental e
médio). Acreditamos que essas serdo significativas para os alunos, uma vez que a
geometria tem aplicacOes interessantes, inclusive em Artes, o que contribui para a

formacao e desenvolvimento dos alunos.

4.1 ATIVIDADE 1

Esta atividade foi proposta em [13]. Achamos interessante inclui-la pois pode ser
trabalhada com alunos dos 6° e 7° anos, sendo um primeiro contato com a ideia de

perspectiva.

a) Solicite aos alunos que desenhem alguns objetos. Em seguida, discuta o resul-
tado obtido nos desenhos e compare com o objeto real. Compare com o objeto real e
questione-os se conseguiram dar a ideia de realidade ao desenho. Neste momento, ja
podemos dizer que para dar realidade ao desenho € necessario algum conhecimento

sobre técnicas de perspectiva e de desenho de observacao.

b) Mostre uma fotografia de um ambiente qualquer, uma sala de estar, por exemplo.
Questione sobre como isso é possivel se a fotografia tem apenas duas dimensdes e
a sala fotografada tem trés dimensdes. Solicite que eles fornecam informacoes que
remetem ao espaco real como o tamanho dos objetos, suas alturas, as distancias entre
eles, as proporcoes, etc. Adicionando o conhecimento que temos, a priori, do que é

cada objeto da foto, mostre que podemos representar o espaco fotografado.
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¢) Solicite aos alunos que montem equipes com trés integrantes. Dois seguram uma
transparéncia de retroprojetor (para que fique bem firme) e o terceiro desenha nessa
lamina o que ele vé (no corredor da escola, onde sejam representadas as linhas do
teto, do chéo, a parede do fundo, as janelas, portas, etc. Na analise dos trabalhos sera
definido, com o auxilio dos desenhos, o que sdo os elementos da perspectiva: quadro
(plano imagem), observador, linha de terra, linha do horizonte (reta de fuga), ponto

de fuga.

4.2 ATIVIDADE 2

Ap6s mostrar como funciona o software Geogebra 3D, solicite aos estudantes que
criem um plano (plano imagem - 7;), perpendicular ao plano xy (plano objeto -7,)
cuja interseccdo com este € o eixo y, um ponto O (observador) que ndo pertenca a
nenhum dos planos anteriores, por exemplo, (3,2,5) e um ponto P em 71,. Em seguida,
trace a reta @ cuja interseccdo com 77; serd o ponto P’ (imagem do ponto P). Peca
ainda que tracem, a partir de O, uma reta perpendicular a 7; intersectando 7t; no ponto
F e uma reta f paralela a interseccdo de 7; com 77, (linha de terra) passando por F.

Sugira que respondam as seguintes questoes:
a) O que acontece com o ponto P’ ao afastar o ponto P da linha de terra?

b) O que acontece com o ponto P’ quando P estiver do lado oposto (com relacdo a

linha de terra) do que estava antes?
¢) Construa um quadrado PQRS em 77, e obtenha sua imagem em 71;.

d) Construa um circulo em 77, e obtenha sua imagem em ;. Qual o formato da

imagem do circulo?

Nos itens ¢) e d) o professor pode auxiliar os alunos nas construgdes sugeridas,
principalmente no item d) onde ele podera obter a imagem do circulo utilizando a

ferramenta lugar geométrico.
SOLUCAO:
a) Observa-se que P’ se aproxima de f.
b) Ficard ao lado oposto ao que estava com relacdo a reta f.

¢) Observe que a imagem do quadrado néo serda um quadrado.
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¥ GeoGebra Classic 5 - O =

Arguivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

[Pl DDl el @) 4 N eec| £

» Janela de Alge| ¥ Janela de Visualizagio 3D >

[lacy Dy Oy v I~

< >
Entrada:| + | ®

Figura 50: Construgdo do plano imagem, ponto O, P e P’ da atividade 2.

d) A imagem do circulo terd o formato de uma elipse.

4.3 ATIVIDADE 3

Desenhe um tabuleiro 4 x 4 em:

a) Perspectiva frontal (1 ponto de fuga).
b) Perspectiva obliqua (2 pontos de fuga).
SOLUGAO:

a) Trace a linha de fuga f e escolha um ponto de fuga F. Trace o primeiro segmento

AB do tabuleiro, paralelo 4 linha de fuga e depois obtenha os segmentos AF e BF.

Em seguida, trace o segundo segmento CD do tabuleiro, paralelo ao primeiro, com
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7 GeoGebra Classic 5 - O X

Arguivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

k[ ALl D] Dl A @) &) N rec| F

- -

-

s

Entrada:

Figura 51: Imagem de um quadrado (item c da atividade 2).

A —C—FeB—D—F. Observe que vocé ainda tem a liberdade de escolher a posicao
deste segmento. Tendo o segundo, trace a reta jﬁ) e obtenha o ponto de fuga F;, que
é o ponto de interseccdo de jﬁ com a reta de fuga f. Este € o ponto de fuga de todas
retas suportes das diagonais paralelas a AD. Trace a reta (ﬁ e seja {G} = ﬁl N ﬁ
O ponto E € a interseccdo de ﬁ com a reta paralela a AB que passa por G. Fica
assim determinado o segmento EG. Repita esse procedimento até o quinto segmento
do tabuleiro. Divida AB em quatro partes congruentes e trace oS segmentos com

extremidades nos pontos da divisdo e em F (como na figura [54).

b) Trace areta f. Escolha pontos F;, F,, F3 € f tais que F; — F3 — F, e um ponto A que
>

serd um vértice do tabuleiro. A partir de A, trace as retas AF; e 1@ que contenham os

lados adjacentes do tabuleiro, e fﬁg que sera a diagonal do tabuleiro. O ponto B pode

ser escolhido arbitrariamente em AF,. Sejam {C} = AN BF e {D} = CR,b N AF,.
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w7 atvliiggh — m} b4

Arguivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

- B T
! L= ! @ i

r v v GO

Entrada:

@

Figura 52: Imagem de um circulo (item d da atividade 2).

Figura 53: Construcéo do tabuleiro em perspectiva frontal (item a da atividade 3).
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Figura 54: Tabuleiro em perspectiva frontal (item a da atividade 3).

Desse modo, construimos a primeira casa do tabuleiro (quadrildtero ABCD). Trace
a reta BF3 cuja interse¢cdo com Wz é o ponto E. Trace ﬁ , cuja intersecado com Al_:3

é o ponto G. Trace GF, cuja interseccio com Wg, é H. Observe que até aqui foi

construido um tabuleiro 2 x 2, repita esse procedimento até terminar o tabuleiro.

Figura 55: Construc¢édo do tabuleiro em perspectiva obliqua (item b da atividade 3).

4.4 ATIVIDADE 4

Construa uma perpectiva plana que transforma um triangulo AABC em:
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Figura 56: Tabuleiro em perspectiva obliqua (item b da atividade 3).

a) Um triangulo retangulo.
b) Um tridngulo isdsceles.
¢) um triangulo equilatero.
SOLUCAO

a) Inicialmente observe que ponto O ndo pode estar em qualquer lugar pois as ima-
gens das retas jﬁ e j@ devem ser perpendiculares. Logo, o ponto O deve estar na
circunferéncia cujo didAmetro é o segmento F; F,. Portanto, com o teoremapodemos
realizar a construcéo (figura[57).

Figura 57: perpectiva plana para o item a da atividade 4.
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b) Seja o triangulo AABC, localizamos os pontos de fuga F;, F, e F; determinados
pela interseccdo de f com as retas pelas retas 1@, jﬁ e %, respectivamente. Supondo
que os dngulos /B’A’C’' e /B'C' A’ sejam congruentes, observe que o ponto O deve ser
a interseccéo das circunferéncias cujas cordas F| F, e F,F3 determinam 4ngulos centrais
congruentes. Para fazer essa construgdo, trace as mediatrizes mq e m, dos segmentos
F|F, e F,F;, respectivamente. Escolha um ponto de m; para ser o centro C; da primeira
circunferéncia de raio C;F,. Em seguida, trace uma reta paralela a C;F, passando por
F5. A interseccao desta reta com m; sera o centro C, da segunda circunferéncia. Assim,

o ponto O pertence as intersec¢des das duas circunferéncias.

Agora aplique o teorema|[1.3|para determinar os pontos A’, B’ e C’ (figura[58)).

Figura 58: perpectiva plana para o item b da atividade 4.

¢) Realize a mesma construcao do item b) apenas tendo o cuidado para que o angulo
central das circunferéncias correspondentes as cordas F;F, e F,F; mecam 120°. Para
realizar essa construcdo, trace uma circunferéncia C; de diametro F;F,. Trace outra

circunferéncia C, com o mesmo raio de C; e cujo centro C; é uma das intersecdes
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da mediatriz m de F;F, com C;. Sejam P; e P, os pontos de interseccao de C; e C,.
Note que o angulo /P;C;P, mede 120°. Trace uma reta paralela n ao segmento C|P»
passando por F,. A intersec¢cdo da mediatriz m com n € o centro C; da circunferéncia

procurada.

Figura 59: perpectiva plana para o item c da atividade 4.

4.5 ATIVIDADE 5

Construa uma perspectiva plana que transforma um retangulo ABCD em outro re-
tdngulo A’B'C'D’.

SOLUCAO:

Observe que os lados opostos AB e DC do retdngulo ABCD s&o paralelos, logo suas
imagens se interceptam num ponto de fuga F; que € ideal pois as imagens desses lados,

A’B’ e D'C’ também séo paralelas, analogamente para os lados opostos AD e BC cujas

imagens se interceptam no ponto ideal F,.

Escolhendo o ponto O, a imagem A’ de A e aplicando o teorema(l.3|para encontrar

as imagens B, C e D determinamos a imagem do retdngulo ABCD
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Fy (ideal)

F, (ideal)

Figura 60: Retangulo como imagem de um retangulo

Note que o dngulo /D’ A’B’ mede 90° pelo fato de A’B’ || OF; | ABe D’A’ || OF, ||
DA, analogamente para os angulos /A’B'C’, /B'C'A’ e /C'D'A’.

4.6 ATIVIDADE 6

Enuncie os duais dos teoremas de Desargues e Pappus.
SOLUCAO:
Dual do teorema de Desargues:

Se, em um plano. dois tridngulos AABC e AA’'B'C’ séo tais que as retas corres-
. BAap Qe e
pondentes se intersectam nos pontos {P} = ABN A'B’, {Q} = ACNA'C' e {R} =
——
% N B'C’ colineares sobre uma reta r, entdo as retas que contém os vértices corres-

R T N
pondentes — AA’, BB’ e CC" — sdo concorrentes.
Dual do teorema de Pappus:

Dadas trés retas concorrentes num ponto P, a[ay,a», as], b[bi, by, b3] e c[cy,c2,c3] €
trés retas concorrentes num ponto P, a'[a},a), a}], V'[V], V), V5] e c[c], ), c4], sendo

que nenhuma dessas retas coincidam com a reta PP’, e os pontos A =aNb’, B=a'Nb,



4.7 ATIVIDADE 7

C=ancd,D=aNc,E=bNc, F="VNc, entdo as retas jﬁ, (ﬁ e ﬁ se interceptam

em um unico ponto.

4.7 ATIVIDADE 7

Dado que a reta determinada pelos pontos médios de dois lados de um tridngulo em
IR? ¢ paralela ao terceiro lado (teorema da base média), prove que as medianas de um

triangulo sdo concorrentes.
SOLUCAO:

Seja AABC um tridngulo arbitrario no plano euclidiano e sejam A’, B’, C’ respecti-
vamente, os pontos médios dos segmentos BC, CA, AB. Entdo, AB || A’B/, BC || B'C’
eCA| CA.

—

Interpretando essas relagdes no plano projetivo, vemos que os pares de retas C'B’,
5. 54 e 0 : "

; BA',ABe C'A’, AC que contém os lados correspondentes dos tridngulos AABC e

AA'B'C’ se intersectam na reta de ideal. Portanto, pelo dual do teorema de Desargues,

ANABC e NA'B'C’ segue que as retas AA’, BB’ e CC’ sdo concorrentes. Como estas

retas contém as medianas do tridngulo A ABC, segue a tese.

A

Figura 61: Interseccdo das medianas do AABC.
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4.8 ATIVIDADE 8

Em uma semirreta de origem O, a razao cruzada de 4 pontos, A, B, C e D tais que
O—A—-B—-C-DéR(A,B,C,D)=3. Sabendo-se que OA =3, OB =5¢e OC = 8,

determine a distancia OD.

SOLUCAO:
Temos que
AC=8-3=5
BC=8-5=3
OD =x
Logo
3 AC BD 3 5 x-5 3 73
RABCDI=y=4p Bc 3 ¥—3 3 ~4  ""1

Portanto OD = %3.

4.9 ATIVIDADE 9

O desenho inicial de uma rua, com 4 postes (A, B, C e D) de luz igualmente es-
pacados, em perspectiva frontal apresenta os trés primeiros postes. No desenho, a
distancia do primeiro para o segundo vale 1 unidade e do segundo para o terceiro vale

%. Determine a distancia do terceiro para o quarto postes e a posicdo do ponto de fuga.
SOLUCAO:

Suponha que a distincia real entre os postes A e B seja igual a a (figura[62). Logo,
AC BD 2a 2a 4

R(A,B,C,D)="— . ——="2".2= 2,
( ) BC AD a 3a 3
No desenho, teremos:
A'C' B'D' 1+ 3+x 3+6x
R(A" B'.C' D = . — 2 2 —
(4,8, C, D) B'C' A'D’ % % 3+2x

Como R(A,B,C,D) =R(A’,B,C’, D), segue que:
4 3+6x 3

3 372¢ YT 10
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Figura 62: Representacdo real da rua com os postes A, B, Ce D

Ou seja, a distdncia do terceiro para o quarto poste no desenho € de %.

Para determinar a posicdo do ponto de fuga (figura devemos calcular a razédo

cruzada R(A, B, C, D) com D no infinito, assim:

F Linha de fuga

Figura 63: Desenho em perspectiva frontal do problema 8.

AC _ 2a

R(A,B,C,D)=— =—=2.
( ) BC a
Logo D’ estard na linha de fuga e
1+ lax 3
R(A,B,C,D)=R(A",B,C’,D")=2=—2 32— =x=>
2 2tX

Assim, o ponto de fuga estd a 1+ 3 + 3 = 3 unidades do ponto A’.
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4.10 ATIVIDADE 10

O teorema de Pascal nos d4 um algoritmo para a constru¢do de uma conica que

passa por cinco pontos dados, sendo trés deles ndo colineares.

Dados os pontos A, B, C, D e E, queremos obter um outro ponto F da cOnica. Para
isso basta determinar o ponto {P} = jﬁ N ﬁ e considerar uma reta qualquer r que
passe por P. Observe que AB e DE sio lados opostos do hexdgono ABCDEF e que r

¢é a reta de Pascal.

a) Construa, em um aplicativo de geometria dindmica (Geogebra, por exemplo), os

pontos Q e R da reta de Pascal e o ponto F do hexdgono (que pertence a conica).

b) Ao girar a reta r em torno do ponto P, o lugar geométrico de F sera uma conica.
No Geogebra, escolha cinco pontos e construa uma conica habilitando a ferramenta

“habilitar rastro” no ponto F, gire a reta em torno de P.
SOLUCAO:

a) Sabemos que {Q} = AFNCD e que pertence a r, logo {Q} = EDNr. Analo-
gamente, {R} = % N r e como F pertence as reta j@ e ﬁ, logo {F} = m N ER

(figura [64).
b) Cénica construida no Geogebra (figura [65):

4.11 ATIVIDADE 11

Assim como no teorema de Pascal, podemos construir um algoritmo (dual do apre-
sentado na atividade 9) para a constru¢do de uma conica por cinco tangentes, tendo

por base o teorema de Brianchon:

Dadas cinco retas a, b, c, d e e tal que cada reta contenha um lado do do hexdgono
circunscrito a cénica, queremos obter uma outra reta f tangente a conica e que conte-
nha o ultimo lado do hexdgono. Para isso basta determinar uma reta p que passe pelos
pontos {A} =anbe {D} =dNe e considerar um ponto P que pertenca a p. Observe
que A e D sdo vértices opostos do hexagono circunscrito a cénica e que P é o ponto

de Brianchon.
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Figura 65: Construcio de uma conica por 5 pontos (atividade 9b).

a) Construa, em um aplicativo de geometria dindmica (Geogebra, por exemplo), as

retas g e r que sejam concorrentes no ponto de Brianchon e a reta f.
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b) Ao deslizar o ponto P sobre a reta g, o lugar geométrico da reta f serd uma
conica. Escolha cinco retas distintas e habilitando a ferramenta “rastro” na reta f,

deslize o ponto P sobre a reta p.
SOLUCAO

a) Sabemos que g contém P e {B} = bNe (vértices opostos), logo g = ﬁ ; analo-

gamente, ¥ contém P e bNc e como f contém {F} =ange {E} = eNr. Segue que

f=EF,

Figura 66: Construcdo das retas g, r e f da atividade 10a.

b) Conica construida no Geogebra (figura[67):
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Figura 67: Construcéo das retas g, r e f da atividade 10b.
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APENDICE: UM POUCO DE MATEMATICA
ELEMENTAR

Usaremos este espaco para definir ou provar alguns resultados da matemadtica do

ensino médio que foram tratados no presente texto.

A.1 MATRIZES E SUAS OPERACOES

As matrizes nos permitem realizar, de uma forma organizada, operacoes com varios
numeros, auxiliando, por exemplo, na resolucdo de sistemas de equagdes lineares ou

operacdes com coordenadas de transformacoes.

Definicdo A.1. Uma matriz A,,x, (m por n), é uma tabela de m.n nimeros dispostos

em m linhas e n colunas:

a1 ain A1n
a1 dx ... d2g
A=
_aml amz oo amn_
onde a i-ésima linha de A é
ap 4aj ... Qg

parai=1,...,m e aj-ésima coluna de A é

al]'

lej

paraj=1,..,n.
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Usamos também a notagéo A = (a;j)mxn. Dizemos que a;; ou [A];; € o elemento ou a
entrada de posigdo i, j da matriz A. Se m = n, dizemos que A ¢ uma matriz quadrada

de ordem 7 e os elementos a11, a2y, ..., 4y, formam a chamada diagonal principal de A.

Exemplo A.1. Considere as seguintes matrizes:
1 2 -2 1 1 3 0
P B = , C = 7
3 4 0 3 2 4 -2
1

D=[1 3 -2, E-= _43 e F=3]

A=

As matrizes A e B sdo quadradas de ordem 2. AmatrizCé2x3,Dé1x 3, Eé3x1
e F €1 x 1. De acordo com a notagdo que introduzimos, exemplos de elementos de

algumas das matrizes dadas acima sdo ay» =2, co3 = —2, €21 =4, [Alx» =4 e [D]12 =3.

Duas matrizes sdo consideradas iguais se elas ttm o mesmo tamanho (ntimero de
linhas e colunas respectivamente iguais) e os elementos correspondentes sdo iguais,
ou seja, A = (a;j)mxn € B = (bij)pxq s80 iguaisse m =p,n=qgea;; =b;jparai=1,...,.m

ej=1,...,n

Definicdo A.2. A soma de duas matrizes de mesmo tamanho A = (@ij)mxn € B =
(bz‘j)mxn é definida como sendo a matriz A+ B = C = (Cif)mxn obtida somando-se os
elementos correspondentes de A e B, ou seja, c;j = a;; +b;j, parai=1,...,mej=1,..,n.

Escrevemos também [A + B];; = a;; + bj;.

Observacédo A.1.1. Seja a matriz A = (a;j)mxn cujos elementos sdo a;;, a matriz —A
serd a matriz cujos elementos sdo —aj;. Assim, a subtragdo das matrizes serd dada por
B— A=B+(—A).

Exemplo A.2. Considere as matrizes:
1 2 -3 -2 1 5
A = , B =
34 0 0 3 —4
Se chamamos de C a soma das duas matrizes A e B, entdo

C:A+B=[l+(_2) 2+1 —3+5]:[—1 3 2]

3+0 4+3 0+(—4) 3 7 -4



A.1 MATRIZES E SUAS OPERAGOES

Defini¢do A.3. A multiplicagdo de uma matriz A = (4;j)uxn por um escalar « € R €
a matriz B = a A obtida multiplicando-se cada elemento da matriz A por «, ou seja,
bij = wa;jj, parai=1,..,mej=1,..,n. Escrevemos também [¢A];; = aa;;. Dizemos que

a matriz B € um muiltiplo escalar da matriz A.

Exemplo A.3. O produto da matriz

A=
34 0

12—3]

pelo escalar —3 é dado por

g [T 92 (] _[3 6 9
(=3)3 (=3)4 (=30 | |[-9 —12 0o|°

Definicao A.4. O produto de duas matrizes, tais que o nimero de colunas da primeira
matriz € igual ao numero de linhas da segunda, A = (a;))mxn € B = (bjx)uxp € definido
pela matriz

AB = C = (Cit)mxp

obtida da seguinte forma:

Cik = ailblk + aizbzk + ...+ ambnk.

A equacgdo acima estd dizendo que o elemento c;; do produto € igual a soma dos
produtos dos elementos da i-ésima linha de A pelos elementos correspondentes da

j-ésima coluna de B.

-Elll aip ... Ellp- -C11 C12 v eee el Cln-
a1 ax ... dyp —bn b, ... by ... bln_ €21 €22 ... o .. C2p
an by .. bz/( we by _
an ap oomy | | Pb b S
_bpl bpp oo bpp . bpn_
| Am1 Am2 o Bmn | [Cml Cm2 e e e Conp

Exemplo A.4. Dadas as matrizes
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O produto AB é dado da seguinte forma:

12 3 [1-7+2-8+3-9] [50
4 5 6| 4.7+5-8+6-9 122

Teorema A.5. Sejam as matrizes A, B e C, desde que as multiplicagcdes sejam possiveis,

O 0

temos:
(AB)C = A(BC)

Demonstragdo. Suponha que as matrizes A, B e C sejam de ordens n X 7,7 X s e s X m,

respectivamente. Temos que

((AB)C)jj = Y (AB)jcy; = Z(Z aibig)crj =
k=1

i=1 I=1

Zﬂzl Zblkck]) = Zazl BC);j = (A(BQ));;
=1 k=
OJ

Definicdo A.6. Chama-se matriz identidade de ordem 7 (indicamos por I,;) toda matriz
quadrada em que todos os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1 e o demais

elementos sdo iguais a 0.

Exemplo A.5.

(= =
- o O

Observe que dada uma matriz A de ordem n temos que Al, = [,A = A.

Defini¢do A.7. Dada uma matriz A = (4;j)uxn, chama-se matriz transposta de A a
matriz Af = (a}i)nxm tal que a}i = a;; para todo i e todo j, isto €, a i-ésima coluna de At

¢ igual a i-ésima linha de A.

Exemplo A.6. Se

,_\
N
AN
e
|
w N o=
o G o



A.2 DETERMINANTES

Definicio A.8. Dada uma matriz A, de ordem n, chama-se inversa de A a matriz A~
talque AA~1=A"1A=1,.

Teorema A.9. Se A e B sdo matrizges inversiveis, entdo A - B € inversivel.

Demonstragdo. Temos, pelo teoremaA.5] que

(ABYB'A) = ABB )A 1= ALLA T = AAT = I,

(B'AYAB) =B Y (A 'A)B=B"',B=B'B=1,

Portanto, AB é inversivel. O

A.2 DETERMINANTES

Nao daremos uma definicdo geral de determinantes, pois foge ao objetivo do pre-

sente trabalho.

Definicdo A.10. Consideremos o conjunto da matrizes quadradas de elementos reais.
Seja M uma matriz de ordem » desse conjunto. Chamamos determinante da matriz
M (e indicamos por det M) o nimero que podemos obter operando com os elemntos

de M da seguinte forma:
* Se M é de ordem n = 1, entdo det M é o tnico elemento de M.

M =[a11] = detM = aq;.

Podemos indicar o determinante de M pelo simbolo |a11].

* Se M éde ordem n = 2 entdo det M é igual ao produto dos elementos da diagonal

principal menos o produto dos elementos da diagonal secunddria

a1 a2 a1 a2
M= = detM = = aq1d2 — A12471.
az1 a2 a1 Aa
* Se M é de ordem n = 3, isto é,
a1 a2 413 a1 a2 413

M= lay axp axp|=detM=l|ay axn ax
az1 4asz ass az1 a4z ass

= a11A22033 + 412023431 + 4130421432 — A13422031 — A11423432 — A12021433.
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Exemplo A.7. Ordem 1:
M =[6] = detM =6.

Ordem 2:
3 -1 3 -1
M= = detM = =3-2—4-(—1)=10.
4 2 4
Ordem 3
Se M é de ordem n = 3, isto é,
1 3 4 1 3 4
M=1|5 2 3| =detM=1|5 2 -3
1 4 2 1 4 2

=1.2-2+3-(=3)-1+4-5-4—-4.2.1—1-(=3)-4—3-5-2=49.

Defini¢do A.11. Considere uma matriz M de ordem n > 2, seja 4;; um elemento de M.
O menor complementar do elemento a;;, indicado por D;j, € o determinante da matriz

que se obtém retirando-se a linha i e a coluna j de M.

Exemplo A.8. Seja a matriz
4 3 4
M= |2 1 5{,
3 32

para calcular Dq; devemos retirar a linha 1 e a coluna 1 de M, assim:

Defini¢do A.12. Considere uma matriz M de ordem n > 2, seja 4;; um elemento de

M, o cofator de a;;, indicado por A;, é o nimero (—1)"*/ - D;;.
Exemplo A.9. O cofator A1y da matriz M do exemplo sera dado por:
A= ()" Dy = (=) (-13) = 13.

Defini¢do A.13. Seja M uma matriz quadrada de ordem n e M’ a matriz dos cofatores
de M. Chamamos de matriz adjunta de M, e indicamos por M,4j, a transposta da
matriz M’, isto é, M,gj = (M')".



A.2 DETERMINANTES

Exemplo A.10. Vamos calcular a matriz adjunta da matriz do exemplo[A.8}

Temos que
4 3 4 A1 A Az -13 11 3
M=12 1 5| =M= Ax Ay Ax| = 6 —4 -3
3 3 2 Az Az Asz 1 -12 -2
Logo,
-13 6 11
Myj=1]11 -4 -12
3 -3 =2

Teorema A.14. Se M é uma matriz de ordem ncomn =1, n =2 oun = 3 e M! sua

transposta, entdo det M! = det M.

Demonstragcdo. Observamos que para n = 1 o teorema ¢é verdadeiro.

Para n = 2 segue que

ay]  dip ai; a1
M= = M'= :
dr1 da» aip  ax
Entdo det M = aj1ax — apan; = det MY,

Para n = 3, temos:

a1 a2 413 a1 a1 asi

_ t_
M= |ay axp ap| =M = |ap ap ax
az1 asz ass ayz a3z ass
Logo,

t
det A = ay1a2a33 + a12a23031 + A13021432 — A13022031 — 411423032 — 412421433 = det A”.

O

Teorema A.15. Se uma matriz A de ordem n = 2 ou n = 3 tem uma linha (ou coluna)

que é combinagdo linear de outras linhas (ou colunas) entdo det A = 0.

Demonstragdo. Seja a matriz de ordem n = 2
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Suponha que a primeira linha seja combinacéo linear da segunda, assim:

Kdr1  Kdp
M =

a1 a>

Entdo det M = war1ax — aaxnar; = 0. Analogamente para a segunda linha ser combina-

cdo linear da primeira e uma coluna ser combinacdo linear de outra.

Para n = 3, considere a matriz

a1 a2 413
M= |ay axn ax

asy 4z 4as3
Suponha que a primeira linha seja combinacdo linear das demais linhas, assim:

xay + PBazy  waax + Pazpy  aax + Pasz

M = az1 a a3

as1 asp as3
Entdo detM = (aap; + Paz1)axnazs + (xax + Bas)axazy + (xaxs + Pass)az az — (aaxs +
IBH33)6122L131 — (ley_l + ﬁa31)u23a32 — (DCEIQZ + ﬁa32)a21a32 = 0. Os calculos sdo anélogos

caso a segunda ou a terceira linha seja combinacéo linear das demais.

Se a primeira coluna for combinacéo linear das demais, teremos

xap + Payz  app a3
M = |aay + Bax axn ax

xazp + Pazz  az;  as3

Entdo detM = (xain + Ba13)aznass +apazs(aas; + Bass) +aiz(wax + fars)asy — ajzaxn(aas; +
Baz3) — (xa1n + Baiz)axazy — arp(waxp + Paxz)azs = 0. Os calculos sdo andlogos caso a

segunda ou a terceira coluna seja combinagao linear das demais. O

A.3 SISTEMAS LINEARES

Vérios problemas sdo modelados por sistemas de equacoes lineares e como vimos,
no presente trabalho, ndo é diferente com a geometria projetiva. Os teoremas a seguir
foram reescritos para sistemas lineares de 3 equacoes e trés incognitas. Caso o leitor
queira consultad-los na forma geral, indicamos a referéncia [7]], assim como os resulta-
dos para determinantes vistos na se¢ao anterior, onde trabalhamos com determinantes

de matrizes de ordem 3.



A.3 SISTEMAS LINEARES

Definicdo A.16. Uma equacdo linear com #n incégnitas xi, ..., X, € uma equacao da

forma a;xq +... +a,x, = b, onde ay, ..., a,, b sdo constantes reais.

Definicdo A.17. Um sistema de m equacdes lineares em » incégnitas € um conjunto

de equacdes lineares da forma

;

a11x1 +apxy +...+aiuXxy = bl

A21X1 + A22X2 + ... + A2y Xy = by

Ap1X1 + Ay X2 + oo + Ay X3 = b3
\

onde aij, by parai=1,..,m,j=1,..,nek=1,..,m, sdo constantes reais, chamados

coeficientes do sistema.

Usando a notacdo de matrizes e a maneira como o produto de matrizes foi definido,

o sistema linear acima pode ser representado pela equacdo matricial

AX =B
onde -~ _ L o
air a4 X1 by
Ao axy axp - Ay X X2 e B- by
| Am1l Am3 - Amn | | Xn | _bm_

A matriz A é chamada de matriz do sistema.
Teorema A.18. Se M é uma matriz quadrada de ordem 3 e I3 é a matriz identidade de

ordem 3, entdo M - My4; = M4 - M = det M - 5.

Demonstracdo. Seja

a1 aip a1z (22033 — d23A432 A13432 — 412433  A12023 — 413422
M= lay ax ax| = M= |axpaz —axas a;1as3 — a13az; 413421 — 411423

az1 a3 4as3 1432 — Azpa31  A12431 — A11432 411422 — 412421

e det M = aq1ax4as3 + a12a23431 + 41302103 — A13022031 — A1142303 — 112021433

Assim
detM 0 0
M- Mgdj = 0 det M 0 ==detM - 13.
0 0 det M
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Teorema A.19. Se M é uma matriz quadrada de ordem 3 e det M # 0, entdo a a inversa

de M é .
-1 _ X .
~ detM Maaj.
Usando o teorema[A.18] temos:
Demonstragdo.
1 1 det M
M- Mg = M-Moa)= — =]
(detM) ] det M ( adj) detM ° 7
1 1 det M
YoM - M=—— (M.yi - M) = =1
(detM) adj det M (Magj - M) detM 7
Assim, de e da definicdo de matriz inversa que
1
-1 _ . i
~ detM Magj

(A.1)

(A.2)

O]

Teorema A.20. Seja A uma matriz de coeficientes de um sistema de 3 equagdes e 3

incognitas. Se det A # 0, entdo o sistema possui a solugdo tinica (x1, X2, X3), tal que

v = det A;
' detA’

tal que 1=1,2,3

e que det A; € o determinante da matriz obtida de A, substituindo-se a i-ésima coluna

pela coluna dos termos independentes das equagobes do sistema.

Demonstragdo. Consideremos o sistema

a11X1 + a1pX2 + a13x3 = by
S 9§ anxy +anxy + axxs = by

a31X1 + Az X2 + azx3 = b3

Consideremos as matrizes

an a4 a3 X1 b
A= lay ap ap|, X=|x| e B=|bh
a3 a3 a3 X3 b3

Observe que o sistema S pode ser escrito na forma matricial como A - X = B. Provemos

que tal equacdo matricial admite solucdo unica.



A.3 SISTEMAS LINEARES

Como det A # 0 segue que existe a matriz A~'. Consideramos a matriz Xy = A~'B

e provemos que ela é solucido da equacdo matricial AX = B.

Como
A(A™'B)= (AA"Y)B = 3B = B,

entdo estd garantida a existéncia da solucdo Xj.

Para provar a unicidade, considere que AX = B tenha outra solu¢édo X;, logo:

X1 =hX = (AA HX; =AY (AX)) = A" 1B =X,

Portanto o sistema possui solucdo tnica.

Considerando que Xy = A~!B € a solucdo do sistema A - X = B, segue pelo teorema

[A.19]segue que :
= _1 = — P
Xo=A""B= Xp= det A Aud] B
Lembrando que
X1 An A A by
XO = X2 Audj = A21 A22 A23 e B= b2
X3 Az Ay Az bs
temos
1 det A;

X < (Aqiby + Agiby + Azibz) =

- det A det A

O]

Definicdo A.21. Chamamos de sistema linear homogéneo aquele em que os termos

independentes de todas as equacoes valem zero.

Exemplo A.11.
le +3X2 — SX3 =0

4x1 —1xp —7x3 =0
2x1 —5xp —9x3 =0
Teorema A.22. Um sistema homogéneo de n equagoes lineares em n incégnitas tem uma

solucdo ndo trivial, isto €, uma solugdo diferente de x1 = xp = x3 = 0 se o determinante

dos coeficientes for igual a zero.

Demonstragdo. Observe que qualquer sistema linear homogéneo sempre tem, ao me-

nos, uma solucdo, x; = x, = x3 = 0. Caso o determinante dos coeficientes seja diferente
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de zero, pelo teorema |A.20, segue que ele admite solucdo tnica. Como, por hipdtese,
esse determinante € igual a zero, segue que ele possui mais de uma solucdo que é

diferente da trivial. O

A.4 EQUACAO DA RETA NO ESPACO

Em RR3, ou seja, num sistema de coordenadas tridimensional, um vetor v(a, b, c)
determina uma dire¢do no espago. Dado um ponto Py(xo, Yo, z0), existe uma Unica

reta r paralela ao vetor v passando pelo ponto P.

Figura 68: Reta no espaco paralela passando por P, paralela a um vetor v.

Para encontrar a equacdo desta reta r, considere um ponto P(x,y,z) € r de modo

que lﬁ seja multiplo de v, isto é, se
b =17,
para t € R. As coordenadas do vetor Iﬁ sdo dadas por
Pob = OP — O = (x — X0,y — yo, 2 — 20).
Portanto, P pertence a esta reta se e somente se

(x —x0,¥ — Yo,z — z0) = (ta, tb, tc).
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Ou seja, se e somente se

X =Xxg+ta
y=yo+tb
z=1zg+I1c

) —
Assim, qualquer ponto P de coordenadas (x¢ + ta, yo + tb, zo + tc) = OPy + to pertence
a reta dada. Esta equacdo é chamada de equacgdo paramétrica da reta r e v é chamado

de vetor direcdo da reta.

Exemplo A.12. Encontre uma equagdo paramétrica para a reta que passa pelos pontos
Pi(1,3,-2) e P,(4, -5, —2).

Como o segmento orientado ITP; =(1,3,-2) — (4,-5,-2) = (—3,6,0) pertence a
esta reta, ele representa um vetor direcdo para ela. Qualquer um dos pontos P; ou P;
pode ser escolhido para construir uma equagdo paramétrica para a reta:

x=1-3t x=4-—-3t
y=3+6t ou y=—5+6t
-2

z=-2 Z

sdo duas equacOes paramétricas possiveis para esta reta.

A partir da equacao paramétrica da reta

X =Xxg+ta
y=yo+tb
z=1zg+1c

podemos resolver em ¢, se todas as componentes do vetor v sdo ndo-nulas, obtendo as

equacoOes simétricas da reta:

X—XO_y—yo_Z—Zo
a b o

A.5 ALGUNS RESULTADOS DA GEOMETRIA PLANA

Para justificar a demonstragdo do teorema de Menelaus (teorema [3.23) e de Pascal

(teorema [3.24]), precisaremos dos seguintes resultados:

Teorema A.23. Se dois tridngulos tém ordenadamente congruentes um lado e os dois

dngulos a ele adjacentes, entdo esses tridngulos sdo congruentes.
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Demonstragdo. Sejam os tridngulos AABC e AA’B’C’. Por hipétese,

/ABC = /A'B'C’ (A.3)
BC=BC (A4)
/ACB = /A'C'B (A.5)

—
Marcamos um ponto X na semirreta B’ A’ tal que
B’X =BA (A.6)

Pelo postulado de congruéncia lado-angulo-lado, temos que

Figura 69: Caso de congruéncia angulo lado angulo.

NABC = AXB'C' <= /BCA = /B'C'X (A7)
e
DelA.5|e segue que B'A’ = C'X = C' A intersectam-se num unico ponto X = A’.
De X = A/, com decorre que B’A’ = BA, entio, pelo postulado de congruéncia
lado-angulo-lado, temos que AABC = AA'B'C'. O

Definicdo A.24. Dois tridngulos sdo semelhantes se, e somente se, os trés pares de
angulos correspondentes forem congruentes e os trés pares de lados correspondentes

forem proporcionais.

Na figura[70] temos:

/BAC = /B'A'C/,
/ABC = /A'B'C/,
/ACB= /A'C'B,

a b c

a b
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Figura 70: Definicdo de tridngulos semelhantes.

Entdo AABC ~ AABC (o simbolo ~ significa “semelhante”).

Teorema A.25. Se dois tridngulos possuem dois dngulos ordenadamente congruentes,

entdo eles sdo semelhantes.

Demonstragdo. Vamos supor que AB > A’B’.

Considere os tridingulos AABC e AA’B'C’ de modo que /BAC = /B'A’C'e /ABC =
LA'B'C".

Sejam D um ponto de AB tal que AD = A’B’. O triangulo AADE com /ADE =
/A’B'C’ e o ponto E no lado AC (figura [71). Pelo teorema[75, AADE ~ AA'B'C,

A Al

A AN

Figura 71: Tridngulos semelhantes.
/ABC = /A'B'C' e /A'B'C' = /ADE. Logo, /ABC = /ADE. Entio DE paralela a
%. Assim, AABC ~ AADE e, finalmente, AADE ~ ANA’B'C’. O

Teorema A.26. Se por por um ponto P passam duas retas concorrentes que interceptam

um circulo nos pontos A, B, C e D, respectivamente, entdo PA - PB = PD - PC.
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Demonstracdo. A demonstragdo é andloga para o caso em que o ponto P é externo
(figura[72) ou interno (figura|73))ao circulo.

Figura 73: Teorema[A.26]com P interno ao circulo.

Considere os triangulos APAC e APDB. Temos que

/APC = /APC (angulo comum)
/PAC = /PDB

Logo, pelo teorema[A.25] segue que APAC ~ APDB, assim:

PA _PC

O

Lema A.27. Se duas retas r e ' sdo transversais a um feixe de retas paralelas distintas e

um segmento de uma delas é dividido em p partes congruentes entre si e pelos pontos de di-
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visdo sdo condugidas retas do feixe, entdo o segmento correspondente da outra transversal

também é dividido em p partes congruentes entre si.

Demonstragdo. Parte 1): AB e A’B’ sdo segmentos correspondentes e AB é dividido

em p partes por retas do feixe.

Se A’B’ ficasse dividido em menos partes (ou mais partes), pelo menos duas retas
do feixe encontrariam-se em pontos de AB (ou de A’B’), o que é absurdo pois as retas

do feixe sdo paralelas. O

i ¥ v
Figura 74: Os segmentos correspondentes sdo divididos em um mesmo numero de partes
quando cortados por retas paralelas

Parte 2): AB ¢ dividido em partes congruentes a x.

Pelos pontos de divisdo de A’B’, conduzindo paralelas a AB, obtemos um triAngulo
para cada divisdo. Pelo lema |75|todos os tridngulos sdo congruentes (basta notar os

paralelogramos e os angulos de lados respectivamente paralelos que sdo obtidos).

Portanto A’B’ é dividido em partes congruentes pelos pontos de divisao.

Teorema A.28. (Teorema de Tales) Se duas retas sdo transversais a um feixe de retas
paralelas, entdo a razdo entre dois segmentos quaisquer de uma delas € igual a razdo

entre os respectivos segmentos correspondentes da outra.

Demonstragcdo. Sejam r e v’ as retas transversais, os pontos A, B, C e D pertencentes a
7 e os respectivos pontos correspondentes A’, B’, C' e D’ pertencentes a 1/, dividiremos

a prova em dois casos:

Caso 1: AB e CD sdo comensuraveis.
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Figura 75: A’B’ dividido em partes congruentes.

Existe um segmento x que é submtiltiplo de AB e de CD, assim AB = px e CD = gx

com p e g pertencente aos nimeros reais. Logo,

AB _p
—_— ==, A.8
ch ™ g (A.8)
Conduzindo retas do feixe pelos pontos de divisio de AB e CD (figura[76)) e aplicando
o teorema (lema|A.27), temos que A’B’ = px’ e C'D’ = gqx’, logo

A'B p
@ = E (A.9)

Comparando[A.8e temos:

Figura 76: Esquema da primeira parte da prova do teorema de Tales.
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AB_ A
CD C'D

Caso 2: AB e CD sdo incomensuraveis, isto €, ndo existe segmento submultiplo

comum de AB e CD, ou seja % = x, com x sendo um numero irracional.

Escolha uma sequéncia (a,),>1 de racionais positivos, tal que
1
X<ap <x+-—,
n

para todo nimero natural n > 0. Em seguida, marque o ponto D, na reta r (figura[77)
tal que

AB _
CcD, "
r r
A A g
B B' t
J k.
D, D Wn

Figura 77: Esquema da segunda parte da prova do teorema de Tales.

Seja a reta w, paralela as retas s, t e v e w tragada por D, e D) o ponto onde

w, intersecta '. Como a, é um numero racional, um argumento andlogo ao anterior
garante que

A'B’
—_—_ = an.
C'D],
De outra forma, obtivemos que
1 A'B’ 1
x < <xX+—=x< — <XxX+—,

CD, n C'D,
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ou ainda,
AB AB AB 1 AB A'B AB 1

ch~cbh, “cptn~"cp~cp, “cp

Observe, agora, que as desigualdades do primeiro membro acima garantem que, a

(A.10)

medida em que n aumenta, os pontos D, aproximam-se mais e mais do ponto D. Mas
como w, é paralela a f, segue entdo que os pontos D/, aproximam-se mais e mais
do ponto D', de maneira que a razdo % aproxima-se mais e mais da razao %.
Abreviamos isso escrevendo
A'B’ A'B’
D, CD

quando n —» oo.

Por outro lado, utilizando notacdo andloga a da linha acima, podemos claramente
inferir, a partir das desigualdades do segundo membro de que

ﬂﬂﬁ quando n — o0
C'D}, CD ’

Utilizando, agora, o fato (justicado rigorosamente em [[10]) de que uma sequéncia
(a4)n>1 de numeros reais ndo pode aproximar-se simultaneamente de dois nimeros
reais distintos quando n — oo, portanto podemos concluir que

AB A'B

CD C'D"
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