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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar o sistema de numeracdo posicional, focando nas
propriedades aritméticas de bases diferentes da decimal e, em particular, da base binaria. E
dificil olhar em um namero binario, octal, hexadecimal ou composto por outra base diferente
de 10 e reconhecer o seu valor rapidamente, pela falta de familiaridade. Vamos observar que,
entendendo a estrutura e funcionamento do sistema posicional, podemos trabalhar com outro
sistema escrito em qualquer base com a mesma agilidade e facilidade que operamos com a
base decimal. Elaboramos um trabalho explorando, principalmente, a base binéria, constituida
de dois digitos, 0 e 1, sendo utilizado em computadores na execucdo de operacOes
matematicas e também para representar varias informagfes como ndmeros, caracteres,

palavras, textos e céalculos algébricos.

Palavras-chave: Matematica. NUmeros decimais. NUmeros binarios. Sistema de numeracao.
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ABSTRACT

The objective of this work is to study the positional numbering system, focusing on
the arithmetic properties of bases different from the decimal and, in particular, the binary
base. It is difficult to look at a binary, octal, hexadecimal or composite number other than 10
and recognize its value quickly because of unfamiliarity. Let's note that by understanding the
structure and function of the positional system, we can work with another system written on
any basis with the same agility and ease that we operate with the decimal base. We elaborated
a work exploring, mainly, the binary base, constituted of two digits, 0 and 1, being used in
computers in the execution of mathematical operations and also to represent various

information as numbers, characters, words, texts and algebraic calculations.

Keywords: Mathematics. Decimal numbers. Binary nhumbers. Numbering system.
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INTRODUCAO

Quando do surgimento do homem na Terra, vivendo em cavernas, ndo existia a ideia de
nameros. Com o pouco desenvolvimento da humanidade e vivendo em diferentes regibes, o
homem fazia a obtencéo do seu proprio alimento pela caca ou pesca. Com o passar do tempo,
possuindo habilidades naturais para pensar, ele percebeu a importancia de produzir seu
proprio alimento utilizando a agricultura e o pastoreio. Assim, passou a ter a necessidade de
contar, desenvolveu a capacidade de comparar conjuntos e estabelecer entre eles uma
correspondéncia de nocdes quantitativas, como pouco e muito, pequeno e grande, lento e
rapido, levando o homem de uma vida primitiva a construir uma vida em sociedade. Eves
(2004) afirma que:

As pessoas comerciavam entre si e havia a necessidade de anotar a parte de cada
familia na cacada, ambas as atividades dependiam da ideia de contar, um preltdio de
pensamento cientifico. Alguns povos da Idade da Pedra, como a tribo Sioux, tinham
calendarios pictograficos que registravam varias décadas de histéria. Todavia, afora
0s sistemas de contagem primitivos, tudo o mais teve de esperar 0 desenvolvimento

da agricultura, intensiva e em grande escala, que requeria uma aritmética mais
sofisticada (EVES, 2004, p. 23).

O Sistema de Numeracdo € um método que usamos para representar uma certa
quantidade, podendo definir uma colecdo de objetos ou medidas. Em um sistema eficiente,

cada nimero tem uma Unica representagao.

Durante a histéria da humanidade, o nimero passou por diversas mudancas na sua
representacdo. Os simbolos “5” ou “V”, por exemplo, S40 numerais representando a mesma
quantidade, “cinco”. No sistema que usamos hoje, a partir da quantidade 10, ndo ha um novo
algarismo para representa-la, pois sdo usados dois simbolos ja existentes, 1 e 0; 0 mesmo
ocorre a partir dai, como 0 11 e 0 12. Essas regras tornaram-se fundamentais para o sistema de
numeracdo que chamamos de posicional, pois 0s numeros sao infinitos e, dessa forma, seria
complicado e até impossivel para registros a definicdo de enormes quantidades de simbolos

diferentes. O sistema de numeracdo que usamos nos dias de hoje, tem base decimal, o que
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significa que precisamos de apenas dez simbolos diferentes para representar qualquer nimero

natural.

Porém, nosso sistema ndo precisaria ser exatamente de base dez, isso quer dizer que se a
base fosse seis ou doze, ou até qualquer outra, teriamos a mesma agilidade e se tornaria
habitual. A escolha pela base 10 é devido ao fato de termos dez dedos nas méaos, como explica
Fomin (1984):

As razdes pelas quais precisamente o sistema decimal foi universalmente aceito néo
sdo, de maneira alguma, de natureza matematica: os dez dedos das maos
constituiram o aparelho primario de calculo usado pelo homem desde os tempos pré-
histéricos. Usando seus dedos é facil contar até dez. Quando chegamos aos dez, isto
é, depois de consumir todas as possibilidades do nosso "dispositivo de calculo™
natural, o mais logico é considerar o nimero 10 como uma nova unidade maior (a
unidade da proxima ordem). Dez dezenas formam a unidade da terceira ordem e
assim por diante. Portanto, precisamente o calculo baseado nos dedos deu origem ao

sistema que agora parece completamente natural. (FOMIN, 1984, p. 5, tradugéo
nossa).

No Capitulo 2 iremos abordar temas elementares como algoritmos das operacGes
fundamentais e critérios de divisibilidade, que exercitados com numeros escritos em bases

diferentes da decimal mostram que é possivel adquirir familiaridade com qualquer base.

No Capitulo 3 daremos atencdo especial a base binaria. Os computadores utilizam o
sistema binario, baseado na presenca ou auséncia de energia, ou seja, circuito ligado ou
desligado. Todas as operacdes matematicas e todo processo que um computador executa é
nessa base. Percebemos que as novas tecnologias estdo cada vez mais presentes no dia a dia

do aluno, mas a maioria ndo sabe como um processador executa suas operacdes matematicas.
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1. HISTORICO SOBRE OS SISTEMA DE NUMERACAO E OUTRAS BASES

Vivendo em cavernas e com mudancas frequentes para diferentes regides, o0 homem
primitivo dependia do local em que habitava para sobreviver. Segundo Eves (2004, p. 22) “os
primeiros povos viviam da caca de pequenos animais selvagens e das frutas, castanhas e

raizes que colhiam”.

A histéria da matematica nos permite observar o desenvolvimento dos sistemas de
numeracgédo na cultura e na evolucdo da civilizagdo humana. Eves (2004, p. 24) aponta que:
“Depois de 3000 a.C, emergem comunidades agricolas densamente povoadas ao longo do rio
do Nilo na Africa, dos rios Tigre e Eufrates no Oriente Médio. Essas comunidades criaram

culturas nas quais a ciéncia e a matematica come¢aram a se desenvolver”.

Com o passar do tempo e devido as mudancas climaticas, muitos registros mostram que

a natureza foi sofrendo varias modificacdes; algumas regides frias tornam-se quentes, e vice-

versa, plantas e animais morrem, dificultando a coleta de alimentos para a sobrevivéncia. Foi

assim que o homem percebeu a necessidade de produzir seu préprio alimento. Segundo Eves
(2004):

[...] tudo tinha que se adaptar & caca: seus instrumentos de pedra, madeira, 0SS0,

carapaca de animais eram desenhados ou para a caga ou para a preparacdo de

alimentos; o fogo, que dominaram, era usado para cozer e para 0 aquecimento; sua
arte retratava cenas de cagadas [...] (EVES, 2004, p. 22).

A partir dai ele passou a dedicar-se a agricultura e ao pastoreio, passando a se preocupar
com quantidades que se tornam necessarias para organizar o rebanho e a sua producdo. A
contagem torna-se algo inevitdvel com todos os acontecimentos, e 0 homem comeca a

organizar 0 meio em que vive.

O homem passou a ter necessidade de contar e, com 0 passar do tempo, precisou
registrar a sua contagem, por isso, criou sistemas para representar 0s numeros. Essa contagem
era bem precéria em relacdo aos dias de hoje. O pensamento quantitativo do homem era

apenas de forma intuitiva. De acordo com Eves (2004):
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E razoavel admitir que a espécie humana, mesmo nas épocas mais primitivas, tinha
algum senso numérico, pelo menos ao ponto de reconhecer mais ou menos quando
se acrescentavam ou retiravam alguns objetos de uma cole¢do pequena, pois ha
estudos que mostram que alguns animais sdo dotados desse senso. Com a evolucéo
gradual da sociedade, tornam-se inevitaveis contagens simples. Uma tribo tinha que
saber quantos eram seus membros e quantos eram seus inimigos e tornava-se
necessario a um homem saber se seu rebanho de carneiros estava diminuindo
(EVES, 2004, p. 25).

Segundo Mol (2013), um pastor controlava a quantidade de seu rebanho usando
contagem. Pedras e outros objetos, como gravetos, conchas ou grdos e marcas no chéo, na
areia, em 0ssos ou na madeira poderiam ser empregados para contar 0s animais de um

rebanho, o nimero de pessoas ou até os dias.

De acordo com Miyaschita, (2002, p. 5) “os primeiros sistemas de escrita numérica que
se conhece sdo os dos egipcios e 0s dos sumérios, surgidos por volta de 3500 a.C.” Assim,
registrar os objetos e ndo apenas juntar os pedregulhos, tornava-se cada vez mais necessario,
ja que essas pedras se perdiam e também eram dificeis de carregar quando representavam uma

guantidade muito grande.

A numeracdo escrita comecou a ser feita com marcas em madeiras, argilas ou qualquer
outro objeto que possibilitasse a marcagdo. A partir do quarto milénio, na civilizacdo
mesopotamica, surge a escrita cuneiforme em tabuletas retangulares, feitas de argila e
marcadas com estilete. Em seguida, eram cozidas ou secas ao sol para aumentar sua
durabilidade, (Mol, 2013).

Assim, conforme a sociedade foi se desenvolvendo o homem precisava aprimorar sua
ideia de quantidade e comecavam a surgir registros para nimeros que foram sofrendo grandes

transformacoes até chegarem ao sistema que utilizamos hoje. Roque (2012) nos diz que:

Normalmente, associa-se a histdria dos numeros a necessidade de contagem,
relacionada a problemas de subsisténcia. Quando lemos sobre a origem da
contagem, o exemplo que encontramos com mais frequéncia é o de pastores de
ovelhas que teriam sentido a necessidade de controlar o rebanho por meio da
associacao de cada animal a uma pedra. Em seguida, ao invés de pedras, teria se
tornado mais pratico associar marcas, escritas na argila, e estas marcas estariam na
origem dos nimeros. Mas esta versdo ndo é segura. As fontes para o estudo das
civilizagdes muito antigas sdo escassas e fragmentadas (ROQUE, 2012, p.17).
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O sistema de numeracdo quinario originou-se entre VArios povos gracas ao uso dos
dedos de uma méo para contagem, sendo um dos sistemas mais utilizados pelos povos
primitivos da América. Eves (2004), afirma que:

O sistema quinario, ou sistema de numeracao de base 5, foi o primeiro a ser usado
extensivamente. Até hoje algumas tribos da América do Sul contam com as méaos:

“um, dois, trés, quatro, mao, mao e um” [...] Ainda no século XIX se encontravam
calendarios de camponeses germanicos no sistema quinario (EVES, 2004, p. 28).

Eves (2004), afirma que um outro sistema de numeragdo, o duodecimal, pode ter sido
usado em épocas pré-historicas. Como podemos observar nos dias de hoje, o sistema
duodecimal teve muita influéncia, principalmente em relacdo a medidas, na compra e venda
de objetos, utensilios domésticos e até alguns alimentos que geralmente sdo contados por
duzias ou meia duzia. Temos os exemplos de meses hum ano, das horas de um reldgio e a
grosa, que representa a quantidade de cento e quarenta e quatro unidades, ou seja, doze
duzias; a base 12 aparece, também, em unidades de medida, ja que um pé equivale a doze
polegadas. Fomin (1984) destaca que:

Em diferentes periodos historicos, muitas vilas usaram sistemas de numeracao
diferentes do decimal. Por exemplo, o sistema duodecimal foi bastante difundido.
Sem duvida, sua origem também esta ligada ao calculo pelos dedos, ja que os quatro
dedos da médo (com excecdo do polegar) tém 12 falanges no total, passando o

polegar nestas falanges, pode-se contar de 1 a 12. Entdo, 12 ¢ considerado a unidade
da préxima ordem, etc. (FOMIN, 1984, p. 6, traducdo nossa).

Ha evidéncias do uso de um outro sistema na Babil6nia antiga, o sexagesimal, que ainda
hoje é utilizado como medida de tempo, na subdivisdo da hora em 60 minutos, dos minutos
em 60 segundos e também na medida de angulos em graus, minutos e segundos. De acordo
com Fomin, (1984, p. 7), “outra hipotese € que os babilénios consideravam o ano composto

de 360 dias, qgue foi relacionado de forma natural ao niimero 60

Um sistema que tem menor influéncia em nosso cotidiano, é o sistema de base 20,
chamado vigesimal, que se originou pela contagem através dos dedos, neste caso, das maos e
dos pés. Segundo Fomin (1984, p. 8, traducdo nossa), “os astecas e maias, que durante varios
séculos habitaram as vastas regifes do continente americano e criaram uma alta cultura

praticamente liquidada pelos conquistadores espanhois nos séculos XVI e XVII, usaram o
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sistema vigesimal . Podemos encontrar alguns vestigios desse mesmo sistema, também usado
pelos celtas, no continente Europeu. Eves (2004), afirma que:
Esse sistema foi usado por indios americanos, sendo mais conhecido pelo bem
desenvolvido sistema de numeracdo maia. As palavras-nimeros francesas quatre-
vingt (oitenta) em vez de buitante e quatre-vingt-dix (noventa) em vez de nonante
sdo tracos da base 20 dos celtas. Também se encontram tracos no gaélico, no
dinamarqués e no inglés. Os groenlandeses usam “um homem” para 20, “dois

homens” para 40 e assim por diante. Em inglés ha a palavra score (uma vintena),
frequentemente usada. (EVES, 2004, p. 28).

Outra base do sistema de humeracao é a binaria. Esse sistema € usado no funcionamento
dos computadores e em toda eletrénica digital. Os programas sdo codificados com os digitos
do sistema binario, 0 e 1, armazenados nas midias para representar todos 0s caracteres
utilizados no computador, incluindo os nimeros e as letras. Segundo Miyaschita (2002), este
sistema de numeracao binario foi proposto pelo matematico alemdo Gottfried Leibniz, sendo
um dos sistemas mais antigos que se conhece provavelmente devido a sua simplicidade, pois

emprega a menor base numérica possivel para o sistema de numeracéo.

Como vimos acima, os dedos das maos tém sido a principal forma de contagem usada
pelos homens desde a pré-histdria. Uma razdo natural que influenciou esses sistemas que
utilizam nameros multiplos de dez e de cinco como base, tem uma razdo muito forte, como ja
mencionado, a soma dos dedos das méos, pois auxiliam na contagem como uma calculadora
primitiva. Porém, foi o sistema de base decimal que prevaleceu e que, por diferentes motivos

foi aceito universalmente.

O sistema de base 10 foi escolhido pelos egipcios, sumérios, gregos, romanos, e pelo
sistema de numeragdo indo-arabico, que é o que utilizamos nos dias de hoje (Miyaschita,
2002). O sistema indo-arabico, além de ser decimal, tem a caracteristica de ser posicional,
diferentemente do egipcio, por exemplo. Miyaschita (2002) afirma que:

Esse sistema de numeracdo foi o sistema proposto por Aryabhata, 0 matematico
arabe que difundiu o sistema de numeracgdo posicional na Europa Ocidental por volta
do século VIII. Pode-se dizer, portanto que esse sistema é o predominante hoje
gracas a esse arabe, que difundiu o sistema de numeracdo decimal entre 0s povos
que dominaram o mundo nos séculos seguintes impondo sua cultura para 0s
“primitivos” colonizados. Nao se pode dizer que o sistema decimal seja o mais
perfeito de todos, pois é uma questdo realmente de condicionamento. Se Aryabhata
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tivesse espalhado um sistema de numeracdo de base cinco, por exemplo,
provavelmente estariamos utilizando o sistema de numeragdo quinario em nossos
dias (MIYASCHITA, 2002 p. 28).

De acordo com Guimardes, (2008, p. 45), “Os indianos inicialmente ndo utilizavam o
sistema posicional, utilizavam a base dez e principio aditivo. Os algarismos tinham
representacdes diferenciadas para cada unidade simples, dezena, centena, milhar e dezena de
milhar”. Essas representacGes eram muito limitadas na hora de fazer os célculos aritméticos e

a representacdo dos nimeros muito grandes.

Os hindus tinham interesse pela astronomia, por calculos e por nimeros grandes. Surge
a necessidade de aperfeicoar o sistema de numeracdo. Portanto a ideia de valor posicional e
um zero foram introduzidos algum tempo depois. Segundo (Guimardes, 2008), os indianos
usavam a palavra “sinya” que significava vazio ou lacuna, para indicar a auséncia das
unidades de uma certa ordem, esse era 0 termo usado para representar o zero. Guimarées
(2008, p. 49), afirma que: “Os nove primeiros algarismos tinham um valor variavel
dependendo da posi¢do que ocupavam, e a auséncia de posi¢Oes era representada com um
simbolo para o zero. O zero foi simbolizado por um ponto, ou também por um pequeno

circulo”.

Porém, foram os babilonios os primeiros a inventar o zero. Este simbolo “0” esta
relacionado a ideia de nenhum, nulo, nada ou ndo existente. Em sua dissertacdo, Guimaraes
(2008) afirma que:

Este zero algarismo babilénico era utilizado apenas em posi¢Ges intermediarias, ele
ndo era utilizado no final do nimero, o0 que provocava muitas ambiguidades que
precisavam ser resolvidas recorrendo-se ao contexto. Surge nos babilénios, o zero,
como marca lugar, mas ainda limitado (GUIMARAES, 2008 p. 39).

Assim, os hindus aproveitam a ideia do zero para utilizar em seu sistema de numeracao.

A presenca do zero se torna necessaria no sistema de numeragdo posicional. Guimaraes
(2008), afirma que:

O zero algarismo surge nos sistemas de numeracdo Babilénica e Maia. Os Maias

utilizavam o zero algarismo em todas as posi¢des, diferente dos Babildnios, que s6 o
utilizaram nas posi¢es intermediarias. Os indianos apropriaram-se das ideias
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babilonicas e as aperfeicoaram, formando o nosso atual sistema de numeragao
decimal. (GUIMARAES, 2008, p. 44).

Os sistemas posicionais mencionados acima, binario, duodecimal, vigesimal,
sexagesimal, junto com o sistema decimal, tiveram um papel muito importante no
desenvolvimento da escrita dos numeros. Para evitar confusdo na hora de estudarmos as
diferentes bases numeéricas, € preciso observar as diferencas entre esses sistemas, pois 0s
mesmos digitos tém valores numéricos distintos dependendo da base que estamos
trabalhando, como € o caso dos digitos 1 e 0 no nimero 10; o 1 no sistema decimal representa
0 numero dez, “dez unidades”, ja no sistema binario, representa o numero dois, “duas
unidades”. Para entendermos melhor, estudaremos a seguir a estrutura e o funcionamento

desses sistemas, que s&o baseados no mesmao principio geral.
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2. SISTEMA DE NUMERACAO E A BASE POSICIONAL

Desde a idade antiga, os humanos tinham a necessidade da contagem e 0 uso dos
ndmeros se tornou um processo indispensavel para a organizacdo da vida humana, devido ao
crescimento de seus rebanhos, plantacdes ou 0 nimero de habitantes de uma regido. Segundo
(Eves, 2004), quando se tornou necessario efetuar contagens de maior quantidade, o0 homem
percebeu a importancia de aperfeicoar o processo, dispondo 0s nimeros em grupos, sendo a
ordem de grandeza desses grupos determinada em grande parte por um determinado processo
de correspondéncia. Com o desenvolvimento da civilizacdo, surge um sistema de numeracgéo
escrito, onde usamos poucos simbolos para representar numeros relativamente grandes e

efetuamos as operacfes de maneira rapida e facil.

O sistema chamado de posicional, consiste no método de escolher uma base b,
atribuindo simbolos para 0, 1, 2, 3, ..., b — 1. Na representacdo de um nimero maior que b — 1,
combinamos os simbolos ja existentes, de forma que cada algarismo (simbolo), além do seu
valor especifico, possui um valor que lhe é atribuido devido a posicdo que ocupa na
representacdo do nimero, sendo que o simbolo “0” indica as ordens vazias. Um exemplo de
sistema posicional é o sistema de numeragdo que estamos acostumados a utilizar no dia a dia:

o0 sistema decimal (sistema de base 10) ou indo-arabico (devido a origem).

Ja no sistema ndo posicional, ao contrario do sistema posicional, os digitos tém o valor
do simbolo utilizado onde seja a posi¢do que ocupa no numero. Tomemos, como exemplo, o
sistema de numeracdo romano, que é formado por um grupo de simbolos em que o um - I,
cinco - V, dez - X, cinquenta - L, cem - C, etc., valem sempre o mesmo em qualquer posi¢ao
gue ocupam. Por exemplo, para representar o nimero 182, temos CLXXXII, onde o simbolo
X e | aparecem mais de uma vez e sempre valem a mesma quantidade, independentemente da
posicdo, o X valendo uma dezena e | valendo uma unidade. Muitos desses simbolos séo
encontrados em livros para representar capitulos, numeracdo de atividades, séculos, em

rel6gios para representar horas.
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No sistema de numeracao posicional, podemos escrever qualquer nimero natural com

uma quantidade pequena de simbolos e, 0 mais importante, realizar as operagdes aritméticas

com agilidade e facilidade. Segundo Roque (2012):

Uma grande vantagem dos sistemas posicionais, que € utilizada em nosso sistema
decimal, é que os mesmos simbolos séo suficientes para escrever qualquer nimero,
inteiro ou fracionario. Os chamados “algarismos”, 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 nos permitem
escrever qualquer nimero, desde a massa de um préton até o nimero de particulas
atdmicas do universo. Os egipcios, 0s gregos e 0s romanos, por exemplo, nao
adotavam sistemas posicionais. Seus sistemas eram “aditivos”, isto €, somavam-Se
os valores de cada simbolo usado na representacdo de um ndmero para se ter este
nimero (o0 sistema romano era aditivo-subtrativo, com uma regra que especificava
quando somar e quando subtrair valores). Outra grande vantagem de um sistema
posicional, como o0 nosso, € que neles é possivel desenvolver algoritmos eficientes

para realizar operacdes (ROQUE, 2012, p. 24).

No sistema decimal, que é o sistema universalmente utilizado para representar 0s

nimeros inteiros, cada algarismo representa uma ordem, comecando da direita para a

esquerda. Para cada bloco de trés ordens temos uma classe; essas classes também sao

contadas da direita para a esquerda. Assim, temos a classe das unidades, a classe dos milhares,

a classe dos milhdes, a classe dos bilhdes etc., como podemos ver na tabela abaixo.

Tabela 1: Classes e ordens do sistema decimal

Classe dos Bilhdes Classe dos Milhoes Classe dos Milhares

122 118 102 92 82 78 6? 52 42

ORDEM ORDEM ORDEM | ORDEM | ORDEM | ORDEM | ORDEM | ORDEM | ORDEM

Classe das Unidades

36

23

16

ORDEM | ORDEM | ORDEM

Centenas Dezenas Unidades | Centenas | Dezenas | Unidades | Centenas | Dezenas | Unidades | Centenas | Dezenas | Unidades
de de de de de de de de de
Bilhdo Bilhdo Bilhdo Milhdo Milhéo Milhéo Milhar Milhar Milhar

Porém, para fazer a leitura de nimeros grandes, separamos os algarismos em blocos de

3 ordens, colocando um ponto ou espaco, da direita para a esquerda, para separar as classes.

Em alguns casos evita-se 0 uso do ponto, que pode ser confundido com a multiplicagéo.

Mas, como citamos anteriormente, a base numérica ndo precisa necessariamente ser 10;

podemos usar qualquer numero inteiro b > 1, como base numérica. Assim, podemos escrever

22



qualquer namero natural N no sistema posicional de base b. Os sistemas de numeragédo
posicionais baseiam-se em um teorema, que podemos demonstra-lo aplicando a divisdo
euclidiana. Faremos, a seguir, uma demonstracdo de forma semelhante a apresentada em

Abramo (2016), onde admitiremos que zero é um namero natural.
Teorema 2.1:

Sejam dados os numeros naturais N e b, com N > 0 e b > 1. Existem numeros naturais n

e ao, ai, ..., an < b, com an # 0, univocamente determinados, tais que
N=ab"+a b +a ,b"?+..+ab’+ab" +ab’

A demonstracdo seré feita usando indugdo completa sobre N. Se N < b, basta tomar
n=0eao=N. A unicidade da escrita é clara nesse caso.

Vamos supor que o resultado vale para todo natural menor do que N, onde N > b. Agora

vamos provar para N. Aplicando a divisao euclidiana, existem q e a, Unicos, tais que

N = bg+ a, comax<h. 2.1

Se tivéssemos q > N, como b > 1, teriamos bgq > N o que seria um absurdo. Assim,
temos g < N e, pela hipdtese de indugdo, existem numeros naturais n’ e ai, az,..., &’ < b, com

a,'+1 # 0, univocamente determinados, tais que,

q=a,,b " +a b+ ... +ab+a. 2.2

Substituindo 2.2 em 2.1, temos que
N = bg+ a=b(a,b" +ab" ™+ ... +ab+a.)+a,

onde o resultado segue-se pondoap=aen =n"+ 1.

23



Portanto, é este teorema que nos permite escrever qualquer ndmero no sistema
posicional. Na formula acima, b é a base do sistema de numeracéo e a; serd cada um dos

digitos do numero N, sendo que o indice n indica a posicao relativa de cada digito, ou seja,

N=ab"+a b""+a b"?+..+ab’+ab +ab’=aa a ,..a3aa,.

Essa expansdo numérica pode ser estendida aos numeros racionais, quando utilizamos

também poténcias negativas da base.

Observe 0 nimero escrito na base decimal 142,52; vamos escrevé-lo como soma de

poténcias de 10.

Temos,
142,52 = 1.10* + 4.10' + 2.10° + 510" + 2.107

De forma geral, a representacdo de um numero racional R pode ser escrita, também,

como a soma de poténcias de qualquer base b > 1:
R=ab"+ a b™ +..+ ab*+ab +ab’+a,b*+a,b?+ab>+ ..

Com isso, chegamos a notacdo posicional onde todo numero racional R pode ser
representado pelos seus coeficientes com a virgula separando a parte inteira da parte

fracionaria.
R=aa, ,..aa,a,a,.a,.

E importante observarmos que 0s nimeros irracionais € 0s nimeros racionais que sao

dizimas periddicas, representados desta forma, tém infinitos digitos a direita da virgula.

Para representarmos um numero no sistema de numeragdo posicional de base b,

precisamos de simbolos basicos. Escolhe-se um conjunto S com b simbolos

S = {85,515, 1Spa ]
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onde So = 0 e cada simbolo, isoladamente, representa respectivamente cada um dos numeros
de 0 a b — 1. A representacdo do teorema acima, relativo a base b é chamada de expanséo

decimal se b = 10, e binéria se b = 2. Se a base é 10, podemos utilizar o conjunto de simbolos:
S = {O, 1 2 3 4,5 6, 7,8, 9}.

Como vimos, no sistema decimal, o valor que o algarismo assume é sempre maltiplo de
uma poténcia de 10 e esses valores sdo somados representando uma quantidade. Abramo
(2016) p. 58, afirma que: “Hd outros sistemas de numera¢do em uso, notadamente o sistema
binario ou em bases de poténcias de 2, que sdo correntemente usados em computagdo”.

Neste sistema, temos:
s = {0, 1}.

Se a base do sistema for maior que 10, utiliza-se os simbolos de 0 a 9, acrescentando
novos simbolos para 10, ..., b — 1. Por exemplo, se a base for 16 usamos os simbolos, A, B, C,
D, E e F, para representar os nimeros 10, 11, 12, 13, 14 e 15, respectivamente. A seguir

citaremos alguns exemplos com diferentes bases.
Exemplo 2.1: Vamos converter o nimero sete para a base binaria.
Usando a expansédo do teorema, mas com b = 2, temos:
7=12°+ 12"+ 1.2

Portanto, como na equacdo anterior, escrevemos 0 numero sete, na base dois, da

seguinte forma:
1.2 + 1.2 + 1.2° =111.

Observe que se tomarmos um numero escrito em uma base b qualquer, ndo saberemos
qual é a quantidade que ele representa, pois, dependendo da base numérica em uso sera

interpretado de maneira diferente. Portanto, para evitar equivoco, a partir de agora, vamos
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escrever esses nimeros entre parénteses e as bases serdo indicadas em subscrito, sendo que na

base dez omitiremos os parénteses. Assim, no exemplo acima, vimos que 7 = (111)..

Exemplo 2.2: Determine o numero (101),, quando b = 2, 8, 10 ou 16.
(101)2 =12°402'+1.2°=5
(101), = 1.8° +0.8' +1.8° = 65

101 = 1.10* +0.10' +1.10° = 101
(101),, = 1.16% +0.16' +1.16° = 257.

Exemplo 2.3: Vamos representar o nimero (2CA)16 na base decimal.
Como vimos anteriormente, C = 12 e A = 10. Logo,
(2CA),;=2.16°+ C.16'+ A.16°=2.256 + 12.16 + 10.1 =512 + 192 + 10 = 714.

Vamos citar outros exemplos envolvendo a aplicacdo da expansdo do teorema em uma

base b qualquer.
Exemplo 2.4: ( PAPMEM, 2009) Vamos representar P = (14654), na base b + 1.
Como o maior digito do nimero é 6, entdo b = 7. Decompondo P, temos,
P = 1b* + 4b®+ 6b*+ 5b' + 4b°.
Queremos escrever esse nimero como uma soma de poténcias de base b + 1.
Expandindo a poténcia (b + 1)* temos,
(b +1)" = b*+ 4b®+ 6% + 4b + 1. 2.3

Reescrevemos P como,

P = (1b*+ 4b°+ 6b>+ 4b + 1) + b + 3. 2.4
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Substituindo 2.3 em 2.4, temos

P = (b4+ 4b* + 6b° + 4b + 1) +b + 3

observe que:

P=(b+1)"+ (b+1) + 2 Logo,

P =1(b + 1)4+ o(b + 1)3+ o(b + 1)2+ 1(b +1) + 2b°.
Assim,

P = (10012), ..

Podemos exemplificar com b = 7. Assim,

(14654) = (14654), = 4106
(10012), , = (10012), = 4106.

Exemplo 2.5: (UDESC, 2017) Vamos determinar em que base b, o nimero 216 é
representado por (1000)p.

Temos que: (1000), = 1b°+ Ob” + Ob'+ 0b°. Ento,

b® = 216.
Logo, b =3/216 e assim,
b =6.

Portanto, 216 = (1000)6.

Logo, o sistema de numeracdo posicional permite que cada numero real tenha uma
unica representacédo, eventualmente infinita.

A seguir, vamos apresentar um algoritmo para determinar a representacdo de um
namero N numa determinada base b, aplicando sucessivamente a divisdo euclidiana.
Chamaremos o quociente de N por b de o, de qo por b de g: e assim, sucessivamente. Os

restos serdo ao, ai, ay, .... Assim,

27



N=bg,+a, a<b e 0<q,<N
qQ =bg+a, a<b e 0<g<q
q =bg,+a, a<b e 0<g<gq

9., = bqn—l + a., a; < b € 0< 0,4<0,
q,, = bg, + a,, a, <b e q,=0

Decorreque: q,,= b.0 + a,, ouseja, q,, = a, com0 < a < b

Levando em consideragéo as igualdades acima, fazemos a substituicdo no valor de qo na
primeira expressao e, assim por diante, em q, g2, ..., Jn-1. TEMOS qUE:

N = bqo+ a,
N=b(bg+a) + a = b’g+ ba + a

N = b®(bg, + a,)+ ba, + &,
N = b’qg, + b%a, + ba, + a,

N = b"*(bg,,+a,,) + b"?a,_,+ .. + b’a, + ba, + a,
N=b"g_+b""a ,+ b"%a _,+ .. + b%a, + ba, + a,.

Como, q,, = a

Entdo, N= b"a +b""a_, + b"?a , + ... + b’a, + ba, + a,.

Podemos observar, nas divisdes sucessivas por b, que os restos das divisdes, constituem

uma sequéncia de digitos ag, ai, az, ..., an, que assim representam, da posi¢do an até ag, 0
numero escrito na base b, ou seja,

N=aa,..aa,.

Exemplo 2.6: Vamos converter o nimero 3184, para a base ternaria.
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O sistema de numeracdo ternario, de base 3, € aquele em que utilizamos trés digitos

diferentes para representar seus algarismos, sendo 0, 1 e 2.

O processo, como Visto acima, deverd comecar dividindo este nimero pela base para a

qual queremos converter, no caso, a base 3. Dividimos quantas vezes forem necessarias, até

chegarmos a um quociente igual a zero.

Temos,

3184 = 1061x3 + 1
1061 = 353x3 + 2
353 = 117x3 + 2

117= 39x3 + 0
39=13x3 + 0
13= 4x3 +1
4=1x3 +1
1= 0x3 + 1.

Assim, concluimos que
3184=13"+ 13+ 13+ 03"+ 0.38 + 232 + 23 + 1.
Observe que o nimero ficou expresso como soma de poténcias de 3 e que os restos das
divisbes sucessivas (11100221), de baixo para cima, compdem o nimero escrito na base

ternaria.
Portanto, 3184 = (11100221)3.

O entendimento do sistema de numeragdo posicional, a partir de conceitos generalizados
anteriormente, € essencial no momento em que convertemos e comparamos as representacoes

de um mesmo namero em bases diferentes. Veremos agora, com mais atencdo, algumas bases

diferentes da decimal.
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No sistema binario (base dois), temos apenas dois simbolos, 0 e 1, para compor 0s
numeros. Comegcamos com o simbolo O e para o proximo namero utilizamos o 1, a partir do
namero dois representamos com os dois digitos: 10, e nessa sequéncia construimos os
proximos numeros, 11, 100, 101, 110, 111, ...

Ja no sistema octal (base oito), representamos nimeros com oito simbolos. Seguimos
até o numero sete, e a partir do oito, voltamos com os dois digitos: 10, e assim por diante, 11,
12,13, 14, 15, 16, 17, 20, 21, ...

O sistema duodecimal (base doze), assim como o binério e o octal, é um sistema de
numeracdo posicional. S8o empregados 12 simbolos, esses simbolos ap6s 0 9 podem ser
representados com a escolha de letras convenientes, por exemplo A para representar o 10 e B

para representar o 11.

Quando trabalhamos com numeros pequenos, conseguimos escrever 0s ndmeros em
seqliéncia, ou seja, fazendo a contagem com a respectiva representacdo. Porém, este processo

se complica quando queremos obter uma conversdo de nimeros maiores.
Exemplo 2.7: Vamos representar o nimero 4967 na base doze.

Como temos uma base maior que a base decimal, devemos acrescentar os simbolos A e

B para representar 0 10 e 0 11, respectivamente.
Fazendo as divisoes, temos:

4967 = 413x12 + 11
413 = 34x12 + 5
34 =2x12 + 10
2=0x12 + 2
Assim, 4967 = 2x12° + 10x12° + 5x12' + 11=(2ASB)12.
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3. SISTEMA BINARIO (BASE 2)

O sistema binario é frequente no mundo da tecnologia digital e para o0 computador essa
leitura binaria é ideal, tratando-se de rapidez e facilidade de leitura, pois 0s circuitos
computacionais se comportam em dois estados e os aparelhos eletrénicos utilizam a
numeracdo binaria para leitura desses comandos: o O (zero) significa desligado e o 1 (um)

significa ligado (chave aberta ou fechada).

Todos os dias podemos observar, no nosso celular, televiséo, laptop, microondas,

maquina de lavar roupa, ou em qualquer outro dispositivo eletrénico, o simbolo liga/desliga:

0 (0 e 1 entrelacados). Esse simbolo, foi projetado inicialmente para representar botdes de
“Standby”, que ¢ 0 estado do eletrbnico que ndo estd completamente desligado, ou seja, esta
em “estado de espera”, que seria uma situac¢do intermediaria entre o ligado (1) e o desligado
(0). Ele nédo foi originalmente previsto para cumprir a fun¢do de “ON/OFF”, mas foi se
popularizando nos eletrdnicos e perdeu o significado original de Standby, passando a ser
associado com ligar ou desligar o aparelho.

A base dois é a menor base numérica possivel de um sistema de numeracao posicional e
também o sistema de numeracdo mais simples, no sentido de que utiliza somente o0s
algarismos 0 e 1. Segundo Miyaschita (2002, p. 23). “Alguns povos da Australia e da
Polinésia ja usavam, apesar de com certa imperfeicéo, esse sistema de numeracao posicional

de base dois”.

Neste capitulo, vamos notar que, ndo é apenas a representacdo dos algarismos que é
simplificada no sistema de numeracdo binario, mas as regras das operacfes nesse sistema
tambem s&o extremamente simples. De acordo com Miyaschita (2002, p. 23). “No século
XVII, esse sistema de numeracdo foi proposto por um grande matemético aleméo, Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716) numa época que se discutia qual era a base de numeracao mais

eficiente”. Franzon (2015), afirma que:
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No Explication de I’ Arithmétique Binaire, lembra que no sistema decimal utilizamos
os algarismos de 0 a 9 e diz que quando chegamos ao dez, iniciamos novamente a
contagem escrevendo dez como 10, e dez vezes dez, ou cem, como 100, e dez vezes
100, ou mil, como 1000. No sistema binario, utilizamos os algarismos 0 e 1 e
quando chegamos ao dois recomegamos a contagem escrevendo dois como 10, e
dois vezes dois, ou quatro, como 100, e dois vezes quatro, ou oito, por 1000
(FRAZON, 2015, p. 156).

Nesse sistema contamos de dois em dois, e a cada 2 unidades da 12 ordem, equivalem a
1 unidade da 22 ordem, a cada 2 unidades da 22 ordem equivalem a 1 unidade da 3? ordem e
assim sucessivamente, seguimos 0 mesmo processo como as classes do sistema decimal. Na
representacdo abaixo, notamos uma correspondéncia entre as progressdes numeéricas desses

sistemas, podemos dizer que [(10)2]" = 2". Veja a representacdo dessa progressdo abaixo:

1), =1=2°
(10), =2=2"
(100), =4=22
(1000), =8=2"
(10000), =16 =2
(100000), =32=2°
(1000000), =64=2°
(10000000), =128=2"
(100000000), =256 =2°
(1000000000), =512=2°
(10000000000), =1024 = 2*°

Assim, a representacdo de um ndmero N na base 2, escreve-se como a soma de
poténcias de 2:

N=a2"+a,2"+a,2""+.+ a2+ a2+ a2,
onde cada digito a; é igual a 0 ou 1.

Entdo, podemos transformar o nimero binario 11111011110 no nimero decimal 2014
da seguinte forma:

(11111011110), = 1.2 + 1.2° + 1.2° +1.2" + 1.2° + 0.2°+1.2° + 1.2° + 1.2° + 1.2' + 0.2° = 2014.
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Uma diferenca basica e fundamental entre esse sistema e o sistema decimal, é a
quantidade de algarismos utilizados para representar o numero. Observe que, no sistema
decimal utilizamos apenas quatro algarismos para escrever o nimero 2014, enquanto que em
binério precisamos de onze algarismos. Verificamos que, de maneira geral, quanto menor a
base, mais algarismos sdo necessarios, tornando-se menos pratica quando se trata da
representacdo de numeros grandes. Por outro lado, o fato de trabalhar com essa base, torna-se

mais agil quando realizamos as operaces, pelo fato de ndo utilizar outros digitos sendo 0 e 1.

Os sistemas octal e hexadecimal, sdo sistemas que tém relacdo direta com o sistema
binario, pois 8 = 2% e 16 = 2% Veja na tabela abaixo, a representacio de alguns nimeros em
quatro bases diferentes (para melhor visualizacdo, omitiremos a notacdo com parénteses que

temos utilizado, nesta tabela):

Tabela 2: Representacédo dos numeros em diferentes bases

Hexadecimal Octal Decimal Binario

0 0 0 0

1 1 1 1

2 2 2 10

3 3 3 11

4 4 4 100
5 5 5 101
6 6 6 110
7 7 7 111
8 10 8 1000
9 11 9 1001
A 12 10 1010
B 13 11 1011
C 14 12 1100
D 15 13 1101
E 16 14 1110
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Veremos, a seguir, como podemos realizar conversdes do sistema de base dois e outras

como a base oito, a dezesseis e a decimal.

3.1 Conversdo de Decimal para Binario

No item anterior, vimos algumas conversdes de bases, e uma delas é através de divisdes
sucessivas, dividindo quantas vezes forem necessarias até chegarmos a um quociente igual a
zero. A representacdo do numero € feita tomando os restos de cada divisdo em sequéncia,

sendo que o Gltimo resto sera o algarismo das unidades.
Exemplo 3.1: Vamos representar o nimero 37 na base dois.

Aplicamos 0 método das divisdes euclidianas sucessivas por 2, pois é a base em que
gueremos representar o niumero 37. Comecamos dividindo 37 por 2, o quociente dessa divisao

dividimos por 2 novamente, e assim sucessivamente até o quociente ser zero.

37 =18x2 +1
18 = 9x2 +0
9 =4x2 +1 2
4 = 2x2 +0
2 =1x2 +0
1=0x2+1

Os restos das divisdes de baixo para cima, formaréo a representacdo do nimero na base
dois. Assim, 37 = (100101).

Outra forma de conversdo, € a subtracdo das poténcias de base 2. Dado um nimero no

sistema decimal, queremos transforma-lo para a base 2. Para isso, podemos executar o

seguinte procedimento:
1) Escolhemos a maior poténcia de 2 menor que 0 numero dado;

2) Subtraimos o numero dado da poténcia obtida no passo 1;
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3) Do resultado obtido no passo 2, subtraia da maior poténcia de 2 menor do que esse
numero.

Continuamos 0 processo até chegarmos ao Gltimo nimero que pode ser representado

pela base dois, depois fazemos a soma dessas poténcias. Veja o exemplo:
Exemplo 3.2: Representar o nimero 110 na base binaria.

Fazendo as subtracfes das poténcias de 2, temos:

110 — 64 =46
46 — 32=14
14-8=6
6 -4 =2
2-2=0.

Convertemos esses numeros, que sao poténcias de base 2, para uma expansao da base
binaria. Logo:

110 = 64 + 32 + 8 + 4 + 2 = 1.2°+1.2°+ 02° + 1.2° +1.2° + 1.2' + 0.2°.
Consequentemente, o nimero 110 do sistema decimal representado na base dois é

110 = (1101110),.

3.2 Conversao de Binario para Decimal

De acordo com o teorema 2.1, para converter de binario para decimal, devemos
considerar os valores posicionais na base 2 e fazer a soma das poténcias, ou seja, vamos usar
0 método da soma dos pesos de cada digito elevado a posi¢do que ele ocupa. Assim, veremos

gue a soma do produto dos digitos pelo valor das poténcias resulta no nimero representado na
base 10. Vejamos no proximo exemplo.
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Exemplo 3.3: Vamos expressar o numero 1011, escrito na base dois, na base dez.

Temosque, (1011), = 1.2° + 0.2°+ 1.2'+ 1.2°= 8 + 2 + 1.
Logo, (1011), = 11.

3.3 Conversao de Binario para Octal

Para fazermos a conversdo de um ndmero binario (anan-1.. a2 a1 ag) para octal, podemos

proceder da seguinte forma:

1) Se on + 1 ndo for multiplo de 3, entdo acrescente zeros a esquerda do nimero, de

forma que a quantidade de digitos seja multipla de 3;
2) Em seguida, separe os digitos em blocos de trés digitos;

3) Cada sequéncia de trés digitos do passo 2 sdao numeros bindrios, representados por
trés digitos, os quais correspondem a apenas um algarismo do sistema octal, veja a
tabela 3.

Para entendermos esses passos da conversdo de binario para octal, consideremos o

ndmero binario:

aa.a ,.a3d =2a2"+a 2" +a 2" +.+a2"+ a2+ a2

Subdividindo o segundo membro em grupos de trés algarismos consecutivos cada,

obtemos a expressao:
(@2"+a 2" +a ,2"%) +..+ (a2 + 3,2' + 3,2°) + (8,2° + 3, 2' + a,2°),

no qual, o expoente da poténcia de base dois, que multiplica o ultimo termo de cada

parénteses, € sempre multiplo de trés. Colocando essas poténcias em evidéncia, temos
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(@,2*+a,,2"+a, ,2°)2" +..+ (@2’ + 3,2 + 3,2°)2° + (8,2° + a,2' + 3,2°).

Todas as poténcias colocadas em evidéncia sdo poténcias de 8 = 23. Assim, temos a
expressao expandida da base octal.

n-2

8,2+ a,_,2"" +a, ,2°)8° +..+ (a;2°+ a,2' + ,2°)8 + (8,2° + a,2' + a,2°).

Agora, vamos fazer a conversdo do sistema binario para octal. Agrupamos os digitos 1 e
0 do nimero binario em grupos de trés, comecando pela direita (dependendo do numero, o
ultimo grupo pode ficar com um ou dois digitos, nesse caso, acrescentamos zero a esquerda
do numero para que todos os grupos figuem com trés digitos), assim cada grupo de digitos

binarios ira designar um numero octal. Neste caso utilizamos a tabela abaixo:

Tabela 3: Representacéo dos algarismos do Sistema Octal em Binario.

Octal Binario
0 000
1 001
2 010
3 011
4 100
5 101
6 110
7 111

Exemplo 3.4: Vamos converter (1101101), para a base oito.

Dividindo em grupos de trés digitos, 1 101 101, teremos
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Logo, (1101101), = (155),.

3.4 Conversao de Octal para Binario

Essa conversao é feita com a mesma ideia da anterior, s6 que de forma contréria, basta
convertermos facilmente cada digito octal em um conjunto de trés digitos binarios. Quando o
namero binario correspondente for formado por um ou dois digitos, acrescente zeros a
esquerda do numero. Depois, é s6 posiciona-los juntos e teremos o numero representado na

base dois.
Exemplo 3.5: Vamos converter o numero (523)s para a base binaria.

Separamos cada digito e expressamos na base dois (ndo esquecendo de acrescentar 0s

zeros, caso necessario, para completar trés digitos).

Temos que: (523), = (101010011), .

3.5 Conversao de Binario para Hexadecimal

Para justificar a expressdo envolvendo o sistema hexadecimal, sem perda de
generalidade, sdo efetuadas de modo similar ao sistema octal, exceto pelo fato de que o

numero binario deve ser subdividido em grupos de quatro algarismos consecutivos e o
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expoente da poténcia de dois que multiplica o ultimo termo de cada paréntese, é sempre
multiplo de quatro, pois, 16 = 24, Assim, temos a expressdo expandida da base hexadecimal.

n-3

(@,2°+ ..+a,,2°)16 4 +..+ (8,2° +..+ 8,2°)16 + (a,2° +...+ a,2°).

Portanto, para fazer a converséo de binério para hexadecimal devemos separar 0 nimero
binario em grupos de quatro digitos, da direita para a esquerda e fazer a conversao de cada
grupo separadamente (dependendo do numero, o Gltimo grupo pode ficar com um, dois ou
trés algarismos, como no sistema octal, acrescenta-se zeros a esquerda do numero se for
necessario). Assim, cada grupo de quatro digitos binarios ird designar um ndmero

hexadecimal. Neste caso utiliza-se a tabela abaixo:

Tabela 4: Representacao dos algarismos do Sistema Hexadecimal em Binario.

Hexadecimal Binario
0 0000
1 0001
2 0010
3 0011
4 0100
S 0101
6 0110
7 0111
8 1000
9 1001
10 1010
11 1011
12 1100
13 1101
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14 1110
15 1111

Exemplo 3.6: Represente (1010111001010), na base dezesseis.

Dividindo em grupos de quatro digitos, 1 0101 1100 1010, teremos

o

[

o

[

o
> 0 o=

Portanto, (1010111001010), = (15CA),. .

3.6 Conversao de Hexadecimal para Binario

Essa conversao é feita com a mesma ideia da anterior, s6 que de forma contréria, basta
convertermos facilmente cada digito hexadecimal em um conjunto de quatro digitos binarios,
se necessario acrescentamos O a esquerda do ndmero binario para que esse nimero possua

quatro digitos, depois é s posiciona-los juntos e teremos o nimero representado na base dois.

Exemplo 3.7: Represente o numero 4A05 expresso na base 16 em binario.

(4),s = (0100),
(A) = (1010),
(0),, = (0000),
(5)16 = (0101)2

Assim, (4A05) = (100101000000101), .
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Observe que omitimos o primeiro zero a esquerda do numero ja que seria desnecessario.

Depois de fixarmos todos esses passos de conversbes da base binaria, para as
conversdes de octal para hexadecimal e hexadecimal para octal, é mais simples fazer a
conversdo para binario e em seguida converter de binario para a base desejada, sempre usando

0 sistema binario como ponte, a conversdo contraria é analoga. Veja os exemplos a seguir.

Exemplo 3.8: Expresse (127)s em hexadecimal.
(127)8 = (1010 1_11)2 = (1010111)2 = (0101 0111)2 = (57)16.
Exemplo 3.9: Expresse (C3)1s em octal.

(C3),, = (1100 0011), = (11000011), = (11000 011), = (303),.

3.7 Operacdes Aritméticas No Sistema Binario

As operacdes aritméticas no sistema de numeracdo posicional de qualquer base b sdo
analogas aquelas que estamos acostumados na base decimal. Assim, as mesmas regras que
usamos para a adi¢do e multiplicacdo no sistema decimal sdo validas para numeros escritos

em qualquer outro sistema de uma base b qualquer.
Por exemplo: 6 + 2 = 8 na base dez, mas na base 0ito 6 + 2 = (6)s + (2)s = (10)s.

No sistema binario, apenas dois nimeros, 0 e 1, estdo envolvidos, o nimero 10 (dois)
representa a unidade da préxima ordem. As regras das operagfes com 0s nUmeros escritos no
sistema binario também sdo muito simples. Veremos agora, como realizamos as operacdes
fundamentais na base binaria. Nesta secdo omitiremos a notacdo com parénteses para indicar

a base, ja que estamos trabalhando apenas com a binéria.
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3.7.1 Adicéo

Para adicionarmos dois ou mais nameros utilizaremos o mesmo algoritmo da adicéo que
aprendemos na escola béasica. Assim, colocamos as parcelas em uma coluna de forma que os
digitos de mesma ordem fiquem alinhados, como abaixo. Para ilustrar o algoritmo,

realizaremos a operacao 11100 + 11010.

11100
11011

E costume colocar uma barra para separar as parcelas do resultado e o sinal de adi¢éo ao
lado. Comecamos as operagdes pela menor ordem (a direita) e em seguida para a ordem
posterior, continuamos com esse processo até o término da operacdo. Vamos destacar, a
seguir, 0s quatro casos que podem acontecer, quando olhamos para a mesma ordem, na adicdo

de duas parcelas:

0+0=0
0+1=1
1+0=1

1+ 1=10, nesse casoo transportede"1"éimediatamente paraa proxima posicao.

Pode-se verificar que no Gltimo caso o resultado da soma ndo tem apenas um digito,
pois o resultado é 10 (dois), que no sistema binario representa uma ordem superior. Assim,
como no algoritmo que conhecemos da base decimal, consideramos o digito da unidade “0” e
transportamos o “1” (o famoso “vai um”), que na verdade representa 10 (dois), para a ordem
imediatamente superior. O mesmo acontece quando adicionamos mais de duas parcelas, como
¢ ocasode (1+1+1)que oresultado é 11 (trés), consideramos o digito da unidade que nesse
caso € “1” e passa-se o “outro 17, que vale 10 (dois) para a proxima ordem superior. Levando

em conta essas consideragdes vamos efetuar a soma anterior.
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11
11100
+ 11010

110110

Logo, 11100 + 11010= 110110.

3.7.2 Subtracéo

A subtracdo de dois numeros binarios, também é semelhante a operagdo com o0s
nimeros em decimal. Como estamos trabalhando apenas com 0s nimeros naturais, entdo as
subtracOes sdo realizadas apenas quando o minuendo for maior que o subtraendo. Para ilustrar

o algoritmo, realizaremos a operagdo 111100 — 1011.

111100
1011

Subtrai-se as colunas da direita para a esquerda, tal como uma subtracdo no sistema
decimal (se desejar, pode-se igualar as casas com zeros a esquerda do nimero). Quando o
digito superior numa coluna for 0 e o digito inferior for 1, aplica-se o caso do “empréstimo”.
Abaixo, temos algumas regras que facilitam nas operaces quando olhamos para os digitos de

mesma ordem, analogamente ao que fizemos na adicdo.

Nesse ultimo caso, para realizar a operagdo, vamos pedir “emprestado” um digito a
esquerda para solucionar a coluna “0”, e como nesse sistema contamos de dois em dois, a

cada duas unidades da 12 ordem, equivalem a uma unidade da 22 ordem, entdo, na operacao de
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“0 — 17 esse empréstimo para o digito 0 vem valendo 10 (dois). Vamos efetuar a operacao

acima aplicando os passos destacados acima.

1
0 1¢ 10

111100
1011

110001

Logo, 111100 — 1011 = 110001.

3.7.3 Multiplicagdo

O algoritmo da multiplicacdo entre binarios, assim como na adi¢cdo, é similar ao
algoritmo utilizado para multiplicar os nimeros do sistema decimal. Apds realizarmos as
multiplicacdes de cada ordem do multiplicador, seguimos as regras da adicdo de binarios no
momento de somar os produtos resultantes. Observe abaixo, a tabuada da multiplicagdo onde

vamos nos basear para efetuar essa operacao.

0x0=20
O0x1=20
1x0=0
1x1=1.

Assim, as multiplicages no sistema binario sdo bem menores que o sistema decimal, o
que torna uma vantagem ainda maior na realizacdo de operagdes aritméticas. Portanto,
percebemos que é extremamente facil realizar multiplicagdes com esse sistema, mesmo para
aqueles que “se atrapalham” com a tabuada. Veja a seguir, como calculamos o produto de
10011 x 111.
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10011

x 111

10011
+ 10011
10011

10000101

Logo, 10011 x 111 = 10000101.

3.7.4 Divisao

Assim, como as outras operacBes, o algoritmo da divisdo entre nimeros binarios,
também ¢é similar ao usado no sistema decimal. Como essa operacdo € inversa a
multiplicacdo, no algoritmo utilizamos apenas multiplicacdo (lembrando que divisdo é a
multiplicacdo pelo inverso). Assim, para ter habilidade na divisdo, basta ser habil na

multiplicacao.
Vamos dividir 11011 por 11 para ilustrar o processo.

11011 |11

Como no algoritmo da base decimal, vamos preenchendo os digitos do quociente da
esquerda para a direita. Observamos que, o resultado de cada digito do quociente e dos restos
das divisdes s6 poderd ser 0 ou 1, 0 que torna essa operacdo ainda mais simples no sistema

binério. Efetuando a operacdo, teremos:

11011 |11

-11 1001
00011

-11

00
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Assim, 11011+ 11 =1001.

Veja um outro exemplo onde o resto da divisao € diferente de zero.

11011 100

-100 1100

0101
-100

0011

Estes algoritmos, também sdo validos para nimeros escritos em qualquer outra base do

sistema de numeragéo posicional.

3.8 NuUmeros Racionais em Binarios

O processo de conversdao de um numero fracionario, do sistema decimal para o binario,
é dividido em duas etapas, primeiro faremos a conversdo da parte inteira, como ja estudamos,

em seguida, faremos a conversao da parte fracionaria.

A conversdo de nimeros decimais (nimeros com virgula escritos na base dez) menores
gue um, para binarios, é feita algarismo a algarismo, da esquerda para a direita. Para melhor

compreensdo desse processo, apresentaremos o seguinte exemplo.
Exemplo 3.10: Expresse o numero decimal 8,125 na base binaria.

8,125 _, temos que 8 é a parte inteira e 0,125 a parte fracionaria.

Convertemos a parte inteira do namero conforme ja mostramos anteriormente. Entéo,

obtemos,

8= (1000),.
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O prdéximo passo € converter a parte fracionaria, utilizando o método das multiplicacdes

sucessivas, procedemos da seguinte maneira:

v" Primeiro, multiplica-se a parte fracionaria pelo coeficiente da base, que no caso € 2; do
resultado, separa-se a parte inteira.

v' Segundo, repete-se a multiplicacdo para a parte fracionadria restante, sempre

multiplicando pela base em uso; do resultado, separa-se novamente a parte inteira.

Repetimos este 0 processo até que a parte fracionaria do Ultimo produto seja igual a zero
ou até que os digitos comecem a se repetir (neste exemplo que estamos trabalhando teremos

um binario finito). Veja a aplicacdo nas multiplicacdes abaixo:

0,125 x 2 = 0,250 =0+ 0,250
0,250 x 2 = 0,500 =0+ 0,500 )
0,500 x 2 = 1,000 =1+ 0,000

Pegamos os inteiros, que foram separados nas multiplicacdes, de cima para baixo e
teremos o numero binario fracionario que, quando fazemos a juncdo com a parte inteira,
representa o nimero dado.

Assim, 8,125 = (1000, 001)2 .

O método acima pode ser utilizado na conversdo de qualquer ndmero decimal

fracionario para uma base binaria, calculando cada parte inteira e fracionaria separadamente.

Ao0s numeros decimais em que ha repeticdo periddica e infinita de um ou mais
algarismos, da-se 0 nome de decimais periddicos ou dizimas periddicas. Agora, veremos um

exemplo em que os resultados das multiplicagbes comegam a se repetir.
Exemplo 3.11: Represente o nimero 0,1 na base binaria.

Em binario, esse nimero é um decimal periodico. Realizando as multiplicacGes, temos:
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0,1 x2=02=0+0,2
0,2x2=04=0+0,4
0,4 x2=08=0+0,8
0,8x2=16=1+0,6
0,6 x2=12=1+0,2
0,2x2=04=0+04
0,8 x2 =16 =1+0,6..

Podemos observar que no numero 0,4 as sequéncias comecam a repetir, € nesse
momento que podemos parar. Logo, separando a parte inteira dos resultados das

multiplicacdes, de cima para baixo, teremos a sua representacao em binario,
0,1= (0,00011001.. .)2 :

Sabemos que um namero racional, escrito na base decimal, tera representacao finita se,
e somente se, 0 numero, escrito na forma de fracdo irredutivel, possui denominador com
fatores 2 ef/ou 5. Analogamente, um ndmero racional, escrito na base binaria, tera
representacdo finita se, e somente se, 0 numero, escrito na forma de fracédo irredutivel, possui
denominador com apenas fatores 2. Portanto, toda dizima em decimal sera dizima em binario,

mas a reciproca ndo é verdadeira. Por exemplo, 0,2 = (0,001100110011...)..

Exemplo 3.12: Vamos sugerir agora, converter o nimero decimal 0,3333... para a base

binaria.
0,3333... x 2 = 0,6666...
0,6666... x 2 = 1,3333...
0,3333... x 2 = 0,6666...
0,6666... x 2 = 1,3333...

Assim, 0,333... = (0,1010...)..

Desta forma, podemos usar esse metodo para qualquer outra base, bastando mudar os
divisores e multiplicadores para a base que desejamos trabalhar. Assim, para conversao de

base decimal para outras bases, temos:
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v Parte inteira - DivisGes sucessivas por (b);
v’ Parte fracionaria - Multiplicacdes sucessivas por (b).

A seguir, vamos realizar as conversdes de um nimero binario para decimal, utilizando o
teorema 2.1. Para a parte inteira, usamos poténcias positivas de base 2 e para a parte

fracionéria, poténcias negativas de base 2.
Exemplo 3.13: Vamos converter o nimero (110,11), para a base decimal.

Nesse exemplo, utilizamos o teorema 2.1. Segue que:
R=ab"+a b +..+ab +ab’+..+a b*+..+a b™".
Logo,

(110,11)2 =12°+12'+02°+12"+12?=4+2+ 05 + 0,25 = 6,75.

Portanto, (110,11)2 = 6,75.

Para somarmos e subtrairmos duas representacfes binarias contendo virgula, basta
alinharmos as virgulas e aplicarmos o mesmo algoritmo de adicdo ou subtracdo binaria
mencionada anteriormente. Podemos também, fazer multiplicagdes com numeros
fracionarios; basta realizarmos a opera¢do como se fosse um nimero inteiro, depois somamos
os produtos, contamos o numero de unidades fracionarias apds a virgula e aplicamos no

resultado.
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4  REPRESENTACAO BINARIA DOS NUMEROS INTEIROS

No nosso sistema de numeracdo decimal, representamos qualquer nimero negativo com
o sinal “-~”, mas, como adicionar um simbolo a um ndmero binario se o computador sé
entende os digitos 0 e 1? Para representarmos 0s nimeros binarios no conjunto dos ndmeros
inteiros, atribuimos um “bit de sinal” a esquerda do nimero. Esse “bit de sinal”, € um digito
indicador utilizado para representar o sinal, positivo ou negativo, de um ndmero
binario: 0 para indicar um valor positivo, 1 para indicar um valor negativo, os outros digitos

representam o modulo do namero.

Veja a representacao de dois nimeros inteiros com o mesmo maédulo e sinal contrario.

+  modulo

(+ 62):(0 111110} — Sinal positivo representamos com 0.
2

(- 62)2[1111110} — Sinal negativo representamos com 1.
%/_/
— modulo 2
Desta forma, quando representamos um ndmero binario com um bit de sinal, temos que
desconsiderar o primeiro digito a esquerda como valor numérico, pois esse representa apenas
o0 sinal do nimero binario. Consideramos o0 nimero de maior médulo olhando o seu digito
mais significativo.

Veja abaixo, como fica representado 0s numeros com trés bits:

Positivos Negativos

Note que, temos duas representacdes para o nimero zero e, essas duas representacoes

podem apresentar alguma confusdo na hora de realizarmos as subtracGes. Assim, caso 0
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resultado da operacdo seja zero, desconsideramos 0 bit de sinal. Nos resultados diferentes de
zero, esse bit € o que vai determinar o sinal do nimero na sua representacdo dos numeros
inteiros. Em binérios com sinal, podemos aplicar o algoritmo da soma, analogo ao decimal, de

ndmeros inteiros:

v Se os sinais forem diferentes, subtraimos o numero de menor moédulo do nimero de

maior modulo, em seguida, atribuimos ao resultado o sinal do nimero de maior médulo.
v Se os sinais forem iguais, somamos e conservamos o bit de sinal dos mddulos.

Assim, para realizar operagdes dos numeros binarios com sinal, devemos olhar para o
primeiro bit, se for 0, efetuamos a soma e se for 1, efetuamos a subtracdo. Basta lembrar que a

subtracéo de dois nimeros inteiros é dada por:
3 —a,=a+(-a,).
Entdo, aplicando o algoritmo da soma de inteiros nas parcelas acima, temos:

(+62)+(-62) = (0111110), — (1111110), = (L000000), = (000000),.

Observe que, na operacdo dos binarios acima, desconsideramos o primeiro digito

(anélogo ao sistema decimal, pois 0 zero nao carrega sinal).

Nos exemplos abaixo, vamos realizar as opera¢fes dos numeros com modulos
diferentes (quando as quantidades de digitos das parcelas ndo sdo iguais, preenchemos com

zeros a esquerda do modulo até que os bits de sinal fiqguem alinhados).
Exemplo 4.1: Calcule (01010), + (11101).

Como os sinais sdo diferentes, realizamos a subtracdo dos médulos.
(11101)2 - (01010)2 =(10011),.
Podemos desconsiderar os zeros apds o bit de sinal.
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Portanto, (10011), = (111),.

Exemplo 4.2: Calcule (1101)2 + (11010).

Como os sinais sdo iguais, alinhamos os bits de sinal e realizamos a soma dos modulos.

(1101), + (11010), = (10101),+ (11010), = (11111),.

Para as operacdes aritméticas, como multiplicacdo e divisdo, ndo utilizamos nenhuma
regra especifica diferente das mesmas regras basicas das operacfes binarias, destacadas no
capitulo anterior. Por exemplo, para multiplicar A por n, basta somar A com A n vezes.

A seguir, veremos outra forma para representacdo dos numeros negativos na base

binaria.

4.1 Complemento de 1

Uma outra alternativa de representacdo de numeros inteiros, &€ conhecida como
complemento de 1. A representacdo dos positivos é idéntica a representacdo de numeros
positivos com sinal, usando apenas o0 “bit de sinal”. Na representacdo dos nimeros negativos,
0s bits sdo alterados, invertendo todos os digitos do modulo, onde seria O fica 1, e onde seria 1

fica 0. Assim, por exemplo, o inverso (representado por seis bits) de 000011 ¢ 111100.

Veja abaixo, como fica alguns niUmeros nessa representacéo.

Positivos Negativos

(0) = (000), || (0) =(111),
(+1) = (001), | (-1) = (120),
(+2) =(010), | (-2) = (101),
(+3) = (011), |(-3) = (100),
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Note que ainda temos duas representacGes para 0 numero zero. Na pratica, este zero
negativo, quando detectado € transformado em zero normal. Observe como fica a

representacdo de dois nimeros com o mesmo modulo e com sinais contrarios:

(011001), = (+25)
(100110), = (~25).

Em complemento de 1, podemos converter um nimero binario em decimal aplicando a

seguinte expansdo abaixo.
d.d,,..dy,dd, =d, ,..d,d, - ﬂ(zn_l -1).

O registro de dn-1 até do, representa 0 nimero inteiro, isso quer dizer que o primeiro
digito a esquerda “dn”, que representa o sinal, é desconsiderado como valor numérico. Vamos

mostrar, como funciona essa expansdo nos nimeros citados acima.

Na representacdo dos nimeros inteiros, (011001); e (100110)2, na base decimal, temos:

(011001), = 1.2* + 1.2° +027 +02" +12°— 0.(2°* — 1) =16 + 8 +1 = (+25)
(100110), = 02 +0.2° +1.2% +1.2' +02° - 1.( 2= 1) = 4 + 2— (32 — 1) = (-25).

Para adicionarmos dois numeros inteiros, representados com o complemento de 1,
aplicamos o processo convencional da adi¢do binaria, mas, é necessario adicionar o "vai-um"
no resultado da operacdo para a que a soma fique correta. Veremos, a seguir, 0 por que isso é

necessario. Considere o caso da adi¢do (110) + (010)2.

Como estamos usando trés digitos, logo a resposta também sera representada por trés

digitos.
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1
+110
010
@ooo
+1 — Somado "vai um"
001

Assim, (110). + (010)2 = (001)2, pois a soma feita no sistema decimal seria, (-1) + (+2)
= (+1).

4.2 Complemento de 2

Outra forma de representar 0s nimeros negativos no sistema binario e a mais usada na
computacgdo é o complemento de 2. Os nimeros positivos continuam inalterados (analogo as
representacdes anteriores), para 0S negativos, primeiramente representamos 0S nudmeros
aplicando-lhes a regra do complemento de 1 e, em seguida, somamos 1. Assim, por exemplo,

o inverso do numero binario 000011 é 111101. Veja como funciona:

(+25) = (011001),

(-25) = (100111),
011001 — invertemos todos os bits e somamos 1
100110
+1
100111

Veja abaixo, como ficam alguns nimeros representados com complemento de 2.

Positivos Negativos
(0) = (000)
, (-D)=(111
) (-2)=(110
, (-3) =(101)

),
)

2

2
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Note que, 0 zero tem apenas uma representa¢cdo. Uma observagdo importante é que s6
usamos a regra do complemento de 1 e de 2, quando o bit de sinal for 1, ou seja, nos binarios
negativos. A representacdo genérica do complemento de 2 pode ser generalizada pela seguinte
formula:

dd,.ddd,=d, ,.dd,—d 2"
Veja a representacdo dos numeros inteiros, (010)2 e (110)2, na base decimal, usando a

expansdo acima.

(010), = 1.2' = 0.(2**) = 2 — 0=+2
(110), = 1.2'— 1.(2°%) = 2 — 4=-2,

Exemplo 4.3: Tomando o valor (0101101),, vamos representar o seu inverso aditivo como

um inteiro negativo na base dez, usando a representacao genérica de complemento de 2.

(0101101), = (+45)

(0101101),, inverte todos os digitos, emseguidasoma 1
(1010010),+ (1), = (1010011),

(1010011), = 2%+ 214+ 202" =16+ 2+ 1 — 64 = —45
(1010011)2 = (—45).

Uma vantagem do uso do complemento de 2 é trazer uma Unica representacdo ao
namero zero. Desta forma, a adicdo de niameros em complemento de 2 e complemento de 1, €
a mesma que a adi¢dao convencional de um par de nimeros sem sinal. As operac6es séo feitas
normalmente sem se preocupar com sinal. Voltamos ao exemplo do item anterior, onde
calculamos a soma de (+ 62) + (— 62). Agora, aplicamos o complemento de 2 e comparamos

as operacoes.
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(+62) = (0111110), e
(~62) = (1000001), + (1), = (1000010),

Assim,
11111

. 0111110
1000010

10000000

Como estamos trabalhando com o complemento de 2, temos que observar a quantidade
de bits, no caso dessa operacdo com sete bits, vimos que houve um estouro de bits, portanto, o
bit mais significativo (decorrente do ultimo “vai um”) deve ser desprezado. Uma vez que o
complemento de dois foi formado, o computador pode realizar a operacdo de dois numeros
bindrios com sinais contrarios, fazendo a adicdo do subtraendo com minuendo. Né&o

esquecendo de ignorar o Gltimo transporte da adicao.
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5 APLICANDO O ALGORITMO DA RAIZ QUADRADA EM UM BINARIO

Para dar inicio ao nosso aprendizado sobre raiz quadrada, vamos utilizar a tabela abaixo

e seguir 0 processo passo a passo, onde define um procedimento finito.

Colunal Coluna 2

JRadicando [resultado

Exemplo 5.1: Encontre a raiz quadrada do nimero (1010001)2 pelo método do Algoritmo da

raiz quadrada.
Para ao calculo, seguiremos 0s seguintes passos:

1° - Separamos o numero em classes de dois algarismos, comecando da direita para a

esquerda (veja o desenvolvimento do exemplo):

1/1.01.00.01

2° - Encontramos o primeiro algarismo, que seu quadrado seja menor ou igual a
primeira classe a esquerda. No exemplo acima, temos o niimero 1, pois 1? = 1, e colocamos o
numero encontrado na segunda coluna, que serd o primeiro algarismo do resultado. Em

seguida, subtraimos o quadrado deste numero pela primeira classe da esquerda, na coluna 1.
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JL01.00.01 |1
-1
0

1’ =1

3° - A direita da diferenca, escreve-se o seguinte grupo de algarismos 01 e debaixo de 1
escreve-se 0 seu dobro, que é 10. Em seguida, de 001, separa-se o algarismo da direita, que é
1, e divide-se 0 numero a esquerda, que é 00 por 10, obtendo-se 0. Coloca-se este valor a
direita de 10 e multiplica-se o nimero obtido pelo mesmo valor do quociente, o 0.

+1.01.00.01 |1 +1.01.00.01 |1
-1 -1
001 10 001 100x0=000

O produto obtido tem de ser menor ou igual ao nimero que se encontra a esquerda. Em
seguida, efetuamos a subtracdo do nimero da esquerda pelo produto e aceita-se 0 0 como 0
segundo numero da raiz quadrada. Caso contrario, temos de ir diminuindo o valor do

guociente até encontrarmos um produto que seja inferior.

J1.01.00.01 |10
-1

001
— 000

001

100x0=000

4° - Agora, acrescentamos 00 como o proximo grupo de nimeros, a direita de 001 e o
dobro dos dois algarismos que encontramos no resultado. Repete-se 0s mesmos
procedimentos do 3° passo até encontrarmos o resultado da raiz quadrada. Veja o restante do

desenvolvimento.
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v1.01.00.01 |10

-1
001

— 000
00100

100

+1.01.00.01 |100

-1
001
- 000
00100
-0000
010001

1000

Logo, a raiz quadrada de 1010001 é 1001.

4/1.01.00.01 |100

-1
001
— 000
00100
~0000
0100

1000x0= 0000

+/1.01.00.01 |1001

-1
001
—000
00100
— 0000
010001
—10001
00000

10001x1=10001
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6 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE EM OUTRAS BASES

Inicialmente vamos destacar como funciona a paridade de um numero no sistema
posicional, fato que ird& nos proporcionar no entendimento de alguns critérios de
divisibilidade.

Dado um inteiro N, quando dividido por 2, temos:

N = 2k + r, para algum inteiro k, onde o resto 0 <r < 2.
Ser=0,temos N = 2k e N € um numero par.
Ser=1,temos N =2k +1e N é impar.

Denominamos numeros pares todos os inteiros da forma 2k, onde k é algum inteiro, e
denominamos ndmeros impares todos os inteiros da forma 2k + 1, onde k é algum numero
inteiro. Assim, o conjunto dos numeros inteiros se divide em dois grupos, o dos nimeros

pares e 0 dos nimeros impares.

Na expansdo binaria, como vimos anteriormente, um namero natural N se escreve de

modo Unico como soma de poténcias distintas de 2. Portanto,
N=22"+2,2"" +.+ a2+ a2 = 2(,2"" + a,, 2" +..+ 8,2°) + 82",

ou seja, se ap = 0, temos que se N € par, e se ap = 1, N € impar. Portanto, para determinar se

um namero € par ou impar na base 2, basta observar o digito das unidades.

Por exemplo, o nimero 13, escrito na base decimal, em binario é 1101, veja que o digito
mais a direita € 1 e, nesse caso, indica que é um namero impar, ja 0 numero 14, em binario é
1110, o digito mais a direita € 0 e indica um numero par. Dizemos que dois inteiros tém a

mesma paridade quando ambos forem pares ou ambos forem impares.
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Os critérios de divisibilidade podem ser estipulados para qualquer base, nos permitindo
verificar se um determinado numero inteiro A é divisivel por um inteiro B baseado nas
propriedades da sua representacdo. Como no exemplo abaixo, a representagdo do nimero 85,
escrito no sistema de base oito e na base decimal.

(144)8 =18+ 48 + 4 =64 + 32 +5 = 85.

Observe que a soma dos algarismos de 144 (nove), na base oito, é divisivel por 3 ou por
9, mas 85 no sistema decimal ndo é divisivel por 3 ou 9. Portanto, os critérios de
divisibilidade relacionados ao sistema de uma base, em geral, ndo sdo aplicaveis em outro

sistema de numerag&o.

Exemplo 6.1: (OBMEP - aula 17) Qual a condicéo para que o numero (ABC)s seja divisivel
por 5?

Para resolver o exemplo, observe que, estamos trabalhando com um ndmero escrito na
base 6 e testando a divisibilidade por um nimero de base imediatamente menor. Como 0
nimero estad escrito na base 6, podemos escrevé-lo como uma soma de poténcias de 6,

escrevemos 6 =5 + 1. Temos que,

(ABC), = A6 + B.6'+ C.6°

(ABC), = A(5+1)" + B.(5+1) + C.
(ABC), = 25A*+10A + A+5B +B +C
(ABC), =5(5A*+2A+B)+ A + B + C
Como 5/ (5A%+ 2A +B), temos que

5/ ABC se, e somentese,5/(A+ B + C).

O que mostra que o numero (ABC)s € multiplo de 5 se, e somente se, a soma de seus

algarismos for maltiplos de 5.

Neste exemplo, obtém-se um critério de divisibilidade por n — 1 para nimeros escritos
na base n. Esse critério é similar ao critério de divisibilidade por nove na base dez. No

préximo exemplo, vamos generalizar esse método para uma base n qualquer.
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Lema 6.1: para quaisquer a e n naturais, existe um natural k tal que (a + 1)" = ka +1.

Demonstracao: Por inducéo sobre n.

Paracadan e N, existeumk € Z tal que (a + 1)’ = ka + 1.
Paran =1, temos (a + 1)1 = a + 1, logo vale o resultado, pondo k = 1.

Suponhamos que exista um K' tal que (a + 1) = k'a + 1.

Multiplicando ambos os membros por (a + 1), obtemos:
(a+21)"=(a+ka+1 =ka’+k'a+a+l=a(k'a+k +1) +1,
donde a expressdo é verdadeira paran + 1, tomandok = (k'a+k'+1).

Logo, pelo principio de inducao (a + 1)" = ka + 1, para algum inteiro k natural.

0

Preposicdo 6.1: Um nimero N, escrito na base n é divisivel por n — 1 se, e somente se,

a soma dos seus algarismos for um mdltiplo de n.

Demonstracéo: Considere o nimero (ArAr-1Ar-2...A2A1A0), escrito na base n. Escrevendo

esses numeros como soma de poténcias de n, temos:

Escrevendo esses nUmeros na base n, temos:

(AALALAAA) = AN+ A N7+ A N+ .+ An*+ An'+ A,

(AALAL-AAA) = A[(n-1) + 1] + A [(n-1) + 1]+ .. + A[(n-1) + 1] + A,
Segue do lema 6.1, que, existe k, k;, k,, ..., k, € Z, tais que

(AALA L AAA) =Ak(n-1) + A + A_k(n-1) + A+ .. + Ak (n-1) + A+ A
(AALA L AAA) = Ak(n-1) + Ak (n-1) + .. + Ak, (n-1) + Ar + A_ +..+ A+ A
(AALALAAA) = (Nn=1).(Ak+ Ak + .. + Ak )+ (A + A +..+ A+ A)).

Observamos que temos um multiplo de n — 1 acompanhado da soma de seus algarismos.

De maneira geral, concluimos que todo nimero N, escrito numa base n sera divisivel

por n — 1 se, e somente se, a soma de seus algarismos for divisivel por n — 1.
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Vamos desenvolver agora alguns critérios de divisibilidade na base binaria.
6.1 Critérios de divisibilidade por dois, quatro e oito na base Binaria

Preposicdo 6.1.1: Um numero binario é divisivel por dois se o Gltimo algarismo que o

representa for 0, como vimos anteriormente.
Demonstracéo: Considere um nimero N escrito na base binaria.
N=aa,,..a3aa,.
Podemos escrever N na forma:

N
N = 2,(an2”’1+ a 2" +..+ a2 + ai) + a,.

a,2"+a,,2"" +a ,2" +..+ 3,2 + 32" + a,

Temos que, 2.(a,2"" + a,,2" +...+ a,2' + &) é mdltiplodedois.

Como ag = 0 ou ag = 1, entdo, um numero na base binaria sera divisivel por dois se, e somente

se, ao = 0.

Sabemos que, na base decimal um numero sera divisivel por quatro se 0s nimeros
formados pelos dois ultimos digitos forem divisiveis por quatro. Na base binaria teremos

resultado semelhante.

Preposicéo 6.1.2: O numero escrito em binario é divisivel por quatro se os dois ultimos

digitos, a; e ao, forem iguais a 0.

Demonstracdo: Seja N = (anan-1 ... a1 ao)2. Entdo,

a,2"+a 2" +a ,2" +..+ a,2° + 32" + a,. Assim,

pzd
|

= 22.(ar]2“‘2 +a 2"+ + a,z) + a2 + a,
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Entdo, um nimero binario sera divisivel por quatro se, e somente se, a;2* + ap também
for. Como az e ag sO assumem os valores 0 e 1, portanto um numero binario sera divisivel por

quatro se, e somente se, a1 = ag= 0.
U

Preposicdo 6.1.3: Um nimero em binério é divisivel por oito se os trés ultimos digitos,
ap, a1 e ap, forem todos iguais a 0.

Demonstragdo: Seja N = (anan-1 ... a1 ao)2. Entéo,

N =a2"+a,2""+a_,2""+.+ a,2° + 3,2' + a,

2(a,2"°+ 3, 2" +.) + a,2° + 3,2+ a,

Entdo, um nuimero binario sera divisivel por oito se, e somente se, a;22 + a2 + ao
também for. Como ay, a1 e ap S6 assumem os valores 0 e 1, concluimos que, um ndmero

binario sera divisivel por 8 se, e somente se, a; = a; = ao = 0.

6.2 Critério de divisibilidade por trés na base Binaria

Vamos desenvolver agora o critério de divisibilidade por trés na base dois. Esse critério

é analogo ao critério de divisibilidade por onze, na base decimal.

Preposi¢do 6.2.1: Seja o numero N = (abcde)2. Temos que, N é divisivel por trés se, e

somente se, (a + ¢ + e) — (b +d), for divisivel por trés.
Demonstragéo: Considere um numero N com cinco digitos na base binaria.

Se N = abcde na base binaria, podemos escrever N na forma:
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=a2'+ b2°+ c2?+ d.2' + e2'. Assim,

= al6 + b8 + c4 + d.2 + e. Podemos escrever:
=a(l5+1) +b(9-1)+c(B3+1)+d(3-1) +e
a(35+1) +b(33-1)+c(3+1) +d(3-1) +e
=3(ab5) +a+3(b3) -b+3c+c+3d-d+e
=3[(a5) + (b3)+c+d]+a-b+c—-d+e

= 3[(a5) + (b3)+c +d] + (a+c+e) - (b+d)

Z2 Z2 2 2 2 Z2 Z
I

Logo o numero abcde, na base binaria, sé sera divisivel por trés se a soma, [(a + ¢ + €)

— (b +d)], for divisivel por trés.
U

De maneira geral, um nimero é divisivel por trés na base dois se, e somente se, a soma
dos digitos binarios das posic@es impares menos os digitos das posicdes pares sao divisiveis

por trés.
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7 JOGO DO NIM

O jogo do NIM, é um jogo de estratégia que pode ser usado para motivar o aprendizado
sobre a base binaria. E importante, na aplicacdo de uma atividade lddica, que ela passe da
simples situacdo de brincadeira e entretenimento para uma ferramenta pedagdgica com a
orientacéo e planejamento de um professor, pois ao introduzir os jogos em sala preparamos 0s
alunos e aprofundamos os conteudos. Segundo Almeida e Carvalho (2016, p.19), “o Jogo do
Nim é um dos jogos mais antigos que se conhece, mas considera que este jogo deve ter se

originado na China, apesar de ser jogado na Europa, desde o séc. XVI”.

Com este jogo, podemos trabalhar os conceitos de MMC e MDC, pois a estratégia
ganhadora para 0 jogo é baseada na divisdo. Pode ser jogado em duplas ou ser dividido em
equipes. O jogo pode ser feito com palitos ou também com outros materiais (como moedas,
botdes ou gréos). De acordo com Abramo, (2016):

Trata-se de um antigo jogo de palitos, supostamente chinés, jogado por duas
pessoas. Este jogo foi objeto em 1901, de um artigo cientifico na prestigiada revista
Annals of Mathematics, de autoria de C. L. Bouton, que batizou de Nim, mostrando
que ha uma estratégia que, se adotada por um dos jogadores, fard com que ele
sempre saia vencedor (ABRAMO, 2016, p. 67).

Um motivo para se utilizar o Jogo do Nim é que, ele permite a construcao de estratégias
para se garantir a vitoria. Por ser um jogo simples, envolvendo uma competicdo com um
adversario, ele permite a disputa entre os alunos. As estratégias, deverdo explorar o raciocinio
dedutivo, buscando solucGes e regularidades para descrever um modelo. Outra vantagem
desse jogo é que podemos aplicar em escolas que possuem poucos recursos financeiros,
podendo ser trabalhado com palitos e, caso ndo possuir os palitos, apenas com papel, lapis e
borracha. Segundo Abramo (2016), ha varias versdes desse jogo, cada uma com uma
estratégia propria. A seguir, vamos destacar duas versdes, em uma delas, utilizamos da base

binaria para escrevermos as quantidades de palitos.
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Uma das versdes é considerada, por diversos autores, a versao original do Jogo, ou seja,
a sua forma mais simples em termos de regras e de estratégias. A seguir, vamos destacar as

regras do jogo:

v" Dispde-se uma quantidade N qualquer de palitos em fila numa mesa;

v" Os dois jogadores jogam alternadamente;

v Cada jogador retira de 1 a n palitos, a sua escolha. O nimero n deve ser previamente

fixado no inicio da partida;

v" Perde a partida quem retirar o Gltimo palito.

Vamos agora analisar um exemplo para entendermos melhor como funciona esse jogo.

Exemplo: Dada quantidade total de palitos sobre a mesa, N = 50, fixamos n = 5 a

guantidade méaxima de palitos que pode ser retirada por cada participante.

O primeiro jogador deve estar atento e tracar uma estratégia de forma que lhe deixe em
vantagem para que na penultima jogada garanta a vitoria, ou seja o primeiro jogador deve

deixar um palito para o adversario retirar na ultima rodada. O jogo segue da seguinte forma:

Quantidades de palitos N = 50, nimero mé&ximo de palitos a retirar n = 5.

Jogador A e B.

O jogador A, inicia a partida tracando uma estratégia para que na sua penultima jogada
deixe (n + 1) + 1 palito para o jogador B retirar em sua penultima jogada. Logo ele sé podera
retirar de 1 a n palitos, mas de qualquer forma, na jogada seguinte, o jogador A podera retirar
0 numero de palitos suficientes para deixar 1 palito para o jogador B. Assim, aplicando a
mesma estratégia nas jogadas anteriores, conclui-se que, em cada rodada, devem ser retirados
n + 1 palitos para que o jogador A venca. Ou seja, 0 jogador A, para vencer, deve deixar um
namero de palitos que seja igual a um palito mais um maultiplo de n+1. No caso de 50 palitos

com n =5 o jogador A deve deixar 49 palitos. Portanto, 0 jogador gque inicia a partida nesta
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configuracdo sempre estara em situacdo favorecida. Observe a configuracdo a seguir dos 50

palitos inicial:

la H da . P P ’, -, , . . 'It-ma
Joga 6 palitos 6 palitos 6 palitos 6 palitos 6 palitos 6 palitos 6 palitos 6 palitos ult 2
jogada

1?2 jogada: I, jogador A,

2% jogada: n +1 palitos, jogador B + jogador A,

3% jogada: n +1 palitos, jogador B + jogador A,

48 jogada: n +1 palitos, jogador B + jogador A,

5% jogada: n +1 palitos, jogador B + jogador A,

62 jogada: n +1 palitos, jogador B + jogador A,

7% jogada: n +1 palitos, jogador B + jogador A,

8% jogada: n +1 palitos, jogador B + jogador A,

92 jogada: n +1 palitos, jogador B + jogador A.

Ultima jogada: 1, jogador B, consequentemente perde a partida retirando o Gltimo palito.

Analisando a estratégia acima, organizamos os palitos em q grupos de n + 1 palitos e

um grupo menor r que sera o resto da divisédo de N por n + 1. Logo,
N=(n+1)q+r
Entéo,

N-r=(n+1)q.
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Para 0 nosso exemplo, teremos:
50=(5 + 1)x8 + 2.
Apbs o primeiro jogador retirar o primeiro palito, teremos:
50-1=(5 + 1)x8 + 1.

Assim o primeiro jogador estara em situacdo favoravel, e para continuar em vantagem
deverd sempre completar com a retirada do adversario o nimero de (n + 1) palitos, que nesse
caso sdo 6, ja que o seu adversario poderd tirar no maximo 5 palitos. Assim, se 0 segundo
jogador retirar 1 palito o primeiro devera retirar 5; se 0 segundo retirar 2 o primeiro devera

retirar 4; retirando sempre a quantidade que falta para completar 6 palitos.

Agora, vamos passar a um caso geral para que um jogador tenha uma estratégia para
vencer o caso geral de uma partida que inicia com N palitos e que 0 méaximo de palitos que

podem ser retirados em cada jogada é n. Aplicando a divisdo euclidiana, temos:
N = (n+1)g+r, onde 0<r<q.

Agora, vamos analisar os restos das divisdes, quando r # 1 e r = 1. Primeiro, analisamos

0 r# 1 e veremos que estratégia é favoravel para o primeiro jogador, temos:

N=(n+1).q+r
N=(n+1).g+1+(-1)
N-(r-10)=(n+1)q+1 (1

Portanto, o jogador ao iniciar a jogada devera retirar uma quantidade (r — 1) para ficar
em uma posic¢ao segura. Vamos chamar de Z, a quantidade de palitos que o primeiro jogador

deixara sobre a mesa e chegaremos a uma segunda equacao:
Z=N-(r-1) (1)
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Substituindo | em Il, temos:

(n+1)g+r—(r -1)=

Z
Z =(n+1)q +1.

Nota-se que, em cada retirada do primeiro jogador, o segundo sempre estard em uma
situacdo em que o r = 1, 0 que torna uma situagado segura para 0 primeiro jogador vencer o

jogo.

Quando r = 1, a estratégia vencedora esta nas maos do segundo jogador. De fato, para r

=1 temos,

N=(n+1).gq+1L

Apbs a jogada do primeiro jogador, 0 segundo jogador analisa a quantidade de palitos
que restaram, pois, a quantidade de palitos deixados sobre a mesa volta ao primeiro caso onde
o resto é diferente de 1. Desta forma, o segundo jogador se for conhecedor das regras do jogo,
deve-se fazer a sua primeira retirada I6gica do jogo que continuara deixando-o em vantagem e

nas proximas completando (n + 1) palitos nas demais jogadas do primeiro jogador.

Se r = 0, a posicdo também sera segura para o jogador que iniciar a partida. Basta o
primeiro jogador retirar a quantidade fixada de n palitos de um dos grupos de (n + 1) palitos,
restando assim, q — 1 grupos de (n + 1) mais 1 palito para o segundo jogador. Desta forma, o
segundo jogador, ap6s a jogada inicial do primeiro jogador, estard em uma situacdo do caso

emquer=1.

Outra versdo que vamos estudar agora, nos permitira explorar o sistema binario para
ajudar a criar uma estratégia vencedora. Nesta versao, quem retirar o Gltimo palito sera o

ganhador. Veja as regras desta segunda versao:
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v" Dispde-se sobre a mesa um numero N de palitos, separamos em n grupos, sendo ni, nz,
N3, ..., Ns de tal maneira que N =ng+nz + Ny + ... +, ns, de modo que n;j # nj se i #j.

v" Os dois jogadores jogam alternadamente;

v" Os jogadores, na sua vez, retiram um determinado nimero de palitos de apenas um dos
grupos. Ele deve tirar no minimo um palito em cada jogada, podendo retirar todos 0s
palitos de um grupo.

v O vencedor sera o jogador que retirar o Gltimo palito.

O objetivo é mostrar que, em um certo momento, um dos jogadores se encontrara em
uma situacdo favoravel e que, mantendo-se nessa situacdo, podera vencer o jogo. Para
entendermos essa estratégia, vamos ver um exemplo utilizando o sistema binario e criando

uma situagdo favoravel no jogo.
Exemplo: Em uma mesa com 19 palitos, dividimos em trés grupos distintos, como abaixo:
1° grupo: 4 palitos.
2° grupo: 6 palitos.
3° grupo: 9 palitos.
Convertendo as quantidades em nimeros binarios, temos:
1° grupo: 4 palitos - 100.
2° grupo: 6 palitos - 110.
3° grupo: 9 palitos — 1001.

Colocamos os nameros binarios alinhados, de modo que os algarismos das unidades se

correspondam, temos:

71



100
+ 110
1001

Fazemos o somatdrio dos valores de cada coluna. Se o valor somado for impar, coloca-

se I, se for par, coloca-se P.

100
+ 110
1001

IP1I

Afirmamos que uma posi¢cdo serd vencedora se, e somente se, todas as somas forem
pares. Nao faremos a demonstracao disto aqui, mas o0s interessados podem consultar o livro de
Aritmética (Abramo, 2016). Logo, o jogador que iniciar o jogo devera deixar no 3° grupo um
valor que resultara, no somatorio de cada coluna, um par. Para que isso aconteca, devemos ter
no 3° grupo um ndmero binario 0010, para isso devemos tirar sete palitos do 3° grupo. Veja o

esquema abaixo:

100
+ 110
0010

PPPP

De forma geral, chamaremos de posi¢do segura a vitoria, quando um jogador deixar
sobre a mesa para seu adversario, um resultado com a combinagdo da soma das colunas
apenas quantidades pares “P”. Vence 0 jogo quem chegar primeiro em 0000 (retirando o

ultimo palito).
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CONCLUSAO

Concluimos, com a pesquisa dos temas abordados nas bibliografias pesquisadas, em
livros e trabalhos na internet, que foi possivel colocar de forma simples e objetiva a
linguagem matematica. Proporcionamos um desenvolvimento dos tdpicos para auxiliar nos
estudos e compreensdo do sistema de numeracédo posicional e principalmente da base binéria.
Observa-se, que a proposta deste trabalho e as atividades desenvolvidas através das
demonstragfes foram Uteis para resolver as operacBes e problemas envolvendo outros
sistemas de numeracdo posicional, promovendo uma aprendizagem diferente por se tratar de
um trabalho onde se explorou bases de numeracdo diferente daquela que ja estamos

acostumados.

Muitas vezes os educandos estudam essa disciplina se preocupando apenas com 0S
resultados se estdo certos ou errados, ndo se dando conta do processo que seguem. Esse
trabalho, teve a finalidade chamar a atencdo para a construcdo do sistema numérico e a
aplicacdo dos algoritmos das opera¢cfes no sistema posicional. Destacamos 0s conhecimentos
da histéria e o porqué da configuracdo numérica atual, a forma genérica e a aplicacdo em
outras bases, das operacdes e métodos realizados e de alguns critérios de divisibilidade.

Diante disso, percebe-se que o assunto abordado, pode enriquecer a disciplina de
matematica, pois trabalhar com sistema de numeracdo em diferentes bases proporciona aos
professores, graduandos e educandos uma visdo mais ampla dos algoritmos utilizados nas
realizacOes das operacOes, ndo se restringindo apenas ao sistema decimal, mas que muitas

vezes podem ser aplicados a qualquer outra base b, diferente do habitual.

Além das atividades destacadas, evidenciamos que, através da utilizacdo do jogo do
NIM, os alunos se sentirdo motivados e desafiados a estudar e buscar resultados. Por se tratar
de um jogo de estratégias, esses fatores nos mostram a necessidade de implementar atividades

complementares para aprender e aprimorar seus conhecimentos junto as aulas de matematica.
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APENDICE

Sugestdes de atividades que podem ser realizadas com os alunos do ensino fundamental
e médio sobre diferentes bases numéricas. Como todo contelldo matematico, bem como as
diferentes bases numeéricas, para aprender devemos realizar uma série de atividades. Assim,
com o tempo se torna préatico fazer conversfes e operacGes de nimeros escritos em outras

bases.
Apéndice A — Aplicacédo de diferentes bases do Sistema de Numeragéo.

1. Considere 73 na base 10; em que base ele escrever-se-a 243?

2. Converter o numero 241 em decimal para as bases.
A. Binaria
B. Ternaria
C. Octal

D. Hexadecimal

3. Converter os seguintes nimeros para a base decimal.
A. (1101100),
B. (217)s
C. (FB9)1s

4. (FUSAR — UFF 2012) Os computadores utilizam o sistema binario, que é um sistema de
numeracdo em que todas as quantidades se representam com os numeros (0 e 1). Em um
computador o numero 2012, em base decimal, sera representado, em base binéria, por:

A. 110111.
B. 11111011100.
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C. 11110111000.
D. 111110111.
E. 1111010101.

5. (CRF SC — IESES 2012) Abaixo, apresentamos quatro nimeros em suas representacoes

binarias.

1) 0101001
2) 1101001
3) 0001101
4) 1010110

Assinale a alternativa que apresenta o somatorio dos 4 numeros acima convertidos para o

formato decimal.

245
101
111
267

oo >

6. Assinale certo ou errado.

A. No sistema binério, o resultado da multiplicacdo dos nimeros (101); e (111)2 é o nimero
(100011)>.

() Certo () Errado
B. Considerando-se as igualdades a seguir:

Sendo X = 106 (na base decimal) e T = E7 (na base hexadecimal). E correto afirmar que X
+ T =521 (na base octal).

() Certo ( ) Errado
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Apéndice B: Aplicacdo do Jogo do Nim.

1. (UB - TORRES - 2017) Seja N a quantidade de palitos e n a quantidade de palitos maxima
a ser retirada em uma disputa do jogo do NIM, em que o jogador que retirar o ultimo palito

é o perdedor, indique em cada situacdo qual jogador teré estratégia 6tima:

A. N=27en=4
B. N=25en=3
C. N=30en=5
D. N=41en=3
E. N=40en=4

2. Considere N, o numero de palitos e n, 0 nUmero maximo de retiradas em cada jogada. A
partir dai, complete a tabela abaixo, de modo que, o perdedor sera o jogador que retirar o

ultimo palito:

NUmero de palitos (N) em  Ndmero méaximo de retiradas = Numero de palitos retirados

cada jogada por jogada (n) na primeira jogada (r)
35 3
19 4
66 11
N N

3. (Abramo - 2016) Determine qual das seguintes situagOes iniciais no Jogo de NIM permite

ao primeiro jogador tracar uma estratégia vencedora.

A. (12, 14, 15) B. (7,9, 14) C. (7,9, 15, 17)
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SOLUCOES DAS ATIVIDADES (Apéndice A):

1. Supondo que a base procurada seja b, temos que 2b? + 4b + 3 =73, logo b = 5.

241 = (11110001)s.
241 = (22221)s.

241 = (361)s.

o o w >

241 = (F1)ze.

A. (1101100), = 108.
B. (217)s = 143.

C. (FB9)s = 560

4. LetraB.

5. Letra A.

A. Certo.

B. Certo.
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SOLUCOES DAS ATIVIDADES (Apéndice B):

A. Apos realizar a divisdo euclidiana obtém-se 27 = 5-5 + 2. Incide-se no caso geral com
resto maior do que um. Verifica-se que o jogador 1 conseguira a vitoria ao adotar uma
estratégia favoravel em sua primeira jogada, retirando um palito e contrapondo as jogadas
do segundo jogador, retirando a quantidade necessaria para atingir 5 palitos, mantendo

assim o resto igual a 1.

B. Ap0és realizar a divisdo euclidiana obtém-se 25 = 6-4 + 1, que incide no caso geral onde o
resto é igual a um. Observa-se nessa situacdo que o jogador 1 ndo conseguira obter a
estratégia Otima e o jogador 2 terd a chance de vitoria, basta analisar a quantidade de
palitos que ficardo sobre o tabuleiro apds a jogada do primeiro jogador e realizar analise

do resto na diviséao por 4.

C. Ao realizar a divisdo euclidiana obtém-se o resto igual a zero, 30 = 5-6 + 0. Incide-se no
caso geral onde o resto é diferente de 1. Verifica-se que o jogador 1 conseguira a
estratégia Gtima retirando em sua primeira jogada a quantidade maxima de palitos, 5, e
em seguida contrapor as jogadas do segundo jogador, de tal forma que a soma das
retiradas do jogador 2 e jogador 1 seja igual a 6.

D. Esse exercicio possui analise idéntica ao que foi exposto no item b), pois 41 = 10-4 + 1.

E. Esse exercicio possui analise idéntica ao que foi exposto no item c), pois 40 = 10-4 + 0.

2.
Numero de palitos (N) em NUmero maximo de Numero de palitos retirados
cada jogada retiradas por jogada (n) na primeira jogada (r)
35 3 2
19 4 3
66 11 5
N N r-1
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A. Situacdo favoravel:

Grupol 1100
Grupo2 1110
Grupo3 1111

3321

Jogada a ser feita: retirar 13 palitos do Grupo 3, obtendo a configuragdo segura

Grupol 1100
Grupo2 1110
Grupo3 0011

2221

B. Situacdo desfavoravel:

Grupol 0011
Grupo2 1001
Grupo3 1110

2222

C. Situacéo favoravel:

Grupol 00111
Grupo2 01001
Grupo3 01111
Grupo4 10001

12224

Jogada a ser feita: retirar 16 palitos do Grupo 4, obtendo a configuragdo segura.



Grupol 00111
Grupo2 01001
Grupo3 01111
Grupo4 00001

02224

Nessas atividades, usamos algarismos na base decimal para o somatorio das colunas em
binarios. Portanto, quando todos os algarismos sdo pares serd chamada posi¢do segura,
enquanto que, quando pelo menos um dos algarismos da soma for impar, serd uma posicao
insegura.
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