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Resumo

Nesta dissertacao foi realizado um levantamento histérico das dissertagoes produzidas no
Mestrado Profissional em Matematica — PROFMAT, do ano de 2013 a 2018, que tra-
taram o tema Trigonometria. Deste processo de levantamento bibliografico, emergiram
134 dissertacoes, classificadas em dois sub-temas: abordagem conceitual e abordagem
por aplicacoes. Este levantamento serviu de suporte tedrico para analisar os resultados
alcancados no ensino de trigonometria em sala de aula, utilizando as diversas ferramen-
tas metodologicas. Evidenciaram-se os trabalhos que apontam os desafios de ensino.
Neste contexto, o objetivo é abordar o ensino de trigonometria através da modelagem
matematica, com a finalidade de enriquecer e fomentar o campo de investigacao, sistema-
tizacao de ideias e conceitos. Promover o papel do professor num ensino mais dinamico
e abrangente, aplicar a Matemadtica em aspectos que possibilite o aluno pensar situagoes
reais, contextualizar as complexidades e ser capaz de perceber-se, enquanto constréi o
seu préprio conhecimento. Apresenta uma proposta de ensino que, através de um ex-
perimento, analisa pequenas amplitudes do movimento de um péndulo simples, numa
situacao real, em que se faz a contextualizacao de uma situacao-problema para o ensino

de contetidos matemaéticos, especificamente trigonométricos.

Palavras—chave: Abordagem conceitual, matematica aplicada, aprendizagem matematica.
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Abstract

In this master’s thesis a historical survey was made of the master theses produced in the
Professional Master’s Program in Mathematics - PROFMAT, from the year 2013 to 2018,
which investigate the topic Trigonometry. From this process of bibliographical survey, 134
master theses emerged, classified in two sub-themes: conceptual approach and application
approach. This survey served as a theoretical support to analyze the results achieved in
the teaching of trigonometry in the classroom, using the various methodological tools.
The work that points out the challenges of teaching has been evidenced. In this way, the
objective is to approach the teaching of trigonometry through mathematical modeling,
with the purpose of enriching and fostering the field of investigation, as well as the syste-
matization of ideas and concepts. In addition, it is important to promote the role of the
teacher in a more dynamic and comprehensive teaching, seeking to apply Mathematics
in aspects that enable the student to think real situations, contextualize the complexities
and be able to perceive themselves while building their own knowledge. It presents a tea-
ching proposal that, through an experiment, analyzes small amplitudes of the movement
of a simple pendulum, in a real situation, in which the contextualization of a problem

situation is made for the teaching of mathematical contents, specifically trigonometric.

Keywords: Conceptual approach, applied mathematics, mathematical learning.

1X



Sumario

Agradecimentos \%
Resumo viii
Abstract ix
Lista de figuras xiii
Lista de tabelas Xiv
Introducao 1
1 Trigonometria 4

1.1 Evideéncias e relevancia doestudo . . . . . . .. ... oL 4

1.2 Um breve histdrico sobre a trigonometria . . . . . . . .. .. .. ... ... 6

1.3 O ensino de trigonometria nas dissertacoes do PROFMAT . . . .. .. .. 12

1.4

1.5

1.6

1.3.1 Panorama do ensino de trigonometria nas dissertacoes do PROFMAT 12

1.3.2 Um balanco das publicagoes no banco de dissertacoes . . . . . . . . 13
1.3.3 Desafios no ensino de trigonometria: o que dizem as dissertagoes . . 17
A trigonometria do angulo agudo . . . . .. ... 24
1.4.1  Seno, cosseno e tangente: defini¢oes e relagoes . . . . . . . . . . .. 25
1.4.2 O quadrante trigonométrico . . . . . . . . .. ... .. ... .. 29
Gréficos das funcoes trigonométricas . . . . . . .. ..o 30
1.5.1 Graficodesen(a) . . . . ..o 30
1.5.2 Graficodecosa . . . . . .. 31
1.5.3 Graficodetana . . . . . . ..o 32
Generalizando a trigonometria . . . . . . . . ..o 32



1.6.1 Cotangente, secante e cossecante . . . . . .. . ..
1.6.2 Afungaode Euler. . . . . . .. .. ... ...
1.6.3 As fungbes seno e cosseno . . . ... ... ...

1.6.4 A fungao tangente . . . . .. ... ... ... ..

2 Modelagem matematica
2.1 Perspectivas da modelagem mateméatica. . . . . . . . . ..
2.1.1 Modelagem e Etnomatemética . . . . . . . . .. ..

2.1.2  Modelagem matematica no contexto de sala de aula

3 Proposta para abordagem da trigonometria
3.1 Oscilacao do péndulo simples como tema motivador . . . .
3.2 Organizagao metodolégica . . . . . . . .. ... ... ...
3.2.1 Contextualizagao da situacao problema . . . . . . .
3.2.2 Materiais necessarios: . . . . . . .. .. ...
3.2.3 Objetivos especificos . . . . . ... ... ... ...
3.2.4 Sequéncia da atividade . . . . . ... ... ...
3.2.5 Planejamento das atividades . . . . . ... ... ..

3.2.6 Experimento teste com o péndulo simples. . . . . .

Consideracoes finais

Referéncias Bibliograficas

Apéndice: Material adicional
A1l Peéendulosimples . . . . . . .. ... ... ... .. ... ..
A.2 Propriedades trigonométricas . . . . .. ... ... ...
A.1  Seno e cosseno da soma e da diferenca . . . . . ..
A.2 A circunferéncia trigonométrica . . . . . . .. . ..
A3 Leidosenoeleidocosseno . ............
A4 Relagao fundamental da trigonometria . . . . . . .

A5  Tangente da soma e da diferenca . . . . . . .. ..

X1

40
40
42
45

50
20
52
o2
52
23
54
o4
61

67

73



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
1.12
1.13
1.14
1.15
1.16
1.17

2.1
2.2
2.3

3.1
3.2
3.3
3.4

Semelhanca de triangulos: medicao da altura da piramide egipcia. . . . . . 25
Ideias de Tales na visualizagao da semelhanga de triangulos. . . . . . . .. 26
Triangulo retangulo. . . . . . . . ..o 27
Relagoes trigonométricas no triangulo retangulo. . . . . . . . . ... .. .. 27
Seno e cosseno no triangulo retangulo. . . . ... ..o 0L 28
Visualizagao do seno, cosseno e tangente no quadrante trigonométrico. . . . 29

Comportamento do seno, cosseno e tangente no quadrante trigonométrico. 30

Subdivisao de um quadrante da circunferéncia trigonométrica. . . . . . . . 31
Graficodosenode av. . . . . ... 31
Graficodo cossenode . . . . ... 31
Gréfico da tangente de a. . . . . . ..o Lo 32
Circunferéncia unitaria. . . . . . . . .. ... ..o L 34
Funcao de Euler. . . . . . . . . .o 35
Simetrias da func¢ao de Euler. . . . . . ... ..o 36
Funcao seno. . . . . . . . . L 38
Fungao cosseno. . . . . . . ... 38
Funcao tangente. . . . . . . .. L L 39
Esquema de modelo pedagdgico - Sebastiani Ferreira. . . . . . .. .. ... 44
Esquema de uma modelagem que descreve uma situagao—problema. . . . . 46
Esquema descrevendo um processo de modelagem. . . . . . . . .. .. ... 48
Exemplo de suporte em L e em U retangular invertidos. . . . . . . . . . .. 53
Péndulo simples. . . . . .. ..o 54
Exemplo da montagem final do experimento. . . . . . . . .. ... .. ... 56
Montagem do experimento. . . . . . . .. ... 61

x1i



3.5
3.6
3.7
Al
A2

Experimento teste do péndulo simples, posicao P(t) em fungao do tempo ¢t. 62

Teste 1 pendulo simples. . . . . . . . . . .. 64
Teste 2 péndulo simples. . . . . . . . . . ... 65
Seno e cosseno da soma. . . ... 76
Tangente na circunferéncia trigonométrica. . . . . . . .. . ... ... .. 79

xiii



Lista de Tabelas

1.1

3.1
3.2
3.3

Caracterizagao das dissertacoes, concepcao de ensino modelagem matematica. 23

Dados do experimento para a planilha eletronica. . . . . . . . .. .. ... 58
Sequéncia didética. . . . . . ... Lo 60
Planilha eletronica - teste péndulo simples. . . . . . .. ... .. ... ... 62

Xiv



Introducao

Embora seja possivel observar a matematica presente em diferentes situagoes que
envolvam a atividade humana, entretanto, nas escolas o seu ensino é um dos principais pro-
blemas. E, se tratando de pensar matematicamente, as dificuldades em diversas questoes
desde as mais basicas que envolvem nocoes elementares, como o calculo de raizes, razao e
propor¢ao, ou até mesmo a porcentagem de um numero, sao obstaculos que permeiam o
espago escolar.

Quanto ao ensino da trigonometria, o problema é um tanto curioso, ao passo que
o conceito e suas aplicacoes, muitas vezes sequer trabalhados, acabam sendo tratados de
forma fragmentada, com célculos mecanicamente repetitivos e sem significado.

A motivacao para a abordagem deste tema deve-se ao fato de ser um conteudo
que, trabalhado em sala, muitas vezes gera desconforto para os alunos. Estes apresen-
tam dificuldades na assimilacao dos conceitos e na visualizacao das situagoes problemas
apresentadas, além de questionarem a sua utilidade. Além do prazo no cumprimento do
curriculo que quase sempre impossibilita viabilizar uma proposta investigativa interdisci-
plinar.

Sendo assim, é questionavel se este conhecimento, utilizado para a solugao de
diversos problemas e estudado desde a antiguidade, sera necesséario nos dias atuais? Tera
o professor competéncias para ensinar trigonometria em uma perspectiva diferenciada,
contextualizada e critica? Em que a modelagem matematica pode contribuir para o
ensino da trigonometria? Por que estudar trigonometria, qual a sua utilidade?

Estas indagacoes é que levaram a esta proposta de trabalho, cuja proposta de
abordagem possibilitou a escrita desta dissertagao, que propoe uma reflexao sobre o ensino

de trigonometria e a modelagem matematica, com o objetivo é estabelecer relagoes para



uma compreensao sistematica com significado pratico e de carater investigativo.

O primeiro capitulo trata brevemente da abordagem histérica da trigonometria
e seu ensino, assim como o levantamento de referencial bibliografico sobre a histéria
da trigonometria até os dias de hoje. Apresenta um levantamento das dissertacoes do
PROFMAT, que tratam sobre o ensino de trigonometria e faz uma andlise das dissertacoes
defendidas desde o ano de 2013 até o ano de 2018.

O filtro da pesquisa no banco de dissertagoes on-line do PROFMAT, foi realizado
com as palavras trigonometria e trigonométricas, o que resultou em 134 dissertagoes,
classificadas por abordagem conceitual e abordagem por aplicagao.

Apoés a leitura e andlise deste elevantamento foi possivel perceber como o ensino
de trigometria tem sido proposto e trabalhado, no campo tedrico, pratico e reflexivo pelos
autores. Também sao apresentados os conceitos e propriedades da trigonometria, do ponto
de vista estritamente matemaético, dos quais devem ser trabalhados em sala de aula, como
base para a formacao neste campo.

No segundo capitulo aborda-se a modelagem matematica com base nas literaturas
de Caldeira, Meyer, Bassanezi, Biembengut, Sella e Burak na perspectiva de fundamentar
metodologias de ensino, com uma proposta diferenciada. Também sao expostas ideias da
Etnomatematica em didlogo com a modelagem matematica, da qual se pontua aspectos
culturais e sociais que contribuem para o curriculo dentro do contexto escolar.

Diante das propostas, discorre-se sobre a modelagem matematica em sala de aula
na sua forma de trabalho e possibilidades de subsidiar o professor em suas propostas de en-
sino de Matematica. Sao caracterizados alguns métodos especificos no entendimento desta
na sua pluralidade, bem como se propoe, ante as perspectivas de Bassanezi e Meyer, um
trabalho com modelagem em sala, reconhecendo a necessidade de dinamizar as praticas,
explorando aspectos de problematizagao.

No terceiro capitulo é proposta uma atividade com aplicagao da modelagem ma-
tematica para alunos do ensino médio, mediante a realizacao de um experimento, que per-
mite a visualizacao dos conceitos de trigonometria e sua contextualizacao com fenomenos
fisicos. Aborda-se uma alternativa de ensino diferenciada, que planejada e mediada pelo
professor, tem a intencao de problematizar o contetido a ser ministrado em seu contexto.

Nas consideragoes finais discute-se o estudo realizado e as contribuigoes que o

trabalho proporciona no decorrer das revisoes das bibliografias utilizadas. Busca-se dia-



logar com a abordagem de ensino adotada e estratégias pedagdgicas, bem como o uso da
modelagem matemaéatica dentro das situacoes vivenciadas no espaco escolar. E feita uma
reflexao das possibilidades, enquanto professor, de mediar a construcao de um curriculo
que permita significado aos alunos, que nao esteja pronto e acabado, e sim em constante

mudanca.



Capitulo 1

Trigonometria

Neste capitulo é feita uma breve discussao sobre modelagem matematica e um
histérico do desenvolvimento da trigonometria. Também sao abordados alguns conceitos
e propriedades de trigonometria, que o aluno ao término do ensino basico, deve compre-
ender, com a finalidade de desenvolver habilidades e capacidades como representagao e
comunicagao, a investigacao e compreensao que integram situacoes problemas, e a con-
textualizacao sociocultural na dimensao da Matemaética, em especifico no campo da tri-

gonometria, alinhadas ao processo histoérico.

1.1 Evidéncias e relevancia do estudo

Discussoes sobre modelagem matematica na pratica docente e perspectivas que a
inserem em diversas pesquisas na area de Educacao Matematica, é um dos pontos que se
mostra como relevante para o ensino.

Se pode destacar algumas delas, como a de Caldeira (2009) que ao discutir a
modelagem matematica numa dimensao socio-cultural, aponta a importancia que é o
fazer com que o professor e o estudante compreendam que eles sao capazes de produzir
conhecimento novo a partir do seu préprio conhecimento, quando perceberem que pode
existir um outro conhecimento.

Para Bassanezi (2002) a modelagem matemética, em seus vérios aspectos, é um
processo que alia teoria e pratica, para o entendimento da realidade, seja como um método
cientifico ou como estratégia de ensino e aprendizagem, pois ela é capaz de transformar

situagoes—problema reais em problemas matematicos, e sua solugao ser interpretada na



linguagem do mundo real.

Sobre a inser¢do da modelagem matemadtica na pratica docente, Burak (2005) a
considera como um conjunto de procedimentos com o objetivo de estabelecer um paralelo
para tentar explicar, matematicamente, os fendmenos presentes no cotidiano do ser hu-
mano, ajudando-o a fazer predicoes e a tomar decisoes e, ainda, para que esta tenha efeito
desejado na aprendizagem, ¢ preciso interesse e que aconteca no ambiente de convivio das
pessoas.

Um estudo desenvolvido por Biembengut (2009) afirma que o numero de pes-
quisas e relatos de experiéncias em sala de aula, apresentados em eventos de Educacao
Matematica e sobre Modelagem na Educacao Matematica, tem aumentado de forma sig-
nificativa, ao passo que o interesse se torna maior com diversos trabalhos e publicagoes.

Ea partir dessas reflexoes e significados que se pode propor melhorias nos pro-
cessos de ensino e aprendizagem, inserindo no curriculo propostas que deem inicio a
discussoes e contribuigoes para os professores. Envolver no processo escolar novas e di-
ferentes metodologias que promovam o enfrentamento a novos cenarios, que possibilitem
novas contribuicoes de outras pesquisas, que deem continuidade ao que se inicia.

No que se refere ao contetiido de trigonometria, o ensino com significado agregado a
outras disciplinas estabelecem ao professor o desafio de reorganizar, planejar e replanejar,
justificar aplicacoes e fenomenos, que historicamente foram sendo desenvolvidos e ressalta,
ainda, a continuidade constante em pesquisas e leituras que preparem o trabalho com a
modelagem matemadtica, através de atividades e experimentos investigativos.

Para Meyer et al. (2011) o uso da modelagem matematica promove a descoberta, a
busca por respostas a questionamentos, aos quais o aluno ¢ o sujeito do processo cognitivo.
Nesta perspectiva, o curriculo é dinamico, flexivel e esta constantemente sendo construido
e reconstruido pelo professor e pelos alunos.

Em razao do uso da modelagem matematica, ser um dos possiveis potenciais
nas aulas dos professores, como mencionado pelos autores destacados, é que se sugere a
utilizagao desta concepgao de ensino para o ensino e aprendizagem de trigonometria.

O uso da modelagem matematica, vai além de modelos matematicos e solucao
de situagoes—problema, ele permite agregar ferramentas que otimizem a exploragao do
cenario para prever possiveis comportamentos observados na pratica.

A exemplo destas ferramentas, se pode cita a planilha eletronica, que funciona



como uma implementacao didatica, da qual torna interessante a tabulacao de dados e
analise grafica, possibilitando, assim, a avaliacao do fenomeno e a sua otimizagao de
forma pratica.

Para Saldanha (2016) a interagao ao manipular dados numa planilha podendo ver
a reacao de cada célula, linha ou gréafico observando a dinamica da mudanga das multiplas
representacoes ¢ uma experiéncia que nao ¢ vivenciada em uma aula tradicional.

Neste sentido, o professor atua como mediador do processo, instiga, provoca ques-
tionamentos e langa desafios. Saldanha (2016) ressalta que o uso das planilhas eletronicas
tem se tornado mais frequente em sala de aula, o que modifica de forma gradual os
métodos de ensino e as ferramentas utilizadas.

O autor ainda afirma que é possivel explorar conceitos matematicos e observar
relacoes dos diferentes tipos de representacoes tais como tabelas, graficos, com mior com-
preensao uma vez que ha a possibilidade de vé-las ao mesmo tempo conectados entre
si.

Assim, o trabalho aqui apresentado traz contribuicoes para uma das possiveis
propostas didaticas de ensino de fungoes trigonométricas, no sentido de promover aulas
praticas e significativas em que o aluno é o sujeito do processo.

Espera-se que a proposta aqui apresentada e as reflexoes acerca da modelagem
matematica descrita no decorrer do trabalho sirvam de orientagao para novas propostas,
como também a implementacao e encaminhamento de atividades envolvendo trigonome-

tria e as funcoes trigonométricas.

1.2 Um breve historico sobre a trigonometria

Os primeiros vestigios da trigonometria surgiram na Babilonia e no Egito, nao se
sabe ao certo em que tempo. Mas, como afirma Eves (2011), as origens da trigonometria
sao obscuras. Os astronomos babilonicos dos séculos IV e V a.C. acumularam uma massa
consideravel de dados de observagoes e hoje se sabe que grande parte desse material
chegou até os gregos.

Foi essa astronomia primitiva que deu origem a trigonometria esférica. Justa-
mente por conta das necessidades e interesses do homem, a astronomia que envolvia

questoes de religiao, conexoes com o calendario e previsoes de fendmenos, como no caso



das inundacgoes, alavancou a sua aplicacao como método de orientacao nas navegagoes,
técnicas de construcao utilizando a ideia de angulo.

No inicio do século VI a.C. o florescimento economico na Grécia proporcionado
pelo comércio e o contato com povos diferentes, tornam possiveis novas ideias e avangos
cientificos.

O envolvimento dos povos e a troca de saberes influenciaram o conhecimento ma-
temaético, que foi desenvolvido para uso pratico. Boyer (1974) reitera que a trigonometria,
como em outros ramos da Matematica, nao foi obra de um sé homem ou nagao.

Neste periodo aparecem, na Grécia, Tales e Pitagoras, os quais tiveram contato
com a geometria no Egito. Tales teve a possibilidade de conhecer tabelas e instrumentos
astronomicos, na Babilonia, o que possibilitou-lhe contribuir com a trigonometria, através
do teorema que leva seu nome: o Teorema de Tales.

Tales foi comerciante e ao visitar o Egito e a Mesopotamia, como salienta Mol
(2013), tomou contato com a Matematica desenvolvida nesses locais, o que certamente
lhe deu base para atuar como matematico.

As concepgoes fisicas e matematicas de Pitagoras, fundamentou segundo Mio-
rim (1998), ter encontrado nos nimeros os elementos essenciais para a justificativa da
existéncia de uma ordem universal, imutdvel tanto na sociedade quanto na natureza.

Estas concepcoes atacadas por Permanedes e Zenao, discretizava o universo e,
quando Atenas assumiu a hegemonia na Grécia, estabeleceu seu império de manutengao
dos paradoxos, o que estagnou as ideias de transformacao, a qual tornou a Matematica
grega fundamentalmente geométrica.

No final do século IV, os estados gregos enfraquecidos foram conquistados por
Filipe II da Macedonia. Seu filho Alexandre fundou a cidade Alexandria.

Eves (2011) relata que em 323 a.C. ap6s a morte de Alexandre, o império se dividiu
entre alguns lideres militares e um deles, Ptolemeu I Soutier (367-283 a.C.), instituiu em
seu governo a primeira universidade de Alexandria, com sua famosa biblioteca, que atraiu
inimeros sabios, tornando-se por quase dois séculos o maior centro intelectual do mundo
antigo.

Alexandria viria a ocupar o lugar de Atenas como principal polo de conhecimento
e cultura do mundo grego (Mol, 2013).

Mol (2013) aponta Euclides como um dentre os estudiosos convidados para traba-



lhar no Museu de Alexandria. Por volta de 300 a.C. Euclides viveu e ensinou Matematica,
periodo em que escreveu os Elementos e, dentre os assuntos expoe a trigonometria, de onde
se tem referéncias por volta do século IV ou V a.C. com os gregos, que pela primeira vez
encontram estudos sistemdticos de relagdes entre angulos (ou arcos) numa circunferéncia
e os comprimentos das cordas que os subentendem (Boyer, 1974).

O ensino e o conhecimento de atividades intelectuais neste periodo, eram para
0 acesso a cultura e, consequentemente, a garantia de uma vida de riquezas, aos que a
ela eram ofertados. Desta forma Miorim (1998) destaca que cidadaos livres das cidades
estados gregas e proprietarios de terras, tinham a ciéncia helénica como uma ciéncia da
elite e, é claro, para poucos.

Assim como os estudos eram para os poucos, o conhecimento era conservado nas
bibliotecas e espagos que nem todos tinham acesso. Dentre os documentos importantes
destas épocas, o Papiro de Rhind ou Papiro de Ahmes datado de 1650 a.C., citado por
Boyer (1974), resistiu ao desgaste ao longo do tempo. Dos 85 problemas nele registrados,
4 deles trazem um conceito que se relaciona com trigonometria.

No problema 56 menciona o termo seqt de um angulo, usado na construcao das
piramides, conceito da cotangente, em que seqt significava o afastamento horizontal de
uma reta obliqua em relacao ao eixo vertical para cada variacao de unidade na altura.

Mol (2013) e Boyer (1974) apontam ser Claudio Ptolemeu (90-168 d.C.) o autor
da obra mais importante da trigonometria na antiguidade, a Sintese matemaética, colecao
composta por treze volumes, tendo sua obra conhecida como Almagesto, que significa “A
maior”, em arabe.

Em seu Almagesto, Ptolemeu deu a contribuigao mais significativa para a trigono-
metria na antiguidade, a possibilidade de descrever fendmenos naturais (Mol, 2013). Boyer
(1974) ainda afirma que entre as obras mais importantes de Ptolomeu, estd a Geografia
que introduzia o sistema de latitudes e longitudes tal como é usado hoje, descrevendo
projecoes cartograficas. Também cita as suas ideias de planificacao da circunferéncia em
que ele sabia da importancia de preservar angulos.

Na India os hindus também contribuiram para o desenvolvimento da trigono-
metria, por volta de 400 a.C. Eves (2011), afirma ter surgido ... o primeiro trabalho
astronomico importante, o anénimo Surya Siddahanta (“o conhecimento do sol”), e ainda

aponta que nao se tem esclarecido o grau de influéncia da Matematica grega, babilonica



e chinesa sobre a Matematica hindu, mas sim evidéncias de que estas tenham sido apre-
ciadas.

Ainda Roque (2012) aponta que as evidéncias dos trabalhos em astronomia em-
pregavam um sistema de posi¢ao decimal, inclusive tiveram neste tempo um periodo de
intensa atividade matematica expressa na elaboracao dos tratados astronomicos e, claro,
elementos para uma trigonometria plana.

Os hindus usavam a relacao entre a metade da corda e a metade do angulo central,
essa era a trigonometria empregada, a qual foi denominada por Jiva, que representa a
metade da corda, a hoje conhecida fungao seno.

Por volta de 287 a.C. viveu Arquimedes, que segundo Boyer (1974), ficou conhe-
cido como um dos maiores matematicos de todos os tempos, em seus estudos é possivel
identificar formulas que equivalem as razoes trigonométricas. Ele também ficou muito
conhecido pelas engenhosidades que construia como, por exemplo, catapultas, alavancas
e polias.

Em meados do ano 200 a.C. Eratostenes de Cirene (276-194 a.C.) desenvolveu,
utilizando a semelhanca de triangulos e razoes trigonométricas, a mais brilhante medida
da antiguidade para a circunferéncia da Terra.

Aristarco de Samos (310-230 a.C.) propos um tratado sobre os tamanhos e a
distancia do sol e da Lua, observando a ideia de angulo e quadrante. Segundo Boyer (1974)
Aristarco e Eratdstenes tratavam problemas que indicavam a necessidade de relagbes mais
sistematizadas entre angulos e cordas.

Hiparco de Nicéia (180 a.C.-125a.C.), astronomo, que recebeu o titulo de Pai da
Trigonometria por ter compilado a primeira tabua trigonométrica, além de evidéncias,
segundo Boyer (1974) foi um dos responsédveis por grande contribuigdo aos calculos e
tabulagao dos valores correspondentes do arco e da corda, para toda uma série de angulos.
Foi ainda, como cita Eves (2011), ele que deve ter introduzido na Grécia a divisao da
circunferéncia em 360 graus.

No periodo da idade média, que se estendeu em meados do século V até o século
XV, a Matematica nao teve feitos importantes, a nao ser, o calendario. Apds os séculos
X e XI, o comércio na europa refloresce e traz as consequéncias para o desenvolvimento
das ciéncias em especial a Matematica e o contato com a cultura arabe.

Neste periodo, os trabalhos de traducoes para o latim de intimeras obras foram



realizados, dentre as quais, os Flementos de Euclides. A primeira traducao latina completa
dos Elementos nao foi feita do grego mas sim do arabe (Eves, 2011).

Por volta do século XIII, Leonardo de Pisa (1170-1250) conhecido como Fibonacci,
segundo Eves (2011), seria o matemético mais talentoso da Idade Média, escreveu algumas
obras, entre elas, temos a Practica Geometriae, de 1220, que seria uma colecao sobre
geometria e trigonometria, numa abordagem habilidosa. Fibonacci preparou o terreno
para os progressos que a algebra italiana teria no periodo renascentista, dois séculos mais
tarde.

No século XV, destaca-se na Europa o redespertar para as ciéncias, periodo co-
nhecido como renascimento. ... O ambiente criativo surgido no Renascimento, aliado
ao desenvolvimento da técnica e acumulacao do saber empirico lancou novos desafios e
problemas a serem trabalhados pela ciéncia (Mol, 2013).

Segundo Eves (2011) e Mol (2013) a evolugao das concepgoes astronomicas na
direcao de modelos matematizados, apoiados na verificagao experimental, surgem como
marco da revolucao cientifica renascentista a partir dos trabalhos do astronomo Nicolau
Copérnico.

A primeira exposicao européia sistematica de trigonometria plana e esférica, foi
tratada na obra de Regiomantanus, como cita Eves (2011). Regiomantanus escreveu
De triangulis omnimodis, tratando a trigonometria como uma ciéncia independente da
astronomia.

Para Boyer (1974), esta obra marca o renascimento da trigonometria. Epoca em
que fungoes trigonométricas (seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante) se
tornam padronizadas. Regiomantanus foi tido como o mais capaz e influente matematico
deste século.

Mol (2013) enfatiza que por volta do inicio do século X VI aconteceram desenvolvi-
mentos importantes na area da trigonometria. Nesse periodo, o polonés Nicolau Copérnico
(1473-1543) revolucionou a visdo de mundo ao conseguir colocar a Terra movendo-se ao
redor do Sol.

No entanto, foi Georg Joachim Rheticus (ou Rhaeticus, 1514-1576), um aluno
de Copérnico, que juntou as ideias de seu professor, as de Regiomontanus e as suas, e
publicou o tratado Opus palatinum de triangulis, tido como o mais elaborado tratado de

trigonometria escrito até hoje, segundo Boyer (1974). Foi neste tratado que a trigonome-
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tria atingiu a sua maioridade.
Viéte (1540-1603), foi quem adicionou um tratamento analitico a trigonometria,
em 1580. A qualidade de sua obra em trigonometria indica uma equagao algébrica de 45°.
O principal progresso de Viéte em trigonometria foi a aplicagao sistematica da
algebra, sendo o primeiro matematico a usar letras para representar coeficientes gerais,

também construiu tdbuas trigonométricas e calculou o sen 1 com treze casas decimais.

Com Viéte foi praticamente terminada a trigonometria elementar (nao
analitica), exceto quanto ao célculo. A trigonometria de Viéte, como sua
algebra, era caracterizada por uma énfase maior sobre generalidade e largueza
de visdo. Ao aplicar a trigonometria a problemas algébricos e aritméticos
Viéte ampliava o alcance do assunto. Além disso, suas férmulas para angulos
miultiplos deveriam ter revelado a periodicidade das fungoes (Boyer, 1974).
Havia consideravel entusiasmo pela trigonometria no final do século XVI e inicio

do século XVII. Foi neste periodo que o nome trigonometria veio a ser dado ao assunto,
como titulo da exposigao de Bartholomeus Pitiscus (1561-1613), publicada pela primeira
vez em 1595 (Boyer, 1974).

Foi no Século XVII que a representacao grafica e nocao de funcionalidade entre
as variaveis, influenciou as compreensoes na relagao de funcées. Goldfarb (1989) aponta
que é neste século em que o universo comega a ser encarado como o da evolucao das ideias
cientificas.

Desencadeou-se um processo de ida sem volta, em que houve a separacao entre
teologia e conhecimento natural, com a experimentagao e a elevacao de uma emergente
burguesia, ao norte da Italia, na Franca e na Inglaterra.

Trabalho e engenhosidade: pde maos a obra no intuito de tecer mais e mais
rapido; de plantar e colher mais e mais rapido; construir naves mais e mais ligeiras de
maneira a impor-se nas rotas maritimas e nos novos mercados que lhes haviam sido
negados (Goldfarb, 1989).

Conceitos como o de quantificacao e precisao antes nao importantes no pensa-
mento subjetivo antigo, passam a ter sua grande validade a partir do crescimento do
mundo das industrias e o comércio. O sui¢o Leonhard Euler (1707-1783), foi um dos
grandes nomes na histéria da trigonometria, segundo Eves (2011).

Euler foi um escritor prolifico, sem duavida quanto a isso na histéria da Ma-
tematica; nao ha ramo da Matemaética em que seu nome nao figure. Por suas publicacoes
e estudos nas variadas areas da Matemaética, foi um dos responsaveis pela forma atual da

trigonometria.
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Mol (2013) enfatiza que Euler definiu a luz da Matematica moderna a carate-
rizacao das fun¢oes em um universo limitado e, ainda, para ele a funcao era uma expressao
obtida a partir das operagoes conhecidas em seu tempo, entre elas a trigonométrica.

No entanto, Boyer (1974) comenta que somente no século XVIII, com a invengao
do célculo infinitesinal, a trigonometria desvinculou-se da astronomia, passando a ser um
ramo independente e em desenvolvimento na Matematica.

Com a criacao do calculo infinitesimal e do seu prolongamento, a analise ma-
tematica, surge a necessidade de atribuir o status de funcao real a uma variavel real,
completando as fungoes trigonométricas (Lima, 2013).

A importancia dessas fungoes se ampliou em 1822, quando Joseph Fourier (1768-
1830) mostrou que toda fungao pode ser obtida pela soma de uma série em termos de

seno ou cosseno, do tipo acosnx + bsennz denominadas série de Fourier (Lima, 2013).

1.3 O ensino de trigonometria nas dissertacoes do

PROFMAT

Neste momento sera abordado o que dizem as dissertacoes do PROFMAT sobre
o ensino de trigonometria e os desafios frente a este tema dentro da Matematica. As dis-
sertacoes estao disponiveis on-line no site do programa PROFMAT, banco de dissertagoes,
desde 2013, ano das primeiras publicacoes. Das 4126 dissertacoes publicadas até a data
de 25 de novembro de 2018, foram encontradas 134 ao utilizar como filtro as palavras
trigonometria e trigonométrica.

Com a analise, levantamento e leitura destas dissertacoes foi possivel classifica-las
em abordagem conceitual e abordagem por aplicacao, com o propdsito de observar pro-
cessos de intervencao, contribuicao, as limitagoes e perspectivas no ensino. Esta literatura

serviu de suporte para subsidiar as discussoes acerca do tema trigonometria.

1.3.1 Panorama do ensino de trigonometria nas dissertacoes do

PROFMAT

As primeiras dissertagoes do programa de mestrado profissional PROFMAT, a

nivel nacional, foram publicadas no ano de 2013. Ao realizar o levantamento das dis-
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sertagoes que tratam sobre o ensino de trigonometria até o ano de 2018, foi interessante
investigar seus contetidos e deixar registrado por meio de uma analise, alguns apontamen-
tos que norteiam as caracteristicas.

Sobre o tema que enfatiza o ensino de trigonometria, foi realizado de forma breve,
um mapeamento que pudesse fornecer uma investigacao didatica em aspectos que eviden-
ciam os desafios de aprendizagem dos alunos e o trabalho desenvolvido pelos professores.

Este levantamento serviu de base para a discussao e andlise, em relacao as
producoes e contribuicoes qualitativas no meio académico, que historicamente foi sendo
construido acerca dos materiais apresentados.

Dentre as 95 universidades brasileiras associadas até 2018, em 53 delas houve
dissertagoes sobre ensino e aprendizagem em trigonometria e fungoes trigonométricas,
totalizando 134 dissertagoes referentes ao tema.

As dissertacgoes coletadas do ano de 2013 a 2018, que tratam sobre o tema tri-
gonometria, tiveram como base exploratoria: os principais focos abordados, a énfase na
dissertacao, os aportes tedricos, abordagens metodolégicas e principais resultados na con-
tribuicao para o ensino. Em todas as modalidades de ensino, sendo elas, a educagao basica
do ensino fundamental, ensino médio e ensino superior.

Neste levantamento, foi realizada a leitura do resumo de cada uma das 134 dis-
sertacoes, com a finalidade de verificar observagoes relevantes e objeto principal da dis-
sertacao. Em algumas das dissertacoes fez-se a leitura da introducao para melhor com-
preender o objetivo, e o campo tedrico abordado.

Em algumas, foi necessario fazer uma varredura em toda a dissertacao, para iden-
tificar com mais coeréncia o objeto do estudo, a abordagem metodolégica, os resultados
e propostas alcangados na mesma, uma vez que nestas os resumos traziam pouca ou

nenhuma informacao neste sentido.

1.3.2 Um balanco das publicagoes no banco de dissertagoes

Levando em consideracao as dissertagoes de mestrado, as que trabalharam com
o tema de trigonometria e funcoes trigonométricas correspondem a 3,25% do total de
publicagoes. Um numero até interessante, se considerar o fato de que ha uma grande
diversidade em quantidade de conteidos a serem trabalhados do ensino fundamental,

ensino médio e ensino superior.
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Trigonometria é um dos temas em matematica que merecem muita atencao, pelo
fato deste ser um importante conceito para a contextualizagao de problemas em Fisica,
Geografia e disciplinas técnicas. Além, é claro, de se perceber que ha historicamente um
grande desafio em ensinar trigonometria de maneira significativa.

Das 134 dissertacoes acessiveis on-line no banco de dissertacoes, fez-se a clas-
sificacao em dois sub-temas sendo: abordagem conceitual e abordagem por aplicacao,
segundo as literaturas. Desta forma, classificou-se de acordo com o objeto da dissertacao,
que 64 remetem a uma abordagem conceitual e as outras 70 a uma abordagem por
aplicagoes.

As abordagens conceituais muitas, ou quase todas, apresentam em sua metodolo-
gia o uso de diversas ferramentas para motivar os alunos, tais como: métodos dinamicos
com programas computacionais, régua e compasso para a construcao da circunferéncia,
régua T, questiondrios e coletania de situacoes problemas assimilando a proposta com
teorias de aprendizagem, jogos e abordagem geométrica, entre outras. As dissertacoes
conceituais abordam aprendizagem, ensino, curriculo, avaliacao, concepcao e formacao de
professores.

A abordagem por aplicacao utiliza-se da Matematica, especificamente a trigo-
nometria, como a chave para a solucao de problemas de situagoes reais, encontradas na
medicao de alturas, topografia, ondulatoria, aplicagdo no esporte, aplicagao a Fisica em
geral, na construcao de rampas de acesso, fenomenos ciclicos- roda gigante, em série de
Fourier, nas ciéncias, na musica, problemas de otimizacao, e softwares como: Applets,
Stop Motion, Graphmatica, Geogebra. As dissertacoes na abordagem por aplicacao sao
em maior nimero.

O que nos leva a questionar e refletir, que os professores tem buscado cada vez
mais, meios de inserir em suas aulas, situagoes problemas desafiadoras que justificam
ensinar os conceitos matematicos de trigonometria em situacoes concretas.

Das dissertacoes analisadas, duas delas, especificamente sao direcionadas para
alunos com deficéncia visual e, como recurso didatico, utilizam o multiplano para traba-
lhar com ensino e aprendizagem para uma educagao inclusiva, e 37 dissertagoes das 134,
utilizaram o Geogebra como ferramenta pedagogica.

Oliveira (2014) enfatiza como caracteristica do Geogebra a possibilidade de in-

teracao entre o usuario e os objetos que estao na sua area de trabalho, permite assim a
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reflexao dos conceitos explorados. Possivelmente as dissertagoes retratam a busca e mu-
danca necesséaria da pratica, com novas ferramentas e tecnologias para o ensino, segundo

Burak (2010)

E com o entendimento de uma inevitdvel mudancga e que, as necessidades atuais
sao diferentes das necessidades do século XX, também por uma longa trajetéria
na Educagao, embora reconhega nao ser esse o principal motivo para a mudanca
que consideramos inevitavel. Consideramos inevitavel sim, a prépria mudanca
no mundo, os novos desafios, o surgimento das novas tecnologias de comu-
nicacao e da informacao e, sobretudo pelos inevitaveis desafios colocados aos
professores da Educacao Bésica na conducao da formacao dos nossos estudantes
(Burak, 2010).

Em relatos de estudos sobre o uso da dinamica com softwares educacionais, parece

haver uma compreensao de que os alunos se sentem mais motivados e buscam meios de
participar da aula, nestas aulas os alunos fixam melhor o contetido (Zulatto, 2002).

Em especial, o professor percebe que softwares de geometria dinamica aliados ao
processo de ensino e aprendizagem, afirma ser muito importante na insercao de diversos
fatores quando se prepara a aula, levando em conta conhecimentos prévios e o perfil da
turma, sao nestas aulas que o aluno realiza construcoes e explora propriedades, como
afirma Zulatto (2002).

Fato este, que se afirma ao analisar que a maior parte das dissertacoes, utiliza
praticas de sala de aula e andlise destas, para a defesa de suas concepgoes. As dissertagoes
que sugeriram, por exemplo, o uso do software Geogebra, entre varias delas Iochucki (2016)
justifica que tomaram este como recurso para a aprendizagem, uma vez que permite-se
mostrar ao aluno o movimento e a observacao dos fenomenos trigonométricos, que muitas
vezes é dificil de imaginar, sem que seja visualizado realmente.

H&a uma clara indicacao de que visualizar fatos matematicos podem induzir os
estudantes a desenvolver sua capacidade de abstracao, levando-os a inserir-se em um
movimento de modelar matematicamente situagoes problemas (Gongalves, 2016).

Em sua pesquisa, Gongalves (2016) apresentou o Geogebra como uma possibili-
dade de produzir significados matematicos, das mais diferentes maneiras, sendo relevante
para o ensino da Matematica, sugerindo assim por meio de suas andlises e entrevistas
com professores de mateméatica usuarios experientes do software, o reconhecimento dos
diferentes aspectos da matematica do geogebra e da historia do Geogebra, como possiveis
maneiras de lidar com as possibilidades e limites deste.

Ainda em sua pesquisa, caracteriza os diferentes modos de linguagem dos en-

trevistados, como produgoes de significados matematicos: Matematica do Matemético
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(MM), a Matemética da Escola (ME) e a Matemética do GeoGebra (MG).

As dissertagoes analisadas apontam como desafios para uma aprendizagem sig-
nificativa, as abordagens metodolégicas como ferramentas na perspectiva de ampliar o
conhecimento dos alunos (Oliveira, 2014).

As caracteristicas e contribuicoes que as dissertacoes destacam é um trabalho
voltado as estratégias de ensino, bem como o levantamento histérico da trigonometria e
em que a mesma ¢ utilizada.

Os estudos analisados desenvolveram pesquisas/entrevistas, atividades de inter-
vencao e sequéncia didatica para o processo de producao de conhecimento, atividades
praticas e avaliativas.

Na maior parte delas, ha um consenso de que o aluno precisa aprender de forma
gradual e, acima de tudo, que ha uma defasagem em conhecimentos basicos que os impe-
dem de acompanhar os conteiidos nos niveis mais avangados, como por exemplo, alunos
com certas lacunas de conteudos e ideias equivocadas sobre triangulo retangulo e circun-
feréncia trigonométrica mencionado por Siqueira (2014).

Ainda, as dissertagoes apontam que o conteido, muitas vezes, parece ser traba-
lhado superficialmente para cumprir curriculo, o que impede o professor de realizar um
trabalho mais detalhado para melhor aprendizagem.

Diante das leituras, um dos apontamentos escolhido dentre os muiltiplos focos
apontados nas dissertagoes é o que trata sobre os desafios no ensino de trigonometria.

Alguns dos autores abordaram a trigonometria diante do cenario da aprendizagem
e ensino da Matematica, o que levou a reflexao de que a mudanca e a forma de desvincular-
se do ensino tradicional esta presente nas dissertagoes, servindo como aporte tedrico para
inimeras analises e investigacoes.

A partir de entao, fez-se uma investigacdo mais minuciosa nas dissertacoes dos
autores citados e catalogou-se o ano da publicacao, autor, problema e objetivos, metodo-
logia, contetidos e abordagem bibliografica utilizados como referencial para este estudo,

bem como os resultados alcancados.

16



1.3.3 Desafios no ensino de trigonometria: o que dizem as dis-

sertacoes

Apoés a leitura e andlise detalhada das dissertagoes, destacaram-se cinco autores
que dos tltimos cinco anos pesquisaram sobre o ensino da trigonometria. Dentre os autores
Feijé (2018), Alves (2017), Iochucki (2016), Oliveira (2014), Siqueira (2014), descreveram
perspectivas referentes as dificuldades em trabalhar com a trigonometria em sala de aula.

Também discutem em seus trabalhos, propostas didaticas de ensino, além de duas
destas pesquisas citar o quanto é dificil mensurar porque o ensino da trigonometria tem
se tornado um dos assuntos mais temidos no ensino fundamental e médio.

Alves (2017) realizou um trabalho bibliografico, afim de propor que a metodolo-
gia de ensino modelagem matematica aliada a atividades praticas contribui com o meio
académico. O autor explicita os conceitos da modelagem matematica como metodologia,
e seus beneficios quando trabalhada em sala de aula.

Apresenta a fundamentacao tedrica e um breve contexto historico acerca da tri-
gonometria e conceitua as propriedades a serem trabalhadas no triangulo retangulo e na
circunferéncia.

Desenvolve uma proposta de atividade com os alunos, utilizando a modelagem
matematica e a investigacao com atividades praticas, ressaltando o dinamismo do trabalho
com resultados concretos.

Feijé (2018) efetivou um trabalho exploratério com alunos do ensino médio defi-
nidas por quatro habilidades e duas competéncias, da qual elabora uma matriz referéncia
para a analise dos dados.

O autor destaca em seu trabalho as dificuldades especificas em relacao aos con-
ceitos trigonométricos como radiano, caracteristicas e comportamento das fungoes trigo-
nométricas e conexao entre a circunferéncia e as fungoes trigonométricas pela relagao de
Euler.

Ressalta que as dificuldades vao desde defini¢oes e conceitos até manipulagoes,
inferéncias e generalizagoes. Quanto a visualizacao e interpretacao inadequada de imagens,
o autor atribui ao defasado estudo da geometria, que muitas vezes é deixado de lado, o
que impossibilita o avanco dos niveis de aprendizagem.

Com o objetivo de investigar e analisar como os alunos veem a trigonometria

e quais os obstaculos enfrentados na aprendizagem do assunto, produziu uma pesquisa
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mista: quantitativa com um questionario de multipla escolha e qualitativa com a inves-
tigacao direcionada individual sobre as respostas, com uma abordagem sobre o desempe-
nho dos alunos pesquisados e aponta ter comprovado pelos resultados, a desconexao dos
conceitos aprendidos pelos alunos, com qualquer outra area.

Tochucki (2016) pontua sobre a situagao do ensino de trigonometria, que vem en-
frentando barreiras com o passar dos anos e descreve de forma gradual em trés etapas que
o aluno deve aprender no estudo de trigonometria, a saber: na primeira etapa a trigonome-
tria no triangulo retangulo, na segunda a trigonometria na circunferéncia trigonométrica
e na terceira as funcoes trigonométricas.

O objetivo de seu trabalho é apresentar algumas propostas de ensino com base
em tecnologias e diferentes areas do conhecimento e ilustrar as dificuldades, quanto a
aprendizagem do conteudo de trigonometria. Cita entao os desafios, os processos e me-
todologias do ensino da matemaética e faz uma critica quanto ao papel do professor, que
deve ser capaz de produzir atividades que se liguem a outras disciplinas.

Relata em sua dissertacao autores que abordam sobre o fracasso do ensino da
trigonometria devido a uma série de fatores, tais como: a formagao inicial e continuada do
professor, a forma em que ele aborda o contetido e o acimulo de conteiidos mal entendidos
pelo aluno.

Aborda a parte histérica da trigonometria até situagoes atuais e a aplicagao em
diversas situacgoes. Propoe para o ensino basico, uma sequéncia didatica com atividade
utilizando o software Geogebra e, para o ensino superior, propoe uma abordagem com
funcoes continuas utilizando o software Maxima.

Em sua dissertagao, Oliveira (2014) apresenta um estudo sobre o ensino da trigo-
nometria segundo as recomendacoes dos parametros curriculares nacionais para o ensino
médio, aborda a aprendizagem significativa e faz a andlise de alguns livros didaticos do
guia do PNLD 2012.

O autor apresenta um estudo bibliografico com foco nos destaques e nomes que
se consagraram na historia da trigonometria e seus feitos. Faz a apresentacao de sites
como o banco internacional de objetos educacionais, o portal do professor, educar Bra-
sil, conteiudos digitais — softwares educacionais desenvolvido pela Universidade Federal
Fluminense e Geogebra, na intencao de contribuir com a divulgacao de ferramentas que

auxilie o professor na elaboracao de suas aulas.
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Destaca a teoria da aprendizagem significativa, propondo entao uma sequéncia
didatica de ensino conforme esta teoria, com atividades elaboradas para a conceituagao
das propriedades de trigonometria, com uso do software Geogebra.

Siqueira (2014) analisa o contexto histdrico e identifica a trigonometria como uma
parte da Matematica que objetiva operar cédlculos com triangulos. Usa esta como uma
extensao da geometria e enfatiza que em tempos histéricos a trigonometria era usada para
solucionar problemas praticos relacionados a astronomia, como exemplo, a navegacao.

Faz uma investigacao dos conceitos que devem ser ensinados no ensino fundamen-
tal e utiliza a resolucao de problemas, a fim de desenvolver competéncias e habilidades
na apreensao dos conceitos trabalhados como estratégia para diminuir os problemas de
aprendizagem. Na pesquisa—entrevista realizada com professores que atuam em sala de
aula da rede publica e particular, pontuou dificuldades emergentes e causas para o pro-
blema de aprendizagem dos alunos. Entre elas, a conceituacao dos objetos matematicos
e sua abstracao, bem como a assimilacao dos conceitos de trigonometria.

Os professores pesquisados ainda apontaram desafios até mesmo nas operagoes
bésicas e interpretagao, ao se trabalhar com o triangulo retangulo e ressaltaram ser este
o mais importante dos temas a serem trabalhados no curriculo escolar. Na dissertacao o
autor propos a aplicacao de uma sequéncia de aulas que facilite o ensino e aprendizagem
dos alunos.

Notavelmente sao encontrados diversos trabalhos nesta linha de pesquisa e como
de fato é um assunto que instiga a busca por respostas para diversos questionamentos, isso
indica que o caminho certo para auxiliar o ensino deste tema, é permanecer em constante
pesquisa para aprimorar a pratica pedagogica.

E preciso evoluir em novas pesquisas, dados e registros que possam de fato promo-
ver solucoes para sanar os desafios de ensino deste conteido. Ainda, apesar de pesquisas
ja apontarem que o ensino deve ser dinamico, a partir de metodologias que inovem o
espaco da sala de aula, este assunto ainda ¢é apresentado aos alunos como um banco de
formulas que apenas sao aplicadas sem sentido algum, levando, muitas vezes, ao fracasso
da aprendizagem até mesmo com uma aula bem planejada.

Nao se deve ater a assuntos desconexos, sem relacionar com situagoes reais, o que
desmotiva a busca pelas respostas, ou a tentativa de solugao. Os alunos nos dias de hoje

dispoem de muitas tecnologias e recursos que se tornaram mais interessantes do que uma
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aula em sala com meros exercicios e repeticoes de calculos.

Tochucki (2016) afirma que uma das hip6teses para a nao aprendizagem é a de que
o conteudo nao é ensinado de forma contextualizada. Como os alunos nao compreendem
a relagao entre teoria e pratica, podem sentir-se desmotivados.

Isso mostra que assuntos detalhados com situagoes reais, podem ser abordados e
terao um melhor efeito, gerando uma curiosidade para a verificacao dos fatos. Aquilo que
¢ instigado se torna, de fato, prazeroso e o interesse gera as possibilidades e a investigacao
de algo que pode até nao ser novo, mas tem uma aplicacao concreta sobre uma realidade.

Os alunos hoje sao pesquisadores e, desta forma, é possivel conceber que se o
aluno produz e cria estratégias de solucao, ele estd caminhando para uma aprendiza-
gem significativa. Segundo Ausubel (2003) a aprendizagem significativa ocorre quando
uma nova informagao relaciona-se, de maneira substantiva (nao-literal) e nao-arbitraria
as ideias, conceitos e proposicoes relevantes, ja estabelecidos e disponiveis na estrutura
cognitiva de quem aprende (apud Oliveira, 2014, p.05).

O estudo da Matematica nao precisa ser trabalhado apenas de forma mecanica,
com uso apenas de exercicios de repeticao. Pode ser trabalhada com a utilizacao de
situagoes-problema, propondo que o aluno busque a solugao utilizando a interpretagao e
a aplicacao do contetido (lochucki, 2016).

Oliveira (2014), aponta que o professor que prepara a sua aula, conhece seu
publico alvo. Deve adensar de um potencial significativo para o aprendiz, com elementos
que facam relacao com o que o aluno conhece, para que a aprendizagem seja de fato
prazerosa e significativa.

E muito importante que o professor efetive um trabalho voltado as especificida-
des da turma e a cada aula inicie os conteidos com aspectos que evidenciem relagoes e
temdticas comuns a convivéncia dos alunos e, a partir disto, avancar para assuntos mais
complexos.

Desta maneira, ampliar habilidades, conhecimento, atitudes e tomadas de de-
cisoes torna-se natural. Oliveira (2014) afirma que o ensino e aprendizagem se processam
pela continuidade e conexoes entre os contetdos, de tal modo que estes se complementam
e se integram, para uma aprendizagem significativa.

A dificuldade que os estudantes tem em conceitualizar os objetos mateméticos que

se apresentam de forma muito abstrata e a assimilacao de assuntos que sao pré-requisitos
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para o estudo da trigonometria, conforme aponta Siqueira (2014), é um dos obstaculos
enfrentados em sala de aula. E ainda, o autor discute que outras dificuldades relatadas
pelos professores, é que muitos alunos nao conhecem as operagoes basicas, como também
nao estao familiarizados com a resolucao de problemas, o que torna dificil a assimilacao do
assunto, além de confundirem esses contetidos com os elementos do triangulo retangulo:
catetos e hipotenusa.

Feijé (2018) e Iochucki (2016), complementam a ideia de Siqueira (2014), quando
apontam os problemas no aprendizado estar na base do contetiido, desde os fundamentos
de trigonometria, sua compreensao geométrica e defini¢oes.

Diante deste fato, pensa-se em buscar uma alternativa de ensino e uma metologia
que seja capaz de propor ferramentas ao professor para atuar nos desafios e como estudado
por Siqueira (2014), cerca de 90% dos pesquisados responderam que utilizam a sequéncia
dos livros didaticos, assim como fazem uso de softwares de geometria dinamica, como
o Geogebra. Alguns ainda relataram que esporadicamente, dialogam com os colegas na
troca de informacoes e didatica empregada para ampliar os recursos metodoldgicos.

Um esforgo em buscar estratégias e meios de promover a aprendizagem tem cres-
cido muito, conforme observa-se entre as inimeras dissertacoes desenvolvidas por profes-
sores, pesquisadores e educadores matematicos. A utilizacao de metodologias diversas, na
busca pelo desenvolvimento de espacos criativos que produzam conhecimento e sentido
ao estudo, para os alunos, tem produzido cada vez mais material que fundamenta a acao
pedagdgica.

No ensino da trigonometria, contetido considerado pelos alunos como um dos mais
dificeis da Matematica, milhares de professores de Matematica possuem a ambicao de
aprimorar seu trabalho de ensino no que diz respeito a metodologia utilizada (Gongalves,
2014).

Em sua dissertagao, Gongalves (2014) apresenta uma discussao sobre as dificul-
dades encontradas pelos alunos na aprendizagem de alguns contetidos de Matematica,
em especial quando se trata de trigonometria e explora por meio de materiais concretos
possibilidades de ensino para sanar tais desafios.

Com isso, percebe-se que ha uma necessidade em analisar concepcoes para fun-
damentar a pratica e, sobretudo, saber equilibrar os desafios e objetivar as perspectivas

almejadas, construir relacoes que de fato sejam eficientes e legitimem o curriculo. Ao pro-
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fessor cabe pesquisar e explorar as condicoes de seus alunos, para que consiga diferenciar
as possibilidades de trabalho e o contexto ao qual esta inserido.

De encontro a este anseio, a modelagem matematica como uma metodologia de
ensino que aborda situacoes reais e as traduzem para a linguagem matematica, pode
proporcionar aos professores uma tendéncia inovadora que inclui aplicagoes significativas
matematicamente.

Segundo Bassanezi (2012), nao visa simplesmente a ampliagdo do conhecimento
matematico, mas sobretudo o desenvolvimento da forma de agir e pensar, produzir saber
aliado a abstracao e formalizacao, interligadas a fendomenos e processos empiricos.

Sob o enfoque da modelagem matematica, Alves (2017) afirma que o professor se
torna mediador entre o conhecimento e os alunos, estes por meio de atividades investiga-
tivas e interdisciplinares, “comandam” o ensino e aprendizagem e, ao final do processo,
sao desenvolvidas criatividade, autonomia e conhecimento.

Diante disso, buscou-se como objeto de pesquisa o ensino de trigonometria e
modelagem matematica, nas 134 dissertacoes analisadas. Verificou-se entao que, além
das cinco pesquisas com foco no ensino de trigonometria, surgiram quatro dissertagoes,
dos autores, Alves (2017); Santos e Effgen (2017); Duarte Filho (2017), que trataram as
concepgoes da modelagem matematica e propostas didaticas, sob a perspectiva de ensino
com uma abordagem por aplicacao.

Das dissertagoes selecionadas analisou-se as caracteristicas e informagoes da abor-

dagem proposta com a modelagem matematica para o ensino, conforme a tabela 1.1.
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Tabela 1.1: Caracterizagao das dissertagoes, concepcao de ensino modelagem matematica.

Nivel d
Autor, Ano | Foco do trabalho | Proposta ve ¢
CoE Tema proposto ensino e
e Estado didatica
contexto
Sintese de ativida-
Contribuir com um des praticas, sendo
[ uma a coleta de
olhar critico acerca dad s sob
do ensino tradici- a OS reais Sobre | myyag propostas:
hordrio de verao, .
onal. Fundamenta | | R Teodolito para
. ‘s interdisciplinar . . . P
conceitos  teoricos medir alturas, e | Ensino médio,
: . com geografia. . . o
Alves (2017), | de trigonometria, e » trigonometria  no | Interdisciplinar.
’ . Outra a construgao [ ~ -
MA. apresenta a mode- J doli hordrio de verdo | (Proposta nao
lagem matemética | ©° teodolito  arte- (estudo da funcdo | aplicada).

como metodologia
de ensino para su-
gerir as atividades
préaticas.

sanal pelos alunos
para a medida de
alturas a qual se
define a tangente
com a modelagem

maximo e minimo,
andlise grafica).

matematica.
Propoe uma
sequéncia de ati-
vidades onde a
aplicagao ma-
. . . .. | temética  ocorre.
Foco interdiscipli- )
Em engenharia

nar, possibilitando
aos discentes uma
interacao entre a

modelando funcoes
trigonométricas em

Uso do Geogebra,
plataforma do Go-

3° Ano Ensino
médio: Interdis-

Duarte Filho . L construcoes, urba- | ogle Maps e Ima- | ciplinar, arte,
(2017), RJ. fon.?. ¢ pratlfca. nismo e geografia | gens para estudo | geografia, fisica
soli;{sl‘ 1arcom P l:)ule;; com anél.ise. de | de fuggées trigo- (PT.OPOSta nao
diferenciadas o | mapas ¢ paisagismo nométricas. aplicada).
dindmicas. e na fisica com
estudo de ondas
sonoras em tubos,
notas musicais
emitidas pela flauta
doce.
Propoe a aplicacao
de 7 atividades
de construgdo no
Apresentar as softwarfz Geogel?ra
principais ca- a partir da c?u.xa
racterfsticas de de entrada. Utiliza
alguns fenomenos d.a dos —da roda
ciclicos e mostrar gigante Singa- Fenomenos das | Ensino Meédio:
Santos e Biff- como as fungoes pore Flyer e de Marés e funcio- | Interdisciplinar
gen  (2017), trigonométricas fen0{nenos das namento da roda | (Proposta nao
PR. sa0 adequadas dmearescaﬂz deli’orto gigante. aplicada).
ara  modelé-los, ,
gnfatizando assim Estado da Parafba,

a aplicabilidade
destas fungoes.

informacoes  obti-
das da companhia
através do  site
para modelar e
estudar as funcoes
trigonométricas.
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Os autores definem situagoes praticas e reais, possibilitando entao a abordagem do
contetudo de trigonometria através da modelagem matematica, com objetivo de contribuir
com a discussao e promover um olhar critico para a situacao problema.

Fazem o uso das concepcoes da modelagem matematica aliadas a ferramentas
tecnologicas e investigacao de possibilidades diversas, como a interdisciplinaridade, para
0 ensino.

A abordagem sobre o ensino de trigonometria e fungoes trigonométricas nas dis-
sertagoes do mestrado profissional em matematica em rede nacional - PROFMAT, e os
materiais produzidos para suporte e apoio didatico aos professores, podem estar vincu-
lados a busca por novas metodologias que, segundo os autores, ampliam possibilidades
e enriquecem o processo de ensino, trazendo situacoes préaticas e reais como auxilio na
compreensao visual de comportamentos graficos de fungoes trigonométricas, entre tantos

outros conceitos.

1.4 A trigonometria do angulo agudo

Os gregos, ha mais de 2000 anos conseguiram determinar por um processo consi-
derado incrivelmente simples, a medida do raio da terra, uma distancia inacessivel. Hoje,
ainda nos deparamos com situacoes que requerem medida de distancias inacessiveis. Como
um engenheiro realizar a construcao de uma ponte sobre um rio, um topégrafo situado
na praia determinar a distancia entre duas ilhas, sao todos exemplos de situacoes em que
sao necessarias algumas informagoes relevantes, para que se possa, de fato, resolver estes
problemas. Para tanto, desde antigamente utilizou-se a ideia da semelhanca de triangulos
imagindrios, dos quais a propria palavra trigonometria nos remete a esta ideia. Trigono
significa triangular e metria significa medida (Trotta et al., 1980).

O préprio Tales se utilizou desta ideia para determinar a altura de uma piramide
egipcia, em que valendo-se da semelhanca dos triangulos, determinou a altura da piramide,
conforme a figura 1.1 (Trotta et al., 1980, p.181). Ele cravou uma estaca em horario
oportuno do sol e, utilizando a sombra da piramide e a sombra da estaca, calculou a

altura desejada.
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Figura 1.1: Semelhanca de triangulos: medicao da altura da piramide egipcia.
Fonte: Trotta et al. (1980).

Neste contexto, Trotta et al. (1980) aponta que o encontro de duas civilizagdes
antigas, a grega e a egipcia, com todas as suas potencialidades na Matematica, bem como
as suas diferencas cultural, social e economica, caracterizam suas respectivas conquistas
e condigoes sociais. Vale ressaltar que as ideias evoluiram com o passar do tempo e com
ela a sistematizacao da Matematica, a precisao das medidas e dos resultados, assim como
a construcao de instrumentos de medicao.

Levando em consideragao que semelhanga de triangulos, relagoes métricas no
triangulo retangulo e relacoes na geometria plana tenham sido trabalhadas, sao abordas
nas segoes seguintes defini¢oes e conceitos da trigonometria, que conforme a Base Nacional
Curricular Comum sao citados como critérios de ensino para alunos em conclusao da

educacao basica.

1.4.1 Seno, cosseno e tangente: definicoes e relagoes

Definigao 1.1 (Semelhanga de triangulos). Dado um angulo «, e por pontos pertencentes

a um de seus lados tracemos perpendiculares ao outro lado, conforme a figura 1.2:
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Figura 1.2: Ideias de Tales na visualizacao da semelhanca de triangulos.

Em vista da semelhanca de triangulos, se pode dizer que a constante referente ao

angulo a recebe as seguintes denominacoes:

(@) d OF OG OH cateto adjacente
cos(a) = cosseno de o = = = =...=
OA OB 0OC hipotenusa
(@) d AF BG CH cateto oposto
sen(a) = seno de o = = = ==
OA OB OC hipotenusa
tan(a) = t te d AF BG CH cateto oposto
an(a) = tangente de o = = = =...=
& OF OG OH cateto adjacente

As relacoes existentes estao muito ligadas a precisdo de medidas, ao uso des-
tas nas engenharias, arquitetura, topografia, o que de certa forma se relaciona com as
necessidades do homem na solucao de problemas. Para tanto, é possivel usar qualquer
triangulo retangulo, basta saber a medida de um dos seus angulos agudos e usar a relagao
trigonométrica adequada.

E importante salientar ainda, que sen(a), cos(a) e tan(a) dependem apenas do
angulo «, mas nao do tamanho do triangulo retangulo o qual a é um dos seus angulos

agudos.

As razoes trigonométricas seno, cosseno e tangente se relacionam de varias formas,

por exemplo:
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1. Relagao Fundamental do triangulo retangulo (1.1):
sen?(a) + cos?(a) =1, (0° < a < 90°) (1.1)

Demonstracao: 1. Considere um angulo a de vértice C' e um triangulo CAB,

retangulo em A, como mostra a figura 1.3

al:l @ c

Figura 1.3: Triangulo retangulo.

Observando a figura 1.3 se tem, pelo teorema de Pitdgoras, b*> + ¢* = a*:

2 b\ 2 2 4 2 2
sen? () + cos®(a) = <E> + <_) _ ¢ —z = a_2 =1

2. Relagao trigonométrica no triangulo retangulo (1.2):

Y 0° < o< 90°) (1.2)

tan o = ,
Cos «

Demonstracao: 2. Considere um angulo o de vértice O e um triangulo OAB,

retangulo em B, como mostra a figura 1./

SEN v

]

cos « A

Figura 1.4: Relacoes trigonométricas no triangulo retangulo.
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sen o g b
= =-=tana
Ccos o < c
a
ou
b
. sen o
tana = - =+ =
c - cos o

(dividindo ambos os termos da razdo por a # 0). Portanto,

(0° <0 <90°) (1.3)

. Se dois angulos, a e (3, sdo complementares (« + [ = 90°), entdo sen o = cos 3,

figura 1.5.

Note que o seno de um angulo ¢ igual ao cosseno do angulo complementar, e vice-

versa.

Figura 1.5: Seno e cosseno no triangulo retangulo.

Demonstracao: 3. Aplicando as definicoes de seno, cosseno e tangente no triangulo

da figura 1.5, temos:

sen o = — = cos 3. Portanto, sen o = cos 3

@IQ@|®

cosa = — = sen (3. Portanto, cosa = sen 3

Convém ressaltar que desta propriedade surgiu o nome cosseno, isto €, seno do

complemento. Entdo, se pode escrever:

sen (90° — ) = cos (1.4)

cos(90° — ) = sen « (1.5)
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1.4.2 O quadrante trigonométrico

Ao imaginar um quadrante, o qual se pode denominar a quarta parte da circun-
feréncia trigonométrica, como na figura 1.6(a) em que um ponto P percorre um arco de
uma circunferéncia de raio unitario, a dinamica observada é que quando « varia P muda
de posicao, se pode observar claramente o que acontece com o valores de cosa e sen «
conforme a figura 1.6(b).

Desta forma a cada novo angulo, observaremos que um novo triangulo retangulo
é formado como mostra a figura 1.6(b) (Trotta et al., 1980), o que permite calcular
seno, cosseno e tangente de um angulo agudo qualquer e estabelecer, assim, a tabua

trigonométrica como a que foi calculada por Hiparco.

.0

(a) Quadrante trigonométrico. (b) Tridngulos retangulos no quadrante
trigonométrico.

Figura 1.6: Visualizacao do seno, cosseno e tangente no quadrante trigonométrico.
Fonte: Trotta et al. (1980).

A dinamica para a tangente dada na figura 1.7(a) para um angulo agudo, possi-
bilita imaginar o ponto 1" percorrendo a reta t. Assim quando « varia, 7" muda de posicao
(Trotta et al., 1980).

Conforme a figura 1.7(b), é possivel observar que, conforme a variacdo do angulo
«, o ponto P percorre o arco da circunferéncia, enquanto o ponto 1" percorre a reta t
tangente a circunferéncia. Sendo possivel, entao, perceber a variacao de sen «, cosa e
tan a em uma mesma figura (Trotta et al., 1980). Na figura 1.7(b) ¢é possivel observar

este comportamento.

29



T
A
H t
G P
P
F tan «
E 1
sen «
D
C
B Mk :
A - 0 cos «
0 1
(a) Dindmica para a tangente. (b) Seno, cosseno e tangente no quadrante
trigonométrico.

Figura 1.7: Comportamento do seno, cosseno e tangente no quadrante trigonométrico.
Fonte: Trotta et al. (1980).

1.5 Graficos das fungoes trigonométricas

1.5.1 Gréfico de sen(a)

A adogao de um sistema de coordenadas sera utilizado para construir o grafico de
sena em fungao de a, como abordado por Trotta et al. (1980), que utiliza a circunferéncia
trigonométrica conforme a figura 1.8.

Quanto maior a subdivisao da circunferéncia, maior a precisao do tragado, dado
que as partes subdivididas serao representadas no sistema de coordenadas, cujas imagens
serdo as ordenadas no intervalo real [—1, 1], em que a unidade de medida é dada pelo raio

da circunferéncia e o valor de m = 3, 14.
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Figura 1.8: Subdivisao de um quadrante da circunferéncia trigonométrica.
Fonte: Trotta et al. (1980).

O segmento de reta de comprimento 27 sera subdividido em dezesseis partes
iguais, mesma divisao da circunferéncia de raio 1. Assim se tem 27 radianos = (360°)

c . . . 7T ~ ,
divididos em 16 partes iguais, cada uma correspondendo a 3 Entao, obtém-se os va-

| d s T 3m T 5% 37 ; ¢ ta d
ores de sen —, sen —, sen —, sen —, sen —, sen — ...transporta-os para a reta de

g "M 8 2 8 1 P P
comprimento 27 e, por estensao, obtém-se o grafico da figura 1.9:

Figura 1.9: Gréfico do seno de a.
Fonte: Trotta et al. (1980).

1.5.2 Grafico de cos«

Usando o mesmo método acima, para a construcao do grafico de sena, conforme
a figura 1.10 subdivide-se a circunferéncia em 16 partes iguais, e de maneira analoga os

valores para cosseno sao representados no grafico de cos a:

Figura 1.10: Grafico do cosseno de a.
Fonte: Trotta et al. (1980).
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1.5.3 Grafico de tan«

A construcao do grafico de tana, é obtida através das construgoes anteriores,

utilizando do mesmo método, resulta na figura 1.11, em que as retas s e u sao chamadas

, . - ) T 3
de assintotas da curva. E importante observar que tan a nao existe para valores 5 5

S T
27 2

Figura 1.11: Grafico da tangente de «.
Fonte: Trotta et al. (1980).

1.6 Generalizando a trigonometria

Se pode verifica que a cada angulo o compreendido entre 0° e 360°, ou seja, 0 e 27
radianos, é possivel associar trés niimeros, os quais sao chamados de seno de «, cosseno de
« e tangente de a. Apresentadas as defini¢oes que utiliza as coordenadas, se estabelecem
relacoes que sao fundamentais para calculos trigonométricos.

Estudos realizados em mecanica, que trabalha com movimentos periédicos (aque-
les que se repetem de tempo em tempo), por exemplo, como o movimento de um péndulo,
de uma mola pulsando, a vibra¢ao de uma corda, como diz Trotta et al. (1980), mostrata-
ram a necessidade de ampliar as nogoes ja estabelecidas de seno, cosseno e tangente para
angulos maiores que 360° e para angulos negativos.

Os movimentos peridédicos, se relacionam em funcao ao tempo e comprimento de
uma determinada alavanca, por exemplo, que pode ser interpretado no plano cartesiano
OXY, do qual toma-se uma circunferéncia para estabelecer e analisar as razoes. Ao
verificar os resultados é possivel perceber que os periodos se repetem a cada 360°.

Somando ou subtraindo do angulo estudado, 360°, o valor se repete. Desta forma,

¢é possivel interpretar que independe do nimero de voltas que um angulo qualquer «
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contenha, uma vez que ele tera como extremidade um valor correspondente ao quadrante
a qual o determina, o mesmo se reduz ao angulo correspondente a ele sem perda de
generalidade. Para a nogao de angulo com medida positiva e/ou negativa, utilizar-se-a a

orientacao da circunferéncia trigonométrica.

1.6.1 Cotangente, secante e cossecante

Outras trés definigoes da trigonometria que sao abordadas sao:

Para todo «, tal que sen o # 0, se define a cotangente de «, indicada por cot a:

COS «

cota =

(1.6)

sen «

Para todo «, tal que cos o # 0, se define a secante de «, indicada por sec a:

sec o =

(1.7)

COS «

Por fim, para todo «, tal que sen a # 0, se define a cossecante de «, indicada por

CSC &

CSC @ =

(1.8)

sen «

1.6.2 A funcao de Euler

Com base em Lima (2013) sobre as fungbes trigonométricas e se apresenta a
funcao de Euler para definir as fungoes trigonométricas.

A relagao fundamental,

cos?(a) + sen?(a) = 1

indica que, para todo angulo «, os nimeros cos a e sena sao coordenadas de um ponto
da circunferéncia de raio 1 e centro na origem de R? conforme a figura 1.12. Essa

circunferéncia é denotada por

C={(z,y) eR*2”+y* =1}
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Figura 1.12: Circunferéncia unitaria.

Assim, para todo ponto (z,y) € C'setem —1 <z <le-1<y<I.

Para definir as funcoes cos : R — R e sen : R — R, associa-se a cada ntmero
real ¢, que serd a medida de um angulo e se considera o cosseno e o seno daquele angulo.
H& duas maneiras de medir um angulo, dependendo da unidade que se adota: uma delas
¢ o radiano, por ser a mais natural, e a outra o grau, tradicional ha milénios.

A definicao para as fungoes trigonométricas tem como ponto de partida a funcao
de Euler £ : R — C, que faz corresponder a cada nimero real t o ponto E(t) = (z,y)

da circunferéncia unitéria, obtido da forma seguinte:
e E(0) = (1,0)

e Set > 0 com t um numero real, entao os pontos de C' sao percorridos no sen-
tido positivo (anti-horario ao movimento dos ponteiros de um relégio comum) da

circunferéncia, o ponto final serd chamado de E(t).

e Se t < 0 com ¢t um numero real, entao os pontos de C' sao percorridos no sentido
negativo (horério dos ponteiros de um relégio comum) da circunferéncia, o ponto

final serd chamado de E(t).

E possivel imaginar a funcao de Euler £ : R — ' como um processo de enrolar
a reta, identificada a um fio inextensivel, sobre a circunferéncia C' de modo que o ponto

0 € R caia sobre o ponto (1,0) € C, indicado na figura 1.13.

34



Figura 1.13: Funcao de Euler.
Fonte: Lima (2013).

A cada vez que um comprimento [ é descrito pelo ponto ¢t na reta, tem-se uma
imagem E(t) percorrendo a circunferéncia C' com um arco de igual comprimento /. Em
particular, como a circunferéncia unitéria tem comprimento igual a 27, assim que o ponto
t descreve um intervalo de comprimento 27, significa que sua imagem E(t) d4 uma volta
completa sobre C| retornando ao ponto de partida. Logo, para todo t € R, tem-se
E(t + 2m) = E(t) e, mais geralmente, para todo k € Z, tem-se E(t + 2kmw) = E(t), seja
qual for t € R.

Reciprocamente, se t < t' em R tais que E(t) = E(t'), isto significa que se um
ponto s da reta varia de ¢ a t' sua imagem F(s) se desloca sobre C' no sentido positivo,
partindo de E(t), dando um nimero inteiro de k voltas e retornando ao ponto de partida
E(') = E(t). A distancia percorrida é 2kw, logo t' = t + 2kn), por definicio F(s)
percorre igual comprimento que s percorre sobre a reta R. Conclui-se que: E(t') = E(t)
se, e somente se, t' =t +2kn), com k € Z. (Parat’ >t , vale k € N; quando ¢t < t’ tem-se
k <0).

Vale destacar que uma funcao f : R — R é dita periddica quando existe um
nidmero T # 0 tal que f(t+7T) = f(t) para todo t € R. Se isto ocorre, entao f(t+ kT) =
f(t) para todo t € R e todo k € Z e, o menor T' > 0 tal que f(t +7T) = f(t) para todo
t € R é chamado periodo da funcao f.

Como a fungao de Euler é uma funcao periédica, a figura 1.14 representa todas

as propriedades das simetrias.
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Figura 1.14: Simetrias da funcao de Euler.
Fonte: Lima (2013).
1.6.3 As funcgoes seno e cosseno

A funcéo cosseno e funcdo seno, sdo funcoes trigonoméricas em R?, e denotamos

por cos : R — R e sen : R — R, cuja definicao é feita da seguinte forma:

Definicao 1.2. Para cada t € R, tem-se

E(t) = (cost, sent)

Em outras palavras, x = cost e y = sent sao, respectivamente, a abcissa e a ordenada do

ponto E(t) da circunferéncia unitdria.

Imediatamente segue desta definicao que, para todo t € R, vale a relacao funda-
mental

cos?(t) + sen’(t) = 1 (1.9)

Como ja mencionado a funcao de Euler é periddica, logo as fungoes cosseno e
seno sao periddicas de periodo 27, ou seja, conhecendo o comportamento da func¢ao no
intervalo [0, 27], j& é possivel conhecer o seu comportamento nos intervalos seguintes, ou

anteriores de comprimento 27.
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Analisar uma funcdo da forma y = cos(t) no intervalo [0,27], é o mesmo que
observar qualquer outro intervalo da forma [2k7, 2(k + 1)7], pois o valor de t que percorre
ao longo da circunferéncia da as coordenadas de um ponto apdés um nimero de voltas,
sem perda de generalidade. O que permite entao restringir o estudo destas funcoes ao
intervalo [0, 27].

Ainda vale ressaltar que as fungoes cosseno e seno, assumem valores positivos ou
negativos dependendo do quadrante em que se encontram. Além disso, uma funcao é par
se tem f(—t) = f(t) para todo t € R, e impar se f(—t) = —f(t) para todo t € R.

Desta forma, tem-se que para todo ¢ € R, E(t) = (cost, sent) e E(—t) =
(cos(—t), sen(—t)) e, observando a propriedade das simetrias apresentadas na figura 1.14,
note que quando E(t) = (z,y) tem-se E(—t) = (z, —y), o que implica que cos(—t) = cos(t)
e sen(—t) = —sent para todo t € R.

Logo, da conclusao acima define-se que a funcao cosseno € par e a fungao seno é

impar. De modo andlogo, sao estabelecidas outras relacoes que para todo t € R, valem:
cos(t +m) = —cost, sen(t+ m) = — sent

7r T
cos(t + 5) = —sent, sen(t + 5) = cost
cos(g —t) = sent, sen(g —t) = cost

cos(m —t) = —cost, sen(m —t) = sent

Se pode representar as funcoes seno e cosseno graficamente:
Dado um angulo, cuja medida em radianos é z, a fungao seno, representada pela

figura 1.15 é a funcao que associa a cada x € R o nimero sen x € R e denota-se por:

f(z) = senx. (1.10)
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f(x) = sen (x)

Figura 1.15: Funcao seno.

Dado um angulo, cuja medida em radianos é z, a funcao cosseno, representada

pela figura 1.16, é a funcao que associa a cada x € R o niimero cosx € R e denota-se por:

f(z) = cosz. (1.11)

f(x) = cos (x)

Figura 1.16: Funcao cosseno.

Observe que tanto a fungao seno quanto a funcao cosseno tem dominio igual a R,

contradominio igual a R e conjunto imagem {y € R;—1< y <1},

1.6.4 A funcao tangente

Outras funcgoes trigonométricas sao obtidas a partir de operagoes elementares com

as funcgoes seno e cosseno, a saber:

fanz = — (1.12)
cos

38



a funcao tangente, determinada pelo quociente, tem seu dominio restrito aos nimeros
reais, para os quais o denominador é diferente de zero.
Cabe observar que a funcao tangente dada pela expressao (1.12), tem como
;. . , . ~ . S1L: , m .
dominio o conjunto dos nimeros reais que nao sao multiplos impares de 5 Pois cosz = 0
T .. . ,
se, e somente se, x = (2k + 1)5 com k € Z. Note que o dominio da funcao r — tanzx é
o~ . s T
formado pela reuniao dos intervalos abertos (km — 5 km + 5)
T o,
—,—), a fungao é crescente e, x — tanz
2 ) 2 ) )
estabelece uma relagao biunivoca entre o intervalo aberto de comprimento 7 e todos os

Tomando por exemplo o intervalo (—

pontos da reta R.

Mesmo a funcao tangente nao estando definida para todo ntimero real R, sera
considerada como uma funcao periédica, de periodo 7, sendo este 0 menor niimero real
positivo tal que tan(x 4+ 7) = tanx se x e x + m pertencem ao dominio da fungao.

Dado um angulo, cuja medida em radianos é x com x # T +km, k € Z, a fungao
tangente representada na figura 1.17, é a funcao que associa a cada x € R o numero
tanz € R e denotado por:

(1.13)

]

Figura 1.17: Funcao tangente.
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Capitulo 2

Modelagem matematica

Neste capitulo sera abordada a modelagem matematica apoiada nos trabalhos de
autores que disseminaram ao final da década de 1970 debates acerca de uma proposta que
possibilitou a reflexao sobre fazer Matemaética, entre eles Bassanezi (2002). A utilizagao
da metodologia de ensino, através da modelagem matemaética, pode ser justicida como
ferramenta capaz de levar o aluno analisar e compreender de forma critica situacoes reais,
explicitas na visao de autores como Meyer et al. (2011); Biembengut (2009) e Burak
(2005).

Serao tratados topicos sobre a modelagem matemaética e sua concepgao de ensino
em sala de aula, tomando por relevante a proposta desta metodologia para o estudo de

problemas matematicos, em especial para a trigonometria.

2.1 Perspectivas da modelagem matematica

Ao observar o campo de desafios no ensino da Matemaética se optou por bus-
car uma metodologia de ensino que pudesse proporcionar um conhecimento de situagoes
praticas e reais, uma vez que na literatura se indica que os contetidos sao fragmentados
e sem contextualizacao, um fardo do ensino tradicional nas escolas, indicado como uma
das causas das dificuldades dos alunos em aprender.

Seguindo esta linha de trabalho, buscou-se evidenciar a modelagem matematica
como ferramenta pedagdgica, e analisar os textos de pesquisadores como por exemplo
Carlos R. Bassanezi, Joao Frederico C. A. Meyer, Maria Salett Biembengut, Ademir

Donizete Caldeira, que contribuiram com muitas publicagoes na area, em nosso pais.
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Diversos autores reforcam a importancia da pratica e escolha de metodologias

que qualifiquem o trabalho do professor, como salienta Burak (2010)

Podemos considerar que uma pratica educativa deve estar embasada em uma
ciéncia e, sem a consideracao de uma concepcao clara dos fundamentos que
constituem essa ciéncia pode, mais comprometer essa pratica, do que propria-
mente ser a solu¢do para o fim desejado (Burak, 2010).

A proposta pedagogica deve se desprender da pratica tradicional de ensino, por

essa razao, Alves (2017) afirma que novas metodologias devem ser trazidas para a sala de
aula evidenciando as que aproximem os conteidos matematicos de suas aplicabilidades e,
consequentemente, dos alunos.

Buscando acrescentar ao saber do aluno, praticas que definem conceitos ma-
tematicos abstratos, que justificam seu uso na solucao de problemas. A relevancia dada
na questao, é aplicar e fazer o uso da Matematica, num ensino dinamico, para, em seguida,
conceituar a Matemética em si e usé-la para avaliar como ferramenta (Meyer et al., 2011).

Estas intencoes, desde muito tempo, tem sido provocadas e colocadas em pauta
em movimentos matematicos. Biembengut (2009) cita avancos na aplicagao prética dos
conhecimentos em Matematica, que teve inicio com eventos, entre eles o Lausanne Sym-
posium, em 1968 na Suica, com debates acerca de como ensinar Matematica de modo que
seja util, preconizando situagoes da realidade do aluno, com aplicacoes nao padronizadas
e rigorosas e, sim, que favorecesse a habilidade em matematizar e modelar problemas. A
partir de entao, os grupos que foram sendo formados para os posteriores debates acerca
da modelagem matematica, influenciou o Brasil quase que simultaneamente.

O que se quer com a modelagem é ensinar Matemaética de uma forma que os
estudantes atuem ativamente neste ensino e criem mecanismos de reflexao e de agao
(Meyer et al., 2011).

A adocao desta maneira de trabalhar, é propor uma perspectiva com uso de um
curriculo contextualizado, com significado para professores e alunos, que seja dinamico
e possivel de sofrer alteracoes, além de ser readaptado, reorganizado para atender as
especificidades (Biembengut, 2009).

Desta forma, é possivel que os estudantes nao apenas tenham conhecimentos
matematicos, mas também desenvolvam habilidades para solucionar situagoes problemas
nas mais diversas areas.

Diante de um cenario de possibilidades, em que os recursos e tecnologias estao

cada vez mais presentes no cotidiano, é importante destacar que o ensino da Matematica
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e suas aplicacoes estao inseridos num tempo histérico, social e cultural.

Cabendo, entao, a partir de pesquisas, fundamentar a modelagem matematica e
suas estratégias e relagoes em sala de aula, discutir as perspectivas da modelagem e sua
relacao com as outras areas do conhecimento e propor uma reflexao sobre sua abordagem
para o ensino.

Segundo Sella (2016), a modelagem matemética se configura como uma proposta
de atividades que visa a aprendizagem dos alunos, partindo de aplicagoes matematicas.
Contribui para a consolidacao de uma imagem desta disciplina como ciéncia, que faz
parte da histéria e da cultura humana, possibilitando a construgao ou produgao de co-
nhecimento.

Caldeira (2009) afirma ser a modelagem matematica um dos possiveis caminhos
de uma nova forma de estabelecer, nos espacos escolares, a insercao da maneira de pensar
as relagoes dos conhecimentos matematicos e a sociedade mais participativa e democréatica,
baseada em pensamentos e pressupostos na sua complexidade, a tal modo que o professor
estrutura e media este processo.

Com essas ideias de aproximar o curriculo a um planejamento mais amplo com o
resgate de outras formas de empregar a Matematica, é possivel criar aulas que busquem
a interpretacao da realidade vivida e o emprego de conhecimentos que, de fato, estejam

relacionados a diversas areas.

2.1.1 Modelagem e Etnomatematica

As necessidades e explicagoes matematicas surgiram com o passar dos anos, como
contada no decorrer deste trabalho, com elas ficaram evidentes as diversas formas e ten-
tativas de resolver tais necessidades, muitas vezes, analisadas sob uma situagao problema.
Todas as técnicas e apropriagao do conhecimento transmitidos ao logo dos anos, mostram
a capacidade de criar e de inovar, além de modificar o espaco, as relagoes e aplicagoes
destes conhecimentos na percepgao da realidade.

Com esta gama de conhecimento, Biembengut (2014) retrata que tais observagoes
fazem da Matematica uma consequéncia destas necessidades, criadas, modificadas e in-
corporadas por um grupo, que entende e utiliza de métodos proprios, capazes de explicar
conceitos matematicos.

Estas concepgoes, D’Ambrosio (1998) denomina de Etnomatemética, a arte ou
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técnica de explicar, conhecer e entender como uma pessoa ou grupo gera conhecimento
matematico, faz uso em seus afazeres, organiza e transmite este conhecimento a outrem
(apud Biembengut, 2014, p.208).

Em meio ao contexto sociocultural, as a¢des que uma pessoa ou grupo tende a
executar determinadas situacoes caracterizam seus pensamentos, valores e sua base mate-
rial e social, tanto que o propdsito das praticas matematicas perpetua sobre manifestacoes
de métodos.

Biembengut (2014) refor¢a que na Etnomatematica, o foco encontra-se no reco-
nhecimento do fazer e do saber matematico das pessoas, resultantes das necessidades e
das vivéncias delas. Utilizar-se destes fazeres e saberes nas praticas pedagdgicas, pode
melhor contribuir para a formacao académica dos estudantes.

A Etnomatemadtica busca compreender e analisar as praticas matematicas vi-
venciadas ao longo dos tempos, como foram percebidas as ideias e como as atividades
foram sendo reconhecidas pelos povos em seus grupos, também como afirma Biembengut
(2014), tem o papel de instigar o aluno a conhecer diferentes linguagens e procedimentos
na solucao de algum problema, valorizar diferentes culturas e formas sociais. Enquanto
a modelagem matematica trabalha com problemas reais, instiga o aluno a pesquisar e
questionar situacoes e utilizar-se de conhecimentos ja produzidos pela cultura local para
sanar tais questoes.

Meyer et al. (2011) e Biembengut (2014), concordam que em ambos os casos,
Etnomatematica ou modelagem matematica parte-se de uma situacao problema que, para
solucioné-la, utilizarao de conhecimentos familiarizados em sua convivéncia local.

Neste sentido, dialogar entre modelagem matematica e conhecimentos construidos
anteriormente pelo aluno, é possibilitar a construcao de um curriculo mais dinamico que
valoriza toda a construcao dos envolvidos no processo. Além de facultar ao professor a
mediacao desta proposta de ensino, sendo o orientador, capaz de colaborar com os alunos
para a tomada de decisoes, ao selecionar informacoes, organizar as ideias e hipdteses,
construir argumentos para as solucoes, compartilhar suas conquistas e descobertas.

A modelagem e a Etnomatematica sao consideradas como métodos de ensino e
pesquisa, pois tém mostrado aos estudantes mais que regras ou modelos matematicos.
Tem alcancado niveis satisfatorios de conhecimento social e cultural e alguns principios

relativos a realidade que nos cerca (Sella, 2016).

43



Bassanezi (2002) aponta que a modelagem também se encaixa no paradigma
da Etnomatematica e salienta que a proposta com enfoque epistemoldgico alternativo
associa-se a uma historiografia mais ampla, com forte fundamentacao cultural a acao
pedagdgica, fato que justifica ser uma metodologia mais adequada ao se trabalhar com
diversas realidades.

Sebastiani Ferreira dedicou-se ao estudo da Etnomatematica, como cita Esquin-
calha (2018), analisando-a como uma proposta metodoldgica, que cria agoes pedagdgicas
impulsionadas pela pesquisa etnomatematica seguida da utilizacdo da modelagem ma-
tematica para alcancar os objetivos educacionais.

Um modelo pedagdgico proposto por Sebastiani Ferreira (1994) que enfatiza o
resgate da Matematica que existe nas diferentes formas de expressao cultural e que estao
presentes no cotidiano do aluno, é traduzido pelo esquema da figura 2.1, em que se pode
observar os caminhos semelhantes ao processo de modelagem matematica em sala de aula

Sebastiani Ferreira (1994, p.92).

CONTEXTO ETNOGRAFIA ETNOLOGIA
ou ou
SociAL PESQUISADE > | ANALISEDA [ | MODELO
REALIDADE
CAMPO PESQUISA
r y |
Técnicas e
Estratégicas
matematicas
A SOLUCAO
ACAO _SOLUCOES

NAO-SOLUCOES

Figura 2.1: Esquema de modelo pedagogico - Sebastiani Ferreira.
Fonte: Sebastiani Ferreira (1994).

A questao da Etnomatematica como um programa de pesquisa cientifica, ci-
tado por Sebastiani Ferreira (2007) em um dos seus trabalhos, aponta autores como
D’Ambrosio, como grande precursor no avanco desta linha de pesquisa. Reforca também
a forte interacao do individuo com seu convivio social, o que remete a ideia de que traba-
lhar com a realidade que o cerca traz muito mais sentido para os conceitos da Matematica.

Para D’Ambrosio (2011) existe uma rela¢ao importante quando se fala de modela-
gem e Etnomatematica, dado que as informagoes que foram sendo recebidas e aprimoradas
no ciclo do conhecimento, por meio de memorias, registros, sentidos, cédigo genético, se

processaram e foram organizadas para representar a realidade como modelos. Tal o qual
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se nomeia este processo de modelagem, utilizando instrumentos disponiveis que é deno-
minada Etnomatematica.

Neste sentido, a aproximacao da Etnomatematica com a modelagem, como um
dos possiveis caminhos de uma nova forma de estabelecer a inser¢ao da maneira de pensar
as relacoes dos conhecimentos matematicos, implica em incorporar o educar matematica-

mente nas praticas dos professores (Meyer et al., 2011).

2.1.2 Modelagem matematica no contexto de sala de aula

Ao pontuar as intimeras situagoes que ocorrem em sala de aula, como métodos
tradicionais de ensino, a falta de recursos pedagogicos, as intimeras opgoes atrativas fora
de sala e avancos tecnolégicos que chegam de forma morosa dentro das escolas para o
trabalho didatico—pedagdgico, observa-se que é primordial a busca por novas perspectivas
e metodologias capazes de motivar os alunos.

Segundo Bassanezi (2002), a modelagem pode ser um método aplicado em vérias
situacoes, cuja intensao seja a de estimular alunos e professores de Matematica a desen-
volverem suas proprias habilidades como modeladores.

Meyer et al. (2011), de forma suscinta, analisa as contribuic¢oes de diversos autores
que tratam as perspectivas da modelagem e afirma que as diferencas que se apresentam,
basicamente, é quanto a énfase na escolha do problema que sera investigado e, desta forma,
como este serd direcionado. Ou seja, se parte do professor, ou ajusta-se num acordo entre
alunos e professor ou, se os alunos é que fazem a escolha quanto ao que desejam pesquisar.

Em seu estudo, Biembengut (2014) identifica que estudiosos apontam a im-
portancia do estudo da Matematica estar vinculada a outras areas do conhecimento, o que
possibilita ao aluno criar conexoes com fatos ja conhecidos. Permite, assim, desenvolver
habilidades para a solucao de diversos problemas, estabelecendo relacoes nao apenas com
contetidos matematicos.

A modelagem matematica impulsiona os alunos a explorar mais as representacoes
e situacoes a eles apresentadas, além de estabelecer um conjunto de conhecimentos inter-
relacionados. Ela tem o papel de desenvolver habilidades de investigacao, formulagao e
explicacao de argumentos, que podem surgir de experiéncias empiricas contribuindo para
a formagao cientifica ampliando assim a compreensao da realidade.

Ambos, Bassanezi (2002) e Burak (2005) concordam que a modelagem matematica
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favorece e potencializa a aprendizagem nao s6 da Matemaética, como também em outras
areas do conhecimento. Implementar aulas sob a perspectiva da modelagem matematica
é, de certa forma, um meio de realizar um trabalho interdisciplinar e potencializar uma
ampla visao da situacao—problema envolvida.

Um dos maiores desafios em trabalhar com a modelagem, como aponta Bassanezi
(2002) é a adogao do processo da modelagem. Para a maioria dos professores é preciso
transpor a barreira naturalmente criada pelo ensino tradicional. Nao se trabalha com
linhas delineadas e que obedecam sequéncias com o mero cumprimento do curriculo. Em
sala de aula, s6 se aprende modelar, modelando.

Bassanezi (2002) define a modelagem matemética como

um processo dinamico utilizado para a obtencao e validagao de modelos ma-
temdticos. E uma forma de abstracao e generalizagao com a finalidade de
previsao de tendéncias. ... A modelagem é eficiente a partir do momento que
nos conscientizamos que estamos sempre trabalhando com aproximagoes da re-
alidade, ou seja, que estamos elaborando sobre representacoes de um sistema
ou parte dele (Bassanezi, 2002).

A abordagem quanto a proposta de trabalho com a modelagem matematica em

sala de aula, sera apresentada sob dois olhares, de Meyer e Bassanezi, os quais apresentam-
na como ferramenta metodoldgica de ensino.
Segundo Bassanezi (2002) a modelagem matemética de uma situagdo—problema

segue uma sequéncia de etapas, descrita na figura 2.2.

| - Problema nao PR " .
* ? - strace I — I z
Matemdatico = G Il - Modelo Matemitico
n l ; # I :
] ¥ 2 +
1 - Exparimantagio S : 3 - Resolughe: Estudo
3 Analitico & Numérico
“.‘ : =
E ‘-; L . " T
i : : Ve O .
; H : )
i : - s Ja A
: i . ,W ;
i i ' v
; & - Modificagao i
i v i
e i e .
Il - Dados Experimentais| e 4 - Validagdo e IV - Solugéo
B - Aplicagao

Figura 2.2: Esquema de uma modelagem que descreve uma situagao—problema.
Fonte: Bassanezi (2002).
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Resumidamente, as etapas representadas no esquema sao:

Experimentacao: Atividade em que se obtém os dados, com métodos experimentais,
ditados pela propria natureza do experimento e objetivo da pesquisa. Nesta fase, o
matematico ajuda a direcionar a pesquisa e contribui posteriormente facilitando o

calculo dos parametros envolvidos nos modelos matematicos.

Abstracao: Nesta fase formulam-se os modelos matematicos, busca-se selecionar as
variaveis que agem sobre o sistema que devem ser claramente definidas, problematiza-
se ou formula-se os problemas tedricos numa linguagem prépria, adequando a sis-
tematizacao de uma investigagao. Por mais que uma proposta de tema seja abran-
gente, a formulagao de um problema deve ser mais especifica, para que as hipéteses
formuladas direcionem o pesquisador a generalizagoes, observacoes de fatos, com-

paragao a outros estudos e possibilite, assim, dedugoes empiricas especificas.

Resolugao: Nesta fase substitui-se a linguagem natural das hipéteses por uma lin-
guagem matematica coerente, fato que origina o modelo matematico, que tera em
sua resolucao o grau de complexidade empregado conforme a sua formulagao. Em
alguns casos o uso de recursos computacionais sera a tnica forma de viabilizar uma

solugao numérica aproximada.

Validacao: Eo processo de aceitagao ou nao do modelo proposto, em que os modelos
juntamente com suas hipéteses ja atribuidas, devem ser testados em confronto com
os dados empiricos e comparados com solugoes e previsoes obtidos no sistema real,
dado que este grau de aproximacao seja o fator preponderante para sua validacgao.
Um bom modelo matemético deve ser, segundo suas qualidades, suficientemente

simples e representar de maneira razoavel a situacao analisada.

Modificacao: Conforme os fatores ligados ao problema, o grau de aproximacao rejei-
tado indica que as solugoes nao condizem com as previsoes corretas, além de haver
a possibilidade de hipdteses nao serem suficientes, alguns dados podem ter sido ob-
tidos de forma incorreta, as hipéteses e dados sao verdadeiros mas insuficientes, a
possibilidade de haver variaveis necessarias mas nao incluidas no modelo. E possivel
que se tenha cometido algum erro no desenvolvimento matematico formal, fato que
leva a reformulacao dos modelos, que nao pode ser considerado definitivo, podendo

o mesmo ser melhorado, oportunizando assim uma retomada das fases.
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Para Meyer et al. (2011), o processo de modelagem matemadtica de uma situacao
problema, requer a discussao das diversas relagoes existentes no ambito escolar, desde a
relacao deste processo com o curriculo e suas especificidades, dos quais os contetidos ma-
tematicos sao, de fato, produto final do conhecimento que nem sempre serao apresentados
de forma linear.

Desta forma, trabalhar com a modelagem matematica afim de solucionar proble-
mas e aprofundar conhecimentos partindo da curiosidade e investigacao do aluno, como
exemplificado pelo esquema da figura 2.3, em que se tem um processo de modelagem

segundo Meyer et al. (2011, p.42).

Problema .| Hipétesasde + Problama matemétios
real ol simplificagSe
Raselugda
(dlpubllu

decisérios wluld *
da selugde da soluglo

Figura 2.3: Esquema descrevendo um processo de modelagem.
Fonte: Meyer et al. (2011).

Cabe entao ao professor analisar as suas estratégias para que possa sensibilizar a
turma, encaminhar, incentivar e propor a busca por solugoes de problemas reais, além de
instigar que os alunos tragam situagoes de fora para dentro da escola (Meyer et al., 2011).

O objetivo de ensinar sob a perspectiva da modelagem matematica, é capacitar o
aluno na busca de ideias matematicas, que contextualize situagoes, pesquise, explore, en-
tenda, tome decisoes e participe influenciando de forma dinamica as constantes mudancas
no processo (Meyer et al., 2011).

Quando ha possibilidades de novas estratégias de acao pedagdgica, o professor
pode observar resultados e motivagao por ele e por parte dos alunos, também pode criar e
manifestar interesse em formar um estilo novo e préprio de ensinar, como apontam Mutti
e Kliiber (2018).

Mutti e Klitber (2018) evidenciaram a transformacao na pratica do professor
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quando experimentam a satisfacao e aprendizagem dos alunos com suas aulas. Estas
novas experiéncias propoem abertura e busca para um sentido nas mudangas produzidas,
por meio de conhecimento no contexto diferenciado a qual sao submetidos. Nesta pesquisa,
com professores que atuam em sala de aula, identificaram a viabilidade da compreensao
e interpretagao e de agoes que implicam o fortalecimento do conhecimento e das praticas

no contexto, quando trabalhado através da modelagem matematica.
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Capitulo 3

Proposta para abordagem da

trigonometria

Neste capitulo é proposto um trabalho pedagdgico com aplicacao da modelagem
matematica para alunos do ensino médio. Buscando provocar um cenario dinamico para
a aplicacao de uma sequéncia didatica, dando oportunidade de realizacao de um tra-
balho que, de forma interdisciplinar, promova discussoes e contemple ideias acerca da

organizacao das etapas de ensino.

3.1 Oscilacao do péndulo simples como tema motiva-
dor

A discussao de acontecimentos bem como a aplicagao da modelagem matematica
em situagoes—problema reais, torna o espaco da sala de aula um ambiente oportuno na
construcao do conhecimento, prazeroso ao professor e aluno, principalmente, quando se
promove um cenario de experimentos com recursos materiais e com simulagoes. Diante
disso, a assimilacao de conceitos cientificos formados através de processos que instigam
pesquisa, reflexao e busca por solucoes, sao melhor absorvidos.

Como abordado em 2.1.2, se deve adotar a organizacao das etapas da modelagem
matematica para a sequéncia didatica, definida conforme o objetivo do professor.

A etapa inicial se dd com a escolha do tema e a definicdo dos conteiudos ma-
tematicos inseridos no estudo destes, devem ser estabelecidos e escolhidos de forma prévia,

levando em conta que novos conteidos possam surgir no decorrer do proprio processo.
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Considerando o tema, oscilagoes do péndulo simples, os contelidos de Matematica
a serem estudados previstos nas etapas sao: medida de comprimento, medida de tempo,
razao e proporc¢ao, as relagoes trigonométricas na circunferéncia trigonométrica, funcao
cosseno, periodicidade das fungoes trigonométricas.

Para a atividade, o professor podera definir duplas, apresentar o objetivo do
experimento e estabelecer o tempo da aula pratica, com a finalidade de agilizar e envolver
os alunos na organizagao.

Para dar inicio a atividade (etapa 1), uma vez escolhido o tema, é necessério
definir uma questao problematizadora, a qual ird conduzir a experimentacao, bem como
a busca por informacoes.

Dai, se realiza a atividade com o experimento pratico e a coleta de dados. O
professor neste processo direciona, orienta e acompanha a atividade feita pelos alunos.
Com a obtencao dos dados, a intengao é construir uma tabela numa planilha eletronica
para facilitar a leitura e andlise de forma mais eficiente.

Esta planilha também sera utilizada para a construcao de graficos, dos quais os
alunos farao a andlise. As planilhas permitem aos alunos se concentrarem nas mani-
pulagoes, no raciocinio e na “programacao” ao invés dos calculos rotineiros, que podem
ser entediantes para muitos dos estudantes (Saldanha, 2016).

Na etapa 2, os alunos farao o levantamento das hipdteses e questionam as possibi-
lidades de solucao, podendo ser das mais diferentes formas pelas duplas. Sao elencados os
conceitos matematicos que irao comprovar as tentativas de solugao para os dados obtidos.

Neste momento, os alunos formulam modelos matemaéticos que respondam a
questao problematizadora e observam se esta responde ao questionamento.

Na etapa 3, é feita a resolucao e andlise do modelo obtido, verificando se o mesmo
traduz matematicamente o fenémeno. E claro, que outros aspectos interessantes podem
surgir, como o estudo do péndulo, do ponto de vista fisico, o que associa e agrega maior
conhecimento se o professor da disciplina puder contribuir com uma aula sobre movimento
harmonico simples.

A expressao que surge, a partir do experimento real, passa a ser um instrumento
que caracteriza a funcao cosseno, a peridicidade de uma funcao. A partir de entao sao
discutidas as aplicagoes da trigonometria em situacoes reais.

Na etapa 4, é validado o modelo formulado e isso pode ser feito com acompa-
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nhamento grafico, a partir dos dados inseridos na planilha eletronica. Assim, é possivel
fazer a comparacao do modelo obtido por meio do experimento, com apoio do recurso
computacional, aplicando a férmula da fun¢ao em relagao ao tempo.

Aqui é possivel que a dupla discuta, argumente e analise as solugoes obtidas, acei-
tando ou nao o modelo. Apontem as dificuldades encontradas e a eficiéncia dos métodos
utilizados. Diante das conclusoes é que se refuta ou nao o modelo, se acaso o refutar, o
processo se repete evidenciando novos caminhos e autoavaliando o trabalho realizado.

Ao professor cabe a responsabilidade de estar em constante didlogo com os alunos,
questionando os resultados e instigando a comprovacao do método.

Finalmente, os alunos farao a apresentagao do experimento e do modelo ma-
tematico e destacarao os conceitos matematicos que aprenderam e sua aplicacgao.

Com a atividade aplicada, a intencao é mostrar o potencial que uma atividade
pratica, que nao é uma tarefa trivial, pode oferecer no ensino de trigonometria, ou que
muitas vezes, por simples que seja, pode abrir reflexdes para iniimeras possibilidades de

ensino.

3.2 Organizacao metodolégica

3.2.1 Contextualizacao da situacao problema

O movimento do péndulo simples proporciona diversos dados que mostram o seu
comportamento. Dentre estes se considera o seu deslocamento dado por uma unidade de
medida equidistante adotada, medido em segundos, o qual é aproximado por uma equacao

matematica que descreve seu movimento.

3.2.2 Materiais necessarios:

1. Péndulo do tipo prumo. (Este poderd ser montado, com fio de nylon ou barbante e

um objeto de massa considerdvel).
2. Cartolina.
3. Pincel marcador.

4. Celular ou camera filmadora.
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5. Computador ou notebook com planilha eletronica.

6. Suporte em formato de U retangular, ou suporte em formato de L invertido, com
base, a ser transportado para qualquer lugar. Confeccionar o mesmo com ripas de
madeiras presas por parafusos ou barras de ferro soldadas em suas extremidades,
conforme a figura 3.1. Este instrumento pode ser confeccionado antes da aula pratica

pelos proprios alunos.

/N i
|
I : fio do péndulo
| fio do |
1 péndulo 1
|
iy
&
. 4
+ base #base base

Figura 3.1: Exemplo de suporte em L e em U retangular invertidos.

3.2.3 Objetivos especificos

— Estabelecer relagoes entre os conceitos matematicos e o aprender a pensar matema-

ticamente, explorando propriedades de trigonometria;

— Identificar que o uso da trigonometria, bem como a compreensao das técnicas e

calculos para facilitar as medigoes e explorar sua aplicagao e contextualizagao;
— Promover debates e envolvimento dos alunos no processo de ensino;

— Promover situagoes—problema praticas aplicadas no contexto histérico com signifi-
cado aos conceitos matematicos, com vista a leitura de mundo e sua transformagao

desde a antiguidade;
— Analisar a dinamica da modelagem matematica como ferramenta pedagdgica;

— Promover reflexoes e andlise critica sobre a construcao histérica do pensamento

matematico bem como a sistematizacao da trigonometria;
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3.2.4 Sequéncia da atividade

A sequéncia didatica aqui proposta parte do principio que os alunos ja tenham
familiaridade com conceitos trigonométricos. Se propoe uma atividade experimental, ex-
pressa na tabela 3.1 (pg. 58) de forma resumida, tendo como objetivo dar significado ao

estudo de trigonometria e suas aplicagoes.

3.2.5 Planejamento das atividades
3.2.5.1 1° momento: Aula conceitual

A sugestao é apresentar conceitos matematicos sobre o péndulo, que historica-
mente teve sua utilizacao desde a antiguidade e conceituar o sistema de funcionamento
do péndulo e suas variaveis conforme indicado no apéndice A.1. Problematizar o uso das
medidas de tempo e sua padronizacao promovendo debates.

Como questao problematizadora do tema, oscilagoes do péndulo simples, tem-se
uma possivel questao: em tempos antigos, os relégios de péndulo eram utilizados como
padrao a uma constante, chamada tempo. Considerando que é possivel utilizar diferentes
medidas de comprimento L para o fio que sustente o péndulo, apresentado conforme a
figura 3.2, qual o comportamento do péndulo em relagao ao tempo e sua posicao de
largada, quando observados durante um intervalo de tempo? Quais serao as frequéncias,
ao soltar um péndulo comprido e um péndulo curto, em um mesmo intervalo de tempo?

Como é possivel medir o tempo corretamente?

@

Figura 3.2: Péndulo simples.
Fonte: https://www.sofisica.com.br/conteudos/Ondulatoria/ MHS /pendulo.php.

Ao término da aula, o professor ird verificar as curiosidades, sugerir pesquisas

sobre o tema e discutir com os alunos a situacao—problema, gerando a questao problema
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que serd o ponto de partida para a busca de solucgoes.

Nesta aula, o professor poderd solicitar que os alunos se organizem e tragam os
materiais necessarios para a realizagao do experimento, com antecedéncia, levando em
consideracao que nao serda oneroso para os alunos, caso a escola nao disponha de tal

material.

3.2.5.2 2° momento: Aula pratica

Solicitar aos alunos que se organizem em duplas e distribuir entre eles os materiais
que serao utilizados na aula pratica.

A dupla definird a funcao de cada um e fard um trabalho coletivo, ajudando-os
mutuamente, sempre em didlogo e constante socializacao das duvidas. O professor atuara
neste momento com a orientacao e acompanhamento da atividade.

O experimento serd montado em sala de aula, com a finalidade de que haja menor
influencia possivel de fatores externos. Cada dupla terda um suporte com base fixa, em
formato de U ou L invertido (ver modelo na figura 3.1). A montagem do péndulo sera feita
por cada uma das duplas, de forma que as medidas do comprimento do fio nao precisam
ser as mesmas. A base de sustentacao do péndulo ficara posicionada préoxima a parede,
onde estara colada a cartolina para as marcacoes do movimento do péndulo.

Cada dupla ird escolher um comprimento qualquer para o fio inextensivel do
péndulo. Em seguida, sera feito na cartolina o desenho da trajetéria que o péndulo ja
fixado fara, em formato de setor circular, com auxilio do pincel marcador.

E marcada a posicao estacionaria do péndulo, o qual estd parado na posicao
vertical. A direita desta posicao sao marcadas as posicoes positivas e a esquerda do ponto
da posicao vertical sao marcadas as posi¢oes negativas, de 1 em 1, utilizando uma medida
equidistante. Os alunos poderao utilizar o polegar, ou qualquer medida de comprimento

adotada para a marcacao das posicoes, conforme a figura 3.3.
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Figura 3.3: Exemplo da montagem final do experimento.

3.2.5.3 3° momento: Aula pratica

Apds montado o sistema do péndulo simples para o experimento, os alunos de-
verao definir um espaco ideal para que a filmagem do experimento aconteca. Um deles se
posiciona em local estratégico para a filmagem, enquanto o outro fara o lancamento do
péndulo.

O péndulo sera solto a direita, na posicao positiva, com abertura aleatoria desde
que permaneca no limite da marcacao feita. A partir de entao, inicia-se a filmagem. Cada
segundo capturado descreverda uma posicao para o péndulo, ao longo de sua trajetoria.

Durante a atividade, os alunos terao o cuidado de registrar, organizar e definir
o tempo de observacao do experimento, lembrando que o professor devera orientar que,
para uma melhor precisao, é importante observar um intervalo maior de tempo para a
coleta de informacoes, o suficiente para analisar o experimento.

A dupla podera coletar a quantidade de tempo que considera ideal, podendo ou
nao utilizar todas as medigoes, uma vez que eles poderao selecionar a quantidade de dados

que irao utilizar para a andlise.

3.2.5.4 4° momento: Aula pratica

Esta aula poderd ser realizada no laboratorio de informética, ou se os alunos
possuirem notebook, o professor podera solicitar que os tragam para a aula, neste dia.

Apoés o experimento pratico, ¢ momento de anotar os dados da filmagem. Para
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facilitar a atividade, os alunos registrarao as informacoes colhidas em uma planilha
eletronica. Para isso terao que, inicialmente, baixar o video no computador e assisti-
lo para que observem a posigao do péndulo em fung¢ao do tempo (em segundos).

Para cada segundo, na tabela serd feito o registro da posicao que o péndulo se
encontra, negativa ou positiva, conforme a posi¢ao obtida no experimento. Considerando
as medidas registradas, é possivel organizar as colunas 1 e 2, conforme exemplo dado
na tabela 3.1. Lembrando que o intervalo de tempo observado serd o nimero de linhas
definidas na tabela.

Em seguida, os alunos farao a andlise dos dados obtidos, construindo o grafico
com auxilio da planilha eletronica, do tipo dispersao, com a finalidade de observar o tempo
que o péndulo leva para descrever um ciclo completo, representado no eixo horizontal pela
variavel t, que define o periodo da fungao. Além disso, no decorrer do intervalo observado,
a oscilagao maxima das alternancias em torno da posicao estacionaria, representada no

eixo vertical, mostra a amplitude do movimento.

3.2.5.5 5° momento: Aula interativa e pratica

Posterior a analise dos dados, o professor ira explicar aos alunos que este periodo
de oscilagao, ocorre a cada 27 e é necessario encontrar a amplitude do movimento e o
valor de w definido na equacao 3.1, dada em radianos e que descreva esta funcao. O valor
de w o qual é denominado frequéncia angular, representa uma taxa de variacao de uma

grandeza angular em radianos por segundo.

w=2nf (3.1)

sendo f a razao entre o numero de ciclos e o tempo necessario para realiza-los. Ciclo é
uma oscilacao completa, por exemplo: se sai de um ponto A, vai até —A e retorna para
o ponto A, temos assim um ciclo completo (Young e Freddman, 2003).

A amplitude, no eixo vertical, sera o deslocamento méaximo do corpo a partir da
posicao de equilibrio. Por isso sera um valor sempre positivo.

O professor conceituara a fungao cosseno, fara a analise do grafico com situagoes—
problema, e fara comparacao com as informagoes reais obtidas no experimento.

Os alunos deverao modelar matematicamente, uma funcao analitica que repre-

sente o movimento do péndulo em funcao do tempo, dada em 3.2.
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f(z) =A-cos(w - ) (3.2)

Farao a terceira coluna da tabela 3.1, utilizando a equacao 3.2 e o intervalo de
tempo do experimento.

Posteriormente farao as comparacoes do valor real do experimento com o valor
analitico do modelo obtido, aproximando ao maximo com os dados reais. Esta com-
paragao grafica, serd feita com as colunas 2 e 3, da tabela 3.1 utilizando o recurso da
planilha eletronica para desenhar o grafico por dispersao, reorganizando, entao, o modelo
matematico para uma melhor aproximacao possivel.

Na tabela, o professor ira solicitar que os alunos simulem o calculo, verificando
quais variaveis devem ser utilizadas, surge neste momento a construcao dos conhecimentos
matematicos sobre trigonometria. Sendo possivel, entao, que os alunos facam a relacao
entre teoria e pratica vivenciada em sala de aula.

Desta forma, se dé oportunidade que os alunos gerenciem a sua atividade, tes-
tando valores e calculando-os, para encontrar o valor de w adequado ao experimento,
que mais aproxime o modelo analitico para os dados obtidos. A manipulacao deste dois
parametros (A e w) dard credibilidade ao aluno, que estard produzindo e re-significando
sua aprendizagem.

Considerando que as aproximacoes das medidas encontradas e calculadas, indicam
uma possivel solucao e que estes valores se repetem a cada intervalo de tempo, o aluno é
capaz de verificar que a relacao existente entre estes parametros demonstra a periodicidade
da funcgao.

Além disso, é interessante discutir com os alunos o que ocorre com estes parametros,

ao variar o comprimento do fio.

Tabela 3.1: Dados do experimento para a planilha eletronica.

t Pt) f(x)
0 F £
1 P f(1)
n P f(n)

Na tabela 3.1:
e t — representa o instante de tempo, em segundos.

o8



e P(t) — representa a posi¢ao do péndulo, no instante t, obtida pelo experimento.

e f(x) — representa a funcao posigao do péndulo f(x) = A - cos(w - ), é o modelo

matematico que melhor se “aproxima” do fendmeno estudado.

E importante destacar os resultados alcancados pelos grupos que utilizaram as
medidas diferentes no comprimento do fio, cujas simulagoes da atividade pratica tem
intuito de fazer a reflexao sobre as situacoes envolvidas. Este procedimento é a modelagem

matematica da situacao—problema.

3.2.5.6 6° momento: Aula avaliativa

Aos alunos sera solicitado que facam os registros pertinentes a realizagao da
atividade, a construcao de um portifélio contendo as observagoes, desde como se deu a
organizacao e socializagao da atividade na dupla e o que tal atividade contribuiu para sua
aprendizagem.

Todo registro como figuras, anotagoes, conclusoes, o desafio da atividade, execucao,
enquanto produziam os modelos que representavam o experimento, podem fazer parte do
portifélio da dupla.

A avaliacao se dard numa pespectiva de observar pontos positivos e negativos da
atividade, a participacao e comprometimento da dupla, por meio de entrevista e didlogo
com os alunos, a fim de que os mesmos exponham suas opinioes.

Sera observado individualmente cada aluno para o diagnéstico da aprendizagem,
bem como possibilitar melhorias nos encaminhamentos metodolégicos. O professor podera
organizar um momento da aula para socializar os modelos matematicos das duplas e sua
validade.

A tabela 3.2 detalha resumidamente a sugestao da atividade, dentro da proposta
da modelagem matematica, sendo possivel o professor utiliza-la como base para novas

aplicagoes nas diversas etapas para o ensino.
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Tabela 3.2: Sequéncia didatica.

Aula Objetivo Analise da reali- Metodologia Nimero
dade de aula
Definir matemati-
camente o péndulo | Problematizar .
) . . - . Aula expositiva e
Conceitual | simples. Elabo- | situagoes reais. . 1
. . dialogada.
rar questoes proble- | Definir o problema.
mas.
Organizar e com- | Organizacao da du- | Montagem do sis-
Pratica preender a ativi- | pla, preparar a ati- | tema para o experi- | 1
dade pratica. vidade. mento.
Realizar o experi-
Desenvolver a L. .
. mento pratico, ob- | Filmagem do expe-
.. capacidade de N .
Pratica ~ - servar o fenémeno | rimento e coleta de | 2
observagao, analise .
. do movimento | dados.
e compreensao. -
periddico.
Organizar in-
Desenvolver a capa- . . -
. . Sistematizar os | formagbes e ana-
P cidade de organizar . .
Pratica . dados reais, fazer | lisar graficamente
dados em planilha ~ 1
. comparacoes. o0 comportamento
eletronica.
dos mesmos.
Modelar e Va-
lidar a  solugao ~
tomati Fazer  conclusoes
Interativa matematica en.con— sobre a atividade | Aula expositiva e
(s trada, construindo - . - . 2
e pratica L. pratica e situagoes— | procedimental.
significados. Re-
B . problema.
lacionar teoria e
pratica.
Organizar os regis-
tros e dados ob- No decor
e . Identificar e avaliar | Construcao do por- | tidos. Sistemati- .
Avaliativa . e . rer da ati-
os conhecimentos. tifélio. zar os conceltos e vidade

aprendizagem indi-
vidual e coletiva.

O que diferencia a sequéncia didatica aqui apresentada dos demais trabalhos ja
observados em outras dissertacoes, é que este utiliza um experimento pratico construido
pelos alunos, de forma que a coleta de dados e a manipulacao destes é feita passo a passo,
construindo percepcoes para se obter o conceito de funcao trigonométrica.

Permite ao aluno visualizar e compreender a construcao do modelo matemaético
que identifica o movimento harmonico simples do péndulo, com o comportamento dado

por uma oscilagao peridédica. Nao se traz uma féormula pronta, mas sim possibilita que o

aluno a construa, com significados a partir de sua pratica.
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Esta sequéncia didética é realizada num espaco dinamico do qual o aluno pode
utilizar o celular como uma ferramenta de aprendizagem. Nao se trata de uma atividade
estagnada com propostas restritas, e sim da aplicagdo de um fendémeno, cujos dados
promovem a formulacao de hipdteses, a organizacao e visualizacao deste comportamento
graficamente e posterior a essas observagoes a definigao de fungoes trigonométricas. Além
do aluno poder realizar um experimento que o possibilite descobrir como as tecnologias e
planilhas eletronicas podem otimizar a compilacao de dados.

O ensino de fungoes trigonométricas contextualizado traz a proposta para a com-
preensao do modelo matematico obtido a fim de explicar o fendomeno, nao apenas com
a realizacao de calculos mecanicamente. D& oportunidade para a andlise e consisténcia
logica da situacao—problema, a formalizacao e troca de ideias e reflexoes, a construcao de

conhecimentos matemaéaticos.

3.2.6 Experimento teste com o péndulo simples

Neste momento serd feita a realizacao da atividade, com dados obtidos a partir
de um experimento teste feito pela autora deste trabalho, utilizando materiais sugeridos
conforme a figura 3.4(a). A montagem e execucdo, desde o desenho da descricdo do
movimento do péndulo simples conforme a figura 3.4(b).

A coleta dos dados através da filmagem e a elaboracao da planilha eletronica
seguem todos os encaminhamentos da sequéncia didatica, com objetivo de mostrar como
a abordagem e manipulagao dos dados devem ser discutidas e como podem ser trabalhadas

a construgao dos conceitos de fungoes trigonométricas.

(a) Materiais para a montagem do experi- (b) Descrigao do movimento do péndulo
mento. simples com marcagao equidistante.

Figura 3.4: Montagem do experimento.

61



Para este experimento teste foi tomado o tempo de observacao para os 15 primei-

ros segundos, registrados na planilha eletronica, conforme a tabela 3.3.

Tabela 3.3: Planilha eletronica - teste péndulo simples.

t  P(t)
0 5
1 5
2 5
3 5
43
5 -2
6 0
71
8 -3
9 4
10 -5
11 5)
12 -5
13 4
14 4
15 2

Inseridos os dados na planilha eletronica, neste caso se utilizou o aplicativo Ex-
cel™da Microsoft™, foi feito o grafico de dispersao com os dados das duas colunas, tempo

e posicao em funcao de tempo, que resultou na figura 3.5.

Grafico por disperséo
Teste do péndulo simples

Figura 3.5: Experimento teste do péndulo simples, posi¢ao P(t) em fungao do tempo t.

No gréafico, o sistema ortogonal OXY', fornece a oscilagdo da varidvel P(t) em
relacao ao eixo vertical y, cujas medidas correspondem a posicao em funcao do tempo, e

eixo horizontal x do tempo medido em segundos.
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A amplitude, comportamento das oscilacoes no eixo y, terd um deslocamento
maximo do corpo a partir da posi¢ao de equilibrio, e este valor sera sempre positivo.
Neste teste, a amplitude maxima foi 5.

No eixo z um ciclo é estabelecido a cada vez que a variavel sai de uma posicao
positiva maxima e retorna para esta mesma posicao, neste teste foram observados 8 ciclos
ao longo do tempo total.

Apos a andlise dos dados e a conceituacao das fungoes seno e cosseno, foi utilizada
a tabela 3.3 acrescentando uma terceira coluna, com os dados de f(t) conforme a equagao
3.2 da pagina 58, ou seja, f(t) = A-cos(w-t) representa o modelo analitico da posi¢ao do
péndulo em segundos. Dai, se obtém a tabela apresentada na planilha eletronica da figura
3.6, cujos calculos devem ser devidamente inseridos bem como as respectivas variaveis,
descritas na sequéncia.

Para cada linha da coluna C' utiliza-se o comando correspondente ao cdlculo com
a variavel tempo, e o valor fixo de w. Neste momento é que se trabalha com o recurso da
planilha eletronica com a finalidade de otimizar os calculos.

Agora é a etapa em que se modela a fungao que representa o experimento, por-
tanto a manipulacao dos dados é de extrema importancia, a fim de que se compreenda
que as propostas de célculos sugeridas no modelo podem ou nao representar o fenonemo,
o que depende das escolhas bem feitas.

n ) ,
—, sendo n o numero de ciclos

At

O valor de w é dado por: w = 27 f, com f =

observados no experimento e At o intervalo de tempo.

27?-8_167?
At At

(3.3)

W =

Substituindo os valores para A = 5 e w, para a variavel de tempo correspondente

a t, tem-se a equacao de forma geral:

167

ft)=5- COS(E - 1) (3.4)

Finalmente, usa-se a equagao (3.4) com o valor fixo aproximado de 7 = 3, 14159265358979
e substituindo o tempo ¢ = 15 segundos na equagao (3.3), se utiliza a célula D1 da pla-

nilha do Excel, para armazenar este valor calculado. Na figura 3.6, os valores utilizados
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para os comandos de produto e divisao, para w, é o modelo matematico inserido da forma:

w = 16 % 3,14159265358979/15 = 3, 351032 (3.5)

A ferramenta de célculo do Excel compila os calculos conforme a entrada do
modelo matematico, entao estabelecidas as variaveis ¢ de tempo, m e w com valor dado
na equagao (3.5), se tem:

Para o tempo t = 0 segundos, na célula C2

C2 = 5% COS(A2 % $D$1) = 5% COS(0 * 3,351032) = 5 * COS(0) = 5.

Para o tempo ¢ = 1 segundos, na célula C'3

C3=5%xCOS(A3x3$D$1) =5 COS(1%3,351032) = 5+ COS(3,351032) = —4,89074,
Ao repetir na coluna C' o modelo analitico definido, para a compilagao dos calculos,
sucessivamente, se tem a coluna C' da figura 3.6. Dali, se faz a insercao do gréfico para a
opcao de dispersao, utilizando as colunas A, B e C' para uma comparacao entre os dados

do experimento pratico e o modelo matematico obtido.

H - = Teste_pendulo (1).xls [Modo de Compatibilidade] - Microsoft Excel FERRAMENTAS DE GRAFICO
Flegialie] BASE INSERIR ESQUEMA DE PAGINA FORMULAS DADOS REVER VER ESTRUTURA FORMATAR
’ &
1 "I' i iliy
Adicionar Elemento Esquema  Alterar Mudar Linha/ Selecionar
de Grafico ~ Répido~ Cores Coluna Dados
Esquemas de Gréficos Estilos de Graficos Dados
Grafico 1 - f\
A B C D E F G H J K L i

1 t pit) fix) 3.351032

2 0 5 5 N .

3 1 5 489074 ITesteipendu\o smplesj +

L] & 5]

4 2 5 4567727 6

5 3 -H -4.04508 'y ® . . .

6| 4 3 3345653 a ¥ . H

7 5 -2 2.5 $ ¢

8 6 0 1,5645085 2 ry . .

9 7 1 -0.52264 .

10 8 -3 -0.52264 0 *

1 9 n 1.545085 0 2 1 6 8 10 12 14 16

12 10 5 25 2 : ry

13 1 5 3,345653 *

1] 12 5 -4.04508 * N * ?

15| 13 4 aserRr P ° * ?

16 14 -4 -4,89074

17 15 2 5 ep(t) flx)

18

Dados | Testel | Teste2 ® 1

Figura 3.6: Teste 1 péndulo simples.

Como a intengao é obter um modelo que melhor represente o experimento, se
deve ajustar os parametros A e w, até que possa ser alcancado uma melhor aproximacao

do modelo com os dados coletados no experimento, uma vez que cada célula da coluna C'
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contém as informagoes do modelo matemaético.

Para o tempo t = 14, 75 segundos, ajusta-se um modelo mais plausivel, que esta
representado na figura 3.7. Com a insercao do grafico do tipo dispersao e os dados das
colunas A, B e C se pode observar uma relagado mais préxima entre o experimento pratico

e 0 modelo matematico.

E - = Teste_pendulo (1).xls [Modo de Compatibilidade] - Microsoft Excel FERRAMENTAS DE GRAFICO
Fle130{e] BASE INSERIR ESQUEMA DE PAGINA FORMULAS DADOS REVER VER ESTRUTURA FORMATAR

|!_ EE

Adicionar Elemento Esquema Mudar Linha/ Selecion
de Gréfico ~ Répido - Coluna Dados
Esquemas de Gréficos Estilos de Gréficos Dados

Grafico 2 - f\
A B C D E F G H | J K L

1 t p(t) fix) | 3407829

2 0 3 5 ? . : P

3 y 5 482384 | Teste_péndulo Slmples|Graf|coﬂa

4 2 5 430777 6 ) B

5 3 5 -3,48816 . . * .

6 4 3 2422754 4 L2 .

7 5 -2 -1,18663 '] .

8 6 0 0,1331 2 * .

9 7 1 1.44346 :

10 ] -3 -2,6521 0 *

11 [ 4 3.673871 0 z 4 * 6 8 10 12 14 16

12 10 -5 4.,43676 2 .

13 11 5 4887017 . s

1] 12 5 499291 - » .

15 13 4 4746988 L ° * *

16 14 -4 -4,16657

17 15 2 3,292557 epit) ofx)

12

Dados | Testel | Teste2 (O] ]

Figura 3.7: Teste 2 péndulo simples.

O que configura nesta relacao entre os dados gréaficos é a andalise da coeréncia e a
consisténcia da solugao para f(t). O modelo dado na equagao 3.4 é definido por uma taxa
de variacao de uma grandeza angular em radianos por segundo e descreve a oscilacao do
péndulo no experimento teste, uma vez que os dados coletados e originados pelos célculos
sao muito proximos.

Assim, o conhecimento empirico se formaliza através do experimento, que forne-
ceu dados satisfatérios na construgao da fungao trigonométrica que, por defini¢ao, repete
o comportamento das varidveis a cada intervalo de tempo, chamada de periodo da funcao.

Ao finalizar as discussdes e apontamentos, é interessante mostrar que o uso da
funcao seno é possivel para demonstrar o modelo analitico do experimento. Porém para
que o movimento aconteca a partir da posicao inicial, o instante ¢ = 0 nao pode anular a

funcao, devendo haver uma translagao em relacao a posicao incial. Segue, portanto, que
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a equacao 3.6 pode ser utilizada para modelar o experimento.

F(z)=A- sen(w-(g — 1))
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Consideracoes finais

Muitas respostas para muitas perguntas é o que se busca enquanto professor. En-
tre elas, aquelas que certamente se materializam no contexto sociocultural, pela vivéncia
do aluno. Entao, dialogar com as possibilidades e propor o olhar, o sentido e a percepc¢ao
da mudanca é um dos instrumentos que deve ser potencializado nas salas de aula. E
preciso aprofundar em agoes, que integrem o conhecimento na sua pluralidade.

Ao questionar o conhecimento que a Matemadtica, em especifico a trigonometria,
promove em sala de aula, é possivel notar que a solucao de diversos problemas estda
entrelacada a uma série de requisitos basicos. Estd na visualizacao de situacoes nas
suas diversas formas de ser, no entendimento e uso da Matematica pelo homem em um
contexto historico. Na literatura encontrada o foco estd na ideia de uma busca constante
por metodologias que inovem o espago de ensino.

Para isso, é preciso que o espago escolar seja dinamico, que estimule no aluno a
curiosidade, a pesquisa e a defesa de suas ideias. Que assuma o papel de protagonista na
construcao dos conceitos e saberes, crie estratégias para intervir na sua realidade sabendo
sua importancia no processo.

Os estudantes devem, como aborda o documento Ministério da Educagao (2018),
utilizar conceitos, procedimentos e estratégias nao apenas para resolver problemas, mas
também para formula-los, descrever dados, selecionar modelos matematicos e desenvolver
o pensamento computacional, por meio da utilizacao de diferentes recursos da érea.

Este espago nao apenas transmite conhecimento, D’Ambrosio (1996) afirma que a
contextualizacao se da em cardter avaliativo, de capacidades e habilidades cognitivas reco-
nhecendo fatos histéricos que sao construidos ao longo do tempo, que leva a uma posicao
como parte desta evolucao, caracteriza cada individuo e suas organizacoes intelectuais.

E desta forma de ensino e educacao que esta proposta se refere enquanto uma

perspectiva diferenciada, contextualizada e critica que se estabelece, propondo através da
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modelagem matematica estas possiveis contribuicoes. Nao é preciso ir muito longe, os
alunos trazem consigo o que esta fora da escola, o que esta dentro das suas possibilidades,
o que lhe atrai e, certamente, aquilo que o desperta.

Assim como a modelagem pode contribuir para o ensino da trigonometria, em
uma perspectiva de motivacao e analise da realidade, ela pode propor a experimentacao
de aproximacoes da realidade, quanto a sua aplicacao.

A proposta do experimento pratico abre um leque para intimeras discussoes com
os alunos, podendo o professor trabalhar com diversas relagoes da Matematica neste
contexto, aplicando a validade das férmulas analiticas com os dados do experimento.
Permitindo, assim, que o aluno se conecte a n-ésimas situacoes, interprete e assimile o
conhecimento produzido através de suas estratégias, com sentido e significado.

Quanto a possibilidade de trabalhar com a Matematica aplicada na Fisica, Bas-
sanezi (2002) afirma que criam-se condigoes favordveis para que os estudantes se sintam
motivados pelas aplicagoes. Portanto, é importante permanecer atuando em sala de aula,
de forma que se promova reflexoes e discussoes criticas a respeito do que se espera ensinar
e como a aprendizagem pode ser significativa para o aluno.

Trabalhar com trigonometria, ou qualquer outro conteido da Matematica, de
forma contextualizada é possibilitar ao aluno uma interrelacao com as demais areas do
conhecimento e, embora haja uma sequéncia de atividades que surpreendam os alunos, o
professor como mediador deste processo é o facilitador que vai encaminhar e mediar as
propostas e ele é, acima de tudo, co-responsavel pelo sucesso da aula, além de capacitar
os alunos a organizar sistematica e criticamente as conexoes de ideias para a solucao de
situagoes—problema.

Espera-se que este trabalho tenha fornecido elementos que suscitem outros questi-
onamentos e ideias para abordagens que trate sobre os problemas aqui elencados. Contri-
bua para as agoes de futuros professores e professores que ja atuam em sala, na intengao
de abrir espaco para outras acgoes e até mesmo que amplie esta ja realizada, buscando
compreender o que o ensino de trigonometria pode contribuir também na formacao do
aluno, em particular, que pensamentos e situacoes sao desenvolvidos com o estudo deste
contetdo. Buscando uma perspectiva em que a modelagem matematica possa ser aplicada
no espaco da sala de aula, como uma ferramenta pedagogica capaz de criar dinamicas e

desafios, descobertas e possibilidades num campo mais amplo de saberes.
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Para finalizar, registro o privilégio de estender minha capacitacao profissional
pelo programa da Capes. Enquanto educadora, me fortalece e abre caminhos para aplicar
este trabalho em sala de aula, bem como compartilhd-lo com outros professores.

Com o sentimento de provocacao a minha pratica, buscarei expandir minhas
perspectivas quanto a continuidade na pesquisa e busca pela solucao dos desafios no
ensino da Mateméatica. Uma busca por novas vivéncias, descobertas e o que a modelagem

contribui neste vasto caminho de possibilidades.
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Apendice: Material adicional

A.1 Peéndulo simples

Galileu Galilei foi quem desenvolveu o estudo da natureza das oscilagoes e como
descoberta referente ao movimento pendular, a sua periodicidade. O movimento envolve
basicamente uma grandeza simbolizada por T" a qual chama-se periodo, que corresponde
ao intervalo de tempo que o objeto leva para percorrer toda a trajetoria, que é retornar
a sua posicao original de langamento (Albarello et al., 2013).

Geymonat (1997) afirma que Galileu iniciou seus préprios estudos matematicos
ao observar o isocronismo das oscilagoes pendulares, em que um periodo de um péndulo
independe da sua amplitude, para pequenas oscilagoes apenas (apud Issa Mendes, 2014,
p.50). Ainda em sua dissertagdo, Issa Mendes (2014) relata como nos séculos XVII e
XVIII essa descoberta foi tao importante para a navegacao.

A necessidade da medigao de longitude, despertou interesse nos cientistas que
poderiam ganhar grandes prémios para a solugao do problema com medicoes precisas.
A autora aborda toda a evolucao histérica da matematizacdo do péndulo e suas de-
monstragoes, descrevendo passagens no tempo e grandes nomes que contribuiram para a
construcao do relégio do tipo péndulo.

Um péndulo simples é um modelo idealizado constituido por um corpo puntiforme
suspenso por um fio inextensivel de massa desprezivel. Quando o corpo puntiforme é
puxado lateralmente a partir da sua situacao de equilibrio e libertado a seguir, ele oscila
em torno da posicao de equilibrio. Situacoes como uma crianca sentado em um balanco,
ou uma bola de demoli¢ao presa num gindaste, sao exemplos que podem ser consideradas

péndulos simples (Young e Freddman, 2003).
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A trajetéria do corpo puntiforme (algumas vezes chamado de peso) nao é uma
linha reta, mas um arco de circunferéncia de raio L igual ao comprimento do fio, conforme
a figura 3.2, pagina 54. Usando como coordenada a distancia x medida ao longo do arco.

Para que a oscilagao seja um movimento harmonico simples é necessario que a
forga restauradora seja diretamente proporcional a distancia = ou a 6, pois x = L6 (Young
e Freddman, 2003).

A forga restaurada (movimento executado por uma particula sujeito a uma forga)
é fornecida pela gravidade; a tensao T atua meramente para fazer o peso puntiforme se
deslocar ao longo de um arco. A forca restauradora nao é proporcional a #, mas sim a
senf, desta forma quando o angulo é pequeno, senf é aproximadamente igual a 6 em
radianos. Por exemplo, quando ¢ = 0, Iradiano, senf = 0, 09998.

A forca restauradora é proporcional a coordenada para pequenos deslocamentos
e a constante da forca é dada por k = 9 (Young e Freddman, 2003).

A frequéncia angular w de um péndulo simples com amplitude pequena é dada

SR 2 /e
por w \/; - 7

As relacoes nao envolvem a massa da particula, desta forma conclui-se que o

periodo de um péndulo simples para um dado valor de g, é determinado exclusivamente

pelo comprimento L do fio.

A.2 Propriedades trigonométricas

A.1 Seno e cosseno da soma e da diferenca

Para obter as férmulas que relacionam os valores de cos(a+ 3) e sen(a+ ), sera
usada a figura A.1 (Trotta et al., 1980), em que aparecem os triangulos retangulos que

tenham angulos agudos iguaisa ae fe a+ (3
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Figura A.1: Seno e cosseno da soma.
Fonte: Trota et al.,1980.

Observando os triangulos BAF e DéF, note que GAD = a, entao DCE = a, e

no triangulo ABC' se tem que:

AB
cos (a+ ) = . = AB = AG - BG (A1)
i AG | i
No triangulo ADG cos a = 1D AG = AD -cos « e no triangulo ADC" cos f =
ATD = AD Substituindo este valor de AD em AG = AD - cos «, tem-se:
AG =cos a-cos 3 (A.2)
e DE .
Note que BG = DF e no triangulo CDFE: sen a = D - BG = DE = CD - sen q;
D
no triangulo ACD: sen g = CT = (D e, substituindo este valor de CD em BG =
CD - sen a tem-se:
BG = sen o - sen 3 (A.3)

Finalmente, substituindo (A.2) e (A.3) em (A.1) vem:

Propriedade 3.1. Cosseno da soma

cos (a+ f) =cosa - cos f— sena - sen 3 (A.4)

Ainda, considerando o triangulo ABC' da figura A.1, se pode verificar a demons-
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tracao para o seno da soma. No triangulo ABC se tem:

BC

sen (o + f) = - = BC = BE+ CE (A.5)
. DG . .
No triangulo ADG: sen o = D - DG = sen a - AD e no triangulo ADC':
CD AD
sen 8 = - = CD ecos = < = AD.
Note que BE = DG, seque que DG = BE = sena - AD, como AD = cos 3,
substituindo este valor de AD em BE = sen « - AD, tem-se
BE = sen«a - cosf (A.6)
> CE . o
No triangulo CDE: cos a = D - CE = CD-cos «; e subsituindo o valor

de CD = sen f em CE = CD -cos « dai se chega na equagao

CE = sen f-cos « (A.7)

Finalmente, substituindo (A.6) e (A.7) em (A.5) vem:

Propriedade 3.2. Seno da soma

sen (a+ ) = senaw - cos B+ sen B - cos « (A.8)

Note ainda que no triangulo ABC' da figura A.1, e pela equagao (A.1), tomando
—( em vez de (3, como cos(—f) = cos e sen(—[f) = —senf, e substituindo-os em
cos (¢ + ) =cosa - cos f— sena - sen [3,

se obtém:

Propriedade 3.3. Cosseno da diferenca

cos (a — ) =cosa - cos B+ sena - sen 3 (A.9)

Como demonstrado o seno da soma ¢é dado por: sen (a + ) = sena - cos [+
sen § - cos «,

Entao, tomando —( em vez de (3, resulta imediatamente que
Propriedade 3.4. Seno da diferenca
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sen (« — ) = sena - cos f— sen 5 - cos « (A.10)
A partir das relacoes obtidas acima, tomando o = 3 se obtém:

Propriedade 3.5. Cosseno do arco duplo:

cos (2a) = cos® a — sen’a (A.11)

Propriedade 3.6. Seno do arco duplo:

sen (2a) =2 sen a - cos « (A.12)

A.2 A circunferéncia trigonométrica

A trigonometria criada para resolver problemas de distancias inacessiveis, hoje
encontra muitas outras aplicacoes, de forma que suas ideias iniciais evoluiram para a
superacao de problemas e a criacao de condigoes necessarias para a solucao de situagoes
desafiadoras.

Segundo Trotta et al. (1980), a necessidade de ampliar as nogoes de seno, cosseno
e tangente de um angulo, viu-se a necessidade de libertar o triangulo retangulo, surgindo
assim um substituto a ele, o quadrante trigonométrico.

No plano cartesiano OXY', considere a circunferéncia de centro (0,0) e raio um,
dos quais a circunferéncia fica dividida em quatro partes iguais chamadas quadrantes.
Seja P um ponto da circunferéncia, neste caso, localizado no primeiro quadrante e T" a
reta tangente a circunferéncia no ponto (1, 0).

Girando P no sentido anti-horario serao descritas as ideias em que os valores de
seno, cosseno e tangente do angulo a sao determinados de acordo com o movimento, o
qual pode ser positivo ou negativo. Conforme a figura A.2 (Trotta et al., 1980), é possivel

verificar enquanto P percorre a circunferéncia e T percorre a reta tangente.
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Figura A.2: Tangente na circunferéncia trigonométrica.
Fonte: Trotta et al. (1980).

Assim, estabelecendo uma relacao entre as razoes trigonométricas e o ponto P na

circunferéncia se chega as definigoes:

Definicao 3.1. Dado um angulo «, tal que 0° < o < 360°, € chamado de cos a a abcissa
do ponto P de intersec¢do da circunferéncia trigonométrica com a semireta onde repou-
sarad a parte positiva do eixo das abcissas, depois de descrever o angulo dado o no sentido
anti-hordrio. Afirmando que o sentido positivo é o anti-hordrio e o sentido negativo € o

hordrio (Trotta et al., 1980).

Definicao 3.2. Serd chamado de sena a ordenada de P, ou seja, as coordenadas desse

ponto sao, de acordo com esta defini¢io, P(cosa, sena) (Trotta et al., 1980).

Definicao 3.3. Dado um angulo «, tal que 0° < a < 360°, porém diferentes de 90°
e 270°, serd chamada de tana a ordenada do ponto T de interseccao da reta tangente
a circunferéncia trigonométrica no ponto (1,0), com a semireta onde repousard a parte
positiva do eixo das abcissas, depois de descrever o angulo dado o no sentido anti-hordrio.

Assim, as coordenadas do ponto sio T = (1,tan«) (Trotta et al., 1980).

A.3 Lei do seno e lei do cosseno

Com a ampliacao das ideias de seno, cosseno e tangente na circunferéncia trigo-
nomeétrica é possivel estabelecer algumas relagoes, que possibilitam trabalhar com triangulos
quaisquer, bastando apenas conhecer alguns dos elementos deste, é possivel utilizar estes
elementos e partir para nogoes ja conhecidas, a exemplo cos 90° = 0 e que cos(180— A) =

—cos A quando A for obtuso.
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Qualquer que seja o triangulo ABC, se tem

A.1 Lei dos Cossenos

a® =b*+c* — 2bccos A (A.13)
A.2 Lei dos senos
a b c
p— pr— A.14
senA senB senC' ( )

A.4 Relacao fundamental da trigonometria

A equacdo da circunferéncia de centro (0,0) e raio 1 é escrita da forma > +y* = 1.
Como as coordenadas do ponto que percorre a circunferéncia de raio um e centro (0,0)
sdo0 cosseno e seno, P = (cosa, sena) entdo se pode escrever sen’a + cos’a = 1, para

todo a tal que 0 < a < 271.

A.5 Tangente da soma e da diferencga

Considerando todos os angulos no intervalo [0, 27] e cossenos nao nulos, entao:

_ tana+tanf

tan (@ + ) = 1 — tan « tan (A.15)
tan o — tan 3

tan (o — f) (A.16)

:1—|—tanoztanﬁ
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