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RESUMO

O ensino de geometria espacial, na maioria das vezes, é visto como aplicagdo de formulas de
volumes de solidos e célculo de areas de superficies, um processo em que 0s alunos exercem
um papel passivo e o professor assume o papel de expositor de contetido. Acreditando que o
processo ensino-aprendizagem de geometria tenha maior éxito quando o aluno assume um papel
ativo, o conteido de geometria espacial foi trabalhado em duas turmas de terceiro ano do ensino
médio utilizando uma abordagem de investigacdo matematica. Para tanto, apoiado nas ideias
de Ponte, Oliveira e Brocado (2009), foram analisadas as atividades desenvolvidas em quatorze
dias de aula. A fim de verificar quais as vantagens e desvantagens de se trabalhar com esta
abordagem ativa. Com isto, observou-se que varios sdo os desafios encontrados pelo professor:
melhor preparacao e dominio do conteido e das metodologias a serem usadas, maior consumo
de tempo para preparagdo e execuc¢do das aulas, ter um olhar mais atento as dificuldades dos
alunos, entre outros. Observou-se também que a investigacdo permite que o professor avalie
continuamente seus alunos e detecte, de maneira mais especifica, as dificuldades individuais
destes. Além disso, proporciona aos discentes uma experiéncia matematica legitima na qual
eles constroem o conhecimento matematico enquanto desenvolvem outras habilidades como
trabalhar em grupo e expressar-se matematicamente.

Palavras-chave: Investigacdo Matematica. Geometria Espacial. Ensino-aprendizagem.



ABSTRAT

The teaching of spatial geometry is most often seen as applying solids formulas and calculating
surface areas, a process in which students play a passive role and the teacher assumes the role
of content exhibitor. Believing that the teaching-learning process of geometry is more
successful when the student assumes an active role, the spatial geometry content was worked
in two classes of third year of high school using a mathematical research approach. To do so,
based on the ideas of Ponte, Oliveira and Brocado (2009), the activities developed in fourteen
days of classes were analyzed. In order to check the advantages and disadvantages of working
with this active approach. With this, it was observed that several challenges are encountered by
the teacher: better preparation and mastery of the content and methodologies to be used, greater
time consumption for preparation and execution of the classes, a closer look at the difficulties
of the students, between others. It was also observed that research allows the teacher to
continually evaluate his students and to detect, in a more specific way, the individual difficulties
of these students. In addition, it provides learners with a legitimate mathematical experience in
which they construct mathematical knowledge while developing other skills such as working
in groups and expressing themselves mathematically.

Keywords: Mathematical Research. Geometry. Teaching-learning.
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INTRODUCAO

E comum que o ensino de geometria espacial se resuma a aplicacdo de um conjunto de
formulas prontas em problemas diretos como: calcule a area de, calcule o volume de, e assim
por diante. Desta maneira, 0 ensino de geometria ndo oferece elementos motivadores e
transmite para o aluno a compreenséo de aprender por aprender. Neste trabalho apresento uma
proposta de ensino de geometria espacial por meio da investigacdo matematica, por considerar
que ao assumir o papel ativo no processo de ensino aprendizagem o discente faz reflexdes
proprias e tira suas conclusdes, compreendendo, desta forma, que a matematica é uma ciéncia
em construcdo e que aprender geometria vai além de decorar formulas prontas.

Esta pesquisa foi desenvolvida no Instituto Federal de Alagoas - Campus Piranhas, com
objetivo de analisar vantagens e desvantagens no uso dessa abordagem ativa no processo
ensino-aprendizagem. As atividades foram aplicadas em duas turmas do terceiro ano do ensino
médio para alcangar um leque maior de possibilidades.

Para entender melhor o que significa e como surgiu a investigacdo matematica, uma
nova tendéncia na Educacdo Matematica, o capitulo 1 apresenta um breve relato histérico da
Educacdo Matematica no Brasil e uma discussdo sobre investigagdo matematica, no
entendimento do autor portugués Jodo Pedro da Ponte e suas colegas Joana Brocardo e Hélia
Oliveira.

Ja no capitulo 2, é feita uma abordagem do conteldo de geometria espacial, seguindo
as seguintes referéncias: Dante (2014), Dolce e Pompeo (1993) e Lima et. al. (2006).

O nucleo dessa dissertacdo € o capitulo 3, que apresenta o relato de experiéncia dos 14
dias de aulas que totalizaram 21horas/aula de ensino de geometria espacial. Nesta descrigdo séo
destacados pontos considerados relevantes para esta pesquisa e discutidas quatro atividades
investigativas.

No final, sdo feitas algumas consideraces e reflexdes ressaltando algumas vantagens
e desvantagens do uso da investigacdo matematica e mostrando o potencial dessa metodologia

para tornar ativa a aprendizagem de contetidos matematicos.
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CAPITULO 1

INVESTIGACAO MATEMATICA E O ENSINO DE GEOMETRIA

De acordo com Santos e Santos (2011), em meados da década de 1960, chegou ao Brasil
0 Movimento da Matematica Moderna que propds reescrever toda a matematica a luz da Teoria
dos Conjuntos e das Estruturas Algébricas. Com esta nova proposta de reestruturacdo curricular,

0 ensino da matematica sofreu alguns impactos negativos.

Assim foi o caso do ensino de geometria, um dos ramos mais antigos da matematica e
presente em inmeras situacdes na nossa vida (natureza, construcdes, utensilios e etc.). Segundo
Lorenzato (1995),

O movimento da Matematica Moderna também tem sua parcela de contribui¢do no
atual caos do ensino da Geometria: antes de sua chegada ao Brasil, nosso ensino
geométrico era marcantemente légico-dedutivo, com demonstracdes, € nossos alunos
0 detestavam. A proposta da Matematica Moderna de algebrizar a Geometria nao
vingou no Brasil, mas conseguiu eliminar o modelo anterior, criando assim uma
lacuna nas nossas praticas pedagégicas, que perdura até hoje. (LORENZATO, 1995,
p.4)

Com a finalidade de sanar os problemas advindos deste movimento, surgiu na década
de 1980 o movimento da Educacdo Matematica, defendendo o uso de algumas metodologias de
ensino como: resolucdo de problemas, modelagem matematica, historia da matematica, novas
tecnologias, jogos e etnomatematica. Sob a justificativa de melhor eficacia no processo de
ensino-aprendizagem, uma vez que o aluno passa a ser o protagonista do saber e o professor
assumird o papel de orientador ou mediador, ndo mais de “total detentor do saber”, este
movimento ganhou forc¢as de tal forma que tem gerado diversos estudos na area de ensino de
matematica.

E nessa linha que os Parametros Curriculares Nacionais destacam a importancia

atribuida a geometria também como ferramenta para outras areas do conhecimento.

O aluno desenvolve um tipo especial de pensamento que lhe permite compreender,
descrever e representar, de forma organizada, o0 mundo em que vive. [...] O trabalho
com nogdes geométricas contribui para a aprendizagem de nimeros e medidas, pois
estimula a crianga a observar, perceber semelhancas e diferencas, identificar
regularidades e vice-versa. Além disso, se esse trabalho for feito a partir da exploracéo
dos objetos do mundo fisico, de obras de arte, pinturas, desenhos, esculturas e
artesanato, ele permitird ao aluno estabelecer conexdes entre a Matematica e outras
areas do conhecimento (BRASIL, 1997, p. 39).
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Porém, até o final do século XX, verificava-se que as pesquisas na area de geometria
eram poucas. Clemente et. al.(2015) diz que “o ensino e a aprendizagem da geometria por um
longo tempo ficou em segundo plano nos curriculos de matematica das escolas brasileiras,
estando ausente ou quase ausente”, mas que, nos Ultimos anos nota-se que tem havido uma
crescente preocupagio com o mesmo. Ao analisar! periddicos da area de Educagio Matematica
(Bolema, Gepem e Zetetiké), Clemente et. al. (2015) constataram que a partir do ano de 2010
houve um aumento considerado de trabalhos publicados nesta area. No entanto, segundo 0s
autores, ainda existem lacunas a serem preenchidas e problematicas a serem investigadas e

discutidas.

Entdo, o que pode ser feito para melhoria do processo de ensino aprendizagem em
geometria? Uma tendéncia que surgiu com a Educacdo Matematica foi o trabalho com
atividades exploratdrias, também conhecidas por atividades investigativas. Tais atividades, de
acordo com Ponte, Brocado e Oliveira (2009), podem contribuir de modo significativo para a
aprendizagem do aluno, bem como desenvolver o gosto pela disciplina de matematica. Ja que,
“o envolvimento ativo do aluno ¢ uma condicao fundamental da aprendizagem. O aluno aprende
qguando mobiliza os seus recursos cognitivos e afetivos com vista a atingir um objetivo.”
(PONTE; BROCADO; OLIVEIRA, 2009, p. 23)

Mas o que significa investigar em matematica? Como se da o processo investigativo?
Segundo o dicionario Aurélio, investigar significa: “seguir 0s vestigios, indagar; pesquisar”.
N&do muito diferente, para os matematicos “Investigar € descobrir relacBes entre objetos

matematicos conhecidos ou desconhecidos, procurando identificar as respectivas propriedades”
(PONTE; BROCADO; OLIVEIRA, 2009, p. 13)

Para Ponte, Brocado e Oliveira (2009), investigar ndo é necessariamente lidar com
problemas de grande dificuldade, e sim trabalhar a partir de questbes que nos confrontem, que
inicialmente se apresentem de maneira confusa, mas que se tornem claras a medida que as

exploramos e estudamos de modo organizado.

Pensando desta forma, vemos que ha uma semelhanca entre resolucéo de problemas e
investigacdo matematica. Mas investigar em matematica vai alem da resolucao de um problema,

pois um problema pode até ndo ter solucdo, porém no processo da investigacdo, podem ser

! Esta andlise é uma proposta do Grupo de Estudos e Pesquisas em Educacdo Matematica- GREPEM- da
Universidade Federal de Juiz de Fora. O grupo desenvolve uma pesquisa documental a partir de artigos que tratam
da tematica geometria, publicados em dez periddicos da area de Educagdo Matematica.
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feitas descobertas mais ou tdo importantes quanto a solugdo, de maneira que valorizam o

trabalho feito. Menezes (2016), diz ainda que:

As atividades investigativas se diferenciam da resolucdo de problemas no que diz
respeito ao seu carater aberto, na resolucdo de problemas o aluno precisa chegar em
um resultado especifico, ja nas atividades de investigacdo os alunos além de chegarem
a resultados que nem sempre sdo pré-determinados, podem também criar outras
questbes. (MENEZES, 2016, p.12)

O processo investigativo se da em quatro principais momentos:

O primeiro abrange o reconhecimento da situacéo, a sua exploracdo preliminar e a
reformulacdo de questBes. O segundo momento refere-se ao processo de formulagéo
de conjecturas. O terceiro inclui a realizagdo de testes e o eventual refinamento das
conjecturas. E, finalmente, o Gltimo diz respeito a argumentacdo, a demonstracao e a
avaliacédo do trabalho realizado (PONTE; BROCADO; OLIVEIRA, 2009, p.20)

Os autores defendem que, ao passar por estes quatro momentos o aluno constréi um

conhecimento, ele “faz” matematica.

O conceito de investigacdo matematica, como atividade de ensino-aprendizagem,
ajuda a trazer para a sala de aula o espirito da atividade matemaética genuina,
constituindo, por isso, uma poderosa metafora educativa. O aluno é chamado a agir
como um matematico, ndo sé na formulacéo de questdes e conjecturas e na realizacao
de provas e refutacdes, mas também na apresentacdo de resultados e na discusséo e
argumentacdo com os seus colegas e professor. (PONTE; BROCADO; OLIVEIRA,
2009, p.23)

Mas como deve ser uma aula de investigacdo? Qual o papel do professor? Qual o papel
do aluno? E importante frisar que numa aula com atividade investigativa o professor
desempenha um papel determinante desde a elaboragdo da atividade a culminancia da mesma.
Durante o procedimento, ele precisa estar atento ao processo de formulacdo e teste de
conjecturas, deve instigar os alunos, levantando questionamentos a todo tempo, fazendo-os
refletir e jamais da-lhes respostas e, ainda, pode se deparar com indagacgdes e percursos ndo
previstos por ele. Desta forma, podemos resumir que o papel do professor é de mediador, de

regulador da atividade, de orientador.

No primeiro momento, é importante que o docente garanta que os alunos entendam o
objetivo da tarefa. Esta pode ser fornecida escrita ou de maneira oral. E no caso de escrita, 0
professor pode ler junto com os alunos, mas devera tomar cuidado para ndo os condicionar
guanto a maneira de explorar o problema. A atividade pode ser feita individualmente, porém é

interessante que seja feita em grupos para que eles compartilhem e discutam suas estratégias.

Apbs discutidas e registradas as ideias nos grupos, a atividade € concluida com a partilha
de conhecimentos entre todos os alunos da turma. Neste momento, cada grupo exp0e e defende

seus resultados. E interessante que o professor conduza este momento para que gerem mais
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discussbes que enriquecam a atividade investigativa. Segundo Ponte, Brocado e Oliveira
(2009), a fase da discussao final é

[...Jfundamental para que os alunos, por um lado, ganhem um entendimento mais rico
do que significa investigar e, por outro, desenvolvam a capacidade de comunicar
matematicamente e de refletir sobre o seu trabalho e o seu poder de argumentacéo.
Podemos mesmo afirmar que, sem a discussao final, se corre o risco de perder o
sentido da investigacdo. (PONTE; BROCADQO; OLIVEIRA, 2009, p.41)

Diante do exposto, ressalta-se a importancia de se trabalhar com atividades
investigativas em sala de aula pois, a partir do momento em que o aluno assume um papel ativo
na construcdo do conhecimento, a matematica torna-se mais significativa e o processo ensino-
aprendizagem atinge resultados positivos. Dessa forma, infere-se que a investigagdo geométrica

pode ser um bom caminho para melhoria do ensino-aprendizagem de matematica.
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CAPITULO 2

FUNDAMENTACAO MATEMATICA

Estamos rodeados por objetos que tém trés dimensdes: largura, altura e profundidade.
O ramo da matemaética que estuda estas trés dimensdes é a Geometria Espacial. Nesta geometria

destaca-se o estudo de dois tipos especiais de sélidos geométricos: poliedros e corpos redondos.

Qual a principal diferenca entre eles? Os poliedros sdo formados por uma reuniéo finita
de regides poligonais planas chamadas de faces e a regido do espaco limitada por elas. J& 0s
corpos redondos possuem pelo menos uma superficie curva. Por exemplo, na figura a seguir

temos um poliedro e um corpo redondo, respectivamente:

Figura 2.1- Poliedro e corpo redondo

.........
e L = - - -
ene® o, - N

Fonte: acervo da autora

Cada lado de uma regido poligonal comum a exatamente duas faces é chamado de aresta

do poliedro e cada vértice de uma face é um vértice do poliedro.

Figura 2. 2-Elementos de um poliedro

Vertice ¢

Vértice

Aresta i _“ ' Face

@ Aresta

Fonte: acervo da autora
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Neste trabalho abordaremos prismas, pirdmides, cilindros, cones e esferas. Os dois

primeiros como exemplos de poliedros e os trés ultimos como exemplos de corpos redondos.

Prismas e Piramides

Definicdo: Consideramos um poligono convexo ABCD...MN situado num plano @ e um
segmento de reta PQ, cuja reta suporte intercepta o plano . Chama-se prisma (ou prisma
convexo) a reunio de todos os segmentos congruentes e paralelos a PQ, com uma extremidade
nos pontos da regido poligonal limitada por ABCD...MN e situados num mesmo semi-espaco
dos determinados por a. Observe que as extremidades dos segmentos sdo pontos dos poligonos
convexos, assim estes poligonos também sdo parte dos prismas, 0s quais chamaremos de bases

do prisma.

Figura 2. 3- Prisma

Fonte: acervo da autora

Na figura 2.11, temos um exemplo de um prisma obliquo, pois 0s segmentos paralelos
a PQ formam angulos diferentes de 90° com o plano a. Caso contrario, diriamos que o prisma

era reto.

Os prismas ainda séo classificados quanto a base (poligonos convexos citados na

definicdo).
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Figura 2. 4- Classificagdo dos prismas quanto a base

_—

s o e o= e

jom wm wm e omm = mm
|

1
|}
|
!

Prisma Pentagonal Prismna Quadrangular Prisma Triangular Prisma Hexagonal

Fonte: acervo da autora

Uma observacdo interessante é que quando a base do prisma € um paralelogramo ele
também pode ser chamado de paralelepipedo. S&o exemplos de paralelepipedos os sélidos a
sequir:

Figura 2. 5- Paralelepipedos

< >

Cubo Prisma retangular reto

) . Prisma
Prisma retangular obliguo

Fonte: acervo da autora

Uma aplicacdo bastante comum dos prismas sdo as embalagens de produtos. Agora
pensemos na seguinte situacdo: Quantos centimetros quadrados de papeldo sdo gastos
(desprezando as abas) para fazer uma caixa de sabdo em p6 com dimensdes de 144mm de altura,

70mm de largura e 192mm de comprimento?



19

Figura 2. 6- Caixa de sabdo em p6 OMO

dor
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Fonte: Site de vendas Mercado livre?

Para solucionar este problema precisamos determinar a area da superficie desta caixa

que tem a forma de um paralelepipedo.

Figura 2. 7- Modelagem matematica da caixa de sabdo em pé6 OMO
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Fonte: acervo da autora

Para isto, € interessante considerarmos uma planificacdo deste solido, ou seja,

apresentar todas as formas que constituem sua superficie em um plano (em duas dimensdes).

2 Disponivel em: https://produto.mercadolivre.com.br/MLB-1018942054-kit-com-06-sabo-em-po-omo-multiaco-
caixa-1-kg-_JM?quantity=1&variation=23255239437. Acesso em 15 de janeiro de 2019.



20

Figura 2. 8- Planificagdo de um paralelepipedo de base retangular

Fonte: acervo da autora

Assim, basta que calculemos as areas destes retangulos e as somemos. Desta forma,
obteremos a area da superficie total do sélido. Logo teriamos:

Areatotal =2-(192-7)+2-(7-14,4) + 2- (19,2 - 14,4) = 1023,36 cm?

Pensando desta maneira, a area total da superficie de diferentes tipos de prismas pode
ser calculada a partir da planificacdo dos mesmos. Vejamos na figura a seguir um prisma

triangular reto e um prisma triangular obliquo com suas respectivas planificacdes.

Figura 2. 9- Prismas e suas planificacGes

Fonte: acervo da autora
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Ainda sobre o problema anterior. Se fosse solicitado também o volume méximo de sabdo
em po que cabe na caixa, como calculariamos? Para isto, precisariamos saber como calcular o

volume de um paralelepipedo retangulo que é 0 nosso caso.

Um paralelepipedo retangulo fica perfeitamente determinado por trés medidas: o seu
comprimento (a), a sua largura (b) e a sua altura (c). O seu volume sera representado por
V(a, b, c). Tomando como unidade de volume um cubo de aresta um que tem volume de 1 cm?3,

como o cubo unitario € um paralelepipedo retangulo cujos comprimentos, largura e altura
medem 1, entdo V(1,1,1) = 1.

De maneira intuitiva, calcular o volume do paralelepipedo retangular consiste em
verificar quantas vezes ele contém o cubo unitéario.

Figura 2. 10- Cubo unitario e paralelepipedo

[

Fonte: acervo da autora

Observe que o paralelepipedo retangulo é proporcional a cada uma de suas dimensdes.
Isto quer dizer que, se mantivermos, por exemplo, constantes a largura e a altura e, se
multiplicarmos o comprimento por um nimero natural n, o volume ficara também multiplicado
por n, ou seja,

V(na,b,c) =nV(a,b,c)

Em outras palavras, se mantidas constantes duas dimensGes de um paralelepipedo
retdngulo, seu volume é proporcional a terceira dimensdo. Portanto, sendo a,be c, suas

dimensdes, temos:

V(a,b,c) =V(a-1,b,c) =aV(1,b,c)
=aV(,b-1,¢c) =abV(1,1,c)
=abV(1,1,c-1) =abcV(1,1,1)

=abc-1=abc
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Assim, 0 volume de um paralelepipedo retangulo € o produto de suas dimensdes. Em
particular, se a face das dimensdes a e b esta contida em um plano horizontal, chamaremos essa
face de base e a dimenséo c de altura. Como o produto ab ¢ a area da base, é costume dizer

que o volume de um paralelepipedo retangulo é o produto da &rea da base pela altura.
Volume do paralelepipedo = (area da base) - (altura)

Vimos como calcular o volume de um prisma de base retangular também chamado de
paralelepipedo retangulo. Sera que poderiamos usar 0 mesmo principio intuitivo que usamos
para calcular o volume do paralelepipedo retangulo, para calcular, por exemplo, o volume de
um prisma de base triangular? Conseguiriamos ocupar todo o volume de um prisma de base
triangular com cubos unitarios? Como calcular o volume de um prisma de base triangular?
Considerando-se que nédo € possivel usar o0 mesmo principio intuitivo utilizado no célculo do

volume do paralelepipedo, sugerimos o uso de Principio de Cavaliere:

Axioma: S&o dados dois sélidos e um plano. Se todo plano paralelo ao plano dado secciona 0s

dois sélidos segundo figuras de mesma area, entdo, esses sélidos ttm o mesmo volume.

Considere os solidos S; e S,, apoiados sob um plano horizontal @ . Consideremos
também o plano g, paralelo a a, que ao seccionar S;, também secciona S, , determinando duas

regides planas de areas A, e 4.
Nestas condi¢bes podemos afirmar que, se para todo plano 8 temos que A; = A,, entdo:
volume S, = volume S,

Com este principio, podemos, sem dificuldade, obter o volume de um prisma qualquer.
Imaginemos um plano horizontal que contém as bases de um prisma de altura h, e de um
paralelepipedo retangular de mesma altura e que estas bases possuam area A. Suponha agora
gue ambos os solidos sejam cortados por um outro plano horizontal, que produz se¢oes de areas
A; e A, no prisma e no paralelepipedo respectivamente. Ora, um paralelepipedo é também um
prisma e sabemos que em todo prisma, uma secdo paralela a base é congruente a base. Mas
figuras congruentes tém mesma area, logo temos A; = A = A, e, pelo Principio de Cavaliere,

os dois sélidos possuem o mesmo volume. Desta forma,

Volume do prisma = (area da base) - (altura)
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Figura 2. 11- Volume de um prisma

Fonte: acervo da autora
Definicdo: Consideramos um poligono convexo ABCD ...MN situado num plano « e um

ponto V fora de @. Chama-se piramide (ou piramide convexa) a reunido de todos os segmentos

com uma extremidade em V' e a outra nos pontos da regido poligonal.

Figura 2. 12- Pirdmide

Fonte: acervo da autora
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Assim como os prismas, as piramides sdo classificadas quanto a base e a area da
superficie é o somatdrio dos poligonos que a formam, que sdo mais visiveis na planificacdo da
piramide.

Alguns exemplos de pirdmides e suas respectivas planificagdes:

Figura 2. 13- Classificacdo de pirdmides quanto a base

Piramide Pentagaonal Pirdmide Guadrangular Piramide Triangular Piramide Hexagonal

Fonte: acervo da autora

Figura 2. 14- Planifica¢Bes de piramides

Fonte: acervo da autora

Vale ressaltar que uma piramide de base triangular é chamada de tetraedro.
Mas como calcular o volume de uma pirdmide?

Para responder esta pergunta precisamos de alguns resultados adicionais. Vejamos:
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Considere a figura a seguir:
Figura 2. 15- Proporcéo entre areas e entre alturas de uma piramide

Fonte: acervo da autora

Temos que:

1) A secgéo e a base da piramide séo figuras semelhantes e a razao de semelhanga é o

2) A razdo entre areas de figuras semelhantes é o quadrado da razdo de semelhanca.

Além disso, usaremos também 0s seguintes teoremas:

Teorema 1: Duas piramides de mesma base e mesma altura ttm o mesmo volume.

A prova deste teorema sera omitida aqui. Mas para prova-lo basta usar o resultado anterior e 0

Principio de Cavaliere.

Teorema 2: O volume de uma piramide triangular é igual a um terco do produto da area da base

pela altura.

Prova: Para facilitar o entendimento, vamos convencionar uma notagéo especial. Trataremos
de diversos tetraedros e como em um tetraedro qualquer face pode ser considerada uma base,

vamos convencionar o seguinte. Se em um tetraedro de vértices A, B, C e D, imaginamos a face
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ABC como base e o ponto D como Vértice dessa piramide, vamos representa-lo por D — ABC.
Ainda, o volume desse tetraedro sera representado por

V(D —-ABC) = V(B—ACD) =...,etc,
dependendo de qual face estamos considerando como base. Consideremos entdo um prisma

triangular cujas bases séo os triangulos ABC e A'B'C’, como mostra a figura a seguir.

Figura 2. 16- Prisma triangular

A ol

B

Fonte: acervo da autora

Seja A1 a area de ABC e seja h a altura do prisma. Como sabemos, seu volume é A; h.
Vamos agora, dividir esse prisma em trés tetraedros:

A—A'B'C', B'— ACC' e B'— ABC, como mostram as figuras a seguir.

Figura 2. 17- Decomposicéo de um prisma triangular em trés tetraedros congruentes

B

Fonte: acervo da autora
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Note que, A— A'B'C’ e B' — ABC tém bases congruentes e alturas iguais. Pois, 0s
triangulos ABC e A'B'C' sdo congruentes e a distancia de B’ ao plano que contém o triangulo
ABC é igual a distancia de A ao plano que contém o triangulo A'B’C’ que é a altura h do prisma.

Logo, pelo teorema 1
V(A—A'B'C") =V (B'— ABC).

Perceba também que, A — A'B'C’' = B' — AA’C’. Eaindaque B' — AA'C' e B' — ACC’
também tém bases congruentes e alturas iguais. De fato, o tridngulo AA'C’ é congruente ao
triangulo ACC' , pois cada um deles é a metade do paralelogramo AA'C’'C e altura de cada um
desses tetraedros é a distancia de B’ ao plano que contém o paralelogramo AA'C'C. Dai,
V(A—=A'B'C") =V (B' — ACC).

Como V(A—AB'C)=V(B'—ABC) e V(A—AB'C)=V(B —ACC)
concluimos que os trés volumes sdo iguais. Fazendo V (A — A'B'C") =V e lembrando que os

trés tetraedros compBdem o prisma, segue que:
3V =A4,h
Ou seja,

(&rea da base) - (altura)
3

Volume do tetraedro =

Usando o resultado anterior e o Principio de Cavaliere concluimos que o volume de

qualquer piramide € igual a um terco do produto da area da base pela altura.

De fato, imaginemos um plano horizontal que contém as bases de um tetraedro de altura
h, e de uma piramide qualquer de mesma altura e que suas bases possuam area A. Pelo Principio

de Cavaliere teremos que estes solidos terdo o mesmo volume. Assim:
Volume da piramide = volume do tetraedro
Ou seja,

(4rea da base) - (altura)
3

Volume da piramide =
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Corpos Redondos

Falaremos agora de trés corpos redondos gque sdo muito importantes para a matematica

e areas afins. Sao eles: o cilindro, o cone e a esfera.

A definicéo de cilindro se assemelha a do prisma, diferenciando quanto a base. Pois a

base do cilindro sera sempre um circulo. Vejamos entao:

Definicdo: Consideremos um circulo de centro O e raio r situado num plano a e um segmento
PQ, ndo nulo, ndo paralelo e ndo contido em a. Chama-se cilindro a reunido dos segmentos
congruentes e paralelos a PQ com uma extremidade nos pontos do circulo e situados num
mesmo semi-espaco dos determinados por a. No caso de PQ ser perpendicular a a , o cilindro

é reto.

Assim como num prisma, toda secdo paralela a base do cilindro é congruente com essa
base. Esse fato permite concluir, pelo Principio de Cavalieri, que o volume do cilindro é o
produto da area de sua base pela sua altura. De fato, se o cilindro tem altura h e base de area A
contida em um plano horizontal, imaginamos um prisma qualquer (ou em particular um
paralelepipedo retangulo) de altura h, com base de area A contida no mesmo plano. Se um outro
plano horizontal secciona os dois sélidos segundo figuras de areas A1 e A2, entdo A1 = A =

A2 e por consequéncia, os dois tém mesmo volume. Logo,

Volume do cilindro = (area da base) - (altura)
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Figura 2. 18- Volume de um cilindro

%

Fonte: acervo da autora

Um fato que merece atencdo € que o cilindro reto também é conhecido como um solido
de revolucdo, uma vez que ele pode ser obtido ao girar uma regido retangular em torno de uma
reta que contém um de seus lados. Por este motivo, este cilindro pode ser chamado também de

cilindro de revolucéo.

Figura 2. 19- Cilindro de revolugéo

[

m 1]

Fonte: acervo da autora
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Observe que a superficie do cilindro é formada por duas partes planas, que séo as bases,
e uma parte nao plana, “arredondada”, que ¢ a superficie lateral. Assim, para calcularmos a area

da superficie lateral basta planificar o cilindro e somar as areas das figuras.

Figura 2. 20- Planificagdo de um cilindro

2mr

Fonte: acervo da autora

Defini¢do: Consideremos um circulo de centro O e raio r situado num plano a e um ponto V
fora do plano a. Chama-se cone a reunido dos segmentos com uma extremidade nos pontos do

circulo e outra no ponto V.

Figura 2. 21- Cone

@
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Fonte: acervo da autora
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A relacdo que estabelecemos entre o prisma e o cilindro é a mesma para a piramide e 0
cone. Seguindo 0 mesmo raciocinio veremos que o volume de um cone é calculado da mesma

forma que o volume de uma piramide, ou seja,

(&4rea da base) - (altura)
3

Volume do cone =
E ainda, para calcular sua area superficial basta que somemos as areas das figuras planas
obtidas pela planificacdo do cone.

Figura 2. 22- Planificagdo de um cone reto

Fonte: acervo da autora
Onde g é chamado de geratriz. Encontra-se o quadrado da geratriz somando o quadrado
da altura com o quadrado do raio da base do cone, ou seja,
gz = h2 4 r2

Assim como o cilindro, o cone reto também é classificado como um sélido de revolucao.
O cone de revolucédo, como € chamado, € obtido a partir da rotacdo de uma regido triangular em

torno de uma reta que contém um de seus lados.
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Figura 2. 23- Cone de revolugéo

i

Fonte: acervo da autora

Definigdo: Definimos por esfera de centro C e raio de medida R o conjunto de todos 0s pontos

do espaco que estdo a uma distancia menor ou igual a R do ponto C.

Figura 2. 24- Esfera

.
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R ~ .

Fonte: acervo da autora

Tambeém usaremos o Principio de Cavalieri para calcularmos o volume de uma esfera.
Desta forma, imaginemos um certo solido, de volume conhecido e tal que se¢des produzidas

por planos horizontais na esfera e nesse sélido tenham areas iguais. Observe que em uma esfera
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de raio R, uma secdo que dista h do centro é um circulo de area w(R? — h?). Porém, esta é

também a area de uma coroa circular limitada por circunferéncias de raios R € h.

Vamos entdo considerar uma esfera de raio R apoiada em um plano horizontal e, ao
lado, um cilindro equilatero de raio R com base também sobre esse plano. Do cilindro, vamos
subtrair dois cones iguais, cada um deles com base em uma base do cilindro e vertices
coincidentes no centro do cilindro. Este solido C (chamado clepsidra) € tal que qualquer plano
horizontal distando h do seu centro (ou do centro da esfera), produz uma secéo que é uma coroa

circular cujo raio externo € R e cujo raio interno é h. Logo, o volume da esfera € igual ao de C.

Figura 2. 25- Volume de uma esfera

Fonte: acervo da autora

O volume de C é o volume do cilindro de raio R e altura 2R subtraido de dois cones de

raio R e altura R. Isso da:
1 4
R?2R — 2=mR? = —ntR®
T 3 s 3 T
que é o volume da esfera:
4
Volume da esfera = §7TR3

Ja conhecemos o volume da esfera, agora mostraremos de maneira intuitiva que a area

A da superficie esférica é:
A = 4nR?

Para isto, imaginemos uma esfera de raio R como a reunido de n sélidos que parecem

cones. Observe que esses solidos ndo séo cones perfeitos, pois suas bases ndo sédo planas.
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Suponha que estes n cones possuem altura aproximadamente igual a R (tanto mais
aproximadamente quanto menor for a base do cone). Assim, podemos admitir que o volume da

esfera é equivalente a soma dos volumes de todos esses n cones (n suficientemente grande).

Note que desta forma a superficie da esfera fica dividida em um numero n

suficientemente grande de “circulos” (bases dos cones), cujas areas sdo Aq, A,, As, ..., A,.

Lembrando que o volume de cada cone é
L,
V= 3 (4rea da base) - (altura)
eque A; + A, + A; + -+ A, = A € a é&rea da superficie esférica, vem:

1 1 1 1
Volume da esfera (V) = §A1R +§A2R +§A3R + - +§An

1
Assim temos que:

v=1ar o 2iri =l aR o 4= anp?
= — = — = — = =
3 3" 3 T

Logo, a area da superficie esférica de raio R é:

A = 4nR?
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CAPITULO 3

RELATO REFLEXIVO DA EXPERIENCIA DE ENSINO

A abordagem do contetido de geometria espacial em duas turmas do terceiro ano® do
ensino medio do Instituto Federal de Alagoas do campus Piranhas foi realizada segundo a
metodologia de investigacdo matematica. As duas turmas foram divididas em grupos. Quatro
na turma 1 do curso de agroecologia, que serdo nomeados como A, B, C e D, e cinco na turma
2 do curso de agroindustria nomeados por E, F, G, H e |. Para manter o anonimato dos alunos,
eles serdo identificados como Al, A2, E3, indicando, respectivamente, o primeiro componente
do grupo A, o segundo do grupo A e o terceiro do grupo E, por exemplo. Nos dialogos me

colocarei em terceira pessoa, chamando-me de professora.

Apesar de ter sido escolhida a metodologia de investigagdo matematica para analisar
vantagens e desvantagens no uso dessa abordagem ativa de ensino-aprendizagem, ela foi
trabalhada em conjunto com outras metodologias de ensino, como novas tecnologias, resolucéo

de problemas e modelagem matematica.

Foram aplicadas quatro atividades investigativas® que trabalharam os seguintes
contetdos: 1) reflexdo e simetria de figuras planas; 2) planificacdo de solidos geométricos e
projecdo ortogonal; 3) planificacdo de sélidos; 4) volume de sélidos de revolucédo e area de
superficie. Entre as intervencdes feitas e o desenvolvimento das atividades, a duracdo de todo
o0 processo foi de um més e meio o que foi equivalente, em ambas as turmas, a 21 horas/aula.
A duracdo média esperada para a abordagem do mesmo conteldo de maneira expositiva
tradicional é de 15 horas/aula.

Vale ressaltar que nem sempre identificarei a turma nas descri¢fes a seguir, pois tentei
trabalhar de igual modo em ambas, ou seja, usando 0S mesmos recursos, mesmas propostas de
atividades e dispondo do mesmo tempo. Porém, quando vir que € necessario distinguir as

turmas, assim farei.

3 O contelido de geometria espacial é trabalhado no terceiro ano do ensino médio como é proposto no Projeto
Pedagogico do Curso (PPC) dos cursos de agroindustria e agroecologia do Instituto Federal de Alagoas-Piranhas.
4 Algumas situaces (questdes) sdo questdes da OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas) ou do ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio) que foram adaptadas para que se encaixassem na
metodologia proposta.
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Dial

Foram 2 horas-aula conjuntas totalizando 100 minutos de aula em cada turma. Fiz uma
breve revisdo expositiva de 20 minutos abordando figuras planas: seus tipos, classificagéo e
calculo de éreas. Entdo, expliquei aos alunos o que era a investigagdo matematica e como
conduziria a atividade proposta por mim. Pedi que se dividissem em grupos de no maximo
cinco pessoas e apliquei a atividade investigativa 1° (vide apéndice 1) sobre reflexdo e simetria

de figuras planas. A seguir, algumas observagdes que merecem destaque.

Envolvimento ativo do aluno: a resisténcia a mudanca

Mesmo antes de terem visto a atividade, os alunos da turma 1 disseram que néo
estavam com disposicdo para fazer a atividade e demoraram a formar os grupos. Acredito que
isso ocorreu pelo fato de estarem acostumados com aulas expositivas. J& na turma 2 ndo houve

resisténcia e eles se empenharam bastante para tentar resolver a situagcdo proposta.

A dependéncia do professor, visto como validador de pensamentos

Em ambas as turmas, havia uma preocupagdo maior em saber se chegariam a resposta
correta da maneira que estavam desenvolvendo a problemaética. Ao observar os grupos de longe,
percebia que se sentiam mais autbnomos e defendiam com maior seguranca suas hipdteses. No
entanto, ao me aproximar para observa-los, sentiam-se intimidados e quando apresentavam uma
hipotese para o colega, olhavam para mim e perguntavam: “estou certo professora?”, “serd que
¢ assim mesmo?”. E eu continuava perguntando aos colegas do grupo: “Voce, o que acha da
ideia do colega? Teria alguma outra sugestao?” Para que eles entendessem que precisavam

discutir entre si e testar as conjecturas e que meu papel era apenas de orientadora.

Formulacao de conjecturas: a dificuldade de abstracdo

Imaginar as dobraduras no papel fez com eles se sentissem desconfortaveis ao ponto
de insistirem que fosse permitido fazer as dobraduras numa folha de papel. Frisei o objetivo
abstrato da atividade e pedi que imaginassem a folha de papel e que seguissem 0s passos dados

na questao.

S Para esta atividade foram selecionadas duas questdes da OBMEP coletadas do Banco de Questdes 2013, no
entanto s6 foi trabalhada a primeira situacdo devido ao tempo e ao fato de o contetido de geometria plana ja ter
sido trabalhado.
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A dificuldade de interpretagdo

No inicio, todos 0s grupos pensaram que a resposta do item “a” seria duas pec¢as, um
triangulo e um trapézio. Solicitei que prestassem mais atencéo e verificassem que o papel havia
sido dobrado antes de ser cortado. Conforme pode ser notado no registro® do dialogo

reproduzido abaixo:
El: “Professora, isto ¢ pegadinha, ndo é?”
Professora: “Como assim?”
E2: “Ta na cara que sdo duas pegas, um triangulo e um trapézio!”
Professora: “Olhem direito, a folha foi dobrada!”

El: “Ah! Agora entendi.”

Os caminhos que surpreendem

Embora tenham percorrido um caminho semelhante, alguns grupos chegaram a
conclusdes diferentes. Quando estava preparando a aula pensei em alguns caminhos diferentes
que eles poderiam trilhar, mas ndo previ que chegariam a concluses diferenciadas. Isto ratifica
a afirmacdo de Menezes (2016), que nas atividades investigativas o aluno pode chegar a
resultados que ndo sdo pré-determinados.

No momento em que 0s acompanhava em sala de aula percebi que alguns grupos
tinham encontrado duas pecas, porém diferentes das que eu havia previsto. Pedi que me
explicassem o processo que utilizaram e assim notei que na primeira dobradura, uns dobraram
0 papel para a esquerda e outros para a direita, resultando em figuras diferentes no final. O que
enriqueceu bastante a discussao final, visto que foi observado que as pegas maiores, apesar
diferentes, possuiam a mesma area.

As seguintes resolucdes ratificam isto.

® Os 4udios das discussGes foram gravados durante a aula.
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Figura 3. 1- Resolucéo grupo F

a) Depois de cortar no local indicado, em quantas partes a folha ficou dividida?
b) Qual a drea da maior parte?
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Fonte: acervo da autora
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Fonte: acervo da autora

Discussao e argumentacao dos resultados: dificuldade de comunicagdo

Quando solicitados que fizessem a exposicdo das resolucdes na frente da sala
detalhando todo o raciocinio, os alunos da turma 1 se sentiram intimidados. Foi preciso instigar
uma discussdo entre eles fazendo algumas perguntas. Como por exemplo, o porqué de no item
a as pegas resultantes terem sido diferentes. E porque isto ndo interviu nos valores das areas,
pois a areas das pecas maiores e menores foram as mesmas independentes das formas.
Pensaram, discutiram, mas sO conseguiram chegar a uma conclusdo quando deixei que

pegassem uma folha de papel e fizessem as dobraduras. Tentando administrar tal situacéo, na
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turma 2 pedi que fizessem um circulo para que discutissemos. No inicio, foi preciso direcionar

as perguntas, porém apds um tempo eles mesmos estavam questionando entre si.

Dia 2

Antes de comecar a trabalhar a geometria espacial com investigacdo matematica, vi que
era necessario fazer algumas intervencfes. Uma vez que, para muitos, seria a primeira vez que
estudariam este conteudo. Sendo assim, foi necessario explicar o que estuda a geometria
espacial, bem como classificar sélidos, explorar os diversos tipos de sélidos e 0 que os compde.
Esta aula ocorreu no laboratério de ensino de matematica do Instituto e teve duracdo de 50

minutos’.

Envolvimento ativo do aluno: ambiente facilitador da aprendizagem

Logo que entramos no laboratério, ouvi comentarios como: “a gente sé entrou neste
99 ¢

laboratério uma vez”, “sé teve um professor, além da senhora, que nos trouxe aqui”. Percebi

que sair do ambiente da sala de aula os impactou de alguma forma.

Diferente do ambiente de sala de aula tradicional, com carteiras enfileiradas, o espaco
do laboratério proporcionou maior flexibilidade e interacéo entre eles, ja que no mesmo ha uma

mesa grande onde os alunos ocupam posi¢des de maneira que ficaram de frente um pro outro.

Refinamento de conjecturas: concretizando o abstrato

Espalhei sobre a mesa alguns solidos geométricos de acrilico e pedi que cada aluno
escolhesse um. E que registrassem, nos cadernos, como ele se classificava, 0 nome e
determinasse, se possivel, quantas arestas, vértices e faces tinha. Empenharam-se bastante e
inclusive, sem que eu pedisse, escolheram mais um sélido para realizar a atividade. Os deixei

bem a vontade neste primeiro momento.

Um fato que me chamou atencgéo foi o depoimento de uma aluna ao comparar o desenho
de um sélido (projetado no slide) com o mesmo em material concreto. “Ah, agora sim consegui

entender aqueles sélidos que a professora de desenho técnico nos pedia para reproduzir.” E

" Para que ndo seja necessario quantificar o tempo de cada aula em todo o relato. Teremos: dias impares, aulas
conjuntas totalizando 100 minutos de aula e dias pares, aula de 50 minutos.
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continuou falando o qudo dificil era fazer a reproducéo, pois eles tinham apenas os desenhos

no plano e ndo conseguiam visualizar os solidos.

Dia 3

Iniciamos a aula com a discussao coletiva dos resultados da atividade de investigacao
matematica da aula anterior. Apos isto, com o auxilio do software GeoGebra® e dos solidos
geométricos de acrilico, trabalhei planificagdo de sélidos. O objetivo desta aula foi fazer uma

ponte entre o concreto e 0 abstrato. Os pontos que mereceram destaques na aula foram:

Refinamento de conjecturas: usando outros recursos para concretizar o abstrato

Tentando apresentar a planificacdo de um prisma de base retangular notei que os alunos
apresentavam dificuldades para visualizar tal representacdo. Dessa forma, utilizei uma caixa de
remédio, com o mesmo formato e fiz os cortes para planificar. Em seguida, com o auxilio do
GeoGebra desenhei um prisma de base retangular e usei o comando® de planificacdo de solidos
deste programa para planificar este sélido e outros que também desenhei no software. Um fato
interessante sobre 0 GeoGebra é que ele permite a visualizacdo da planificacdo como uma
animacao que mostra a planificacdo do sélido como a abertura gradual de cada uma de suas

faces. Feito isto, eles disseram que compreenderam melhor.

Refinamento de conjecturas: estratégias utilizadas pelos discentes para contornar dificuldades

Como verificacdo de aprendizagem, solicitei que escolhessem dois so6lidos quaisquer,
dos dispostos na mesa, e desenhassem no caderno sua planificacdo. Na turma 1 os alunos
escolheram prismas. Ja na turma 2, além de prismas escolheram sélidos como cone, piramides
e icosaedro. Embora pareca ser uma atividade simples, para eles ndo foi. A dificuldade de
abstracdo ainda estava presente, principalmente na turma 2 que além dos prismas escolheram
alguns corpos redondos. O que resultou numa discussdo produtiva, principalmente nos casos

dos solidos que ndo dispunham de arestas.

8 Software dindmico de matematica que combina conceitos de algebra e geometria numa mesma interface grafica.
® O GeoGebra apresenta a planificagdo do poliedro a partir do comando Planificagéo (Poliedro,n), onde n deve ser
um namero entre 0 e 1 que representa o percentual de abertura das faces, onde n = 0 significa completamente
fechado e n = 1 completamente aberta, isto é, planificada.
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Como eu ndo queria interferir falando como deveria ser a planificacdo, pedi que
pensassem mais um pouco. Foi quando um deles pegou uma folha de papel e, cortando-a,
construiu um cone para ver como ficaria a planificacao apds “desmonta-lo”. Talvez esta atitude
possa ter sido influenciada pelas animagdes criadas no GeoGebra que “desmontavam” o s6lido
até apresentar sua planificacdo, junto com a exposi¢do que fiz na aula anterior com a caixa de
remédios. Isto é, a dificuldade de abstracdo apresentada inicialmente foi contornada com a
utilizacdo de estratégias combinadas, tornando a manipulacdo de algum objeto concreto

facilmente disponivel como referéncia do trabalho abstrato que foi dado.

Dia 4

O conteldo trabalhado neste dia foi projecdo ortogonal. Além da compreensdo do que
é projecdo ortogonal, o intuito desta aula continuou sendo melhorar a capacidade de abstracdo
dos discentes. Usei 0 GeoGebra como recurso para me auxiliar nos desenhos dos solidos e para
trabalhar com as projeces, de maneira dinamica, uma vez que o software permite fazer rotagoes
nos solidos, colocar e retirar elementos e vérias outras funcdes interessantes que dinamizam a
aula. E importante ressaltar que, apesar da aula ter apresentado um carater expositivo, os alunos
participaram de maneira ativa. O engajamento dos alunos foi bastante satisfatorio e percebia-se
por meio de suas atitudes que participar da aula estava sendo prazeroso. Passo aos pontos de
destaque dessa aula.

Refinamento de conjecturas: trabalhando a abstracéo

Em ambas as turmas, como auxilio do GeoGebra, desenhei alguns sélidos dos
escolhidos por eles na aula anterior e os planifiquei. Usei um recurso do software que permite
movimentar a planificagdo de maneira que o sélido seja “montado e desmontado”. Logo apos,
introduzi projecdo ortogonal, também com o auxilio do software, desenhei alguns segmentos
nas faces e no interior do sélido e solicitei que eles fossem ao quadro branco e desenhassem as
projecdes daqueles segmentos referentes a alguma base pré-determinada por mim. Apos cada

projecdo desenhada no quadro, conferiamos no software de maneira dindmica.
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Envolvimento ativo do aluno: conquistando o publico

Um fato relevante foi que, diferente do primeiro dia, a maioria os alunos da turma 1 se
propds ir ao quadro e desenhar a projecao solicitada. Alguns se propuseram a ir mais de uma

vez, além de discutirem os resultados entre eles sem que minha intermediacao fosse necesséaria.

Dias5¢e 6

Apliquei entdo a segunda atividade investigativa, agora com o conteudo de geometria
espacial. Nela foram abordados os conteudos vistos nas aulas anteriores: planificagdo de sélidos
e projecdes ortogonais. Foram utilizadas 3 horas/aula para a execucdo completa da mesma.

Alguns pontos merecem ser destacados:

Envolvimento ativo do aluno: identificacdo com a metodologia

Neste momento os alunos ja estavam mais a vontade com este tipo de atividade.
Inclusive, numa das turmas cujas aulas conjuntas sdo nos dois Gltimos horarios, 0s discentes
permaneceram na sala, mesmo ap0s o tempo ter se esgotado e eu dizendo que poderiam concluir

na aula do dia seguinte.
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Formulacao e refinamento de conjecturas: discussoes relevantes durante o desenvolvimento
da situacéo 1

Figura 3. 3- Situacdo 1 da atividade investigativa 1

Situacdo 1. (Enem 2017-adaptada) Uma lagartixa esta no interior de um quarto e comeca a
32 deslocar. Esse quarto, apresentando o formato de wm paralelepipedo retangular, &
representado pela figura.

A lagartiza parte do ponto B e val até o ponto 4. A seguir, de A ela se desloca, pela parede,
até o ponto M, que € o ponto médio do segmento EF. Finzlmente, pelo teto, ela val do
ponto M até o ponmto H. Considere gue todos esses deslocamentos foram feitos pelo
caminho de menor distincia entre os respectivos pontos enveolvidos.
a) Fepresente a projecio ortogonal desses deslocamentos no plano que contém o chis
do quarto.
b) Considerando uma planificagic do guarto sobre o plano que contém o chio,
represente o deslocamento feito pela lagartixa.

Fonte: acervo da autora

No geral, no item a ndo houve muita dificuldade. O que eles discutiram entre si foi se
deveriam representar passo a passo cada uma das projecOes ou se deveriam colocar uma

projecdo incluindo todos 0s percursos.

Ja no item b, ao planificar o paralelepipedo, uma das dividas mais comuns foi onde
ficariam os vértices na planificagao: “professora, este vértice pode aparecer mais de uma vez?”.
“E onde ficard o Ponto M?” Sugeri que pensassem no processo inverso. Que, a partir da
planificacdo, eles formassem o sélido novamente e verificassem se 0s vértices seriam 0S

mesmos do sélido anterior. Com isto, alguns grupos localizaram alguns vértices.

Outros, inicialmente, preferiram ndo identificar os vértices. Disseram que nao
influenciaria na resposta. Porém, apds tentarem, viram que a identificacdo dos vértices seria

necessaria para melhor localizar os segmentos projetados.
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Vejamos algumas resolugdes:

Situacdo la: Como representar a projecao ortogonal?

Figura 3. 4- Resolucéo do grupo G Figura 3. 5- Resolucéo do grupo H
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Fonte: acervo da autora Fonte: acervo da autora

Enquanto o grupo G se preocupou em identificar os vértices e desenhou trés vezes a
base referente ao chdo do quarto para poder representar cada uma das proje¢des dos segmentos
de reta, o grupo E preferiu fazer uma Unica representacao para a projecdo de todo o percurso da
lagartixa, mas tomaram o cuidado de escurecer parte da projecdo para frisar que havia um

segmento projetado sobre o outro.

Situacdo 1b: Questdes topoldgicas: Onde desenhar o teto? Como tragar MH?
A seguir temos a resolucdo do item b da situacdo 1 do grupo B e do grupo H,

respectivamente.

Figura 3. 6- Resolu¢do do grupo B Figura 3. 7 Resolucdo do grupo H

o

Fonte: acervo da autora Fonte: acervo da autora

Percebe-se que ndo identificaram todos os vértices e que a resolucdo do grupo H difere
do grupo B. Nota-se ainda que ao planificar o solido, o grupo H deixou a aresta GH comum as
faces CDHG e EFGH, mas percebeu que o ponto M poderia ser representado duas vezes. Ja que

0 mesmo era ponto médio da aresta EF e esta apareceu duas vezes.
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Vale aqui registrar algo que ocorreu durante a atividade. Ao me aproximar do grupo,
pude ouvir uma discusséo entre os quatro membros. Dois acreditavam que deveriam fazer a
planificacdo e so depois tracar o caminho percorrido pela lagartixa e os demais que deveriam
tracar o percurso e depois planificar. Quando me viram pediram que eu dissesse quem estava
pensando corretamente. Sugeri que fizessem dos dois jeitos e depois relessem o caminho

descrito na questéo.

Embora tenha pedido para que ndo apagassem, acabaram assim fazendo e deixaram

apenas o que achavam que estava correto. Por isto reproduzi, em vermelho a outra resolugéo.

Figura 3. 8- Reconstrugdo de uma resolugdo do grupo H
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Fonte: acervo da autora

Professora: “Por que ficaram com esta resolucao?” (referindo-me a figura 3.5)

H1: “Eu e H2 dissemos desde o comego que era assim, mas insistiram na outra resposta”
Professora: “E vocé H4, se convenceu de que sua resolucdo ndo era a mais coerente de que forma?”’
H4: “Eu ndo me convenci, professora. Continuo achando que estou certa”

Professora: “Entdo porque deixaram esta?”

H3: “Porque a maioria venceu!”

Professora: “Como vocé se convenceu de que esta é a resolugdo correta?”

H3: “Simples, se a outra fosse a correta, indicaria que a lagartixa também teria passado pelo chéo e
pela outra parede.”

Professora: “Mas os pontos M e H, pertencem ao plano que contém o chdo?”

H3: “Acho que ndo. Mas depois de planificado sim.”

HI: “Elas ainda estdo pensando que € pra tragar depois.”

H2: “Imagine que a lagartixa deixa um rastro de tinta, agora planifique o quarto”

H3: “Hum acho que agora estou entendendo”

H4: “Va deixe essa!” (Mostrando que ainda ndo estava convencida)
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Formulacao e refinamento de conjecturas: discussoes relevantes durante o desenvolvimento
da situacéo 2

Figura 3. 9- Situacdo 2 da atividade investigativa 1

Situagdo 2- Uma formiga esti no interior de uma caixa & comega a 3e deslocar. Essa caixa,

possul o formato de wm prisma, conforme a figura:

A formiga parte do ponto B e vai até o ponto 4. A seguir, de A ela 32 desloca, pela parede,
até o pomto M, que € o ponto médio do segmento DE. Finalmente, pelo face superior, ela
val do ponto M até o ponto N que & ponto médio do segmento DF. Considers que todos
eszes deslocamentos foram feitos pelo caminho de menor distincia entre os respectives
pontos envolvidos.

a) Represents a projegdo ortogonal desses deslocamentos no plano que contém a base

ABC
b) Considerando uma planificacdo da caixa sobre o plane gue contém o retingulo

ABDE represents o deslocamento da formiga.

Fonte: acervo da autora

A seguir temos a resolucéo do grupo H

Figura 3. 10- Resolucédo do grupo H
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Embora H4 ainda ndo estivesse convencido o grupo decidiu pensar de maneira
semelhante a situacdo anterior. Mantiveram, inclusive, a ideia de identificar apenas os vértices

e pontos que para eles seriam necessarios para a resolucao.

Discussao e argumentacao dos resultados: dificuldade de comunicacgéo vencida
Diferentemente da primeira atividade investigativa, ndo foi necessério induzi-los a
discussdo na fase final. Eles mesmos apresentaram suas resolugdes e questionaram 0s
resultados. Neste momento o grupo H falou da discusséo interna que tiveram em relacdo a
resolucdo do item b da situacdo 1 o que foi interessante, pois na tentativa de “convencer” H4
de gue seu pensamento ndo fazia sentido, naquele contexto, os outros grupos (que ndo tinham
pensado na possibilidade de ir pelo “caminho” adotado por H4) puderam criar algumas

hipéteses e verificar se eram vélidas ou néo.

Dia 7

Nesta aula ainda foi trabalhado o contetdo de planificacéo de sélidos por meio de uma
outra atividade investigativa. Porém a segunda proposta (situacdo 2) objetivou, além de
trabalhar o processo contrério de planificacdo, ou seja, a partir de uma planificacdo visualizar
0 sélido, revisar areas de figuras planas e identificar sdlidos geométricos. Vide a atividade no

apéndice 3.
Alguns fatos foram observados durante a execugédo da atividade. S&o eles:

Formulacao de conjecturas: Um cuidado que ndo foi tomado ao usar o0 GeoGebra

Na situacdo 1, onde o aluno precisava representar uma planificacdo de um cubo nas
condicGes dadas, pude perceber que o entendimento de planificacdo de sélidos ndo foi
alcancado de maneira satisfatoria. Pois notei em ambas as turmas, que a maioria dos grupos fez
a mesma planificacédo e ao solicitar que fizessem outra planificacdo, disseram que independente
da face que fixassem obteriam a mesma planificagcdo, o que chamaram de “formato de cruz” e

gue a Unica coisa que mudaria seria a parte pintada. Por exemplo:
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Figura 3. 11- Resolucéo do grupo A Figura 3. 12- Resoluc¢éo do grupo C
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Fonte: acervo da autora Fonte: acervo da autora

Porém, o grupo D foi Unico grupo de ambas as turmas que registrou de imediato uma

planificacdo diferente quando solicitado.

Figura 3. 13- Resolucdo do grupo D
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Fonte: acervo da autora

Na hora da discussdo final pude perceber que o conceito que eles tinham sobre
planificacdo se dera pelo fato de, ao usar o0 GeoGebra como ferramenta para planificar sélidos,
o software mostrar apenas as planificacdes mais simples. Que seriam, a grosso modo, aquelas

planificacBes onde fixa-se uma base e “abre-se” o solido pelas arestas perpendiculares ou

obliquas as bases.

Formulacao e refinamento de conjecturas: dificuldade de abstracéo

Pensar no processo oposto, a principio, parece simples. No entanto, os discentes
apresentaram muita dificuldade na situacdo 2 da atividade (vide apéndice 3). Nela eles
precisariam pensar no processo inverso da planificacdo de uma caixa no formato de um
paralelepipedo e verificar quais solidos (com as dimensdes propostas no problema) caberiam

dentro da mesma. Inicialmente, eles desconsideraram a tampa concluindo entdo que todos os
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solidos entrariam e caberiam na caixa sem quaisquer dificuldades. Solicitei que lessem
novamente o enunciado da questdo, assim perceberam que precisavam fazer mais uma
“dobradura” e que desta forma teriam uma tampa com uma abertura de dimensdes de dois
centimetros de largura e nove centimetros de comprimento. Relataram que todos os sélidos
caberiam na caixa independentemente de como ficariam organizados, logo o0 que precisavam
averiguar era se os sélidos passariam pela abertura da tampa. A solucdo que segue foi

apresentada pelo grupo F.

Figura 3. 14- Resolucdo do grupo F
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Fonte: acervo da autora

Dias 8,9¢e 10

Estas aulas foram desenvolvidas no laboratorio de matematica. O contetdo trabalhado
nestes dias foram areas e volumes de solidos e a metodologia usada foi Resolucdo de Problemas.
Também foram usados recursos como: material dourado?®, sélidos de acrilico e o software
GeoGebra.

A investigagcdo matematica possibilita fazer uma avaliagdo instantdnea e continua da

aprendizagem do contetdo.

10 Material criado pela médica e educadora italiana Maria Montessori (1870-1952) para trabalhar o conteldo de
aritmética. Porém muitos outros conteidos podem ser abordados usando este material.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Educadora
https://pt.wikipedia.org/wiki/Maria_Montessori
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Iniciei com um problema no qual eles precisariam determinar a area da superficie de um
objeto que tinha forma cilindrica. Quando indaguei sobre como resolver o problema, sem
hesitar, responderam: “E facil, basta planificar o cilindro.” S6 isso? perguntei. “Tem que
encontrar as areas das figuras planas e somar.”, disse um deles. Neste momento notei que eles
conseguiram associar ao objeto um modelo matematico e ainda encontrar uma forma de calcular
a area da superficie cilindrica sem uso de formulas prontas, ou seja, por meio do conceito de

planificacao.
Deducéo de resultados matematicos ao invés de formulas prontas

Com a sugestdo dada por eles, conseguimos resolver o problema. Em seguida, fiz as
seguintes perguntas: “E se o objeto tivesse o0 formato de um cone? E de um cubo? E se fosse de

uma esfera?”

Para as duas primeiras perguntas eles responderam de maneira semelhante: “basta
planificar.” Mas para a ultima ndo souberam responder. O que eu ja previa. Ressaltei que, como

esfera ndo pode ser planificada precisariamos deduzir a formula de outra forma.

Em seguida trabalhei volume de um paralelepipedo qualquer usando o material dourado
tomando como unidade de volume o menor cubo do material. Ap6s desenvolver, de maneira
intuitiva, o volume de um prisma de base retangular deduzimos, usando o Principio de
Cavaliere, algumas férmulas de volume. E a partir do volume da esfera vimos, intuitivamente,

como calcular a area da superficie de uma esfera.

Para fixacdo do conteido, ao final da discussdo e do desenvolvimento de resultados
matematicos solicitei que resolvessem um problemal!. Sentaram-se em duplas. O que me
chamou atencdo durante a resolucao foi que a maioria estava tentando resolver o problema sem
usar a férmula pronta, embora fosse muito mais facil naquele momento aplicar a formula, que
eles ja tinham, estavam tentando entender o problema para deduzi-la. E como se, para eles, a
resolucdo feita desta forma fizesse mais sentido. No entanto, s6 consegui ter este olhar porque
0s estava acompanhando e escutando as discussdes entre eles, pois se fosse olhar apenas as
solugdes no caderno, ndo chegaria a tal conclusdo, visto que as respostas aparecem como

aplicacdo da formula.

11 O problema é o de nimero 9 da pagina 222 do livro de Dante (2014) cuja referéncia encontra-se junto as outras
referéncias deste trabalho.
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Dia 11

Nesta aula trabalhei solidos de revolucgdo. Utilizei um recurso, construido com a ajuda
de um professor de fisica do campus, que facilitava a visualizacdo do sélido de revolugdo a
partir de um figura plana e rotagédo em torno de um eixo. O recurso era composto por uma fonte

alimentacdo, um motor, uma haste e figuras planas feitas em papel cartdo.

Figura 3. 15- Aparelho adaptado para trabalhar s6lidos de revolugao

Fonte: acervo da autora

Ainda trabalhando abstracéo

Ao pegar cada uma das figuras planas, perguntava a eles que tipo de sélido seria formado
guando a haste comecasse a girar. Viram que a partir do triangulo com um dos lados sob o eixo
de rotacdo, obtinhamos o cone reto; do retangulo com um dos lados sob o eixo, o cilindro reto;

e do semicirculo com didmetro sob o eixo de rotacéo, a esfera.

Perguntei depois qual tipo de solido formaria se ao invés de um dos lados do triangulo

fixassemos o Vértice. E solicitei que tentassem desenhar, no quadro branco.

A dificuldade de desenhar em trés dimensGes era visivel, salvo um aluno que tem muito
potencial para a arte e faz muitos desenhos. No entanto, percebi (por meio de explicacbes dos

desenhos) que eles conseguiam visualizar a maioria dos solidos.

Dias 12 e 13

Nestes dias foi aplicada a Ultima atividade investigativa que naquele momento ja ndo
tinha um perfil t&o investigativo assim, pois o objetivo era verificar o aprendizado dos alunos

em relacdo a maioria do contetdo de geometria espacial visto.
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A questéo do tempo

A principio eu tinha programado usar a hora aula do dia 12 e apenas uma hora aula do
dia 13. Porém, n&o foram suficientes duas horas/aula, acabei utilizando as trés horas/aula dos
dias 12 e 13. Achei que como os alunos ja estavam acostumados com este tipo de atividade e
como ja tinham estudado o contetido seria muito mais facil e rapida a resolucéo da situagéo

proposta. Mas néo foi assim.

A dificuldade de abstracdo continua ou faltou cuidado ao manusear o recurso de rotacdo?
A situacédo proposta foi:

Figura 3. 16- Situacgdo da atividade investigativa 4

(Modelo-adaptada). No retangulo ABCD, temos AB = 5cm e BC = 2em. Calcular a area total
e 0 volume do solido gerado pela revolucio de 360° da regiio do retingulo ABCD em tomao
do eixo e paralelo ao lado AB e distante lcm de AB como mostra a figura.

“r
D A allAB
1cm
>
c B

Fonte: acervo da autora

A primeira turma em que apliquei a atividade foi a turma 2. A dificuldade de abstracéo
persistiu, tentei auxilid-los de maneira que ndao desse a resposta, mas nao consegui ajuda-los.
Eles s6 conseguiam enxergar um cilindro, apenas um aluno conseguiu enxergar o solido
formado corretamente. Sera que por eu sempre ter colocado uma parte da figura sobre o eixo

de rotacdo dificultou o fato de eles enxergarem a situacao proposta no problema?

Vi entdo que seria interessante leva-los (ainda na aula do dia 12) para o laboratério de
informatica para que eles mesmos manipulassem o GeoGebra e desta forma se tornasse mais
facil a visualizagdo. Sentaram-se em duplas e fui falando o passo-a-passo para a construcdo do

solido. Com isto, disseram que conseguiram visualizar o sélido.

Como ja tinha passado esta experiéncia com a turma 2, preferi levar logo a turma 1 para

o laboratorio de informética. La entreguei as atividades aos grupos e, apds um tempo, vi que
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tinham a mesma dificuldade que a turma 2 em relacdo a visualizar o solido. Recorri a

manipulagdo no GeoGebra novamente.

Analise de algumas discussdes e respostas registradas

A aula seguinte (dia 13) ocorreu no ambiente de sala de aula. Pedi que continuassem a
atividade. Vejamos alguns pontos que se destacaram:

Nenhum dos grupos da turma 1conseguiu calcular o volume do sélido. Queriam uma
férmula pronta para aplicar as condi¢des do sélido. Na finalizacdo da atividade tentei instiga-
los a pensar um pouco mais e se seria possivel deduzir um férmula. Mas ndo conseguiram.

Talvez ja estivem cansados.

J& na turma 2 todos os grupos buscaram meios para calcular o volume. Alguns fizeram

uma relagdo com sélidos conhecidos e outros usaram a nocao intuitiva de volume.

As imagens a seguir ratificam isso. Temos solugbes dos grupos B, E , F e H

respectivamente.



Figura 3. 17 Resolugéo do grupo B

Fonte: acervo da autora

Figura 3. 18- Resolugéo do grupo E

Fonte: acervo da autora
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Fonte: acervo da autora

I

Figura 3. 20- Resolucao do grupo H
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Notemos que dos grupos, apenas o E ndo fez registros de desenhos na folha. Porém eles
fizeram num rascunho a parte para poderem visualizar melhor. Logo, todos eles perceberam

que o desenho os auxiliaria.

O professor visto como detentor do saber

As resolugdes da turma 1 foram muito semelhantes a do grupo B. Percebe-se que
separaram ““as pecas” que formam o solido e calcularam as areas de cada uma das figuras planas
e depois somaram para encontrar a area total. Isto parece que foi feito em apenas alguns
minutos, mas levaram quase 60 minutos para chegarem a um ponto em comum. Enquanto
discutia com o grupo B sobre as hipdteses levantadas notei que os demais grupos da turma
estavam prestando atencdo em nds. Imaginei que seria interessante para eles e os deixei
observar. No entanto, percebi que houve uma influéncia direta, pois ao me aproximar dos
demais grupos para ver como estava 0 desenvolvimento, todos eles haviam apagado suas
respostas e feito como o grupo B tinha proposto sé porque me viram dizer que a proposta de

calcular as areas era interessante.

Como vi que tinha acontecido isto na turma 1 ao chegar na turma 2 tomei cuidado em

ndo deixa-los ouvir minhas discussdes com os demais grupos.

Apesar de as aulas serem nos dois ultimos horarios do turno, a turma 2 mostrou-se mais

disposta para discutir a atividade e fizeram tudo que lhes foi proposto.

Destaques no célculo da area

Os grupo F e H tiveram 0 mesmo raciocinio que o grupo B. Com destaque para 0 grupo
F que desenvolveu uma formula a partir do observado. Mas nos registros calculou duas areas

uma referente ao cilindro interno e outra referente ao cilindro externo e ndo a area total.

Ja o grupo H, talvez por ter feito inicialmente o calculo do volume e ndo da éarea.
Desenvolveu uma formula para o calculo das areas do cilindro interno e do cilindro externo que

compdem o solido e subtrairam uma &rea da outra. Pois fizeram a diferenga também no volume.
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Destaques no célculo do volume

Conforme dito antes, o grupo H iniciou a atividade calculando o volume. Rapidamente
eles perceberam que se ndo tivesse a parte oca o solido seria um cilindro. Dai fizeram o volume
do cilindro de raio igual a 3cm menos o volumo do cilindro de raio igual a 1cm. O grupo F
desenvolveu atividade de maneira semelhante ao grupo H. Porém a resolugdo do grupo E, me
chamou muito atencdo. Indaguei o fato de terem usado a formula do cilindro para calcular o
volume do solido que nao era um cilindro. E um dos componentes me falou: “Mas professora
ndo € do cilindro, € sim do solido “oco”. Se fosse do cilindro colocariamos a area da base igual
a 9m.” Perguntei entdo de onde vieram os 81 e disseram que era a area da base do sélido. O que
eles chamaram de circunferéncia “oca”. Notei entdo que eles usaram a ideia intuitiva de volume
de um prisma associada ao principio de Cavaliere. E comecamos a discutir se seria valido para

outros solidos. A discussao se estendeu para a etapa final da atividade investigativa.

Dia 14

Esta foi a Gltima aula com o contetudo de geometria espacial. Levei uma lista de questdes
do ENEM (vide apéndice 5) para que pudéssemos discutir algumas delas em sala de aula e as
restantes eles fariam em casa e me entregariam. Foi uma aula expositiva-dialogada, com
participacdo ativa dos alunos. Antes de discutirmos as questdes eu estipulei um tempo de 15
minutos para que eles tentassem resolver algumas questdes para depois (ainda na aula)

discutirmos coletivamente as questdes.

Problemas de interpretacdo de texto

Durante este tempo observei os alunos e percebi que as duas primeiras questdes foram
as que eles fizeram mais rapido e ndo demonstraram dificuldades. Infelizmente, s6 deu tempo
de discutir coletivamente até a quinta questdo. Mas durante as resolucdes no quadro pude
perceber que a dificuldade de interpretagéo, presente desde o primeiro dia do processo, ainda
persistia em algumas situacdes, como por exemplo a do problema de nimero 3, na qual é
necessario fazer uma decomposicdo a partir de um solido ja existente. Por outro lado, vale

destacar, que ndo apresentaram dificuldades na aplicacdo dos conceitos geométricos estudados.
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CONSIDERACOES FINAIS

Diante do exposto, podemos destacar algumas vantagens e desvantagens do trabalho
com Investigacdo Matematica no processo ensino-aprendizagem, a partir do uso desta
metodologia no ensino de geometria espacial.

No relato fica evidente que, ao passar pelas quatro etapas, destacadas por Ponte,
Oliveira e Brocado (2009), os discentes se sentiram desafiados e motivados, uma vez que
assumiram o papel de protagonistas do conhecimento ao criarem e testarem suas proprias
conjecturas. Ainda, ao se reunirem em grupos podiam compartilhar, descobrir e aprender
saberes matematicos. Vendo assim que a matematica € uma ciéncia em permanente construgéo.

A abordagem investigativa permite atingir objetivos que talvez de outra forma nao fosse
possivel. E incontestavel o quanto os alunos se desempenharam e aprenderam com 0 uso desta
metodologia. Como professora, pude perceber isto ao longo das atividades que me
possibilitaram avaliar de maneira continua e, embora dificil, acompanhar as dificuldades dos
alunos mais de perto e assim saber onde trabalhar mais especificamente.

Embora no inicio tenha havido um pouco de resisténcia por parte dos discentes, o que é
compreensivel ja que era uma metodologia nova para eles, posteriormente vieram a aceitacao e
a melhoria no desempenho. Alunos que outrora ndo demonstravam nenhum interesse pela
matematica, destacaram-se argumentando e discutindo o0s problemas matematicos propostos.

Além disto, é importante frisar que o professor se depara com situacdes, respostas e/ou
indagacdes inesperadas, que é desafiador. Desse modo, é preciso estar preparado e com grande
dominio do conteddo. O docente precisa dar apoio aos alunos sem comprometer suas
autonomias da aprendizagem. Precisa saber gerir o tempo em sala de aula e também dispor de
mais tempo para a preparacao de atividades investigativas.

Em contrapartida, ao refletir sobre os efeitos do uso desta metodologia no processo de
ensino aprendizagem, nota-se que os desafios que se apresentam e o tempo “gasto” S80
recompensados, permitindo proporcionar aos alunos uma experiéncia matematica legitima, na
qual puderam ver como as ideias matematicas sao construidas, isto é, notar que a matematica
ndo é um conjunto de férmulas prontas e acabadas.

Ficam ainda alguns questionamentos para trabalhos futuros: Quais fatores externos e
internos influenciam no sucesso da aplicacdo de investigagdes matematicas? Ha turmas ou até
mesmo escolas com infraestrutura mais adequada para a aplicagdo dessa metodologia?
Dependendo do conteddo abordado, esta metodologia pode ser mais ou menos indicada? E o

fator tempo, serad que é possivel reduzir o tempo de aplicacdo da metodologia ou é inerente a
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investigacdo tomar o tempo necessario para que os alunos consigam aprender o conteudo?
Turmas e professores que j& conhecem a metodologia, conseguem reduzir o tempo de

aplicacdo? Quais restricdes devem ser consideradas ao se trabalhar com investigacOes

matematicas?
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APENDICE 1

INSTITUTO FEDERAL DE
EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGILA
DE ALAGOAS

CAMPUS PIRAMNHAS

Alunos:

Data: [/

Disciplina: Matematica Turma: Turno:

Professora: Gilberlania Pereira Santos Silva.

Atividade investigativa!

1- (reflexdo e simetria de figuras planas)

Situacdo 1- (OBMEP 2013) -Uma folha de papel é retangular, com base igual a 20 cm e altura
10 cm. Esta folha é dobrada nas linhas pontilhadas conforme a figura abaixo, e no final
recortada por uma tesoura na linha indicada, a qual é paralela a base e estd na metade da altura
do tridngulo.

|
|

a) Depois de cortar no local indicado, em quantas partes a folha ficou dividida?

b) Qual a area da maior parte?




Situagéo 2- (OBMEP 2013) Jalio Daniel tem um quadrado de papel com vértices A, B, C e D.
Ele primeiro dobra este quadrado de papel ABCD levando os vértices B e D até a diagonal,
como mostra a figura a seguir:

D C C

E em seguida, Jalio Daniel leva o vértice C até o vértice A, obtendo assim um pentagono, como
é mostrado a seguir:

C\‘

A A
a) Mostre que o0 angulo « mede 90° .

b) Determine a medida do angulo S.



APENDICE 2

INSTITUTO FEDERAL DE

EDUCAGAD, CIENCIA E TECNOLOGIA
DE ALAGOAS

CAMPUS PIRANHAS

Alunos:

Data: [/

Disciplina: Matemaética Turma: Turno:

Professora: Gilberlania Pereira Santos Silva.

Atividade investigativa!

2-(Planificacdo de solidos e projecao ortogonal)

Situacdo 1. (Enem 2017-adaptada) Uma lagartixa esta no interior de um quarto e comeca a
se deslocar. Esse quarto, apresentando o formato de um paralelepipedo retangular, é
representado pela figura.

Ul
E i Tetc G
E elo F
e SR—
........... D SR T |
A"ﬂ‘

A lagartixa parte do ponto B e vai até o ponto A. A seguir, de A ela se desloca, pela parede,
até o ponto M, que é o ponto médio do segmento EF. Finalmente, pelo teto, ela vai do
ponto M até o ponto H. Considere que todos esses deslocamentos foram feitos pelo
caminho de menor distancia entre os respectivos pontos envolvidos.

a) Represente a projecdo ortogonal desses deslocamentos no plano que contém o chéo

do quarto.




b) Considerando uma planificacdo do quarto sobre o plano que contém o chéo,
represente o deslocamento feito pela lagartixa.
Situacdo 2- Uma formiga esta no interior de uma caixa e comeca a se deslocar. Essa caixa,

possui o formato de um prisma, conforme a figura:

A formiga parte do ponto B e vai até o ponto A. A seguir, de A ela se desloca, pela parede,
até o ponto M, que é o ponto médio do segmento DE. Finalmente, pelo face superior, ela
vai do ponto M até o ponto N que é ponto médio do segmento DF. Considere que todos
esses deslocamentos foram feitos pelo caminho de menor distancia entre os respectivos
pontos envolvidos.

a) Represente a projecdo ortogonal desses deslocamentos no plano que contém a base

ABC
b) Considerando uma planificacdo da caixa sobre o plano que contém o retangulo

ABDE represente o deslocamento da formiga.



APENDICE 3

INSTITUTO FEDERAL DE
EDUCACAQ, CIENCIA E TECNOLOGIA
DE ALAGOAS

CAMPUS PIRANHAS

Alunos:

Data: [/

Disciplina: Matemaética Turma: Turno:

Professora: Gilberlania Pereira Santos Silva.

Atividade investigativa!

3- (Planificacdo de solidos)

Situacgéo 1. (Enem 2015-adaptada) Uma empresa necessita colorir parte de suas embalagens,
com formato de caixas cubicas, para que possa colocar produtos diferentes em caixas distintas
pela cor, utilizando para isso um recipiente com tinta, conforme Figura 1. Nesse recipiente,
mergulhou-se um cubo branco, tal como se ilustra na Figura 2. Desta forma, a parte do cubo

ficou submersa adquiriu a cor da tinta.

. > Ce 0
— h’“"

Qual é a planificacdo desse cubo apds submerso?




Situacdo 2. (Enem 2001-adaptada) Um fabricante de brinquedos recebeu o projeto de uma
caixa que devera conter cinco pequenos solidos, colocados na caixa por uma abertura em sua

tampa. A figura representa a planificacdo da caixa, com as medidas dadas em centimetros.

.
-
R —

Os solidos séo fabricados nas formas de:

I. Um cone reto de altura 1 cm e raio da base 1,5 cm.

I1. Um cubo de aresta 2 cm.

I11. Uma esfera de raio 1,5 cm.

IV. Um paralelepipedo retangular reto, de dimensdes 2 cm, 3 cm e 4 cm.
V. Um cilindro reto de altura 3 cm e raio da base 1 cm.

O fabricante ndo aceitou o projeto, pois percebeu que, pela abertura dessa caixa, sé poderia

colocar alguns sélidos. Quais foram eles? Por qué?



APENDICE 4

INSTITUTO FEDERAL DE
EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
DE ALAGOAS

CAMPUS PIRANHAS

Alunos:

Data: [/

Disciplina: Matemaética Turma: Turno:

Professora: Gilberlania Pereira Santos Silva.

Atividade investigativa!

4- (Solidos de Revolugdo / volume e éarea da superficie)

(Modelo Enem-adaptada). No retdngulo ABCD, temos AB = 5cm e BC = 2cm. Calcular a area
total e o volume do solido gerado pela revolucdo de 360° da regido do retangulo ABCD em
torno do eixo e paralelo ao lado AB e distante 1cm de AB como mostra a figura.

i
| T .} ellAB
1cm
e
c B

Obs: Questéo retirada do site http://sbrecci.com/matematica/aula-284/ Acesso em 04 de jun. de 2018.



http://sbrecci.com/matematica/aula-284/

APENDICE 5

INSTITUTO FEDERAL DE
EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
DE ALAGOAS

CAMPUS PIRANHAS

Alunos:

Data: [/

Disciplina: Matemaética Turma: Turno:

Professora: Gilberlania Pereira Santos Silva.

Selecdo de questdes do ENEM
(Geometria plana e espacial)

1) ENEM 2012 - Questéo 141 — Prova Amarela.
Maria quer inovar sua loja de embalagens e decidiu vender caixas com diferentes formatos.
Nas imagens apresentadas estao as planificacGes dessas caixas.

O

O

Quais serdo os so6lidos geométricos que Maria obtera a partir dessas planificacfes?

a) Cilindro, prisma de base pentagonal e piramide
b) Cone, prisma de base pentagonal e piramide

c) Cone, tronco de piramide e prisma

d) Cilindro, tronco de pirdmide e prisma

e) Cilindro, prisma e tronco de cone

2) ENEM 2012 - Questéo 154 — Prova Amarela.

Jodo propds um desafio a Bruno, seu colega de classe: ele iria descrever um deslocamento
pela piramide a seguir e Bruno deveria desenhar a projecao desse deslocamento no plano da
base da piramide.




O deslocamento descrito por Jodo foi: mova-se pela piramide, sempre em linha reta, do ponto
A ao ponto E, a seguir do ponto E ao ponto M, e depois de M a C. O desenho que Bruno deve
fazer é

3) ENEM 2010 - Questdo 178 — Prova Rosa.

Um porta-lapis de madeira foi construido no formato cubico, seguindo o modelo ilustrado a
seguir. O cubo de dentro é vazio. A aresta do cubo maior mede 12 cm e a do cubo menor, que
é interno, mede 8 cm.

-

Y

O volume de madeira utilizado na confeccdo desse objeto foi de

A) 12 cm®.B) 64 cm®.C) 96 cm®.D) 1 216 cm®3.E) 1 728 cm®.



10

4) ENEM 2010 - Questdo 155 — 22 aplicacao.
O administrador de uma cidade, implantando uma politica de reutilizacdo de materiais
descartados, aproveitou milhares de tambores cilindricos dispensados por empresas da regido
e montou kits com seis tambores para o abastecimento de 4gua em casas de familias de baixa
renda, conforme a figura seguinte. Além disso, cada familia envolvida com o programa ira
pagar somente R$ 2,50 por metro cubico utilizado.

i
E
£

40 cm

Uma familia que utilizar 12 vezes a capacidade total do kit em um més pagaré a quantia
de (considere [[=3)

a) R$ 86,40. d) R$ 7,20.
b) R$ 21,60. e) R$ 1,80.
c) R$ 8,64.

5) ENEM 2010 - Questdo 155 — 22 aplicacgao.
Um arquiteto esta fazendo um projeto de iluminacdo de ambiente e necessita saber a altura
que devera instalar a luminaria ilustrada na figura.

hurnindet

T

g=5m

Sabendo-se que a luminaria devera iluminar uma area circular de 28,26 m?, considerando
n=3,14, a altura h sera igual a
a) 3m.

b) 4m.
c) 5m.

d 9m.
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e) 16m.

6) ENEM 2011 - Questédo 155 — Prova Azul.

Para determinar a distancia de um barco até a praia, um navegante utilizou o seguinte
procedimento: a partir de um ponto A, mediu o angulo visual a fazendo mira em um ponto
fixo P da praia. Mantendo o barco no mesmo sentido, ele seguiu até um ponto B de modo que
fosse possivel ver o mesmo ponto P da praia, no entanto sob um angulo visual 2a . A figura
ilustra essa situacao:

Trajetoria do barco

A B

Suponha que o navegante tenha medido o angulo 0=30° e, ao chegar ao ponto B, verificou
que o barco havia percorrido a distancia AB=2000m . Com base nesses dados e mantendo a
mesma trajetdria, a menor distancia do barco até o ponto fixo P sera

a) 1000 m -

b) 10003 m-

|I:]
o) 2000 > .
1 3 i

d} 2000 m -
e} 20003 m-

7) ENEM 2010 - Questéo 160 — Prova Rosa.
Um baldo atmosférico, langado em Bauru (343 quilémetros a Noroeste de Sdo Paulo), na
noite do Gltimo domingo, caiu nesta segunda-feira em Cuiaba Paulista, na regido de
Presidente Prudente, assustando agricultores da regido. O artefato faz parte do programa
Projeto Hibiscus, desenvolvido por Brasil, Franca, Argentina, Inglaterra e Itdlia, para a
medicdo do comportamento da camada de 0z6nio, e sua descida se deu ap6s 0 cumprimento
do tempo previsto de medicdo. Disponivel em: http://www.correiodobrasil.com.br. Acesso
em: 02 maio 2010.

Balao
'\.:C;.___\_\----
T
. -
"“'H-H —
. —
—
- E%""\-\H R
1.8 km o, 3,7 km E

Na data do acontecido, duas pessoas avistaram o baldo. Uma estava a 1,8 km da posi¢ao
vertical do bal&o e o avistou sob um &ngulo de 60°; a outra estava a 5,5 km da posigéo vertical
do baldo, alinhada com a primeira, e no mesmo sentido, conforme se vé na figura, e o0 avistou
sob um angulo de 30°.

Quial a altura aproximada em que se encontrava o baldo?

a) 1,8 km b) 1,9 km


http://www.correiodobrasil.com.br/
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c) 3,1 km e) 5,5 km
d) 3,7 km

8) ENEM 2010 - Questédo 139 — Prova Rosa.
Uma fabrica produz barras de chocolates no formato de paralelepipedos e de cubos, com o
mesmo volume. As arestas da barra de chocolate no formato de paralelepipedo medem 3 cm
de largura, 18 cm de comprimento e 4 cm de espessura. Analisando as caracteristicas das
figuras geométricas descritas, a medida das arestas dos chocolates que tém o formato de cubo
éigual a

A)5cm. D) 24 cm.
B) 6 cm. E) 25 cm.
C) 12 cm.

9) ENEM 2010 - Questédo 167 — Prova
Em um casamento, os donos da festa serviam champanhe aos seus convidados em tacas com
formato de um hemisfério (Figura 1), porém um acidente na cozinha culminou na quebra de
grande parte desses recipientes. Para substituir as tacas quebradas, utilizou-se um outro tipo
com formato de cone (Figura 2). No entanto, os noivos solicitaram que o volume de
champanhe nos dois tipos de tacas fosse igual.

R=dem —

R=3cm C_,____}_,_._—-f
—_ " 4
e
Figura 1 Figen 2
Considere:
4 =4 R® Vv _1 R*h
esfera ™ 3 T e cone =3 T

Sabendo que a taca com o formato de hemisfério é servida completamente cheia, a altura do
volume de champanhe que deve ser colocado na outra taca, em centimetros, é de

A) 1,33, D) 56,52.
B) 6,00. E) 113,04

C) 12,00.



