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RESUMO

O presente trabalho de conclusdo de curso procurou apresentar alguns
conceitos pertinentes as equacgdes de recorréncia, explicitar algumas de suas
aplicagdes e sugerir uma série de atividades a serem trabalhadas com alunos do
Ensino Médio. Sao apresentadas algumas estratégias para a resolugao recorréncias
lineares de primeira e segunda ordem, contendo varios exemplos resolvidos.
Procurou-se fazer um estudo elementar do comportamento assintético de uma
sequéncia numérica definida por tais equagdes, utilizando para tanto os conceitos de
pontos de equilibrio e estabilidade destes, além dos graficos de Lamerey. O trabalho
também faz uma introducdo as recorréncias nao lineares de primeira ordem. A
equacao logistica é apresentada através de um modelo discreto, contendo um breve
estudo de seus pontos de equilibrio. No decorrer do texto sdo apresentadas algumas
aplicagdes pertinentes a propria Matematica e ao estudo de fenbmenos abrangidos
por outras ciéncias como a Quimica e a Biologia. Por fim sdo tecidas algumas
recomendagdes para o ensino e apresentadas sugestbes de atividades a serem

aplicadas em sala, relacionadas a alguns dos conceitos vistos.

Palavras-Chaves: recorréncias, ensino de matematica, modelagem matematica.



ABSTRACT

The present work of course conclusion sought to present some concepts
pertinent to the recurrence equations, explain some of its applications and suggest a
series of activities to be worked with high school students. It introduces a few
strategies for the resolution of linear recurrences of first and second order, containing
many solved examples. Sought to make a elementary study of the asymptotic
behavior of a numerical sequence defined by such equations, using to much the
concepts of equilibrium points and stability of these, beyond Lamerey’s graphics. The
work also gives an introduction to the non-lineares recurrences of the first order. The
logistic equation is presented through a discrete model, containing a brief study of its
equilibrium points. Throughout the text are presented some relevant applications to
mathematics itself and to the study of phenomena covered by other sciences such as
Chemistry and Biology. Finally, are weaved some recommendations for teaching and
presented suggestions for the activities to be applied in the classroom, related to
some of the concepts seen.

Key Words: recurrences, mathematics teaching, mathematical modeling
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Introducao

O raciocinio recursivo, também chamado de recurséo, permite a resolugéao de
inumeros problemas estruturados em etapas, onde o procedimento a ser empregado
em uma determinada etapa caracteriza-se pela repeticdo completa do raciocinio
utilizado na etapa anterior. Um procedimento caracterizado pela recursao é dito
recursivo. Consequentemente, qualquer objeto que seja resultado de um
procedimento recursivo é um objeto recursivo.

Na matematica, o raciocinio recursivo permite obter objetos a partir de objetos
previamente definidos, de maneira que todos os objetos formados pertengam a uma
mesma classe. Por exemplo, a definicdo formal dos numeros naturais diz que 0
(zero) € um numero natural, e todo numero natural tem um sucessor, que é também
um numero natural. O raciocinio recursivo também permite definir regras para
formular casos complexos em termos de casos mais simples. Como exemplo, temos
alguns métodos de prova, como a prova por indugao finita.

A recursividade esta presente em varios conteudos matematicos ensinados
principalmente no Ensino Médio. Segue abaixo alguns exemplos de problemas que
serdo apresentados neste trabalho:

- 0 calculo do valor atual de um capital aplicado durante n periodos;
- 0 n-ésimo termo de uma sequéncia de n termos;

- 0 numero de regides que n retas podem dividir um plano;

- 0 calculo de raizes aproximadas de radicais irracionais.

Os conceitos de recorréncia que serao abordados neste trabalho terdo como
publico alvo os alunos do Ensino Médio. Sera demonstrada a importancia das
recorréncias para a resolucdo de inimeros problemas, provas indutivas e busca de
padrées em variados conteudos da matematica: progressdes, analise combinatoria,
matematica financeira, geometria, etc; além de sua importancia para a construgéo
de modelos matematicos que visam explicar inumeros processos dinamicos
estudados por outras ciéncias, tais como o crescimento de uma populagdo e o
decaimento molecular de um isétopo radioativo.

Por fim, sera proposta uma sequéncia de atividades fundamentadas em
situacdes contextualizadas, primando sempre pela interdisciplinaridade. Tais
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atividades deverdo motivar os colegas professores a elaborarem mais situagdes
problemas, cujas resolugdes dependerao de modelos matematicos permeados pelo

raciocinio recursivo.
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Capitulo 1

INTRODUGAO AS EQUAGOES DE RECORRENCIA

1.1 RECORRENCIAS — PRIMEIRAS NOTAS

Existem problemas cujas resolugdes recaem em uma sequéncia numérica
onde nao se conhece de forma explicita a lei de formagao (termo geral) que permita
escrever, de forma direta, qualquer termo de tal sequéncia. Porém, a natureza de tal
sequéncia permite relacionar um termo qualquer desta com alguns de seus termos
anteriores, ou seja, os termos podem ser obtidos recursivamente, ou através de uma

equacao de recorréncia.

Exemplo 1.1: Considere a sequéncia (1, 4, 7, 10, 13,...). Como podemos ver, cada
termo, a partir do segundo, é igual ao termo imediatamente anterior somado com 3.
Portanto, temos a relagao de recorréncia x,+1 = X, + 3, com x; = 1. Considere agora a
sequéncia (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ...). Neste exemplo, um determinado termo, a partir do
terceiro, é igual @ soma dos dois termos anteriores. Assim os termos dessa
sequéncia estao relacionados pela equagao Xp+2= Xp+1+ Xp, cOM Xy =0€ X2 = 1.

De modo geral as equagdes de recorréncia sdo determinadas por uma
formula que especifica como cada termo da sequéncia é obtido a partir de seus
termos anteriores. Mais precisamente uma equacao de recorréncia tem a seguinte

forma Xn+1 = F(x1, X2y «vay Xp-1; Xn; n) (1)

Definigdo 1.1: De acordo com Bassanezzi (2011) “A solugédo de uma equagéao de

recorréncia € qualquer sequéncia que torna verdadeira a referida equacao”.

Em geral estamos interessados em encontrar uma formula fechada que
represente a solugdo, ou seja, uma férmula com a qual é possivel obter todos os
termos da sequéncia, em funcido da posicdo n que cada termo ocupa e nao dos

termos prévios.
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Exemplo 1.2: Consideremos as sequéncias (2, 6, 10, 14,...) e x, = 4n + 1, com

com ne N*. Vemos que ambas sao solugdes da recorréncia Xp+1 = Xp + 4.

Veremos agora a comodidade de representarmos a solucdo de uma
recorréncia através de uma férmula. Consideremos a sequéncia que € solugao unica
da recorréncia xp+1 = Xn + 4, com x4 = 2. Se quisermos encontrar o 15° termo da
solugédo, podemos utilizar a férmula da recorréncia e calcular sucessivamente os
termos da sequéncia até atingirmos o termo procurado, vejamos:

Xn+1= Xn + 4
X2=X1+4=2+4=6

X15=X14+4 =54+ 4 =58

E se tivéssemos que encontrar o 215° termo da solugao? Certamente a tarefa
seria penosa. Assim, convém encontrarmos a férmula fechada que representa tal
solucado, que no exemplo dado é x, = 4n - 2, no caso de x; ser a condicdo inicial ou
X, = 4n + 2, caso representemos o primeiro elemento da solugcio por xo. Em ambos
as férmulas, n representa a posicdo ocupada na sequéncia pelo termo x, O
processo para encontrar as duas férmulas € o mesmo, e a sequéncia ou solugao
que ambas as férmulas representam sao iguais. A diferenca entre elas decorre
apenas da diferencga entre os indices utilizados para representar os termos de cada
uma das sequéncias. Note que a férmula x, = 4n — 2 define a sequéncia
(x1, X2, X3, ...,) =(2, 6, 10, ...,), enquanto que a férmula x, = 4n + 2 define a sequéncia
(Xo, X1, X2, ,) = (2, 6, 10, ,)

Considerando x4 = 2 e utilizando a féormula da solugcdo da recorréncia para

calcular o 15° e 0 215° termos da sequéncia, entdo temos:

Xi5=4x15-2 X215 =4 x215-2
X15=60—2=58 X215=860—2=858

No decorrer do texto mostraremos como a féormula que representa a solucao
de uma recorréncia pode ser obtida, além de discutirmos outros exemplos.
Uma equacao de recorréncia costuma ser classificada através dos seguintes

critérios independentes entre si:

a) Ordem: De acordo com Bassanezi (1988), “A ordem de uma equagao de

recorréncia é a diferenga entre o maior e o menor indice que aparece na equagao’.

14



Podemos dizer que a equacao que oferece um termo qualquer da sequéncia, em
funcdo de seu termo imediatamente anterior, caracteriza uma recorréncia de
primeira ordem; aquela que oferece um termo, em fungdo dos dois termos
imediatamente anteriores, define uma recorréncia de segunda ordem, e assim por

diante.

b) Linearidade: A recorréncia (1) € denominada linear quando a fungao F for linear
nas variareis (X1, X2, ... Xn-1, Xn). Em particular, se existir na equacéo algum termo
anterior com grau diferente de 1 (um), ou termos cruzados, como o produto X,.+1X,, a

recorréncia € denominada néo linear.

Exemplo 1.3: A equacéo x,+1 = 2x, + 5 € uma recorréncia linear de primeira ordem,
enquanto a recorréncia Xp+s = (n-1)(x,7)2 - 3x,.1 € uma recorréncia nao linear de

segunda ordem.

1.2 RECORRENCIAS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Uma determinada sequéncia é definida por uma recorréncia linear de primeira
ordem, quando a lei que expressa Xx,.s for da forma x,+s = a(n)x, + g(n), onde a e g
sao funcdes de neN.

Quando g(n) = 0, a recorréncia linear é dita homogénea, do contrario € ndo

homogénea.

Exemplo 1.4: As recorréncias Xp+1 = 3X, € Xpe1 = (N — 2)X, + 6 S0 recorréncias

lineares de primeira ordem, respectivamente homogénea e ndo homogénea.

O método utilizado neste trabalho para solucionar as equagdes acima é

composto das seguintes etapas:

a) Reitera-se a recorréncia um numero finito de vezes, tomando como ponto de
partida o valor inicial xp ou x;

b) Conjetura-se uma provavel solugdo, a partir dos valores obtidos com as
reiteragdes;

c) Verifica-se se a solugao € valida para todo numero natural n, através da prova por
inducdo matematica.

15



A seguir, veremos dois exemplos extraidos de Lima (2006, p.69-71).

Exemplo 1.5: Vamos resolver a recorréncia x,+1 = 2x,, com condigao inicial x; = 3.

Obtendo os quatro primeiros termos da sequéncia, entao temos:

X1=3 X3=2X=2.6=12
Xo=2X1=2.3=6 X4=2x3=2 .12=24
Expressando x,em funcao de xy, entdo temos x4 =2x3 =2 .2x, =2 .2 . 2x4,
Logo x4 = 2°;.
Ja é possivel deduzir que x, = 2" 'x;. Como x; = 3, entdo conjeturamos que
Xp = 2”'7(3) € a provavel férmula que representa a sequéncia ou solugao da equagao.
Observe que a formula obtida aparentemente permite escrevermos qualquer
termo da sequéncia em fungdo da posicdo ocupada pelo mesmo. Todavia, &

necessario provar tal hipotese.

Uma das principais ferramentas para verificar a validade de uma féormula que
representa solugdo de uma equacdo de recorréncia € o Principio da Indugdo

Matematica

Teorema 1.1: (Principio da Indu¢do Matematica). Seja P(n) uma sentenca aberta
sobre ne N. Suponha que:

(i) P(1) é verdadeira, e

(i) qualquer que seja neN, sempre que P(n) é verdadeira, segue-se que P(n + 1) é

verdadeira. Entdo, P(n) é verdadeira para todo ne N.

Segue abaixo a utilizacdo desse método de prova para mostrar a validade,
para todo natural n, da solugao x, = 2”'1(3) obtida para a recorréncia x,+1 = 2x,, com

X1 = 3.
Primeiro tomamos a férmula x, = 2"(3) e verificamos sua validade para n = 1:

x1=2"3) =3
Observe que P(1) é verdadeira.
Suponhamos agora que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, ou seja:
X, =2""(3).
Queremos provar que P(n + 1) é verdadeira, logo devemos ter x,.; = 2"(3).
Tomando a igualdade x, = 2™'(3) (que por hipdtese é verdadeira) e

multiplicando ambos os termos por 2, entdo temos:
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2x, = 2.2"(3) =2"(3)
Mas pela equagéo de recorréncia, temos que Xn+1 = 2Xp, 10g0 Xn+1 = 2"(3).
Isso mostra que P(n + 1) é verdadeira, toda vez que P(n) for verdadeira. Pelo

Principio da Indugcdo Matematica, a formula é valida para todo namero natural n.
Exemplo 1.6: Vamos resolver a recorréncia x,+1 = nx,, onde x; = 1.

Escrevendo, os quatro primeiros termos da sequéncia, temos:
x1=1 X3=2X,=2 .1=2
Xo=1x1=1.1=1 X4=3x3=3.2=6
Expressando x4 em fungao de xy, entdo temos:
X4=3X3 =3.2x2 =3.2.1. x4
Observamos que 3 . 2 . 1 = 3. Logo x4 = 3Ix;. Deduzimos que
Xxn = (n - 1)Ix4. Como x4 = 1, conjeturamos que x, = (n - 1)! é a provavel solugédo da

recorréncia. Todavia, € necessario provar esta hipotese por inducao.

Primeiro tomamos x, = (n - 1)! E verificamos a férmula paran = 1:
x1=(1-1)'=(0)! =1. (Por convencgao temos que (0)!=1).

Observe que P(1) é verdadeira.

Suponhamos agora que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, ou seja,
Xn = (n - 1)!. Queremos provar que P(n + 1) é verdadeira, ou seja, que Xp+1 = n!.

Tomando a igualdade x, = (n - 1)! e multiplicando ambos os termos por n,
entdo temos nx,=n(n-1)! =n!

Mas pela equagao de recorréncia, temos que Xn+1 = NXp, 10go Xp+1 = n!

Isso mostra que P(n + 1) é verdadeira, toda vez que P(n) é verdadeira.

Provamos por indugao que a férmula é valida para todo numero natural n.

1.2.1 Termos Gerais De Uma Progressao Aritmética E Geométrica

Antes de estudarmos a solucdo das recorréncias lineares de primeira ordem
nao homogéneas com coeficientes constantes, no préximo tépico iremos recordar
dois casos particulares de recorréncias lineares: as progressdes aritméticas e

geomeétricas.
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1.2.1.1 Termo geral de uma progressao aritmética

Uma Progressao aritmética (PA) € uma recorréncia linear de primeira ordem
ndao homogénea em que cada termo, a partir do segundo, é igual ao termo
imediatamente anterior adicionado a uma constante r chamada de razdo da
progressao. Logo a equagdo de recorréncia que expressa a PA é dada por
an+1 = ap + r. Note que quando a razdo € zero, a equagéo de recorréncia €&
homogénea e a sequéncia formada é constante. Vamos agora solucionar a
recorréncia ap+1=ap + r.

Escrevendo os quatro primeiros termos da sequéncia, entdo temos:

aq = aq az=ax+r
a=aq+r as=aszt+r

Expressando a; em fungéo de a4, entdo temos:

as=az+r =(ax+r)+r = [(@i+r)+r]+r = ay+3r

Portanto, as = as + 3r. E facil constatar que a; foi obtido tomando a; e
somando a este o valor da razdo 3 vezes. O raciocinio oferece elementos para
conjeturarmos que a expressao que da o valor de um termo qualquer da PA, em
funcao da posigéao ocupada por este, é a formula a, = a; + (n - 1)r. Vamos provar sua
validade por induc¢ao para todo n natural.

Primeiro verificamos a validade da férmula paran = 1.

an=ar+(n-Nr =a;+(1-1) =a,

Observe que P(1) é verdadeira.

Suponha agora que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, ou seja,
ap =as + (n-1)r. Queremos provar que P(n + 1) & verdadeira, ou seja, que
an+1 = as + nr. Tomando a igualdade a, = as + (n - 1)r e somando r em ambos os
termos, entao temos:

antr=a;+(n-1)r+r =aq +nr,
Mas pela equagéao de recorréncia temos que an+1 = an + r, 10go an+1 = as + nr.
Isso mostra que P(n + 1) é verdadeira, toda vez que P(n) é verdadeira.

Portanto, a formula é valida para todo niumero natural n.
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1.2.1.2 Férmula para a soma dos termos de uma PA

A expressao para a soma dos n termos de uma PA (desde o primeiro até o n-
€simo) aparece na resolucao de varias recorréncias lineares de primeira ordem nao
homogéneas. Para obter tal expressdo, utilizaremos o método de Gauss. Este
meétodo fundamenta-se na seguinte propriedade de uma PA: A soma dos termos
equidistantes de uma PA é constante.

Por exemplo, em uma PA de razdor = 2 e a4 = 3, 0s primeiros 6 termos sao:
(3,5,7,9, 11, 13). Note que 3 + 13 =5+ 11 =7 + 9. Logo, os seis termos da
sequéncia deram origem a trés pares cuja soma é 16. Portanto a soma dos seis
primeiros termos € 3 x 16 = 48.

Segue abaixo a generalizagao do método de Gauss:

Considere a soma dos termos de uma PA, de primeiro termo a; e razdo r:

Sh=a + ao + a3 + ...+ anp, + anq t+ an

Utilizando o termo geral a, = a; + (n - 1)r para representar cada uma das
parcelas da soma, entdo temos:

Sh=aj+(ar+n+(@+2rN+ ... +[(@+(n-3)r]+[ar+(n-2)]+[ay+(n-1)]

Obviamente, invertendo a ordem das parcelas da soma dos termos da PA, o
valor de tal soma nao se altera (propriedade comutativa).

Sh=lar+(n-1)y]+[ar+(n-2)]+[a;+(n-3)r]+ ...+ (a; + 2r) + (a1 +r) + as.

Somando as duas ultimas igualdades termo a termo, entao temos:
2S,={a1+[ar+(n-Dr]}+{(@r+nN+[a;+(n-2)]}+{(as +2r) +[a1 + (n - 3)r] } +...
~t{lar+ (n-3)] + (ar + 2r)} +{[as + (n-2)r] + (a1 + 1)} + {[ag + (n - 1)r] + aq}.

Notemos que a segunda parcela da soma é {(a; +r)+[a; + (n-2)]} =
={at+r+[ar+tnr-2r]}={a;+(@ +nr-r)}=a;+[a;+(n-1)r]=a4 + a,.

Da mesma forma, verificamos que as demais parcelas também sao iguais a
a; + a,, Logo:

2S,=(a1+ap) +(ar+ay) +(ar+ay) +...+ (a1 +ay) + (a1 +a,) + (a1 + a,)

2S, =n(as + ap).
n(a, +a,)

n
S, =—(a,+a,)=
n 2(1 n) 2
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Assim o numero de pares formados € igual a metade do numero de termos da
PA. A validade da formula pode ser facilmente verificada por inducéo:
Primeiro verificamos a validade para n =1:

_n(a,+a,) _Ua +a) _2a,
" 2 2 2

Observamos que P(1) é verdadeira.

S

:al

Suponhamos agora que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira. Logo:

S - n(a,+a,) .
2

. . . 1
Queremos provar que P(n+1) é verdadeira, ou seja, que S,,, = (n+1)(a +a,,)

2
H n(a, +a
Tomando a igualdade S, =—( 1 ta,) e somando a,.; em ambos os termos,
n(a, +a n(a,+a,)+2a
temos Sn +a,, =M+ = ( 1 n) n+l
2 2

Como S,+a,,=S,,, provamos a validade da formula para P(n+1) se

n+1)(a, +a
mostrarmos que S, +a,,, _(n+1)(a +a,,)

2
Fazendo S, +a,, =4 a"z) t20 g igualdade S, +a,, =" 1)(2 ),

entao temos:

n(al + an ) + 2an+l — (n + 1)(a1 + anH)
2 2
na, +na, +2a,, na,+na,, +a,+a,,

2 2
Cancelando os termos semelhantes nos dois membros e fazendo

nanp+1 = n(an + r), temos:

na, +2a,, nma,+r)+a+a,,
2 2

na,+2a,,, (na,+nr)+a +a,,
2 2
Agrupando convenientemente, temos:

na, +2a,, _na,+(a +nr)+a,,

, Mas ap+1 = as + nr, logo:

2 2
nan + 2an+l _ nan + (an+l) + (anH)
2 2
na,+2a,, na,+2a,,
22

20



Isso mostra que P(n + 1) é verdadeira, toda vez que P(n) é verdadeira,

confirmando a validade da férmula para todo namero natural n.

A maioria dos livros de histéria da matematica traz uma suposta passagem da
infancia de Gauss, quando este tinha 10 anos. Um dia o professor de matematica,
teria pedido que seus alunos somassem os numeros de 1 a 100. Gauss teria
apresentado o resultado quase que estantaneamente ao professor, que ao conferir o
resultado, ficou espantado ao ver que Gauss havia chegado a resposta correta:
5050. O menino certamente havia calculado a soma da progresséo aritmética 1 + 2
+ 3 +...+ 99 + 100, muito provavelmente usando a férmula n(n + 1)/2. (Boyer, 1996
p.343).

1.2.1.3 Termo geral de uma progressao geometrica

Uma progressao geométrica (PG) € uma recorréncia linear homogénea de
primeira ordem em que cada termo, a partir do segundo, é obtido multiplicando o
termo imediatamente anterior por uma constante g chamada de razdo da PG.
Tomemos uma progressdo geométrica onde a; € o seu primeiro termo e g é o valor
da razado. De acordo com a definigdo temos que a, = asq. Logo, deduzimos que a
relacédo de recorréncia que expressa uma PG é dada por a,+1 = anqg.

Valendo-se do mesmo procedimento utilizado para a determinacdo do termo
geral de uma PA, é possivel encontrarmos a expressao geral para o n-ésimo termo

de uma PG, o que equivale a resolver a recorréncia.

Escrevendo os quatro primeiros termos da sequéncia, temos:
a = aq az = axq
az = aq(q as = azq
Escrevendo a,em fungao do termo ay, temos:
as=asq = (a0)q = (ar9)g” = aiq’
Portanto as = a;q°. Generalizando tal comportamento, é possivel conjeturar
que a expressio do termo geral de uma PG é a,, = a;q™".

Vamos verificar por inducao a validade da solu¢ao para todo natural n:
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Primeiro verificamos a validade da férmula a,, = a;q™" paran = 1:

(n-1) (1-1)

a; = a1q =aqq

Observamos que P(1) é verdadeira.

= ajy

Suponhamos agora que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, ou
seja, que ap = a1q(”'1).Queremos provar que P(n+1) é verdadeira, ou seja, que
an+1=aq".

Tomando a igualdade a, = a1q("'1) e multiplicando ambos os membros por q,
entdo temos:

gan = gaiq™" = aq"
Mas pela relagdo de recorréncia, temos que a7 = a,q. Logo ap+s = a+«q".
Isso mostra que P(n + 1) é verdadeira toda vez que P(n) é verdadeira.

Portanto, a formula é valida para todo numero natural n.

1.2.1.4 Férmula para a soma dos termos de uma PG

Assim como a soma dos termos de uma PA, a expressao para a soma dos
termos de uma PG (desde o primeiro até o n-ésimo) também esta presente na
resolugdo de inumeras recorréncias lineares ndo homogéneas de primeira ordem.
Para obtermos a férmula que oferece a soma dos n primeiros termos de uma PG,
devemos utilizar a seguinte fatoragéo, oriunda da teoria dos produtos notaveis:

x"—1
(x=1)

Considere uma PG de primeiro termo a; e razdo q. Vejamos o raciocinio:

X' —l=(x =" +x" A x+]) o (" X" x+])

Seja S,=as+ax+asz+.. +ans+a,asomados n primeiros termos de uma PG.
Escrevendo cada parcela da soma em fungdo do termo geral an.; = a:q",
entdo temos:
Sn=ar+aiq+aq’ + ... +aq"? +aq"’
Sn=ai(1+qg+q*+...+q"2+q"").

Fazendo (¢""' +¢"> +...+q+1):q—_1, temos S, :alq—_l
(=1 (¢-D

Vamos verificar a validade da solugao por inducéo:
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n

q"—1

Primeiro verificamos a validade da formula S, = g, para paran = 1.

1_
Slzalq ! =aq,
(=1

Vemos que P(1) é verdadeira.

Suponhamos agora que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, ou seja,

n _1
que S =aq, 4 .
(¢-D
n+l
. . . -1
Queremos provar que P(n + 1) é verdadeira, ou seja, que S, = alq(—l).
q_

n

q" -1

D) e somando a,+1 @ ambos os membros,
q —

Tomando a igualdade S, =q,

entao temos:

Sn +an+1 :al q _1 +an+1
(-1

Sn +an+1 — a1(qn _1)+(q_1)an+1 ,

(g-1

Fazendo an+1 = a1q" no segundo membro, temos:

S 4gq = a,(¢" - +(g—1Daq"
n n+l =

(g-1)
Efetuando a distribuicao, entao temos:

n n+l n n+l n+l
aq —ataq -—-ag :_a1+a1q :al(lq —1)

(g-1) (g-1) (-1
Mas S, + an+1 = Sp+1, logo:

Sn + an+1 =

_ al(lqn+l -1)
n+l T
(g-1)

Isso mostra que P(n +1) é verdadeira, toda vez que P(n) & verdadeira,

confirmando a validade da férmula para todo numero natural n.
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1.2.2 Resolvendo Uma Recorréncia Linear De Primeira Ordem Nao Homogénea De
Coeficientes Constantes.

Dentre as recorréncias lineares de primeira ordem ndo homogéneas, as que
séo mais facilmente resolvidas sdo as da forma x,+s = ax, + g(n), na qual a € uma
constante real e g € uma fungado de n. Segue alguns exemplos com suas respectivas

solugdes:

Exemplo 1.7: Vamos resolver a relagao de recorréncia € x,+1 = X, + n, com condicao
inicial xo = 1. Observe que a relagdo € uma recorréncia ndo homogénea da forma
Xp+1 = a@Xp+ g(n), naqual a =1eg(n) =n.
Escrevendo os quatro primeiros termos da sequéncia, entdo temos:
Xo=1 Xo=2+2=4
x1=1+1=2 x3=4+3=7
Escrevendo x4, em fungao de xp entdo temos:
X4=7+4 =(4+3)+4=[2+2)+3]+4 ={[(1+1)+2]+3} +4
Logo x4 =1+ (1 + 2 + 3 + 4). Generalizando tal comportamento, é plausivel
conjeturarmos que x, =1+ (1+2+..+n-1+n).
Note que a sequéncia (1 + 2 +...+ n-1 + n) € uma PA de razdo r = 1 e primeiro
termo a; = 1.

Utilizando a expressao para a soma dos primeiros n termos de uma PA, entao

temos:
X, =1+ +2+...+n—1+n)=1+ n(l+n) _2+n(l+n)
2 2
n’+n+2
Portanto, x, =—————, € a provavel solugéo da recorréncia.

_n2+n+2

Vamos provar a validade da formula por inducdo. Primeiro

n

verificamos sua validade para n = 0.

0°+0+2 2
xO:T 2521

Observamos que P(0) é verdadeira.
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Suponhamos agora que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, logo

2
X, :%M Queremos provar que P(n+1) €& verdadeira, ou seja, que
2 2
X, :(n+l)++3. Tomando a igualdade x, 2%;1+2 e somando n+71 a ambos

0s membros, entao temos:

n’+n+2 n+n+2+2n+2 .
X, +n+1=T+n+1 = 5 . Agrupando convenientemente, temos

(n° +2n+1)+n+3
2

X, +n+l= .Mas pela equacido de recorréncia temos que

. (@ +2n+)+n+3  (n+1)’+n+3
n+l T -
2 2

Xn+ (N+1) = Xp+1. LOgO

Isso mostra que P(n + 1) é verdadeira, toda vez que P(n) é verdadeira,

confirmando a validade da férmula para todo numero natural n.

Exemplo 1.8: Vamos resolver a recorréncia € x, = 2x,.1 + 1 com x; = 1. Observe que
a relagcao é uma recorréncia ndo homogénea da forma x,+ 1= ax, + g(n), coma = 2
e g(n) = 1. Escrevendo os quatro primeiros termos da solugéo, entdo temos:

x1=1 Xx3=2.3+1 7

x2=2.1+1=3 X4=2.7+1=15

Fazendo as devidas substituicoes, podemos escrever x, como uma soma de

poténcias de base dois:
X4=2.7+1=2.2.3+1)+1=2[22.1+1)+1]+1=2(22+2+1)+1
xg=28+22+2+1,

Sabemos que x5 = 2x4 + 1, entdo temos:
Xs=2(2°+22+2+1)+1=2"+2%+22+2+ 1. Concluimos que xs é a soma dos
cinco primeiros termos de uma PG derazdog=2e a;= 1.

Generalizando, temos que x, = 2™ + 22+, + 22+ 2 + 1. Utilizando a formula

da soma dos termos de uma PG, entdo temos:

-1

S =242 427 42+1=q, 1 Ll WY
(-1 2-1

Logo, x, = 2"— 1 é a provavel solugdo da recorréncia. Vamos agora provar a
validade de tal formula por inducao. Verificando sua validade para n = 1, temos:
x1=2'-1=1.
Observamos que P(1) é verdadeira.
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Suponhamos agora que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, logo:
x,=2"-1.

Queremos provar que P(n + 1) é verdadeira, ou seja, que Xp+y = 2™ — 1.
Tomando a igualdade x, = 2" - 1 e multiplicando ambos os membros por 2 e
somando 1, entao temos:

2%, +1=2@2"-1)+1 =2 .2"-2+1=2""1_1,
Mas pela relacdo de recorréncia temos que Xp+1 = 2X, + 1, 1090 Xp+1 = 2m1_ 1.
Isso mostra que P(n + 1) é verdadeira, toda vez que P(n) € verdadeira,

confirmando assim a validade da férmula para todo niumero natural n.
Exemplo 1.9: Vamos resolver a relagéo de recorréncia x,+1 = 3x, + 3", com x; = 2.

Escrevendo os quatro primeiros termos da sequéncia, entdo temos:
X =2 x3=3.9+3°= 36
x=3.2+3" =9 x1=3.36+3°=135
Escrevendo x,em fung¢ao do elemento x4, entdo temos:
x4=3.36+3°=33.9+3)+3*=3[3(3.2+3")+3%+3°
x4=3[3%2+3%+37+3°=3%.2+3°+3%+3°=5.3°
Utilizando a recorréncia para calcular x5 a partir do valor obtido para x, entao
temos:
xs=3x4+3'=35.3)+3*=5.3"+3*=6.3"

Os valores obtidos para xs e x5 permite-nos deduzir que x,= (n+1)3"" ¢é a
provavel solugcido da equacio de recorréncia.

A validade da féormula para todo natural n pode ser provada por inducio
matematica. Primeiro verificamos sua validade para n = 1.

x1=(1+1)30N =243 =2

Observamos que P(1) é verdadeira.

Suponhamos agora que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, logo
temos x, = (n+1)3").

Queremos provar que P(n + 1) é verdadeira, ou seja, que X,+; = (n+2)3".

Tomando a igualdade x, = (n+1)3™" e multiplicando ambos os membros por
3 e somando 3", temos:

3%, + 3" =3 [(n+1)3™ V] + 3" = (n+1)3" + 3" = (n+2)3"

Mas pela equagao de recorréncia temos que Xp+1= 3x, + 3", 10go X,+1 = (n+2)3"
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Isso mostra que P(n+1) é verdadeira, toda vez que P(n) é verdadeira

confirmando a validade da férmula para todo namero natural n.

1.2.2.2 Expresséao geral da solugdo de uma recorréncia linear de primeira ordem

com termo independente e coeficientes constantes

Nesta secao iremos apresentar uma formula geral para a solugdo de uma
equacao de recorréncia da forma x,.+1 = ax, + b, na qual a e b sdo constantes reais.
Observe que a relagao de recorréncia € homogénea se b = 0.

Para deduzirmos a férmula, generalizaremos o método intuitivo de resolugéo,
apresentado nas se¢des anteriores.

Obtendo os 4 primeiros termos da recorréncia x,.+s = ax, + b, entdo temos:

Xo = Xo
Xy=axp+b
Xp=a(axp+b)+b
x3=ala(axo + b) +b] + b=a[a’x; +ab + b] + b
Xs=a’xg+a’b+ab+b
O valor obtido para x3nos permite deduzir que:
X,=a"%o +a™b +a™Pp +..+ a’b+ ab+ b
X, =a™%o + [@™ b +a™Pb +..+ a%b + b + b]
Xn=a™o + b[a™ "+ a™? + .+ a?+a+ 1]

Observe que o termo entre colchetes é a soma dos n termos de uma PG de

n

qg" -1

razdo q = a e primeiro termo igual a; = 1. Utilizando a formula S, =gq, @1
q_

para a

soma dos termos de uma PG, teremos duas possibilidades:

a" -1

a—1

Se a=#1,aformula dasolugdo sera x, =a"x,+b

Se a=1,asolucdo sera x, =x,+bn.
Se deduzirmos a férmula com a condigao inicial igual a x4, entdo teremos:

n-1

- a" -1
x,=a"'x, +b——— ,seazle x,=x+b(n-1),se a=1.
a-1
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Vamos aplicar a formula para solucionar algumas recorréncias:

Exemplo 1.10: Vamos utilizar a férmula da solugao geral para resolver a recorréncia
Xn = 3xp.1 com X = 2. Comparando a recorréncia com a férmula geral, vemos que

a =3e b =0. Aplicando a férmula da solugao geral, entdo temos:
a" -1 2" -1

=3"2+0 =3"2
a-1 2-1

— n
x,=a"x,+b

A férmula da solugdo geral garante a validade da solugao obtida para todo

natural n, ndo sendo necessario provar esta ultima por indugao matematica.

Exemplo 1.11: Vamos resolver a recorréncia x, = 5x,.; + 3 com x; = 1. Note que
neste exemplo a condicao inicial € x;. Comparando a recorréncia com a férmula

geral x,+1=ax, + b, temos a = 5 e b = 3. Aplicando a férmula da solugao geral, entdo

temos
' an—l _1 , 5:1—1 _1 X 5n71 _1
x,=a""x,+b——— =5"".1+3 =5"1+3——
a—1 5-— 4
=5y 3.5" =3 _ 45" +35"1 -3
! 4 4
75" -3
X, =
4

1.2.3 Comportamento De Uma Sequéncia Definida Por Uma Recorréncia Linear De

Primeira Ordem Com Termo Independente E Coeficientes Constantes

Outra forma de estudar a solugao de uma equacao de recorréncia € analisar o
comportamento da solu¢cdo ou sequéncia apés n iteracbes da equacdo. Para tanto,
faremos um estudo, onde fixaremos alguns critérios que permitirdo verificar se a
sequéncia converge ou diverge em relagdo a um valor da equagédo, o qual
chamaremos de ponto fixo ou ponto de equilibrio desta.

Ater-nos-emos as recorréncias lineares de primeira ordem da forma:

Xq+1 = @xp + b, onde a e b sdo constantes reais.
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Definigao 1.2: Se existir um valor de x, da solugao, tal que x,+s = X, entéo x,, que

representaremos por x*, € um ponto fixo ou ponto de equilibrio da recorréncia.
Exemplo 1.12: Vamos encontrar os pontos fixos da recorréncia x,+s = 0,5x, + 1.

Pela definicdo, devemos encontrar um valor x,, o qual representaremos por
x*, tal que x,+1 = X, = x*. Para tanto, basta resolvermos o seguinte sistema:
Xne1=Xn (1)
Xn+1=0,5%, + 1 (2), substituindo (1) em (2), temos:
Xn=05x,+1 > 0,5x,=1 - x,=2
Portanto, x* = 2 é o ponto fixo da recorréncia. Verificamos isso substituindo
Xn = 2 na recorréncia.
05x2+1=2

Obviamente se fizermos xp = 2, as sucessivas iteragdes da recorréncia

Xn+1 = 0,5x, +1

formardo a sequéncia ( 2, 2, 2,2, 2, 2, 2,...)

Faremos agora o seguinte questionamento: E possivel encontrarmos um valor
para xo, diferente de 2, tal que apds p iteragées cheguemos ao ponto fixo x*= 2?

Vamos atribuir um valor qualquer para Xxo que seja diferente de 2.
Considerando xp = 4, um valor maior que o ponto x*= 2, e iterando a recorréncia
Xn+1 = 0,6x, + 1 cinco vezes, entdo temos xo = 4; X1 =3; X2 = 2,5, x3= 2,25
X4 =2,125; x5=2,0625.

Se continuarmos iterando a recorréncia, ndo atingiremos o ponto fixo x*= 2,
todavia obteremos valores cada vez mais proximos deste.

Considerando agora xp = 1, um valor menor que o ponto fixo, e iterando a
recorréncia cinco vezes, entdo temos xo=1; x1=1,5; x2=1,75; x3=1,875; x4 =
1,9375; x5=1,9687.

Se continuarmos iterando a recorréncia, novamente ndo atingiremos o ponto
fixo, todavia obteremos valores cada vez mais proximos deste.

Na verdade, independente do valor atribuido para xy, x, converge para x*= 2.
Dizemos entdo que x*= 2 é um ponto fixo estavel ou que x*= 2 € um atrator.

Mas sera que isso sempre ocorre? Ou seja, em qualquer recorréncia da forma
Xp+1 = aXp + b, independente do valor de xop ou x; a sequéncia de iteragbes converge
para o ponto fixo? Antes de respondermos este questionamento, através da analise
de mais alguns exemplos, iremos definir uma férmula que permitird encontrar

diretamente o valor do ponto fixo de uma recorréncia da forma x,.+7 = ax, + b.
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Resolvendo o Sistema
Xn+1 = Xn (1)
Xn+1 = aXn + b (2)

Substituindo (1) em (2), temos:

Xpn=axp+Db
xn:ﬁ, logo x*:(lfa),com a#l

Vemos que uma recorréncia da forma x, = ax, + b possui um unico ponto fixo.
Exemplo 1.13: Vamos encontrar o ponto fixo da recorréncia x,+1 = 2x, — 6.

Note que a recorréncia é da forma x,+s = ax, + b. Logo temos a=2e b = - 6.

Substituindo na formula, temos x* = L = =6 =6

(1-a) (1-2)

Portanto, x*= 6 é o ponto fixo da recorréncia. Obviamente se fizermos x; = 6,
as proximas iteragdes da relagcao formarao a sequéncia (6, 6, 6, 6, 6, ...).

Como no primeiro exemplo, vamos tentar encontrar um valor para xo, diferente
de 6, tal que as sucessivas iteragdes da recorréncia nos leve ao o ponto fixo x*= 6.

Inicialmente atribuimos um valor qualquer para xo Considerando xy = 5 e
obtendo os proximos cinco termos da sequéncia, temos:

X0=5; X1=4; x2=2; X3=-2; x4=-10; x5=-26.

Se continuarmos iterando, os valores divergirdo de x* = 6, tendendo ao infinito
negativo. Considerando xy = 7 e calculando os proximos cinco termos da sequéncia,
temos xg=7; x4=8; xo=10; x3=14; x4=22; x5= 38.

Se continuarmos iterando, os valores da sequéncia tenderdo ao infinito
positivo, divergindo de 5. Na verdade, independente do valor atribuido a xo e X1, a
sequéncia, definida pelas iteracbes sucessivas da equacdo de recorréncia
Xn+1 = 2Xn — 6, diverge do ponto fixo x* = 6. Dizemos entao que x* = 6 € um ponto fixo
instavel ou que x*= 6 é um repulsor.

O exemplo 1.13 evidencia que nem sempre uma sequéncia de iteragdes de
uma recorréncia linear da forma x, = ax, + b converge para um ponto fixo. Portanto a
resposta ao ultimo questionamente é ndo. Em sintese, reduzimos a analise feita da

seguinte forma:
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Definicao 1.3: Dada a recorréncia x,+1 = f(x,), entdo o seu ponto de equilibrio é
obtido resolvendo a equagdo x* = f(x*). Dizemos entdao que x* é assintoticamente
estavel ou atrator, se as solugcbes da equacgao de recorréncia, com condi¢ao inicial xg
ou x1 suficientemente préxima de x*, convergem para x*. Do contrario, se as
solugdes da equacéao divergirem x*, nas mesmas condi¢gdes acima, dizemos que x* &

assintoticamente instavel ou repulsor.

Antes de vermos outros exemplos e definirmos os critérios de estabilidade
para um ponto fixo de uma recorréncia da forma x,.;=ax,+b, com a e b constantes,
proporemos uma forma de representarmos graficamente tal ponto. Para isso,
mostraremos na proxima segdo como construir os Gréficos de Lamerey ou de Teia

de Aranha.

1.2.3.1 Gréficos de Lamerey

Uma maneira simples para determinar os pontos fixos ou de equilibrio de uma
equacao de recorréncia, seja linear ou ndo, e observar as primeiras p iteracbes de
uma relacao de recorréncia, € através dos Graficos de Lamerey. Para traca-los

utilizaremos o seguinte procedimento:

a) Consideramos, no sistema cartesiano, os valores de x, no eixo das abscissas e
Xn+1 NO €ixo das ordenadas e obtemos o grafico da fungao f, que representara todas

as solugdes da equacao de recorréncia. Assim teremos X,+1 = f(X;).

b) Tragcamos a bissetriz dos quadrantes impares, que €& o grafico da fungao
identidade x,+7 = X, OuU seja, a reta que passa pela origem e faz 45" com o eixo

horizontal. Note que esta etapa é independente da primeira.

c) Os pontos fixos ou de equilibrio da recorréncia correspondem aos pontos de
interseccao do grafico da fungao f com a bissetriz x,+1 = X,. Os graficos de Lamerey
oferecem elementos que permitem estabelecer critérios de convergéncia ou

divergéncia para as sequéncias de iteragbes da recorréncia.

d) A proxima etapa consiste em definir xp, valor inicial da recorréncia, e encontrar a

sequéncia (Xo; X1; X2; ... ; Xn; ...). Em seguida, definiremos a sequéncia "dobrada" da
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forma (Xo, Xo, X1, X1, X2, X2, ..., Xn, Xn, ...). S€ agruparmos estes elementos da
sequéncia dois a dois, formaremos a seguinte sequéncia de pontos no plano:

Po = (X0, X0); P1 = (Xo, X1); P2 = (X1, X1); P3 = (X1, X2);..-; Pn = (Xn; Xn); Pn+1= (Xn; Xn+1).

e) Localizamos no eixo horizontal o valor correspondente a condi¢ao inicial xo,
subimos uma perpendicular até encontrar o grafico da fungdo f. O valor
correspondente no eixo vertical sera x; = f(xg). Em seguida, tragamos uma paralela
ao eixo horizontal a partir deste ponto até interceptar o grafico da primeira bissetriz.
A abscissa do ponto de intersecdo € obviamente igual a x;. A partir deste ponto
repetimos o processo: construimos uma perpendicular ao eixo horizontal passando
por x; até encontrar o grafico de f, obtendo x, = f(x;), tragamos novamente a paralela
ao eixo horizontal e assim por diante. O diagrama resultante assemelha-se a uma
escada, onde o inicio de cada degrau indica o valor de cada iteragdo. O diagrama
obtido denomina-se Grafico de Lamerey (diagrama de escada, ou diagrama teia-de-
aranha). Iremos nos referir aos mesmos somente como Gréficos de Lamerey, que

nos permite uma visualizac&o do tipo de convergéncia obtida.

E importante enfatizar que a representacédo grafica de uma equacdo de
recorréncia com condicdes iniciais definidas € uma sequéncia de pontos e ndo uma
curva continua. Neste trabalho ao construirmos os graficos de Lamerey,
representaremos a recorréncia pela funcao f, tendo consciéncia de que a curva que
representa graficamente tal funcdo € o local geométrico de todas as solugbes da

recorréncia, independente da condigéo inicial.

Aplicaremos agora o procedimento para construirmos os Graficos de Lamerey
referentes a algumas recorréncias. Em um primeiro momento, vamos construir os

Graficos referentes as duas relagdes recorréncia vistas na segéo anterior.

Exemplo 1.14: Vamos construir o Grafico de Lamerey para as trés primeiras

iteracdes da recorréncia xn+1 = 0,5x, + 1, onde xp = 4.

Vimos na segao anterior que o ponto de equilibrio da recorréncia é x*= 2.
Calculando as trés primeiras iteracdes da recorréncia, temos: xo = 4; X1 = 3; X2 = 2,5;
x3 = 2,125. Se continuarmos iterando, nao chegaremos a x*= 2, todavia os valores se
aproximaréo cada vez mais do ponto fixo. Se fizermos Xy, < 2, o comportamento
observado acima se repetira. Dizemos entdao que x* = 4 é um ponto fixo estavel ou
atrator com convergéncia monotona.
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Construindo o grafico de acordo com as instru¢gées dadas, entdo temos:

Xn = Xn+1

Xn+1

f(xn) = 0,6%n+ 1

0 XX X Xo Xn

Figura 1.1: Grafico de Lamerey para x,.1 = 0,5x, + 1, com x,= 4.

Exemplo 1.15: Vamos Construir o Grafico de Lamerey para as trés primeiras
iteracdes da recorréncia X,+1 = 2x, — 6, com xp = 7.

Vimos que o ponto fixo ou de equilibrio da recorréncia é x*= 6. Calculando as
trés primeiras iteracbes da recorréncia, temos: xo = 7, x1 = 8, X2 = 10, x3 = 14. Se
continuarmos iterando, os termos da solucdo se distanciardo cada vez mais do
ponto fixo, com valores sucessivamente maiores que este. Se fizermos xp < 6, 0
comportamento observado acima se repetira. Dizemos entdo que x* = 6 € um ponto
fixo instavel ou repulsor com divergéncia monétona.

Construindo o grafico de acordo com as instrugcdes dadas, temos:

Xn+1

X3

1(x) 4

Figura 1.2: Grafico de Lamerey para X,+1 = 2x, — 6, com X =7.
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Exemplo 1.16: Vamos Construir o grafico de Lamerey para a recorréncia
Xn+1 = - 0,5x, + 6, com Xxp = 6, a partir das trés primeiras iteracdes da recorréncia.
Primeiramente, vamos encontrar o ponto fixo ou de equilibrio da recorréncia.
Para isso, vamos usar a formula anteriormente definida. Note que a recorréncia é da
forma xp+1 = ax, + b. Logo temos a = - 0,5 e b = 6. Substituindo na férmula, temos:
b 6 B
(1-a) [1-(-05)]

Portanto, x*= 4 é o ponto fixo da recorréncia. Obtendo as trés primeiras

x*=

iteracdes da recorréncia, entdo temos xo=6; x1=3; x2=4,5; x3=3,75.

Se continuarmos iterando, ndo chegaremos a x*= 4, todavia os valores se
aproximardo cada vez mais do ponto fixo, alternando entre valores maiores e
menores este. Se fizermos xo < 4, 0 comportamento observado acima se repetira.
Dizemos entdo que x* = 4 € um ponto fixo estavel ou atrator com convergéncia
oscilatéria ou ndo monoétona.

Construindo o grafico de acordo com as instru¢gdes dadas, temos:

Xn+1

Xn = Xn+1

f(xn) = - 0,5%n + 6

[ —
* i

X2

Figura 1.3: Grafico de Lamerey para x,.+ = - 0,5x,, + 6, com x, = 6.

Exemplo 1.17: Vamos construir o grafico de Lamerey para a recorréncia

Xn+1 = - Xp + 4, com Xxp = 3, a partir das trés primeiras iteracées da recorréncia. Note

qgue a recorréncia é da forma x,+s1 = ax, + b. Logo, a = - 1 e b = 4. Substituindo na
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féormula, temos x*= b = 4 =2. Portanto, x*= 2 é o ponto fixo da

(1-a) [1-(-1)]

recorréncia. Obtendo as trés primeiras iteracdes da recorréncia, entdo temos xp = 3;

X1 =1; x2 = 3; x3= 1. Se continuarmos iterando, os termos da sequéncia se

alternarao entre 1 e 3 formando o chamado ciclo limite em torno do ponto fixo x* = 2.

Construindo o grafico de acordo com as instru¢gées dadas, temos:

Xn+1

Xn = Xn+1

X3 X1

i H =2
X1 x* X0 Xn
X2

f(xn) = - xn + 4

Figura 1.4: Grafico de Lamerey para X,.+1 = - X, + 4, com X, = 3.

Exemplo 1.18: Vamos construir o grafico de Lamerey para a recorréncia
Xn+1= Xp + 2, com Xp= 1, a partir das trés primeiras iteracdes da recorréncia.
A recorréncia é da forma x,+1 = ax, + b. Logo temos a = 1 e b = 2. Substituindo

na férmula, entdo temos x* = L -2 = % = nao se define.

(1-a) [-O)
Isso ocorre porque o grafico da recorréncia € paralelo ao da bissetriz, logo as
retas ndo se intersectam. Assim qualquer que seja o valor atribuido a xp, a
sequéncia tendera ao infinito positivo. Obtendo as trés primeiras iteracdes da
recorréncia, entdo temos xg=1; x1=3; Xx2=5; x3=7.

Construindo o grafico de acordo com as instru¢gées dadas, temos:
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Xn+1

f(XI"I)= Xn + 2

X3

Xn = Xn+1

Xz

X1

Xn

Figura 1.5: Grafico de Lamerey para x,.1= X, + 2, com x,= 1.

No caso de a = 1 e b = 0, qualquer valor atribuido a xo € um ponto fixo da
recorréncia, pois os graficos da recorréncia e da bissetriz coincidem. Neste caso

dizemos que a recorréncia possui infinitos pontos fixos.

1.2.3.2 Critérios de estabilidade de um ponto fixo de uma recorréncia linear de

primeira ordem com termo independente e coeficientes constantes

Os pontos fixos x* representam solugdes estacionarias de uma recorréncia,
independente do valor atribuido a condigdo inicial x, ou x;. E importante, porém
estudar a sua estabilidade, ou seja, o comportamento das iteragdes quando se
atribui valores a xp ou x; proximos de x*. Vamos agora analisar com mais detalhes

os graficos de Lamerey construidos na seg¢ao anterior.

. No primeiro exemplo, as iteracdes da recorréncia aproximam-se do ponto fixo
X* quando n — «~, 0 que ocorrera tanto se xq estiver a esquerda como a direita de x*.
Qualquer que seja a condigéo inicial xp, a sequéncia de iteragdes convergira para x*

quando n tende a infinito.
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o No segundo exemplo, tomando-se uma condigdo inicial préxima ao ponto fixo,
observamos que as iteracdes subsequentes da relacdo afastam-se de x*. Se
fizermos n tender ao infinito, o valor de cada iteragdo também tendera ao infinito.
Neste caso o ponto fixo é instavel, pois qualquer condigdo inicial em sua vizinhanga

produz uma sequéncia que se afasta do ponto fixo.

o No terceiro exemplo o grafico de f possui inclinagdo negativa, onde
-1 < a < 0. Neste caso o ponto fixo é estavel e, portanto independente do valor
atribuido a xp, 0 sequéncia aproxima-se do ponto fixo, todavia ndo de forma
monétona, como exposto no primeiro exemplo, mas alternando entre valores

maiores € menores que o do ponto fixo. Dizemos que a convergéncia é oscilatéria.

° No quarto exemplo temos a = -1, neste caso a cada duas iteragcdes o valor
inicial se repete. O diagrama de escada correspondente € uma figura fechada, que
dependera da condig¢do inicial. As iteracbes sucessivas da recorréncia oscilam
indefinidamente em torno do ponto fixo x* sem jamais alcanga-lo, seja qual for a
condi¢do inicial. Podemos associar esse tipo de comportamento a um equilibrio
indiferente. No caso de b = 0 a mesma situagao repetir-se-a, mas o ponto fixo sera a

origem x* = 0.

o No quinto exemplo temos uma situagédo onde a = 7 e b# 0. Neste caso, o
grafico de f é paralelo a primeira bissetriz, nao existindo o ponto fixo. O diagrama de
escada mostra que, partindo de uma condigcdo inicial xo qualquer, as iteracdes
subsequentes tendem ao infinito. No caso de a = 1 e b = 0, o grafico de f passara
pela origem e coincidira com a primeira bissetriz. Podemos dizer, entdo, que a
recorréncia possui infinitos pontos fixos, que ndo podem ser classificados nem como
estaveis nem como instaveis. Podemos resumir nossa analise no seguinte critério de
estabilidade para os pontos fixos de recorréncias lineares de primeira ordem da

forma x,+1=ax, + bcom a e b constantes.

a) |a|] < 1: x* é estavel ou repulsor. Sendo que a convergéncia € monoétona, se

0 < a < 1; ou oscilatéria , se -1 <a < 0.

b) |a| > 1: x* é instavel ou repulsor. Sendo que a divergéncia é monodtona, se a > 1;

ou oscilatoria se a < -1.
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c) a =1e b#0: ndo existe ponto fixo, qualquer que seja a condi¢ao inicial, a

sequéncia de iteracdes tende ao infinito.
d) a=1 e b = 0: existem infinitos ponto fixos (nem estaveis nem instaveis).

e) a = - 1: a solugao, ja a partir de xo, forma um ciclo de periodo 2 em torno do ponto

fixo.

1.3 RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

As equacdes de recorréncia da forma Xp+2 + A1Xp+1 + AoXn = g(n), na qual Ag=0;
e As, Ap e g(n) sao fungbdes de n, sdo denominadas recorréncias lineares de

segunda ordem.

Exemplo 1.19: A equacgao xp+2 = 2Xp+1 - 3X, € uma recorréncia linear homogénea de
segunda ordem com coeficientes constantes; a equagao X2 = (N-3)Xn+1 + 2%, — N° é
uma recorréncia linear ndo homogénea de segunda ordem com coeficientes
varidveis; a equacdo X,«» = (n+1)’x, € uma recorréncia linear homogénea de
segunda ordem com coeficientes variaveis. Neste ultimo caso, o coeficiente de

Xn+1 =0.

Observe que para a recorréncia possuir solugao Unica, € necessario que as
condigdes iniciais X1 € X2 ou Xp e X1 estejam definidas.

Quando abordamos as recorréncias lineares de primeira ordem, foi
apresentado um método intuitivo para encontrar a férmula que representa a solugao
de tais recorréncias. Todavia, tal método se mostra ineficiente quando aplicado a
uma recorréncia linear de segunda ordem, pois neste caso, a expanséo da equagao
até o n-ésimo termo, na maioria das vezes, nao permite deduzir facilmente a féormula
da solugdo. Na préxima segao, veremos como tais formulas podem ser encontradas

para um caso particular de recorréncia linear de segunda ordem.
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1.3.1 Solugdo De Uma Recorréncia Linear Homogénea De Segunda Ordem Com

Coeficientes Constantes

As recorréncias lineares homogéneas de segunda ordem com coeficientes
constantes na forma x,.+2 + pxp+1 + gx, = 0 a principio s&o as mais faceis de resolver.

Para resolver este tipo de recorréncia sera apresentada uma técnica que
consiste em conjeturar uma solugéo do tipo x, = bq” com b = 0. Tal técnica permite
solucionar uma recorréncia linear homogénea de coeficientes constantes de ordem
n, incluindo, portanto as equacbes lineares de primeira ordem, estudadas nas
sec¢des anteriores. Vamos aplicar o raciocinio para uma recorréncia de segunda

ordem:

Dada a equacao de recorréncia linear e homogénea de segunda ordem:
X2+ pX1+qxp =0
Substituindo x, = bg", com b # 0 na equagdo, entdo temos
bg® + pbq' + gbq® =0, fazendo ¢° = 1 e colocando b em evidéncia, temos:
b(g® + pg+1)=0
Mas pela hipétese b # 0, logo g2 + pg + 1 = 0. Note que o primeiro termo desta
ultima igualdade é uma equagdo quadratica na incognita q. Ao igualarmos tal
polinbmio a zero, surge uma equagdo polinomial em q denominada equagé&o

caracteristica. Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.20: Vamos encontrar a equagao caracteristica referente a recorréncia
Xn+2 = 2Xn+1 - 3X,. Conjeturando que x, = bq”, com b # 0 € uma solugdo da equagio e
substituindo nesta, entdo temos:
bg® = 2bq’ - 3bq°
bg?- 2bq"' + 3bq® = 0
bg?-2bq'+3b=0
b(g®-2q'+3)=0
Logo concluimos que a equacéao caracteristica é q2- 2q1 +3=0.
Generalizando, podemos concluir que a equacado caracteristica, da
recorréncia linear homogénea ypXn + Vn-1Xp-1 + Yn-2Xn-2 +...F YoXo+ y1X1 + YoXo = 0, onde

ykcom (0 < k < n) sdo constantes reais, € y q¢"+y, q"" +..+v,¢° +yq +y,=0
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Assim a formula que representa a solugdo geral de uma equagao de
recorréncia linear de ordem n pode ser uma combinacido linear de poténcias
n-ésimas de todas as raizes da equagao caracteristica.

Logo X, = An(qQn)" + An1(Qn1)™" +...+ As(q1)" + Ao(qe)° é a formula da solugao
da equacgao de recorréncia ynXn + Yn-1Xn-1 + Yn-2Xn2 ... % YoXo + YiX1 + YoXo = 0 em que
gi € a e-nésima raiz da equacao caracteristica

VoG + Yn1d" "+ Yoog" P+ Yo"+ yiq + Y0 =0

A, sao os coeficientes a serem determinados a partir das condigdes iniciais do
problema, ou seja, a partir dos primeiros n termos da solugdo, definidos pela

equacao de recorréncia.

Os préximos cinco teoremas, extraidos de Lima (2006, p.74-78), apresenta a
validade da solugdo proposta acima, para uma recorréncia linear homogénea de

segunda ordem.

Teorema 1.2 : Dada a recorréncia Xp:+2 + pXp+1 + gx, = 0, se as raizes de sua
equacao caracteristica P+ pr+q=0s&orser;onder;#r; entdo x,= Cqr{" + Cor,”

€ solugao da recorréncia independente dos valores de Cse C..

Prova: Substituindo x, = Cqry" + Cor,” na recorréncia Xp«» + pXp+1 + gX, = 0 €
agrupando convenientemente os termos, entdo temos:
Xn+2 ¥ PXn+1+ QXn = 0
Cir"™% + Carg"™? + p(Cqry™" + Caor™ ") + q(Cary" + Cara") = 0
Cir"(r? + pry + q) + Corp"(r22 + pro + q) = 0, pela hipétese inicial ry e r; séo raizes do
polindmio r# + pr+ g, logo Csr{"x 0 + Cars" x 0 = 0

De acordo Lipzchutz (2009, p. 498) “E importante destacar que o teorema
acima é verdadeiro mesmo quando as raizes nao sao reais”.

O teorema a seguir mostra que se ry#r, todas as solugbes da recorréncia

Xn+2 + PXn+1 + QXn = 0 tem a forma x, = Cqr{" + Cor,".

Teorema 1.3: Se as raizes de P + pr+q =0 séory e r,, com ry# rp entdo todas as
solugbes da recorréncia Xp+2 + pXp+1 + gX, = 0 sdo da forma x, = Cqr{" + Cor,", com

C;e C, constantes.

Prova: Seja y, uma solugado qualquer de X,:2 + pxp+1 + gx, = 0. Determinando as

constantes C4 e C, que sejam solucdes do sistema de equacoes:
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Cirq + Corz = yq
Cir? + Carp?= ys,, entdo temos:

2
Cq= nh—ny

2
C,= Ny, —nih
’”1’”2(’”2 _’”1)

e
’”1’”2(’”2 _’”1)

Isso é possivel poisriZr:, riZ0er# 0.
Afirmamos que y, = Csry" + Cor," para todo n natural, o que provara o teorema.
Seja z, =y, - Cyr{" - Cors". Mostraremos que z, = 0 para todo n. Temos:
Zns2+ PZpe1 +QzZ, =0
(Yne2 - C1r4™2 = Cara™?) + p(yne1 - Ci™ " - Cara™ ") + q(yn - Cir" - Car") = 0
Yns2 + PYnst + QY- Cari"( 14 + pry + q) - Cor2"(r2” + pra+q) = 0
O primeiro parénteses € igual a zero, porque y, é solugao de
Xn+2 + PXn+1 + qXn = 0.
Os dois ultimos parénteses sao iguais a zero, porque ry € r, séo raizes de
P+ pr+q=0. Ent40 Zy+2+ pZn+1 + qz, = 0.
Além disso, como Ciry" + Cors” = y1e Cyri? + Cors? = y5, temos z; = z, = 0.
Assim concluimos que z,= 0 para todo 0 n, como queriamos provar.
O proximo teorema versa sobre a hipotese das raizes da equacao

caracteristica serem complexas.

Teorema 1.4: Se as raizes rs; e r, da equacgao caracteristica forem complexas, a

solugdo x, = Cqr{" + Cor,", com C; e C, constantes arbitrarias, pode ser escrito na

forma x, = p" (C'l cos(nf)+ C'zsen(ne)) onde C’; e C’; sd0 novas constantes.

Prova: A transformagao tem como objetivo evitar calculos com complexos, para
tanto devemos colocar as raizes na forma trigonométrica:

Assim temos r; = p(cos@ +isend) e r» = p(cos@—isend). Aplicando a férmula de De

Moivre, temos:

n

r"= p"(cosn@+isen(n)d), ra"= p"(cosn@—isen(n)o)

Substituindo as raizes na solugdo x, = Cqr{" + Cor," , temos:

C1p"(cosn@ +isen(n)d) + Ca p"(cos n@ —isen(n)d)

Xn
X, = p" [(C, cosnd + Ciisen(n)d)+(C, cosnd — C,isen(n)p)]

xn = p" [(C, +C,)cos(n)d +i(C, — C, )sen(n)6)]

Cs1+ C,e i(Cy - Cy) sao novas constantes, logo a solugcédo pode ser escrita na forma
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Xn = p" (C'1 cosn@+ Cyzsen(n)ﬁ).

Teorema 1.5: Se as raizes de r# + pr+ q = 0 sao iguais, ry=r,=r, entao
X, = Cqr{" + Conry" é solugédo da recorréncia x,+2 + pXp+1 + Qx, = 0, quaisquer que

sejam os valores das constantes C;e C..

Prova: Pelas relagbes de Girard, em uma equagao do segundo grau arf +pr+q=0,

temosqueri+r; = —E, particularmente se a = 1 e ry = ro=r, entdo temos:
a
r+r= -2
2r=-2
1
R
2

Substituindo x, = Cyrs" + Conry" na recorréncia Xps2 + pXp+1 + gXp = 0 €
agrupando convenientemente os termos, entdo temos:
[C1r™2 + Co(n+2)r"2 ] + p[Cir™" + Co(n+1)r™ "] + q[Cr4" + Conra"]= 0
[r°Care" + (r2Canr2™+1°Co2r,")[+[priCary” +(praConra™+ proCora™)]+[qC1rs” +qCanr,” = 0
Fazendo r; = rp = r e agrupando os termos, temos:
[FPCar” +(PConr™ + PCo 2r")] + [prCar” +(prCanr™+ prC, )] + [qC+r™+ +qConr” 1= 0
Car" (PP+ pr+ g)+ Conr” (P + pr+q) + Cor'r(2r + p) = 0

Como r é a raiz de r’+ prt+q=0er= —g, entdo temos:

C4r"(0) + Conr"(0) + Czr”r{z(— %)er} =0

C4r"(0) + Conr"(0) + Cor"r(0) = 0
Teorema 1.6: Se as raizes de F# + pr + q = 0 sao iguais, ry = rp entdo todas as
solugbes da recorréncia Xp+2 + pXp+1 + qx, = 0 sdo da forma x, = C4y/" + nCar", onde

C;e C, constantes.

Prova: Seja x, uma solucao qualquer de X,+2 + pxp+1 + gx, = 0. Devemos determinar
as constantes C; e C, que sejam solugdes do sistema de equagdes:

Cir + Cor = yq

{C1r2 +2Cr* =y,

Isolando C4 e C, temos: Cq = ﬂ—y—j eC,= 27 gg0 6 possivel, pois r # 0.
ror r,
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Afirmamos que X, = C4"" + Conr” para todo n natural, o que provara o teorema.
Seja z, = x, - C4" - Conr". Mostraremos que z, = 0 para todo n. Vejamos:
Zni2+ PZpe1 + 92, =0
(Xns2 - C1r™™2 - Co(n+2)r™?) + p(Xns1 - C4r™ - Co(n+1)r™") + q(xn - C4r" - Conr™) = 0
(Xne2 + PXas1 + GXn) - Car"( 1%+ pr + q) - Conr™(r? + pr + q) - Cor"r(2r + p) = 0

O primeiro parénteses é igual a zero, porque x, € solugdo de
Xn+2 + PXpe1 + QX = 0. O segundo e o terceiro parénteses sao iguais a zero, porque r

é raiz de r? + pr + g = 0. O quarto parénteses é igual a zero porque 2r = - p, ja que,
rf=r=r — r= —%. Entdo z,:2+ pz,+1+ qz,= 0.

Além disso, como Cqr + Cor = x1e C4? + 2Cor? = X,, temos z; = z> = 0. Como
Zn+2 + PZper + Q2= 0 € z1 = 2, = 0, entdo z, = 0 para todo 0 n, como queriamos
provar.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.21: A recorréncia Xx,+2 - 4x,+1 + 49x, = 0 tem equagao caracteristica
- 4r + 4 = 0 cujas raizes sd0 r; = r, = 2. Portanto a solucdo da recorréncia é
Xpn = C12In + C2fl2/n.

Exemplo 1.22: Vamos resolver a equagao Xp+2- 5xp+1 + 6x, =0com xp=0e x; = 2.
Substituindo xx = bqk na equagao Xp+2 - 5xp+1 + 6x, = 0, entdo temos:

bg?- 5bq' + 6bq’ =0 — bg®-5bq’'+6b =0 — b(q*-5q' + 6) =0
Logo q2 - 65q + 6 = 0 é a equagao caracteristica da recorréncia, cujas raizes
sd0 g= 2 e ¢”= 3. Logo a solugao geral da recorréncia é x,= A(2)" + B(3)".
Com as condigdes iniciais xp= 0 e x; = 2, € possivel construir o sistema
Xo= AR\ +BB)P°=A+B=0
x1=A@2)'+B@B)'=2A+2B=0

Cuja solugao é B =2 e A = - 2. Portanto a solugéo da recorréncia é:
Xn=A2)"+B@R)" =-2(2)"+2(3)"=2x3"-2x2"
Xp=2x3"-2""

Exemplo 1.23: Vamos resolver a recorréncia xp+2 + Xp+1 + X, = 0. Vimos que a

recorréncia Xp+2 + Xp+1 + X, = 0 tem Z+r+1=0como equacao caracteristica. As
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. ~ .y ~ 13 )
raizes da equacdo caracteristica sao — complexos de moédulop= 1 e

argumento principal 6 = i% . Substituindo tais valores na solugéo geral, temos:

Xn = p" [C cos(m)8 + Cyisen(n)d] — xn = C, cos% + Czisen%

A Ultima igualdade representa a solugdo da recorréncia Xp+2 + Xpe1 + Xp = 0.
Como nao foram atribuidos valores para as condi¢des iniciais, C; e C, permanecem

indeterminados.

1.3.2 Solugédo De Uma Recorréncia Linear Nao Homogénea De Segunda Ordem

Com Coeficientes Constantes.

Para resolvermos as relagbes de recorréncia lineares de segunda ordem nao

homogéneas de coeficientes constantes devemos utilizar o seguinte teorema:

Teorema 1.7: Se a, € uma solugao particular da recorréncia Xp+2 + pXp+1 + gXn = f(n)

entdo a substituicdo x, = a,+ y, transforma a recorréncia em yp+2 + pyn+r + qQyn =0

Prova: Substituindo x, por a,+ y, narelagao x,.2 + pxp+1 + gx, = f(n), obtemos:
Xn+2 + PXn+1 + Xy = f(N)
an+2+ Yns2 + P(@n+1 + Yne1) +q(@n+ yn) =f(n)
(Ans2 + Pan+1 + Qan) + (Va2 + Pyn+1 + Qyn) = f(n)

Mas an+2 + pan+1 + qan, = f(n), pois pela hipétese inicial, expressa no enunciado
do teorema, a, € solugdo da recorréncia original. Assim, cancelando os termos
equivalentes, a equacéao se transforma em y,.2 + pyn+1 + qy, = 0.

De forma implicita, o teorema 1.7 mostra que a solucdo de uma recorréncia
ndao homogénea €& composta de duas partes: uma solugdo qualquer da n&o
homogénea e a solugdo da homogénea. Para obter a solugédo da ndo homogénea,
podemos conjeturar o seu provavel formato, a partir da observagao da estrutura do

termo idependente.

Exemplo 1.24: Vamos encontrar a solugdo da recorréncia Xps2 - 6Xp+1 + 8x,=n + 3".

A solugédo da equagdo homogénea hp+2 — 6hyer + 8h,= 0 € obtida a partir do
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polindmio caracteristico r — 6r + 8 = 0, cujas raizes sdo r; = 2 e r; = 4. Logo a
solugéo é h,=C:2" + C4".

Para obtermos a solu¢gdo da equagao ndao homogénea, devemos inicialmente
observar que tal solugdo, quando substituida na expressao x,.2 - 6x,+1 + 8x, resulta
no bindmio n + 3". Representando tal solugdo por t,, conjeturamos que esta € um
polinbmio do primeiro grau somado a um exponencial de base 3. Logo t, tera o
formato An + B + C3". Portanto ao substituirmos An + B + C3" na express&o Xp:2 -
6Xp+1 + 8x, devemos obter X,.2 - 6x,+1 + 8x,=n + 3". Vejamos o raciocinio:

Substituindo An + B + C3" na recorréncia Xp+2 - 6Xn+1 + 8x,=n + 3", temos:

A(n+2)+B+C3™ -6[A(n+1)+B + C3"™"+8(An+B +C3") =n + 3"
agrupando temos 3An + 3B -4A—-C3"=n + 3"

Igualando os elementos correspondentes dos dois membros da equacéo,

temos:

3An=n 3B-4A=0 c3"=3"
1 44 4@) 4

A= — B= """~ =~"72 =_ C:-']
3 3 3 9

Substituindo os valores em t, = An + B + C3", entdo temos:
tn=l n+f+(-1)3” =l d g
3 9 3 9

A solugao geral da recorréncia € a soma das duas solugdes obtidas (h, + tp).
Logo:

Xn=hp+t, = C12n+024n+%n+g 3"

Os valores de Cq e C, permanecem indeterminados, ja que o enunciado nao

ofereceu as duas condi¢des iniciais da recorréncia.

1.3.3 Estabilidade De Uma Sequéncia Definida Por Uma Recorréncia Linear

Homogénea De Segunda Ordem Com Coeficientes Constantes

Estudaremos agora o comportamento geral de uma sequéncia, obtida por

uma recorréncia linear de segunda ordem homogénea com coeficientes constantes.
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De inicio, mostraremos que o ponto (0,0) € o unico ponto fixo desse tipo de
recorréncia. Para tanto devemos obter o sistema de equacdes de recorréncias
lineares equivalente a equagéo de recorréncia de segunda ordem. Os pontos fixos

do sistema linear serdo os pontos fixos da recorréncia linear de segunda ordem.

Definicdao 1.4: Uma equacéo linear de 22 ordem Xp:+2 + axp+1 + bx, = 0 pode ser
transformada num sistema linear de ordem dois (duas equagdes de primeira ordem
e duas incégnitas). Considerando a mudanga de variaveis x,+1 = z, e substituindo em
Xn+2 + aXn+1 + bX, = 0, entdo temos:

Zn+1 + @z, + bxp = 0, observe que z, = Xp+1 —>  Zn+1 = Xn+2. ASSim temos o sistema:

Xn+1 Zn

Zn+1 = - aZp - bXn

O ponto fixo ou de equilibrio do sistema acima € o par (x* z*) que leva suas
duas equagdes ao equilibrio, ou seja, Xp+1 = Xp = X* € Zp41 = 2, = z*. Substituindo o
ponto fixo no sistema, temos:

Xn+1 = Zn xX*= x*

-

Zp+1 = - @Zy - bXn z*=-az* - bx*

Como b0, condicdo necessaria para que a recorréncia que deu origem ao
sistema seja de segunda ordem, o sistema so tera solugao se z*= 0 e x*= 0
Logo o unico ponto fixo de uma recorréncia linear homogénea de segunda

ordem com coeficientes constantes € o ponto x*= 0. Como queriamos provar.

Sabemos que a solucdo geral de uma recorréncia linear homogénea de
segunda ordem pode ser representada pela formula x, = Cm" + Czrzn com n #r,
na qual e r, sao as raizes do polinbmio caracteristico da recorréncia. No caso
particular das raizes serem iguais 7=y, =y, vimos que a solugédo € presentada pela
equagéo x, = Cy»" + nCy;" . Vamos representar momentaneamente as raizes r, e
r, respectivamente por 4, e A, e considerar os seguintes teoremas:

Teorema 1.08: Considere a solugdo x, = C; 4" + C22,", se tivermos |/11| >1 ou
|/12| > 1, a sequéncia tendera ao infinito, divergindo de seu ponto fixo x* = 0.

Prova: Temos a seguintes possibilidades:
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i) Nocasode A>1e C;>0, temos0<Cy3°<Cqyz"'<..<Cy1". Observe que a

sequéncia diverge de zero tendendo ao infinito positivo.

i) No caso de 1> 1e C;<0, temos 0> Cy1°> Cy1">..> C11". Observe que

agora, a sequéncia diverge de zero tendendo ao infinito negativo.
iii) Nocasode 4,<-1e Cys>0, temos:

0<Ci2°% 0>Cqia', 0<Ci22% 0>Ci12%..0<Ci2%*, 0>Ci2%* "comkeN.
Mas .2 < [c2]< |c.2|<|c2|<..<|c#*| < |ca*

, assim concluimos que a

sequéncia divergira se zero de forma oscilatéria, alternando entre valores maiores e

menores que este, porém afastando-se cada vez mais de zero.
iv) Nocasode 4<-1eCy<0,temos:
0>C12°% 0<Cia', 0>Ci2% 0<C12°%..0>C14%, 0<C12* "comkeN.

Mas |C1/1°| < |C1/11|< |C1/12|<|C1/13|<...<|C1/12k| < |C1/12k+1 , assim, também concluimos

que a sequéncia divergira de zero de forma oscilatoria, alternando entre valores

maiores € menores que este, porém afastando-se cada vez mais de zero.

Visto o0s casos possiveis, podemos dizer que o ponto de equilibrio sera

instavel se, e somente se, 4| > 1ou |1, > 1.
Todavia, se |4| > 1 e |4,| > 1 a forma como se dara a divergéncia, mondtona

ou oscilatéria, dependera dos sinais e dos modulos de 4, e 4,:

Se ambos forem positivos a divergéncia sera monoétona, para o infinito
positivo ou negativo, dependendo dos valores de C; e Co..
Se ambos forem negativos a divergéncia sera oscilatéria.

Se os sinais de 4, e A, forem diferentes, prevalecera aquele que tiver maior
moédulo. Sendo 4 < -1, 4,> 1 e |4] < |4,] a divergéncia serd monétona. Sendo
A <-1, 4,>1el4| = |4 adivergéncia sera oscilatoria.

Isto ocorre porque o tipo de divergéncia nao depende apenas de um dos
mondmios da expressao x, = C1 4, "+ C, ,12”, mas da combinacao entre eles.
Teorema 1.09: Considere a solugdo x, = C1,11” + 02,12”. se tivermos
0< 4| <1e 0<|4,| <1, asequéncia convergira para o ponto fixo x* = 0.
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Prova: Temos as seguintes possibilidades:
i) Nocasode 0< A<1e C;>0, temos C11°>Cy1'>..>Cy 2" > 0. Observe que a

sequéncia converge para zero.

i) Nocasode 0< A<1e Cy<0, temos C;1°<Cy1"<.<Cy 2" <0. Observe que a
sequéncia também converge para zero.

iii) No caso de -1 < A< 0e Cy> 0, temos:

0<Ci2°% 0>Cia", 0<Ci2% 0>C14%..0<C12%, 0>C14* "comkeN.

Mas |Clﬂ°| > |C121|> |C1/12| > |C1/13| >... >|C1/12k| > |C1/”t2k+1 > 0, assim concluimos que a

sequéncia tendera a zero de forma oscilatéria, alternando entre valores maiores e
menores que este, porém tendendo a zero.
iv) No caso de -1 < A1 <0e Cy <0, aconvergéncia é analoga a observada acima.

Visto os casos possiveis, podemos dizer que o ponto de equilibrio sera
estavel se, e somente se, |/11!2| <1.

Também destacamos que a forma como se dara a convergéncia, monotona

ou oscilatéria, dependera dos sinais e dos modulos de 4, e A, :

Se ambos forem positivos a convergéncia sera monétona.
Se ambos forem negativos a divergéncia sera oscilatéria.

Se os sinais de 4, e A, forem diferentes, prevalecera aquele que tiver maior
mddulo. Sendo -1 <4< 0, 0 < 4,< 1e |4] < |4, a convergéncia serd monétona.
Sendo -1 <4<0,0< A,<1e 4| > |4, aconvergéncia sera oscilatoria.

Teorema 1.10: No caso de |4,| =|4,| =1, obviamente a sequéncia sera estacionaria
ou constante qualquer que seja C.

Prova: Noteque 1-1 —> Ci4'=C12%=..=C1 2"

Teorema 1.11: Nocasode 3=-1e 4,=-10u 4=-1e 2,=1 a sequéncia oscilara
entre dois valores.

Prova: Considerando 4 = -1 e Cy > 0 (0o caso em que Cq < 0 é analogo), temos
Ci2%>0, Cya2'<0, Ci1a%2<0.. Cia*>0, Ci12*" com keN. Mas
cx| = e = 2| = a2 =.. =jc 2| = et

= 0 assim concluimos que a

sequéncia alternara entre dois valores, sendo um maior e outro menor que zero.
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Exemplo 1.25. Vamos verificar o comportamento da solugdo da recorréncia
Xn+2 - Xn+1 - 6X, = 0, com xp = 1 e x4 = 2. Primeiramente, encontraremos o polinémio
caracteristico da equacao que é P(1) = A%-21-6=0, cujas raizes séo 4, =3 e
A, =-2.

Temos 4 >1e 4, <-1Te |4] > |4,] logo a sequéncia divergira de forma

monotona do ponto x*= 0.

Obtendo os 5 primeiros termos da recorréncia, observamos a divergéncia
monotona em relagédo ao ponto fixo x*= 0.
Xo= 1; X1=2; x2=8; x3=20; x4=68; x5=168.

Exemplo 1.26: Vamos verificar o comportamento da solugdo da recorréncia
Xn+2 + 0,3Xn+1 - 0,4, = 0, com xp = 1 e x; = 2. Primeiramente, devemos encontrar o
polindmio caracteristico da equacéo: Vemos que P(1) = 12+ 0,3 A - 0,4 = 0, cujas

raizes sdo A, = (l) el = (_ij Temos0< 4 <1e-1< 4 <0 e |4| <|4)] logo
2 5

a sequéncia convergira de forma oscilatéria para o ponto x*= 0.

Obtendo os 5 primeiros termos da recorréncia, observamos a convergéncia
oscilatéria em relagéo ao ponto fixo x*= 0.
Xo=1; Xx1=2; x2=-0,2; x3=0,86; x4=-0,338; x5=0,4454.

Exemplo 1.27: Vamos verificar o comportamento da solugdo da recorréncia
Xn+2 - Xn = 0, com Xp = 1 e x4 = 3. Primeiramente, devemos encontrar o polinémio
caracteristico da equacao: Vemos que P(41) = A2-1=0, cujas raizes sao
A =1 e 4, =-1. Obtendo os 5 primeiros termos da recorréncia, observamos que a
solucao oscila entre dois valores.

Xo=1; Xx1=3; Xx2=1; x3=3; x4=1; Xs= 3.
1.4 EQUACOES DE RECORRENCIAS NAO LINEARES

Nesta se¢do, nos ateremos as recorréncias nao lineares homogéneas de
primeira ordem cujas solu¢gdes sao representadas pela férmula x,.1 = f(x,),

lembrando que f(x,) ndo € um polinbmio do primeiro grau.
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Exemplo 1.28: Se considerarmos a recorréncia nao linear homogénea de primeira
ordem X,+1 = X,2. com Xo = 2, obtemos a sequéncia x, = ( 2, 4, 16, 256,...).
Obviamente, tal solucdo pode ser representada por uma férmula fechada que
associa cada termo da sequéncia com sua respectiva posicdo. Neste caso, tal
formula pode ser facilmente deduzida, vejamos:
Xo= 2 X2 = x12 = 42= (2%)?= 16
X1= X2 =22=4 X3 = X2 = 162 = [(2°)%]* = 256

Podemos deduzir que x,= (2)>?*?2, onde 2.2.....2.2 é um produto de n fatores

iguais a dois, logo x, = 2% . Tal resultado pode ser provado facilmente por indugéo

matematica.

No exemplo acima constatamos que a natureza assintética da sequéncia

depende apenas de xo. Temos quatro possibilidades:

a) Se |x,| < 1, a sequéncia converge para 0;
b) Se |x,| > 1, a sequéncia é divergente, tendendo para o infinito;

c) Se xp = 1, a sequéncia sera estacionaria com valores iguais a 1.

d) Se xp = -1, a sequéncia sera estacionaria com valores iguais 1 partir de x1.

Embora a férmula que representa a solugdo da equacdo de recorréncia
X+t = Xn? possa ser deduzida facilmente, geralmente, ndo € possivel obté-la, quando
se trata de equacdes nao lineares. O que se procura fazer na maioria dos casos é
verificar o comportamento de x, quando n — «, isto &, se x, se aproxima ou nao de
um limite, e se for possivel, encontra-lo.

Na pratica o que fazemos €& atribuir um valor inicial suficientemente préximo
do ponto fixo x*, e apés um numero finito de iteragcdes, analisar o comportamento da

solugéo em relagao a x*.

Exemplo 1.29: Seja a fungao f(x) = x°. Note que os pontos x = -1, x =1 e x = 0 sdo
os pontos fixos de f. E interessante observar que a sequéncia definida por uma
recorréncia, onde a condic¢ao inicial xo € um ponto fixo da relagdo, tem (x,) = (Xo; Xo;

Xo;-.-; Xo; ...) como solugao geral.
Teorema 1.12: Suponha uma equacgao recorrente da forma x,+7 = f(x,), onde f & uma

funcdo real que admite ¢ como ponto fixo, ou seja, f(c) = c. Entéo, se xp = ¢, a

sequéncia recorrente relativa a condigao inicial xo sera (c; c;...; c...).
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Prova: Seja xp = ¢. Entdo, x4 = f(xo) = f(c) = ¢; x2 = f(x4) = f(c) = ¢; Xn = f(Xn-1); € por
recorréncia, X,.1 = Xo; logo, f(x,.1) = c. Dai, a sequéncia relativa a x, sera

(c;c;...;c..).

Um valor x é dito ponto fixo de periodo n se f(x,) = x . O menor n positivo tal
que f(xn) = x é dito periodo principal de x. Naturalmente, os pontos fixos de uma
funcao sao pontos periddicos de periodo 1. Se um ponto xg € periédico, a sequéncia
formada é dita periddica. Se um ponto Xy ndo é periédico, mas a sequéncia formada
contém algum ponto que € periddico, entdo dizemos que X, € eventualmente
periodico.

Exemplo 1.30: Seja f(x,) = x,° - 1. Vamos tomar xo = -1. Entdo, temos que x; = 0,
X2 = -1, x3 = 0, etc. Logo, ambos os pontos x = -7 e x = 0 sdo pontos periddicos de
periodo 2. Por outro lado, se considerarmos xp = 1, entdo x; = 0, x, = -1 e
repetiremos a primeira sequéncia. Dessa forma, x = 1 € um ponto eventualmente

periddico; e ambos os pontos: x = -7 e x = 0 sdo pontos periddicos.

1.4.2 Critérios De Estabilidade De Um Ponto Fixo De Uma Recorréncia Nao Linear
De Primeira Ordem

Quando estudamos a estabilidade de um ponto de equilibrio de uma relacao de
recorréncia da forma x,+s = ax, + b, com a e b constantes, vimos que tais critérios
foram fixados em fungédo de a, que é o coeficiente angular da reta, explicito na
equacao que define a recorréncia. Portanto, em tais recorréncias, nao é necessario
sabermos o valor do ponto fixo da relagao, para determinarmos a sua estabilidade.

A estabilidade de um ponto de equilibrio x* de uma equacao nao linear de
primeira ordem com coeficientes constantes segue os moldes do exposto no
paragrafo anterior. Todavia, o grafico da fungao f, que representa a solugao geral da
recorréncia nao linear, ndo € uma reta, como no caso das recorréncias lineares, mas
uma curva, logo nao existe um valor constante explicito na equagéao da recorréncia
que permita definir, sem conhecer o valor do ponto fixo, a estabilidade deste.

A solugdo para o problema consiste em encontrar primeiramente o valor do

ponto fixo e considerar que nos arredores de tal ponto, o grafico da fungéo f é uma
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reta, ou seja, iremos “linearizar” o grafico da fungdo nas proximidades de seu ponto
de equilibrio. A reta formada coincidira com a reta tangente ao grafico de f no ponto
x*. O coeficiente angular da reta tangente, representada por A, pode ser determinado
analiticamente pelo valor do moédulo de A = [df(x,)/dx,], onde x, = x*. Observe
também que A é o valor da derivada da fungao f no ponto fixo x*.

Conforme os valores de A, temos:

a) Se 0 < |A| < 1, x* é assintoticamente estavel (atrator), isto é, se x, estiver proximo
de x*, entdo x, tendera a x*. Temos duas possibilidades: se 0 < A < 1, a

convergéncia sera monétona; se -1 <A <0, aconvergéncia sera oscilatoria.

b) Se |A| > 1, x* é assintéticamente instavel (repulsor), isto é, se x, estiver préximo de
x*, entdo x, se afastara de x*. Temos duas possibilidades: se A > 1, a divergéncia

sera monotona; se A < -1, a divergéncia sera oscilatéria.

c) Se A = - 1, x* é neutramente estavel, ou simplesmente estavel. Neste caso, a
solugéo x,, a partir de algum n, oscilard em torno do ponto x* que é denominado

centro de um ciclo limite.

d) Se A = 0, x* é super estavel. Neste caso, qualquer ponto nas proximidades de x*

tende de forma mondétona para o ponto fixo.

e) Se A = 1, o critério de linearizagao falha, assim x* ndo pode ser classificado como

estavel e tdo pouco como instavel.

1.4.2.1 Estudando a estabilidade de um ponto fixo através dos graficos de Lamerey

Uma maneira simples para determinar analiticamente os pontos de equilibrio
de uma equagao de recorréncia linear ou nao linear, e estudar a sua estabilidade,
consiste em representar as primeiras n iteragdes da recorréncia através dos graficos
de Lamerey ou de teia de aranha. A seguir iremos analisar alguns exemplos de
recorréncias nao lineares de primeira ordem. Em cada uma delas, definiremos os
pontos de equilibrio, caso existam; construiremos o grafico de Lamerey e
analisaremos a estabilidade dos pontos fixos de acordo com os critérios fixados na
secao anterior.
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Exemplo 1.31: Considere a recorréncia X,+s = x,°. Vimos que os pontos x = -1, x = 1
e x = 0 sdo os seus pontos fixos. Para visualizar tais pontos podemos esbocar em
um mesmo plano cartesiano, os graficos da fungdo f, que representa todas as

solucdes da recorréncia, e a bissetriz dos quadrantes impares.

i fx) = %,

Figura 1.6: Pontos de equilibrio da recorréncia x,.+ = Xn>.

Faremos agora, um estudo da estabilidade de cada um dos pontos fixos da

recorréncia Xps1 = Xp°.

i) Analise da estabilidade do ponto fixo x*= 1.
Encontrando o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto
x*= 1, entdo temos:
A = [df(x)/dx] = 3x* = 3(1)*=3
Observamos que [A| > 1. Pelo critério de estabilidade, temos que o ponto de
equilibrio x* = 1 é instavel, sendo a divergéncia mondétona.
Vamos agora verificar a divergéncia em relagdo ao ponto fixo x* = 1, atribuindo
um valor para a condigao inicial a direita de x* = 1.
Considerando xo = 1,2. Se iterarmos a recorréncia 2 vezes, obteremos a
sequéncia xg=1,2; x1=1,728; x,=5,16

Construindo o grafico de Lamerey, temos:
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f(x,) = x,’

Xn+1

Xn

Figura 1.7: Grafico de Lamerey para X, = Xn’, COM Xo = 1,2.

Observe que quando n cresce, a sequéncia diverge de forma mondétona do
ponto fixo x* = 1. Quanto ao comportamento da sequéncia, quando X, esta
localizado imediatamente a esquerda de x* = 1, veremos no estudo do proximo

ponto fixo.

i) Analise da estabilidade do ponto fixo x*= 0.
Encontrando o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto
x*= 0, temos:
A= [df(xn)/dx,] = 3x* = 3(0)2=0
Observamos que |A| = 0. Pelo critério de estabilidade temos que o ponto de
equilibrio x* = 0 é superestavel, logo independente do valor atribuido a xp, nas
proximidades de x*= 0, a sequéncia das n iteragdes da recorréncia convergira de

forma mondétona para o ponto fixo x* = 0.
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Vamos verificar a convergéncia atribuindo um valor para a condigao inicial
suficientemente a direita de x* = 0, consideremos xo, = 0,9. Se iterarmos a
recorréncia 3 vezes, teremos a seguinte sequéncia:

Xo0=0,9; x1=0,729; x»,=0,3874; x3=0,058

Construindo o grafico de Lamerey, temos:

Figura 1.8: Grafico de Lamerey para X,+1 = Xn>, cOM X0 = 0,9 .

Observe que quando n cresce, a sequéncia converge de forma mondtona

para o ponto fixo x*= 0.

Agora, vamos verificar a convergéncia atribuindo um valor para a condi¢cao
inicial suficientemente a esquerda de x* = 0, consideremos xp = - 0,8. Se iterarmos a
recorréncia 3 vezes, teremos a seguinte sequéncia:

X0 =-0,8; x4=-0,512; x,=-0,1342; , x3=-0,0024

Construindo o grafico de Lamerey, temos:
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Xn+1

Figura 1.9: Grafico de Lamerey para x,.+; = Xn>, COM Xg = - 0,8.

Observe que quando n cresce, a sequéncia converge de forma mondtona

para o ponto fixo x*= 0.

iii) Analise da estabilidade do ponto fixo x*= - 1
Representando a recorréncia por f e obtendo o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico de f no ponto x*= -1, entao temos:
A= [df(xn)/dx,] = 3x* = 3(-1)*= 3

Observamos que |A| > 1. Pelo critério de estabilidade, temos que o ponto de
equilibrio x* = -1 é instavel, sendo que a divergéncia é mondtona.

Vamos verificar a divergéncia em relagcédo ao ponto fixo x* = -1. Atribuiremos um
valor para a condigao inicial localizada a esquerda de x*= - 1. Quando estudamos a
estabilidade de x* = 0, vimos que as sequéncias que possuem condicio inicial
imediatamente a direita de x* = -1 divergem deste ultimo, tendendo a x* = 0.

Considerando xo = -1,2, se iterarmos a recorréncia 2 vezes, obteremos a
sequénciaxg=-1,2; x1=-1,728; x» =-5,16

Construindo o grafico de Lamerey, temos:
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Xn+1

. X1 Xox*

Xn

xn+1 = xn

f(x,) = x,’

Figura 1.10: Grafico de Lamerey para X, = xn3, com xo = -1,2.

Observe que quando n cresce, a sequéncia diverge de forma mondtona em

relagao ao ponto fixo x*= -1.

Exemplo 1.32: Considere a recorréncia a x,+; = €. Vamos analisar a estabilidade
do ponto fixo de tal recorréncia. Fazendo x,=e™ , entdo temos:
e - x, = 0. A raiz aproximada da equacdo é 0,567. Mais a frente veremos como
obté-la através do Método de Newton. Vamos considerar que o valor aproximado
para a raiz corresponda ao ponto fixo x* = 0,567 da recorréncia e estudar a sua
estabilidade.
Calculando o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto
x* = 0,567, temos:
A= [df(x,)/dx,] = €% (-1) = - e = %" =_0,567.

Observamos que -1 < A < 0. Pelo critério de estabilidade temos que o ponto de
equilibrio x*= 0,567 é estavel, sendo que a convergéncia é oscilatéria.

Vamos verificar a convergéncia atribuindo um valor para a condi¢ao inicial xo

suficientemente préximo de x*. Considerando xo = 1, se iterarmos a recorréncia 4
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vezes, obteremos a sequéncia xo = 1; x1 = 0,367; x2 =0,692; x3=0,5, x4 =
0,605.

Construindo o grafico de Lamerey, entdo temos:

0 X1 l Xt )i2 )‘}:{J Xn >
X3

Figura 1.11: Grafico de Lamerey para x,.; = ™", com X, = 1.

Observe que a sequéncia converge para o ponto fixo de forma oscilatéria, ou
seja, a sequéncia alterna entre valores maiores e menores que o ponto fixo, mas

convergindo para este.

Exemplo 1.33: Considere a recorréncia a X,+s = (X,°)/4 + 1. Vamos analisar a

estabilidade do ponto fixo de tal recorréncia. Fazendo x, = (an)/4 + 1, temos

-xn2 + 4x, — 4 = 0, cuja raiz Unica é igual a 2. Logo temos x* = 2.

Vamos agora, estudar a estabilidade do ponto fixo da recorréncia.
Representando a recorréncia por f e calculando o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico de f no ponto x* = 2, entdo temos:

A = [df(Xa)/dXn] = (2%0)/4 = (2%)/4 = 1

De acordo com os critérios de estabilidade, se A = 1, dizemos que critério de
linearizagao falha, e o ponto de equilibrio ndo é estavel e nem instavel.

Vamos atribuir a relagdo uma condigao inicial proxima do ponto fixo x*= 2. No

intuito de verificarmos o comportamento da sequéncia nas proximidades deste.
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Primeiro vamos tomar um valor a direita do ponto fixo. Considerando xy = 3, se
iterardo essa fungado mais 4 vezes, obteremos a seguinte sequéncia:
Xo=3; x1=3,25;, x2=3,64; x3=4,31; Xx4=5,65.

Construindo o grafico de Lamerey, entdo temos:

f(x,) = (x,")/4+1
Xn+1

W | s s ” .‘. Xesr = X,

x X0 X2 X3 Xn
X1

Figura 1.12: Grafico de Lamerey para X1 = (x,,z)/4 +1, com x,=3.

Observe que a sequéncia diverge do ponto fixo de forma mondétona.

Atribuiremos agora, um valor a xo localizado logo a esquerda do ponto fixo.
Considerando xo = 1. Se iterarmos essa funcdo mais 3 vezes, obteremos a
sequéncia xg =1; xq1=1,25; x2=1,39; x3=1,48.

Construindo o grafico de Lamerey, temos:
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/
Xn+1

v

10 X0 X1 X Xn
‘. X2

Figura 1.13: Grafico de Lamerey para X, = (xnz)/4 +1, comx, =1.

Ao contrario da divergéncia monétona observada quando atribuimos a xo um
valor a direita de x*, no grafico acima a solugdo convergiu para o ponto de forma
monotona. Portanto, o ponto fixo x* = 2 ndo pode ser classificado nem como um

atrator, nem como um repulsor.

Exemplo 1.34: Considere a recorréncia a xn+; =4/—x,” +1, onde 0 < x, < 1. Vamos

analisar a estabilidade do ponto fixo de tal recorréncia. Fazendo x, =\/—xn2 +1 e
elevando os dois termos ao quadrado, temos:

2
Xn2= = xn +l 2Xn2 =

XnZ + Xp2 = 1 Xn =+

RN
Sy

Mas como 0 < x, < 1, 10go Xn =% € 0 unico ponto fixo da recorréncia.
Vamos agora estudar a estabilidade do ponto fixo da recorréncia. Obtendo o

coeficiente angular da reta tangente ao grafico de fem x* = g , temos:
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A = [df(xo)/dx] = - ——=- 1

2x% 42 z
2(\EJ +2

2

Pelos critérios de estabilidade, vimos que se A = -1, o ponto de equilibrio é
neutramente estavel, ou simplesmente estavel. Neste caso, a sequéncia x,, a partir
de algum n, oscila em torno do ponto x* que € denominado centro de um ciclo limite.

Atribuindo um valor para a condi¢cédo inicial xo = 0,65, vamos verificar a
ocorréncia do ciclo limite. Se iterarmos essa fungéo 4 vezes, obteremos a sequéncia
X0=0,65; x1=0,76; x>=0,65; x3=0,76; x4=0,65.

Construindo o grafico de Lamerey, entao temos:

Figura 1.14: Ciclo limite, A = -1.

Exemplo 1.35: Considere a recorréncia Seja Xp+1 = x,,2 + 0,56. Vamos analisar a
estabilidade do ponto fixo de tal recorréncia. Fazendo x,, = x,° + 0,5, entdo temos:
Xn - xn2 - 0,6 = 0, cujas raizes sdo complexas. Portanto a recorréncia ndo possui
ponto fixo. Vamos verificar o comportamento da sequéncia diante desta situagao.
Tomando xy = 0,7 e obtendo os préximos 4 termos da sequéncia, temos:
Xx0=0,1; x1=0,51; x=0,7601; x3=1,0777; Xx4=1,66.
Tal sequéncia caracteriza-se pela sua divergéncia, independente do valor

atribuido a condigao inicial Xo.
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Construindo o grafico de Lamerey, entdo temos:

Y| fx) =x2+0,5.

X XX % -

Figura 1.15: Grafico de Lamerey para x,+1 = x,,2 + 0,5, com x,=0,1.

Na proxima secdo, iremos estudar um caso particular de equagao de
recorréncia nao linear de primeira ordem que possui inumeras aplicacbes na

modelagem de problemas envolvendo a dindmica de populagdes.

1.5 A EQUAGAO LOGISTICA DISCRETA

Embora um modelo continuo que leva a uma equagao diferencial seja
razoavel e atraente em muitos problemas, ha casos em que um modelo discreto
pode ser mais natural. Em algumas circunsténcias, o crescimento de algumas
populacdes pode ser descrito com maior exatiddo por um modelo discreto e ndo por
um modelo continuo. E o que ocorre, por exemplo, com as espécies cujas geracdes
sucessivas nao se superpbéem e que se propagam em intervalos regulares, e em

funcao da populagédo x, do ano anterior, isto é, x,+1=f(n,x,) ,n =0,1,2,...
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Nessa segao, realizaremos um breve estudo sobre pontos periddicos que
surgem em sequéncias definidas por uma equagdo recorrente do tipo
Xn+1 = PXa(1 - Xn), onde p é um nimero real positivo. A familia de equagdes desse tipo

daremos o nome de familia quadratica ou equagéo logistica.

De acordo com Bassanezi (2011, p.122) “O modelo logistico discreto é um
dos mais simples exemplos de equacbes de diferengas nao lineares, e podemos

notar a complexidade de seu desenvolvimento quando variamos o parametro p”.

As equagdes logisticas foram introduzidas por R. M.May, e sao utilizadas na
modelagem matematica de populagoes.

Neste estudo elementar, nosso objetivo sera verificar que o comportamento
de uma sequéncia gerada por composi¢cdes sucessivas de uma equagéo logistica
varia entre convergéncia, caos e divergéncia quando varia o parametro p. Portanto,
podem surgir comportamentos muito mais variados que os observados nas
equacdes de recorréncias até aqui apresentadas.

Para realizar este estudo, primeiramente vamos encontrar os pontos fixos de
Xn+1 = PXn(1 - Xn), onde p > 0.

Representando a recorréncia pela fungéo f(x) = px(1 - x), e fazendo f(x) = x,
entdo temos:

px(1 - X) = x px —px?=x=0 x(p—px-1)=0

As raizes da equacao saox’'=0e x’= pT—l_

Obviamente tais raizes correspondem aos pontos fixos da recorréncia
Xn+1 = PXn(1 - X5), onde p > 0.

Para encontrarmos os pardmetros A dos pontos de equilibrio da recorréncia,
devemos obter a derivada de f.

f(x) = px(1-x) — f(x)=px—px* - f(x)=p-2px

Calculando A para os dois pontos fixos X' e x”, temos:

P(X) = p — 2pX P(X") = p — 2pX

, (p-1 O

f(0)=p —2p(0)=p f(p—j=p—2p(p—j=p—2p+2=2-p
P P

f(0)=p A=2-p

AM=p

Aplicando os critérios de estabilidade nos dois pontos fixos, temos:
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*0< |p| <1—> 0<p<1 —> 0<A <1, portanto, a sequéncia converge para o
ponto fixo X’ = 0, quanto atribuimos um valor para X, suficientemente proximo
daquele.

*0< |2—p| <1 > 1<p<3 - -1<M\ <1, logo, a sequéncia converge para o

, ” -1 - - o
ponto fixo x” = P quanto atribuimos um valor para xo suficientemente préximo

daquele.

* Para p > 3, a convergéncia e impossivel, pois Ay > 3 e A\, < -1. No entanto, a

sequéncia pode convergir para ciclos.

Exemplo 1.36: Vamos estudar o comportamento da equagdo logistica

Xn+1 = 0,8x,(1 - x,) onde 0 < x, < 1, onde a condigao inicial & xy = 0,3.

Obtendo os pontos fixos temos X’ =0 e X’ = p-l 0’5 8_1 =-0,25
P )

Como 0 < x, < 1, concluimos que x’ = 0 é o unico ponto fixo da funcéao.
Obtendo o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto x* = 0,
temos Ay =f(0)=p =0,8.

Logo temos 0 < A; < 1. Portanto a sequéncia convergira de forma monétona
para o ponto fixo x*=0. Tomando a condi¢do inicial xo = 0,3 e iterando a
recorréncia trés vezes, temos xo = 0,5; x1=0,2; x2 =0,128; x3=0,089.

Vejamos a seguir o grafico de Lamerey

A o
Xn+1 Xos1 = X,
X1 ,.. ........... f(x )=0,8x(1-x)
&) I '
X3 -ucl--:llnt E %
ST X xi X0 X

Figura 1.16: Equacao logistica x,+1 = px,(1 — x,), com p =0,8 e x, =0,3.
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Exemplo 1.37: Estudemos o comportamento da aquagao xp+s = 1,6x,(1 — x,), onde

0 < x, < 1 e a condicdo inicial é xp = 0,8.

Obtendo os pontos fixos x7 € x, entdo temos x;=0 e xp= 1/3

Como 0 < x, < 1, concluimos que a fungao tem dois pontos fixos. Obtendo o
coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f nos dois pontos fixos, temos:

A = f(0) = p = 1,6. Logo temos As > 1 Portanto a sequéncia divergira de

forma monétona em relagao ao ponto fixo x* =0
N=F Gj= 2-p=2-15=0,5.Logo temos 0 < A, < 1. Portanto a sequéncia

convergira de forma monétona em relagdo ao ponto fixo x* = 0,33... Tomando a
condicao inicial xo = 0,8 e iterando a recorréncia trés vezes, entao temos xy = 0,8; x4
=0,24; x2=0,2736; x3=0,2981.

Vejamos a seguir o grafico de Lamerey

A

XI"I+1 xn+‘|= xr1

0375 ks
X*

X3
X2 ssanammandon

Xn>

Figura 1.17: Equacao logistica x,+1 = px,(1 — x,), com p=1,5 e x, =0,8.

Exemplo 1.38: Estude o comportamento da equacgao logistica x,+1 = 3x,(1 — x,) onde
0 < x, < 1 e a condigdo inicial é xp = 0,7. Obtendo os pontos fixos, temos:
x=0 ex'=P2=1=371_ 6666..
p 3
Como 0 < x, < 1, concluimos que a fungao tem dois pontos fixos. Obtendo o

coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f nos dois pontos fixos, temos:
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A =f(0) = p = 3. Logo temos A > 1. Portanto a sequéncia divergira de forma

monétona em relacéo ao ponto fixo x’ =0
A =F {p—‘lj =2-p — f(0,66..) =2 -3 =-1. Logo temos A, = - 1. Neste
p

caso, a sequéncia Xx,, a partir de algum n, oscila em torno do ponto x* = 0,66... que &
denominado centro de um ciclo limite.

Tomando a condicéo inicial xo = 0,7 e iterando a recorréncia trés vezes temos.
Xo=0,7; x1=0,63; x2=0,699; x3=0,6308; x4=0,6986.

Se continuarmos iterando a equacdo, a sequéncia tendera a um ciclo em

torno de dois valores. Vejamos a seguir o grafico de Lamerey

MoAlisien ,,q ..................... = N T SR—— \

A\ 4

Figura 1.18: equacgao logistica x,.1 = px,(1 — x,), comp =3 e x, =0,8.

Exemplo 1.39: Tomando a equacao logistica f(x) = px(1 - x) e utilizando uma
planilha eletrénica, construimos uma tabela que relaciona os ciclos para os quais a
sequéncia converge, quando alteramos o valor de p. Para que tivéssemos uma boa
margem de convergéncia em cada caso, obtemos os cem primeiros termos de cada
sequéncia. Para realcar os periodos de convergéncia, colorimos as ultimas ceélulas
de cada coluna. Ao expor os resultados no texto, suprimimos as iteracdes de nove a

setenta.
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Equacéo logistica Xn+1= pXa(1 - Xa)

valores do pardmetro p

34

3,5

3195

3,57

termos

Xo

0,5

0,7

0,2

0,8

X1

0,85

0,7434

0,568

0,5712

X2

0,4335

0,675278

0,8710848

0,874402

X3

0,834964

0,776243

0,39865105

0,392068

X4

0,468516

0,614862

0,85103579

0,850912

X5

0,84663

0,838296

0,45004726

0,452892

X6

0,441482

0,479868

0,87864177

0,884578

X7

0,838357

0,883565

0,37853796

0,364497

Xg

0,460749

0,364187

0,83512675

0,826951

X71

0,842154

0,883376

0,37031629

X72

0,451965

0,364702

0,82779658

0,830346

X73

0,842155

0,820198

0,50605037

X74

0,451962

0,522055

0,88737005

0,89247

X75

0,842154

0,883278

0,35480279

X76

0,451964

0,364967

0,81265808

0,804059

X77

0,842155

0,820452

0,54046947

X78

0,451963

0,52148

0,88168589

0,878578

X79

0,842154

0,883367

0,37032139

0,380843

X80

0,451964

0,364726

0,82780127

0,841812

Xg1

0,842155

0,820221

0,50603946

Xg2

0,451963

0,522002

0,88737051

0,890339

X83

0,842154

0,883286

0,3548015

0,348558

Xg4

0,451963

0,364944

Xg5

0,842154

0,82043

Xg6

0,451963

0,521529

Xg7

0,842154

0,883359

0,81265676

0,37032368

0,810623

Xg8

0,451963

0,364746

X9

0,842154

0,820241

X90

0,451963

0,521958

0,82780339

0,88737072

0,827792

0,892216

Xo1

0,842154

0,883293

0,35480092

Xo2

0,451963

0,364926

Xo3

0,842154

0,820413

Xo4

0,451963

0,521569

Xos5

0,842154

0,883353

0,81265616

0,37032472

0,804854

0,879338
0,378785

Xo6

0,451963

0,364763

Xo7

0,842154

0,820257

Xog

0,451963

0,521922

0,82780434

0,88737082

0,840046

0,891028

Xog

0,842154

0,883299

0,35480066

0,346636

X100

0,451963

0,364911

0,81265589

0,808532
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A tabela evidencia, que conforme o parametro p cresce em dire¢cdo a
4, convergéncias para pontos periédicos de ordem 2, 2%, 2°, 2* etc,
védo surgindo. Percebemos que o surgimento de novos periodos é
instavel; a minima variagdo em p pode determinar o surgimento de
periodos de ordem 2, 4 ou 8. Percebemos que, quando p = 3,57 ja
fica impossivel obter pontos de periodo 16 ou menor. A afirmacéo de
que estamos contemplando um periodo de ordem 32 ou maior néo
pode ser feita apenas via esse método. E, conforme o parametro p
cresce, especificamente para valores de p maiores que 3,83, ciclos
de periodos de ordens diferentes de poténcias de 2 surgem até que,
finalmente, temos uma situagdo de caos, onde qualquer sequéncia
gerada a partir de iteragbes ndo obedece nenhum padrdo de
convergéncia, convergéncia para ciclos ou divergéncia.(Domingues,
p.99).

O resultado final de todas as consideragdes feitas até agora sera obtido da

seguinte maneira: em um grafico onde o eixo das abcissas corresponde aos valores

de p, onde 3 < p < 4; e 0 eixo das ordenadas, aos valores para 0s quais a sequéncia

dos x, converge. Obteriamos, assim, uma figura denominada Diagrama de

Bifurcagao.

a

Figura 1.19: Diagrama de bifurcagao. (Domingues, p.100).
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1.6 SISTEMAS DE EQUAGCOES DE RECORRENCIAS LINEARES

Faremos uma breve introducdo sobre o assunto, apresentando apenas o
sistema de ordem dois, ou seja, um sistema formado por duas equagdes de primeira
ordem da forma:

{ Xn+1 = @11Xn + A12Yn

Yn+1 = @21Xn + @22Yn, ONde aj; S0 constantes reais.

Um sistema linear de ordem dois pode ser convertido em uma equacgao de
recorréncia linear de segunda ordem da forma
Yn+2- (@11 + @22)Yn+1 + (822811 - @12821)yn = 0.

Para entender tais transformagdes concentremos nossa atengao para o sistema:

{Xn+1 = aq1Xn + a2yn

Yn+1 = @21Xn + @22Yn, ONde aj; S0 constantes reais.

Observemos que o sistema de equagdes de diferenga pode ser escrito na

seguinte forma matricial:

b=l o))
Yust Ay Ay ) \V,

Obtendo o termo seguinte da primeira equacgao de recorréncia do sistema,
entdo temos :

Xn+2 = @11Xn+1 T @12Yn+1

Fazendo Substituindo yn+1 = az1xn + aj2a22yn, €ntao temos:

Xn+2 = @11Xn+1 T @12Yn+1

Xn+2 = @11Xn+1 T @12 A21Xn + @12222Yn

Xn+2 = @11Xn+1 + A12821Xn + A22@12Yn, fazendo a2yn = Xn+1 - @11Xn, (Primeira equagao do
sistema), entao temos:

Xn+2 = @11Xn+1 + @12821Xn + @22(Xn+1 = @11Xn)

Xn+2 = Q11Xn+1 T A@12821Xn + A22Xn+1 - A20811Xn , CcOlocando X, € Xn+1 em evidéncia,
temos:

Xn+2 = (@11F @22)Xn+1 + (A12821- @22811)Xn

Xn+2 = (@11F @22)Xn+1 - (@12821- @22811)Xn = 0

Xn+2 = (@11+ @22)Xn+1 + (222811 - @12821)X, = 0
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O sistema foi convertido em uma equagédo de recorréncia homogénea de
segunda ordem. Para resolvé-la, basta recorrer as técnicas definidas quando
apresentamos este modelo de recorréncia.

Outra forma de resolver o sistema é através do seguinte teorema:

\%
Teorema 1.13: Se A for um autovalor de M associado ao autovetor v = ( ] J entao
vV,

X, = t_ (W t _ t_ [ U t R .
t= VA = A e ynw=ui= A, sé&o solugdes do sistema

V, U,
Xn+1 = @11Xn + A12Yn
Yn+1 = @21Xn + 820Yn, ONde a;; Sdo constantes reais.

Vi

Prova: Seja 4 um autovalor de M e v = ( j o autovetor associado a 4. Pela
\%

2
definicdo de autovalor e autovetor, sabemos que se A é um autovalor da matriz M
se existir um vetor v ndo nulo, denominado autovetor de M relativo ao autovalor A,
entdio Mv = A v.
Considerando M uma matriz de ordem 2, entdo temos:
ay Ap | (Y1) _, Y . . ]
=1 , multiplicando as matrizes, temos:
Ay 4y )\V, v,
a; Vit anve=A4vy _, [anvi- Avi+tanpve,=0 N (@11 - A)vi+apve=0

axnVvi+tapve=4v; axnVvi- Avat+tanv,=0 ax vyt (axn-41)v2=0
O polinbmio caracteristico da matriz formada pelos coeficientes do ultimo

a;,

j|= (811 -A )(822 -1 ) — dzqaq2, Iogo:
ay, —A

a —
sistema acima é p(1) = det{ !
ay

p(A) =2 - (an1+ ax) A+ (ar1az2 - a12a2).

Se Aé um autovalor de M, entdo A € raiz de p(A). Considerando Aum
autovalor de M, entdo temos que p(4) =0, logo A’ - (a11+ ax) A +(a1a - azaz) = 0.
0,

Se compararmos a recorréncia Xn+2 - (a11+ az2)Xn+1 + (@22811 - @12a21)Xn
relativa a um sistema de ordem dois, com a igualdade
A - (ayr+ axn) A+ (axpaq; - apaz) = 0, temos que X,+2 = 4 € uma solugdo do

sistema abaixo:
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Xn+1 = @11Xn + @12Yn
Yn+1 = @21Xn + @22Yn, ONde a;;s&0 constantes

Logo xp= v A" = [Vl J A" e yh=ui"= [u' j A4," também sdo solugdes do
V U,
sistema.

. . ~ s v u . ~
Assim, qualquer combinacéo linear de { 1 j A" e ( 1 J 4," é uma solugéo do
V2 U,

sistema. Portanto, a solucéo geral do sistema é:
Y V2 U,

Exemplo 1.40: Vamos resolver o sistema abaixo ulizando o teorema visto no inicio
da secao.
{ Xn+1 = -Xn + Yn

Yn+1=4Xn + 2yn0onde xo=1eyp =1

Primeiramente, encontramos a matriz dos coeficientes do sistema.

-1 1
M = ( 4 2}, cujo polindmio caracteristico € dado pela férmula:

-1-4 1

P(/‘t)=det( 2 4y

j= (-1-4)2- 4)-(4)(1), logo:

P(1)=4%- 1 -6=0,cujasraizessdo 4, =3 e A, =-2
As raizes do polinbmio correspondem aos autovalores da matriz M. Devemos
encontrar os autovetores v e u de M relativos aos autovalores obtidos.

Para encontrarmos o vetor v devemos substituir 4, = 3 na igualdade abaixo:
-1-4 1 vil_(0
4 2-4)\v, 0
-4 1)(v)_(0
4 —1){v,) (0)

Multiplicando as matrizes do primeiro membro, chegamos ao sistema:
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{-4V1+V2=0

4vy—vp =0 — 4vq=vy logo

1 1
v=(v1j=( Vi jﬂ;{‘J , onde v, € R. Portanto (4) € um possivel valor para o vetor

v, 4v,

V.
Para encontrarmos o vetor u devemos substituir 4, = -2 na igualdade abaixo:

“1-2 1 u, 0 1 1)\ y 0 - .
= =| |, multiplicando as matrizes do
4 2-1)\u, 0 0

4 4)\u,
primeiro membro, chegamos ao sistema:
ur+ux=0
{4u1 +4u, =0 — uq=-uUy,logo
u = [ulj={_u2j= u, (_llJ com u, € R .Portanto (_llj € um possivel valor para o

U, U,

vetor u .
Substituindo v e u e os valores de 4 na solugéo geral do sistema, obtemos:

X, 1) ., -1 n
b elreed e
Y, 4 1
Substituindo as condigdes iniciais xo =1 e yo = 1 na solugdo geral, temos:
1 1 -1
=Cq| |3°+C -2)°
edafreed e

1 1 -1
[J= Cq [4] + Cz( . J logo, temos o sistema:

{ 1=C1-Cz

1=4C4+ Cy, cuja solugdo é C = % eCy=- %
Portanto, a solucao do sistema é:
(Fefi)eectc)e
Yn V, u,
2 3
X 2 (1 3 (-1 = <
nl= = 3”__ _2n=53n+ 5 _2!7
()57 30 i e
5 5



Capitulo 2

APLICAGOES DAS RECORRENCIAS LINEARES DE PRIMEIRA E SEGUNDA
ORDEM

Para processos discretos no tempo, ou seja, que ocorrem em intervalos
regulares, tais como: uma vez ao dia, ou em ciclos mensais, em que o0 estagio
seguinte depende do estagio anterior, naturalmente podem ser descritos
matematicamente por equagdes de recorréncia. (Diniz, 2011 p.14). Todavia, por
conveniéncia, ou para facilitar o processo de ensino-aprendizagem, muitos
processos dindmicos continuos, essencialmente modelados por equacdes
diferenciais podem receber um tratamento elementar através das equacgdes de
recorréncias. Dentre estes processos podemos citar o decaimento radioativo, o
resfriamento térmico, a evolugdo de um capital aplicado a juros capitalizados
continuamente e alguns problemas de dindmica de populacional.

O tratamento elementar ao qual nos referimos decorre do fato de que muitos
processos dindmicos continuos podem ser discretizados. Assim a equacbes
diferenciais que modelam tais processos podem ser substituida por equacdes de
recorréncia de mesma ordem que as primeiras. Na pratica o que ocorre € uma
aproximacao de uma equacéao diferencial por meio de uma equacédo de diferenca. A
solugédo gerada pela equacgao de recorréncia pode ficar o mais préximo possivel da
resposta “exata” modelada pela equacao diferencial. Por exemplo, a equagao

diferencial que modela o valor atual C(f) de um valor inicial Cy aplicado a uma taxa

de juros j, computados continuamente, é ci,—f = jC, cuja solugao é:

C(t)=C, 1in{(1+ij } =C e’

m—»0 m

Considerando que os juros sejam computados uma quantidade finita m a
cada periodo {, a situacdo acima passa a ser representada por um modelo discreto.

Logo a equacdo que da o montante no final de cada periodo t € a recorréncia

C = CH(HLJ , Cuja solugéo é :
m
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Observamos que quanto maior o valor de m, cada vez mais a sequéncia
definida pela equacao de recorréncia se aproxima do modelo continuo.

Segue abaixo agumas aplicagcbes das equacbes de recorréncia na
modelagem de situagbes problemas envolvendo sistemas dindmicos discretos ou

discretizados.
2.1. APLICAQOES NA MATEMATICA FINANCEIRA

As Progressdes Geométricas, um tipo especial de sequéncia obtida
recursivamente, sdo amplamente aplicadas na matematica financeira, pois modelam
as operacoes de empréstimos. A modalidade mais comum de empréstimo é
caracterizada pelo regime de juros compostos. Neste sistema, os juros no final de
cada periodo sdo calculados em funcdo de uma taxa fixa e do valor do capital
existente no inicio do periodo de capitalizacao. Por sua vez, o capital a ser utilizado
do inicio de um periodo é igual ao capital do inicio do periodo anterior adicionado
dos juros obtidos neste ultimo periodo.

Suponha, por exemplo, que uma quantia em dinheiro C, seja aplicada em um
fundo de investimento que paga juros a uma taxa i capitalizada mensalmente. Além
da taxa de juros, o montante M, a ser resgatado depende do capital inicial C,
investido e da quantia de periodos n que o capital ficou aplicado. Considerando
como exemplo o regime de capitalizagdo mensal e calculando o montante no final de
3 meses, entdo temos:

Mo = Cog M, = M1(1 + I)
M1 =Mo(1 +1i) M3 = My(1 + i)

Observe que os montantes obtidos no final de cada periodo formam uma
sequéncia que caracteriza uma recorréncia linear homogénea de primeira ordem
onde Xn+1 = Xp(1 + i) € Xo = Cp. Note que tal sequéncia € uma progressao aritmética

onde C, (capital inicial) € o primeiro termo da sequéncia e (71 + ) € a razdo. Logo,
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utilizando a férmula do termo geral da PG (a,= a:q"), concluimos que a solugdo

da recorréncia é M(n)= Co(1+i)".

Exemplo 2.1: Consideremos o seguinte enunciado: Jodo investiu R$300,00 a uma

taxa de juros de 6% ao més. Qual seria 0 montante obtido apds 4 meses?

Observe que o capital x, acumulado no final de cada periodo é:

6
X, = Xn](l-i-ﬁ)

x, =x,,(1,06)
Vimos que a solugdo da recorréncia tem a férmula geral M, = Co(1 + i)".
Substituindo Cyp= 300 e i = 6% = 0,06 na equacéao, entao temos:
M, = 300(1 + 0,06)*
M, = 300(1,06)*
M4 = 378,74

Portanto, o montante obtido apds 4 meses é de R$378,74.

2.2 APICACOES NA ANALISE COMBINATORIA

As relagbes de recorréncia sao ferramentas versateis na resolugdo de
inumeros problemas combinatérios. Muitos problemas considerados dificeis e
insolucionaveis através dos raciocinios elementares da andlise combinatoria
(principio multiplicativo, arranjos, combinacbes, etc) podem ser facilmente
resolvidos, quando representados por uma equagao de recorréncia adequada.
Segue abaixo um exemplo do uso das equagdes de recorréncia na resolu¢gao de um

problema de analise combinatéria.

Exemplo 2.2: Quantas s&o as sequéncias de n termos, pertencentes a {0, 1, 2} que
ndo possuem dois termos consecutivos iguais a zero?

Solugao: Primeiramente, iremos expandir a sequéncia que da o numero de
agrupamentos que podem ser formados utilizando 1, 2 e 3 termos respectivamente:

-Para um termo temos trés possibilidades:
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S+={(0), (1), (2)}
-Para dois termos temos oito possibilidades:
S2={(1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1), (2,2), (0,1), (0,2)}
-Para trés termos temos vinte e duas possibilidades:
S3={(1,1,0), (1,1,1), (1,1,2), (1,2,0), (1,2,1), (1,2,2), (1,0,1), (1,0,2), (2,1,0), (2,1,1),
(2,1,2), (2,2,0), (2,2,1), (2,2,2), (2,0,1), (2,0,2), (0,1,0), (0,1,1),(0,1,2), (0,2,0) (0,2,1),
(0,2,2),}

Ja é possivel deduzir a relacédo de recorréncia, observe que:
Para formar Sz foram desenvolvidas 3 etapas:
1) foram tomados todos os elementos de S, e acrescentado o “1” no inicio da
sequiéncia. (numeros em verde)
2) foram tomados todos os elementos de S; e acrescentado o “2” no inicio da
sequéncia. (numeros em azul)
3) foram tomados os elementos de S; nao comegados com “0” e acrescentado o “0”
no inicio da sequéncia. (numeros em vermelho). Todavia, note que os seis
elementos de S; ndo comegados por “0” foram formados dos elementos de Sy
acrescidos de 1 ou 2 no inicio de suas sequéncias. Portanto estes elementos
correspondem a 2S;. Logo:

S3=2x8+6
S3=2x8+2x3

As observagdes acima permitem inferir que S; foi obtido tomando duas vezes
S, 2acrescido dos elementos de S; ndo comegados por zero, que por sua vez
correspondem a duas vezes Si. Portanto a relacdo de recorréncia formadora da
sequéncia sera:
Xn+2 = 2Xp+1 + 2Xp, ONde X1 = 3 € X2 = 8 que equivale a equUagao Xp+2 - 2Xp+1- 2Xn = 0,
com x1 = 3 e x, = 8. Segue abaixo a solugdo da equacao de recorréncia:
Substituindo xx = bqk na equacao Xn+2 - 2Xn+1 - 2Xn = 0, temos:

bg?- 2bq" - 2bq® =0 — b(gq*-2q"-2) =0
Logo q2 - 2gq- 2 = 0 é a equacao caracteristica da recorréncia, cujas raizes séo

g =1+ V3 e q”= 1-4/3. Logo a solugao geral da recorréncia sera:

Xo=A(1+/3)" + B(1-4/3)".

Como as condicdes iniciais sao x4 = 3 e X, = 8 é possivel construir o sistema:
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x1=A(1+4/3)" + B(1-4/3)'

X2= A(1++/3)2 + B(1-/3 )2

3=A+J/3A+B-/3B

8=4A+23A+4B-2.3B

Dividindo a segunda equagao por 2 e multiplicando a primeira equag¢ao por
(-1), temos:
-A-3A-B+3B =-3
2A + \3A +2B - /3B =4 cuja solugao é:

2+\/_ _ —2+\/§
23 243

Portanto a solugcéo da recorréncia Xn+2 = 2Xn+1+ 2Xn, COM X1 =3 € X2 = 8 €:
Xn= A(1++/3)" + B(1=+/3 )"

2+4/3 2443 o
Xn = f(lf A (1-+3 )",

A=

2.3 METODO DE NEWTON PARA A OBTENCAO DAS RAIZES DE UMA FUNGAO

O método de Newton é um artificio que permite a obtencéo das raizes de uma
funcao derivavel em p(x)=0. Segundo este método, se x; € um valor proximo de uma
raiz, a sequéncia Xx1; X2; ... ; Xn; ... de numeros reais obtidos pela formula iterativa
plx,)
P'(x,)

uma raiz de tal funcéo. Os termos x, desta sequéncia se aproximam rapidamente do

Xn+1 = Xn - , onde p'(xn) representa a derivada da fungéo p, tem como limite

limite p(x)=0.

Exemplo 2.3: Considere a funcéo polinomial continua p(x) = x* — 2x. Sabemos que
p(1) =-1 e que p(3) = 5. Logo deve existir um valor de x entre 1 e 3 tal que p(x) = 0.
Vemos que as raizes da funcao sdo x’' = 0 e x’= 2. Portando o valor de x procurado,
entre 1e 3, é 2.
Vamos produzir uma sequéncia (Xo, X1, Xs3,...) via Método de Newton que
convirja para 2, partindo de xp = 3 (0 caso em que xp = 1 € analogo).
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Primeiro, obtemos a férmula da sequéncia recorrente associada a fungao
p(x) = X* — 2x:
plx,)

Xn+1= Xn -
p'(x,)
2 —
xnet = xn-2 2% note que p'(x,) =2x-2
2x -2
Obtendo os trés proximos termos da sequéncia, temos:
2
X1= 3_3_—2(3) =225
23-2
2 —
Xo= 2,25_2’25—2(2’25) = 2,025
2(2,25)-2
2 _—
x3= 2,025 - 2,025 2(2’025) = 2,0025

2(2,025)-2

Observe que a sequéncia tende a 2, como queriamos mostrar.
2.4 APLICACOES NA QUIMICA — DECAIMENTO RADIOATIVO E MOLECULAR

Um conceito importante na Quimica é o de meia-vida. A meia-vida, ou periodo
de semidesintegragdo de um atomo radioativo, representado por P ou t'%, € o tempo
necessario para que a metade dos nucleos radioativos de uma amostra se
desintegre.

Considere uma amostra inicial np de atomos radioativos. Depois de um

espaco de tempo P, havera %0 atomos ainda nao desintegrados. O numero que

representa o tempo P corresponde ao periodo de semidesintegracdo ou meia-vida

do elemento radioativo.

Exemplo 2.4: Se apds 5 horas uma amostra de 50 gramas de um isétopo radioativo

dedai para 25 gramas, dizemos que a meia-vida do isépoto € de 5 horas.

A velocidade de desintegracdo depende do numero de atomos iniciais, pois

quanto maior for o numero de atomos, maior sera a velocidade de

78



desintegragdo. Assim, o tempo para que ocorra a desintegracdo da metade dos

atomos nao depende do numero de atomos radioativos iniciais.

Exemplo 2.5: Se apos 4 horas uma amostra de 80 gramas de um isétopo radioativo
dedai para 40 gramas, concluimos que a velocidade média de desintegracao foi de
10 gramas/hora. Se tal substancia enquadra-se no conceito de meio-vida, decorridas
mais 4 horas, a massa do isépoto devera ser de 20 gramas. Isto ocorrera sé

ocorrera se a velocidade média de desintegracéo for de 5 gramas/hora.

Considere uma massa M, de um atomo radioativo. As massas Mg, My, Mz,
Ms,..., Mn.1, M, correspondem aos periodos de desintegragao Po, P4, P2, P3, ..., Pn,
Pn,onde k = (0, 1, 2, 3, .., n-1, n) representa o numero de periodos de decaimento.

Assim temos

M1 = Mol
2
M2= |\/|1l
2
M3= le
2

Note que a sequéncia que representa a massa do atomo em cada periodo de

semidesintegracao é definida pela recorréncia linear homogénea de primeira ordem
1 . e

Xn+1 = Exn, onde My é a condicdo inicial.
Podemos deduzir a solugéo da recorréncia, escrevendo Mz em fungédo de My:

1
Mz = My —
3 22
1)1 1Y
M: M__=|V| _
’ [ lsz 1@
N(1Y 1y
M: M. — _ :M -
’ ( °2M2j 0(2)

E facil ver que a solugdo da recorréncia pode ser faciimente deduzida, sendo

Mn = Mg Gj . A solugao corresponde ao termo geral de uma progressédo Geométrica

de razdo 2 e a1 = M.
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A massa da substancia também pode ser escrita em fungcdo do tempo ¢

t

através da relagdo Mi= Mg G)P , onde:

M; = massa no instante t;

My = massa inicial;

t = tempo decorrido apés o inicio do experimento;

P = meia-vida da substéancia, ou seja, o tempo necessario para que M, se converta

Mt

a—-.
2

2.5 APLICACAO NA BIOLOGIA - CRESCIMENTO POPULACIONAL E
PROLIFERACAO DE PLANTAS SAZONAIS

A Biomatematica é compreendida como a aplicacdo de modelos matematicos
para a representagao e solucao de problemas relacionados a fenédmenos bioldgicos.
Segue abaixo um exemplo da aplicagdo de equagdes de recorréncia lineares
de primeira ordem na modelagem de uma situacéo relacionada a evolugcdo de uma

populacao de individuos.

Exemplo 2.6: Populacdo de Insetos. Insetos geralmente tém mais que um estagio
no seu ciclo de vida. Um ciclo completo pode levar semanas, meses ou mesmo
anos. No entanto é costume usar uma unica geragcdo como unidade basica de tempo
quando tentamos escrever um modelo para o crescimento da populagéo de insetos.
Os varios estagios do seu ciclo de vida podem ser representados por varias

equagdes de recorréncias (Diniz, 2011 p.18)

Como exemplo, vamos considerar a reprodugdo de insetos galhadores
(cecidogenos) de um afidio que faz a oviposi¢cao nas folhas do alamo. De acordo
com Whitham (aput Diniz, 2011, p.19), uma espécie possui 0s seguintes
comportamentos:

- As fémeas afidios adultas péem os ovos na folha do alamo em uma

estrutura denominada galha;
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- Todos os progénitos de um unico afidio estao contidos em uma galha;

- Uma fragao dos progénitos emergirao e sobreviverao até a fase adulta;

- Geralmente a capacidade de produzir descendéncia e a probabilidade de
sobreviver para a fase adulta dependem das condicbes do meio ambiente, da
qualidade da alimentacdo e do tamanho da populacéo.

Vamos ignorar variacbes dos fatores citados acima e fazer um estudo
elementar no qual os parametros sao constantes.

Xn = numero de insetos (fémeas) adultos na geragéo n.
pn = NUmMero de descendentes em n.

r = fracdo de fémeas em relacao aos afidios adultos.
m = fragdo dos descendentes que ndo sobrevivem.

f = numero de prole produzido por cada fémea.

A equacao que se obtém para descrever o numero de prole na geragao (n+1),

em fungdo do numero de fémeas da geragao anterior (n) é dada por:
Pry=t%, (1)

Como do total desta prole, somente uma fragéo (1 - m) sobrevive para a fase

adulta, da qual uma fracao (r) de fémeas, chegamos entao a equagao:
X, =r(1-mp.., (2)

As equacgdes (1) e (2) descrevem a populacao de afidios na geragao (n+1), em
funcao do total de fémeas na geragdo n. Combinando as duas equagdes, chegamos
a relagao de recorréncia x ., = fr(1-m)x_ (3)

Dai, teoricamente supondo que os parametros bidticos f, r e m sao constantes
ao longo das geragdes sucessivas e usando a recursividade da equacao (3), a partir

de uma populagéo inicial xo de fémeas adultas chegamos a solu¢do da equagéao (3):

x_ = [fr(1-m)['x,
Exemplo 2.7: Sabe-se que uma fémea de afidio produz em média 32 ovos e que a
razdo sexual nesta populacéo é igual a 7%, ou seja, 50% sao machos e 50% sao
fémeas. A mortalidade de jovens é em torno de 75%. Se, inicialmente temos 100
fémeas, descreva a populagao de fémeas nas geragées n = 5, 8 e 10. O que vocé

pode concluir sobre esta populagao?
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Solugdao: A equagdo de recorréncia que modela o problema é da forma
X .4 = fr(1-m)x , cuja solugdo & x = [fr(1-m)]nx0. Fazendo f=32;r=0,65, m=0,75¢

x¢1= 100 na ultima equacao, entdo temos:
X = [fr(1-m)]nx0 / 4" 52
%, = [32x 0,5(1 - 0,75)]100 x =4"100 = 4"4 x5

Vamos usar a férmula para encontrar o numero de fémeas nas geragdes 5, 8 e 10.

x =4""'5 x =4""'5? x =4""'5?
x,; =4 5 x, =4 5 Xo=4 5
x, = 102400 x, = 6553600 X,, = 104857600

Podemos concluir que a populacdo de fémeas cresce indefinidamente

tendendo ao infinito.

Exemplo 2.8: Em (Diniz, 2011, p.24-27) e (Bassanezi, 2011, p.116-118)
encontramos um problema envolvendo a propagacio anual de plantas sazonais. Tal
problema sera modelado através de um sistema de ordem dois, equivalente a
recorréncia linear de segunda ordem. Sabe-se que determinadas plantas produzem
sementes no final do verao, quando entdao morrem. Parte das sementes sobrevivem
no inverno e algumas germinam dando origem a uma nova geragdo de plantas. A
fracdo que germina depende da idade da semente que sobrevive no maximo dois

invernos.

Jan - Fev maio inverno Jan - Fev maio inveno Jan - Fev maio

pny

e (n+d)

Figura 2.1: Reprodugao anual de plantas a cada verao. (Bassanezi, 2011, p. 117)
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Definiremos os seguintes parametros:

y = €& o numero de sementes produzidas por planta.

6 = é a fracdo de sementes que sobrevivem a cada inverno.
a = € a fragcdo de sementes que germinam no primeiro ano.

B = é afracdo de sementes que germinam no segundo ano.

Para simplificar o problema supbe-se que sementes com mais de dois anos
nao sejam mais viaveis, devendo portanto serem ignoradas.

Com base no diagrama anterior sao definidas as seguintes variaveis:
Pn» = numero de plantas na geragao n;

Sf = numero de sementes novas produzidas;
S ' = numero de sementes de 1 ano antes da germinacao;

S? = numero de sementes de 2 anos antes da germinagao;
S,'= nimero de sementes de 1 ano ap6s a germinagio;

S,’ = numero de sementes de 2 anos apods a germinacao.

As equacdes pertinentes ao problemas sao:

Pi=asS, +p8: S;'=(1-a)s,
S2=(1- B)Ss> S° = yP,
S’n-%—l1 = 5 Sr(z) S:Jrl = 5 5'"1

Fazendo S°= yP,em §,,' = 6 S°, temos:

S, = & (7Pn)
Fazendo S,'=(1- «)S, em S, =655, ,temos:
S:Jrl = 5 (1 - 6‘{)‘Snl

Obtendo a geragado seguinte de P, = a S, + B S? temos:

Po=aS'+ 4S8 e Puw=as,, + S8

n+l

Agora, levando S,,'= §(yPn)e S2,=6(1- a)S, emPni=a S,.' + B S%,,junto

com a equacdo S, ,'= & Son obtemos o seguinte sistema de equacdes de diferencas:

n+l
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Pri=a 5(yP)+ f5(1-a)S, e S,'=6(yPn)
De tal sistema podemos obter a equivalente equacao de recorréncia linear de
segunda ordem, bastando para tanto fazer S,' = &§(yPn-1) em
Puwi=a 8(yPn)+ f5(1- a)S,', de onde obtemos:
Pr1=a 6(yPn)+ B6(1 - a)d(yPn1)
Assim, o total de plantas na geragdo (n+1) é dada em funcdo do total de

plantas nas geracdes n e (n—1), ou seja, o total de plantas numa geragao depende

do total de plantas nas duas gerag¢des imediatamente anteriores.
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Capitulo 3

RECOMENDAGOES PARA AO ENSINO E SUGESTOES DE ATIVIDADES
ENVOLVENDO EQUAGOES DE RECORRENCIA

Neste capitulo voltaremos nossa atengcdo ao ensino das equacbes de
recorréncia. O capitulo foi dividido em trés secbes: a primeira seg¢ao traz algumas
recomendacdes para os professores que desejam introduzir o ensino das equacgodes
de recorréncia em seus planejamentos; a seguncido secéo traz algumas sugestdes
de atividades a serem desenvolvidas em sala de aula; a ultima sec¢éo traz o relato de

duas atividades desenvolvidas em sala.

3.1 CONSIDERAGCOES AO INTRODUZIR O ENSINO DAS EQUAGOES DE
RECORRENCIAS

E importante enfatizar que o raciocinio recursivo, assim como a divisibilidade,
a proporcionalidade, o principio multiplicativo e outros raciocinios, € uma ferramenta
utilizada na resolucédo de inumeros problemas contemplados por diferentes tépicos
da matematica, trabalhados em sua maioria no decorrer do Ensino Médio. Portanto,
nao é conveniente que os conceitos de recorréncia sejam trabalhados isoladamente,
fechados em si mesmo e em um unico tépico. Além disso, tal raciocinio é utilizado
para modelar inumeras situacbes estudadas por outras ciéncias. Como exemplo,
citamos as aplicagbes na Quimica e na Biologia. Portanto, o ensino de recorréncias
sugere um tratamento interdisciplinar. Na semana de planejamento, que geralmente
antecede o inicio das aulas, € importante que o professor de matematica interaja
com os colegas das demais disciplinas da area de exatas. Os professores deverao
planejar as atividades relacionadas ao tema e definir quando tais conceitos deverao

ser introduzidos.
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No contexto das aulas de Matematica, € conveniente introduzir o conceito de
recorréncia apresentando algumas situagdes elementares, cujo modelo matematico
€ constituido por uma sequéncia numérica obtida recursivamente. Nesta 6ptica, é
inevitavel que ndo pensemos nas progressdes. Vimos no capitulo 1 que a solugéo
de algumas recorréncias lineares de primeira ordem com coeficientes constantes
recaem nas formulas da soma dos termos de uma progressdo aritmética ou
geomeétrica. Portanto, antes de introduzirmos tais recorréncias, é conveniente que o
professor trabalhe ou revise o conteudo de progresséo. Logo, a introdugéo do ensino
das recorréncias lineares de primeira ordem pode figurar como um tépico
complementar, apds o ensino das progressdes. Todavia, conceitos de recorréncias
podem ser introduzidos durante o ensino de outros assuntos, como a combinatoria,
a matematica financeira e a geometria dos fractais, etc.

Ao introduzirmos as nogbes basicas de recorréncia, os conceitos formais
devem ser trabalhados preferencialmente de forma implicita, evitando definicdes e
generalizagdes precoces. A formalizagdo dos conceitos que envolvem a conteudo de
recorréncias, bem como a sua notacao, nao deve preceder a assimilacdo de idéias e
procedimentos intuitivos relacionados a recursao. Considere por exemplo, o seguinte
exercicio: Resolva a recorréncia Xp+1 = 2X, com x = 3.

Exercicios dessa natureza, embora sirvam para exercitar um conceito
assimilado, de longe ndo sdo os mais adequados, se o objetivo é introduzir o estudo
de recorréncias. Tal exercicio ndo possui nenhum significado pratico para o
discente, fortalecendo ainda mais a idéia errbnea de que a Matematica tem pouca
utilidade pratica. O professor deve se esforgcar para elaborar problemas
contextualizados, cuja solugao exigiria o uso do raciocinio recursivo. O exercicio

anterior poderia, por exemplo, ser substituido pelo seguinte enunciado:

Exemplo 3.1: Um casal possui n filhos de idades diferentes. Um dia, os pais
resolveram dar uma quantia em dinheiro para os seus n filhos de forma que um
determinado filho recebesse a metade do valor recebido por seu irmao
imediatamente mais velho. Considerando que o filho mais jovem recebeu R$3,00 e
ordem cronolégica inversa com que 0s nascimentos ocorreram, escreva a relacao
que oferece o valor recebido por cada filho em fungao do valor recebido por seu

irmao imediatamente mais jovem. Por fim, dé a férmula que associa o valor recebido
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por cada filho em funcdo da posicdo ocupada dentro da ordem com que os

nascimentos ocorreram.

Observe que enunciado instiga o aluno a buscar um modelo matematico para
o problema, ou seja, a matematica surge como uma ferramenta pratica, deixando de
ser o foco das atengdes. Além do mais, o enunciado por si sd, € uma atividade de

compreensao e interpretacdo de texto, motivando o raciocinio e a curiosidade.
A solucgao de tal exercicio encontra-se no capitulo 1, se¢do1.2.

Depois de resolvida a recorréncia, € interessante que os alunos criem
conviccoes sobre a utilidade da solugao obtida. Neste momento o professor tem a
oportunidade de explicitar o carater funcional de tal solugdo. E conveniente retornar
ao problema inicial e propor atividades de verificacdo, utilizando a solugcao
encontrada para a recorréncia. Uma das atividades seria propor a representagao

grafica da solugao no plano cartesiano.

Xn+1A

o 1 2 53 a n

Figura 3.1: Solugdo X, = 3(2)" para X1 = 2Xp,.

Existem alguns problemas notaveis dentro do conteudo de recorréncias. Seria
interessante que o professor os incluisse dentro de sua relagdo de atividades, ja que
muitos desses problemas evidenciam a faceta ludica da matematica, geralmente

apreciado pelos alunos. A seguir, citamos trés exemplos:

Exemplo 3.2: (A Torre de Handi). Considere trés estacas e n discos de didametros
diferentes. Inicialmente os discos estdao enfiados na primeira estaca, em ordem
crescente de didametros, de cima para baixo. O objetivo do problema é transferir os

discos para qualquer uma das outra duas estacas, usando uma delas como estaca
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auxiliar. E permitido mover apenas um disco por vez e jamais um disco pode ser
colocado sobre um disco de didmetro menor. Qual a quantidade minima de

movimentos necessarios para transferir os n discos para a outra estaca?

Este jogo foi inventado em 1882 pelo matematico francés Edouard Lucas O

professor também pode introduzir a atividade através da seguinte anedota:

“Diz uma antiga lenda que na origem dos tempos, em um
templo de Handi, foram colocados 64 discos perfurados de ouro puro
e de didmetros diferentes ao redor de trés hastes de diamantes.
Muitos sacerdotes moviam os discos, respeitando as seguintes
regras: eles comegam empilhados em ordem crescente de acordo
com o seu tamanho. Os discos podem ser deslocados de uma coluna
para qualquer outra, sendo que nunca pode ser colocado um disco
maior em cima de um menor e a cada segundo os sacerdotes
movem um disco. Quando os sacerdotes transportassem todos os
discos de uma coluna para outra, 0 mundo se acabaria. Suponha que
eles comegaram esse processo no ano 2000 e que a lenda é
verdadeira, quanto tempo ainda resta para a Terra?” (Oliveira, 2010,
p.223).

O bom desenvolvimento dessa atividade exige o manuseio real dos discos. E
interessante que o professor tenha em méos alguns exemplares do jogo, para que
possam ser manipulados pela turma. Tal atividade foi aplicada pelo autor em sala de
aula. O relato encontra-se no final deste capitulo.

Para resolver o problema, inicialmente os alunos devem encontrar a relagao
de recorréncia que associa o nimero de movimentos para n discos com o0 numero
de movimentos para os (n-1) discos. E interessante sugerir a construgdo de uma
tabela, colocando na primeira coluna o numero de discos e na segunda coluna o

nuamero minimo de movimentos necessarios para transferir aqueles para outra

estaca.
discos | movimentos
1 1
2 3
3
4 15
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Vamos transferir os discos para a terceira estaca. Note que:
a) Tendo 1 disco, este pode ser transferido de imediato para a terceira estaca,
sendo necessario, portanto um Unico movimento;
b) Tendo dois discos, o disco superior (menor) deve ser colocado da estaca
intermediaria (um movimento); em seguida, o disco maior deve ser transferido de
imediato para a terceira estaca (um movimento); por fim, o disco que foi colocado na
estaca intermediaria deve ser transferido para a terceira estaca (um movimento).
Portanto, temos trés movimentos (1 + 1 + 1);
c) tendo trés discos, os dois discos superiores devem ser colocados da estaca
intermediaria (trés movimentos), em seguida o disco maior deve ser transferido de
imediato para a terceira estaca (um movimento). Por fim, os dois discos que foram
colocados na estaca intermediaria devem ser transferidos para a terceira estaca
(trés movimentos). Portanto, temos sete movimentos (3 + 1 + 3);

Os alunos devem ser instigados a perceberem que o niumero de movimentos
para n discos € igual a 1 mais 2 vezes o numero de movimentos para (n — 1) discos.
Logo a recorréncia procurada € x, = 2x,.1+ 1, com x;= 1.

A solugao de tal recorréncia encontra-se na pagina no capitulo 1, se¢ao 1.2.2.

Exemplo 3.3: (Divisdo do plano por retas). Um problema classico em combinatéria é
a contagem das regides criadas no plano por um conjunto de n retas. Considere
uma variante do problema, onde as retas sdo duas a duas concorrentes e a

intersecdo de qualquer subconjunto de trés retas é vazia.

Primeiramente, os alunos devem ser orientados a construir uma tabela que
relaciona o numero de retas com o numero de regides definidas por aquelas. O
objetivo de tal tabela é oferecer informacdes para que a relagao de recorréncia que
oferece o numero de regides definidas por (n+1) retas possa ser escrita em fungao
do numero de regides definidas por n retas.

Tragando as trés primeiras retas, temos a s seguintes regioes definidas.

VIl
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Os alunos devem perceber que cada reta introduzida intersecta todas as retas
existentes, além de observar que a primeira reta deu origem a uma nova regiao, a
segunda reta deu origem a duas novas regides e a terceira reta deu origem a mais

trés novas regides. Assim construimos a seguinte tabela.

retas |regides
0 1
1 2
2 4
3 7

Se os alunos ainda nédo perceberam o que ocorre com o numero de regides
definidas por p retas, quando a préxima reta é inserida, o professor pode pedir que
seja introduzida uma quarta reta no esquema da pagina anterior, verificando em
seguida a quantidade de novas regides criadas. A partir da tabela, os alunos
possuem elementos para deduzirem que o numero de regides definidas por n retas é
a soma do numero de regides definidas por (n — 1) retas mais n. Logo recorréncia
que define a sequéncia é x, = x,.1 + n, com condicdo inicial xo = 1. Observe que a
relacdo é uma recorréncia ndo homogénea da forma x,+s = x,+ g(n), onde g(n) = n.

A solugao de tal recorréncia encontra-se no capitulo 1, segéo 1.2.2.

Outra questao a ser debatida nos dois exemplos anterior refere-se a validade
da férmula que representa a solugcdo das equacdes para todo niumero natural n. Os
alunos devem ser questionados a respeito desta questdo. Neste momento o
professor tem a oportunidade de comentar sobre a diferengca entre a indugdo
empirica, utilizada pela maioria das ciéncias naturais, e a inducdo matematica.
Sempre que possivel, o professor deve introduzir as nogdes de prova matematica

através do Principio da Indugdo Matematica.

Exemplo 3.4: (Calculo do tamanho de uma populagdo de coelhos). Uma recorréncia
homogénea de segunda ordem famosa é a que da origem a sequéncia de Fibonacci.
(1,1, 3, 5, 8, 13, ...) Para ilustrar os termos de sua sequéncia, Fibonacci criou um
problema referente a uma populacdo de coelhos, publicado em seu livro Liber
Abacci. O professor pode parafrasear o enunciado original proposto por Fibonacci.

Segue abaixo um exemplo:
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Suponha que um casal de coelhos recém-nascidos é colocado em uma
gaiola, e que eles ndo produzem descendentes até completarem dois meses de
idade. Uma vez atingida esta idade, cada casal de coelhos produz exatamente um
outro casal de coelhos por més. O professor pode sugerir as seguintes atividades

relacionadas ao enunciado:

a) Qual seria o numero de casais de coelhos na ilha apds cinco meses, supondo que
nenhum dos coelhos tenha morrido e ndo haja migragao deste periodo?
b) A sequéncia pode ser obtida recursivamente? Se a resposta for sim, encontre a

equacao de recorréncia e resolva-a.

Para visualizar o progresso da populacdo de coelhos, os alunos devem ser

orientados a classificar os casais de coelhos em trés categorias:

1) Filhotes: casais recém nascidos.
2) Jovens: casais com um més de vida.
3) Adultos: casais com dois meses de vida.
Construindo uma tabela para os 5 primeiros meses onde cada casal de

coelhos é representado sempre pela mesma letra, entdo temos:

meses | filhotes | jovens | adultos | total
0 a 1
1 a 1
2 b a 2
3 c b a 3
4 d, e o] a, b 5
5 f,g,h d,e |ab,c 8

Portanto, apds cinco meses teremos oito casais de coelhos.

Cabe ao professor estimular os alunos a perceberem que cada termo da
sequéncia acima, a partir do terceiro, é igual a soma dos dois termos anteriores.
Portanto temos uma recorréncia linear homogénea de segunda ordem onde

Xn+2 = Xn+1 + Xn, COM Xo = 1 € X4 = 1. Segue a solugdo da equacao:

Xn+2 = Xn+1 + Xn

Xn+2 - Xn+1 - Xn = O
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Substituindo xx = bg* na equagao Xn:2 - Xn+1 - Xn = 0, temos:
bg®- bq'-bg® =0

bg®-bq'-b=0
b(q®-q'-1)=0
Logo q2 - q- 1 =0 ¢ aequacao caracteristica da recorréncia cujas as raizes

5

~ 1+ ~ o
sdoq = — Logo a solugéo geral da recorréncia é:

Xn = C{H\EI + C{i}n

2 2

Com as condigdes iniciais Xo = X1 = 1, € possivel construir o sistema

1= C{“‘ﬂo . Cz(ﬂf

2 2
el off]
2 2
1=C1+Cy
ool
2 2

Resolvendo o sistema obtemos:

_ 1++/5 =E
“ (2\5}602 [2\/§J

Substituindo os valores de C4 e Cz na formula da solugéo geral, entdo temos:

wom (145 ) [1445), (V5-1) (1=45Y
" 25 2 25 2

(@5 T

O capitulo 1 deixa explicito que a assimilagdo do método utilizado para

solucionar a recorréncias de segunda ordem exige dos alunos familiaridade com a
manipulacdo de equacgdes algébricas, resolugdo de sistemas lineares e nogdes de

numeros complexos. Portanto, € conveniente que o professor, antes de introduzir tal
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assunto, certifique-se que seus alunos ja assimilaram os conhecimentos prévios

necessarios para o bom desenvolvimento das atividades propostas.

3.2 SUGESTOES DE ATIVIDADES

Nesta secao sera apresentada uma sequéncia de atividades a serem
desenvolvidadas em sala de aula, relacionadas a alguns dos conceitos de
recorréncia vistos nas se¢des anteriores. Ao desenvolver as atividades, o autor
procurou explorar situacdes contextualizadas relacionadas a propria Matematica e a
outras disciplinas. Os exemplos tém como principal objetivo motivar os colegas
professores a elaborarem mais atividades, cujas resolugdes dependerao de modelos

matematicos permeados pelo raciocinio recursivo.

3.2.1 Decaimento Radioativo E Molecular

No capitulo anterior, vimos que um conceito importante na Quimica é o de
meia-vida. A meia-vida, ou periodo de semidesintegracdo de um atomo radioativo,
representado por P ou t!s, é o tempo necessario para que a metade dos nucleos
radioativos se desintegre, ou seja, para que a massa de uma amostra radioativa se
reduza a metade.

Obviamente, devido a uma série de restrigdes técnicas, € praticamente
impossivel desenvolver com os alunos do ensino médio, atividades praticas
envolvendo isotopos radioativos. Todavia, o decaimento molecular de algumas
substancias volateis apresenta um comportamento semelhante ao dos atomos
radioativos. A massa dessas substancias se desintegra gerando outros compostos
que se volatizam, desvinculando-se do agregado inicial. Tal fenbmeno recebe o
nome de decaimento molecular. O conceito de meia-vida pode ser aplicado para

estimar a massa dessas substancias apds P periodos de decaimento.
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Uma substancia volatil facilmente adquirida no comércio é o naftaleno ou
naftalina. O naftaleno € um importante hidrocarboneto aromatico, encontrado a
temperatura ambiente na forma de cristais brancos, usado industrialmente como
intermediario na fabricacdo de anidrido fitalico, naftaleno sulfonado, repelentes de
insetos e outros produtos. O composto € encontrado naturalmente em combustiveis
fosseis, como carvao e 6leo. Também é produzido por queima de madeira e cigarro.
Na atmosfera, esta sujeito a varios processos de degradagcido, como a reagdao com
radicais hidroxila (OH’). O composto tem meia-vida curta em agua e solo devido a

tendéncia para volatizar e biodegradar.

Atividade 1: A atividade que desenvolveremos consiste em monitorar o decaimento
molecular de uma amostra de naftaleno. Com o intuito de promover o debate e as
discussbes, é conveniente que a turma seja dividida em duplas ou grupos de no
maximo quatro alunos. Para o desenvolvimento da atividade serdo necessarios os
seguintes materiais: 3 unidades de naftalina, uma balancga digital, calculadora, papel,
lapis e borracha.

Procedimentos a serem desenvolvidos:

Tome as 3 unidades de naftalina. Meca a massa de cada unidade obtendo a
média aritmética de cada medig¢ao. Repita o procedimento a cada dia, construindo a

seguinte tabela:

Amostras | A7 | Ay | A3

data massa massa
média

Para verificar a viabilidade da atividade proposta, o autor construiu uma tabela
de acordo com o procedimento acima, realizando as medi¢cbes entre 23 de
novembro de 2012 e 05 de janeiro de 2013. Os resultados dos dados obtidos
encontram-se na tabela abaixo. Tal tabela traz apenas as medi¢cdes onde,

aproximadamente, ocorreram as semidesintegragdes das amostras de naftalina.

Amostras | A Az Az

data massa massa
média
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23/11/2012 | 2,23 | 2,18 | 1,98 | 2,13

06/12/2012 | 1,16 | 1,12 | 1,01 | 1,09

18/12/2012 | 0,61 | 0,57 | 0,52 | 0,56

30/12/2012 | 0,33 | 0,29 | 0,27 | 0,29

Depois de construida a tabela, o professor pode propor as seguintes

questoes:

a) Ap6s quantos dias a massa média das amostras de naftalina sera

respectivamente a metade, um quarto e um oitavo da massa média inicial?
Solugao: Aproximadamente 13 dias, 25 dias e 37 dias.

b) A partir dos valores obtidos na questao a, € possivel afirmar que o decaimento da
massa da naftalina enquadra-se no conceito de meia vida? Se a resposta for sim,
obtenha a fungdo que modela o decaimento da massa da naftalina em fungcéo do

tempo t.

Solugao: Aparentemente a resposta é sim, todavia, o professor deve suscitar a
discussdo quanto ao valor a ser atribuido a meia vida, de forma que tal valor modele,
da melhor maneira possivel, a situacdo observada. Um valor plausivel para a meia

vida seria P = 12 dias. Considerando tal valor, temos a relagao:

t

1)»
M; = Mo| —
=[5

t

1)2
M = 2,13(—}
2

c) Construa no plano cartesiano, a partir dos dados da tabela anterior, o grafico da

variacao da massa média (gramas) da naftalina em funcao do tempo (dias).
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massa (gramas)
2,13
1,09 —
0,56 :
0,29 ;
a | | _
0 13 25 37 tempo (dias)

t

1 \12
Figura 3.2: Grafico da fungao exponencial M; = 2,13(5j .

3.2.2 Explorando A Meia-Vida De Um Farmaco

O tempo de meia-vida de um medicamento é o tempo necessario para que a
sua concentragao plasmatica se reduza a metade. Semelhante ao decaimento
radioativo ou molecular, o tempo de meia vida ndo depende da quantidade inicial do
medicamento. A seguir, apresentamos algumas atividades relacionadas ao tema que

podem ser desenvolvidas em sala de aula.

Atividade 2: Considere o seguinte problema: Apdés a administragao intravenosa da
dipirona sdédica, a meia-vida plasmatica do medicamento é de aproximadamente 15
minutos (dados reais). Construa uma tabela que da a concentragdo plasmatica da
dipirona soédica nas primeiras duas horas apds ser administrada, considerando que o
individuo administrou uma unica dose de 400 mg. Ao definir os valores para a
variavel tempo, fagca com que a diferenga entre dois valores consecutivos coincida
com a meia-vida do medicamento. Por ultimo, escreva relacdo que associa a

concentracao plasmatica do medicamento com o tempo em minutos.

Solugao: Construindo a tabela, entao temos:
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Tempo em 0 15 30 45 | 60 75 | 90 105 | 120
minutos
Massaem |400 | 200 | 100 50 | 25 | 12,5 6,25 | 3,125 | 1,5625
miligramas

A fungdo que associa a concentragcdo plasmatica My em gramas do

a
15

medicamento com o tempo t em minutos € M; =400 Gj
Atividade 3: A meia vida de um medicamento pode ser faciimente obtida
consultando as bulas contidas nas embalagens ou em artigos disponiveis na
internet. Embora os laboratérios possam oferecer valores diferentes para a meia-
vida de um mesmo medicamento. E possivel estimar um valor médio a partir das
informagdes contidas nas bulas. Uma atividade interessante, a ser desenvolvida em
sala de aula, consiste em orientar os alunos a pesquisarem pelo valor da meia vida
de um medicamento, cabendo ao professor propor algumas questdes relacionadas
ao tema. Por exemplo, apds os alunos pesquisarem sobre o valor da meia-vida da
amoxicilina, administrada via parietal (cerca de 1,5 horas), o professor pode propor
as seguintes questoes:

a) Qual a concentragdo plasmatica do medicamento apds 6 horas, sabendo

que o individuo administrou uma unica dose do medicamento contendo 400 mg?

Solugao: Observe que 6 horas correspondem a 4 meias-vidas, poisp =6 +1,5=4.

A 1 . - i
Iterando 4 vezes a recorréncia Mp+1 = My x 5 chegamos a concentragdo plasmatica

do medicamento, decorridas as 6 horas de sua administracdo. Note que M,
representa a concentragdo plasmatica apos p semidesistegracdes ou meia-vidas.

Iterando a recorréncia, entdo temos:

Mo = 400 M1=400x% = 200
| |
M =200 x =100 Mz =100 x - = 50

M4=50xl =25
2

Logo, a concentragao plasmatica do medicamento sera de 25 gramas.
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Também podemos resolver o problema utilizando a férmula da solugcao da
recorréncia, veja: M, = Mo(1/2)° = 400(1/2)* = 400(1/16) = 400/16,= 25 mg

b) Qual a concentragcdo plasmatica maxima que o medicamento pode
alcangar sabendo que o individuo administra doses de 100 mg em intervalos que

coincidem com a meia vida do medicamento ?

Solugao: Construindo uma tabela para as 7 primeiras doses administradas, temos:

Numero de meias vidas transcorridos da primeira dose
dose |0 1 2 3 4 5 6
1 100 50 25 12,5 6,25 3,125 |1,5625
2 100 50 25 12,5 6,25 3,125
3 100 50 25 12,5 6,25
4 100 50 25 12,5
5 100 50 25
6 100 50
7 100
Conc. | 100 150 175 187,5 | 193,75 | 196,875 | 198,4375
total

A soma da ultima coluna representa a concentracdo apos a administragao de
7 doses do medicamento ou apds decorridos seis meias-vidas da primeira
administragao.

E facil constatar que, se o tratamento de prolongar indefinidamente, a
concentragcao apds n administracdes corresponde a uma PG infinita de razdo q = »%
e as; = massa de cada uma das doses administradas.

Usando a férmula para a soma dos termos de uma PG infinita, temos:

g - @ _ 100 _100

Tleg ()1
2 2

Logo, a concentragao plasmatica maxima do medicamento tende a 200 mg.

=200

c) Para que um tratamento nao perca seu efeito terapéutico, apdés o seu
inicio, as concentragdes plasmaticas da amoxicilina ndo podem ser inferiores a 100
mg. Qual o intervalo de tempo maximo entre a primeira e a segunda administragao

de duas doses contendo 800 mg do medicamento?
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Solugado: Primeiro devemos identificar os valores oferecidos pelo enunciado da
questao. Note que My, = 800 mg, M¢= 100 mg e P = 1,5. Substituindo na férmula, que
determina a concentracdo plasmatica do medicamento em fungao do tempo t

decorrido, temos:

t t

ol 9-
|

t

100= 800 (lj” (l = (lj”
2 2) 2

t

100) _ (1) 3= , t=45
800 2 15

Portanto, o tempo maximo decorrido entre a primeira e a segunda dose nao

pode ser superior a 4,5 horas.

d) Considerando ainda a hipotese de que a concentragdo plasmatica do
medicamento nao pode ser inferior a 100 mg, e que a segunda dose foi administrada
4,5 horas apds a primeira administracdo, podemos concluir que o intervalo maximo
de tempo entre a segunda e a terceira dose é igual ao intervalo maximo obtido no
item anterior? Justifique sua resposta.

Solugao: Primeiro definimos a concentragdo do medicamento apds a administragao
da segunda dose.

Pela hipotese inicial, a segunda dose foi administrada 4,5 horas apds a
primeira. Como a meia-vida do medicamento é de 1,5 horas, temos que a primeira
dose do medicamento sofreu 3 semidesintegragdes (4,5+1,5).

A tabela a seguir mostra a evolugdo da concentragcdo plasmatica do

medicamento considerando apenas a primeira dose administrada.

Tempo em 0 1,5 3,0 45
horas

Massa em 800 |400 |200 100
miligramas

Concluimos que apos 4,5 horas, antes da administracdo da segunda dose, a
concentragcao do medicamento era de 100 mg. Portanto, ao administrar a segunda

dose (800 mg), a concentragao plasmatica passou a ser de 900mg.
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Agora, temos os seguintes valores a serem inseridos na formula: Mg = 900
mg, Mt = 100 mg e P = 1,5. Substituindo na férmula, que determina a massa em

funcao do tempo decorrido, temos:

o2 -
2 900 2

t

100 = 900 (lj” (lj . (lj”
2 9) |2

Aplicando os logaritmos, entao temos:

1 1is ‘

D)= 0o L -0,954242 = —(-0,30103
log(Qj 1og(2j 15 ( )

N_ ¢, (1 ~0,954242.1,5

L te 27T L 475
IOg(gj 15 log(zj ~0,30103

Portanto, diferentemente da resposta da questdo ¢, o tempo maximo
decorrido entre a segunda e a terceira dose ndo pode ser superior a

aproximadamente 4,75 horas, para que a concentragcao nao seja inferior a 100 mg.

e) Qual a concentragdo plasmatica maxima que o medicamento pode
alcangar sabendo que o individuo administrou doses de 100 mg em intervalos de 3

horas?

Solugao: Construindo a tabela para as 6 primeiras doses administradas, temos:

dose Numero de meias vidas transcorridos da primeira dose

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 100 | 50 | 25 12,5 16,25 | 3,12 | 1,56 0,78 0,39 0,19 0,09

100 50 25 12,5 | 6,25 3,125 | 1,56 0,78 0,39
100 | 50 25 12,5 6,25 3,125 | 1,56
100 50 25 12,5 6,25

100 50 25

| O | WO DN

100

Total | 100 | 50 | 125 62,5 | 131,2 | 656 | 132,81 | 66,40 | 133,2 | 66,59 | 13,29
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A soma da ultima coluna representa a concentracao ap6s a administragao de
6 doses do medicamento ou 10 meias-vidas.

E facil constatar que se o tratamento de prolongar indefinidamente a
concentragao apos n administragées corresponde a uma PG infinita de razédo 1/4 e
as = massa de cada uma das doses administrada.

Usando a férmula para a soma dos termos de uma PG infinita, temos:

g - 100 100 _ 400

) E
4) 4

Logo, a concentragao plasmatica maxima do medicamento tende a 400/3 mg.
3.2.3 Obtendo Raizes De Um Numero Real Positivo

No capitulo 2 apresentamos o método de Newton para obter raizes de uma
funcdo p. Veremos agora que este raciocinio pode ser aplicado para encontrarmos

raizes de um numero real positivo qualquer. Veja os exemplos a seqguir:

Atividade 04: Obtenha um valor aproximado para V8 com exatiddo de 4 algarismos

nas casas decimais.

Solugéao: Encontrar o valor de +/8 equivale a resolver a equacao
x? — 8 = 0. Vamos obter via Método de Newton a recorréncia associada & equacao
x?> — 8 = 0. Usando a formula geral, temos:
)
p'(x,)

x> -8

X

Xn+1 = Xn -

Xn+1 = Xn -

Sabemos quex/§< Vo= 3, logo J8 <3. De acordo com o Método de Newton,

se considerarmos Xo = 3, a sequéncia produzida pela recorréncia (1) tendera a raiz
da equagdo x> — 8 = 0, ou seja, ao valor de V8. E importante destacar que o valor

atribuido a xp poderia ser qualquer nimero Real, nas proximidades de+/8 . Todavia,

ao atribuirmos a xo um valor inteiro imediatamente maior ou menor que a raiz do
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radical, reduzimos significativamente o numero de iteragdes necessarias para
alcangarmos a aproximagao exigida pelo enunciado do problema, polpando trabalho.

Vamos agora encontrar alguns elementos da sequéncia.

2

X
Xn+1 = Xn - onde xg =3

2x

3-8

X1=3- = 2,833333

(2,833333)* -8

X2 = 2,833333 -
2(2,833333)

= 2,828431

(2,828431)° -8

X3 = 2,828431 -
2(2,828431)

= 2,828427

Assim, apds a terceira iteracao, podemos deduzir que a sequéncia estabiliza-

se em 2,8284..., alcangando assim a aproximacao exigida pelo enunciado.

Atividade 05: Obtenha um valor aproximado para 10 com exatiddo de 4

algarismos nas casa decimais.

Solugio: Encontrar o valor de /10 equivale a resolver a equacéo x° — 10 = 0.
Vamos obter via Método de Newton a recorréncia associada a tal equacao.

Usado a formula geral, temos:
xn+1 = xn p'(x’l)
p'(x,)
x* =10

n 2
3x

X, =X

(1)

Sabemos que 2 = Y8 < 10, logo 2 < 110. De acordo com o Método de
Newton, se considerarmos Xo = 2, a sequéncia produzida pela recorréncia (1)
tendera a raiz da equacdo x> — 10 = 0, ou seja, ao valor de 110 . Vamos agora

encontrar alguns elementos da sequéncia.

3

X1 = Xp -2 _210 onde xo = 2
3x
. 2210
X1=2- —=2-(-0,166666) = 2,166666
3(2)
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(2,166666)° —10

X2 = 2,166666 - -
3(2,166666)

= 2,1545036

(2,1545036) —10

X3 = 2,1545036 - -
3(2,1545036)

= 21544346

(2,1544346)’ —10

X4 = 2,1544346 - .
3(2,1544346)

= 2.1544346

Portanto, apés a quarta iteracdo, podemos deduzir que a sequéncia

estabiliza-se em 2,1544..., alcangando assim a aproximagao exigida pelo enunciado.

3.2.4 Situagdes Problema Envolvendo Dindmica Populacional

Atividade 6: Considere a seguinte situacdo: Em uma determinada regido do Brasil
ha duas cidades visinhas A e B. Atualmente a cidade A possui 60 mil habitantes e a
cidade B possui 30 mil habitantes. Sabe-se que a cada ano, 20% da populagao de A
migra para B, e 10% da populagdo de B migra para A. Queremos fazer um estudo
ingénuo das populagdes de A e B no decorrer dos anos. Para simplificar o problema,
desconsideramos outras variaveis, tais como as taxas de mortalidade e natalidade

das populagdes de ambas as cidades.
Resova as seguintes questdes:

a) Represente a situacdo problema através de um sistema de equacdes de

recorréncia.

Solugao: Representaremos as populagées de A e B no periodo n respectivamente
por X, € yn.
Assim xp e yprepresentam respectivamente as populacdes atuais de A e B, x4
e y; representam as populagdes de A e B decorrido um ano, e assim
sucessivamente.
Considerando as taxas de migragcao expostas no enunciado do problema,
podemos escrever x; e y;respectivamente em funcéo de xpe yy. Assim temos:
X1 = (Xo— 0,2%0) + 0,1yo y1=(Yo—0,1y0) + 0,2%o
x1=0,8xp+ 0,1yp y1=0,2x0+ 0,9yo
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De onde deduzimos que:
Xn= 0,8%n1+ 0,1yn1 € yn=0,2Xn1 + 0,9y
Logo, temos um sistema de equagdes de recorréncia lineares de ordem 2 x 2
dado por:
Xn = 0,8Xn-1+ 0,1yn-1
{ Yn= 0,2Xn-1 + 0,9y,.1 onde xo = 60.000 e yo = 30.000

b) Resolva o sistema de equagdes de recorréncia definido na questao a, utilizando

os conceitos de autovalor e autovetor de uma matriz quadrada.

Solugao: Tomando o sistema:

Xn = 0,8Xn.1+ 0,1yn-1
Yn = 0,2Xn-1 + 0,9y5.1 onde xp = 60.000 e y, = 30.000

Vemos que a matriz definida pelos coeficientes das duas equacgdes é:

0,8 0,1 . A e )
M = (0 5 0 9), cujo polinbmio caracteristico € dado pela féormula:

08-4 01

P(A) = det
02 09-1

J= (0,8-14)0,9- 4)-(0,2)(0,1), logo:

P(/I)=/12—1,7/‘L +0,7 =0, cujas as raizessdo 4, =1 e A, =0,7.

As raizes do polinbmio correspondem aos autovalores da matriz M. Devemos
agora encontrar os autovetores V e U de M relativos aos autovalores obtidos.

-

Para encontrarmos o vetor V, devemos substituir 4, =1 na igualdade abaixo:
08-1 0.1 v)_ (0
02 09-4)\v, 0
0,8-1 0,1 vi)_(0
0,2 09-1)\v, 0
=02 01 3)(v)_ (0
02 -01)(v, 0

Multiplicando as matrizes do primeiro membro da ultima igualdade, chegamos

ao sistema:
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{- 0,2vs+0,1v,=0

0,2vi—=0,1v2=0 — 2vi=v,

v=| = -vlcom R
v, 2v, "2) e

1
Portanto (2] € um possivel valor para o vetor v.

Logo:

Para encontrarmos o vetor u devemos substituir 4, = 0,7 na igualdade abaixo:
08-4 01 Y(u)_(0
0,2 09-4)\u, 0
0,8-0,7 0,1 u | (0
02  09-0,7)\u,) \0
01 0,1)(u ) _(0
02 02)\u,) (0

Multiplicando as matrizes do primeiro membro da igualdade, chegamos ao

sistema:
{0,1U1 +0,1u,=0

0,2u1+02u>,=0 — usr=-uy

u = = = Uz ,COM y, eR.
u, u, 1

-1
Portanto ( . J € um possivel valor para o vetor u.

Logo

Substituindo v e u e os valores de A na solugéo geral do sistema, obtemos:

1 -1
(o elafreel o
Y 2 1
Substituindo as condigdes iniciais xo = 60.000 e yo = 30.000 na solugédo geral,
60.000 1 -1
=Cq| _[1°+C; (0,7)°
30.000 2 1

60.000 1 -1
oan) 03] ()
30.000 2 1
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Logo, temos o sistema:
60.000 = C1- Cs
{ 30.000 =2C4 + C,
Somando as duas equacodes termo a termo, entao temos:
90.000=3Cy — C4=30.000
Substituindo C4 = 30.000 na primeira equacao do sistema acima, temos:
60.000 = 30.000- C,
C,=-230.000

Portanto, a solucao do sistema é:

[ Jrsnomr-soseofJorr
= 30.000| _ (1"—30.000 (0,7)
Y 2 1

Podemos decompor a solucdo obtida, oferecendo separadamente as

equacdes que modelam a evolugéo das populacdes das cidades A e B.

[ Jrsnomr-soseof Jorr
= 30.000| _ (1"—30.000 (0,7)
Y 2 1

Xn = 30.000(1)1" - 30.000(-1)(0,7)"
X, = 30.000 + 30.000(0,7)" equagdo que modela a populagio de A.

yn = 30.000(2)1" — 30.000(1)(0,7)"
¥ = 60.000 — 30.000(0,7)" equagéo que modela a populagéo de B.

c) Decorridos 5 anos, quais serao as populagdes de Ae B ?

Solugado: Basta calcularmos x5 e ys usando as equagbes que modelam
respectivamente a evolugéo das populagdes de A e B:
Populacao de A decorridos 5 anos:
Xn = 30.000 + 30.000(0,7)"
xs = 30.000 + 30.000(0,7)° = 35.042 pessoas.
Populacéo de B decorridos 5 anos:
yn = 60.000 — 30.000(0,7)"
ys = 60.000 — 30.000(0,7)° = 54.958 pessoas.

e

d) Esboce o grafico das duas equagdes em um mesmo plano cartesiano, decorridos

5 anos.
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Variagao das populagbes das cidades Ae B

milhares

49,7 F : @

45,3

Populacdo de A 30@

Populagido de B

o] L 2 3 4 5 anos

3.3: Evolugao das populagoes das cidades A e B.

e) Utilizando a planilha de célculo do Excel, tome as solugdes das duas
equacdes de recorréncias e obtenham os trinta primeiros elementos das sequéncias
que dao a evolucao das populacdes das cidades A e B. Verifique se as sequéncias
sdo convergentes ou divergentes. No caso de serem convergentes, € possivel

determinar um limite?

Solugao: Construindo a tabela para os primeiros trinta meses, entao temos:

Populagdo de A Populagdo de B Populacdo de A Populagédo de B
em milhares em milhares em milhares em milhares
ano | populagao populagao ano | populacdo populagao
0 60| O 30 16 30,0997 | 16 59,9003
1 51| 1 39 17 30,06979 | 17 59,93021
2 447 | 2 45,3 18 30,04885 18 59,95115
3 40,29 | 3 49,71 19 30,0342 | 19 59,9658
4 37,203 | 4 52,797 20 30,02394 | 20 59,97606
2 3255232; 2 52‘2‘7’822 21 30,01676 | 21 59,98324
Z 32:47063 Z 57:52937 22 30,01173 | 22 59,98827
& 3172944 | B 56.27056 23 30,00821 | 23 59,99179
o 3121067 o 58.78939 24 30,00575 | 24 59,99425
10 | 3084743 | 10|  59,15257 25 30,00402 | 25 59,99598
11 30,5932 | 11 59,4068 26 30,00282 26 59,99718
12 | 30,41524 | 12 59,58476 27 30,00197 | 27 59,99803
13 | 30,29067 | 13 59,70933 28 30,00138 | 28 59,99862
14 | 30,20347 | 14 59,79653 29 30,00097 | 29 59,99903
15 | 30,14243 | 15 59,85757 30 30,00068 | 30 59,99932
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Concluimos que as sequéncias sdo convergentes, sendo que a sequéncia
que modela a evolugdo da populacdo de A converge para 30.000 habitantes,
enquanto que a sequéncia que modela a evolugédo da populagao de B converge para
60.000 habitantes.

Atividade 7: Considere a seguinte situagdo: Em um vilarejo moram 500 habitantes.
4 moradores, apos participarem de uma excursao, adquiram uma doencga contagiosa
e incuravel, porém nao sintomatica nos primeiros meses apds a aquisicdo do
agente patologico. Considere o numero de habitantes constante (sem mortes,
nascimentos ou migragdes); que a cada més, todas as pessoas infectadas entram
em contato com os demais habitantes sadios; que o virus é transmitido pelo ar e que
nenhum morador € imune a doenga. Considere também que a taxa de transmissao
da doenga é de 0,3% ao més, ou seja, do total de contatos possiveis entre os
infectados e as pessoas sadias, apenas em 0,3% deles ocorre a transmissao da
doenga.

Utilizando os conceitos de recorréncia, faca um estudo discreto da situacao
problema, resolvendo as seguintes questdes:

a) Represente a situagao através de um sistema de equacgdes de diferengas:

Solugao: Representaremos as populacbes de pessoas sadias e infectadas no
periodo n respectivamente por x, e y, Assim xo e yo representam as populagdes
atuais de pessoas sadias e infectadas, x; e y; representam as respectivas
populagdes decorrido um més, x2 e y, representam as respectivas populagdes
decorridos dois meses e assim sucessivamente.

Considerando a taxa de transmissdo da doenca exposta no enunciado do
problema, podemos escrever x; € y; respectivamente em fungéo de xp e yo. Assim
temos x5 = xo — 0,003(xpy0) € X1 = yo + 0,003(xoyo). Note que o produto xopyo
representa o numero de contatos possiveis entre infectados e nao infectados.

Assim temos um sistema nao linear de ordem dois dado por:

Xn+1 = Xn— 0,003(Xnyn)
Yn+1= Yn+ 0,003(Xnyn), onde xo=496 e yp,=4
Um sistema é dito nao linear se pelo menos uma de suas equacgobes for nao

linear. Observe que as duas equagdes do sistema sao nao lineares, pois possuem o
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termo cruzado XgYyo, que representa o total de contatos possiveis entre infectados e

nao infectados (principio multiplicativo).

b) Construa uma tabela, utilizando uma planilha eletrénica de calculo, apresentando
a evolugao da populagdo de pessoas sadias e infectados nos 7 primeiros meses.

Que conclusdes podemos chegar em relagao a evolugao das duas populagdes?

Solugao: Construindo a tabela, entdo temos:

Evolugao das Populagbes
periodo Xn Yn

Xo 496 4

X1 490,048 9,952

X, 475,4171 24,58287
X3 440,3558 59,64423
Xa 361,5617 138,4383
Xs 211,3998 288,6002
Xs 28,36972 471,6303
X7 -11,7703 511,7703

A tabela permite inferir que entre o sexto e o sétimo més toda a populacao
estara infectada pelo agente patolégico. Os valores negativos e os valores
superiores a 500, expressos no sétimo més sao incompativeis com o enunciado do

problema, nao possuindo significado pratico.

c) Considere agora que a doenga seja curavel e que a cada més, 70% dos
infectados do més anterior sdo curados. Modele novamente o problema, partindo do
sistema inicial e incluindo a condigao citada acima. Construa novamente uma tabela,
utilizando uma planilha eletrbnica, e analise a evolugdo de cada uma das

populacdes no decorrer de dois anos.

Solugao: Partindo do sistema inicial e incluindo a nova condigédo temos:
Xn+1 = Xn - 0,003(Xnyn),
Yn+1= Yn+ 0,003(Xnyn), onde xo=496 e yp, =4

Xn+1 = Xn— 0,003(Xnyn) + 0,7yn
Yn+t1 = Yn+ 0,003(Xnyn) - 0,7yn, onde xo =496 e yo =4
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Xn+1 = Xn_ 0,003(Xnyn) + 0,7yn
Yn+1= 0,3yn + 0,003(Xnyn), onde xo =496 e yo=4
Construindo a tabela, entao temos:

Evolugéo das Populagdes Evolugéo das Populagdes
periodo Xn Vn Peiodo Xn Yn

Xo 496 4 X13 267,2942 | 232,7058

X4 493,248 |6,752 X14 266,8561 | 233,1439

X2 488,6584 | 11,34163 X15 266,7236 | 233,2764
X3 481,1051 | 18,89488 Xi16 266,6838 | 233,3162
X4 468,9498 | 31,05024 X17 266,6718 | 233,3282
X5 450,1069 | 49,89306 X1s 266,6682 | 233,3318
Xg 422,6498 | 77,35024 Xi1g 266,6671 | 233,3329
X7 386,4538 | 113,5462 X20 266,6668 | 233,3332
Xg 345,6496 | 154,3504 X1 266,6667 | 233,3333
Xg 309,0765 | 190,9235 Xg2 266,6667 | 233,3333
X10 284,7854 | 215,2146 X23 266,6667 | 233,3333
X11 273,0871 | 226,9129 Xo4 266,6667 | 233,3333
Xi12 268,7165 | 231,2835

Podemos concluir que a partir do 14° més as populagdes de pessoas sadias e
infectadas se estabilizam aproximadamente entre 267 e 233 individuos

respectivamente.

Atividade 8: As chinchilas sdo animais mamiferos cujas unidades familiares sao
formadas por seis fémeas e um macho. A vida reprodutiva das chinchilas inicia-se
aos oito meses de idade e pode durar até dez anos. As chinchilas tém em média,
duas ninhadas de dois filhotes por ano, porém elas podem ter de um a quatro
filhotes por ninhada. A gestacdo é de cento e onze dias. A fémea entra
regularmente no cio de vinte e oito dias em vinte oito dias no inverno, tendo uma
variagao no verao, cujo intervalo torna-se maior por causa do calor.

O animal se torna adulto quando alcanca os oito meses de idade, estando
pronto para o abate. A pele possui de oitenta a cento e vinte pelos por foliculo piloso,
sendo que cada fibra chega a ser vinte vezes mais fina que um fio de cabelo
humano. A pele é bastante densa e leve, por isso é cara e apreciada pelo mercado

internacional. Resolva a seguinte questao relacionada ao tema: Qual é a previsédo do
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crescimento da populacao de chinchilas, com o passar do tempo, se a cada parto
nascem sempre uma fémea e um macho?

Solugao: Consideremos que um criador de chinchilas adquiriu um casal adulto de
chinchilas. Vamos representar em uma tabela, a evolugao da populacdo apds 20
meses. Na tabela representaremos cada casal por uma mesma letra minuscula.

Partimos inicialmente de um casal adulto, o qual foi representado pela letra a:

meses Filhotes Jovens Adultos Total
(casais) (casais) (casais) de individuos
Po= 0 meses a 2
Pi1=4 meses b a 4
P>, =8 meses c b a 6
Ps=12 meses d, e o] a,b 10
Ps= 16 meses f,g,h d, e a,b,c 16
Ps= 20 meses f,g,h,i,j f,g,h a,b,c,de | 26

De um modo geral temos o seguinte modelo matematico para o numero de
pares de chinchilas:
Pn = Pna+ Pnroou Ppo=Phe + Py
Temos uma equacao de recorréncia linear de 22 ordem, onde n é o tempo
medido de quatro em quatro meses. Observe que tal recorréncia gera a sequéncia

de Fibonacci dobrado.

3.2.5 Poluigdo Em Sistemas Hidricos

Atividade 09: Diariamente, as sete horas da manha, uma industria langa em um
lago A, de uma unica vez, 2000 mil litros de agua contento 10 Kg de um determinado
poluente. No decorrer do dia aproximadamente 1800 litros de agua escoam do lago
A para um segundo lago, o qual chamaremos de lago B, conduzindo para tal lago
30% da concentracdo do referido poluente existente no lago A, até entao.
Concomitantemente, uma quantidade de 1700 litros de agua do lago B escoa para
uma ribeirdo, contendo nesta, uma concentracdo de poluente equivalente a 20% da
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concentracao que havia em B no dia anterior. A diferenca do volume de agua
escoado de A para B, e de B para o ribeirdo, é decorréncia do processo de

evaporagao e sera desconsiderada na modelagem do problema.
Com base no enunciado resolva as seguintes questoes:

a) Represente a situacdo problema através de um sistema de equacdes de

recorréncias e resolva-o.

Solucao: Representaremos as concentragdes do poluente existente nos lagos A e B
no periodo n, respectivamente por x, e y, Assim Xxp € Vo representam
respectivamente a concentragédo do poluente nos lagos A e B imediatamente apds o
primeiro langamento, x4 € y; representam a concentragao de poluente nos lagos A e

B imediatamente apds o segundo langamento, e assim por diante. Logo temos:

Xo= 10 Yo = 0
x1=0,7xp + 10 Y1 = 0,3xg - 0,2y0
Xo=0,7x1+ 10 e 0,3x4 - 0,2y1

Assim, temos um sistema de equacdes de diferencas lineares de ordem 2 x 2
dado por:

Xn+1 = 0,7, + 10
Yn+1 = 0,3Xn— 0,2y,

Para resolver o sistema, notemos que a sua primeira equacdo nido depende
de y,, mas apenas de Xx,. Logo, a equacdo € uma recorréncia linear de primeira
ordem com termo independente e coeficientes constantes da forma xn+1 = axp+ b,

Logo, podemos resolvé-la utilizando a férmula

a" -1

a-—1

__n
x,=a"x,+b

Comparando a recorréncia com a férmula geral x,+1 = ax, + b, vemos que

a=0,7e b=10. Aplicando a formula da solugéo geral, entdo temos:

a" -1

_n
x,=a"x,+b

a—1
x, =0,7"(10)+10 07" -1
x, =0,7"(10)+ 10(0,7) =10

n _ 0’3
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x,=0,7"(10)- (%j(on)” #1900

3
X, = (7()}(07) 100

3 3

Substituindo o resultado na segunda equagéao, entao temos:

Yot = 03{ (73())(07) ”ﬂ 0,2 yn com y; =0

y1= 03:— oy 120} 02(0)—03{ (730)(07) “ﬂ

12203 -(FJoy +19 |- 020 - (P oay + 2]

s (Spor sl (-] s (2]
y3=0’3:— 7?0 (0,7) + 120} 02(03){ (73())(07) 1(3)50} +0,2 (0,3){ (73())(07) 120}

De onde concluimos que:
Vo = g(— 0,2)1 1(0,3){ (73())0 7 4 %}
b) Utilizando uma planilha de calculo, tome as solugdes das duas equagbes de
recorréncias e obtenha os dezoito primeiros elementos das sequéncias que dao a
evolugdo das concentragbes do poluente nos lagos A e B. Verifique se as
sequéncias sdo convergentes ou divergentes. No caso de serem convergentes, &

possivel determinar um limite?

Solugao: Construindo a tabela para os primeiros dezoito meses, entdo temos:

Concentracido de A | Concentragao de B

dia | Conc. em Kg dia | Conc. em Kg
1 10| 1 0
2 17| 2 3
3 219 3 4,5
4 25,33| 4 5,67
5 27,731 5 6,465
6 29,4117 6 7,0263
7 30,58819| 7 7,41825
8 31,411733| 8 7,692807
9 31,9882131| 9 7,8849585
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10 32,39174917| 10 8,01947223
11 32,67422442| 11 8,113630305
12 32,87195709| 12 8,179541265
13 33,01036997| 13 8,225678875
14 33,10725898 | 14 8,257975215
15 33,17508128| 15 8,28058265
16 33,2225569| 16 8,296407855
17 33,25578983 | 17 8,307485498
18 33,27905288 | 18 8,315239849

Concluimos que as sequéncias sao convergentes, sendo que a sequéncia
que modela a concentragdo do poluente do lago A converge para 100/3 Kg e a

sequéncia que modela a evolugido da concentragcido de poluente do lago B converge

para 25/3 Kg.

3.2.6 Atividades Envolvendo Fractais Recorrentes

Atividade 10: Georg Cantor 1845-1918), em 1883 publicou um trabalho no qual é

construido um conjunto, chamado hoje “Conjunto de Cantor”, as vezes “Polvo de

Cantor”. (Madsen, 2005, p.24).

A construcéao é feita da seguinte forma:

i) Considerar um segmento de reta;

i) Dividir o segmento em trés partes iguais e eliminar a central;

iii) Repetir a construcdo 2 em cada segmento e assim sucessivamente e

indefinidamente;

Veja a construgcdo abaixo:

Xal

xil | |

o m— —— ——
xa [O 1 O O
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Considerando o comprimento do segmento inicial xo igual a 8 cm, resolva as

seguintes questoes:

a) Obtenha o comprimento de cada um dos segmentos da 32 iteragao (x3).
Solugao: Observe que o comprimento de cada um dos segmentos de uma fila é
igual a um terco do comprimento dos segmentos da fila anterior. Logo a sequéncia

que da o comprimento de cada um dos segmentos das n filas pode ser obtido

. A X o ~
através da recorréncia x,,, = ?” onde Xo = 8. lterando a recorréncia 3 vezes, entdo temos:

1l
o
X
)

1

Xo

W W | o
1
O | 0

W |\©o |

X1 = § X3 = i
3 27
Logo, o comprimento de cada segmento da 32 iteracéo é de %centl’metros.
b) Escreva a equagao de recorréncia que oferece o numero de segmentos de uma
dada iteragao e resolva-a.
Solucao: Note que cada segmento da origem a outros dois novos, portanto a
equacdo de recorréncia que da o numero de segmentos em cada iterada é
Xn+1 = 2Xn onde a condicao inicial é xo = 1, pois temos um unico segmento inicial.
Para solucionar a recorréncia, iremos expandir sua equacio, deduzindo assim
a provavel solucao:
X1 = 2X0
X2 = 2X1 = 2(2Xo) =22X0
X3 = 2X2 = 2(2%%0) =230
Ja podemos deduzir que x, = 2"xo. Como a condig&o inicial € xo = 1, concluimos
que a solugdo da recorréncia é x, = 2".
Utilizaremos agora o Principio da Indu¢cdo Matematica para provar a validade

da solucéao para todo natural n.

Prova: Primeiro tomamos a férmula x, = 2" e verificamos sua validade para x = 0.
Xo=2° =1

Observe que P(0) é verdadeira.
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Suponhamos agora que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, ou seja,
x,=2".
Queremos provar que P(n + 1) é verdadeira, logo devemos ter x,.; = 2"
Tomando a igualdade x, = 2" (que por hipotese é verdadeira) e multiplicando
ambos os termos por 2, entdo temos:
X, = on-1
2xp =2 x 2"
2, = on+1
Mas pela recorréncia, temos que Xn+1 = 2X, logo:
Xn+1 = 2n+1
Isso mostra que P(n + 1) é verdadeira, toda vez que P(n) é verdadeira. Pelo

Principio da Indugao Matematica, a férmula é valida para todo numero natural n.

c) Qual a relagao que oferece, em fungdo do numero n de iteragbes, o numero total
de segmentos formados até a n-ésima iteragao?
Solugao: De inicio temos 1 segmento.

A primeira iterada da origem a mais dois segmentos, logo temos um total de
1+ 2 = 3 segmentos.

- A segunda iterada da origem a mais quatro segmentos, logo temos um total
de 1+ 2+ 4 =7 segmentos

- A terceira iterada da origem a mais oito segmentos, logo temos um total de
1+2+4+8=15 segmentos.

Podemos deduzir que o total de segmentos apds n iteradas é igual a soma
dos n+1 elementos de uma PG de razdo g = 2 e xp =1.

Utilizando a formula da soma temos de uma PG temos:

g = q" -1 - . ~ ,

, =X ——— , mas como na n-ésima iteracdo temos n+171 elementos, visto
(¢-D

que a sequéncia comega em X, € ndo em x4, entdo devemos ter:

n+l

S, =X, q—, fazendo xp = 1 e q = 2, temos:
(g-D
n+l _
12 ! - §,=2""-1

"=

A solucdo pode ser facilmente provada por Inducdo Matematica.
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d) Escreva a equagdo de recorréncia que oferece o valor da soma dos
comprimentos dos segmentos de uma dada iteragéo e resolva-a.
Solugao: Note que segmento de comprimento ¢ da origem a outros dois segmentos

. . . ~c 2 ~ A .
cuja soma dos comprimentos € 25 :§c. Portanto a equacé&o de recorréncia que da
a soma dos comprimentos dos segmentos de uma dada iteracio é:

2 et . .
—x, ,onde a condigdo inicial é xo = 8, pois em xp temos um unico segmento

nl = n
3

X

cujo comprimento é 8.
Para solucionar a recorréncia, iremos expandir sua equacio, deduzindo assim

a provavel solugéao:

2 2(2 Y.[(2Y : 2
X2 =§x1—§ gxo = g XO, pOIS XIZEXO

2 2|(2Y 2\’ : 2\’
X3=§X2=§ g Xo =§ XO,pO|SX2:§ X

Ja podemos deduzir que x, :@j x,. Como a condigdo inicial € xo = 8,

) ~ . 2\’
concluimos que a solugdo da recorréncia € x, = (5) 8.

Utilizaremos agora o Principio da Indugdo Matematica para provar a validade

da solucéao para todo natural n.
Prova: Primeiro verificamos a validade da férmula x, = @j 8 paran = 0.

0
xO:(%} 8=28

Observe que P(0) é verdadeira.

Suponhamos agora que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, ou seja,

n

X :@j 8. Queremos provar que P(n + 1) é verdadeira, logo devemos ter
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n

n+l
X, =(§j 8. Tomando a igualdade x, =@j 8 (que por hipotese € verdadeira) e

multiplicando ambos os termos por % temos:
2,22
3 313
n+l
2 (2
3 3

a 2
Mas pela recorréncia, temos que x,,, = 3

n+l
xn+1 = (%j 8

Isso mostra que P(n + 1) é verdadeira, toda vez que P(n) é verdadeira. Pelo

logo:

n’

Principio de Indugdo Matematica, a formula é valida para todo numero natural n.

e) Qual a relagdo que oferece em fungdo de n, a soma dos comprimentos dos
segmentos apos n iteradas.

Solugao: De inicio temos 1 segmento de 8 cm de comprimento.

- A primeira iterada da origem a mais dois segmentos com % centimetros de
comprimento. Logo, temos um comprimento total de 8 + 2 g centimetros.

- A segunda iterada da origem a mais quadro segmentos com g centimetros de
comprimento. Logo, temos um comprimento total de 8 + 2 % + 4; centimetros.

- A terceira iterada da origem a oito segmentos com % centimetros de

comprimento. Logo, temos um comprimento total de 8 + 2 % + 4% + 8%

centimetros.
Representando por C; a soma do comprimento dos segmentos apos 3
iterada, entao temos:

Co=8+25 +48 4838
3779 %7
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cs= (3 or2({o 2(3 021
(3o BJo- (-3
os=of (2] +(2)+(2) (2]

Podemos deduzir que a soma dos comprimentos dos segmentos apoés n

iteracdes é igual ao produto de 8 pela soma dos termos de uma PG de n+7 termos

onde xp=1earazédo q= % Logo temos

S CECRHE=E]

Usando a férmula da soma dos termos de uma PG temos:

n+l
1_ n+l 1_(§)
Cn =81, 1‘1 5 Ch=(8)1—22

-9 1_2
3
n+l
1_(§j 2 n+l
C.=8 I — Cp= 24{1—(§J }

Atividade 11: Pouco é conhecido da vida de Helge Von Koch, matematico polonés,
que em 1904 e 1906 introduziu uma curva que hoje recebe o seu nome. A curva &
construida da seguinte forma: (Madsen, 2005, p.39).

i) Considerar um segmento de reta;

ii) Dividir o segmento em trés segmentos iguais, substituindo-os por 4 congruentes,

onde o segmento intermediario sera substitido por um tridngulo equilatero sem a

sua base;
iii) Substituir cada um dos segmentos conforme a regra 2, e assim sucessivamente e

iterativamente.
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Figura 3.5: Curva de Von Koch.

Considerando o comprimento do segmento inicial xo igual a 12 cm, resolva
as questdes:

a) Obtenha o comprimento de cada um dos segmentos da 52 iteragao (xs).

Solugao: Observe que a sequéncia, que da o comprimento de cada um dos

segmentos em uma dada iterada, pode ser construida através da equacdo de

a . X, a . ~
recorréncia x,,, = ? onde xo = 12. Usando a recorréncia, entao temos:

4
3 4
X=12 X:_:_
0 3 3 9
12 4
X1= —=4 X4= —
T3 Y
X=i X5 = i
273 °T 81

Logo o comprimento de cada segmento da 5° iterada mede 8i =0,049 cm.
b) Escreva a equacéao de recorréncia que oferece o numero de segmentos apos n
iteracdes e resolva-a.

Solucao: Note que cada segmento da origem a outros quatro novos segmentos,
portanto a equagéao de recorréncia que da o numero de segmentos em cada iteragao

€ Xn+1 = 4X,, onde a condigédo inicial é xo = 1, pois temos um unico segmento inicial.
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Para solucionar a recorréncia, iremos expandir sua equacao, deduzindo assim
a provavel solugao:
X1=4Xp
X2 = 4xq = 4(dxo) =4%Xo
X3=4xo= 4(42X0) =43X0
Ja podemos deduzir que X, = 4"Xo = 22"xo. Como a condigdo inicial é xo = 1,
concluimos que a solugao da recorréncia é x, = 22",

A férmula pode ser facilmente provada através do Principio da Inducéao
Matematica.

c) Escreva a equagao de recorréncia que oferece o perimetro da curva apés

n iteragdes e resolva-a.
Solugao: Note que segmento de comprimento ¢ da origem a outros quatro
. . i c 4 ~
segmentos cuja soma dos comprimentos é 4§=§c, portanto a equagdo de
recorréncia que da soma dos comprimentos dos segmentos de uma dada iteracao é:
X

4 G . .
= Ex" ,onde a condiggo inicial € xo = 12, pois em Xo temos um unico segmento

cujo comprimento é 12 cm.

Para solucionar a recorréncia, iremos expandir sua equacao, deduzindo assim

a provavel solugéao:

Ja podemos deduzir que x, =Gj x,. Como a condigdo inicial é xo = 12,

concluimos que a solugcio da recorréncia é

X, = (ﬂj 12.
3
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Atividade 12: Iniciando com um poligono regular e construindo sobre cada lado a
sua curva de Koch, teremos o que se chama de “llha de Kock” ou “Floco de Neve”.
(Madsen, 2005, p.39).

Em relagdo a “llha de Kock” podemos elaborar as seguintes questdes, cuja
solucdo deixamos a cargo do leitor:

a) Construa a llha de Kock a partir do tridngulo equilatero abaixo até a 3° iteragao.

X9

b) Considerando a medida do lado do triangulo equilatero inicial igual a 9
centimetros, obtenha:

- O comprimento dos segmentos que formam a figura apds a 42 iteragao.

- A equagao de recorréncia que oferece o numero de segmentos que forma a figura
apos n iteracbes, bem como sua solugao.

- A equacéo de recorréncia que oferece o perimetro da figura apds n iteragdes, bem
como sua solucao.

- A equacao de recorréncia que oferece a area da figura apds n iteragdes, bem como
sua solugao.

Atividade 13: Considerando que o lado de cada um dos quadrados da malha a
seguir mede 1 (um) centimetro. Obtenha a expressao que da o perimetro da curva

abaixo em fung¢ao do numero n de iteragdes:

Xaq X1 X2




Solugdao: Obtendo o numero de lados de quadrados percorridos nas primeiras
trés iteragdes, entdo temos: xo =0, x1 =11, x2 =19 e x3 = 27. De onde deduzimos,
que a partir de x2, o numero x, de lados de quadrados percorridos na n-ésima
iteracao é x, = Xp.1 + 8.

Observamos que a recorréncia da origem a uma Progressao Aritmética onde
x1 =11 e arazédo r = 8. Logo a solugdo da recorréncia que da o numero de lados de
quadrados percorridos em cada iteracéo, a partir de x1 é:

Xn=X1+(n-1)r
Xn=11+(n-1)8
Xn =3+ 8n

Concluimos que a soma dos lados dos quadrados percorridos apds a n-ésima

iteracao corresponde a soma dos n elementos dessa PA.

Usando a férmula da soma dos termos de uma PA temos:

a, +a, =n11+(3+8n)
2 2

_ 14+8n
n

S, =n =4n* +7n

Como o comprimento do lado de cada quadrado € igual a 1 (um), concluimos

que o perimetro P, da curva, apos n iteracdes € P, = (4n2 + 7n) centimetros

Atividade 14: Em cada esquema abaixo, esboce o proximo passo iterativo:

a)_ X Xz( [

b)_. % Xo

C)._ X1 X2



Atividade 15: O fractal seguinte é obtido pela remog¢ao de quatro quadrados de um

H B m o
1 X2

] s
HE - <

a) Utilizando o mesmo procedimento, esboce a préxima iterada do triangulo de

quadrado maior.

Xo X

Waclaw Sierpinski esbogado abaixo:

b) Sabendo que o lado do triangulo inicial (xo) mede 6 centimetros, encontre a

equagao de recorréncia que da a area de cada um dos tridngulos escuros de uma

dada iteragao e resolva-a.

c) Encontre a relacdo que da o somatério das areas dos tridngulos escuros em

funcao de n, sendo n a n-ésima iteragao. As resolugdes ficam a cargo do leitor.

3.3 ATIVIDADES DESENVOLVIDAS EM SALA DE AULA

Foram desenvolvidas algumas atividades para serem aplicadas em sala de
aula. As atividades foram desenvolvidas na Escola Estadual Major Otavio Pitaluga —
Ensino Médio, localizada na Avenida Amazonas n° 146, Centro de
Rondonépolis/MT. A escola funciona nos trés periodos, possui um total de 43
turmas, sendo que até a data de 20 de margo desde ano, 1253 alunos haviam se
matriculado para o ano letivo 2013. A escola recebe alunos provenientes de varios
bairros da cidade, portanto as turmas sdo bastante heterogéneas.

As atividades foram aplicadas na tarde de 20 e 21 de marco de 2013. Foram

utilizadas duas turmas do periodo vespertino, 2° B e 2°C. Tais turmas possuiam, até

124



a data das atividades, respectivamente 29 e 25 alunos que frequentavam

regularmente as aulas.

3.3.1 A Torre De Hanoi

A atividade foi desenvolvida com os alunos do 2° B vespertino, na tarde de 20
de margo de 2013, entre 13h10min e 16h45min. Optou-se por uma turma do
segundo ano, porque o desenvolvimento satisfatorio das atividades exigiria
conhecimentos prévios sobre sequéncias, assunto que na referida escola, costuma
ser trabalhado no quarto bimestre do 1° ano.

Participaram da atividade 26 alunos, sendo 15 meninas € 11 meninos, com
idade variando entre 15 e 16 anos completos. Os alunos foram divididos em 6
grupos contendo entre quatro e cinco individuos. A fim de tornar a atividade mais
produtiva, foi pedido a um marceneiro, residente em Rondondpolis/MT, que

confeccionasse em madeira e metal um exemplar do jogo.

3.3.1.1 Desenvolvimento da atividade

a) Em um primeiro momento, foi apresentado aos alunos o objetivo da atividade:

A Atividade consiste em transferir os discos para a terceira estaca, usando a
segunda como estaca auxiliar. E permitido mover apenas um disco por vez e jamais
um disco pode ser colocado sobre um disco de diametro menor. Qual a quantidade
minima de movimentos necessarios para transferir os n discos para a terceira

estaca?
b) Em seguida, foi repassada aos alunos a seguinte questéo:

1) Resolva o problema para 1, 2, 3 e 4 discos e construa uma tabela que relacione o
numero de discos com o numero minimo de movimentos para transferir tais discos

para a terceira estaca?
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O jogo foi colocado sobre uma mesa, préximo ao quadro negro. Em seguida
foi perguntado se algum aluno desejava dar inicio a atividade, realizando-a para 1
(um) disco. De inicio, ainda intimidados, apenas um aluno prontificou-se a realizar a
tarefa. Para 2 (dois) discos, mais alunos se prontificaram, os quais tiveram a
oportunidade de realizar a atividade com relativa facilidade.

A partir de trés discos os alunos comecaram a ter dificuldades para coloca-los
na terceira coluna, gradativamente mais alunos se prontificavam a tentar cumprir a
tarefa.

O professor interveio, sugerindo que os alunos realizassem a atividade com 1
e 2 disco novamente, observando a relacdo entre os dois procedimentos. Trés
alunos perceberam rapidamente a relacio.

Rapidamente a maioria se convenceu de que o procedimento para trés discos
coinsistiria em repetir o procedimento para dois discos (colocando, entretanto os
discos na coluna do meio), transferir o disco maior para a terceira coluna, e repetir o
procedimento para dois discos.

ApOs realizar a tarefa para 3 discos, os alunos realizaram-na para 4 discos
sem muitas dificuldades. Depois da tabela construida, os alunos ficaram surpresos
com a quantidade minima de 127 movimentos para transferir 7 discos para a terceira
coluna, entretanto todos ficaram convencidos de tal valor.

Antes de proseguir com as atividades, alguns alunos pediram a oportunidade
de resolver o problema para 5 discos. Concedida a oportunidade, nenhum dos
alunos conseguiu concluir a tarefa utilizando a quantidade minima de movimentos.

Em seguida foi proposta a seguinte atividade:

2) Represente através de uma lei a relagéo existente entre a quantidade minima de
movimentos para n e n-1 discos?

Percebendo que os alunos estavam tendo dificuldades para representar a
relagcdo, embora a tenham compreendido, foi apresentada algumas sequéncias

obtidas recursivamente, bem como a equagao de recorréncia referente a cada uma

daquelas.
1,3,5, 7,9 ceiieeeceeeeeviiennnans Xn+1= Xp+ 2
1,2,4,8 16 Xp+1= 2Xp
1,2,5 14,41 Xp+1=3xp—1

126



Apds os comentarios acima 13 alunos perceberam de imediato que a relacao
de recorréncia que regia a sequéncia definida pela quantidade minima de
movimentos era X,+1 = 2x, + 1. Apds a ajuda dos colegas, os demais alunos também
se convenceram da resposta.

Por fim foi proposta a seguinte atividade:

3) Encontre uma formula que permita encontrar, em fungdo do numero de discos, o
numero minimo de movimentos necessarios para a transferéncia daqueles até a
terceira coluna.

Foi sugerido que os alunos expandissem a recorréncia, iniciando com 1 disco
até o numero de 5 discos.

X1 = 1
X= 1+ (1)+1 =1+2
xX3= 1+2+(1)+1+2)=1+2+4

Apos a sugestdo, 15 alunos obtiveram os valores para x4 € x5, reiterando o

procedimento acima.
X4= 1+2+4+(1)+1+2+4= 1+2+4 +8
Xs= 1+2+4+8+(1)+1+2+4+8 =1+2+4+8+16

Seis alunos perceberam de imediato que o0 numero minimo de movimentos

para n discos era igual a soma dos n primeiros termos de uma PG derazédo g =2 e

a1=1.

No final, todos os grupos chegaram a formula x, = 2" — 1, solugdo da equagéo

de recorréncia Xp+1 = 2x, + 1.

3.3.2 Trabalhando Com Sequéncias Obtidas Recursivamente

Participaram da atividade alunos do 2° C vespertino. Assim como na primeira
atividade apresentada, optou-se por uma turma do segundo ano, pois o bom
desenvolvimento das atividades exigiria conhecimentos prévios sobre sequéncias,
termos gerais e formula da soma dos termos. Também foi feita uma revisdo sobre o
Teorema de Pitagoras e a férmula para o comprimento de um arco de

circunferéncia.
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A atividade foi desenvolvida no dia 21 de margco de 2013, entre 13h00min e
16h35min. Participaram da atividade 23 alunos, sendo 13 meninas € 10 meninos

com idade variando entre 15 e 16 anos completos.

3.3.2.1 Desenvolvimento da atividade

Os alunos foram divididos em 5 grupos de 4 e 5 individuos. Foram
distribuidos 5 cartdes diferentes para cada grupo, numerados de 1 a 5. Cada cartao
continha uma curva continua formada por segmentos ou arcos. Foi proposta a
seguinte questao:

1) Considerando o lado de cada um dos quadrados igual a 1 (um) centimetro.
Obtenha a expressdo que da o perimetro da curva abaixo em fungdo do numero n

de iteragées:

Segue as fichas que foram utilizadas. A ficha de numero 0 (zero) foi resolvida

na lousa como exemplo.

Ficha 0 Ficha 1
X "
Mo X1
Xo |X1 | Xz
Ficha 2 X4

X X2
Ficha 3

Xa| Xs

A TN
Xo
X1 X X Xz X
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Ficha 4 Ficha§

=/

3.3.3 Avaliacao das Experiéncias

A atividade evidenciou a importancia de o professor buscar, além da melhor
metodologia, a criteriosa sele¢cdo dos recursos didaticos a serem utilizados durante a
aplicacdo do conteudo o qual popde ensinar. No caso da primeira atividade em
analise, a apresentagao da réplica manuseavel do jogo foi essencial para motivar os
alunos. Ficou evidenciado um entusiasmo por parte de toda a sala, frente ao desafio
de solucionar o problema proposto. No caso da segunda atividade, ao representar a
sequéncia por uma curva, além de melhorar a visualizacdo da relacao existente
entre os termos daquela, permitiu a exploracdo de alguns conceitos basicos de
geometria plana.

Com relagdo aos desafios a serem superados, constatou-se no
desenvolvimento de ambas as atividades que a maioria dos alunos apresentou
dificuldades com relacdo a notacdo a ser utilizada para apresentar os raciocinios e
os resultados. O professor também deve se preocupar constantemente em
direcionar as etapas da atividade de forma que a mesma ndo perca o seu foco,
diante de entusiasmo dos alunos, no momento em que manusearem 0s objetos.

Por fim, concluiu-se que o bom desenvolvimento das duas atividades exigiria
maior conhecimento dos alunos sobre o conteudo de sequéncia, ficando um
questionamento a respeito de qual seria 0 momento mais adequado para aplicar tais
atividades: se na fase de assimilagdo dos conceitos basicos sobre sequéncias ou
como atividades complementares, apoés os alunos terem assimilado os

conhecimentos prévios pertinentes, listados no planejamento.
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CONCLUSAO

Ao longo das ultimas décadas, a formagao de professores tem merecido um
lugar de destaque tanto na esfera nacional quanto na internacional. Os novos
desafios que se colocam a educagao no século XX| exigem uma atenc¢ao redobrada
e um continuo investimento na formagao de professores e na investigacdo nesta
area.

No tocante a formacao dos professores de matematica, varios séo os aspetos
a considerar, tendo em conta a exigéncia do papel do professor nos diferentes
contextos profissionais. Sua formagao envolve, na verdade, fatores diversificados
como, por exemplo:

° O conhecimento matematico do professor;

. O conhecimento do papel do professor e do aluno no processo de
ensino/aprendizagem;

° O conhecimento das orientagdes curriculares;

° A capacidade para planificar e construir recursos para o processo de
ensino/aprendizagem;

. Conhecimento dos processos de aprendizagem;

. O desenvolvimento da capacidade para a resolugcdo de problemas,
construcao de projetos, desenvolvimento dos projetos;

o A capacidade de refletir sobre a sua pratica;

Para muitos autores, caberia a prépria universidade, em parceria com os
orgaos estatais, gerenciar a formagao continuada dos professores, garantindo a
constante discussao e aprimoramento dos fatores citados acima. Todavia, por varios
motivos, entre os quais financeiros e geograficos, a grande maioria dos professores
de brasileiros perde o vinculo com a instituigdo de ensino onde se graduaram.
Somado aos programas de capacitagao insuficientes, ou mesmo inexistentes, da
maioria das secretarias de educagédo, surge um quadro de isolamento e estagnagao
dos professores espalhados pelos rincdes do Brasil. As consequéncias desastrosas
desse processo sdo evidenciadas nos exames nacionais e internacionais, aplicados

em todos os niveis de ensino.
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E esta conjetura que justifica a importancia e necessidade de programas de
capacitagdo como o Profmat. Sendo um curso semipresencial, 0 programa pode
atender os professores de matematica de diversas localidades de uma regiao
aprimorando a formagédo sem prejuizo para suas atividades docente. Para a grande
maioria dos matriculados, as condigdes oferecidas pelo programa representaram
talvez uma oportunidade unica de concluir um curso de mestrado. O programa
literalmente “resgatou” os professores da inércia na qual se encontravam,
despertando-os para a necessidade de estarem se qualificando continuamente.

Com relacao ao trabalho de conclusao de curso, seu desenvolvimente por si
s6, representou uma excelente oportunidade de aprendizagem para o autor, cuja
ultima producéo de um texto académico datava-se de mais de doze anos, no término
do curso de especializacao.

A redagao final do trabalho certamente alcangou um dos seus principais
objetivos, definido no projeto do qual se originou: produzir um material introdutério
que apresentasse 0s conceitos basicos sobre recorréncias de forma inteligivel e
detalhada, contendo inumeros exemplos resolvidos, se¢cbdes dedicadas as aplicacdes
e sugestbes de atividades a serem trabalhadas em sala de aula. Em nenhum
momento, procurou-se exaurir um determinado assunto, mas apresentar os
conceitos fundamentais de cada tema, respeitando o nivel de conhecimento prévio e
a capacidade de assimilagao do publico alvo ao qual se destinou. Espera-se que o
material produzido possa ser uma opgao de leitura ao colega professor que desejar

introduzir o ensino das equacdes de recorréncia em seu planejamento.
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