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Resumo

Esse texto busca contribuir com a proposta de resolucao de problemas com viés nas
Olimpiadas Cientificas de Matematica. Para isto, apresenta-se no Capitulo 2, as Séries
de Poténcia cujo principal objetivo, é dar base para a formacao das Fungoes Geradoras
desenvolvidas no Capitulo 3 e a consequente resolugao dos problemas de Recorréncia,
Combinatoria e Particao desenvolvidos respectivamente nos Capitulos 4, 5 e 6. Por fim,
no Capitulo 7, apresenta-se algumas aplicagoes relacionadas aos problemas de Olimpiadas
de Matematica.

Palavras-Chave: Olimpiadas de Matematica, Resolucao de Problemas.



Abstract

This text seeks to contribute to the proposed resolution of problems with bias in the
Scientific Olympics of Mathematics. For this purpose, Chapter 2 presents the Power Series
whose main objective is to provide a basis for the formation of the Generating Functions
developed in Chapter 3 and the consequent resolution of the Recorrences, Combinatorics
and Partition problems developed respectively in Chapters 4, 5 and 6. Finally, in Chapter
7, we present some applications related to the Mathematical Olympiad problems.

Key Words: Mathematical Olympiads, Problem Solving.
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Capitulo 1

Introducao

Esse trabalho visa a focar em um dos instrumentos mais importantes da Matematica
Discreta e da Anélise Combinatoria, voltado para alunos com desejo de se aprofundar
na Matematica. Para tanto, apresentaremos diversos problemas os quais, a maior parte,
sob o viés de Olimpiadas de Matemédtica(Médio e Superior) com o intuito de auxiliar,
facilitar e potencializar o estudo desses alunos. Por isso, serao apresentados problemas
das competicoes de matematica consideradas, para esse segmento, as mais dificeis do
mundo, a exemplo da IMO(Olimpiada Internacional de Matemética), PUTNAM entre
outras.

Também busca dar ao professor uma visao mais apurada sobre os problemas que nor-
teiam a Analise Combinatéria e Matematica Discreta, fornecendo resultados importantes
que buscam melhorar sua formagao como um todo. De Fato, as Funcoes Geradoras, em
geral, nao se encontram na matrizes curriculares dos cursos de matematica no Brasil.
Entao, para o professor é oferecido aqui, a oportunidade de experienciar uma ferramenta
na resolucao problemas.

Nao ¢ de hoje que sabemos que o Ensino da Matemaética, principalmente no Ensino
Médio, estd passando por um processo de reestruturacao que busca reforma profunda,
para que, de acordo com o PCNM Parte III, “a matematica volte a se comunicar com a
necessidade de desenvolvimento e promocao dos alunos”.

Também, de acordo com PCNM Parte III, a Matemadtica contribui para o desenvol-
vimento de pensamentos légicos e estruturados, tornando professor e aluno cada mais
capazes de compreender a realidade que os norteia. Por isso, ¢ inegavel que esse trabalho
converge com a dinamica do novo Ensino Médio no sentido de atender um publico alvo
com mais avidez em aprender Matematica.

Uma visao pessoal sobre o assunto cabe aqui. Em 2010 quando comecei a trabalhar
com turmas de olimpiadas cientificas de Matematica, senti a necessidade de cada vez
adentrar nesse mundo. O estudo de matematica que noés faziamos 14, tinha uma dinamica
que buscava ideias cada vez mais originais. O aluno tinha uma liberdade completa de
buscar solucao dos problemas que melhor correspondesse com ideias intrinsecas a ele.

Cabia a nés, professores, fornecer recursos capazes de melhora-las, dando embasamento
tedrico, para que as solugoes saissem cada vez mais completas. No aluno, em particular,
nos viamos o crescimento exponencial dentro da matematica. E claro que, estavamos
lidando com alunos que gostam de fazer Matematica. No entanto, era abissal a diferenca
de potencial entre aqueles que frequentavam essas turmas em relacao as turmas regulares.

Por isso, enquanto eles se desenvolviam, nés tinhamos que suprir a necessidade desse
desenvolvimento. Foi ai que tive o primeiro contato com as funcoes geradoras, como ideias



maravilhosas do Método do Snake Oil. Mais tarde, tive a oportunidade de estudar mais
sobre o assunto e as caracteristicas estruturais do tema.

Essa dissertagao visa a buscar, entre outros aspectos, um conceito daquilo que con-
sidero basicamente mais importante diante de um estudo das fungoes geradoras, para
pessoas que desejam adquirir uma ferramenta fortissima de resolugoes problemas. Por
isso, o saber matematica, segundo o PCNM, “promove que o aluno perceba que as de-
finigoes, demonstracoes e encadeamentos conceituais e 16gicos tém a funcao de construir
novos conceitos e estruturas a partir de outros”.

A presente dissertacao apresenta-se da seguinte forma:

No Capitulo 2, trataremos um pouco das séries de poténcia e sua convergéncia. Esse
capitulo é importante, no sentido de que ira nos fornecer uma ferramenta teérica bastante
forte, pois, nos que se seguem, em alguns casos precisaremos garantir a convergéncia da
série para que aparecam os resultados importantes. E claro que nem sempre abordaremos
a questao da convergéncia em si, no entanto sem ela nada do que teriamos feito faria
sentido no infinito, por exemplo.

No Capitulo 3, abordaremos as fungoes geradoras propriamente ditas, suas ferramen-
tas secundarias como o operador derivada e raizes da unidade bem como suas propriedades.
A concentracao nesse capitulo se dara em torno das funcgoes geradoras polinomiais e ex-
ponenciais, que sao as mais importantes. Por fim, listaremos algumas séries que possuem
um grau de importancia maior nesse texto. E claro que selecionamos algumas, em virtude
das infindaveis aplicacoes.

No Capitulo 4, partiremos entao para a pratica dos problemas de sequéncias, para
basicamente encontrar o termo geral de recorréncias primeira e segunda ordem usando
as fungoes geradoras. Abordaremos problemas de permutacao cadtica, relagao de Stifel,
em um problema recorrente de Analise Combinatéria. Trataremos também do produto
de Hadamard e as fungao geradoras racionais. Por fim, falaremos do nimero de Catalan
e da solugao do ntimero de Catalan recorrente por funcoes geradoras.

O Capitulo 5, sera consagrado um belo e valioso método de solucao para somatorios,
o assim chamado “Snake Oil”. Estabeleceremos como é o método e escolheremos alguns
exemplos nos quais o método nos permitira resolver somatérios particularmente dificeis,
especialmente os binomiais.

No Capitulo 6, abordaremos uma pequena parte da Teoria das Particoes. Fssa
dinamica possui uma abordagem bastante simples a priori, pois a ideia central do pro-
blema das particoes é inteligivel a qualquer aluno do Ensino Basico. No entanto, as
solugoes de um problema de particao nao simples. Veremos como matematicos impor-
tantes como Euler, Hardy, Ramanujan, entre outros, forneceram resultados de grande
relevancia tedrica. Na préatica veremos também alguns exemplo dessa tematica.

Por fim,no Capitulo 7, abordaremos um problema do vestibular do IME e outros de
Olimpiadas ao redor do mundo, que nos permitirao ver na pratica como esses problemas
poderao ser abordados no ensino da Matematica tanto no Ensino Médio quanto no En-
sino Superior. As olimpiadas de matematica sao importantes laboratérios para alunos e
professores que querem se desenvolver dentro da area. Por isso, o enfoque serd em torno
destes problemas desafiantes. Também, no Capitulo 7, alguns enfoques de competigoes
para estudantes universitarios e de Ensino Fundamental serao expostos.



Capitulo 2

Séries de Poténcia

Aqui teremos um importante apoio ao nosso texto. As séries de poténcias sao de
fundamental importancia, pois podemos escrever qualquer funcao de classe C*° em algum
intervalo, como uma expansao polinomial.

Escrever uma fungao como expansao polinomial define uma possivel estratégia de
modelagem de alguns sistemas. As séries das fungoes exponenciais, por exemplo, podem
ser usadas para resolver problemas de permutacao ou problemas de combinatéria em que
a ordem é relevante.

Tanto a série de Taylor (Brook Taylor 1685-1731) como a série de Maclaurin (Colin
Maclaurin 1698-1746),caso particular de Taylor , possuem inser¢oes importantes nao sé
dentro da Matematica, mas também dentro da programacao de softwares e calculadoras.

De fato, estamos aqui expondo uma ferramenta bastante eficaz na solucao de alguns
problemas de Matemaética. No entanto, ela nao é oferecida no Ensino Médio em geral.
Algumas escolas oferecem o calculo diferencial e integral, mas na grande maioria delas
isso ndo ocorre. Alguns autores como [16] defendem a ideia que fossem utilizadas nogoes
de célculo basico e suas aplicagoes no Ensino Médio. Também existem trabalhos como
[15], que propoem o uso de ferramentas computacionais como o GeoGebra para uma
abordagem de céalculo no Ensino Médio.

Nao adentraremos muito nesse assunto, pois o enfoque nesse capitulo é realmente
fornecer uma base para que o leitor conhega o método das fungdes geradoras. Por isso,[8]
como base de texto. A leitura impoe um certo desafio e é preciso que o leitor ja tenha
uma boa base de Célculo para entender o exposto.

Definicao 1 Um série de poténcia € definida como:

o0

f(z) = Zan(x — )" =ao+ a1(x — x0) + ... + an(x —20)" + ... (2.1)

n=0
De fato, em particular, para simplificacao da notacao podemos assumir que xg = 0 e

assim podemos escrever a série mais simplificadamente como:

o0

f(l‘) = Z an«xn =ag+ a1r + CLQI2 + ... (22)

n=0
Exemplo 1 Seja f(x) =e*. Como f(x) € classe C*°, podemos escrever

n 2
x_§/5’3 _ v
n>0

10
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Assim, trata-se de uma série de poténcia, cujo o coeficiente a, = %

Exemplo 2 Seja f(x) = 1. Assim, podemos escrever

1
1—2z

= E " =1+z+22+ ..

n>0
que € uma série de poténcia convergente para —1 < x < 1. Em particular, trata-se de
uma progressao geométrica com coeficiente a, = 1.

Para que possamos trabalhar com uma série de poténcia, precisamos analisar a con-
vergéncia da mesma. Nos exemplos dados, usamos o fato das séries convergissem. Por
isso, seguem abaixo alguns dos teoremas mais importantes em relacao a convergeéncia:

Teorema 1 Uma série de poténcias > a,z™, ou converge para x = 0, ou existe r, com
0 < r < +o0, tal que a série converge absolutamente num aberto (—r,r) e diverge fora
do intervalo fechado [—r,r]. Nos extremos —r e r, a série pode convergir ou divergir,
conforme o caso. Tem-se que r = m

Convém citar que r = ———— é chamado de Raio de convergéncia da série.
limsup X/ |an|

Demonstragao.
A prova desse Teorema pode ser consultada em [§]
|

Teorema 2 Uma série de poténcia Y a,x™ converge uniformemente em todo intervalo
de [—p,p|, onde 0 < p <r.

Para que possamos provar o Teorema 2, necessitaremos do lema a seguir, chamado
Teste de Weierstrass, o qual a seguir.

Lema 1 Dada uma sequéncia de fungoes f, : X — R e seja > a, uma série convergente
de numeros reais tais que a, > 0 e ainda |f,(z)| < a, para todo n natural e x € X.
Nessas condigoes as séries Y |ful € > fn s@o uniformemente convergentes.

Demonstracgao.
Como | f,| < a,, podemos aplicar a soma ambos os lados. Com isso, temos

Sl <D an.

Assim podemos dizer que > |f,| é convergente. No entanto, como »_ a, converge,
segue-se que Ve > 0,dng € N, tal que para n > ng, tem-se que

Zan<e

Segue-se que | Y ful < > |ful(desigualdade triangular)< > a, < e. Assim, > |f.| e
>~ fn sd0 consequentemente uniformemente convergentes.

[

Provaremos agora o teorema 2.
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Demonstracgao.
Tome = € [—p, p]. Assim, podemos escrever que |z| < p. Logo V n € N temos que

D lana <Y lanlp”

Segue, portanto, pelo Lema 1, que Y a,x" converge uniformemente.

[ ]
Exemplo 3 Consideremos a série geométrica dada por 1 —x + 2% — ... = Z(—l)”x” =
n>0
1
i convergente para todo x € (—1,1) e consequentemente divergente para |x| > 1.
x

Exemplo 4 Consideremos a série

convergente uniformemente no intervalo (—1,1] pois, pela definicao de logaritmo, de-
vemos ter necessariamente x > —1 e a fung¢ao converge para x = 1, garantida pelo fato
de seu raio de convergéncia ser iqual a 1.

Exemplo 5 Defina as p-séries como

oLt 1
top byttt

Estas séries sao convergentes uniformemente se p > 1 e divergentes caso contrdrio.

Vamos expor abaixo trés teoremas importantes das séries de poténcia. O primeiro diz
respeito a derivagao termo a termo da série. O segundo deles diz respeito a integracao
termo a termo e o ultimo diz respeito a unicidade. As demonstracoes dos teoremas a
seguir tém como referencia [8], pagina 166.

Vamos exibir algumas provas deles, dentro de um certo raio de convergencia.

Teorema 3 Sejar o raio de convergéncia da série’y - a,x". Seja a fungdo f: (—r,r) —
R, definida por f(xz) = > 2 a,x™. Entao f(z) é deridvel, sua derivada é dada por
(@) =307 na,a™ e o raio de convergéncia também € r.

Demonstragao.
Seja p o raio de convergéncia de Y na,z""!. Mostraremos que r = p.
Tome 0 < k < r eseja B tal que 0 < k < B < r. Segue-se que |an|% < % No

entanto, 4 ng € N, tal que n > ng. Assim temos que nw < % Portanto, multiplicando as

. 1 1 s . A .
desigualdades, temos que (na,)» < ;. Segue-se que ambas as séries tém o mesmo raio de
convergéncia r = p. Ja que f'(z) converge em (—r,r), podemos obté-la derivando f(x)

: / _ n—1
termo a termo. Por isso teremos f'(z) = -, na,z" .
[
Em relacao ao operador derivada, iremos também usar a notacao f'(x) = Df.
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Corolario 1 Seja r o raio de convergéncia da série de poténcia f(x) = > apx™. Entdo
podemos escrever:

(n)
0
n!
Demonstragao.
Seja f(z) = agtarz+asz®+..... E facil ver que f(0) = ag, vamos definir recursivamente

f(0) = f(o)(o) = Qo-

Derivando expressao temos: f'(x) = a; + 2asz + ..., fazendo x = 0, temos: f'(0) =
a; = f1(0). Derivando novamente temos f”(z) = 2ay + 3.2a3z + ..., fazendo novamente
z=0vem f”(0) = f@(0) = 2a,.

Por isso segue-se pela regularidade da formagao que

_ /")

n!

n

Exemplo 6 Tome novamente a funcao f(x) = e, de classe C™, pois é continua e suas
derivadas também sdo continuas, jd que f™(z) = e*. De fato, usando o Coroldrio, temos

1
an:—'.
n

Teorema 4 Seja r o raio de convergéncia da série de poténcia Y a,x™. Seja [a,b] C
(—r,r) entdo:

b
n o an n+1 n+1
/a (Zanw )dx—zn—H(b —a"m)

Demonstracgao.
De fato se Y a,x™ converge uniformemente num intervalo fechado [a,b], podemos
escrever

/ab(z apx™)dx = Z /ab anz"dr = Z n /ab "dr = Z na—jl(bwrl —a™th).
]

Exemplo 7 A guisa de exemplo do Teorema 4 Calculemos o valor da integral fab etdx.

Solucao.
De fato essa solugao é bem simples, pois precisamos tomar a seguinte série:

Assim, temos que
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equivalente a

CAPITULO 2. SERIES DE POTENCIA



Capitulo 3

Funcoes Geradoras

Chegamos enfim ao foco desse trabalho. A funcao geradora nos permite dizer que
existe uma funcao de variavel x gerada por uma sequéncia de nimeros, que chamaremos
de a,. Entao na prética pensaremos numa fungao gerada por essa sequéncia.

Obter dados da fungao gerada, nos permite analisa-la como um todo, pois temos em
maos sua lei de formacgao. Por isso, nos concentraremos nas técnicas necessarias para se
ter a sequéncia de volta em fun¢ao de um certo n. Isso nem sempre é facil, pois muitas
vezes a sequencia que queremos esta “disfarcada’e nesse caso precisariamos, por exemplo,
usar o método de “quebra”’em fracoes parciais; ou muitas vezes o que se deseja é tao
somente o termo independente de uma fungao geradora, como é o caso do Problema 6 do
Capitulo 7.

Outras vezes, temos que calcular um somatorio ou produtério de alguma sequéncia e
entao precisaremos usar esta soma ou este produto, como coeficiente de algum polindémio
gerador (Snake Oil), escolhendo convenientemente as varidveis do processo. Por isso,
espera-se que esse capitulo possa motivar leitores interessados a aprofundar o tema.

Essencialmente, usaremos alguns textos como base de referéncia. Sao eles: [1], [4],
[10],[13], [14]. Todos esses textos influenciaram diretamente na elaboragao dessa dis-
sertacao.

3.1 Funcao Geradora Ordinaria

ogf

2 (an)g° para significar que f ¢

Para f(z) = Zanx”, empregaremos o simbolo f
n>0
Funcao Geratriz Ordinaria (OGF') da sequéncia (a,)&°.

Exemplo 8 Seja ﬁ = 14+az+2®+23+... convergente em (—1,1). Podemos representar,
de acordo com a definicao, acima

() P

x  _n
: x
Exemplo 9 Seja e® =14z + z—? + é—f +..= E —~ assim,poderd ser escrita, sequndo a
n=0

e — .
«—\nl/,

15

defini¢cdo acima, como
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Exemplo 10 Seja senx = x— g—? —i—”g—? +..= Z;’;O(—l)”%. Podemos entao escrever,

de acordo novamente com a defini¢ao, acima que

sens 1 (&)w

— \2n+1)/,

E importante utilizar essa notacao, pois ela poderd auxiliar na obtencao explicita do
coeficiente da funcéo geradora. De fato, se tomarmos f °/ (a,)5°, qual devera ser a funcao
geradora de (an41) 7

Tomemos entdo f(z) =3, 50 an2" = ag + a1x + azx® + ... Podemos escrever entao

@ = ay + asx + a3x2 + ..
que é equivalente a
f(z) —ag ogf -
s (@n+1)g°-

Facamos o mesmo processo com as demais sequéncias. Por exemplo, se quisermos
achar uma funcdo geratriz para (a,42)§°, podemos escrever:

f(z) —ag — a1z ogf

2 (an+2X?'
Em geral, temos a seguinte resultado
Se f(oif)(an)go, entao para k > 0, podemos escrever:
f—ag—a1x — ... — ap_12" 1 ogf
(@nik)o - (3.1)

xrk

Exemplo 11 Seja f uma funcdo definida para todo n > 1, satisfazendo as sequintes
relagoes:

i f(1)=1
i, f(2n) = f(n)
iii. f2n+1)=f(n)+ f(n+1)

Seja
F(z) = Zf(n)x”_l
n>1
Vamos provar que
a. F(z)=(1+z+ 2*)F(2?)
b. Fz) =121+ 2% +22")
Solucao.
Podemos escrever F'(z) = Z fn)x* ! + Z f(2n — 1)z* 2,
n>1 n>1

No entanto, pela propriedades iii. e ii., temos, respectivamente, f(2n — 1) = f(n —

1)+ f(n) e f(2n) = f(n).
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Assim temos:

Pa) =Y fm)z® + Y fm)a® 2+ Y f(n— 1)a®?

n>1 n>2

n>1

J/

~~ ~

zF(z2) F(x2)

Ou seja,

eF(?) % j(n)

—
para expoente impar de x;

para expoente par de x; e

para expoente par de x.
Note também que

Segue-se que

F(2?) = (1 +2° + 2*)F(z*).

Conclui-se pela estrutura de recursividade que

[e.9]

F(z) = H(l +a? 2P,

J=0

3.2 Operador Derivada

-

T2 F(22)

17

Seja Df = f’ o operador derivada da fungao f. Temos assim as seguintes propriedades:

Propriedades

1. D(f+g9) = D(f)+ D(g)
2. D(fg) = D(f)g+ D(g)f
3 D ( 1) _ D(f)gg;fD(g) - para g # 0

g

4. Seja ¢ € R. Podemos escrever D(cf) = cD(f)
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O uso do operador derivada ird nos permitir também avancgar posteriormente em pro-
blemas de equacao de recorréncia. A ideia do operador é, a partir de somas conhecidas,
“perturba-las”e obter a soma desejada.

No entanto, podemos nos perguntar: O que podemos dizer da série g na,z"?
n>1

Tomemos f(x E an,x". Portanto, derivando a expressao, temos:

n>0
f,(l') _ z:anxn—l7

n>1

que nos conduz a:

g na,x

Portanto, podemos escrever

:ED(f)(O‘q_Ji(nan)go. (3.2)

Derivando a equagao D(zD(f)) = Y. n?a,z" ', o que nos leva a
= E nla,x".
n>2
Utilizaremos a notagao mais concisa dada por:

(xD)*f = zD(zD(f)) = ZnQanx",

n>2

ou equivalentemente usando a notagao

Assim, pela estrutura de regularidade do procedimento temos o seguinte resultado:

(n an)oC-

ogf
D ) 3.3
(@D)*f 7 (n*an)5° (3.3)
Exemplo 12 Vamos utilizar o operador derivada para provar a formula:

s nn+1)2n+1)
Z’f 5

Solucao.

Tome Z "=

n>0

Zm: 1_33)

n>0

Derivando ambos os lados novamente tem-se
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B 1—m2)
Zn 1_1:)4'

n>0
Temos que
N oo
z(1+z)ogf 2
1—a)7 = >
n=0 0
Observando o coeficiente de 2V em W’ tem-se que é igual a (N ;r 3).
Assim o coeficiente de "V em ((1“)”) é igual a
N +2 N +1 N(N +1)(2N + 1)
+ =
3 3
]

Exemplo 13 Consideremos

> (_1)nx2n+1

SenxTr = Z m

n=0

Usando o operador derivada D(senxz) = fo:o(—l)”én)!
Como D(senx) = cosx, temos que

0 2n
W T
cosx = E (—1) o)
n=0

Vamos escrever algumas propriedades para séries poténcia que também irao nos ajudar
a compreender melhor a ferramenta que temos em maos.

Definicao 2 Sejam as funcoes geradoras:

f(x) = ap+ a1x + axr® + ... (3.4)

g(x) = by + byx + box® + ... (3.5)

definimos a soma e o produto respectivamente das duas funcoes geratrizes como

| (f + g)(x) = (ag + bo) + (a1 + b))z + (ag + by)z* + ... (3.6)

| f(2)g(x) = (aobo) + (aohr + arbo)z + ... (3.7)

Diante do exposto acima, tomemos, a guisa de exemplo a série geométrica e a série
3.4. Assim podemos escrever

f(x)

1—=zx

= (ap+arr+agr®+..)(1+x+2*+..) = ag+ (ag+ar)z+(ag+a; +az)x* +... (3.8)
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Concluimos a partir do resultado 3.8 que, se f ﬁ (an)5° entdo

(%) g (i ak) >0 (3.9)

k=0

De posse disso, tendo em mente a série geométrica, podemos escrever que (1 —z)(1 +
r+ 2%+ ...) = 1. Dizemos entdo que 1 —z e 1 +z + 2% + ... sdo Reciprocos. Dai, temos a
seguinte proposicao:

Proposicao 1 Seja a série f = E arz®, com ag # 0. Entdo existe uma série de poténcia
k>0

g= Z bzt tal que:

£>0
fg=1.

Nesse caso, f e g sao ditas reciprocas.

Demonstracgao.
Noés temos,
f= g apzt
k>0
e

g = Zbkxk.

k>0
Caso exista uma g que satisfaca
fg=1 (3.10)
deveremos ter, pelo coeficiente de 2, a seguinte relacao
1
by = —. 3.11
o= (3.11)

Segue-se , pelo coeficiente de z, a seguinte expressao,

G,le + a1b0 = 0.
Por 3.11 temos,

bl = 9 -
g

Seguindo essa regularidade, que dado um b, podemos determinar o by, ;. Entao, temos
todos os b;, com i = 1,2,3.... Em particular,expressando o coeficiente de x™, dado por
aob, + a1b, 1 + ... + a,by = 0, de variavel b,,, possui solugao unica.

|

Concluimos assim a parte designada a formar bases de funcoes geradoras, que sao
séries de Taylor com coeficiente a,,. A préxima definicao estd associada a um outro tipo
de funcao geradora, a saber, a funcao exponencial. Trata-se naturalmente de uma série
de Taylor cujos coeficientes sao diferentes como veremos a seguir.
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3.3 Funcao Geradora Exponencial

Defini¢ao 3 Dizemos que f(x) é uma fung¢do geradora exponencial da sequéncia
(an)n>0 quando podemos escrevé-la da sequinte forma

flx) = Z %x".

n>0
egf (an
G
= \n!/n>o0
Teorema 5 Sejam f e g duas fungoes geradoras exrponenciais, tais que feif(an)nzo e

9% (bn)nzo-
Entdo a funcao geradora de fg gera sequéncia

(3 (1))

Portanto, a notacao usada serd:

n>0

Demonstracgao.
Observe que

a;z boa a;b x" nla;b
- () (2h4) -5 ¥ T X

n>0 k>0 n>0 i+k=n n>0 i+k=n

Portanto, temos que

=0 z()

n>0 >0

3.3.1 Propriedades
anx”™ nt an+bn)z™
L Zn>0 “nl Zn>0 bT - ano %

2. (Zn>0 (M;L_a':n) (ZnZO brf!n) = Z]+k n i:'lx
Cujod, =31, (")azbn ;

3.4 Raizes da Unidade

Um outro argumento muito vélido ¢ a utilizacao das raizes da unidade de um complexo
para funcoes geradoras. Usar a raiz da unidade é importante quando temos problemas
que consideram uma parte da série, geralmente multiplos de um certo niimero. Por isso
vamos construir uma pequena teoria que ird nos ajudar a resolver alguns problemas do
capitulo 7.

Usaremos nessa se¢ao a seguinte notagao

cis(0) = cos(0) + isen(f) = e”. (3.12)
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Definicao 4 Define-se raiz da unidade, como todos complexos w = x + 1y que satisfazem
a sequinte relagao:
w" =1 (3.13)

As n solucoes da equagao 3.13 sao dadas por wy para k =0,1,2,....n — 1 onde

‘ <2k7r) (2k7r> _ (2k7r>
W =S| — | =cos| — | +isen| — |.
n n n

Consideremos agora

w? =1
Isso implica wyg =1 e w; = —1.
Tomando
fla) = a2,
720
Temos

f(x) = ag + a1w + asx® + ...

f(—=x) = apg — ayx + agx® + ..

Somando-se as duas equagoes acima podemos perceber:

H@) + 1) g, 0 (3.14)

2 -
j=0

Vamos considerar agora

2k

onde wy, = cis (%) ou ainda wy, = ¢35 .

De fato nao ¢ dificil perceber que

f(z) + f(wlgff) + f(waz) Z g (3.15)
Jj=>0
Podemos perceber, a partir da estrutura de regularidade, que para a equagao 3.13
temos

@)+ flwm) + ... + f(wy_12) 3 g, (3.16)

n

Jj=0

Exemplo 14 Encontremos a funcdao determinada pela soma
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Solugao. Usando o argumento anterior, temos que

f@) + f(wiz) + flwsa) g 2®
3 2

n

onde f(x) =€ = g x_'
n!
n>0

Note que,

—x4iV/3 —x—i\/3
2 2

f(l') + f(wlx) + f(wa) B €%+ eW1T | W2 et + e Te

3 N 3 N 3
Assim temos,
et + 2e2 cos (@)
3

h(z) =

3.5 Séries Importantes

Vamos listar aqui algumas séries essenciais que usaremos em problemas nos capitulos
posteriores. E claro que, em virtude da quantidade bastante grande de aplicagoes(algumas
mencionadas no Capitulo 7), escolhemos apenas algumas delas para serem usadas. As
demonstragoes de algumas delas podem ser encontradas em [8] ou em [1]. O objetivo
principal é uséd-las como ferramentas para as solu¢oes dos problemas que contemplaremos
no Capitulo 7.

» an = ! (3.17)

1—=x
n>0
x x"
e => — (3.18)
n>0

(L) 50

(1+2)" = zk: (Z) o (3.20)

senx = ;(—1)"(2‘73%:1)! (3.21)
cosx = Z(—l)" ° n‘ (3.22)
~ (2n)!

()
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tgr =

n>1
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(22n+1 _ 2211)32”
(2n)!

(_1)n71x2n71

2 _1” 2n+1
CLT’CS@HQZ:Z(TL )ZC

2n)1(2n + 1)

n>0

x2n+l

arctgr = Z(—l)"

n>0

2n +1

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)



Capitulo 4

Recorréencias e Funcoes (Geradoras

As equagoes de recorréncia nos permitem modelar a solu¢ao de muitos problemas de
Matematica. Convém lembrar que uma equacao de recorréncia é aquela em que a funcao
f(n) é dada por

f(n) = ¢(n, f(0), f(1), ... f(n = 1)).

Se f(n) = ¢(f(0), f(1),..., f(n—1)) dizemos que equagao de recorréncia ¢ Homogénea.
Caso contrario, a equacao é dita Nao Homogénea.

Finalmente se f(n) = ¢(n, f(n—k), f(n—k+1),..., f(n—1)) a equagao de recorréncia
¢ de k-ésima ordem. Dependendo da estrutura da funcao ¢ a equacao de recorréncia
poderd ser linear ou nao linear.

Existe uma infinidade de equagoes recorrentes, lineares ou nao. O objetivo deste
capitulo é aplicar o método das fungoes geradoras para encontrar o termo geral de uma
equagao de recorréncia linear.

O problema da Torre de Hanoi é o exemplo classico de uso de aplicacao de equacao
de recorréncia de primeira ordem, nao homogénea.

Outro exemplo classico é aquele modelado pela sequéncia de Fibonacci cujo termo geral
nos interessa encontrar. Cabe ressaltar que o objetivo aqui é dar destaque as solugoes
alternativas para problemas ja conhecidos de Combinatéria como a Relacao de Stifel e
a Permutacao Cadtica, embora nem sempre o uso de fungoes geradoras forneca solugoes
mais imediatas.

4.1 Resolucao da Equacoes de Recorréncias

O método de resolucao de equacoes de recorréncia por fungoes geradoras consiste, em
geral, nos seguintes passos:

e Encontrar a equacao de recorréncia que modela o problema.

e Definir a funcao geradora.

e [solar a f em funcao de .

e Escrever a f em série de poténcia para a obtencao dos seus coeficientes.

25
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Notacao: Usaremos [z"|p(x) para indicar coeficiente de 2™ da série p(z).

Exemplo 15 O jogo é formado por n + 1 discos de diametros distintos com um furo no
seu centro e uma base onde estao fincadas trés hastes. Numa das hastes, estao enfiados os
discos, de modo que nenhum disco esteja sobre um outro de diametro menor (veja figura
a sequir)

_\'I:L
i
L

Figura 4.1: Torre de Hanoi

A ideia consiste em transferir a pilha de discos para uma outra haste, deslocando um
disco de cada vez, de modo que, a cada passo, a discos maiores nao fiquem superiores aos
menores. Qual deverd ser o niumero de minimo de movimentos, para que condi¢cao acima
seja satisfeita?

Solugao.
Seja a,, o niumero minimo de movimentos com n discos. O deslocamento das n + 1
argolas para um dos pinos podera ser feito da seguinte maneira:

i. Toma-se n argolas e as inseri em um dos pinos. Isso podera ser feito de a,, movi-
mentos. Como sao dois pinos, entao a contribuicao serd de 2a,.

ii. A argola maior que sobrou, definido o item i, s6 possui 1 movimento possivel .
Logo,

pi1 = 2a, + 1

Como equagao de recorréncia dada por a, 11 = 2a,+1, onde ag = 0 modela o problema.
Considere fﬂ(an)g". Multiplicando a equacao de recorréncia por x™ e aplicando a
soma, temos

Z pix” =2 Z anx’ + Z x".

n>0 n>0 n>0

Por 3.1 podemos escrever

— 1
f—ao — o —
x 1—x
Como ay = 0, temos
1
Fgpe L
x 1—x
Isolando f temos
x
f =

(1—2)(1—22)
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Vamos usar agora o método das fracoes parciais, ou seja, podemos escrever

T 1 1
_ _ _ ST =S e = ST — 1)
L G s v s e Rl s s D Qo) =) am=) ( )z
n>0 n>0 n>0
Como f %7 (2" — 1), temos que
a, =2" —1

Exemplo 16 Encontremos o termo geral da sequéncia a,+3 = 6a,49 — 11la,1 + 6a, com

as condigoes iniciais dadas ag = 2, a1 =0, as = —2.
Solugao.
Definindo novamente f %/ (@n)n>0, temos que
E Gpigx” =6 E Qpaox™ — 11 E api1x" + 6 E a,r".
n>0 n>0 n>0 n>0

Assim por 3.1 com k£ = 1,2, ... temos

2
— Qg — 1T — Ao — ag — 41X —a
J — ao 31 2 :6f 02 1 —11f 0+6f.
x x
Substituindo pelos valores iniciais ag = 2, a; = 0, ay = —2, temos

—24 2 f-2 —2
fo2har _gl-2 g Jo2 gy
X X T

Isolando f temos chegamos a

Fo 2022 — 122 + 2 B 2022 — 122 + 2
1 —6x+ 1122 — 623 (1 —2)(1 —22)(1 —3z)

Finalmente usando o método das fracoes parciais, temos que

5 4 1
— _ = —4.2" M.
U e e P e ;(5 +3%)
Como f
og
5—4.2" 4 3™)°
76—
Temos que

an =5 — 272 43

solugao da equacao de recorréncia homogeénea de terceira ordem dada.
]

Exemplo 17 (Fibonacci) Um casal de coelhos recém-nascidos foi posto num lugar cer-
cado. Determinemos quantos casais de coelhos ter-se-ao apos n + 2 meses, supondo que,

a cada més, um casal de coelhos produz outro casal e que um casal comeca a procriar dois
meses apos o seu nascimento.
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Solucao.

Como cada casal nascido s6 se reproduzira a cada dois meses, entao cada um contri-
buird com algum filho a cada dois meses. Entao no més n teremos,digamos, F;, casais.
E consequentemente, no més n + 1 tem-se F,, | casais. Assim, no més n + 2 tém-se a
contribuicao dos que nasceram no més n e o total de casais do més n + 1. Portanto, a
equacao que modela o problema é dada por:

Fn+2 - Fn+1 + Fn (41)

onde Fpy =0e F1 =1
Tomando f ﬂ (Fn)p%o, multiplicando por 2™ e aplicando a soma ambos os lados temos
que

Z Fn+21’n = Z Fn+1$n + Z Fnl’n,
n>0 n>0 n>0
usando 3.1 temos

f—Fo—le_f—FﬂE

2 x

+ f.

Novamente isolando a f temos

T

le_—

x—a?

Usando novamente o método das fracoes parciais temos

o1 1 1
Cl—z—a? (1188, 125y

2 2

Logo, podemos expressar f como a série de poténcia:

ez - (57))

Podemos escrever
ogf (1 (1+v5) 1 [1=v5\"\
i (H) -5 (59) )
Portanto temos:
s L (1evB)T 1 (1-45)"
" 2 NG 2

Exemplo 18 Encontremos o numero de subconjuntos com k elementos de um conjunto
com n elementos.

S
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Solugao. Considere um conjunto com n elementos dado por A = {ay,as,...,a,} .
Um elementos a; pode estar ou nao em um subconjunto B de A cuja quantidade é k
elementos. Nesse caso, se ay estiver em B teremos que escolher k£ — 1 elementos dentre os
n — 1 restantes. Caso contrario, se a, nao estiver em B, precisamos escolher k elementos
dentre os n — 1. Segue-se entao a relagao de Stifel dada por:

Cnjk = Cn—1k—1 Tt Cn—1k, (4.3)

onde inicialmente temos ¢, = 1.
Fixamos n, podemos definir

fn= Z cn,kxk. (4.4)
k>0

Multiplicando a equacao de recorréncia 4.3 por z* e aplicando a soma em ambos lados
temos

k k k
E Cn ikl = E Cn—1k—1T +§ Cn—1kT .

k>0 k>0 k>0

Logo,

fn = fn—l + wfn—la

que € equivalente a

fn - (1 + 'r)fn—la
com fp = 1. Assim, temos um recursao bem definida e nao ¢ dificil de perceber que:
fo=04+2)"

Seja [2*](1 + )™ o coeficiente de z* na expansao de (1 + z)" entdo,

[2*](1 + 2)" = (Z)

Exemplo 19 FEncontre o nimero de permutagoes sem pontos fizos do conjunto {1,2,3,4,...,n}.
Ou seja, permutacoes tais que nenhum nimero ocupa a sua pPosi¢ao original.

Solugao 1 Considere D,, o nimero de permuta¢oes desejado. Seja gfif)Dn, tal que g é
a fung¢ao geratriz exponencial.

Considere k elementos firos. Nesse caso, existirao D,_; permutacoes de elementos
nao firos. Portanto, podemos escolher k elemento fixos e, consequentemente, permuta-se
0s nao fixos. Assim podemos escrever,

3 <Z> Dyj, = nl

k>0

Assim pode-se escrever
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x
ey
n!

n>0

Portanto, pelo Teorema 5 do Capitulo 3, tem-se:

o) = ST ()= e =

n>0 k>0 n>0

Ou seja:

o (57) (555) - 25

k>0 i>0

Logo temos que:

D, =n! [Z <_n—1|)n]

n>0

Exemplo 20 De quantas maneiras podemos formar palavras com n letras utilizando o
alfabeto {a,b,c,d} se as letras a e b nao devem aparecer juntas?

Solucgao.

Podemos resolver esse problema recorréncia e apds construi-la encontrarmos o seu
termo geral por funcoes geradoras.

De fato, seja a,, o numero de palavras com n letras formadas com as letras dadas no
problema onde a e b nao aparecem juntas.

Claramente podemos ter: a; =4 e ay = 14.

Para encontrarmos a equagao de recorréncia vamos escrever os seguintes casos:

i. Seja b, o numero de palavras, que satisfazem o enunciado, com n letras que comecam
aoub

ii. Seja ¢, o nimero de palavras, que satisfazem o enunciado, com n letras que comecam
coud.

A separacao nesses casos nos permite dizer que

a, = b, + c,. (4.5)

Nas palavras que comecam com a, satisfazendo o enunciado, poderemos usar so-
mente as letras {a, ¢, d}(analogamente palavras que comegam por b usam-se somente
as letras{b, ¢, d}). Logo, temos que b, = 3a,_1, j& que restam n — 1 espagos a se-
rem preenchidos. Da mesma forma se a palavra comecar com ¢ ou d teremos que
usar somente as letras {c,d,a} ou {¢,d,b}. Nesse Caso, por exemplo, se a palavra
comecar com a letra ¢, podemos supor que a proxima letra serd b ou a. De maneira
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analoga quando a palavra comegar com a letra d. Como irao restar n — 2 espagos a
serem preenchidos, teremos ¢, = 2a,,_».

Assim, temos a modelagem do problema. Nesse caso se quer usar 3.1, por isso
usaremos a seguinte equacao de recorréncia(obtida trocando-se n por n + 2).

Apio = 3py1 + 20y (4.6)

Portanto, definindo P(x) g (a,)§°, multiplicando a equagao de recorréncia 4.6 por z”

, aplicando a soma em ambos lados temos

Y tni2 =3 anp1 +2)> an (4.7)

n>0 n>0 n>0

Usando novamente 3.1 temos

P(x) — ag — P(x) —
) = — e P =0 o pyy)
x x
cuja a solugao P(z) é dada por
r+1
P(x) = .
@)= S gt

Usando novamente o método das fragoes parciais, como fizemos em exemplos anterio-
res, temos a solugao geral

17+5V17\ (3417 [17=5V17\ [3=VIT\
() () () ()

Para término dessa secao, exibiremos um teorema que diz respeito a uma sequéncia
linearmente recorrente a,x, tal que se tomarmos P(z) %/ (an);%o, Poderemos escreve-la
como uma divisao de dois polinémios de graus bem definidos. O objetivo é formalizar a

ideia das funcoes racionais que comentamos no capitulo anterior.

Teorema 6 Suponha a sequéncia a,, dada por uma recorréncia linear de ordem k com
coeficientes constantes isto €, ci,Ca, .., C

(p+tk = C10ptk—1 T C20pik—2 + ... + CkQp

e com os elementos ag,ay, ..., ax—1, conhecidos. Entao a func¢ao geradora P(x) = ag +
a7 + asx?® + ... € racional, ou seja, P(x) = % onde Q(x) € um polinémio de grau k, e
S(z) € um polinémio de grau no mdximo k — 1.

Demonstracgao.
A prova dessa teorema poderd ser consultada em [13].
|
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4.2 Produto de Hadamard de Funcoes GGeradoras

Jacques Hadamard (1865-1963) foi um importante matemético francés do século 20
que teve bastante notoriedade, principalmente na teoria de niimeros primos. Ele produziu
um total de 29 artigos em vérios ramos da matematica e incursoes na fisica.

Ocupou a cadeira na Academia de Ciéncia, no lugar de Henri Poincaré. Sua histéria
é relatada no livro [17]. Aqui vamos nos concentrar numa pequena aplicacao de fungoes
geradoras. A referéncia que usamos aqui foi basicamente [13] e servird como um certo
tipo de aplicacao de fungoes geradoras racionais.

Definicao 5 O produto de Hadamard de duas funcoes geradoras dadas por:

P(z) = ap + a1z + asx® + ...

Q(x) = by + byw + box® + ...
¢ dado pela sequinte notacao:
PoQ(x) = apby + arbyx + ...

Note que o produto de Hadamard nos da uma sequéncia cujos elementos sao produtos
de elementos correspondentes de sequéncias, ou seja, para um termo de ordem n de uma
sequencia a,, e b,, temos que sequencia de Hadamard é dada por a,b,.

Teorema 7 O produto de Hadamard de duas funcoes geradoras é racional.
Para provarmos esse teorema precisamos do lema a seguir:

Lema 2 A funcdo geradora de uma sequéncia (ax)r>o € racional se somente se existem
nimeros by, by, ...,b; € R os polinomios pi(n), ...,pj(n) tais que para algum n temos que

J
a, = sz(n)b?
i=1

Demonstragao.
Seja,

P(zx) = Z anx".
n>0

Como P(z) é racional, podemos escrever

() co+ 1T+ o + ...+ gkt
x) = :
oo+ + a4 L+ cak

- (8ee) (£e)

i=0 =0

que equivalente a
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Usando Binoomio de Newton, temos

k—1 ;
P(z) = ()~ (E Cz'l“l) (E ( . ) {%x—l— %:1:2 + .t Z—’:x’“] ) :
0 0 0

i=0 i>0
ou seja,
k—1 -1 c* ct ct i
P) = () [T e Z( )x {—1+—zx+...+_f;xk—l} s
i= i>0 g % % o

O fator [2—1 + 2—2x +..+ Z—Exk_l] ¢ um polinémio de grau i(k — 1).
0 0 0

Entao vamos escrever genericamente 4.8 da seguinte forma

P(x) = ap+ a17 + agx® + azx® + ... = (cf) (Z c,-:z:i> (Z (_Zl) $ipi(k1)($)> . (4.9)

i>0

Agora ¢é so tomar o coeficiente de 2™ da expressao 4.9
|

Agora somos capazes de demonstrar o Teorema, 7
Demonstracgao.

A prova desse teorema segue direto do lema, pois:
Se f é uma funcao geradora racional, podemos escrever cada a,, como:

J
an =Y Pt}
=1

Da mesma forma, sendo g uma funcao racional, podemos escrever cada ¢,

J
Cn = Zp;k (nﬁzn
i=1
Segue que se

2
fog=apcy+ aicix + ascox

Entao a expressao

nby = (Zpi(n)b?> (Zp;k (N)t?> :

dard que f o g racional.
]
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4.3 Numero de Catalan

O Numero de Catalan c, é frequentemente associado a muitas estruturas em Combi-
natoéria, principalmente aquelas cujos objetos estao envolvidos em uma recursividade.
Podemos encontrar na literatura uma série de defini¢oes desse nimero. Diante dessa
variedade, vamos escolher definir Catalan através de uma estrutura algébrica de parénteses.
Por isso, considere a seguinte operacao algébrica:

(a—b)(a—(c—d))
Se experimentalmente apagarmos a letras dos respectivos parénteses teremos a seguinte
estrutura

0(0)-

Portanto, podemos organizar essas estruturas com 1, 2, 3, .... pares de parénteses cuja
estrutura é a seguinte figura:

1 paréntese ( )

2 pares de paranteses () ) (())

3paresdeparanteses ())() ()(()) (D) (OO ()

Figura 4.2: Estrutura de Parénteses

Segue-se portanto,

Definicao 6 O Numero de Catalan ¢, representa a quantidade de expressoes contendo n
pares de parénteses

Representemos entao a sequéncia de Catalan,

e ={1,1,2,5,14,42,132...}

Desejamos, agora, desenvolver uma funcao geradora que represente a sequéncia de
Catalan. E importante perceber que nas estruturas escritas, simplificadamente, na figura
4.2 temos pares de parénteses internos ou externos a outros. Entao, considerando uma
estrutura com n + 1 pares de parénteses, se tivermos ¢ pares internos consequentemente
obteremos n — i pares externos. Assim, todas as concatenagoes com n + 1 pares sao dadas
por

Cn+1 = Z CiCp—j. (410)
1=0

Exemplo 21 Considerando cg = 0, caculemos cg usando 4.10

Segue-se portanto,
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5
Ce — Z CiCn—i = CoCs + C1Cq + CoC3 + C1Cq + C5Co = 2(42 + 14 + 10) = 132.
=0

Vamos definir agora a parte mais importante que é formula geral para o nimero de
catalan.

Considere
)97

cr(z Cn)n>0s

ou seja,
c(r) =co+ ez +eor® + ... =14z +22% +52° + ..., (4.11)
elevando 4.11 ambos os lados ao quadrado e multiplicando por z temos
wc(x) = cix + (cocr + crco)a® + ... = 2+ 22° + 52 + .. = ¢(z) — 1.
Reorganizando a equacao temos
vci(x) — ¢(z) +1=0.

Cuja solugao nao é dificil perceber que

1—-+v1—-4x

(@) = 2x

e OBS: Nao usamos o sinal de + na solugao pois se tivéssemos,

_1+\/1—4x

2x

ci(x)

Que é equivalente a

1—+v1—4x

Teriamos,

limg_so+ci() = 00

Que nao é verdade.

Portanto,

1—+1—4x ogf
2z —
Desejamos, agora, mostrar que:

1—\/1—41' Z 1 277, n
_— = ",
2x n>0n+1 n

(¢n)n>0-
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De fato usando a expansao binomial,

VI—hi= (1)t =3 (Z) (=3 (=1~ 1.3.5...(2n2n—n!5).(2n —3)(—4a)"

(4.12)
Da equagao 4.12 temos que o somatorio do lado direito se torna

1.3.5...(2n — 3)(2x)"
-y s )@x)" (4.13)

n>0

No entanto, multiplicando numerador e denominador da equacao 4.13 por (n — 1)!
temos que

n

1.3.5...(2n — 3)(n — 1)!(2 (2n — 2)lz™
— =1-2 =1-2
Z nl(n —1)! Z n(n —1)!(n —1)! Z(n—l)

n>0
Segue que,
2n —
1—dr=1-2
vim-12y (M0
n>1
Portanto,
1—v1—-4 1 /2
o) = 5 —— =3 ( n)
2x nt 1

Logo:

1 2n
Cn =
n+1\n
E ainda recursivamente podemos escrever:

4n + 2
n -+ 2

Cny1 = Cn



Capitulo 5

Método Snake Ol

Um dos métodos mais utilizados para provar identidades de Combinatoria é o Método
“Snake Oil”, principalmente problemas envolvendo niimeros binomiais bem complicados.
De fato, esse método consiste em uma das aplicacoes de func¢oes geradoras amplamente
difundidas em grafos, algoritmos, etc. Alguns problemas de soma combinatoria sao re-
almente dificeis e em muitos casos nds valemos da convergéncia da série e da troca das

somas.

Como comentado no inicio desse trabalho, esse foi primeiro método ao qual tive con-
tato. Neste Capitulo, nos concentraremos em 5 exemplos com o intuito de somas binomiais
particularmente dificeis.

Simplificadamente, o método Snake Oil consiste em:

1.

D.

Identificar a variavel livre da soma. Se ela for um certo n, dd-se um nome para essa
soma, digamos f(n).

Define-se uma funcao geradora F'(x) que terd como coeficiente f(n).
A fungao F(x) entao serd escrita em somatdério duplo.
Interacao entre as duas somas, buscando uma férmula fechada mais simples.

Busca-se a identidade de coeficientes da funcao geradora em questao.

Esse capitulo se encontra todo referenciado em [1] e em [14].

Exemplo 22 Determinemos o valor da soma

25

k>0

paran =0,1,2,..

Solucao.
Define-se a variavel livre n e assim, pode-se escrever

=% (.5

k>0

Define-se agora a fungao geradora dada por

37
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F) =Y fme =% (n k k)x DY (n b k)xk

n>0 n>0 k>0 k>0  n>0

Que ¢ equivalente a,

Z(xz +z)k = _ (5.1)

1—x—a?
>0

Vamos provar que 5.1 é igual a :

Z Fn+1$n

n>0
De fato, dada a sequéncia de Fibonacci podemos escrever

S(x) g (Frs1)n>0-

Assim,
S(z)=1+x+ 2>+ 32° + 52t + ... (5.2)

Multiplicando a equacao 5.2 por x e por x? chegamos a

—2%8(z) — 2S(x) + S(z) = 1,

que implica em

Portanto,

1 n
1—o—a? :ZFnﬂw

n>0

Portanto, chegamos a seguinte conclusao:

S (1) =

k>0
[ |
Podemos escrever ainda alternativamente que

(ﬁk) - (%k—n)

Entao, a soma podera ser escrita da seguinte forma:

Z(nﬁk> :Z(%k—n) = Fan,

k>0 k>0

onden =0,1,2,3,4, ...
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Exemplo 23 Encontremos o valor da soma

Solucao.
Seja f(m) =1, (¢ )( ), pois nesse caso temos m como varidvel livre.
Ainda podemos definir a fungao geradora de f(m) como

=Y flm)x

m>0

ey ()(5)

Fazendo a alternancia dos somatorios, podemos chegar ao seguinte formato:

oS OE (-5 (oo

k<n m<k m<k

Portanto, podemos escrever

Donde se conclui que

Logo,

]
Exemplo 24 Encontremos o valor da soma

5 (o) (1)

k>0

Solugao.
Novamente definimos a varidvel livre n e também podemos escrever que f(n) =

Zkzo ( v ) (2:) CDF o g funcao geradora

m-+2k k+1
=> fln)x

n>0

Assim, usando novamente o método Snake Oil, temos:

=SS () () e

Trocando a ordem dos somatérios, temos
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- ()t g (114

k>0
Usando a série 3.27 do capitulo 3, temos

m~+2k

B 2K\ (—1)F _ x
F($)_Z<k>k+1$ k(l_x)m+2k+1’

k>0

que é equivalente a

Im

a2 (D ()

Usando a féormula de Catalan, temos

F(x) =

=1 4 —gm—1 2+ 2x+1
F“*ZZTTBFT<1_ 1+u—wP):2ﬂ—wW‘lof_ <x—”2>'

Segue-se,
1 r+1
F(zx) = 1
2(1 — z)m-t x—1
Portanto,
xm
Flr)= —.

Usando novamente a série 3.27 do capitulo 3, obtemos

Fo =X (1)

n>1

oS (REE(7))

Exemplo 25 Provemos a identidade

2 (")) =) 63

k>0
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Solucao.
E suficiente mostrar que a fungao geradora do lado direito é igual a do lado esquerdo.

Defina
=2 ("))

Sua funcao geradora é dada por
F(z)=>_ f(m)z™
m>0
De fato podemos escrever F'(z) da seguinte forma:
m n+1\ (m+k
P =y (N (M)
m>0 k>0
Fazendo a troca classica ja feita nos exemplos anteriores, temos
2n+1 m+ k
F(z)= m
@=3 (" )2 (")
k>0 m>0
Somando k e subtraindo £ na poténcia do z, vemos
2n+1 m+k
F — —k m+k.
@ =3 (M ) (M)
k>0 m>0
Novamente usando a série 3.1, temos
2n+1\ , ™
F(z)= —_.
(=) ;; ( 2%k ):1; (1—2)2+

No entanto,

Z 2n +1 (x_Tl)kal 1+L 2n+1+1 1_L 2n+1
=0 2k 2 N 2 N '

Segue-se que

WA 1
o) = 22— (e~ )

Tomemos agora a funcao geradora do lado direito da igualdade 5.3

@)= 3 (P o = 3% (e

m>0 m>0

Portanto

_ (ayp 1
g(w) = 9 ((1_\/5)2n+1 (1+\/§)2n+1>'
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Exemplo 26 Determinemos o valor da soma

n+k\
E 2m7R,
k>0

Solugao.
Novamente vamos usar o Método Snake Oil. Por isso, podemos escrever

=3 (n;;k) on—k

e por consequéncia definir

Ou seja,
que equivalente a

Somando k e subtraindo k na poténcia do " podemos escrever:

P(z) =Y 27%2x)™*) (” 2:; "7) (20)m

k>0 n>0

Usando novamente a série 3.1 do capitulo 3 temos

1 x g 1— 2z
Pla) = 7757 2 ((1 —zx)2> T (1 —4z)(1—2)

k>0

Logo, usando fragoes parciais, temos

1 2 1
P(x) = = )
(@) 3(1—4x+1—x>

n + k - 1 + 22n+1
> L R
2k 3

k>0

Portanto,



Capitulo 6
Particao

Um dos problemas fundamentais em Matematica é a particao de um nimero inteiro.
Importantes matematicos como Euler, Hardy, Littlewood, Ramanujan, entre outros fize-
ram generosas insergoes nessa area.

Na verdade encontrar uma férmula geral para a particao de um nimero foi um dos
maiores desafios para os matematicos durante 300 anos.

Euler no século XVIII, por exemplo, como veremos mais adiante, desenvolveu uma
formula de recursao usando uma funcao geradora. Por muito tempo os matematicos
determinaram as parti¢coes desse nimero usando essa férmula e com isso conseguiu-se
encontrar, por exemplo, particdo de 200 a qual escreveremos como p(200).

No entanto Hardy e Ramanujan conseguiram analisar o comportamento da fungao
particao. Mas em meados dos anos 30, o matematico Rademacher conseguiu, enfim,
encontrar uma férmula exata para uma partigdo de n que denotaremos por p(n).

H& também uma férmula usando Fractais, desenvolvida por Jan Braunier e Ken Ono.

Nesse capitulo, essencialmente, vamos nos concentrar nos aspectos mais proximos as
fungoes geradoras, ou seja, utilizaremos o Teorema de Fuler para chegar a férmula de
recursao desenvolvida por ele. Também podemos citar dentro desse contexto a teoria de
nimeros pentagonais.

As referéncias desse capitulo sao [11], [12] e [17].

Defini¢ao 7 Uma particio de um nimero inteiro n, denotado por p(n) é uma forma de
decomposicao de n como soma de inteiros positivos.

Exemplo 27 Seja a particio do numero inteiro 3. Assim temos
3=24+1=1+1+1.
Logo, p(3) = 3.
Exemplo 28 Seja a particao do inteiro 4. Assim,temos:
4=3+1=24+2=2+14+1=14+1+1+1.
Logo, p(4) =5

Mais tarde, no Problema 10 do Capitulo 7, iremos exibir uma aplicagao do problema
da particao, que é justamente uma prova do teorema de Euler.

43
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6.1 Representacao Geométrica das Particoes

Tome como exemplo uma particao dada por 4 + 3 + 1 + 1. Podemos representa-la
esquematicamente da seguinte forma:

L] @ L @
L] @ L
L]

L]

Figura 6.1: Particao do 9

Se, na representacao geométrica de uma particao, trocarmos as linhas pelas colunas e
obtivermos uma outra particao do mesmo nimero, entao essa ¢ dita conjugada.

L L @ L] L
L L

L

Figura 6.2: Particao do 8

@ L L
@ L

@

@

@

Figura 6.3: Particao conjugada do 8

O teorema a seguir é uma importante aplicagao do que acabamos definir como particao
conjugada.
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Teorema 8 O numero de particoes de n em m partes € igual ao nimero de particoes de
n tendo m como maior parte.

Demonstracao.
Para demonstra¢ao desse Teorema, consultar [17].
|

6.2 Funcao geradora para particao

Aqui discutiremos detalhes relacionados a uma particao usando o conceito das fungoes
geradoras. Iniciaremos entao, com um teorema(Euler) importante cuja demonstragao,
como comentamos antes, se encontra no proximo capitulo dentre os problemas selecio-
nados. Para posteriormente, discutirmos a respeito da recursividade de p(n) a qual é
necessaria para obter a particao de niimeros maiores.

Teorema 9 (Euler)
Seja p(n) uma particao de n e |xz| < 1, temos

H . —1xm = Zp(n)x"

m=1 n>0

Podemos encontrar outros tipos de funcgoes geradoras. Depende apenas de como se
quer particionar o nimero.

Por exemplo, as p(4) parti¢oes de 4, s@o, como ja vistas antes 4 =34+ 1 =2+ 2 =
24+14+1=1+14+1+1. No entanto se quiséssemos distribuir 4 objetos em 2 gavetas
idénticas de modo que nenhuma gaveta estivesse vazia, terfamos apenas os casos: 3 + 1
e 2+ 2. Por isso, terifamos que considerar uma funcao geradora que tomasse quantidade
par de gavetas, ou seja, se tomarmos o coeficiente de 2% do produto

o0

[T +2"),

k=0
terfamos a quantidade desejada.

De fato, as funcoes geradoras das particoes variam de acordo com o que se quer. Por
isso vamos resumir na tabela a seguir:

Fungao Geradora | Sequéncia das Particoes de n em partes que sao:
| H% Impares
HZ; # Pares
| ﬁ Quadrados
Hp ﬁ Primos
[[=, (1 + *) Distintos
[To, (1 + 2?1 Impares Distintos
[T, (1 +22) Pares Distintos
[, (1+ $k2) Quadrados Distintos
[[,(1+2P) Primos Distintos

Exemplo 29 Provar que todo inteiro positivo pode ser expresso de maneira unica como
soma de poténcias distintas de 2.
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Solucao.
Seja n um numero inteiro o qual precisamos particionar em poténcias de base 2. Assim,
a funcao geradora

o0

H(l —i—ka)

k=0

é a que particiona n em poténcias de 2. Basta agora obter o coeficiente de x". No entanto,
é facil ver que

o0

doal=1+z+a®+ =] +2")

>0 k=0

Temos entao que o coeficiente de z™ é 1.
[ ]

Na préxima se¢ao abordaremos os nimeros pentagonais, os quais serao importantes
para calculo da férmula da recursao de Euler.

6.3 Numeros Pentagonais

Os numeros pentagonais sao descritos de acordo com a figura a seguir:

°
1 14+44=5 1 +4+7=12 l4+4+74+10=22
Figura 6.4: Numeros Pentagonais
Por isso os nimeros pentagonais sao: 1,5, 12, .... Ou seja, o n-ésimo termo da sequéncia

de ntimeros pentagonais é dado por

3n“—n

Demonstragao.

Pela definicao de nimeros pentagonais tem-se que cada termo é resultado de uma
soma de uma PA cuja razao é 3.

De uma maneira geral

a; +ap)n
a(n):a1+a2+a3+...+an:%,
onde a,, = 3n — 2

Logo
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7 . , 2
Podemos também dizer que os nimeros a(—n) = 22

sao também pentagonais.

Teorema 10 Se |z| < 1 temos

00 +oo
Hl—x J=1l—-a—2*+2°+2"+ ... —1—1—2 ) 4 ol = Z(—l)”x“(”)
k=1 k>0 —o0

Demonstragao.

Para demonstracao desse Teorema consultar [12].

n

6.3.1 Recursividade para p(n)

Teorema 11 Seja p(0) = 1. Entdo, para n > 1, temos
p(n) —p(n —1) — P(n—2) + p(n —5) +p(n —7)... = 0

Demonstracgao.
Pelos teoremas 9 e 10 podemos escrever

1= (Z(—l)k(:ﬁ“(”) + m“(”))> (Z p(/{:)xk> .

Agora reconhecer o coeficiente de ™ que
De fato, expandindo as somas temos:

() (o) =

( b (=12 4 (—1)%3 4 (—1)le 4 (—1)%5 + ) (p(0)2° + p(1)z* + p(2)2? + ...) .

E equivalente a,

Portanto observando o coeficiente de z" e igualando a expressao a 0, teremos

p(n) —p(n—1)—Pn—2)+pn—>5)+pn—"7)..=0

|
Usando a féormula de recursao de Euler, matematicos como Percy Alexander MacMahon(1854-
1929) conseguiram listar algumas partigoes. Sao elas:
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p(10) = 42
p(15) = 176
p(20) = 627
p(25) = 1958
p(30) = 5604

p(40) = 37338
p(50) = 204226
p(100) = 190560292
p(200) = 3.972.999.029.388

No entanto, em 1915 Hardy e Ramanujan publicaram um dos trabalhos mais impor-
tantes para séries assintéticas para p(n), nos quais deduziam o resultado

(1)~ ——=eVE
n)~ €
P 4nv/3

Na verdade Ramanujan fez incursoes a respeito da divisibilidade da particao p(n) de
alguns numeros, ou seja, ele provou que

e p(bm +4) = 0modb
e p(7Tm +5) = 0modT7

e p(11m + 6) = Omodl11

Em 1937, o matematico Hans Rademacher(1892-1969) encontrou uma férmula para a
particao de certo niimero, solucionando um problema que ja durava 300 anos. Nao vamos
exibi-la, pois foge do escopo dessa dissertacao. No entanto, o leitor poderd encontra-la
em [11].

Hoje, a Teoria das Particoes tem diversas aplicacoes, tanto dentro da Matematica
(Teoria dos Numeros, Grafos, Combinatéria, etc) quanto fora dela, como, por exemplo,
na Miusica. Ou seja, essa teoria ja tem aplicacao pratica no cotidiano, fornecendo, assim,
uma motivagao maior de aplicd-la em diversos estudos.



Capitulo 7

Aplicacao de Funcoes Geradoras em
Problemas

Chegamos ao ultimo capitulo dessa dissertacao, que serd voltado para aplicagoes em
problemas de Olimpiadas ao redor do mundo e vestibulares. As referéncias desse capitulo
sao [2], [3], [4], [5),[7] e [9]

A estrutura dessa capitulo se dar-se-a da seguinte forma: Primeiro estabeleceremos o
enunciando dos problemas; em seguida iremos propor uma solugao por meio de funcoes
geradoras; e finalmente teceremos comentarios pertinentes acerca deles.

Problema 1 (IME - 2005)
Sejam Sy e S1 somas definidas por:

() () ()
() () (ustr)

Calcule os valores de Sy e S em funcgao de n.

Sugestao: utilize o desenvolvimento em binomio de Newton de (1 + cis%’r)n

Solugao.

Primeiramente, note que o problema tem duas vertentes. Quando observamos Sy,
vemos uma soma binomial cujas escolhas sao multiplos de 3. Ao mesmo tempo, quando
observamos S, vemos também uma soma binomial cujas as escolhas tem um formato
3L%J + 1, para k > 1. Portanto, para que possamos escrever Sy em funcao de n, sé
precisamos das raizes cuibicas da unidade. Mas para possamos escrever S; em funcao de
n, serd necessario, uma ideia além das raizes ctbicas da unidade no sentido de expandir
algumas somas para se obter o desejado.

Considere as raizes terceiras da unidade ou seja,

, <2k:7r)
wy = cis | —
3

e também defina
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Fz)=(1+ax)"
Por 3.16 , temos

F(z) + F(uwiz) + F(wax)
3

= f(=).

Portanto, fazendo, x = 1, podemos escrever

1) = S0 — 27 + (1 + cis%”); +(1+ cz’s%ﬂ)n_

Assim,

50 = 2" + (1 + cisZ)" 4 (1 + cisiF)"
3

No entanto, usando sugestao do problema, podemos escrever

27\ " 4 2 4 2
(1 + cisg) = 2"cos" (g) cos (%n) + 12" cos" <§) sen (%n) . (7.1)

Usando o Binomio de Newton, temos

2r\" < 2
1+ Cis—ﬂ = " cis pr ,
3 P 3
que é equivalente a

(1 + cz‘s%ﬁy - i (Z) cos (2?) +¢i (Z) sen (?) . (7.2)

p=0 p=0

Portanto observando as partes reais e imagindrias das equagoes 7.1 e 7.2 temos,

5 (Yo (22 = e (1) o (222, >

p=0

(7)o (22 < e (1) (1), -

p=0

Expandindo as equacoes 7.3 e 7.4 temos

S ((1) ; (2) s (4) ; (5) ; ) _ cos” (g) (27)
s 5o ()0 (5) = ()4 6)
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Observando-se a parcela dentro paréntese da equacao 7.3, temos contida na soma

() () () (2) ()

g

<
S1 7.4

Portanto, podemos escrever 7.3 da seguinte forma,

1 2n+1y/3 4 2 4 2
So— = [ 251 — \/_cos" ) sen (2R ) = 27cos™ (X ) cos [ =2 ).
2 3 3 3 3 3

Ou ainda podemos escrever,

ontly/3 4 2 4 2
So— 51+ 6\/_008” (%) sen (%) = 2"cos" <§) cos <$) .

Que é equivalente a,

2nt1/3 4 2 4 2
S1=5)+ 6\/_005" (g) sen (%n) — 2"cos" (%) cos (%n) .

Onde,
5 — 2" + (1 + cisZ)" 4 (1 + cis%”)”.
3
[
Comentario.

O problema 1 do Insituto Militar de Engenharia (IME) foi na época um dos problemas
mais dificeis da prova. Sobretudo, para os alunos e professores que nao possuem muito
contato com a junc¢ao dos complexos com nimeros binomiais faz esse problema ser tornar
mais dificultoso. Oferecemos aqui, uma proposta de solugao alternativa que buscou honrar
a teoria desenvolvida neste texto, especialmente no que se refere a secao 3.14 , que trata
das raizes da unidade e equacao 3.16.

Problema 2 (IMO - 1995)
Seja p um numero primo impar. Quantos subconjuntos de p elementos do conjunto
{1,2,...,2p} tais que a soma dos elementos seja divisivel por p?

Solucgao.

Primeiramente observemos as condi¢oes do problema:

Condigao 1. Selecionar subconjuntos de {1, 2, ...,2p} com p elementos

Condicao 2. Soma dos elementos desse subconjunto deve ser divisivel por p.

Portanto, precisamos de uma funcao geradora que regule essas duas condigoes. To-
2p
memos, por exemplo, a funcao H(l + 2'). Nesse caso, o coeficiente de 2™ nos dara a
i=1
quantidade de subconjuntos cuja a soma ¢é n.
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Portanto, podemos usar as condicoes 1 e 2 precisamos da seguinte funcao geradora:

2p

f(r,x):H(r—l—xi):(r—irx)(r—l—x) (r + 2% Zaltrx (7.5)

i=1
Fagamos a seguinte pergunta: o que representa a;;?

Na pratica a;; representa o nimero de subconjuntos de S com 7 elementos cuja a soma
desses elementos ¢ t.
O que queremos na verdade é determinar:

T — Zap’t' (7.6)

plt
Consideremos agora w = cis (%”), cujas raizes estao no seguinte conjunto:

A= {1, w,w* .., w1}

Portanto, podemos calcular:

Zfrﬂ? Zfrw

z€A 1<k<p—1

Observe, por 7.5 temos que

o« f(r1)=(r+1)¥

o f(r,wh) = ((r+w)(r+w?)..(r+w"))
De fato se tomarmos x = 1 em 7.5 teremos

fr,)=04+r)(1+7r)..(1+ 7"2 =(1+7r)%

-~
2p

Por outro lado temos:

flr,w®) = (r +wb) (1 +w?)..(1 + w")...(1 + w??).
Que equivalente a:

Fr,wh) = [(r +w)(r + w?)..(r + w?)]?,
pois para 1 < k < p — 1 temos

(r +w*)(r + w*)(r + w*)...(r + W) = [(r + w)(r + w?)..(r + w")] .
No entanto nao ¢ dificil perceber que

(T + w)(T + w2)...(7‘ + wp) =P +1,

portanto, podemos dizer que

D flra)=(r+ 1%+ (p-1)0" +1)% (7.7)

€A
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Voltemo-nos agora para uma outra soma onde r € A:

SN ) =D [+ D 4+ (o - D6+ 17

reA zeA reA
Note que,
-1 +27+1)=(p—1)) (" +r"+1) = (p— 1)dp. (7.8)
reA reA
Portanto,

D3 (2}5) F3S (if) r* 4 dp(p — 1). (7.9)

reA k=0,p,2p reA k#p

Como Y24 Dy (D) =300 () 2o ,car® = 0 temos que 7.9 torna-se

ZZf(r,a:)szif) +4p_2].

rcA reA

Finalmente, para que possamos terminar o problema, precisamos usar a definicao 7.5,
para calcular

2D )= > > awr'e' =) D jaur') a'=p) | D aur' | =p(T+2).

rcA z€A recA xzcA it reA it €A reA \4,t,pli,p|t

Segue-se, portanto que

[ ]

Comentario.

O problema 2 que apresentamos faz parte de uma competicao de matematica para es-
tudantes de ensino médio do mundo todo. Essa competicao teve seu inicio em 1959 e ;hoje,
tem o formato em que cada pais escolhe 6 estudantes como representantes. Atualmente
participam estudantes de mais de 100 paises entre os 5 continentes.

Nesse sentido, a escolha dessa problema mostrou-se necessaria diante boa aplicacao
na questao, novamente, das raizes da unidade. Tivemos uma necessidade extra de que
o subconjunto contivesse p elementos. Por isso, adotamos uma funcao de duas variaveis
visando controle da quantidade de elementos e da sua soma.

Problema 3 (PUTNAM - 1957)
Seja a(n) os nimeros de representagoes de um inteiro n como soma de 1’s e 2’s, tendo
a ordem considerada. Por exemplo:

4=14+142=14+24+1=24+14+1=24+2=1+1+1+1

entdo se tem a(4) = 5. Seja f(n) o nimero de representagoes de n como de nimero
inteiros maiores 1, onde a ordem € relevante. Por exemplo:

6=4+2=2+4=34+3=24+2+2
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Mostre que
a(n) = B(n+2)

Solucao.

Esse é um problema de partigao cuja abordagem refere-se a dois tipos: a(n) representa
uma partigdo do n em que poderao ser usados apenas 1 e 2. Enquanto (n) representa
uma particao em que poderao ser usados os nimeros maiores que 1. Entao, vamos pensar
de maneira semelhante ao problema 2. Precisamos de uma funcao geradora que modele a
partigdo a(n) e outra que modele 5(n).

Por isso, considere que uma particao de n em geral pode ser dada por

x1+a:2+x3—|—...—|—xj:n.

Como s6 podemos usar os numeros 1 e 2 cuja ordem é relevante, é natural pensar
que cada z; gerard um [z"](z + x?)’, que representa uma particao de n em j partes. Por
exemplo:

e 0 numero de particoes de n em que somente o 1 é usado, ¢é igual a 1, ou seja
(1] (z + 2?) = 1.

Por isso para que possamos obter a(n) é necessério analisar

1
1—o—a2

@] Y (@ +a)" = [2]

m>0

De forma semelhante com [3(n), temos que

[x"] Z (Z :L‘j> =" (1+ @ +2°+. )+ @+ +2 '+ ..)"+ ).

m>0 \j>2

Que é equivalente a

=" (1 — (:z;2+x13+x4+..)) =l (1 —2%(1 +1SE+9E2+--)) - (ﬁ(ﬁ) '

Logo,

2

n X
DAl = 7= s

n>2

Portanto temos a expressao,

Zﬁ(n)ﬁn = ﬁ = Z a(n)z" 2.

n>2 n>0



95

Conclui-se que

a(n) = B(n +2).

[

Comentario.

A competicao William Lowell Putnam foi criada em 1927 por Elizabeth Lowell Put-
nam, em homenagem ao seu marido. Desde 1938 essa competicao é administrada pela
American Mathematical Society (AMS) e tem o intuito de promover a Matemética para
estudantes universitarios.O torneio é considerado bastante dificil e tem uma premiagao
interessante para os vencedores.

O problema 3 consiste em dois tipos de particoes: Na primeira usa-se somente os
numeros 1 e 2. Na segunda, usam-se niimeros maiores que 2. No caso, o mais interessante
sao as duas parti¢oes(em relagdo a quantidade) sao similares descontando 2 unidades.

Por isso, a estratégia foi escrever, para cada uma, as suas respectivas fungoes geradoras
e explicitar os coeficientes de ™.

Problema 4 (Shortlist IMO - 1998)

Seja ag,aq,as, .. uma sequéncia crescente de niumeros inteiros nao negativos tais que
todos os inteiros nao negativos podem ser expressos unicamente na forma a; + 2a; + 4ay,
onde i,j e k nao sao necessariamente distintos. Determine ajgos.-

Solucgao.

Pelos dados do problema, seja n € Z, temos que

n = a; + 2a; + 4ay. (7.10)

Precisamos de uma fungao geradora que nos dé um termo da sequéncia ay, para k > 0.
Como todo inteiro n pode ser descrito segundo 7.10, considere a funcao geradora:

fla) =" goit2artio
i’j7k
A ideia desse problema é semelhante aos anteriores, ou seja, tomar uma funcao gera-

dora cujo o expoente é o desejado.
Observe que,

i,k
Portanto,
1

fl) =

Supondo h(z) = Zx‘”, temos a seguinte soma:
i>0
1
s h(z)h(z®)h(z?) = ZxaixQ‘lfa:4ak.

ik
Note ainda, se = = h(z)h(z?)h(z*) entdo —— = h(x?)h(2z*)h(2®). Portanto pode-
mos escrever,
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h(z) = (14 2)h(z%).

Usando o mesmo raciocinio temos,
h(z) = (1+2)(1 + 2%)h(z>).
Portanto, segue recorrentemente

D am = (L4 2)(1+2)(1+2%)..

k>0
Assim,
Q1o0s = 80 + 8%+ .. + 85 4+ 8 +82+8.
[ ]
Comentario.

Shortilist IMO é um banco de questoes da International Mathematical Olympiad
(IMO) do qual serao retirados os problemas que estardo presentes na competicao. Esse
problema aqui selecionado, em particular, nao foi inserido na prova e, por isso, a comissao
organizadora o manteve em um banco de questoes.
Aqui tomamos, assim como no problema 7, uma funcao geradora no qual os expoentes
sao termos de uma sequéncia.

Problema 5 Encontre uma formula geral para a sequéncia (Yn)n>o com yo = 1 € y, =
ayn—1 + 0", paran > 1, onde a e b sao dois numeros reais fixos.

Obs: Esse problema poderd ser encontrado em [5], pg 300

Solugao.
Considere
o9f o
7@ P g
E também

Yn = aYp_1 +b".
Multiplicando a equacao 7.12 por z" nos leva a seguinte equacao:
Z Yz = a Z Yn12" + Z b x™.
n>0 n>1 n>0

Usando 7.11 e isolando f(z) temos

1 a b
T = ey —b0) ~ @B —az) (@B )’

que ¢é equivalente a

b n+1_bn+1
fla)= o2y St = = "ZZ(QGT}C"

n>0 n>0 n>0

Logo,

(7.11)

(7.12)
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o ()
0

—> a—>b
Portanto,
an+& __bn+1
n = (W) '
]
Comentario.

O problema 5 representa uma generalizacao do capitulo de recorréncia e a ideia aqui
é buscar uma fixacao do que fizemos antes.

Problema 6 Para um inteiro positivo n, denote por S(n) o numero de escolhas de sinais
de 7+7ou -"tal que £1 £2+ 3+ ... £ n =0. Prove que

2n—1
T

S(n) = / cos(t) x cos(2t) x ...cos(nt)dt
o
Obs: Esse problema poderd ser encontrado em [5], pg 301
Solucao.
Vamos escrever, primeiramente, alguns casos para que possamos descobrir uma dinamica

para o problema.

e Se n = 2 nao temos nenhum caso a considerar portanto,

S(2) = 0.
e Se n = 3 temos os seguintes casos:
+1+2-3
—-1-2+3.
Logo,
S(3) =2.

Precisamos, aqui, de uma fungao geradora que regule as escolha dos sinais para que
+1+2+3+...£n =0. Usando a teoria das particoes desenvolvida no capitulo anterior,

considere
n
” z* +x ,

cujo S(n) é o termo independente dessa expressao.

De fato, expandindo esse produto, podemos escrever

P(n)=S8mn)+>_ (F+a7%). (7.13)
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Tomando z = e = cos(t) + isen(t) , podemos escrever

ah + a7k =M oM = 2c0s(kt),

por isso, a expressao 7.13 se tornara:

H 2cos(kt) = S(n) + 2 Z cos(kt). (7.14)
k=1 k=0
Para provar o desejado, podemos integrar no intervalo [0, 27| a expressao 7.14 e usando

que fo% 2 ks cos(kt)dt = 0, temos

o n
/ 2" H cos(kt)dt = 2mS(n).
0 k=1

Portanto o resultado esta provado.

[ ]

Comentario.

Esse problema 6 nos oferece uma proposta diferente em relagao ao que foi tratado em
problemas anteriores. Nele, a dinamica de solugao busca uma funcao geradora, a partir da
qual se encontre a quantidade de combinacoes de sinais + ou - que torne +1+£24+3+...4n =
0 o qual depende da teoria das partigoes.

Portanto, para o célculo do S(n), precisamos analisar o termo independente da fungao

geradora [[_, (2% +27%).

Problema 7 Sejam os inteiros positivos distintos aq, as, ..., Gy, b1, ba, ..., b,, com n > 2,
com a propriedade que (g) somas a; +a; sao as mesmas que (g) somas b; +b;. Prove que
n € uma poténcia de 2.

Obs: Esse problema poderd ser encontra em [5], pg 302

Solugao.

Esse segue a mesma ideia do problema 4, com a ressalva do polinomio gerador ser
finito. Por isso, considere abaixo as duas fungoes geradoras.

flz) =a™ + 2% + .+ 2%, (7.15)

g(x) = ab +ab2 4 4 abn, (7.16)
Pelo enunciado do problema, para quaisquer dois indices 7, j € {1,2,3,...,n} comi # j
temos
ai+aj :bl—i—bj
Entao elevando as equacoes 7.15 e 7.16 temos

fA(z) = 2® 222 4 . 4 2% 2 Z x%iT

i,3

Pla) =2 + a4 b 12 b
1,J
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Assim usando a informacao do problema temos,
F(x) = g*(2) = f(a*) — g(a?).
No entanto, como z = 1 é raiz de f(x) — g(z) podemos escrever que

fl@) = g(z) = (z = 1)t(2),

onde t(z) é um polindémio
Portanto,

CPa) - P) (2 )
FE) 90 = "0 ")~ = Ditla)

Sabendo que f(1) = g(1) = n, temos que

f()+g(1) =2n=27.

Segue-se,assim que ‘
n=2"1

]

Comentario.

Temos um problema sequencial o qual consideram-se duas sequéncias a; e b; cuja soma
de quaisquer dois termos de a; devera ser igual a soma de quaisquer dois termos de b;.

Por isso, tomamos duas respectivas fungoes geradoras cujos expoentes fossem os termos
das sequéncias. Provar que n é uma poténcia de 2 ,passa entao, por um algebrismo entre
as duas fungoes cuja a diferenca é polinomial.

= () ()= ()

j=0
Obs: Esse problema poderd ser encontrado em [5], pg 300.

Problema 8 Prove que

N S,

Solucao.
Tomemos a seguinte fun¢ao e usando Bindmio de Newton:

<x + i)J (1+z)= zn: ((;) (277 + xj—QP“})

k=0

Portanto, o termo independente da expressao é (Li )
2

Agora, seja

i <n> 2"7I(1 + ) <93 + i)ﬂ = (1+2) ” (n) 2" (@ ) = (1+2)2+z+a)"

=0 \J =0 \J

Reorganizamos a expressao
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1 2n+1
(1+2)2+0 42ty = EFVT
xn

No entanto, novamente pelo Binomio de Newton:

(x4 1> IR (2n+1 -
" p

p=0
Cujo termo independente é dado por

2n+1
)
O que prova o resultado
[
Comentario.
O problema 8 consiste em uma aplicacao do método Snake Oil e Binomio de Newton.

Nao representa um problema mais dificil em relagao aos que foram apresentados anterior-
mente. A ideia mais interessante do problema é notar o fator ( J ) é termo independente

1)
da soma (x + %)J (1+z)=>7, <(z])) 272 + $j—2p+1])'

Problema 9 Prove que o niumero de maneiras de escrever n como uma soma de inteiros
positivos € igual ao numero de maneiras de escrever n como uma soma de inteiros positivos
impares.

Obs: Esse problema poderd ser encontrado em [5], pg 301.

)

Solucgao.
O numero de maneiras de se escrever n como soma de inteiros distintos é dada por:

o0

@ [J (1 +a")

k=1
Da maneira equivalente, usando a tabela de particoes do Capitulo 6, temos que o
nimero de maneiras de escrever n como soma de inteiros impares é dada por

e IT

No entanto,

. Mo- .
k=1 H(l _ a:k) k=2p—1

O que prova resultado.

|

Comentario.

O problema 9 é uma aplicagao do Teorema de Euler, que serd demonstrado no Pro-
blema 10.



61

Problema 10 Denote por P(n) o nimero de parti¢oes do inteiro positivo n. Prove que,
para n > 1, tem-se P(n) dado por

ZP(n)x" = H N —1xk (7.17)

Solucgao.
Observemos primeiro o lado esquerdo da equagao 7.17 ou seja,

o0

1
II = (I4+z+22+. )01+ +2*+ ).
k=1

Se multiplicarmos todos fatores do lado esquerdo da equacao obtemos a seguinte ex-
pressao:

Z a(n)z"

n=0

Agora basta provar que a(n) = P(n).

Tomemos entdo a primeira série, cada termo ird contribuir com 2°'.Olhando para a
segunda série de poténcia vemos que cada termo ird contribuir com 2% e assim sucessi-
vamente. Portanto um termo x° poder ser representado pelo seguinte produto:

O 282 By — B
Portanto, nao é dificil perceber que:
ﬁ = ﬁl + 262 =+ ... —|—pﬁp.
Logo, podemos afirmar que

’ A %

B=+1+41.4+1)+24242+4...+2) 4.+ (p+p+..+p)
E assim conclui-se que temos uma particao de .
Portanto, podemos concluir que

Comentario.

O problema 10, é na verdade o Teorema de Euler (Teorema 9 - Capitulo 6). Leonhard
Paul Euler (1707-1783) fez descobertas incriveis dentro da Matematica, Fisica no século
XVIIL E considerado até hoje, um dos maiores matematicos de todos os tempos.

Dentre os muitos problemas que Euler abordou, estao o problema da particao de um
inteiro. Por isso, a sua abordagem sob os viés das fungoes geradoras, representa uma das
grandes aplicacoes dessa dissertagao. Entao a estratégia para resolvé-lo girard em torno
da analise da equacao do lado direito e do esquerdo.

]



Capitulo 8

Consideracoes Finais

As funcgoes geradoras, como vimos, realmente sao ferramentas poderosas dentro e fora
da Matematica. As suas intmeras aplicagoes nos permitem dar uma base de solucao
de problemas em um formato fortemente embasado, principalmente, para aqueles alunos
com real desejo em se aprofundar na matematica. Especificamente no Ensino Médio, ela
nao parece ser tao conhecida de professores e alunos ao passo que nao esta inserida da
BNCC atual. Espera-se, no entanto, que esse trabalho possa fomentar a analise critica
da solucao de problemas, através de um viés fundamentado nas olimpiadas cientificas de
matematica(Médio e Universitario).

Espera-se, igualmente, que esse trabalho possa dar também, base e aprofundamento
na formacao de professores de matemadtica e, principalmente, aqueles que se concentram
em ministrar aulas de preparacao para olimpiadas de matematica. As linguagens desen-
volvidas aqui nesse texto tém um carater bastante formativo, para que essa ferramenta
seja inserida numa sala de aula, fornecendo, assim, ao aluno, uma oportunidade de se
desenvolver intelectualmente neste campo.

De acordo com os referenciais adotados nessa texto, acreditamos que a construcao desse
conhecimento em sala de aula devera proporcionar ao professor e ao aluno uma dinamica
de ideias interessantissimas e de embasamento tedrico forte. Destaque-se que é evidente
a existéncia de alguns temas que fogem um pouco do escopo geral dessa empreitada. No
entanto, as conclusoes dessa texto mostram ser importante dar a oportunidade para o uso
dessa metodologia na solugao de problemas para, de fato, transformar o saber e promover
a interagao de campos diversos dentro e fora da matemaética.

Por fim, ressaltamos para aqueles que desejarem realmente se desenvolver dentro desse
ramo, ser importante buscar as referéncias que fundamentam esse texto e de certeza, darao
base ao leitor que busca se aprofundar nesse area.
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