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Resumo

Esse trabalho versa a respeito das Recorréncias de 1* ordem, como instrumentos
uteis, e viaveis de serem aplicados no Ensino Basico, a partir do 1° ano do Ensino Médio. A
teoria contemplara alguns conceitos algébricos, pois estes tem a capacidade de proporcio-
nar ao aluno a pr”atica e o incremento do seu potencial de generalizacao e abstracao, além
de compor um utensilio eficaz na resolu¢ao de problemas matematicos. Essa abordagem se
justifica pois a maioria dos alunos, ao iniciar o Ensino Médio, tem um conhecimento muito
limitado em relacdo a algebra, pois muitos ndo conseguem entender, de fato, o sentido
das variaveis, ou seja, tem grande ojeriza as “formulas prontas”, pré-estabelecidas pelos
livros didaticos. As definicdes dos conceitos, e procedimentos, possibilitaria a construcao
de estratégias, formulacdo de conjecturas, bem como o desenvolvimento dos contetidos
atitudinais por parte do aluno, permitindo ao mesmo, através, por exemplo, das Somas
Telescopicas a construcao e apreensao das generalizacdes, formulas fechadas e, através
de demonstracdoes matematicas, promovidas pelo Principio de Inducdo Matematica, ob-
teriamos sua confirmacao, ou ndo. Tal contexto é imprescindivel para uma aprendizagem
significativa e autdnoma, fundamentais para a resolucdo de situa¢des-problemas diversos,
sejam eles elementares ou ol mmpicos.

Palavras-chave: Recorréncias. Algebra. Somas Telescopicas. Inducdo Ma-
tematica.



Abstract

This work deals with the Recurrences of 1st order, as useful tools, and feasible to
be applied in Basic Education, from the 15t year of High School. The theory will con-
template some algebraic concepts, since these have the capacity to provide the student
with the practice and the increase of its potential of generalization and abstraction, as
well as to compose an effective tool in solving mathematical problems. This approach is
justified because most students, when starting high school, havea verylimited knowledge
regarding algebra, since many can not really understand the meaning of the variables,
that is, it has great dislike for "ready-made formulas ”, pre-established by textbooks.
The definitions of concepts and procedures would allow the construction of strategies,
formulation of conjectures, as well as the development of attitudinal contents on the part
ofthe student, allowing for the same, through, for example, the Telescopic Sums the cons-
truction and apprehension of generalizations, closed formulas and through mathematical
demonstrations promoted by the Principle of Mathematical Induction, we would obtain
their confirmation or not. Such context is essential for a meaningful and autonomous lear-
ning, fundamental for the resolution of diverse situations - problems, be they elementary
or Olympic.

Keywords: Recurrent Sequences, Algebra, Telescopic Sums, Induction.
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Introducao

A Aprendizagem Matematica, no que se refere aos seus blocos de contetido Nameros

e Operacoes; Algebra e Funcoes; Espaco e Forma; Grandezas e Medidas e Tratamento da

Informacdo pode proporcionar, efetivamente, uma construcao de competéncias, a medida

que estabeleca uma sequéncia progressiva, introduzindo conceitos a partir de questoes,

de um carater elementar, mas que trazem consigo as bases para o aprender a aprender,

possibilitando aos individuos a pratica, assegurando, com isso, a sedimentacdo de ex-

periéncias concretas, tornando-os aptos a aprender a fazer e, consequentemente, serem

capazes de interiorizar os novos conceitos, compreendendo-os. Nessa perspectiva, o aluno

passa a aplicar tais conhecimentos e, portanto, desenvolve uma postura positiva diante

de problemas, qualificando a sua autonomia, tdo necessaria a formacdo do cidaddao. De
acordo com os PCN’s.

O desafio que se apresenta é o de identificar, dentro de cada um desses vas-

tos campos que conceitos, procedimentos e atitudes sao socialmente relevantes.

Também apontar em que medida os contetidos contribuem para o desenvol-

vimento intelectual do aluno, ou seja, para a construcao e coordenacdo do

pensamento 16gico-matemaético, para o desenvolvimento da criatividade, da in-

tuicdo, da capacidade de anélise e de critica, que constituem esquemas l6gicos
de referéncia para interpretar fatos e fenomenos. PCN’s (Brasil, 1998, p. 49).

Percebe-se que as aplicacoes dos conceitos matematicos tém se tornado cada vez
mais frequentes e diversificadas. Essa incidéncia e variedade fica ainda mais perceptivel
com o crescente advento de “competicoes” como a Olimpiada de Matematica dos Insti-
tutos Federais “OMIFs”, em ambito nacional, e a Olimpiada Piauiense de Matematica
“OnM”, numa dindmica regional. Ambas foram criadas no ano de 2018, sob a mesma
perspectiva da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Pablicas “OBMEP”, bus-
cando, fundamentalmente, despertar o prazer pela matematica por meio da insercao de
situacoes-problema e desafios matematicos, estimulando o interesse tanto de alunos quanto
de professores. Suas questdes ndo buscam, em geral, um conhecimento prévio apurado,
nem tampouco uma complexidade incompativel as faixas etarias dos envolvidos.

O grande proposito dos eventos supracitados tem sido tornar a matematica aces-
sivel a todos os cidadaos, desde uma simples participacao, até um pleno desenvolvimento
da autoestima, a partir das premiacoes, de toda a comunidade escolar, bem como uma
mudanca no comportamento de todo um grupo social, como fora visto na cidade de Cocal,

X



no Piau’1, munic 1pio no qual foi constru”1da uma cultura de estudos de qualidade, que se
iniciou com as preparacoes para as OBMEPs e que vem prosperando, com muitos dos seus
alunos conseguindo entrar em cursos de graduacao nas mais diversas areas, corroborando
assim com a premissa de que a instigacao dos conceitos basicos da matematica como o
raciocinio l6gico, e a resolucao de situacoes-problemas sao indispensaveis para a construcao
de seres humanos autonomos.

Essa explanacdo inicial se fez necessaria, pois neste trabalho iremos resolver si-
tuacOes-problema propostas em provas olimpicas, assim como lancar mao de recursos
didaticos, através de procedimentos lidicos, no intuito de aproximar os envolvidos no
processo de ensino-aprendizagem, pois estas formas de abordagem sdo, muitas vezes, pos-
tas a margem, seja pela escassa quantidade de materiais concretos, indispensaveis aos
experimentos, como também porque tais metodologias requerem uma maior dedicacdo
por parte do docente. Essa ludicidade é imprescindivel ao desenvolvimento psicomotor
do aluno, sobretudo nas séries iniciais, pois dessa forma viabiliza-se o trabalho na Zona
de Desenvolvimento Proximal, estimulando os conflitos socio-cognitivos potenciais, pro-
movendo a apreensdo de algoritmos matematicos e, segundo os PCN’s,

E especialmente nas séries finais do ensino fundamental que as atividades
algébricas serdo ampliadas. Pela exploracdo de situacoes-problema, o aluno re-
conhecer4 diferentes funcoes da algebra (generalizar padroes aritméticos, esta-
belecer relagdo entre duas grandezas, modelizar, resolver problemas aritmetica-
mente dificeis), representara problemas por meio de equacoes e inequacoes (di-
ferenciando paradmetros, variaveis, incognitas, tomando contato com formulas),
compreendera a sintaxe (regras para resolucao) de uma equacdo. PCN’s (Bra- sil,

1998, p. 50,51).

Os primeiros conhecimentos algébricos sao oriundos da Mesopotamia e do Egito, s6
em seguida é que esses conceitos matematicos se desenvolveram na Grécia. Uma expressao
algébrica é considerada “a representacdo, por meio de letras e sinais, de um conjunto de
operacoes que devem ser realizadas em certa ordem” (TEMATICA BARSA, 2005, p. 86).

A éalgebra faz parte de um dos blocos de contetidos matematicos que tem a capaci-
dade de proporcionar ao aluno a pratica e o incremento do seu potencial de generalizacao e
abstracdo e compoe, ainda, um instrumento eficaz na resolucao de problemas matematicos.

Algumas abordagens algébricas sdo estimuladas nos ciclos iniciais da vida escolar
do aluno. No entanto, segundo BRASIL (1998), as atividades relacionadas a esse contetido
tém uma maior efetividade a partir das séries finais do Ensino Fundamental e se tornam
mais complexas e formais no Ensino Médio.

E, até o terceiro ciclo do Ensino Fundamental, quando o professor trabalha em sala
de aula com os naimeros:



[..] é indispensavel estudar algumas relacoes funcionais pela exploracdo de
padroes em sequéncias numeéricas que levem os alunos a fazer algumas genera-
lizagGes e compreender, por um processo de aproximagGes sucessivas, a natureza
das representacoes algébricas. A construcdo dessas generalizacOes e de suas res-
pectivas representacoes permite a exploracdo das primeiras nocoes de algebra
(BRASIL, 1998, p. 68).

E suficiente, nesse periodo, que o aluno apreenda nocoes de variaveis e identifi-
que as expressoes algébricas como meio de “traduzir a relacdo entre a variacdo
de duas grandezas” deixando para as séries finais do Ensino Fundamental e o
Ensino Médio o aprofundamento dessas operacoes.

A fim de despertar o interesse dos alunos do Ensino Fundamental para o estudo
da algebra, o professor pode propor situacoes em que os alunos possam investi-
gar padrdes, tanto em sucessdes numéricas como em representages geométricas
e identificar suas estruturas, construindo a linguagem algébrica para descreve-
los simbolicamente. Esse trabalho favorece que o aluno construa a ideia de
Algebra como uma linguagem para expressar regularidades (BRASIL, 1998, p.
117).

No entanto, percebe-se que a maioria dos alunos, ao iniciar o ensino médio, tem
um conhecimento muito limitado em relacdo a algebra. E o pior, muitos ndo conseguem
entender de fato o sentido das variaveis, ou seja, a aprendizagem nao fora efetivamente sig-
nificativa. Isso mostra que os artificios metodologicos, aplicados no ensino fundamental do
6° ao 9° ano, nao estdo sendo eficazes para o desenvolvimento de capacidades relacionadas
com a construcdo de estratégias e procedimentos, aplicaveis a distintas situacoes.

As sequéncias numéricas tem sido objeto de muitos estudos, ao longo dos séculos.
Como exemplo temos as Progressoes Aritmeéticas e Progressoes Geométricas. No entanto,
as que tem despertando maiores desafios sdo as sequéncias recorrentes. Um classico exem-
plo é a sequéncia conhecida como os coelhos de Fibonacci, na qual inclusive ja ha uma
formula fechada, que fora obtida por Recorréncias Lineares de 22 ordem.

As sequéncias numeéricas estudadas no Ensino Médio se resumem, basicamente,
as Progressoes Aritmeéticas (PAs) de primeira ordem, e Progressoes Geométricas. Tais
sequéncias sao abordadas em termos de suas defini¢oes e propriedades, com o intuito de
se aplicar a resolucdo de problemas, que visam, sobretudo, a determinacdo de termos
genéricos: a partir do 1° termo, e da razdo da progressdo. Assim como, a soma dos
termos de uma PA e de uma PG. No entanto as generalizacoes e formulas obtidas sao
pré-estabelecidas pelos livros didaticos e isso, de certa forma, inviabiliza a construcdo
dos procedimentos e atitudes por parte do aluno, fazendo deste um mero aplicador de
“formulas prontas”.

E importante ponderar que tanto as progressdes aritméticas de ordem superior,
quanto as sequéncias que nao sao PA nem PG, com as progressoes aritmeético-geomeétricas,
trazem uma motivacao extra ao observante, pois este se sente tentado a estabelecer o
padrao que rege tal sequéncia.

Dessaforma, o aluno, a princ”1pio, se utiliza do senso comum, em seguida, aver“1gua,
se apropriando do raciocinio logico, perpassando pelas diversas nocdes sobre ntmeros
e operacoOes, expressoes algébricas e fungoes, assim como conceitos e propriedades da
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geometria, e outros tantos conceitos disponiveis. A finalidade é entender, de fato, o que
ocorrera de um momento para outro na sequéncia, e assim conseguir perceber o que
acontece de um termo para o outro.

Esse fato nos impulsionou a pesquisar sobre as sequéncias recorrentes, pois nos
possibilitara ampliar o estudo das progressoes. E, através da analise de outras sequéncias,
sera possivel estender as generalizacGes, recursivamente.

E importante ressaltar que varias sequéncias sdo definidas de forma recursiva, por
meio de uma equacao, denominada equacao de recorréncia. No entanto, iremos utiliza-la
com um propoésito mais amplo, visto que, por meio dela, é viavel determinarmos uma
formula fechada “generalizacao”, utilizando, por exemplo as somas telescopicas.

Nesse sentido, esse trabalho busca responder ao seguinte questionamento: o estudo
de sequéncias matematicas no Ensino Médio, a partir da compreensao teorica e pratica de
Recorréncias Lineares pode viabilizar ao aluno a construcdo de conjecturas, assim como a
comprovacdo das mesmas, por meio do Principio de Inducdo Matematica, possibilitando
a apreensao de generalizacoes?

Dessa maneira, nossos esforcos se concentrardao em dirimir davidas relacionadas
as sequéncias recorrentes, sobretudo no que se refere ao processo recursivo, bem como a
abstracao e consolidacao de conjecturas.

Na perspectiva de alcancar nossos propositos, foi realizada uma sondagem, através
de um questionario. Posteriormente, foi ministrado um minicurso, buscando mostrar aos
alunos do Ensino Médio Integrado, as defini¢des de Recorréncias Lineares e o processo de
recursdo. Mas, para garantir que uma generalizacdo foi abstraida coerentemente, nos apro-
priaremos do Principio de Inducdo Matematica e, portanto, o definiremos e utilizaremos
a robustez de sua abordagem para a consolidacdo das conjecturas feitas recursivamente.
Por fim, aplicou-se um questionario com algumas atividades semelhantes, e de mesmo
nivel que o questionario inicial, mas, nesse momento foram acrescentadas as sequéncias
recorrentes.

Para que possamos ter uma sequéncia didatica interessante, facilitando o processo
pedagogico, o referido trabalho, em seu primeiro capitulo, descreve o processo de inves-
tigacdo matematica e a formulacao de conjecturas. No segundo capitulo sera explicitada
a construcao dos nimeros naturais (N), numa abordagem essencialmente axiomatica, na
qual o axioma do Principio de Inducdo Matematica (PIM) é estabelecido, constituindo
o elemento principal deste capitulo. No capitulo trés sdo caracterizadas as definicoes de
recorréncias lineares e sequéncias definidas recursivamente, enfatizando as recorréncias
de primeira e de segunda ordem, mostrando técnicas de resolucdo e citando exemplos.
Buscaremos também, fazer inferéncias recursivas sobre alguns problemas classicos de
sequéncias, sobretudo com carater ludico, e ainda, teremos uma selecdo de problemas de
olimpiadas nacionais, em diversos niveis e suas respectivas resolucoes. No quarto capitulo,
vamos apresentar estratégias de como se obter uma formula fechada para as sequéncias
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do cap’ttulo anterior que foram definidas recursivamente. No quinto cap “itulo, pretende-
se mostrar a validade das generalizacoes, obtidas no capitulo 4, através do Principio de
Inducdo Matematica. No final dessa dissertacdo, esperamos ter contribuido para uma
aprendizagem significativa detoda a comunidade escolar, servindo como um material de
apoio ao docente, viabilizando ao aluno uma maior apreensdo de conceitos matematicos
que até entdao eram desprezados, apesar de serem de grande valia.



Capitulo 1

Investigacoes Matematicas

1.1  Experimentos

A experimentacdo é salutar e necessaria a aprendizagem matematica. Dessa forma,
€ preciso que o docente faca um planejamento que viabilize as investigacoes matematicas
e faca intervencoes, estimulando a criatividade e progressos.

Uma atividade de investigacido desenvolve-se habitualmente em trés fases (numa
aula ou conjunto de aulas): (i) introducdo da tarefa, em que o professor faz a proposta
a turma, oralmente ou por escrito, (ii) realizacdo da investigacdo, individualmente, aos
pares, em pequenos grupos ou com toda a turma, e (iii) discussao dos resultados, etapa
em que os alunos relatam aos colegas as conclusoes a que chegaram face ao trabalho
realizado.

Nessas atividades é de extrema relevancia que seja favorecido o desenvolvimento
da autonomia do aluno e, portanto, o professor deve ser um mediador no intuito de fazer
o aluno compreender o que significa investigar e aprender a fazé-lo. Nessas aulas, o aluno
terd uma certa liberdade para desenvolver seus calculos e, por si s, formular as suas
ideias, de acordo com o que lhe é apresentado.

Dessa forma, é imprescindivel que o discente possa ponderar questionamentos,
pensar, explorar as suas ideias e exprimi-las, tanto ao professor como aos seus colegas. O
aluno deve sentir que as suas ideias sao valorizadas e que se espera que as discuta com os
colegas, ndo sendo necessaria a validacao constante por parte do professor.

Numa atividade investigativa em Matematica, as hipoteses surgem com a mani-
pulacdo dos dados e cada conjectura traz consigo a necessidade de se realizar testes com
o intuito de validar ou refutar as afirmacoes feitas.
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1.2 Conjecturas por analogia

Quando sao propostas atividades em que se faz necessario a busca de regularidades
€ comum o estabelecimento de conjecturas elementares. Estas sdo obtidas por observacao
direta dos dados, por manipulacao ou por analogia com outras conjecturas. Geralmente
este trabalho indutivo tende a ficar limitado ao pensamento do aluno, nao sendo eviden-
ciada uma formulacdao da conjectura. Nesse instante,

O teste de conjecturas é um aspecto do trabalho investigativo que os alunos,
em geral, interiorizam com facilidade e que se funde, por vezes, com o proprio
processo indutivo. Isto é, a manipulacdo dos dados comega a apontar no sentido
de uma certa conjectura para logo em seguida esta ser refutada por um caso
em que ndo se verifica. No entanto, existe alguma tendéncia dos alunos para
aceitarem as conjecturas depois de as terem verificado apenas num ntmero
reduzido de casos. Esta forma de encarar o teste de conjecturas pode ser
combatida pelo professor, quer no apoio que concede aos grupos, quer na fase de
discussao em que os alunos podem ser estimulados a procurar contraexemplos.
(PABLO, 2013).

1.3 Investigacoes numéricas

Nas experiéncias com nameros, os alunos tendem a confundir conjecturas com
conclusoes, ou seja, nao justificam ou provam as afirmagdes que fazem e, infelizmente,
nao ha uma cultura docente de fazer intervencoes, sobretudo no ensino fundamental que
estimulem e evidenciem a necessidade de apuracdo da validade destas afirmacoes. Dessa
forma, é primordial que o professor faca uma mediacao capaz de promover a compreensao
do carater temporario das conjecturas. E, apesar de ser importante a insisténcia na
realizacao de testes de conjecturas, e possa se ter uma “maior credibilidade” a medida
que resista a diversos testes, vamos perceber, com exemplos classicos, que isso por si sO
nao efetiva a conclusao dos resultados. Dessa forma,

A introducdo da ideia de prova matemética pode ser feita gradualmente,
restringindo-se, numa fase inicial e com os alunos mais novos, a procura de
uma justificacdo aceitavel, que se baseie num raciocinio plausivel e nos conhe-
cimentos que os alunos possuem. A medida que os alunos vao interiorizando a
necessidade de justificarem as suas afirmacOes e que as suas ferramentas ma-
teméticas vao sendo mais sofisticadas, vai-se tornando mais facil realizarem
pequenas provas matematicas. (PABLO, 2013).

O Processo de conjecturar por analogia, € uma ferramenta muito poderosa, mas
muitas vezes perigosa e é tentador imaginar que a regularidade encontrada, numa sequén-
cia numérica, por exemplo, corresponde a uma demonstracao.

Veja a seguinte situacdo: E verdade que o nimero

n+n+ 41
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€ primo qualquer que seja o nimero natural n > 1?

Verificando, por inspecao, temos:

n=1 12+ 1+ 41 =1+ 42 = 43 que é primo;
N=2x= 2242+ 41 = 4+ 43 = 47 que é primo;
Nn=3x= 32+3+41 =09+ 44 =53 que é primo.

Continuando os célculos, percebemos que paran =4, 5, ..., 38 a proposicao é verdadeira

inda:
¢ ainda N =39 _ 392+ 39 +41 = 1521 + 80 = 1602 que é primo.

Dessa forma, podemos garantir, por analogia, que essa sentenca é verdadeira. Entre-

tanto, como foi dito anteriormente, a analogia nao se constitui uma ferramenta confiavel.
Essa tentativa de demonstracao nido tem qualquer rigor e, por isso mesmo, nao é uma
demonstracdo matematica valida. A prova da sua nulidade coube a Leonard Euler, e se
constitui um famoso exemplo de proposicao equivocada. Observemos um contraexemplo
explicitado porele:

2 2
n=40= 40 + 40 + 41 = 1600 + 81 = 1681 = 41.

que nao € primo. Logo, a afirmacao feita é falsa.

Vejamos um outro caso classico de conjectura falsa. Em 1640, Fermat escreveu em
uma de suas cartas a Mersene que acreditava que os niimeros

F, =22 +1
eram todos primos. Ele observou que os ntiimeros

Fo=22 +1=2+1=3,
Fi=22 +1=4+1=5,
Fo=22 +1=16+1=17
Fs=2% +1=256+1= 257,
Fs=22 +1=65536 + 1 = 65537

eram todos primos. Essa afirmacao, feita por analogia, fora tida como verdade por quase
um século. Mas em 1732, Leonard Euler mostrou que, para n = 5,

Fs = 22+ 1 = 4.294.967.297 = 641 X 6.700.417,

ou seja, Fs é composto, desmentindo assim a conjectura feita por Fermat.
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Caso o leitor se interesse, ha em HEFEZ (2014) algumas demonstracoes mais re-
buscadas, nos capitulos 9 e 10. Nao as faremos aqui, pois o proposito deste material €
meramente mostrar, por contraexemplos, conjecturas falsas, feitas mediante analogias.

Nessa perspectiva, é de suma importancia que dominemos algumas técnicas de
provar generalizacoes matematicas: o Principio da Inducdo Matematica e as conjecturas
obtidas recursivamente consolidadas através de somas telescopicas. Tais demonstracoes
serao exploradas nos proximos capitulos.
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Capitulo 2

O Principio de Inducao Matematica

Na construcdo do conjunto dos ntiimeros naturais é possivel caracterizar, matema-
ticamente, definicoes conceituais proprias dele e, principalmente, demonstrar suas propri-
edades.

A teoria a respeito dos niimeros naturais, se desenvolveu com o método axiomatico
que, aceitando a validade de alguns fatos, permite, com o uso da logica, o desenvolvimento
sisteméatico da teoria sem que existam contradicOes internas. Essa evolucao deve-se, ini-
cialmente, a nocdo intuitiva de ntimero, obtida pelo processo de contagem.

A descricdo objetiva e precisa do conjunto N dos ntimeros naturais emerge dos
conceitos primitivos de niimero zero e de sucessor, apropriando-se dos axiomas estabele-
cidos pelo matematico italiano Giuseppe Peano!. Tais axiomas foram responsaveis pela
estruturacao algébrica e aritmética do conjunto dos niimeros naturais.

2.1 Axiomas de Dedekind-Peano

De acordo com HALMOS (1960) o sucessor de um conjunto X, denotado por x*,
€ o conjunto obtido pelo acréscimo de x aos elementos de X. Em outras palavras,

X" =xU {x}.

Fazendo a identificacao
0=0,

'Nasceu no dia 27 de agosto de 1858 em Cuneo, Piemont, Italia, e morreu em 20 de abril de 1932 em
Turin, Italia.



Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional 6

e escrevendo-se 1 = 07,2 = 17, 3 = 2%, temos que

1=0"=0 v {0} ={J}={0},
2=1"=1v{l}={B}u {O}} ={D.{G} = {0, 1},
3=2"=20 {2} ={D.{T}} L {D.{T}}} = {D,{I} . {D.{O}} = {0, 1, 2}.

Nao ha, no entanto, garantias até o presente momento de que a construcao de sucessores
possa ser levada a frente ad infinitum com um mesmo e Gnico conjunto. Existe, assim,
em termos de teoria dos conjuntos, a necessidade de um novo princ”1pio.

Axioma 2.1 (Axioma da Infinitude) Existe um conjunto que contém o 0 e o sucessor de
cada um de seus elementos.

Definicao 2.2 Um conjunto A (cujos elementos sdo conjuntos) sera dito um conjunto
sucessor se 0 € A e, sempre que X € A, tem-se X" € A.

O Axioma de infinitude garante, portanto, que a fam“1lia dos conjuntos sucessores
€ nao-vazia.

Definicao 2.3 Seja C a familia dos conjuntos sucessores. Chamamos de conjunto dos
nameros naturais ao conjunto

Um elemento n de N é dito nimero natural. Note que

T
(i) N f= O, pois,como 0 € Aparatodo A € C,tem-se0 € A= N;

AeC
(i) Se n € N, entdo n € A, para todo A € C. Como cada A em C é um conjunto
sucessor, tem-se que n* €A pamdodocA  , ou seja, n* A=N.

AeC
De (i) e (ii) fica estabelecido que N é, entdo, o menor conjunto sucessor. Observamos

ainda que fica definida a funcdo s: N — N que a cada x € N faz corresponder o seu
sucessor s (X) = X".

Osistema de axiomas dado a seguir foi, essencialmente, desenvolvido por Richard
Dedekind em 1888. Contudo, ele é comumente atribuido ao matematico italiano Giuseppe
Peano pela reformulacao mais precisa que deu em 1889 do trabalho de Dedekind. Assim,

para nao cometermos injusticas, denominaremos os axiomas em questdo de Axiomas de
Dedekind-Peano.

O conjunto N dos nlimeros naturais, munido da funcdos: N — N queatodon € N
faz corresponder seu sucessor s (n), satisfaz os seguintes axiomas:

N1) A funcaos: N — N é injetora, isto &, dados m,n € N, m f= n, tem-se s (M) f= s (n).
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N2) N — s (N) = {0}.

N3) (Principio de Inducao Finita) Se X é um subconjunto nio-vazio de ntimeros
naturais tal que 0 € X e, sempre que n € X tem-se que s (N) € X, entdao X = N.

Segue daqui que o conjunto N dos nimeros naturais €, precisamente, o conjunto
N={0,s0),s¢0),ssEO),...+1=1{0,1,2,...}.

O Axioma N3 é a base de um eficiente método de demonstracdo de proposicoes
referentes a nmeros naturais. E imperativo perceber que a aplicacao desse axioma nao se
trata de mostrar que determinada sentenca aberta é verdadeira para um grande nimero
de casos. Trata-se, na verdade, de provar que ela é verdadeira para todo nimero natural
a partir de um certo natural a.

Esse Principio é amplamente utilizado nos mais diversos campos conceituais da
matematica, pois além de enorme utilidade, possibilita a construcdo de proposi¢coes mais
robustas. Ele, inclusive, é estudado nas disciplinas de Ntimeros e Func¢des, Matematica
Discreta e Aritmética, além de ter importantes aplicacdes em Geometria, sendo que as
quatro disciplinas sdo obrigatorias no PROFMAT. A relevancia do PIM tem se mostrado
também devido sua alta incidéncia nas provas do ENQ.

2.2 0O Teorema da Recursividade

O Principio de Indu¢do Finita é uma ferramenta cuja utilidade ndo se restringe a
demonstracoes de fatos matematicos. O proximo resultado nos servira no sentido de apre-
sentar como o Axioma de Inducio pode ser utilizado para se definir objetos matematicos.

Teorema 2.4 (Teorema da Recursividade) Sejam aum elemento de um conjunto A
e f uma funcdo de A em A. Existe exatamente uma aplicacdo ¢: N — A tal que

¢ O=a e ¢@Emm=~FfGMm),

para todon € N.

Demonstracao: Seja C a colecdo de todos os subconjuntos C de N X A tais que (0,a) € C
e tais que se (n,x) € C, entdo (s(n),f (X)) € C. A colecdo C é ndo vazia uma vez que
ela contém N X A. Além disso, como todo C € C contém o par (0, @), tem-se que

E facil ver que, na verdade, D € C. Contudo, segue da definicio de D que nenhuma

parte propria sua pode pertencer a C. Sejam S o conjunto de todos os nimeros naturais
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N para os quais existe um tnico x € A tal que (n,X) € D e ¢:S — A a aplicacdo

definida por ¢ (n) = x. Temos que (0,a) € D. Suponha, por absurdo, que existaal € A,
al f= a, tal que (0,a) € D e seja Di = D — {(0,a))}. Entdo (0,a) € Di e, além disso, &
(n,x) € Dj, (s (n), f (X)) € Di uma vez que (s () , f (X)) € De (s (n), fXx) f= (O, a.
Logo, Di € C, o que é um absurdo ja que Di € um subconjunto proprio de D. Concluimos,
portanto, que 0 € S. Seja n € S e seja X o Gnico elemento de A tal que (n, x) € D. Entao
(s(n),f(X)) € D pelo fato de D pertencer a C. Suponha mais uma vez por absurdo que
existay € A, y f=f(x), tal que (s(n),y) € D e faca Dil = D — {(s (n), y)}. Entdo

s, fX), @d,a € Di.

Para qualquer (m, b) € Dij, temos que (s (m) , f (b)) € D. Se (s (m) , f (b)) = (s (n), y),
entdo s(m) = s(n) e f(b) =y f= f(X), o que nos fornece m = ne b f= x. Dg
(n,b) e (n,X) sdo elementos distintos de D, contrariando o fato de n € S. Portanto,

s(m),f) (sn),y) e, consequentemente, (s (M), f (b)) € Di. Isso significa, entao,
que Dii € C, o que é um absurdo dado que Dii é um subconjunto proprio de D. Assim,

s(n) € Se, de N3, S = N e a existéncia de uma funcdo satisfazendo as condi¢des
estabelecidas é comprovada. Sejam, agora, ¢ e y duas funcdes atendendo os requisitos
exigidos e seja M o conjunto de todos os nimeros naturais n tais que

d (M =w M

Evidentemente, 0 € M. Se n € M, entao

dE @) =T @) =T M) =wEm

e, portanto, s (N) € M e, de N3, M = N. Logo, ¢ = . O

Corolario 2.5 Se os axiomas N1-N3 sdo também satisfeitos por um conjunto N/, que
possui um elemento 0, e uma aplicacdo si: N — N/, entdo existe uma bijecdo ¢p: N — N/
tal que

¢0) =0 e ¢@Emm) =38 (Mm),

para todon € N.

Demonstracio: Fazendo A = N, a = 0 e f = si no Teorema 2.4, vemos que existe uma

{inica aplicacdo ¢: N — N/ tal que

¢$O0) =0 e ¢EmM) =95 @0,
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para todo n € N. Permutando-se N e NJ, observamos que existe uma tinica aplicacio
v: NN — N tal que
v (O0)=0 e wyEm)=swMh),
paratodon € N). Acompostay=wyo ¢: N _ N possui as propriedades:
®H x ©0) = 0;
i x O =y @) =wvE @) =sW @) =sKm).

Utilizando-se mais uma vez o Teorema da Recursividade, temos que x € a tnica funcio
com essas propriedades. Assim, y o ¢ € a identidade de N e, de modo analogo, verifica-se

que ¢ o y é a identidade de N/. Consequentemente, ¢ é uma bijecdo. O

Fazemos, agora, o uso do Teorema da Recursividade para definir sobre o conjunto
N dos nimeros naturais as operacoes de adicao e multiplicacao, na intencdo de evidenciar
a importancia e o alcance deste resultado.

O Teorema da Recursividade garante que, para cadam € N existeuma nica

aplicacao sm: N — N tal que
sm@=m e Ssm(sM)=sEmM),
para todon € N.
OBservAcAO 2.6 Note que, em particular, sy = s. Com efeito, seja
X={ne& N;s1(n)=sn}.

Temos, por definicdo, que
s1(0=1=s(©),

ou seja, 0 € X. Se n é um elemento arbitrario de X, entdo s1 (N) = s (N) e, consequente-
mente,

stsM) =sEMm)=sEM),

isto é, s (n) € X. O Axioma N3 garante a validade da afirmacado feita.

Utilizaremos a notacdo m + n para representar a imagem do ntimero natural n
pela funcdo sm. Assim,
Sm (N) =m + n.

OBservAcAo 2.7 Se n € N temos, da definicdo de sn e da observacgdo anterior que

nN+1=sp@Q)=smM=s1(n)=1+n,
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ou seja, paratodon € N,
n+1=1+n.

Assim, dados m, n € N,

m+n)+1=1+ M+ n)
=s(m+n)
=S(@mM)
=Sm(S(M)

=m+snh =m+(n+1)

Definicao 2.8 Chamaremos de adi¢cdo sobre N a aplicacdo S: N X N _, N que faz
corresponder ao par (m, n) o nimero natural m + n.

Utilizando-se mais uma vez o Teorema da Recursividade temos que, para todo
m € N, existe uma tnica aplicacdo pm: N — N tal que

Pm (0)=0 e pmN+1)=pm@n) +m.

Utilizamos a notacao
Pm () =m - n

para representar a imagem de um ntmero natural n pela aplicacdo pm. Sempre que nao
houver perigo de confusdo, poderemos omitir o ponto e escrever mn em vez de m - n. No
entanto isso sera feito apenas a partir dos exercicios deste capitulo.

Definicao 2.9 Chamaremos de multiplicacao sobre N a aplicacio P: N X N . N que
faz corresponder ao par (m, n) o nimero natural m - n.

OBserRvACAO 2.10 Trazendo a notacdo estabelecida acima para a definicdo da aplicagdo
Pm, temos que
m-0=0 e mMm-n+1)=m-n+m.

Nao temos a intencdo, neste trabalho, de pormenorizar a estruracao algébrica e
aritmética de N. Nos apropriaremos dessa rica estrutura bem como da no¢do natural
de ordem e do Principio da Boa Ordenacao e suas consequéncias fazendo ainda, quando
necessario, o uso do carater cardinal dos nimeros naturais, ou seja, estes serdo também
utilizados para representar quantidades.

Exemplo 2.11 Sejam a, r ntimeros reais. A progressao aritmética de primeira ordem
ou, simplesmente, progressao aritmética (PA) de primeiro termo a e razio r é a sequéncia
definida recursivamente por

air —a e Adn+1 = an t+ 1.
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Tendo sido definidas as PA’s de primeira ordem, utilizando o Teorema da Recur-
sividade, dizemos que uma sequéncia (Xn);~; ¢ uma PA de (n + 1)-ésima ordem se a
sequéncia (Xn+1 — Xn)p~; € uma PA de n-ésima ordem.

Exemplo 2.12 Sejam a e q nameros reais. A progressao geomeétrica (PG) de primeiro
termo a e razdo q € a sequéncia definida por

ai=a e an1 = (gan.

2.3 Problemas elementares classicos

Entre os problemas classicos de PIM na matematica elementar, podemos distin-
guir trés grandes grupos: demonstracoes de identidades, demonstracoes de problemas de
divisibilidade e demonstracoes de desigualdades. Apesar das solugcdes pelo PIM parecer
bem simples, muitos alunos encontram, em geral, algumas dificuldades de natureza tanto
psicologica quanto metodologica. Vamos fazer algumas demonstracoes dos grupos supra-
citados, discutindo algumas dificuldades, com a intencao de retificar praticas docentes
inadequadas.

2.3.1 Demonstracoes de identidades

De acordo com HEFEZ (2014), o primeiro registro da utilizacdo do Principio de
Inducdo Matematica, feito por Francesco Maurolycus em 1575. Trata-se da determinacio
de uma formula exata em funcdo de n > 1, para a soma dos n primeiros niimeros naturais
impares. Ou seja, busca-se uma formula para

Sh=1+3+5+::-+@2n-1), (2.1)

talquen & Nen > 1.

E primordial perceber, nesse momento, que para o estudante do Ensino Fundamen-
tal Maior, do 6° ao 9° ano, esse “n” € s6 uma letra, uma variavel. Cabe, portanto, a nos
professores, explicitar que uma variavel é algo bastante comum, e uma ferramenta muito

poderosa, pois ela nos permite sintetizar uma cadeia infinita em uma sentenca curta.

Dessa maneira, a “letra” denota qualquer espaco vazio, ou seja, um lugar onde
vocé pode colocar diversos niimeros ou objetos. Tais niimeros sdao seus valores possiveis.
No caso de (2.1), n assume todos o valores inteiros positivos. Por isso, a sentenca (2.1)
substitui a cadeia infinita de proposicoes, nesse exemplo, os niimeros impares.



Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional 1<

Buscaremos uma formula para (2.1). Observe que

S =1,
S> =4,
S3 =09,
Ss4 =16,
Ss =25.

Os casos particulares nos conduzem a inferir que, de modo geral, Sn, = n?. Surge entdo um
questionamento: como provar que essa sentenca € verdadeira para todo ntiimero natural
n>1?
Demonstracao: Seja

P (n) : Sh = n?

a propriedade cuja validade queremos averiguar. Para n = 1 tem-se que
S1=1=12

e, portanto, P (1) é verdadeiro. Supondo, agora, a vallidade de P (n) para algum n > 1,
devemos concluir que P (n + 1) também se verifica. Tem-se que

Sha1=1+3+: - +2n-1+2n+1
=Sy+2n+1
=n?+2n+1
=+ 1)?
e, do PIM, a propriedade se verifica para todon > 1. O

Segundo SILVA (2018), aprendemos no Ensino Médio o que teria sido o procedi-
mentode Carl Friedrich Gauss (1777-1855) para calcular asomados 100 primeirosinteiros
positivos, o que serviria, em seguida, para mostrar que a soma dos n primeiros inteiros

posiivos é dada por
_nn-+ 1)

5 (2.2)

Sh=1+2+3+ --+n

Suponhamos, por exemplo, que a féormula para calculo da soma S, dos n primeiros
numeros naturais seja falsa. Do Principio da Boa Ordenacao segue que deve haver entao
um menor nimero natural no para o qual a identidade (2.2) ndo se verifica. Assim, para
qualquer ntimero natural k menor do que no, temos que

_k(k+1)

Sk=1+2+3+:--+Kk >
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Para k = 1, temos
’ 1.2
S=1=""7.
! 2
o que torna verdadeira a identidade que define a soma dos n primeiros inteiros positivos
quando k = 1 e, portanto, o menor contraexemplo nao é k = 1. Neste caso np — 1 é um

inteiro positivo e, da minimalidade de n, segue que

(o —1) [Mo—1) +1] _ (No.— 1) No

Sy =1+2+---+My— 1) =

No—

2 2

Para determinar Sy, basta adicionaremos no a ambos os membros da igualdade acima,
obtendo

(no — 1) n
SnO = Sno—l + nO = 0 2 . + ré
_ (Mo —1)ng+2n9 _ No(ng — 1 + 2)
= ) — ”
_No (no +1)
2 b
: L nmn -+ 1)
contrariando o fato de que aidentidade Sn = _— 5 ndo se verifica para n = no. Logo,

ndo existem inteiros positivos para os quais a identidade em questao nao se verifique.
Utilizando uma extensdo do raciocinio de Gauss, podemos afirmar que a soma Sn
dos n primeiros nimeros naturais que formam uma Progressao Aritmética com primeiro
termo ay =2 erazaor =3 ¢
n@3n + 1)

Sn:2+5+8++(3n_1):T’ (2'3)

para todo natural n > 1. No entanto, alguns questionamentos podem surgir:

() Qual técnica comprova a veracidade dessa formula?

(i) Ha um contraexemplo que desabilite esta formula?

Suponhamos, por exemplo, que a féormula para calculo da soma Sn dos n primeiros
nameros da PA seja falsa. Deve haver entdo, segundo o Principio da Boa Ordenacao,
um menor nimero natural ng para o qual a igualdade em questdo nao vale. Deste modo,
para qualquer nimero natural k menor do que no, temos que:

k 3k + 1)

Sk=2+5+8+::-+@Bk-1 = 5

Paran =1, temos
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e, portanto, o menor contraexemplo nao ¢ k = 1. Assim, no — 1 deve ser um inteiro
positivo e, da minimalidade de no

Sn-1=2+5+8+ - +[83(No—1) — 1]
=2+5+8+ -+ [3n— 4
_(o=1)[83(Mo—=1)+ 1]

2
(o = 1) 3no — 2)
5 .

(2.4)

Para determinarmos Sy, basta adicionarmos (3no — 1) a ambos os membros de (2.4), o
que nos da

Snoz Sno_l + <3n0 - 1)
(o — 1) (3no — 2)

= > +3np—1
:(ﬂg—l)(3no—2)+6no—2
2
_3n%—5no+ 2 +6ng — 2
2
:no(3n0+1)
2 2

contrariando o fato da ndo validade desta igualdade para no. Logo, ndo existem inteiros
positivos para os quais a identidade (2.3) ndo se verifique.

2.3.2 Problemas de divisibilidade

Questoes de divisibilidade constituem o préximo passo natural em nosso estudo.
As técnicas para formar enunciados e passos indutivos sdo semelhantes aquelas usadas
para as identidades: em geral, encontramos o incremento na expressao que estad sendo
considerada e provamos que é divisivel por um ntimero dado. Vejamos alguns problemas
que tem solugdes alternativas simples (usando aritmética modular).

Exemplo 2.13 Prove que n® — n ¢ divisivel por 3 para todo inteiro positivo n.

Soluc¢ao: Para n = 1 temos que
1*-1=0

que é divisivel por 3. Logo, o fato em questdao é verdadeiro para n = 0. Suponhamos a
validade da relacdo para n = k e verifiquemos sua validade para n = k + 1. Temos que

kK+1)—k+D =k +3k2+3k+1-k-1
. > . >
=k-k +3 K +k
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Veja que o primeiro termo do altimo membro da igualdade acima é divisivel por 3 (devido
a hipotese indutiva) e o segundo também. Como a soma de dois nimeros divisiveis por 3
¢ um ntimero divisivel por 3, entdo a relacdo é verdadeira para n = k + 1. Logo, n® — n
¢ divisivel por 3 para todo inteiro positivo n. Q

Exemplo 2.14 Mostre, por inducdo matematica, que 6/7n — 1 para todo todo inteiro
positivo n.

Soluc¢ao: Para n = 1 temos que
M"—-1=7-1=6

que é divisivel por 6. Logo, a relacdo é valida para n = 1. Supondo, agora, que seja
valida para n = k, mostremos que é valida para n = k + 1. Temos que

t-1=7.7-1
: 2
=77-1 +6

e, como, por hipotese, 6]7% — 1, ambas as parcelas do Gltimo membro da igualdade acima
sdo divisiveis por 6 e, consequentemente, 7%** — 1 também o é. Logo, 6/7" — 1 para todo

inteiro positivo n. Q

2.3.3 Desigualdades

As demonstracoes desigualdades sdao, em geral, muito eficazes, por isso mesmo
¢ uma parte da algebra que sempre foi cobrada com regularidade nas competicoes de
olimpicas de matematica. Atualmente elas sao abordadas, inclusive nas olimpiadas inter-
nacioais, até em nivel de Ensino Fundamental.

As questoes de desigualdade seguem um certo padrio, onde deve-se comparar uma
expressao algébrica com outra ou com um namero. Porém, deve-se ter muita atencdo
nas substiuicoes, pois os valores que sdo substituidos para a demonstracio final nao sao
exatamente iguais, como fazemos nas demonstracoes das igualdades.

Referindo-nos agora a proposicao
Pn):2" >n?+ 2,

observamos sua validade para pequenos valores de n, o que nos leva a acreditar que seja
verdadeira para todo n. Quando uma afirmacdo do tipo “para todo n” é falsa, deve haver
pelo menos um natural n (um contraexemplo) que a contraria.
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Supondo que a proposicao seja falsa, seja k 0 menor niimero natural tal que
2Kl < k2 + 2.
Observamos, claramente, que k > 1. Temos, portanto, que
2k =2k Dbl > Kk —1)2+2=K?— 2k + 3.
Assim,

2k+l:2_2k
.2 X
>2 Kk —2k+3
=2k? -2k +6
=k?+kk—-2) +6

> k2 + 2,

contradizendo o fato de que a proposicao nio se verifica para k. Logo, 2"*! > n? + 2 para
todon € N.

Considerando a proposicao
Pm):2"1 >n?+ 2,

provamos que P (k — 1) = P (k), quando k > 1. Observamos que, em um ponto de nossa

prova, j t’mhamosconsideradoavalidade dadesigualdadeparan=0en=1. Embora
tenhamos dado uma prova por contradicdo, € natural nos perguntarmos se seria mais
sensato tentar provar a declaracdo diretamente.

Como ja temos que P (n — 1) = P (n) entdo a demonstracdo por contradicdo pode
ser desnecessaria, basta observarmos que a partir de n = 0 teremos que P (0) = P (1),
P (1) B(2), P (2) P (3xe assim sucessivamente.

Continuando a pensar de maneira analoga a situacao anterior, verifiquemos se
P :n?> 2"
para todo natural n > 5. Observamos, no entanto, que
52=25<32=2°

e, portanto, P (5) ndo se verifica, ou seja, a afirmacdo é falsa. Podemos pensar entdo
que N? < 2", para todo natural n > 5. Provemos este fato por inducdo mateméatica. Ja

sabemos que a desigualdade é valida para n = 5. Assumindo sua validade paran =k > 5
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provemos sua validade para n = k + 1. Temos que
k1 =2.2k>2 . k2=Kk2+Kk?>> k?+5k>k?+2k+1=(k+1)72.

uma vez que k > 5 implica em k? > 5k e 5k = 2k + 3k > 2k + 1. Assim, pelo Princ 1pio
de Inducio Matematica, 2" > n? para todo n > 5.
Observe que poderiamos ter substituido a proposicao acima por

P @) :(n+52<2"5

e iniciar o procedimento de inducdo para n = 0. Assim, de modo geral, se queremos
verificar se uma propriedade referente a nimeros naturais é verdadeira a partir de um
certo a, verificamos sua validade para este a e, em seguida, supondo sua validade para
um certo n > a, verificamos se ainda é valida para n + 1.

A Desigualdade de Bernoulli, alvo do nosso proximo exemplo, merece um des-
taque, pois a mesma tras consigo a caracteristica de trabalhar na perspectiva binomial
e, portanto, possibilita uma infinidade de construcoes aritméticas, sendo primordial no
estudo do Bindmio de Newton, possibilitando desenvolvimento de resultados da Anélise
Combinatoria, favorencendo também o estudo de Matematica Discreta. As consequéncias
dessa desigualdade geram questoes em todos os niveis de Ensino.

Exemplo 2.15 (Desigualdade de Bernoulli) Prove que (1 + X)" >1 + nx para todo
inteiro positivo n, sempre que x > —1.

Solucao: Para n = 1 verifica-se que
A+xt=1+1"x,

ou seja, o resultado é verdadeiro. Entdo esta provada a base de inducdao. Suponha, que
para n = k tenhamos (1 + X)¥ > 1 + kx, Assim,

A+ Xt =1 +x) 1+ xK
> (1+Xx) 1+ kx)
=1+ Kk+1x+kx?
>1+(k+1x

Tem-se, portanto, que o resultado é verdadeiro para todo n > 1. Q



Capitulo 3
Recorréncias

Nesse capitulo, iremos definir as recorréncias lineares, ou sequéncias definidas re-
cursivamente, evidenciando as recorréncias de primeira ordem, utilizando exemplos que
estimulem a percepcdo dos procedimentos operatérios que sdo necessarios para a cons-
trucao de uma sequéncia.

Buscaremos também, chegar a conclusoes por meio da recursao na abordagem de
alguns problemas classicos de sequéncias, sobretudo com carater ladico. Apresentamos
ainda uma selecao de problemas variados, incluindos questdes de olimpiadas nacionais,
em diversos niveis e suas respectivas resolucdes.

Convém destacar que, nesse momento, técnicas para obtencoes de formulas fecha-
das ndo serdo exploradas intencionalmente. Tais conducdes serdo realizadas no Capitulo
4, para facilitar o processo didatico-pedagogico, pois acreditamos que os alunos (do 1°
ano do Ensino Médio) poderiam, aqui, cometer erros procedimentais, devido ao acimulo
de informacdes, bem como a pouca pratica, minimizando assim a consolida¢do do conhe-
cimento.

Para evitar problemas de notacdo vamos caracterizar as diferencas entre sequéncia
e conjunto. Vejamos: um conjunto é representado, geralmente, por uma letra maitscula
e seus elementos estdo entre chaves de modos que elementos repetidos podem ser descon-
siderados assim como a disposi¢dao de seus elementos em sua representacdo. Por exemplo,
sendo A = {1, 2,3}, temos que A ={1,1,2,3,3,3} ={3,2,1}. Uma sequéncia, no entanto,
¢ identificada como sendo uma funcdo f cujo dominio € o conjunto N dos naturais (caso
seja infinita) ou um subconjunto da forma {1,2,...,n} (caso seja finita com n termos).
Uma sequéncia é geralmente representada por (X1, X2,...,Xn,...) de modo que xn é a
imagem de n pela funcdo f. Neste contexto as sequéncias (1,2,3), (1,2,1,3) e (3,2,1)
sdo, entao, diferentes, pois na primeira o primeiro elemento € ja que ou nao possuem a
mesma quantidade de termos ou nao possuem termos correspondentes iguais. Assim, a
ordem dos termos em uma sequéncia é relevante.

Na nossa pesquisa, vamos nos direcionar as sequéncias numéricas. Elas sao cons-
tituidas por valores numeéricos previamente estabelecidos, e ordenados, embora eles podem

18
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) , o1 5 g %
nao ter uma regra ou uma formula, como a sequencia -9 . — 13 enquanto
’ ’ ooy

outras dispoem de uma lei de formacao a exemplo da sequéncia dos multiplos positivos de
3 dada por (3,6,9,12,15,18,21,...), que é uma sequéncia infinita de termo geral xn = 3n.

Num primeiro momento, vamos nos debrucar sobre as sequéncias numéricas infi-
nitas que dispoem, de uma lei de formacao. Devemos ter um cuidado especial com este
tipo de sequéncia, pois, muitas vezes, a lei de formacdo de uma sequéncia é bem dificil de
se enxergar. Vejamos: qual o proximo ntimero da sequéncia

(5, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, .. ) ?

Percebe-se que a tarefa ndo é facil, principalmente por ndo ser possivel fazer conjecturas a
respeito de algumas operacgdes basicas. No entanto existe uma lei “sequéncia dos niimeros
naturais crescentes cuja denominacdo do valor numérico comega com a letra C”. Logo, o
proximo elemento sera o 100 “cem”.

Uma situacdo bastante intrigante seria estabelecer qual o proximo elemento da
sequéncia (1,3,5,...). Apesar de ficarmos inclinados a pensar no ntimero 7 é importante
saber que sequéncias distintas podem conincidir para alguns valores (inclusive uma in-
finidade deles). Nesse caso, o idealizador da sequéncia definiu a lei de formacdo como
sendo:

n3

n
Xn =~ + n®+ 5 (3.1

Para a atividade nao ficar muito cansativa, vamos verificar apenas os quatro primeiros
termos. Assim,

P4 l=ly141=1
Xx1=—_+1 6 6 6

$ ,12- 81412-3
Xo=—_+2 6 6 6

$ ,.3-_21,943-5
X3=—_+3 6 6 6

B, 4_ 64, 16+4-6
X4:—E+4 6 6 6

O exemplo acima foi retirado de uma aula do Programa de Iniciacdo Cientifica
(PIC)daOBMEPdo professor Fabio Henrique Teixeirade Souzaocorridaem13/10/2018.
Tal situacdo serviu para nos mostrar que nao devemos presumir o proximo termo de uma
sequéncia numeérica se nao soubermos exatamente qual é a lei de formacao da mesma.

E interessante perceber, em (3.1), que se tivermos a lei de formacdo, ou seja, uma
formula fechada, sera possivel determinar qualquer termo, sem precisar calcular os termos
que o antecedem. Este sera um dos nossos objetivos do presente trabalho. No entanto,
para alcanca-lo, faz-se necessario o entendimento das Recorréncias Lineares.
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3.1 Recorréncias lineares

Vimos no Teorema da Recursividade que uma sequéncia esta bem definida e uni-
vocamente determinada se temos o conhecimento do termo x; e sabemos como, a partir
de Xn, determinar Xn+1. A dependéncia de Xn+1 do valor de xn é denotada por

Xn+1 = F (Xn)

e a igualdade acima é entao denominada equacdo de recorréncia de primeira ordem.

Definicao 3.1 Uma recorréncia linear de primeira ordem é uma recorréncia do tipo
Xn+1 = F(N) Xn + g (N) .

Quando g (n) = 0 para todo n, a recorréncia linear é¢ dita homogénea.

Exemplo 3.2 Considere a sequéncia (2,5,8,11,...,an,...). Conjecture uma foérmula
por recorréncia para o n-ésimo termo dessa sequéncia.

Solucao: Como sabemos, as formulas por recorréncia precisam se referenciar no termo
anterior, assim no 1° termo, entdo seja:

ar=2
a=5=2+3=a +3

az3=8=5+3=a,+ 3.

Nesse caso, é facil ver que
an+1 = an + 3.

Q

Apesar da formula acima nao nos dizer algo relevante, a sua sutileza sera percebida
quando resolvermos a recorréncia e determinarmos a sua generalizacao “férmula fechada”,
objeto de estudo do Cap’rtulo 4.

Exemplo 3.3 Observe a sequéncia que tem a lei de formacao an+1 = 2an—1, com a1 = 4.
Determine:

a) Os cinco primeiros termos da sequéncia.
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Solucao: Temos que

aa=4
Q=2aa—-1=2-4-1=7
aa=28-1=2-7-1=13
as =2a3—1=2-13-1= 25
as =2as—1=2-25-1= 49

Q

Perceba que essa lei de formacao esta na sua forma recursiva, e que, portanto, com

ela sera possivel determinar os proximos elementos, sempre recorrendo ao anterior e ao

1° termo. Verifique ainda, que a lei nos permite multiplicar por 2 o termo anterior e

deste resultado subtrair uma unidade. E fundamental que enfatizemos a realizacdo dessas

operacoes para uma melhor percepcdo pelo o aluno do carater aritmético que ha numa

formula, aparentemente exclusivamente algébrica pois, dessa maneira, o mesmo pode vir
a ter uma diversidade maior de possibilidades de resolucdes de situacoes semelhantes.

b) Uma nova formula de recorréncia de 1* ordem, utilizando os termos da sequéncia
do item (a), mas recorrendo ao termo anterior.

Solucao: Veja que

ai=4
a=7=4+3=a1+3:1
a=13=7+6=a+3:2
au=25=13+12=a3+3 -4
as=49=25+24=a,+2 -8

e, verificando as caracter”isticas dos termos, podemos inferir que
dn+1 = an + 3 2”.

Apesar de, aparentemente nao fazer sentido a conjectura de uma nova férmula por re-
corréncia, através desta sera possivel, adiante, encontrar uma féormula fechada para o

n-ésimo termo da sequéncia, sem necessitar de uma teoria mais avancada. Q

Observe que nesse tipo de formula h4 uma certa desvantagem em se calcular o 100°
termo, por exemplo, pois a formula sempre recorre ao anterior, e, portanto seria muito
trabalhoso.No entanto, as formulas obtidas podem ser tteis, pois existem problemas,
sobretudo ol ‘1mpicos, que exploram exatamente essa capacidade, veja:
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Exemplo 3.4 (OBMEP 2015, 12 Fase - Nivel 3) Abaixo temos trés figuras pentagonais: a
primeira com 5 pontos, asegunda com 12 pontos e a terceira com 22 pontos. Continuando
esse processo de construcdo, a vigésima figura pentagonal tera 651 pontos. Quantos pontos
tera a vigésima primeira figura?

Figura 1: Figuraspentagonais

*— [ )

SEak

Fonte: OBMEP 2015

22

(A) 656 (B) 695 (C) 715 (D) 756 (E) 769

Antes de resolver o referido problema, cabe enfatizar o seu carater ladico, bem

como caracterizar a contextualizacdo com a geometria, pois tal situacao explora as carac-
teristicas de um pentagono regular.
Solucao: Observe que os nimeros pentagonais, quando os dispomos em sequéncia re-
sultam em (5,12,22,...). Nesse instante, € muito proveitoso que instiguemos os nossos
alunos a investigar o que esta ocorrendo, de maneira pratica, com uma figura em relacao
a anterior, no que se refere 4s quantidades de pontos em cada lado do poligono. A partir
da",eles se empenham na busca por perceber alguma “regra” e, dessa forma, tendem a
desenvolvera sua autonomia. Quando o grupo de alunos estiver experimentado algumas
possibilidades, vamos reforcar que:

ar=5

a=12=5+7=za1+6+1=a1+2 -3+1

- Explicando a obtencao de a;: No segundo pentagono, em relaciao ao primeiro, houve
um aumento de 3 pontos em dois lados do pentagono e 1 ponto em outro.

Temos agora que
a3=22=12+10=a+8+2=a+2-4+2

- Explicando a obtencao de as: No terceiro pentagono, em relacao ao segundo, houve
um aumento de 4 pontos em dois lados do pentagono e 2 pontos em outro lado.
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A partir desse raciocinio, podemos realizar outras inspecoes, e por hipotese, teri-
amos que, no quarto pentagono, em relacao ao terceiro, devera haver um aumento de 5
pontos em dois lados do pentagono e 3 pontos em outro lado, resultando em

as=az+2-5+3=22+ 13 = 35.
Continuando com este procedimento, temos que

an:an—1+2(n+1)+n—1

=an.1+ 3n+ 1.

Assim,
ar=axn+3-21+1
=651+ 64
=715,
o que nos fornece (C) como resposta correta. Q

Exemplo 3.5 Observe a disposicdo, abaixo, da sequéncia dos nimeros naturais impares:

1

3 5

7 9 11
13 15 1719

Determine:
a) O primeiro termo da décima linha.
b) A formula de recorréncia para o primeiro termo da linha que esta na posicao n + 1.

Solucdo: Para simplificar a nossa resolucdo, representaremos por ai,az, as,...,an 0
primeiro termo das linhas 1,2,3,...,n, respectivamente. Dessa forma, os cinco termos
iniciais da sequéncia em questao sera

ar=1,
a2 =3,
a=17,
as = 13,

as = 21.
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Cabe agora refletir sobre alguma possibilidade de generalizacdo, pois demandaria muito
esforco fazer todos os termos de cada linha. Desse modo, vamos reescrever os primeiros
termos de cada linha, nos reportando ao anterior, verificando se ha uma regularidade, da
seguinte forma:

a=3=1+2=a1+2 -1,
aa=7=3+4=a+2- 2,
au=13=7+6=a3+2 -3,
as=21=13+8=as+ 2 - 4.

Essa analise nos faz crer que

as=—as+2-5=21+10=31,
a7=ag+2-6=31+12=43,
ag—ar+2-7=43+14 =57
ag—ag+2:-8=57+16=73
alp=a+2-+-9=73+18=091.

Logo, o primeiro termo da décima linha sera aio = 91.

Percebe-se que foi aplicada uma boa dindmica para a resolucao do item (a), porém
se fizermos isso com os primeiros termos, linha a linha, ainda seria um pouco trabalhoso.
Entdo é pertinente, nesse momento, pensarmos numa férmula de recorréncia para deter-
minacdo do primeiro termo da linha que esta na posicao n + 1, isto &, para determinacao
de an-1 e, portanto, resolveriamos inicialmente o item (b). Veja que, por meio da inspecio
feita, é possivel conjecturar que

ans1 = an + 2n, coma; = 1.
Q

Apesar de ser possivel enfatizar outros questionamentos nesse problema, como a
somadostermosnumadeterminadalinha, assim comodeterminaro2°termo;3°termo, n-
ésimo termo de uma certa linha. Nao os fizemos, para que os nossos alunos nao perdessem o
foco, que de fato é a busca pela generalizacao, na qual sera feita por etapas, como fora
mensionado no inicio deste capitulo. Com isso, sera possivel calcular o primeiro termo de
qualquer linha, bastando para isso saber o nimero da linha, pois a formula s6 dependera de
n.

Esse tipo de problema serve como base para fazer a introducao, mesmo que discreta,
do Triangulo Aritmético, que é um conceito bastante relevante na Analise Combinatoria
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(contetido que sera objeto de estudo no 2° ano do Ensino Médio), e possibilita uma série
de aplicacoes tteis para o desenvolvimento das recorréncias, bem como a resolucao das
mesmas.

Exemplo 3.6 Considerando a sequéncia (6, 2, 0,0, 2,6, ...), observamos que ela € uma PA
de segunda ordem, pois é uma sequéncia na qual as diferencas entre termos consecutivos
constituem uma PA de primeira ordem, a saber, (-4, -2, 0, 2, 4, . ..). Determine:

a) O n-ésimo termo da PA de primeira ordem, por recorréncia.

b) O n-ésimo termo da PA. de segunda ordem, por recorréncia.
Solucdo: Na sequéncia (—4,-2,0,2,4,...), que é uma PA de primeira ordem, temos
ar=-4,aa=-2,a3=0,aa=2,as =4, ...
e, procedendo da mesma maneira que na questdo anterior, temos que

a=-4+2=a +2,
az=-2+2=ax+2,
as=0+2=a3+2,

as =2+ 2 =a4 + 2.

Logo,
an = an-1-+ 2, com a; = —4.

Apesar de os alunos conherem a formula do termo geral de uma PA de primeira ordem,
observemos no item a que precisamos determinar o n-ésimo termo por recorréncia, para
favorecer as descobertas de regularidades e estimular a formulacdo de hipoteses, que serdao
confirmadas, ou nao, nos proximos capitulos.

Ja a sequéncia (6, 2,0, 0, 2, 6, . . .) é uma PA de segunda ordem. Veja que a1 = 6, a,
=2,a3=0,a =0,a = 2,...e, proccdendo com a mesma caltela dos problemas
anteriores, segue que

a2 =6—-4=a1—-4=a1—-2:2,
a3 =2-2=a—-2=a-2-1,
aa =0+0=az3+0=a—-2:0,

as=0+2=as+2=a4—2-(-1.

Esse problema merece um cuidado especial, pois o fator multiplicador de —2, nao esta em
funcao de n, nem tampouco de —2. Dessa forma, vamos construir uma sequéncia apenas
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com os fatores multiplicadores: (2,1,0,—1,—2,...). Aqui nos apropriaremos da formula
do termo geral, apenas para que minimizemos os trabalhos e seja possivel encontrar a
recorréncia sem muitos obstaculos. Entao, teremos,

bi1=2 e bn=bi+NM-Dr,

0 que nos da, para r = —1, que bn = 3 — n. Logo, o n-ésimo fator multiplicador de —2 é
bn = 3 — n. Esse fato nos faz concluir a recorréncia da seguinte forma:
apn=an-1— 2by 1
=an-1—2[83—(n—1)]

= an-1 + 2n — 8.

Q

Caso o leitor esteja ponderando a respeito dos calculos por acreditar que esao sendo
um pouco excessivos, vale enfatizar a utilidade dos mesmos para estimular o calculo men-
tal das operacdes basicas, bem como a sedimentacdo das operacdoes com monomios, pois
a medida que reduzem as formulas por recorréncia, os alunos reforcam a pratica das sim-
plificacoes dos termos semelhates. Um esclarecimento oportuno também se, para algum
questionamento em termos de qual a utilidade de encontrar as formulas por recorréncia
e, nesse caso, veremos que a mesmas serao de grande valia para a verificacao da validade
das generalizacOes que sera feita no Capitulo 5.

3.2 Problemas olimpicos

Problema 3.7 (OBMEP 2012, 1% Fase - N'wvel 3 - adaptada) Renata montou uma se-
quéncia de tridngulos, com palitos de fosforo, seguindo o padrao indicado na figura.

Figura 2: Triangulos com palitos de fosforo

A
A\ AAA AAAAA

Fonte: OBMEP 2012

Determine:

a) Quantos palitos ela vai usar para construir o quarto triangulo da sequéncia?
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b) Os seis primeiros termos da sequéncia.

c¢) A formula obtida por recorréncia.

Assim como no exemplo dos pentagonos, a ludicidade é imprescindivel na resolucao

deste problema, pois favorece o raciocinio do aluno, além de trazer uma ressignificacdo
para o processo de educacdo matematica. Nessa perspectiva, estaremos propondo ati-
vidades que estdo repletas de intensoes didatico-pedagobgicas, no inttito de alcancar os
resultados esperados.
Solucao: O inicio da resolucdo se d4a na observacdo de quantos tridngulos aumentaram
do 1° estagio para o 2°, verificando através da superposicao de a; em a, e assim por
diante. Feito isso, é esperado que os alunos consigam determinar a quantidade de palitos
que Renata vai usar para construir o quarto triangulo da sequéncia, pois

ar=3
@2=3+6=a+2-3
a3=9+9=a+3-3
au=18+12=a3+4 - 3,

ou seja, as = 30. Portanto ela vai usar 30 palitos para construir o quarto triangulo.

Continuando a construir a sequéncia, de maneira analoga, segue que

as=as+5:-3=30+15=45,
as=as+6:-3=45+ 18 =63

e, consequentemente, os seis termos da sequéncia sio 3, 9, 18, 30, 45 e 63.

E primordial que o inicio da resoluciio seja bem conduzindo, ou seja, é imperativo
que as orientacoes passadas pelo professor busquem ndo somente a determinacdo dos
termos da sequéncia, mas fazer com que seja possivel perceber regularidades, sobretudo em
seqliencias que sejam dotadas de imagens, pois estas favorecem a promocao de conjecturas.

Seguindo o padrao mostrado até entao, iremos obter

an = an-1 + 3n.

Problema 3.8 (OBMEP 2009, 1* Fase - Nivel 3) Felipe construiu uma sequéncia de
figuras com quadradinhos; abaixo mostramos as quatro primeiras figuras que ele construiu.
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Figura 3: Sequéncia de figuras construidas por Felipe

25 quadradinhos
13 quadradinhos

5 quadradinhos

1 quadradinho

[ ] | .

‘la

29 ]
3(1 ||
4a
Fonte: OBMEP 2012
Qual é a primeira figura que tem mais de 2009 quadradinhos?
(A) A 307 (B) A 312 (C) A 322 (D) A 332 (E) A 342

Solucao: Para encontrar um padrao recursivo, vamos separar as quantidades de quadra-
dinhos brancos e escuros:

Figura | Brancos | Escuros | Total
1 | 1=1> | 0=0° |1+ 0°
28 1=12 | 4=22 | 22+1°
34 9=32 | 4=22 |32+ 22
42 9=32 | 16 =47 | 42+ 32

Podemos perceber que ha uma recorréncia, pois conjecturamos que a figura de n lados
terd n? + (n — 1)2 quadradinhos. Para solucionar o nosso problema basta achar o menor
valor de n tal que n? + (n — 1)2 > 2009. Como n? > (n — 1)?, para n > 1, teremos que
2n?> 2009, ou seja, n? > 1005, da"1temos que n > 32. Agora vamos verificar cada caso.

« Para n = 32: 322 + 312 = 1985, (nao serve).
- Paran = 33: 332 + 322 = 2113(serve).

Como a funcao polinomial p (N) = n? + (N — 1)2 = 2n? + 2n + 1 é crescente, N = 33 é 0
menor valor e, portanto, a alternativa correta é a (D). Q

3.3 Problemas classicos

3.3.1 Pizza Steiner

O matematico Jakob Steiner!, segundo DORRIE (1965) propos e resolveu, em
1826, a seguinte situacdo problema: Qual é o maior niimero de partes em que se pode

1Jakob Steiner (1796 - 1863) foi um matematico suico que trabalhou principalmente na area de geo-
metria.
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dividir um plano com n cortes de retas? Este problema de Recorréncia é conhecido como
a pizza de Steiner.

Iremos soluciona-lo tentando encontrar algum padrao matematico pela construcao
que nos dé condicoes de fazé-lo.

Seja a o plano a ser dividido:

1. Com a primeira reta dividimos o plano o em duas partes, como ilustra a Figura 4.

Figura 4: Plano a dividido pela reta r

[0

™

Fonte: Da autoria

2. Para o segundo corte, ou seja, segunda reta, temos que levar em consideracdo a dis-
posicao suas disposicoes no plano a, elas podem ser, paralelas coincidentes, paralelas
distintas ou concorrentes.

Quando as retas ri e r> sdo paralelas coincidentes, isto €, quando r1 = r, teremos
0 mesmo namero de regioes.

Figura 5: Plano a dividido pelas retas paralelas coincidentes r1 e r2

(04

™

=
(]

Fonte: Da autoria

Quando as retas r1 e r2 sdo paralelas distintas teremos trés regides no nosso plano.

Figura 6: Plano o dividido pelas retas paralelas distintas r1 e r

x
T

Fonte: Da autoria
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Quando as retas ri1 e r, sdo concorrentes, teremos quatro regides no nosso plano.

Figura 7: Plano o dividido pelas retas concorrentes ry e 12

x

™

Fonte: Da autoria

Entdo, para satisfazer as condicoes exigidas usaremos o 3° caso, que ocorre quando
r1 e r2 sao concorrentes, pois percebemos que das trés possibilidades é a que fornece o maior
namero de regides. Logo, para que a quantidade de regioes aumente com o acréscimos
de novas retas estas devem ser concorrentes relativamente as retas ja existentes no plano.
Essa sera a nossa primeira regra para construcao da nossa recorréncia.

Outra regra muito importante para que nosso objetivo seja atingido é que as novas
retas ndo podem passar por pontos de intersecio ja existente, pois se o fizer nao teremos
0 nimero maximo de regioes.

Essa questdo, no maximo, é devido escolhermos retas que estejam em posicao geral,
ou seja, cada reta nao passara por nenhum ponto de intersecc¢ao ja existente.

Agora, que ja sabemos as duas regras para essa proposicao, entao iremos definir
a recorréncia. Para isso comecaremos pelo trabalho exploratorio, isto é, verificar caso a
caso. faremos ainda o uso de uma tabela e chamaremos de n o nimero de retas e de Rn
o niimero maximo de regides definidas por n retas.

Para uma reta percebemos que ha 2 regioes como ilustra a Figura 4. Agora, vamos
construir as regides a partir de duas retas concorrentes. Quando existem duas retas, temos
um total de quatro regides como mostra a Figura 7, agora adicionando mais uma reta
teremos um total de 7 regides como indica a Figura 8.

Figura 8: Plano o dividido pelas retas concorrentes ri, r2 e rz.

x

T

T2 T3

Fonte: Da autoria

Adicionando mais uma reta teremos um total de 11 regides como ilustra a figura
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Figura 9: Plano o dividido pelas retas concorrentes ri, r2, r3 € ra.

T4 X
T

Fonte: Da autoria

Para 5 retas teremos um total de 16 regidoes como mostra a Figura 10.

Figura 10: Plano o dividido pelas retas concorrentes ri, r2, r3, rs € Is.

T4 x
LN

T2 N‘j

Fonte: Da autoria

A nossa tabela ird nos auxiliar na organizacao dos dados e também para perceber-
mos se existe um padrao matematico:

11
16

A~ W[N] D3
\'

n| ?

Notemos que a nossa sequéncia mostra certa regularidade. Percebemos que, a partir da
primeira reta, quando adicionamos a segunda reta temos duas novas regioes, quando colo-
camos a terceira reta sao acrescentadas mais trées regioes, na quarta reta serao adicionadas
mais quatro, ja na quita reta teremos mais cinco regioes, entdo podemos supor que com 0
acréscimo da n-ésima reta teremos o ntimero de regioes ja existentes mais n novas regioes.
Logo, podemos conjecturar que

Rn =Rn-1 +n, com Ri1=2.
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3.3.2 As torres de Hanoi

Trata-se de um quebra-cabeca que foi inventado pelo matematico francés Edouard
Lucas?. Segundo DORRIE (1965). Ele teve inspiracdo em uma lenda para construir o
jogo das torres de Hanoi em 1883, cujo nome foi inspirado na torre simbolo da cidade de
Hanéi, no Vietna.

Ha varias lendas a respeito da origem do jogo, a mais conhecida fala de um templo
Hindu, situado no centro do universo. Diz-se que Brama (que € o primeiro deus da
Trimarti) supostamente havia criado uma torre com 64 discos de ouro e mais duas estacas
equilibradas sobre uma plataforma. Brama ordenara-lhes que movessem todos os discos
de uma estaca para outra segundo as suas instrugdes. As regras eram simples: apenas um
disco poderia ser movido por vez e nunca um disco maior deveria ficar por cima de um
disco menor. Segundo alenda, quando todos os discos fossem transferidos deuma estaca
para a outra, o templo iria desmoronar e o mundo desapareceria. Nao se sabe, € claro, se
Edouar Lucas inventou essa lenda ou foi inspirado por ela.

Para exemplificar a lenda, considerando o problema das torres de Hand6i com
64 discos, seguindo as regras do jogo, o nimero de movimentos seria de 2% — 1 =
18.446.744.073.709.551.615, o que daria mais do que 5 bilhdes de séculos se cada mo-
vimento fosse feito em 1 segundo.

Nos dias de hoje, no problema das torres de Hanoéi, temos uma base que possui
trés hastes, e uma pilha de n discos em com didmetros diferentes em uma delas. Deve-
se, entdo, passar a pilha de discos de uma haste para outra com o menor namero de
movimentos possivel de modo que duas regras sejam obedecidas:

(1) So6 é permitido passar um disco por vez;
@ity Em nenhum momento pode haver um disco maior sobre um disco menor.

Vamos solucionar o problema usando recorréncia, num primeiro momento, e , pos-
teriormente, por meio de sua resolucdo, iremos encontrar a generalizacdo, através das
somas telescopicas, e por fim prova-la por Inducdo Matematica.

O disco com menor diametro sera denominado de disco 1; o de segundo menor de
diametro de disco 2 e assim sucessivamente em ordem crescente, dos didmetros até chegar
no ultimo disco, o qual chamaremos de disco n.

Parasolucionarmos o problemade mover demodo geral, apresentaremos a Figura
11, na qual teremos que mover todos os discos da primeira haste para a terceira, seguimos
o0s seguinte passos:

1. Movemos os primeiros n — 1 discos para a segunda haste;

24 de Abril de 1842 a 3 de Outubro de 1891. Foi um matematico francés e o criador do jogo matematico

torre de Hanoi. A sequéncia de Lucas e os niimeros de Lucas sdo denominados em sua memoria. E também
o autor do Teorema de Lucas que aborda nimeros binomiais e congruéncia modular.
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2. Movemos o maior disco para a terceira haste;

3. Concluimos o quebra-cabeca movendo os n — 1 discos da segunda haste para a
terceira.

Figura 11: Movimentacdo dos n discos para outra haste.

Posicao inicial

Movendo n — 1 discos para a segunda haste

Movendo o disco n para a terceira haste

Movendo os n— 1 discos da seeunda haste para a terceira
s |

Fonte: Da autoria

Assim, se Mn é 0 nimero minimo de movimentos utilizados para mover n discos de
uma haste para haste outra, temos que

Mn = 2Mp-1 + 1.

Este € um exemplo de uma equacdo de recorréncia para uma funcao definida no
conjunto de nlimeros naturais maiores ou iguais a algum naimero do caso base, pois a
partir desse caso é que entendemos como calcularmos o n-ésimo termo da sequéncia a
partir do termo imediatamente anterior ou de alguns termos anteriores.

Olhando para o Teorema da Recursividade, para se especificar completamente
uma sequéncia com base em uma recorréncia, devemos dar informacoes suficientes sobre
a sequéncia. Esta informacao é chamada de condicdo inicial, ou condices iniciais, que
também chamaremos de caso base para a Recorréncia.
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Neste caso, temos Mo = 0. Usando isso, obtemos da recorréncia que, paran = 1,
M. = 1, pois

M1 =2Mo+1=2-0+1=1.

Figura 12: Torre de Handi com 1 disco.

Posicao inicial Movimento 1

Fonte: Da autoria

Para n = 2, temos M = 3, pois

Ma=2 -M1+1=2-1+1=3.

Figura 13: Torre de Handi com 2 discos.

Posicao inicial Movimento 1
Movimento 2 Movimento 3
Fonte: Da autoria

Para n = 3, temos Mz = 7, pois
M3=2 - M2+1=2-3+1=17.
Figura 14: Torre de Handi com 3 discos.
Posicao inicial Movimento 1
|
|| ||
]
Movimento 2 Movimento 3
|
Movimento 4 Movimento 5
- 4
Movimento 6 Movimento 7
[ |
| ] | ]

Fonte: Da autoria
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Capitulo 4
Somas Telescopicas

Nesse capitulo iremos lancar mao de uma técnica, um tanto quanto simples, de
resolucdo de recorréncias lineares de pimeira ordem que é bastante ttil para desenvolver
problemas de diversas aplicacdes e niveis de dificuldade. Uma evidéncia da sua relevancia
e eficacia reside no fato de programas de treinamento olimpicos, como o POTI, se apropri-
arem desse recurso para resolver de forma prazerosa, e elegante, problemas de olimp“1adas
nacionais e internacionais, como veremos adiante, nesse cap’itulo.

Vamos entender o que ¢ uma soma telescopica através do nosso primeiro exemplo.

2F(n) +1

> paran = 1,2,... e F(1) = 2, entao

Problema 4.1 (EUA)SeF (n +1) =
determine o valor de F (101).

Solucao: Podemos reescrever a equacdo que define os termos dessa sequéncia recursiva-
mente (isto é, em funcdo de termos anteriores) da seguinte forma:

Fn+1)—F(Mn) = ;

Assim, variando n de 100 a 1 na igualdade acima, temos que

Famywmmmzé
HN@—F@%:;
F@ —F@) =
) ()—%
FQ-F@Q) ==
@) —-F@d 5

Somando estas igualdades membro a membro, obtemos que F (101) — F (1) = 50, ou seja,

F (101) =50 + F (1) = 50 + 2 = 52.
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Q

Fica assim entendido que somas telescOpicas sao somas em que os termos inter-
mediarios sao cancelados e, no final, restam apenas o primeiro e o Gltimo.

Problema 4.2 Encontre o valor da soma

1 1 1 1
S= + + +o .
1x2 2x3 3x4 999 x 1000

Solucao: Observe que os denominadores sao produtos de nimeros consecutivos e que, de

modo geral,
1 21 1
kxk+1) Kk k+1
Assim,
- 1z "1 1z "1 1z ! 2
S= 1-= + =—-= 4+ =—-= +...4 — 1
2 2 3 3 4 999 1000
o1
1000
999
1000

Q

Problema 4.3 O pagamento de um certo pintor aumenta de acordo com o dias em que
ele trabalha. No primeiro dia ele recebeu 1 real. no segundo dia ele recebeu o que tinha
ganho no primeiro dia mais 2 reais. No terceiro dia ele recebeu o que tinha recebido no
segundo dia mais 3 reais. Desse modo, quanto o pintor ira receber no centésimo dia?

Solucao: Seja Ln o valor pago no n-ésimo dia. O problema no diz que
Lnii=Ln+t (N+1).
Assim,
Lhii—Lh=n+1

Ln_ Ln—l =N

Ls—L>=3
L, — L =2
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Somando as igualdades membro a membro, obtemos

Lnvi—Li=Lpi—1

=M+ +n+---+3+2
e, portanto,
(n+1)(n+2)
Lhaa=M+1)+n+---+3+2+1= 5 .
Q
Problema 4.4 Prove que
1 1 1
1+ 2 2+ 2 99 + 100
€ um namero inteiro.
Solucao: Note que
N,
1 1 k+1- Kk
\/K+\/K*|——1:\\//t+\/l(*7’r.\/t(——ﬁt— R
k+1- %k
T kFI-K
VAl
= k+1- Kk
Q
Assim,
N NIV N T VL
S= 2- I+ 3— .-+ 100~ 99
v A
= 100- 1
=10-1=9

Problema 4.5 (EUA) Considere uma sequéncia un definida por us = 5 e a relacao
Uns1—Un=3+4MN—-1),n=1,23,...

Se un € expresso como um polindmio em N, determine a soma algébrica de seus coeficientes.
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Solucao: Podemos escrever
Uh—Un1=3+4 (1N —2)
Ur-1 —Un2=3+4 (-3
Uz—u=3+4-1
Uz—u1=3+4-0
e, somando-se estas igualdades membro a membro, obtemos
Uh—um=3IMn-1H+4[1+2+---+N—-3) + (N —2)]

de onde se extrai
Uh—=5=3M"-LH+2NMn-2)(n-1),

o que nos da
Un=2n?>-3n+6

cuja soma dos coeficientes € 5. Q

Vamos agora resolver algumas recorréncias lineares, obtidas no capitulo anterior.

Problema 4.6 Considere a sequéncia (2,5,8,11,...,an,...). Conjecture uma formula
por recorréncia para o n-ésimo termo dessa sequéncia.

Solucdo: Quando a esta sequéncia foi tratada no Exemplo 3.2, chegamos a conclusio
que, de modo geral,
an+1 —an =3

Assim,
adn — adn-1 = 3
ap-1 —apn2 =3
az—a=3
a—a =3
Somando-se estas igualdades membro a membro, temos

an—ar=an—2=3(n—1
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e, consequentemente,
an=2+3N-1).

Q

Exemplo 4.7 Observe a disposicao, abaixo, da sequéncia dos nimeros naturais impares:

1

3 5

7 9 1
13 15 1719

Determine uma féormula fechada para o termo geral da sequéncia formada pelo primeiro
elemento de cada linha.

Solucao: Vimos no Exemplo 3.5 que a sequéncia em questdo é dada recursivamente por
an+1 = an + 2n, com a; = 1.
Assim,
an—an-1=2("—1)
an-1—an2=2(MN—2)
az—a=2-2
a-—a=2-1
Somando-se estas igualdades membro a membro, temos que
an—a=an—1=2[1+2+:--+MN—-2)+n-1)],
donde

an=1+nn-1

=n®—-n+ 1.

Q

Com a formula fechada acima é possivel encontrarmos o primeiro termo de qual-
quer linha do arranjo triangular considerado. Contudo, para termos plena certeza dessa
generalizacao, vamos buscar valida-la no Capitulo 5, por meio da Inducao Matematica.
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Problema 4.8 Considerando a sequéncia (6, 2,0,0,2,6,...), observamos que ela é uma
PA de segunda ordem, pois € uma sequéncia na qual as diferencas entre termos consecuti-
vos constituem uma PA de primeira ordem, a saber, (-4,-2,0,2,4,...). Determine uma
formula para o termo geral desta sequéncia.

Vimos, mais geralmente, que a sequéncia em questao é definida recursivamente por
an = an-1+2n— 8, coma; =6
Assim,
an —an-1=2n— 8
ah-1—an2=2MN—-1)—-8

as—a=2-3—-8

a-—a=2-2-8.
Somando-se estas igualdades membro a mebro, obtemos

ah—a1=an—-6=2N+MN-)+::--+3+2]-8(n-1),
0 que nos da
an=6+M—-1(n+2)—8(n—1)

=n—7n+ 12.

Problema 4.9 Considere a sequéncia de triangulos, com palitos de fosforo, exibida no
Problema 3.7. Determine uma formula fechada para o n-ésimo termo da sequéncia com

base na recorréncia estabelecida no capitulo anterior.

Solucdo: A recorréncia obtida na secdo precedente foi

an = an-1+ 3n, coma; = 3
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Assim,

an — an-1 = 3n

an1—an2=3 (n — 1)

az—a=3-3

a—ar=3-2
e, somando-se estas igualdades membro a membro,
an—aa=an—-3=3nN+M -1+ . -+3+2],
o que nos da

an=3MN+M-1)+---+3+2+1]
3n(n + 1)
—

Q

Estabeleca uma formula fechada para a Pizza de Steiner, cuja a formula por re-
corréncia é
Rn = Rnp-1 + n, comR1 = 2.

Solucao: Temos que
Rn— Rn-1=n
Rn-1—Rn2=n-1

Rs—R2=3

R:—R1=2
Somando as igualdades membro a membro, temos que

Rh—-Ri=Rhn—-2=n+MN-1)+:: - -+3+2
ou seja,
Ron=n+nM -1+ - +3+2+1]+1

nin—+1
_ <2 )+1
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Q

Problema 4.10 Conjecturar, no problema da Torre de Handi, uma formula fechada para
a sequéncia do nimero de minimo de movimentos de acordo com o niimero de discos.

Solucao: Note que

Mi=1
Mz=3=M;+2=M;+2'
Mz3=7=Mz+4=M;+ 22
Ms=15= Mz + 8 = Mz + 23
Ms =31 = Mg + 16 = Mg + 2%,

Olhando o padrio estabelecido até aqui, podemos conjecturar que
My = Mpg+ 2771
Assim,

M,— Mp_,=2"1
Mp-1— Mp2 = 2n2

Ms — My = 22
My — My =2

e, somando-se estas igualdades membro a membro,
Mi—Mi=Mp—1=2+2%+ ... +2"1 420
ou seja,
Mp=1+2+22+ ... 4201420

Perceba que 1+2+2%+ .- +2"1+2" ¢ a soma dos termos de uma progressio geométrica.
Neste caso,
14+2+224 .+ 2014 20=2"-1

e, consequentemente,
Mn=2"—1.
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Capitulo 5

Provando as Generalizacoes das
Sequéncias

Pretendemos aqui verificar a validade de algumas das generalizacoes feitas ao longo
do texto, tanto aquelas obtidas no Cap’rtulo 4, quanto outras inferidas por analogia.
Para isso, faremos uso do Principio de Inducdo Matematica, por se caracterizar como
uma ferramenta de enorme potencial em termos de Demonstracoes Matematicas, e por
contribuir significativamente com todos os blocos de contetidos, em especial a Aritmética
e a Algebra.

5.1 Problemas de demonstracao

Problema 5.1 Considere a sequéncia (2,5,8,11,...,an,...). Prove por inducido ma-
tematica que
an=3n-—1,

paratodon > 1.

Solucdo: - Passo base: para n = 1, temos que
3:1-1=2

e 0 passo base é verdadeiro.

- Passo indutivo: Se a formula é verdadeira para n = k, k > 1 deve-se mostrar que
¢ verdadeira para n = k + 1.

- Hipotese de indugdo: ax = 3k — 1, k > 1.

- Deve-se mostrar que: a1 =3 (K+ 1) — 1 =3k + 2.
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Por inspecao percebeu-se que a formula de recorréncia gera: ax-1 = ax + 3 e, como
por hipotese ak = 3k — 1, temos que

ak1=Bk—-1) +3=3k+2.

Logo, o n-ésimo termo da sequéncia (2,5,8,11,...,an,...) é an = 3n — 1, para todo
n=>1. Q
Problema 5.2 Observe a sequéncia (1,3,5,7,...,2n —1,...). Temos que

S1=1,

S, =1+3=4,

S3=1+3+5=09,
S4=1+3+5+7=16.

Podemos, assim, conjecturar que, de modo geral
Sh=1+3+5+-- -+@2n—1) =n
Verifique a validade desta conjectura utilizando Indu¢ao Matematica.
Solucdo: - Passo base: para n = 1, temos que
S1=1=12

e 0 passo base é verdadeiro.
- Passo indutivo: Se a formula é verdadeira para n = k, k > 1 deve-se mostrar que
é verdadeira para n = k + 1.
- Hipotese de inducio: Sk =1+3+5+ -+ 2k—1) = k?
- Deve-se mostrar que: Sk.1 = (K + 1) 2

Temos que
Skii=Sk+2k+1 -1
=k*+2k+1
=k + 1)2.
Logo,Sn=1+3+5+ - - - +(@2n—1) =n? paratodon > 1. Q

Problema 5.3 Seja (3,9,18,...,an,...) a sequéncia dos nimeros de palitos de fosforo
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do Problema 3.7. Prove que

paratodon > 1.

Solucdo: - Passo base: para n = 1, temos que

3.12+3.1

5 =3=a

e 0 passo base é verdadeiro.
- Passo indutivo: Se a formula é verdadeira para n = k, k > 1 deve-se mostrar que
é verdadeira para n = k + 1. ,
- Hipotese de inducdo: ax = 3k2;3k
3k+12+3k+1 3k2+9k+6

+ Deve-se mostrar que: ak:1 = =

2 2
No Cap 1tulo 3 vimos que ak:1 = ak + 3 (K + 1). Assim,
3k? + 3k
a1 = T+3(k+ iy
_ 3k*+3k+6k+6
B 2
3K+ 9k +6
2
e, portanto,
3n% + 3n
an = 2 ’
paratodon > 1. Q

Problema 5.4 Prove, por Inducao Matematica, que nimero M, de movimentos realiza-
dos, na Torre de Handi, de acordo com o nimero n de discos é dado por

Mp=2"—-1,

paratodon > 1.

Solucao: - Passo base: para n = 1, temos que
2t—-1=1=M;

e 0 passo base é verdadeiro.
- Passo indutivo: Se a formula é verdadeira para n = k, k > 1 deve-se mostrar que
¢ verdadeira para n = k + 1.



. Hipotese de inducdo: My = 2K —1
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+ Deve-se mostrar que: M1 = 2Kt — 1.
Uma vez que Mk:1 = 2Mk + 1, temos que

) 3
Me1=22k-1 +1
— 2k+1 -1
e, portanto,
Mn = 2n — l
paratodon > 1. Q

Problema 5.5 Verifique se n? > 2n + 1 para todo natural n > 3.

Solucao: - Passo base: para n = 3, temos que
9=3>7=2-3+1

e 0 passo base é verdadeiro.
+ Passo indutivo: Se a desigualdade é verdadeira para n = k, k > 3 deve-se mostrar
que é verdadeira para n = k + 1.
- Hipotese de inducdo: k? > 2k + 1
. Deve-se mostrar que: (k+1)° =2 (k + 1) + 1 = 2k + 3.
Temos, para k > 3, que

k+1?=k*+2k+1
> k2 + 2
>@2k+1) + 2
=2k+3

e, portanto,
n>2n+1

paratodon > 3. Q
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Este trabalho aborda técnicas de resolucdo de problemas, com alunos de 1° ano
do Ensino Médio. O foco principal foram as sequéncias recorrentes, com o intuito de
ampliar o estudo das progressoes, e, através da analise de outras sequéncias, estender as
generalizacOes, a principio por recursao e, por fim, atingindo as formulas fechadas, que
serao validadas por Indu¢ao Matematica.

A partir da sondagem inicial, dos conhecimentos aritméticos e algébricos, proposta
aos alunos, foi possivel perceber que a maioria demonstra uma deficiéncia substancial no
que se refere aos contéudos procedimentais, ou seja, eles, em geral , assimilam uma ideia
de sequéncia, e portanto percebem como elas sdo geradas, entretanto tem uma enorme
dificuldade em exprimir o que pensam. Tal fato foi muito significativo para a elaboracao
das atividades a serem propostas aos mesmos, durante o minicurso, pois tivemos o cuidado
de construir os itens das questoes de forma a proporcionar uma evolucao no raciocinio
logico, bem como uma apreensao da teoria estudada.

A principio, trabalhamos com sequéncias ja conhecidas por eles e entdao acrescenta-
mos algumas, até entdo desconhecidas, mas devido a ludicidade das mesmas percebemos
um entusiasmo natural em aprender, isso foi um aspecto motivador, uma vez que nos es-
timulou a contiunuar preparando exercicios tentando pensar a maneira deles, e apartir de
entdo fomos obtendo uma participacdo mais efetiva, pois se sentiam desafiados a resolver
os problemas propostos, e ficavam, de um certo modo, forma, impressionados em saber
que existiam formas tdo dinamicas e praticas de resolver problemas, que até entdo so
eram propostos aos mesmos através de formulas predeterminadas pelos livros didaticos.
Dessa maneira, pecebemos que um dos nossos maiores objetivos ja estava sendo alcan-
cado, pois eles despertaram o interesse por essas técnicas, para isso, foi primordial os
exercicios de fixacdo, que os instigaram a descobrir padroes, modelando, dessa forma, a
situacdo problema, pois como mencionado anteriormente, elas sdo muito tteis para solu-
cionar tipos de sequéncias numeéricas nao triviais, principalmente de situacoes reais, pois
a contextualizacao traz um estimulo diferenciado.

’

E imperioso enfatizar que ao caracterizar as Recorréncias lineares de 1* ordem,

47
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foi relevante alguns ajustes, sobretudo com o proposito de minimizar a utilizacao das
“férmulas prontas” tdo ojerizadas por eles. Entretanto, cabe aqui ressaltar que isso nao
depreciou a aprendizagem, pelo contrario, os alunos demonstraram dispreendimento na
obtencdo de uma modelagem matematica.

Outro aspecto que vale ressaltar, foi a contribuicdo que as férmulas obtidas por
Recorréncia trouxe para a construcdo das generalizacbes, bem como o protagonismo ao
prova-las pelo principio de Inducdo Matematica, uma vez que para provar P (K + 1),
sempre se “recorria” ao termo anterior, e viabilizava substancialmente a demonstracao.

Essas tematicas sao encontradas com mais frequéncia em exames de massa como,
olimpiadas matematicas, provas militares, os proprios exames do PROFMAT. No presente
trabalho damos énfase em questdes elementares, nos problemas cléssicos, e nos itens das
Olimpiadas de Matematica das Escolas Publicas (OBEMP). Em anexo, encontram-se
mais itens propostos nas provas da OBMEP, PROFMAT e outras questoes classicas de
principio de Indu¢do Matematica retiradas de livros das referéncias.

Ao resolvermos problemas que se encontram em livros didaticos e em olimpiadas de
matematica, foi possivel evidenciar que os padroes matematicos, sobretudo das sequencias,
ja estao inseridos nos itens, bastando apenas que o professor tenha as devidas caltelas em
adapta-las ao nivel dos seus alunos, para favorecer o conhecimento recursivo na modelagem
da resolucao.

E impreterivel salientar a importancia de se iniciar o estudo das sequéncias, logo
no Ensino Fudamental, promovendo experimentacoes que sejam tanto intrigantes, quanto
proximas da realidade do aluno, para que tais acGes propicie conjecturas, sejam elas
através de construgdes por recorréncia, formula fechada ou até mesmo por analogias, pois
as inferéncias feitas poderdo ser comprovadas ou refutadas por Inducdo Matematica. O
que importa de fato é a abstracdo dos conceitos e a efetivacdo da aprendizagem, princi-
palmente quando promovemos a autonomia do nosso aprendiz.

Esperamos que este trabalho venha contribuir com a pratica docente de sala de
aula e que, a partir dele, se viabilize aos alunos a oportunidade de descobrirem padroes,
modelando-os na utilizacao de técnicas indutivas e recursivas.

Numa acdo futura, pensamos em direcionar esse instrumento matematico para a
verificacdo de como se da essa construcdo de conjecturas e provas no contexto da educacao
inclusiva dos surdos. Haja vista que seria valorosa uma linguagem adaptada a eles, com
o proposito de facilitar o processo de Ensino-aprendizagem em sala de aula, minimizando
assim os entraves, entre o professor, o interprete e o aluno.



Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional 49

Referencias

BRASIL. Secretaria de Educacdo Fundamental. Parametros Curriculares Nacionais: Ma-
tematica. Brasilia: MEC / SEF, 1998.

BRASIL. Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio: Matematica. Brasilia:
MEC/SEF, 2000.

DANTAS, S. Torre de Handi. ND. Disponivel em http://jogadamais.blogspot.com /2013/11/torre-
de-hanoi 19.html. Acesso em 15/11/2018.

DO RRIE, H. Cem Grandes Problemas da Matematica Elementar, Sua Historia e Solucao.
Dover, 1965.

FORMIN, D. Circulos Matematicos / Dmitri Formin, Sergey Genkin. ..[et al.]; Traducio
de Valéria de Magalhdes Iorio. Rio de Janeiro: IMPA, 2012.

HALMOS, Paul Richard, Naive Set Teory. Editora Van Nostrand, Nova Iorque, 1960.
HEFEZ, A. Aritmética/ Abramo Hefez. Rio de Janeiro: SBM, 2014.

INDUCTION, RECURSION, AND RECURRENCES. Autoria e ano de publicacdo des-
conhecidos. Disponivel em

https://math.dartmouth.edu/archive/m19fo3/public html/Chapters4-6.pdf. Acesso em
10/11/2018.

MENDES, Marcelo. Polos ol"1impicos de treinamento — POTI. 2013.
https://www.passeidireto.com/arquivo/49954494/curso-de-matematica-olimpica-potipdf/44.
Curso de algebra — n"1vel 2

NOBRE , José Filho Ferreira. PROGRESSOES ARITMETICAS: Abordando as ordens
superiores,
https://sca.profmat-sbm.org.br/sca v2/get tcc3.php?id=160080351. Acesso em 28/11/2018.

OLIVEIRA, Marcelo Rufino. Técnicas em olimpiadas de matematica/ Marcelo Rufino
Oliveira 1? edicdo. Vestseller, 2014; v1. Algebra.

49


http://jogadamais.blogspot.com/
http://www.passeidireto.com/arquivo/49954494/curso-de-matematica-olimpica-potipdf/44
http://www.passeidireto.com/arquivo/49954494/curso-de-matematica-olimpica-potipdf/44

Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional 50

PONTE, Joao Pedro da; BROCARDIO, Joana; OLIVEIRA, Hélia. Investigacoes Ma-
tematicas na sala de aula. 32 edicdo. Lisboa: Auténtica, 2013.

Programa de Iniciacao Cientifica da OBMEP. Portal
http://www.obmep.org.br/pic.htm e https://www.youtube.com/user/PICOBMEP
Acesso em 13/10/2018.

RAPOSO JfJNIOR, Anselmo B., Introducao a Analise Real: Notas de Aula. Sao Luis,
2018.

RUSSELL, B. Introducdo a filosofia da matematica. 10? impressao. Rio de Janeiro: Zahar
Editores, 1963

SILVA, Ricardo Augusto Oliveira. Uso do principio de inducdo matematica e formulas de
recorréncia no ensino bésico, https://sca.profmat-sbm.org.br/ sca v2/get tcc3.php?id=150260878.
Acesso em 14/10/2018.

TEMATICA BARSA. Expressdes algébricas. 9 v. Rio de Janeiro: Barsa Planeta, 2005b.
p. 86-96.


http://www.obmep.org.br/pic.htm
http://www.youtube.com/user/PICOBMEP
http://www.youtube.com/user/PICOBMEP



