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RESUMO

Este trabalho tem o intuito de levar para a sala as construgoes geométricas via régua e com-
passo ainda com auxilio de um software de geometria dinamica, no caso, usaremos o geogebra
para fazer as construgdes. Mostraremos a importancia de se construir os lugares geométri-
cos para fixagao e melhor aprendizagem dos estudantes para o ensino da Geometria no ensino
fundamental e médio. Fizemos as aplicagdes em sala de aula e obtivemos um desempenho
significativo no aprendizado dos alunos do ensino fundamental e médio em geometria.

Estudaremos neste trabalho o asssunto Construcdo geométrica através de uma perspectiva
tradicional, usando compasso e régua. Demonstraremos como utilizar estes instrumentos para
construgdo de vdrios elementos da geometria e justificando as construcdes. Realizaremos a re-
soluc@o de alguns problemas com auxilio de compasso e régua e depois vamos relacionar todas
as constru¢des com uma ferramenta auxiliar no ensino e aprendizagem de geometria, o software
de geometria dindmica, Geogebra, onde em algumas constru¢des conseguiremos fazer algumas
pequenas animagdes. Além das construgodes verificaremos, usando o modo tradicional e o modo
dindmico, a solucdo de alguns problemas de geometria e a demonstracdo da desigualdade das
médias. Também faremos um breve comentdrio sobre 3 problemas cldssicos da matemadtica
que sdo impossiveis de resolve-los usando somente régua e compasso, estes problemas foram
importantes, pois ajudaram a matemdtica dar grandes saltos em seus avancos algébricos.

Palavras-chave: Régua e compasso, Geometria dinamica.



ABSTRACT

This work intends to take to the room the geometric constructions via ruler and compass
with the aid of a software of dynamic geometry, in this case, we will use the geogebra to make
the constructions. We will show the importance of constructing the geometric places for fixing
and better learning of the students for the teaching of Geometry in primary and secondary
education. We did the applications in the classroom and we achieved a significant performance
in the learning of elementary and middle school students in geometry.

We will study in this work the assemblage Geometric construction through a traditional
perspective, using compass and ruler. We will demonstrate how to use these instruments to
construct various elements of geometry and justify constructions. We will solve some problems
with help of compass and ruler and then we will relate all the constructions with an auxiliary
tool in the teaching and learning of geometry, the software of dynamic geometry, Geogebra,
where in some constructions we will be able to make some small animations. Besides the
constructions we will verify, using the traditional mode and the dynamic mode, the solution
of some problems of geometry and the demonstration of the inequality of the means. We will
also make a brief commentary on 3 classical problems of mathematics that are impossible to
solve using only ruler and compass, these problems were important because they helped math
to make great leaps in their algebraic advances.

Keywords: Ruler and compass, Dynamic geometry
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LISTA DE SIMBOLOS

Conjunto dos nimeros inteiros.
Conjunto dos nimeros inteiros nao negativos.
Conjunto dos nimeros inteiros ndo nulos e ndo negativos.
Conjunto dos nimeros racionais.
Conjunto dos nimeros irracionais.
Conjunto dos nimeros reais.
Poligono.

Igual.

Diferente.

Congruente.

Aproximado.

Semelhante.

Maior.

Menor.

Intersecao.

Unido.

Pertence.

Nao pertence.

Paralelo.

Perpendicular.

Média Geométrica.

Média Proporcional.

Segmento AB.

Medida do segmento AB.

Medida do angulo ABC.

Angu]o B.

Opostos pelo vértice.

Triangulo.

Area do triangulo.

Area do Circulo.

Area do Quadrado.

Indica o fim de uma demonstracao.
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Introducao

Muito tempo antes dos conhecimentos existentes, 0 homem jd criava, através de experi-
mentos, as bases da Geometria. Datadas desde muitos anos antes de Cristo, as construgoes
geométricas tiveram uma grande importancia para o desenvolvimento da matematica. Acredita-
se que a Geometria (Geo = terra, metria = medir) surgiu a partir de vérias necessidades do
cotidiano, por exemplo, partilhar terras férteis as margens de um rio, construir casas, observar
e tentar prever o movimentos do Sol, Lua e outros planetas. Documentos a respeito das antigas
civilizagdes egipcia e babilonica mostram que estes possuiam bons conhecimentos do assunto,
geralmente ligados a astrologia, mas foram os Gregos a primeira civiliza¢do a trabalhar com
régua e compasso nas construgoes geométricas. Problemas e exercicios que hoje temos que
calcular, os gregos antigos tinham a funcao de construir.

Construcdo geométrica € parte integrante do estudo da geometria, entretanto, apesar de vir
poucas construgdes nos livros diddticos, quase nenhuma, poucos professores trabalham as cons-
trugdes. O estudo das construgdes geométricas vao proporcionar aos estudante a capacidade de
entendimento de outros conhecimentos em todos os campos das atividades humanas, além de
ajudar a desenvolver o raciocinio logico, o pensamento divergente, a organizagdo e a criativi-
dade. Ainda com toda a grandeza da geometria como auxilio no desenvolvimento cognitivo
e motor de nossos alunos, esta parte da disciplina de geometria € tratada com indiferenca por

muitos professores do ensino basico. Segundo Sérgio Lorenzato [11]

Pesquisas psicologicas indicam que a aprendizagem geométrica é necessdria ao desenvol-
vimento da crianca, pois intimeras situagoes escolares requerem percepgdo espacial, tanto em
matemdtica (por exemplo: algoritmos, medi¢coes, valor posicional, séries, seqiiéncias...) como
na leitura e escrita. Ela é uma das melhores oportunidades para aprender a matematizar a
realidade, jda que as descobertas feitas pelos proprios olhos e mdos sdo mais surpreendentes e

convincentes.

O processo de constru¢do permite que o aluno entenda de forma concisa as propriedades
aplicadas em uma construcao geométrica, para se construir € necessario pensar e tracar um pla-
nejamento, pois 0 mais importante de se fazer as construcoes € aprender a dicrever 0s passos
usados e saber justifica-los, entretanto, nos dias atuais, pelo menos, pelas escolas que ja le-

cionei, vejo que a maioria dos professores ndo fazem uso das ferramentas régua e compasso,



muito menos de um software de geometria dinamica tornando o assunto de geometria um tanto
abstrato, sem sentido e significado para o aluno.

A aprendizagem significativa que € o conceito central da teoria de aprendizagem de Da-
vid Ausubel [3], [10] afirma que esta ¢ uma aprendizagem compreensiva, onde conhecemos o
porqué do que aprendemos e sabemos aplicar esses conhecimentos, atribuindo significado ao
conteudo aprendido. E esta aprendizagem significativa ocorre quando as novas informagoes
ficam vinculadas a conceitos relevantes preexistentes na estrutura cognitiva do estudante, que,
segundo Ausubel, sdo os subsungores. A partir de um conceito geral o conhecimento podera
ser construido de modo a liga-lo a novos conhecimentos, facilitando o aprendizado de novas in-
formacgdes. A meu ver, para que os conceitos basicos de geometria tenham sentido € necessario
que o estudante entenda e saiba fazer constru¢cdes geométricas para poder ancorar os conceitos
iniciais de geometria.

Ao longo de minha vida como professor de Matemadtica do ensino bdsico, percebi que a mai-
oria dos alunos, principalmente, oitavo e nono do fundamental e a maioria do primeiro, segundo
e terceiro ano do ensino médio, possuem muitas dificuldades para entender os conceitos basicos
de geometria, como bissetriz, mediatriz, ponto médio, teorema de Tales e etc. Tive alunos con-
siderados alunos bons, estudiosos, do segundo ano do ensino médio, que nao sabiam e ficaram
surpresos quando relacionamos as solu¢des de um sistema de equacdes lineares com geometria,
alguns ndo consiguiam vincular aquele conhecimento algébrico com a geometria, ndo conse-
guiam ver nenhum vinculo, haviam muitas dificudades em montar um grafico em um plano
cartesiano. Comecei a fazer um trabalho diferenciado com relacdo as aulas de geometria, intro-
duzi as construcoes geométricas, que despertou bastante interesse dos alunos em também fazer
as mesmas construgdes, apds pouco tempo, percebi que meus alunos melhoraram bastante com
as aulas de construcdes geométricas, além de mostrar como fazer as construgdes geométricas,
apo6s o término das constru¢des via régua e compasso, fago também as construgdes no software
Geogebra no computador para todos, através de um projetor multimidia. Pela experiéncia que
estou tendo, percebo a importincia de saber fazer as construgdes via régua e compasso para
poder fazer as aplicacoes de forma correta no Geogebra.

Neste pequeno trabalho tento trazer a tona a possibilidade de construir, via régua e com-
passo, vdrios tipos de constru¢des geométricas e solugdes para alguns problemas que podem
ser apresentados por expressdes algébricas, mostrando a ligacdo intrinseca entre a dlgebra e a
Geometria. Além de que acredito ser de importancia singular, levar aos estudantes este olhar
geométrico para as expressoes algébricas, isto pode abrir novos caminhos na busca por solu-
coes de uma expressao algébrica, facilitando a compreensido de conceitos e das propriedades
geométricas, ndo somente da geometria Euclidiana, mas também da geometria analitica e a
contribui¢do para o entendimento de que a dlgebra e geometria se complementam.

Nas constru¢des geométricas de hoje temos a op¢do de substituir a régua e 0 compasso por
softwares que permitem construgdes com alta precisdo, no entanto, pela experiéncia que tive,

verifiquei a importincia de saber usar a régua e compasso para poder usar e aplicar nos softwa-



res de geometria dindmica a fim de se obter um melhor desempenho. A chamada Geometria
Dindmica se destaca neste contexto por proporcionar aos estudantes a experimentagcdo e pes-
quisa das propriedades mais importantes e invariantes nas constru¢des geométricas.

Ao longo deste trabalho apresentarei algumas constru¢des geométricas usando régua sem
graduacdo e compasso mostrando algumas propriedades e tentando fazer um link direto com
o software de Geometria Dindmica, Geogebra, que ¢ um software livre onde qualquer es-
tudante poderd baixar em seu computador ou celular sem custo algum, através do endereco
https://www.geogebra.org/download. Alguns Livros citam o geogebra como Software para au-
xilio de geometria Dinamica (pode ser consultado a referéncia [6])

Ainda neste trabalho também mostrarei que alguns nimeros sdo construtiveis utilizando-
se apenas a régua € o compasso, tal construgio surgiu, historicamente, da busca por solugoes
para alguns problemas famosos de constru¢des geométricas como o problemas da duplicacio
do cubo, que consiste em construir via régua e compasso um cubo cujo volume seja o dobro
de outro cubo dado; o problema da quadratura do circulo, que consiste em construir um qua-
drado cuja drea seja a mesma de um circulo dado; o problema da trissec¢ao do angulo, que
consiste em dividir um angulo em trés partes iguais, problemas que aguardaram dois milénios
de evolucdo da matematica para que se atingisse o dpice de sua compreensdo e solucdo; sao
exemplos de problemas que por milénios nortearam a busca por solugdes e proporcionaram e
ainda proporcionam o desenvolvimento da matemadtica.

Além da minha crenca na importancia do assunto constru¢des geométricas vinculando a
algum software de Geometria Dinamica, a Base Nacional Comum Curricular - BNCC homo-
logada de 2018 [8] também afirma esta importincia, os testos abaixo foram tirados da BNCC
homologada de 2018:

"A Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e procedimentos necessd-
rios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes dreas do conhecimento. Assim,
nessa unidade temdtica, estudar posicao e deslocamentos no espaco, formas e relagoes entre
elementos de figuras planas e espaciais pode desenvolver o pensamento geométrico dos alu-
nos. Esse pensamento é necessdrio para investigar propriedades, fazer conjecturas e produzir
argumentos geométricos convincentes. E importante, também, considerar o aspecto funcional
que deve estar presente no estudo da Geometria: as transformagoes geométricas, sobretudo as
simetrias. As ideias matemadticas fundamentais associadas a essa temdtica sdo, principalmente,
construgdo, representagdo e interdependéncia.

No Ensino Fundamental: Anos Iniciais, espera-se que os alunos identifiquem e estabelecam
pontos de referéncia para a localizacdo e o deslocamento de objetos, construam representa-
coes de espacos conhecidos e estimem distancias, usando, como suporte, mapas (em papel,
tablets ou smartphones), croquis e outras representacoes. Em relacdo as formas, espera-se que
os alunos indiquem caracteristicas das formas geométricas tridimensionais e bidimensionais,
associem figuras espaciais a suas planificacdes e vice-versa. Espera-se, também, que nomeiem
e comparem poligonos, por meio de propriedades relativas aos lados, vértices e dngulos. O
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estudo das simetrias deve ser iniciado por meio da manipulacdo de representagoes de figuras
geométricas planas em quadriculados ou no plano cartesiano, e com recurso de softwares de
geometria dindmica.

No Ensino Fundamental: Anos Finais, o ensino de Geometria precisa ser visto como consoli-
dagdao e ampliacdo das aprendizagens realizadas. Nessa etapa, devem ser enfatizadas também
as tarefas que analisam e produzem transformacoes e amplia¢oes/redugoes de figuras geomé-
tricas planas, identificando seus elementos variantes e invariantes, de modo a desenvolver os
conceitos de congruéncia e semelhanca. Esses conceitos devem ter destaque nessa fase do
Ensino Fundamental, de modo que os alunos sejam capazes de reconhecer as condi¢oes neces-
sdrias e suficientes para obter tridngulos congruentes ou semelhantes e que saibam aplicar esse
conhecimento para realizar demonstragoes simples, contribuindo para a forma¢do de um tipo
de raciocinio importante para a Matemdtica, o raciocinio hipotético-dedutivo. Qutro ponto a
ser destacado é a aproximacdo da Algebra com a Geometria, desde o inicio do estudo do plano
cartesiano, por meio da geometria analitica. As atividades envolvendo a ideia de coordenadas,
jd iniciadas no Ensino Fundamental Anos Iniciais, podem ser ampliadas para o contexto das
representagoes no plano cartesiano, como a representagdo de sistemas de equagoes do 1° grau,
articulando, para isso, conhecimentos decorrentes da ampliacdo dos conjuntos numéricos e
de suas representagées na reta numérica. Assim,a Geometria n@o pode ficar reduzida a mera
aplicacdo de formulas de cdlculo de drea e de volume nem a aplicacoes numéricas imediatas
de teoremas sobre relacdes de proporcionalidade em situacdes relativas a feixes de retas pa-
ralelas cortadas por retas secantes ou do teorema de Pitagoras. A equivaléncia de dreas, por
exemplo, jd praticada hd milhares de anos pelos mesopotdamios e gregos antigos sem utilizar
formulas, permite transformar qualquer regido poligonal plana em um quadrado com mesma
drea (€ o que os gregos chamavam "fazer a quadratura de uma figura"). Isso permite, inclusive,
resolver geometricamente problemas que podem ser traduzidos por uma equagdo do 2° grau.

Portanto, a BNCC orienta-se pelo pressuposto de que a aprendizagem em Matemdtica estd
intrinsecamente relacionada a compreensdo, ou seja, a apreensdo de significados dos objetos
matemdticos, sem deixar de lado suas aplicacoes. Os significados desses objetos resultam das
conexoes que os alunos estabelecem entre eles e os demais componentes, entre eles e seu coti-
diano e entre os diferentes temas matemdticos. Desse modo, recursos diddticos como softwa-
res de geometria dinamica, malhas quadriculadas, dbacos, jogos, livros, videos, calculadoras
e planilhas eletronicas tém um papel essencial para a compreensdo e utilizacdo das nocoes
matemdticas. Entretanto, esses materiais precisam estar integrados a situag¢oes que levem a
reflexdo e a sistematizacdo, para que se inicie um processo de formalizacdo."

Por isso, reafirmo minha crenga na importancia do assunto Construgoes Geométricas, sempre
atual, interessante e motivador, que a meu ver e embasado em documentos oficiais da Educacao,
deve ser pautado em sala de aula, e ao qual a Geometria Dindmica, através de varios softwares
livres trazem uma nova forma de ensinar matematica, sendo uma grande parceira para o ensino

e aprendizagem para os estudantes.



Capitulo 1

Construcoes geométricas

Neste capitulo, irei apresentar algumas constru¢des elementares pelo modo tradicional utili-
zando régua e compasso demonstrando algumas propriedades envolvidas nas justificativas das
construgdes, também levarei para o leitor algumas resolucdes de problemas de construcdes geo-
métricas que acabam agucando a imaginacio dos estudantes e até mesmos dos professores que
lecionam Matemadtica, finalizarei este capitulo com 3 problemas cldssicos da Matemdtica que
mostram que algumas construgoes sao impossiveis com régua e compasso.

Construgoes estranhas feitas pelos antigos Persas para estudar o movimento dos astros, es-
quadros e compassos primitivos, papiros com desenhos geométricos e o busto do grande Eu-
clides foram etapas fundamentais no desenvolvimento da Geometria. Como jd mencionado o
termo Geometria, do grego, medida de terra; geo = terra e metria = medir, parece ter surgido
devido as necessidades de partilhar terras férteis as margens de um rio, construir moradas, ob-
servar e prever o0 movimento dos astros que sao atividades que dependem de operagdes geomeé-
tricas. As construgoes geométricas datam desta época e, de maneira geral, utilizando régua sem
graduacdo , consistem em construgoes de entes geométricos, que geralmente eram motivadas as
resolugoes de problemas. Tais estudos hoje podem ser feitos com auxilio de softwares, entre-
tanto, acredito ser de fundamental importancia que o estudante saiba usar a régua e o compasso
para ter um melhor aproveitamento de um software de geometria dindmica,veja [6]).

As construgoes geométricas estimulam a criatividade do individuo, exigindo do estudante
a imaginagdo, nao somente para ver, em sua mente, as construcoes antes de serem realizadas,
mas de fixar e entender as propriedades geométricas usadas em tal construgdo, auxiliando o
estudante a concretizar o contetido abstrato da geometria estudada no ensino fundamental e no
ensino médio, pois segundo a atual BNCC [8] , os conteddos como plano cartesiano, simetria e
semelhanca ja devem entrar apartir do 5° ano do ensino fundamental 1, apoiando as proprieda-
des, axiomas ou consequéncia das figuras planas.

Os processo de construgoes geométricas sdo importantes pois exigem do aluno um plane-
jamento, um projeto ou abstracdo a ser feita, habilitando o estudante a diversos contetidos da
matemitica e outras disciplinas. Veja [4].

Alguns problemas de constru¢cdo geométrica tém finalidades praticas, como os que envolvem



cartas maritimas, ou constru¢ao de pontos com distancia minima. Um exemplo disso posso
citar o de um colega professor que veio de outra cidade ministrar aulas de Lingua Portuguesa
em Manaus e ficou lotado em trés escolas distintas, escolas A, B e C, o problema consiste em
encontrar um local (um ponto P) situado a mesma distancia das trés escolas. Uma solu¢do para
este problema, a luz da construgdo geométrica usando régua e compasso, serd apresentado mais

adiante.
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Figura 1.1: parte de Manaus onde localiza as trés escolas da situacdo Problema

A Figura 1.1 mostra-nos o mapa de Manaus, exatamente, na drea onde o colega precisa
residir para ficar equidistante das trés escolas.

Neste trabalho, além das constru¢oes realizadas por meio de régua e compasso, no capitulo
2 faremos uso do software de geometria dindamica Geogebra como ferramenta auxiliar.

Pelas escolas que ja passei, percebo que uma parte consideravel de professores ndo usa ne-
nhum software de geometria dinimica, talvez por ndo saber usar régua e compasso, cito aqui
um outro caso que ocorreu comigo nas salas dos professores entre meus colegas professores de
Matematica, quando tracei um segmento AB qualquer no quadro e pedi a eles que divissem o
segmento em 3 partes iguais usando apenas régua e compasso. Trata-se de um problema, rela-
tivamente, simples, que serd desenvolvido na sec@o 1.3, mas, pelo fato de ndao usarem régua e
compasso, meus colegas ndo tiveram nenhuma idéia de imediato de como resolver o problema e
quando comecei a resolver, € claro que todos lembraram e acharam interessante o tal problema
para levar para sala de aula. E claro que nio estou fazendo nenhuma critica negativa aos meus
colegas, muito pelo contrdrio, pois eles me ajudaram bastante me motivando a desenvoler este
trabalho, mas, sio fatos como este que estimulam mais a trabalhar a geometria desta forma com
régua e compasso e levando para um software de geometria dindmica.

Por isso minha inten¢@o neste trabalho € de trazer o uso de régua e compasso para sala de aula
e trazer a possibilidade do uso do geogebra como ferramenta auxiliar, pois, pelas escolas que
ja lecionei ao longo de minha vida como professor de matematica da educacio bdsica, somente

uma faz uso do software, ainda com baixa frequéncia.
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1.1 Construcoes Geométricas elementares

Quando pensamos em fazer uma constru¢ao geométrica, temos que ter em mente que o mais
importante € descrever como este desenho atende as condi¢des exigidas em tais problemas ou
seja deve-se saber justificar as propriedades usadas em tal constru¢do mostrando que elas aten-
dem as condic¢oes exigidas (veja, por exemplo, a referéncia [1]). Para as constru¢des vamos
utilizar somente régua sem graduacdo e um compasso.Vamos comeg¢ar com algumas constru-

¢Oes triviais, por exemplo:

Construgao 1:  Construir um segmento congruente ao segmento PQ, dado, sobre a reta r
dada, conforme figura [?]

Q

Figura 1.2: Constru¢ao do segmento congruente ao segmento dado

Resolugdo: A principio tomamos o ponto A pertencente a reta r e neste caso vamos utilizar
somente 0 compasso, instrumento usado para tragar circunferéncia, no entanto, em construgoes
geométricas o compasso serve para transferir comprimentos. Entdo, fixamos a ponta seca do
compasso no ponto P ou Q abrimos o compasso até o outro ponto, se vocé escolheu o ponto
P entdo abrird até o ponto Q, se escolheu o ponto Q entdo abrird até o ponto P, a abertura do
compasso corresponde exatamente ao comprimento do segmento PQ, fixe a abertura e, com a
ponta seca em cima do ponto A, trace um pequeno arco passando pela reta r encontrando o
ponto B. O ponto B pode estar tanto na esquerda quanto a direita de A, as duas formas satisfara
0 que se pede.

Neste pequeno exemplo, o objetivo € fazer com que o estudante se familiarize com o com-

passo e entenda que € um instrumento que serve também para transferéncia de comprimentos.

Construcdo 2:  Construir um 4dngulo AOB congruente ao dngulo a dado. conforme a fi-
gura [?]

Resolug@o:  Primeiro marcamos dois pontos quaisquer O e A e tragcamos uma reta r que
passa por estes pontos, agora com abertura qualquer fixa no compasso, fixamos a ponta seca
no vértice do angulo «v e tragamos um arco que intersecte os dois lados do dngulo, em seguida
com a mesma abertura do compasso, fixamos a ponta seca no ponto O e tracemos um arco
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Figura 1.3: Angulo dado

com comprimento suficiente para o dngulo desejado intersectando a reta r, agora voltamos ao
desenho do angulo dado e abrimos o compasso com uma abertura que vai da interseccao de
um lado até a intersecc¢ao do outro lado e vamos transferir este comprimento para a outra figura,
fixando a ponta seca na interseccdo da reta r, tracamos um pequeno arco para encontrar um ponto
B, desta forma encontramos o angulo AOB congruente ao angulo a. Mas esse procedimento
ndo é suficiente para provar que AOB é congruente a o, para justificar faremos o seguinte;
completaremos os dois tridngulos através das intersec¢des encontradas, note que os dois lados
do dngulo o possuem a mesma medida ’a’, como usamos esta mesma abertura (raio) na reta r no
ponto O, entdo as medidas do lado OB e OC, sendo C o ponto de intersec¢ao da circunferéncia
de raio "a’, OB e OC também possuem comprimento igual a ’a’, ainda, como transferimos o
comprimento que vai de uma interseccao a outra nos lados do dngulo « para o angulo AOB,
estes possuem a mesma medida, podemos chamar esta medida de ’b’, logo temos um caso de
congruéncia de tridAngulos de lados a, a e b, portanto pelo caso LLL o angulo « € congruente a
AOB, conforme a figura [?]

Q.

Figura 1.4: Construgdo do angulo congruente

Construgd@o 3: Tracar a mediatriz de um segmento AB dado.

Resolucdo: Mediatriz é a perpendicular que passa pelo ponto médio entre os dois pontos
dados. Entdo neste exercicio ja ganharemos o procedimento para encontrar o ponto médio entre
dois segmentos. Mas neste caso ndo vamos usar esta caracterizacio para construir a media-



=
m

Figura 1.5: Segmento AB dado

triz, vamos usar o fato de que se tracarmos a mediatriz de um segmento, todos os pontos dessa
mediatriz sdo equidistantes aos pontos extremos do segmento e todos os pontos fora dessa me-
diatriz possuem distdncias diferentes aos pontos do segmento. Entdo basta que encontremos
dois pontos com essa caracteristica para encontrarmos a mediatriz, pois dois pontos com essa
caracteristica, necessariamente, pertencem a mediatriz do segmento, além de que sabemos que
dois pontos definem uma reta. Para isso tomamos o compasso com abertura qualquer maior que
metade do segmento e com a ponta seca no ponto A, tracamos um pedaco de circunferéncia,
depois com a mesma abertura, agora com ponta seca em B tracamos outro pedaco de circun-
feréncia que intersecte a metade da primeira circunferéncia encontrando os dois pontos C e D
equidistantes aos extremos do segmento AB, logo, pertencentes a mediatriz de AB. Agora com
a régua tracamos a reta que passa pelo segmento CD, perpendicular a AB encontrando o ponto
médio M de AB.

Figura 1.6: Constru¢do da mediatriz

Construg@o 4: Tracar a perpendicular a uma reta r dada pelo ponto P dado.

Figura 1.7: Reta e ponto dados

Resolucdo:  Vimos no exemplo anterior que a mediatriz € uma reta perpendicular a um
segmento de reta. Tomando este conceito como base, pegamos 0 compasso e, com abertura
suficiente para intersectar a reta r, fixamos a ponta seca no ponto P, tragamos um arco que in-
tersecte a reta em dois pontos, que posso chama-los de ponto A e B. Perceba que a distincia de
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P até A que pertence ar e P até B que também pertence a r sao iguais pois PA e PB possuem a
mesma medida (que € a abertura do compasso), logo, podemos afirmar que P pertence a Media-
triz de AB, entdo basta encontrar outro ponto que seja equidistante a A e B. Entdo, agora com o
compasso com abertura maior que o meio do segmento AB, fixamos a ponta seca A e tragcamos
um pequeno arco acima ou abaixo da reta r, com a mesma abertura, fixamos a ponta seca em
B e tracamos outro arco afim de intersectar o primeiro, desta forma encontramos outro ponto
equidistante a A e B, que podemos chama-lo de ponto C. Como dois pontos definem uma reta,
tracemos a reta que passa pelos ponto P e C que contem todos os pontos equidistantes de A e
B, consequentemente, esta reta € a mediatriz de A e B, logo esta € a reta perpendicular a r que
passa pelo ponto P.

Figura 1.8: Construgdo da reta perpendicular

Construgdo 5: Tragar a perpendicular a uma reta r dada pelo ponto P pertencente ar.

r\ol\

Figura 1.9: Reta e ponto dado pertencente a r

Resolucao: Como ja vimos que a mediatriz ¢ uma reta perpendicular que passa pelo ponto
médio de um segmento, faremos da seguinte forma: abertura qualquer no compasso, ponta seca
em P, traca-se metade de uma circunferéncia com centro em P, achado os dois pontos A e B que
intersectam a reta r, verifica-se que P agora é ponto médio do segmento AB, agora, com proce-
dimento jd conhecido nos exercicios anteriores, basta encontrar mais um ponto equidistante a

A e B e segue-se a Mediatriz, que atende as exigéncias do exercicio.

Construg@o 6: Tracar a bissetriz de um angulo dado:
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Figura 1.10: Construcdo da perpendicular segunda parte

Figura 1.11: Angulo dado

Resolu¢do:  Sabendo que bissetriz de um angulo é uma semi-reta que divide um angulo
em dois angulos congruentes, tomamos 0 compasso € com abertura qualquer, fixamos a ponta
seca em O, tracamos um arco que intersecte os dois lados do angulo encontrando os pontos A
e B. Agora com abertura qualquer, que pode até ser a mesma do primeiro arco, tracemos um
pequeno arco com centro em A, agora com a mesma abertura tracemos outro arco com centro
em B, intersectando o arco encontrando o ponto C, agora € so tragar a semi-reta OC que € a
bissetriz do dngulo dado. Mas este procedimento ndo € suficiente para provar que a semi-reta
OC ¢ bissetriz, para tanto basta observar que OA e OB sao congruentes de tamanho a, e AC
e BC também sdo congruentes de tamanho b, desta forma verificamos, pelo caso LLL, que os
tridngulos AOAC e AOBC sao congruentes com o lado AC comum, assim podemos afirmar
que os angulos AOC e AOB sio congruentes, portanto OC é bissetriz do Angulo AOC.

Figura 1.12: Construgdo da bissetriz

Construgao 7: Tracar uma reta paralela a reta r passando por um ponto P fora dela.
Resolugdo: Para tal procedimento faremos o seguinte: tomamos um ponto A em r a abri-
mos o compasso com distdncia AP, tracamos um arco que passa por P e intersecta a reta r

11



e

Figura 1.13: Ponto e reta dados

encontrando um ponto B, agora com mesma abertura, ponta seca em B tracamos um novo arco,
novamente com a mesma abertura, ponta seca em P, tracamos outro arco que intersecte o pri-
meiro encontrando o ponto Q, pronto, agora basta tracar a reta s que passa pelos pontos P e
Q que é paralela a r. Justificamos a constru¢do, observando que usamos a mesma abertura do
compasso em todos os arcos, desta forma, podemos afirmar que AB, PQ, AP e BQ possuem a
mesma medida, desta forma temos um losango € um paralelogramo temos assim dois pares de
lados paralelos, satisfazendo a exigéncia do problema.

Figura 1.14: Constru¢ao da paralela

Vamos mostrar a construc¢ao de dois pontos notaveis de um triangulo:

1.1.1 Circuncentro

CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA A UM TRIANGULO

Teorema: as mediatrizes dos lados de um tridngulo concorrem num mesmo ponto chamado
Circuncentro, o qual € o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo, em consequéncia
este ponto é equidistante dos vértices do tridngulo.

Seja o tridangulo AABC. Entdo os mediatrizes de AB, AC e BC intersectam num ponto P.
Além disso, PA = PB = PC. Demonstra¢io: Dado o tridngulo AABC com M, N e P, pontos
médios dos lados AB, BC e AC respectivamente. Como as mediatrizes de AB e BC sdo con-
correntes € se cruzam no ponto O. Como O estd na mediatriz de AB, é equidistante de A e B,
sendo OA = OB. Analogamente, OB = OC e consequentemente, O € equidistante dos vértices.

Agora considere a reta que passa pelo ponto P e O. Como P € o ponto médio e O ¢ equidis-
tante de A e C, a reta ¢ mediatriz do lado AC. Portanto, todas as mediatrizes cruzam em O que
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Figura 1.15: Construcdo do circuncentro

¢ equidistante dos vértices. Uma circunferéncia com centro no circuncentro que passa em um
dos vértices, passa em todos os outros vértices. A circunferéncia que passa em todos os vértices
de um poligono € chamado de circunferéncia circunscrita. A intersec¢do das mediatrizes dos
lados de um tridngulo € o centro da circunferéncia circunscrita.

Figura 1.16: Constru¢do do circuncentro segunda parte

Construcdo 8: Tragar a circunferéncia que passa por 3 pontos dados:

.Uf‘

Figura 1.17: Pontos dados

Resolucao: Sabendo que pelos trés pontos podemos tragar o tridngulo AABC, sendo assim
basta encontrarmos as mediatrizes dos segmentos AB, BC e AC (procedimento jd conhecido),
Entretanto, como ja demonstramos que as mediatrizes dos segmentos que formam um tridngulo
se cruzam num tnico ponto chamado circuncentro, basta que tracemos duas mediatrizes para
encontra-lo, agora basta tragar a circunferéncia com centro no circuncentro.
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Figura 1.18: Ponto equidistante encontrados

Depois do conhecimento e demonstragdo do circuncentro, vamos resolver o caso do inicio do
capitulo referente ao professor que veio para Manaus trabalhar em 3 escolas distintas e gostaria
de ficar a mesma distincia de cada escola.

Para a solucfo deste problema a luz da constru¢do geométrica via régua e compasso, devemos
encontrar um ponto em que a distancia deste ponto as escolas, representadas pelos pontos, A, B
e C, seja a mesma.

Se fossem apenas dois colégios, A e B, esta casa deveria estar posicionada no ponto médio do
segmento AB. Como sdo trés colégios ndo colineares, devemos encontrar uma casa, um ponto,
que denotaremos por ponto O, que esteja a igual distancia dos trés colégios. Este ponto entdo
é o centro do circulo que possui os pontos A, B e C em sua circunferéncia. Entdao devemos
inscrever o tridngulo AABC no circulo de raio AO = OB = OC, onde O é o centro deste circulo,
que devera ser posicionada a casa desejada.

Entdo, neste caso, vamos usar o conhecimento de circuncentro do tridngulo, pois, como
0s pontos ndo sdo colineares, podemos tracar o tridngulo AABC e assim basta que tracemos
duas mediatrizes dos segmentos que formam este tridngulo, encontrando o ponto O, local onde
devera ficar a casa procurada, procedimento ja conhecido.

Figura 1.19: Mapa de parte da cidade de Manaus
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1.1.2 Incentro

CIRCUNFERENCIA INSCRITA A UM TRIANGULO.

Teorema: As bissetrizes dos dngulos de um tridingulo concorrem em um tinico ponto no seu
interior chamado incentro o qual € equidistante de seu lados.

Demonstragao: Considere o tridngulo AABC e as bissetrizes dos vértices B e C. Entdo elas
cruzam no interior do tridngulo que denotaremos por O.

Como O estd sobre a bissetriz do vértice B, ele € equidistante a AB e BC. Mas também estd
na bissetriz do vértice C de forma que O ¢ equidistante de AC e BC. Assim, O ¢ equidistante
aos trés lados. Agora considere AO. Como AO divide o angulo do vértice A e passa no ponto
fora do vértice equidistante de AB e AC, este serd a bissetriz do dngulo do vértice A.

A circunferéncia com centro em O que passa num dos pontos entre D, E e F passa em todos
os outros. Como OM, ON e OP sao raios desta circunferéncia e sdo ortogonais aos lados do
tridngulo, a circuferéncia tangencia todos os lados do tridngulo. A circunferéncia que tangencia
todos os lados de um poligono é denominado de circunferéncia inscrita. Logo, a intersecao das
bissetrizes determina o centro da circunferéncia inscrita de um tridngulo.

Figura 1.20: Constru¢do do Incentro

Figura 1.21: Constru¢io do Incentro 2

Construcdo 9: Dado um tridngulo AABC, construir um circulo inscrito a ele.
Resolucdo: Para construir um circulo devemos determinar seu centro e o comprimento de
seu raio. Neste caso, queremos um circulo que tangencia os trés lados do triangulo AABC, é

claro que ja vimos que o centro terd, necessariamente, que ser no ponto notdvel chamado de
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Figura 1.22: Tridngulo AABC dado

Incentro que € equidistante dos trés lados deste tridngulo. Como ji vimos que o Incentro € o
ponto de encontro das trés bissetrizes dos dngulos internos de um tridngulo, basta encontrarmos
este ponto,e para tal, como jd foi provado, basta que tragemos duas bissetrizes e o ponto de
intersecdo serd o ponto procurado para o centro da circunferéncia. Mais importante que uma
construcio geométrica € saber descrever como fazer a construcio, entdo neste caso, faremos um
pequeno roteiro para construgdo da figura solicitada: 1° Tracar as bissetrizes de dois dngulos
internos (B e C)

2° Sejala intersecdo dessas bissetrizes.

3° Por I, tragar uma perpendicular a um dos lados (BC) de AABC.

4° Seja D o pé da perpendicular a BC, tragcada por L.

5° O Raio da circunferéncia serd ID.

Figura 1.24: Construgao do circulo inscrito no triangulo segunda parte
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1.1.3 Arco Capaz

Vamos demonstrar o arco capaz através de uma constru¢do geométrica e mais a frente na
secdo de resolucdo de problemas via Lugares Geométricos, vamos mostrar a fundamentacio do
arco capaz.

Construgdao 10: Dado um angulo o e um segmento AB. Determinar um ponto P, no plano,
que APB = a.

Figura 1.25: Angulo e segmento dados

Como ja foi demonstrado e provado alguns tipos de constru¢des bdsicas, a partir de agora
vamos somente lembrar os procedimentos sem muitos detalhes. Neste caso, faremos primeira-
mente a constru¢io de outro angulo com medida igual ao de « tendo como vértice o ponto A
do segmento AB (procedimento ja conhecido na segunda constru¢do. A grosso modo vamos
transferir o dngulo o para o segmento AB. Agora vamos tracar uma perpendicular a reta que
formou o dngulo o que passe pelo ponto A (procedimento também ja conhecido na quarta cons-
trucdo). Na sequéncia vamos tragar a mediatriz do segmento AB (procedimento jd conhecido na
terceira construcdo), encontrando o ponto M entre A e B e o ponto O pertencente a mediatriz do
segmento AB, logo € vélido que OA = OB, agora com ponta seca do compasso em O e abertura
de comprimento OA, tracemos o arco que inicia em A e termina em B. Observe que o angulo
adjacente a «v € o proprio complemento de «, pois estas retas sdo perpendiculares e o dngulo
AMO é igual a 90°, entio o angulo AOM tém medida igual a «, daf observamos que o mesmo
acontece com os angulos MBO e BOM, logo os tridngulos AAOM e ABOM sio congruentes.
Observe que se completarmos a circunferéncia, o arco que ficou na parte superior € igual a 2,
isso quer dizer que se pegarmos qualquer ponto do arco na parte inferior este terd medida igual
a metade do arco superior, ou seja terd medida igual a o. Na verdade concluimos que qualquer
ponto P pertencente ao arco inferior, satisfaz a exigéncia da construcgdo, conforme a figura [?].
O nome deste arco é chamado de Arco Capaz de o sobre a corda AB. No capitulo seguinte,
mostraremos como fazer essa constru¢cao com movimento do Ponto P mostrando que este nao
se altera.
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Figura 1.26: Constru¢do do arco capaz

1.2 O Teorema Fundamental da Proporcionalidade e o Teo-

rema de Tales

Defini¢do: Se uma transversal intersecciona duas restas r e s, respectivamente, nos pontos
A e B, dizemos que r e s determinam o segmento AB sobre a transversal.

Se uma transversal intersecciona trés rets r, s e t nos pontos A, B e C, respectivamente,
e se AB = BC, entdo dizemos que as trés retas determinam segmentos congruentes sobre a

transversal.

Figura 1.27: Retas paralelas e transversais

Teorema: Se trés retas paralelas determinam segmentos congruentes sobre uma transversal,
entdo determinam segmentos congruentes sobre qualquer outra transversal.

Demonstra¢ao: Consideramos uma transversal t interseccionando as retas paralelas a,be ¢
nos pontos A, B e C, respectivamente, com AB = BC. Seja s uma outra transversal interseccio-
nando estas retas nos pontos D, E e F, respectivamente. Vamos mostrar que DE = EF.

Demonstraremos primeiro o teorema no caso em que s e t ndo sio paralelas e A # D, como
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na figura abaixo:

VAR
\

AN\
/YR

Figura 1.28: Retas paralelas e transversais segunda parte

Seja sl a reta paralela a s que passa por A, e que intersecciona b e ¢ em G e H, respectiva-
mente: e seja s2 a reta paralela a s que passa por B, e que intersecciona a reta ¢ em I. Temos

assim formados os paralelogramos AGED e BIFE, e disso decorre:
AG = DE e BI = EF (¥)

Agora, pelo teorema A.L.A. temos que AABG = ABCI pois AB = BC, por hipétese; e ABG
=~ BCI e BAG = BCI, ambos pelo postulado das paralelas que diz:
a) Duas retas paralelas cortadas por uma transversal formam pares de angulo correspondentes.
b) Duas retas distintas paraleleas a uma mesma reta sao paralelas entre si.
¢) Se uma reta é perpendicular a uma de duas retas paralelas, entdo ¢ perpendicular a outra.
Portanto AG = BIL.

Substituindo em (*) obtemos DE = EF.

Vamos considerar o caso em que as transversais se interseccionam em um ponto A da reta
a. Seja sl a reta que passa por B, paralela a s e que intersecciona ¢ em I (figura 1 abaixo).
Temos que AABE = ABCI (pelo teorema A.L.A) e portanto AE = BI. Como BIFE é um
paralelogramo, temos BI = EF. Portanto AE = EF, isto é, DE = EF.

No caso em que as duas transversais s e t sdo paralelas, como na figura 2 abaixo, o resul-
tado decorre imediatamente das propriedades dos paralelogramos. (Esta demonstracdo pode ser
consultada na referéncia [2]

1.3 Segmentos Construtiveis

DIVISAO DE UM SEGMENTO
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figura 1 figura 2

Figura 1.29: Retas paralelas e transversais terceira parte
Divisdo de um segmento usando régua e compasso ¢ um problema elementar mas que muito

ajuda nas construgoes mais elaboradas, além de que, fazendo divisao de um segmento o aluno
ja fixa o aprendizado do Teorema de Talles, relacionado as retas paralelas e duas transversais.

Construcio 11: Dividir o segmento AB em 3 partes iguais.

Figura 1.30: Segmento dado

Para esta constru¢do, iniciaremos tragando um angulo qualquer com uso da régua, neste caso
escolhemos o ponto A para ser vértice do angulo. Agora com abertura qualquer do compasso,
a partir de A, como queremos 3 seguimentos de mesmo comprimento, marcamos 3 pontos
equidistantes C, D e E, conforme abertura do compasso, agora, com uso da régua, tragamos
a reta que passa pelos pontos E e B, na sequéncia tracar uma paralela a EB que passa pelo
ponto D intersectando o segmento AB encontrando o ponto N, por ultimo, tragar outra paralela
a EB que passe pelo ponto C intersectando o segmento AB em M. Como o procedimento de
tracar paralelas ja € conhecido (construgdo 7), podemos fazer uso do esquadro, o procedimento
¢ bem simples, basta posicionar o esquadro no segmento EB, apoiar a régua na parte inferior do
esquadro e arrastar o esquadro encontrando os outros pontos de intersecdao no segmento AB.

O procedimento em si, ndo € suficiente para provar que os segmentos AM, MN e NB pos-
suem a mesma medida. No entanto, € facil verificar uma vez que ja demonstramos o teorema
de Tales. Tendo em vista que os segmentos AC, CD e DE possuem a mesma medida por cons-
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Figura 1.31: Divisao do segmento

tru¢do e que os segmentos EB, DN e CM sdo paralelos entre si, pelo Teorema de Tales que
afirma: Se duas retas sao transversais a aum conjunto de retas paralelas, entdo a razao entre os
comprimentos de dois segmentos quaisquer de uma dela € igual a razao entre os comprimentos
dos segmentos correpondentes da outra. Entdo, como sabemos que AC, CD e DE possuem a
mesma medida n, entdo AC = CD =DE =n e seja AM =p, MN = q e NB =r, pelo teorema de

Tales, temos:

AC cD

AM — MN

Dai, temos que: CD. AM=AC . MN,ecomoCD=AM=ne AM=pe MN =¢q
Segui-se que: n. p=n. g, logo p = q, portanto AM = MN

agora tomemos:

De forma andloga, temos:
CD.NB=DE.MN,comoCD=DE=nesejaMN=qeNB=r
temos que: n.r=n. q, logor = q, quer dizer que MN = NB

Portanto, AM = MN = NB, satisfazendo a exigencia do problema.

Construcdo 12: Dividir o segmento AB em partes proporcionais a 2 e 3.

Figura 1.32: Segmento dado

ZA|



Resolucdo: Como temos que dividir o segmento em partes proporcionais a 2 e 3, comecga-

remos dividindo o segmento AB em 5 partes iguais. Entdo como na constru¢do anterior, vamos,
usando o mesmo procedimento, tracar um angulo qualquer com vértice em A. Com abertura
qualquer do compasso, agora marcar 5 pontos equidistantes na reta construida, seja C, D, E,
F e G estes pontos. tomando o comprimento de cada segmento AC, CD, DE, EF e FG como
uma unidade unitdria qualquer, percebemos que o segmento AD valor 2 unidades de medida e
o segmento DG equivale a 3 unidades de medida. Agora tracar a reta que contenha os pontos
GB, dai tracar uma paralela a GB que passe pelo ponto D, intersectando o semento AB em N,
desta forma temos o segmento AN proporcional a 2 e o segmento NB proporcional a 3.

-

Figura 1.33: Divisdo do segmento em partes proporcionais

Pelos mesmos argumentos da construcao anterior, podemos justificar a construgdo, pois per-

cebemos que 52 = 47, como AD = 2 unidades de medida e DG = 3 unidades de medida, temos
que: 'fi = ‘\—'r% que € equivalente a:

AN _ NB
2 3

Antes de iniciarmos a préxima construgdo que trata-se de tracamos um quadrado que seja o
dobro do primeiro, iremos postular as seguintes propriedades.

1° Poligonos congruentes tém dres iguais.

2° Se um poligono convexo é particionado em um nimero finito de outros poligono con-
vexos, isto €, se o poligono € a unido de um nuimero finito de outros poligonos convexos, tais
que dois quaisquer deles partilham somente um vértice ou uma aresta, entao a drea do poligono
maior € a soma das dreas dos poligonos menores.

3° Se um poligono (maior) contém outro (menor) em seu interior, entdo a area do poligono
maior € maior que a drea do poligono menor.

4° A drea de um quadrado de lado Icm é igual a 1em?.

Valendo os postulados 1 a 4 acima, vamos particionar uma quadrado de lado n € N em n®
quadrados de lados | cada. Denotando a drea do quadrado maior por A,, igual a soma das dres
desss n? quadrados de lado 1, de maneira que
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A'n. = I]2 .

Considere, agora um quadrado de lado 7! com m, n € N e drea A=. Arranje n? copias do
mesmo, empilhando n quadrados de lado * por fila, em n filas, formando assim um quadrado
de lado %n =m. Tal quadrado maior terd, como jd sabemos, drea m?; por outro lado , como ele
estd particionado em n? quadrados, cada um dos quais de lado ™, sua drea € igual a soma das
areas desses n” quadrados, isto é:

m2=nAmn
Ti

Portanto:
Ag =T =
A discussdo acima sugere que a drea de um quadrado de lado 1 deve ser igual a 1°.
A drea de um paralelogramo de base a e altura h € igual a ah.
Demonstragdo: Seja ABCD um paralelogramo de diagonais AC e BD, ¢ E e F respectivamente
os pés das perpendiculares baixadas de D e C a reta AB. Ademais, suponha, sem perda de
generalidade, que E € AB. E imediato verificar que os tridngulos ADE e BCF sio

Figura 1.34: Paralelogramo
congruentes, de modo que AE = BF e pelo postulado 1) A(ADE) = A(BCF). Entao, temos:
A(ABCD) = A(ADE) + A(BEDC) = A(BCF) + A(BEDC) = A(CDEF)
Por outro lado , CDEF € um retidngulo de altura h e base a, pois:

EF=EB+BF=EB+ AE=AB=a
Portanto, segue que A(ABCD) = A(EFCD) = ah.
Para o caso do tridngulo, temos a seguinte proposi¢ao:

Seja ABC um tridngulo de lados AB =c¢, AC =b e BC = a, e as alturas h,, h, e h., respecti-
vamente relativas aos lados a, b e ¢. Entdo,
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Em particular, ah, = bh; = ch,.

Demonstraciao: Seja S = A(ABC) e D a intersecdo da paralela a BC por A com a paralela a
AB por C (figura abaixo). Entio ABC =2 CDa pelo caso ALA (uma vez que BAC = DCA, AC
¢ lado comum BCA = DAC), de sorte que A(ABC) = A(CDA) pelo postulado 1.

a D

m

Figura 1.35: Paralelogramo segunda parte
Mas, como ABCD € um paralelogramo de base a e altura h,, segue que:
2S = A(ABC) + A(CDA) = A(ABCD) = ah,

Portanto, A(ABC)=S = %ahﬁ, e as outras duas igualdades podem ser obtidas de modo andlogo.

De posse do material discutido até aqui, calcular dreas de poligonos convexos €, em principio
uma tarefa facil: uma vez que as diagonais do mesmo, tracadas a partir de um de seus vértices,
o particionam em tridngulos, basta calcular a drea de cada um desses tridngulos com a ajuda da
proposi¢do anterior, somando os resultados obtidos.

Antes de entrar na proxima constru¢do vamos finalizar esta dltima parte falando sobre razao
de semelhangas entre poligonos. Vamos pegar o caso de tridangulos e partir dai basta generalizar
para outros casos.

Sejam ABC e A'B’C’ dois triangulos semelhantes. Sendo k a razdo de semelhanga de ABC
para A’'B’C’, temos:

A(ABC  _ 1o
AATBCT)

Demonstragdo: Seja o tridngulo AABC, onde BC =a, B’C’ =a’ e he h’ as alturas de ABC
e A'B’C’, respectivamente relativas a BC e B’C’. Sendo a = k.a” e h = k.h’'m seque que:

A(ABC) _ ah _ kd'.kh' _ k2
A(A'B'CY — o’k T o'W T

1.3.1 Construcio do Segmento Medindo Raiz de /n

Construgdo 13: Dado um segmento AB = a, construir um segmento de a/n comn € N
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Figura 1.36: Tridngulos semelhantes

Comentdrio: Trata-se de uma construgdo, relativamente, simples, onde sua solu¢do pode
ser usada para resolu¢do de problema muito mais complexos. E claro que ndo faremos um
segmento de tamanho n, pois n é qualquer natural, no entanto, vamos mostrar como podemos
chegar a um segmento av/2 ou ay/5 e mostrar como este mesmo processo pode ser usado para
construir um segmento de comprimento a./n.

Podemos realizar algumas conjecturas, por exemplo, podemos comecar a construir ay/2,
depois av/3, av/4, a\/5 e partir dai, podemos generalizar o processo para qualquer n € N,

Vamos fazer algumas sucessivas construgdes e verificar um padrao. Primeiramente, vamos
tracar um segmento igual AC perpendicular a AB de forma que o segmento AC e AB tenha
comprimento a, entdo, pelo teorema de Pitdgoras o comprimento BC terd comprimento igual a
av/ 2, se on fosse 2, o problema jd teria sido resolvido, no entanto, vamos usar este procedimento
agora para encontrar a\/3. Percebemos que se tracarmos uma perpendicular a hipotenusa a\/2,
teremos outro tridngulo de catetos a e ay/2 e , pelo teorema de pitigoras, a nova hipotenusa
serd igual a \/a® + (a\/i)2 = ay/3. Vamos repetir o procedimento, tracar um segmento de
comprimento ’a’ perpendicular a nova hipotenusa, dai teremos um novo tridngulo retingulo de
catetos a e ay/3.

Figura 1.37: Construcio do segmento /7



Recorrentemente, percebemos que vamos chegar a um tridngulo de catetos a e ay/n — 1,
considerando sua hipotenusa como y e, pelo teorema de Pitagoras, temos:

y2=a+ (ay/n —1)?
y?=a% + (n-1)a’
y2=a’(1 +(n-1))
y2 = a’n

y=ayn

a/(n-1)

Figura 1.38: Construcio do segmento /7 parte final

De acordo com as construgdes e com a recorréncia, verificamos que o segmento procurado
ay/n é a hipotenusa y, portanto para tragar um segmento de tamanhao a\/n, n € N, este serd

a hipotenusa do tridngulo retangulo de catetos a e ay/n — 1 (pode ser consultado a referéncia [7]

Fazendo uma pequena andlise com relacdo as construgdes anteriores sobre intersecgoes,

observa-se que partindo de pontos do plano com coordenadas racionais e fizermos construcoes
com régua e compasso, que envolva apenas, intersec¢oes de reta com reta, reta com circulo ou
circulo com circulo, os pontos obtidos, possuem coordenadas racionais ou, no maximo, passam
a ser da forma a + b,/c, onde a, b e ¢ sdo racionais e ¢ > 0. Se continuar-mos prosseguindo com
uma segunda etapa de construgcao com régua e compasso, 0s novos numeros das coodenadas
ainda serdo do tipo a + by/c, entdo segue a proposi¢ao:
"O conjunto A = {a + b\/c;a,b e c€ Q,c> 0} com operagdes de adi¢do e multiplicagio
é um corpo”. A demonstracio desta proposi¢do pode ser consultada nos livros de introdugao
a andlise real, por exemplo a referéncia [5], ou se preferir no endereco: www.mat .unb.br/
furtado/homepage/verao/livro_de_analise-novo.pdf.

Como ja vimos, um ponto A ¢é construtivel se o ponto a ele associado na reta puder ser
construido a partir de um segmento unitdrio. Entretanto o segmento unitdrio estd associado a
unidade 1 que é um racional e pelo que jd vimos, partindo de um ponto com coordenadas ra-
cionais, fazendo um nimero finito de intersec¢oes com retas e/ou circunferéncias, obtemos um
nimero que pode ser escrito como um racional usando apenas adi¢ao, multiplicacdo, inversos,

simétricos e raizes quadradas. Assim sendo, segue o seguinte critério de construtibilidade:
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Um niimero a é construtivel se, e somente se, puder ser escrito numa expressao algébrica em
termos de niimeros racionais e envolvendo apenas adicoes, multiplicacdes, simétricos, inversos

e raizes de ordem par.

Por exemplo o nimero a = m ¢ construtivel pois ele ja estd escrito numa expressao
algébrica em termos do racional 2 e envolvendo raizes de ordem par.

O problema agora consiste em buscar formas de reconhecer se um nimero dado arbitraria-
mente pode ou ndo ser escrito da forma dada na proposi¢@o anterior. Aqui nesta secio vamos
aceitar algumas proposicdes estudadas e demonstradas em livros de construcdes geométricas:

Todo niimero construtivel é raiz de uma equagao polinomial, cujos coeficientes sdo niimeros
inteiros.

Todo niimero construtivel é algébrico.

Um niimero transcendente ndo é construtivel

E importante ressaltar que existem nimeros algébricos que ndo sao construtiveis e que, por-
tanto, a reciproca da proposi¢ao "Todo nimero construtivel € algébrico"ndo € verdadeira. Por
meio das pesquisas e construgdes, verificamos que um nimero construtivel é sempre uma raiz
de um polindmio com coeficientes inteiros e cujo grau ¢ uma poténcia de 2. Um fato geral,
que ndo vamos demonstrar aqui é que "Todo nimero algébrico € raiz de um tnico polindmio

irredutivel com coeficientes inteiros", o grau deste polindmio € dito grau do niimero algébrico.

1.4 Problemas de Construcoes Geométricas elementares

A partir de agora, veremos algumas construgdes que sdo um pouco mais sofisticadas, pois,
Jja temos, basicamente, toda a bagagem necessaria para construi-las.

Construgdo 14: Sobre o segmento AB, encontre o ponto P de modo que o quadrado de lado
AP tenha o dobro da drea do quadrado de lado PB.

Trata-se de uma construco um pouco mais sofsticada, entdo vamos usar um pouco de teoria
para poder montar uma estratégia e chegar no objetivo do problema. Para tanto podemos pensar
no seguinte: consideremos um segmento AB, entdo, estamos procurando um ponto P entre A
e B de modo que os segmentos AP e PB sejam bases de um quadrado Q; e outro Q,, respecti-
vamente, de modo que Q; tenha drea igual ao dobro da drea do quadrado Q,. Ja vimos que a
razao entre duas figuras semelhantes € igual ao quadrado da razao de semelhanca. Diante desta
afirmacdo, intuitivamente, percebemos que todas as figuras regulares de mesmo género sao se-
melhantes entre si, entdo todos quadrados sao semelhantes entre si e a razdo de semelhanca é
a razdo entre seus lados. Tomando os seguimento AP e PB como lados dos quadrados Q; e
Q-, respectivamente e sendo AP = a; e PB = a, que sao os lados dos quadrados, temos que os
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dois quadrados sao semelhantes e a razao entre eles € %, sabemos ainda a razao entrea as dreas

az
2
1

desses dois quadrados serd ~} e neste caso, como Q, tém drea igual ao dobro de Q, essa razio
a3

2
razao tera que ser igual a 2, logo temos o seguinte: % = £, logo extraindo a raiz quadrada dos
2

e ‘/5, como a idéia ndo € medir, podemos usar uma unidade de medida

-1
ualquer, vamos usar a letra 'u’ como unidade de medida, entdo, nesse caso temos < = M
az u

2
1

dois lados temos que **
az

isto quer dizer que, se pegarmos um quadrado de lado u, o outro quadrado que terd drea igual
ao dobro do primeiro terd que ter lado igual a uy/2. Observe que se um quadrado tem lado igual
a 'u’, sua diagonal serd igual a uv/2, entdo, resumindo, basta dividir o segmento AB em partes
proporcionais a uy/2 e a u.

Agora, com a extratégia montada, vamos contruir o segmento.

Entdo, seja o o segmento AB dado, primeiramente vamos construir um quadrado de lado
u’. Para construir o quadrado vamos usar alguns procedimentos ja conhecidos nas constru¢io
anteriores, vamos primeiramente, tracar um segmento de tamanhao "u’ qualquer, tracar duas
perpendiculares nos extremos do segmento de tamanho ’u’, agora com o compasso, transferir
o tamanho 'u’ para os lados laterais e ligar estes tltimos pontos, veja que a diagonal deste
quadrado € a hipotenusa do tridngulo retingulo de lados igual a u, portanto, pelo teorema de
Pitdgoras temos que esta diagonal é igual a uy/2. Agora trace um angulo qualquer a partir do
ponto A desenhando a reta s. Com auxilio do compasso, transfira os segmentos uy/2 e u para
a reta s a partir do ponto A, econtrando os pontos C e D, ligue os ponto D e B, encontrando
o segmento DB, trace uma paralela ao segmento DB que passe pelo ponto C, encontrando o
ponto P em AB, onde AP é proporcional a uy/2 e PB é proporcional a u. Pronto, como ji
foi demonstrado anteriormente pelo teorema de Tales, temos dua paralelas e duas transversais,

logo:
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Resumindo, o quadrado de lado AP que possui medida proporcional a uy/2 tém érea igual
(-u.\/ﬁ)2 que é igual a 2u? e o quadrado PB de lado proporcional a u, t¢ém drea igual a u?, portanto
a drea do quadrado de lado AP € o dobro da drea do quadrado de lado PB como queriamos
construir.

Construgdo 15: Tracar as tangentes a um circulo dado, passando por um ponto exterior.

Figura 1.40: Circunferéncia e ponto dado

Devido a posi¢ao relativa do ponto, no caso ser um ponto externo a circunferéncia A de cen-
tro O, temos duas solucdes possiveis, se P estivesse no interior da circunferéncia ndo existiria
nenhuma tangente e se P estivesse sobre a circunferéncia existiria somente uma tangente. Para
iniciarmos a construg¢do é necessario lembrarmos de algumas propriedade, entre elas, lembrar
que uma tangente € uma reta perpendicular a reta normal do circulo, neste caso, uma reta nor-
mal serd qualquer reta que passe pelo centro do circulo, entdo, imaginemos esse angulo reto
no circulo, e ligando os trés pontos obteremos um triangulo retangulo, no entanto, conhecemos
apenas os vértices P e O que € o centro da circunferéncia ), falta apenas conhecer o outro vértice
que serd onde se encontra o dngulo reto, entretanto, um modo bastante elementar de conhecer
este tltimo ponto, é lembrar que todo tridngulo retingulo cabe numa semi-circunferéncia, pois
a semi-circunferéncia € o arco capaz de um angulo reto, logo, isso quer dizer que se tracarmos
uma outra circunferéncia 0 de didmetro de OP, esta circunferéncia intersectard os pontos dese-
jados, achando estes tltimos pontos, automaticamente, encontraremos os pontos de tangéncia
que passam por P.

Baseado no que foi pensado, podemos tragar uma estratégia para organizar o modo dessa
construgao:

1° Encontrar o ponto médio (M) de AP (procedimento ja conhecido)

2° Tracar a circunferéncia ¢ de raio MP

3° Sejam {A,B}=0NA

4° Tracar as retas PA e PB

TRACANDO UMA CORDA

Construgao 15:
Sao dados:

1) Uma circunferéncia de centro O

29



Figura 1.41: Segmento, ponto e circulo dados

2) Um ponto P exterior a circunferéncia
3) Um segmento de comprimento a
Tracar uma reta por P que determine sobre a circunferéncia uma corda de comprimento a.

Figura 1.42: Construgdo das tangentes dado um circulo e um ponto

Comentario: Esta jd ndo é mais uma construcdo elementar, trata-se de um problema mais
elaborado. Diante dos dados fornecidos, a idéia seria tragar por P uma reta secante a circunfe-
réncia que determina sobre esta circunferéncia uma corda de comprimento igual ao segmento
dado, ou seja, de comprimento a. Em constru¢cdes um pouco mais elaboradas é sempre valido,
antes de iniciar a construgdo, fazer um esbog¢o. Neste caso o que temos € somente um circulo,
um ponto exterior e um segmento de comprimento fixo e temos que encontrar uma secante que
passe por P intersectando a circunferéncia de tal maneira que a corda determinada pela reta que
passa por P tenha o comprimento exigido, como o ponto ¢ exterior, ja percebemos que haverd
duas solugdes para o caso. Agora nos perguntamos: Como resolver?
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Depois de entender o meu problema, temos que montar uma estratégia para poder chegar na
solucdo. Vale lembrar que sempre que temos uma corda, o raio intersectard a corda ao meio de
forma perpendicular, no caso cada pedago de segmento terd comprimento 5. Percebemos que
a figura forma dois tridngulos retangulos congruentes de hipotenusa conhecida, no caso igual

a
2 ?
¢é o outro cateto. Lembramos ainda que se um conjunto minimos de propriedades garante esta

a R (raio da circunferéncia)e catetos iguais a 5 , falta determinar o comprimento da altura que
congruéncia, também garante que ele seja construtivel ou seja: conhecendo a hipotenusa e um
dos catetos deste triangulo retangulo, conseguimos construir este tridngulo encontrando o outro
cateto desconhecido que chamarei de x. Entdo, primeiramente, farei um esbo¢o de uma cir-
cunferéncia de didmetro R, lembramos que qualquer tridngulo retdngulo estd inscrito em uma
semi-circunferéncia pelo caso do arco capaz. Percebemos que o cateto § estd sobre uma das
extremidades do didmetro R, entéo se abrirmos o compasso no tamanho § e tragarmos um arco
com ponto seca em uma extremidade do diametro R, percebemos que o outro lado é o lado
X procurado, vimos que o lado x € perpencicular a corda procurada. Como este segmento é
perpendicular, entdo uma circunferéncia de raio igual ao comprimento X, serd tangente a corda
e lembrando que tracar uma tangente a uma circunferéncia que passe por um ponto externo, ja
¢ uma construg¢ao conhecida, logo concluimos que encontrar o ponto x, basicamente, resolve o
problema. Diante dos comentdrios conseguiremos tracar nossa estratégia.

1° Faca uma circunferéncia a parte com diametro R (procedimento ja conhecido, apenas trans-
ferir o comprimento de R para outra reta, achar o ponto médio e tragar a circunferéncia que,
naturalmente, terd diametro R)

2°  Abra o compasso em § (procedimento também jd conhecido) e com ponta seca em um
dos extremos do didmetro encontre o ponto de intersecdo na circunferéncia, desta forma en-
contramos o tridngulo retdngulo de catetos § e hipotenusa igual a R, logo o outro cateto € o
comprimento x procurado. 3° Compasso com abertura igual ao comprimento X, ponto seca no
centro da circunferéncia dada, tracar a circunferéncia de raio x 4° Econtrar a tangente a cir-
cunferéncia de raio x que passe pelo ponto P. Naturamente, os ponto A e B que determinam
a corda de comprimento a aparecerd e ainda podemos encontrar os pontos A’ ¢ B’ referente a

outra solugdo.

Construgao 16: Construir um tridngulo ABC, dados os segmentos BC, a altura h, relativa
ao segmento BC e o dngulo a.

Comentario: Pensando num esboco para resolugdo desta construgdo, verificamos que temos
um lado conhecido, temos um angulo dado, vale lembrar que se este angulo o € conhecido,
temos um lugar geométrico dos pontos P que enxergam essa corda BC, ou seja enxergam o
segmento BC, seguindo o angulo o e o nome deste lugar geométrico € arco capaz e ja vimos
como se faz esta construcao. Isso quer dizer que o vértice A estd sobre o arco capaz, na verdade
todos os pontos deste arco vao enxergar BC sob o dngulo a, entretanto temos que escolher sobre
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Figura 1.43: Resolucdo do problema da construcdo de encontrar a reta que passa por P e pela
corda de comprimento dado

E
o
L

ha

Figura 1.44: Angulo, lado e altura dados

este arco capaz, um ponto que tenha a distancia h, a BC, para isso tragaremos uma perpendicular
a BC, marcamos a altura h, e tracamos uma paralela a BC que seja distante h, de BC, € claro
que s6 havera solugdo se esta parela intersectar o arco capaz, pode ser que tenha duas solucoes
ou até mesmo uma se esta paralela for tangente ao arco, caso a altura seja maior que o arco
capaz, ndo havera soluc¢io para o problema.

Depois de montar a estratégia, agora podemos fazer um roteiro para a construgao.
1° Tracar uma reta qualquer e transferir o segmento AB para esta reta.
2° Tragar o arco capaz do angulo « que € dado com o segmento BC, logo, tomando qualquer
ponto A pertencente ao arco, o angulo BAC sempre serd igual ao angulo .
3° Escolhido um ponto P passando pela reta, tracar uma perpendicular, transferir o com-
primento da altura para esta perpendicula, encontrando o ponto Q. 4° Tracar a paralela ao
segmento BC passando por Q, pronto, os pontos encontrando nos dio as solugdes. Obs.: E
claro que podemos fazer outro arco capaz no outro semi-plano que também resolve o problema
e nos da outro tridngulo congruente espelhado.

construg¢do 17: Construir o tridngulo AABC dados: AB = 5cm, AC = 6¢cm, h, = 4cm.
Comentario: Verificando os dados, percebemos que altura relativa parte do vértice A, outra,
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Figura 1.45: Solu¢des do problema de construir um tridngulo dados lado, angulo e altura

o0 exercicio ndo nos direciona para uma tnica solucdo, pode ser que tenha mais de uma. Entdo
vamos montar o roteiro para construcao do exercicio.

1° Tracamos uma reta qualquer e marcamos o ponto A.

2° Tracamos uma perpendicula a reta que contém o ponto A, distante 4cm do ponto A, ja nos
dando h,,

3° Com o compasso, e abertura igual ao segmento AB, 5 cm, ponta seca em A, trago um arco,
intersectanto a reta perpendicular em dois pontos, o ponto B e B’.

4°  Com o compasso, € abertura igual ao segmento AC, 6 cm, ponta seca em A, tracar outro
arco, intersectando a reta perpendicular em dois pontos, o ponto C e C’.

Percebemos que apds a constru¢io, temos algumas solucdes que atendem a exigencia do
exercicio, podemos tragcar como solugao os tridingulos AABC’, AAB’C, AABC ou AAB’C’

Figura 1.46: Solugdes do problema de construir um tridngulo dados 2 de seus lados e altura
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1.4.1 Construcao do Quadrado Inscrito em um Triangulo

Contrucdo 18: Dado um triangulo qualquer AABC, construa um quadrado inscrito a este.

Figura 1.47: Triangulo dado

Comentdrio: Neste caso vamos fazer um pouco diferente do que vinhamos fazendo até o
momento. Vamos, basicamente, descartar uma das condi¢des que s@o pedidas e vamos mostrar
como conseguir a solugdo a partir daquela que foi descartada.

Analizando a questdo, de imediato, ja verificamos que teremos que ter dois vértices conse-
cutivos em um mesmo lado, entdo comegaremos a tragar nossa estratégia.
1° Marcaremos um ponto X no lado BC (mas poderia ser qualquer lado)
2° Tragar uma perpendicular ao lado BC passando por X, encontrando o ponto W, onde o
segmento XW definird o lado deste quadrado.
3° A partir do ponto X, tracar o quadrado de comprimento XW, encontrando o ponto Y e o
ponto Z. Observamos que este quadrado teve um vértice, no caso o ponto Z, fora de um dos
lados do tridngulo, com certeza ndo € a solu¢do que procuramos.
4° Agora, a partir do ponto B, tracaremos uma reta intercectando o lado AC no ponto achado
M.
5° Tracar uma paralela ao lado ZY que passe por M encontrando o ponto L no lado BC e
outra paralela ao lado WZ que passe pelo ponto M encontrando o ponto N no lado AB. Afirma-
mos que o quadrilatero JLMN € um quadrado e todos os vértices dele estdo sobre os lados do
tridngulo, entretanto nada esta justificado.

Vamos mostrar que isto € verdade.

Para demonstrar que nossa solu¢@o estd correta, vamos usar um pouco de semelhanca de
triangulos.

Observamos de imediato que o tridngulo ABYZ pelo caso A.A.A. é semelhante ao Tridngulo
ABLM:
ABYZ ~ ABLM
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Figura 1.48: Constru¢ao do quadrado inscrito no triangulo

, como eles sdo semelhantes, vale a seguinte propor¢ao:

YZ BZ
LM  BM

Por outro lado, ainda pelo caso A.A.A. observamos que o tridngulo ABWZ é semelhante ao
triangulo ABNM:
ABWZ ~ ABNM

, portanto € valido a seguinte propor¢ao:

WZ  BZ
NM  BM

Perceba que a segunda parte da primeira igualdade, aparece na segunda igualdade, entdo se

SRR, B ,  eEn Tamaic . YZ _ BZ _ WZ

duas coisas sdo iguais a uma coisa, elas sdo iguais entre si; 757 = 517 = Wi
YZ 4

afirmar que 77 = 7, pela construgio, sabemos que YZ = WZ, entdo se duas fragdes sdo

iguais e seus numeradores sdo iguais, entdo seus denominadores também sdo iguais, logo LM =

logo, podemos

NM e isso € suficiente para garantir que nossa figura € um quadrado, pois, a principio tinhamos
o quadrilatero JLMN como um retangulo e como demonstramos que seus lados concorrentes
a0 iguais, concluimos que JLMN é um quadrado e estd inscrito no tridngulo AABC

1.4.2 Aplicaciao em um problema para descobrir o angulo «

Escolhi dois problemas que sdo, razoavelmente, conhecidos para os que estudam e gostam

de geometria, onde resolveremos a luz da constru¢ao geométrica.
Problema 1 Na figura a seguir, AE / BC; AC L BC; DE=2.ABe ABC mede 78°. Deter-
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mine a medida EBC.

Figura 1.49: Constru¢ao dada para encontrar o valor do angulo

Comentario: Como BC // AE, entdo, de imediato ja verificamos que o dngulo EAD é 90°,
desta forma o tridngulo AADE é retangulo, sendo BA igual a um comprimento ’a’, DE serd
igual a '2a’, tomando o ponto médio de DE, um ponto M, e sendo um tridngulo retangulo,
ligando o vértice A ao ponto M, AM terd medida igual a metade da hipotenusa, logo AM =
’a’. Vamos chamar o angulo AED de a, como tridngulos AAME ¢ isésceles, o angulo EAM
também tem medida = . Sabendo que o angulo extenos de um tridngulo € igual a soma dos
dois angulos internos opostos, entdo o angulo AMD terd medida igual a 2a e sendo o tridingulo
AABM is6sceles, o angulo ABM também tém medida igual a 2o, como o dngulo AEM é alterno
exteno com relagdo ao angulo EBC, temos que este tem medida igual a o, entdo o angulo EBC
= a. Pelo dado do problema o dngulo ABC mede 78° e, de acordo com esta andlise este angulo

éigual a 3av, logo:

3a=78° . v = EBC = 26°

Figura 1.50: Resolugdo do problema de encontrar o valor do angulo

Problema 2 Na figura BC = 2AE e DOC mede 63°. Determine a medida do Angulo DAB.
Comentdrio: Olhando a figura e pelos dados do problema, percebemos que BC € o didmetro
da circunferéncia, como BC = 2AE, entdo AE ¢ igual ao comprimento do raio da circunferéncia,

logo, se tragarmos o segmento OE, este t€m o mesmo comprimento de AE, entdo o tridngulo
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Figura 1.51: Construcao dada para encontrar o valor do angulo segunda parte

AAEO é is6sceles. O angulo que queremos descobrir é o angulo DAB, vamos chama-lo de a,
entdo o angulo EOB também tém medida .. Novamente um caso onde temos os dois angulos de
um tridngulo, entdo o dngulo externo serd a soma dos dois internos, isso quer dizer que o dngulo
OED é igual 2a. Como o tridngulo ADEO também ¢é isésceles, o angulo EDO, também tém
medida igual a 2a. Agora vamos olhar para o tridngulo AADQO, veja que temos dois angulos
conhecidos, o Angulo OAD = a e o dngulo ADO = 2a, assim podemos determinar o ingulo
externo que valerd a soma dos dois, portanto, o angulo DOC vale 3a, no entanto os dados nos

dizem que este angulo ¢ igual a 63°, entdo:

30 =63° . a=DAB =21°

Figura 1.52: Resolucdo do problema de encontrar o valor do angulo segunda parte

1.5 Demonstracao geométrica da Desisgualdades das Médias

Vamos fazer essa demonstragdo através de uma construgdo geométrica, mas, antes precisa-

mos demonstrar uma propriedade no triangulo retdngulo.
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Em um tridngulo retangulo,
a) A altura relativa a hipotenusa é a média geométrica entre os segmentos em que € dividida a
hipotenusa e
b) cada cateto € a média geométrica entre a hipotenusa e o segmento da hipotenusa que € a
projecdo deste cateto sobre ela.

Demonstraciio. Consideremos o tridngulo AABC, retingulo em A, e seja H o pé da altura
desde A até BC.
Denotamos: a=BC,b=CAec=AB;m=BH,n=HCeh=AH.
Vamos mostrar que
(1) h? =mn
(2)c?=ameb?=an

Figura 1.53: Tridngulo retdngulo com altura relativa a hipotenusa

Pelo teorema de semelhanca de tridngulos, AABH ~ ACAH. Portanto, obtemos %} S fT‘?—
.o om _ } 2 _
ou seja, 7+ =, logo h* = mn.
Também pelo teorema anterior, temos AABH ~ A CBA. Portanto % = ’;‘g, ou seja, - =

<, logo c? = am.

. CH _ AC con _ b 5,
Também, ACHA ~ ACAB e, portanto, S0 = Bo-ouseja § =, logob” =an

Desigualdade das médias
Média aritmética
Dado dois segmentos a e b, definimos a média aritmética entre eles como o segmento X tal que

(a+b)
.

Vamos construir a média aritmética entre os segmentos a e b.

X =

O procedimento € bastante simple, basta transferir o comprimento dos segmentos para uma reta
r, encontrar o ponto médio M do segmento AC = AB + BC, tragar a circunferéncia de centro M,
encontrar o ponto j na mediatriz do segmento AC interseccdo com a circunferéncia. O segmento
MIJ é a média aritmética dos segmentos a e b. Perceba que a média aritmética de dois segmento
a e b € igual ao comprimento do raio de uma circunferéncia de diametro (a+b).

Média Geométrica
Dados dois segmentos a e b, definimos a média geométrica ou a média proporcional entre eles
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Figura 1.54: Construcido da média aritmética entre dois segmentos dados

como o segmento y tal que y = v/ab.

Vamos construir a média geométrica entre os segmentos a e b.

O procedimento também € bastante simples, vamos transportar os segmentos a = AB e o seg-
mento b = BC para uma reta dada, tracar a semi-circunferéncia de didmetro (a + b) = AC, pode-
se pegar qualquer ponto desta semi-circunferéncia, pois jd vimos que a semi-circunferéncia € o
arco capaz que contém um tridngulo retdngulo. Finalizamos tracando o segmento y que repre-
senta a média geométrica, pois "Em todo tridngulo retdngulo, a altura relativa a hipotenusa, é

a média geométrica quadrada de um segmento b dado, em que foi tomado para a o segmento
unitario.

G-

Figura 1.55: Construgao da desigualdade das médias

De acordo com a construcdo perceba que o segmento y terd maior valor quando tiver o com-
primento do raio, ou seja quando tiver comprimento igual o da média aritmética, desta forma

fica demonstrada de forma geométrica a desigualdade das médias que afirma: "A média aritmé-
tica ¢ maior ou igual a média geométrica".

(a+b)

[
IV
$
o
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1.6 Construcoes impossiveis com régua e compasso

Nesta secdo falarei um pouco das limitacdes daquilo que estamos estudando. Para ilustrar
um pouco falarei sobre os trés problemas cldssicos da matematica que sdo impossiveis de resol-
ver usando régua e compasso, o ponto positivo destes problemas € que serviram de motivacdo
para a Matematica dar saltos, melhorar bastante a qualidade e etc.

1.6.1 Trisseccao do angulo

O primeiro problema que vamos comentar € o Problema da Trissec¢ao do angulo, que con-
siste em, dado um angulo qualquer, construir um outro angulo com um terco de sua medida. E
claro que alguns casos particulares sao possiveis fazer tal trissec¢do, por exemplo, o angulo de
90°, se torna fdcil, porque podemos construir o angulo de 30° bisseccionando o dngulo de 60°,
no entanto, ndo hd como trisseccionar o angulo de 60°, pois ndo hd como construir o angulo de
20° usando régua e compasso.

A resposta negativa, realmente, s6 foi obtida no século IX pelo matematico francés Pierre
Laurent Wantzel, que se apoiava nas afirmacoes de Gauss, em sua obra Disquisitiones Arithme-
ticae, publicada em 1801, entretanto, Gauss nunca publicou uma demonstracao de tal enunci-
ado.

Para demonstrar que nem todos os dngulos sdo construtiveis, partiremos da defini¢do de que
um angulo serd construtivel se seu cosseno ou seno for construtivel.

De modo geral, se um angulo qualquer 36 for construtivel teremos como consequéncia que

seu seno e cosseno também serdo construtiveis. Pelas relagdes basicas de trigonometria, temos:

cos 30 = cos(6 + 26)
cos 30 = cos 6. cos 20 — sen .sen 20
cos 36 = cos .[cos® § — sen ?0] — sen 6.[2sen 6. cos 0]
cos 360 = cos . {cos* @ — [1 — cos? 0]} — 2sen 26. cos
cos 30 = cos0.[2cos* 0 — 1] — 2 cos 0.[1 — cos? ]
cos 30 = 2cos® 0 — cosf — 2cosf + 2cos? 6 ..
cos 360 = 4 cos® @ — 3cos

Este fato demonstra que nem todos os angulos podem ser trisseccionados, pegando o exem-
plo do dngulo de 60°, veja como é impossivel construir o nimero cos 20°. Vejamos a aplica¢ao
da demonstragao
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cos 30 = 4 cos® @ — 3cosf
cos(60°) = 4 cos®(20°) — 3 cos(20°)
% = 4 cos*(20°) — 3 cos(20°)
Veja que a equagdo equivalente a esta é
3 =423z
que nos da
8z —6x—1=0

Resolvendo a equacgao verificamos que esta ndo possui raiz racional. Supondo que haja uma
raiz racional x = ¢, com a e b inteiros e primos entre si, entdo, temos;

8(2)% — 6(2) =1 =0

8a’ S -
0 = 1=0

Multiplicando ambos os menbros por b, temos:

8a’ — 6ab* — b* = 0
0 que nos sujere as duas equagdes a seguir
b = 2a(4a? — 3b%) e (2a)® = b*(6a + b)

Pelas duas equagdes, verificamos que 2a é divisor de b* de modos que a = {—1,1}, b? é
divisor de (2a)*, de modo que b= {—2,—1, 1,2}, pois a e b sdo primos entre si. Desta forma,
as possibilidades para § sdo {—1, —%, % 1 } Constata-se que nenhum desses valores € raiz do
polindmio dado, desta forma, podemos afirmar que o polindmio 8a® — 6ab® — b* = 0, podemos
concluir que este polindmio € irredutivel com coeficientes inteiros. Assim, segue que cos 20° é
algébrico de grau 3 e pelo teorema: "Um nimero ¢ construtivel se, e somente se, for algébrico
de grau igual a uma poténcia de 2", temos que este ndo ¢ construtivel. Este teorema ndo serd
demonstrado aqui, em virtude de envolver fatos relacionados a teoria de extensoes de corpos e
teoria de Galois. Desta forma, conclui-se que o angulo de 20° ndo é construtivel via régua e
compasso, sendo assim, o angulo de 60° nao podeser trisseccionado.

O problema da trissec¢do do angulo pode ser resolvido baseado no primeiro problema de
encontrar 0 o angulo «, no entanto, usando as normas e regras que conhecemos para o uso de
régua e compasso ndo seria possivel, teriamos que aplicar uma outra técnica que é chamada de
"neusis"que consiste em ajustar um segmento dado com a exigéncia de que o segmento passe

por um ponto dado.

1.6.2 Quadratura do circulo

Este foi mais um problema impossivel de se resolver proposto pelos antigos gedmetras gre-
gos.
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O problema consiste em construir via régua e compasso, um quadrado com area igual a de
um circulo de raio dado.

Vamos considerar um circulo de drea igual a A = 71, Para construir um quadrado de lado 1
com a mesma drea, se faz necessdrio que 12 = 72, desta forma, temos:

| = vmr?
=Ty

O problema seria construir, via régua e compasso, um segmento de comprimento /m, 0
que é impossivel, pois ji verificamos que 7 é um niimero transcedente, portanto a /7 ndo é
construtivel.

A titulo de informacdo, Arquimedes deu uma solugdo para este problema, aproximadamente
250 a.C., entretanto utilizando outros meios além de régua ndo graduada e o compasso. Em
1882 Carl Louis Ferdinand von Lindemann 7 € um nimero transcendente, ou seja, ndo € raiz de
nenhum polindmio com coeficientes racionais, mostrando que é impossivel construir um seg-

mento cujo comprimento seja 7.

1.6.3 Duplicacao do Cubo

Este problema também € conhecido como problema Deliano. A origem deste problema se da
através de uma lenda que conta, que em 427 a.C., o orador e general da antiga Grécia, Péricles,
um dos principais lideres democrdticos da Atenas, morrera vitima da peste, juntamente com um
quarto da populacdo de Atenas. Os habitantes, sensibilizados com esta perda, foram consultar o
ordculo de Apolo em Delos para saber como combater a tal peste. Em resposta o ordculo disse
que o altar de Apolo, que possuia o formato de um cubo, deveria ser duplicado. De imediato
os atenienses dobraram as dimensoes do altar mas isso ndo afastou a peste. O volume fora
multiplicado por oito e ndo por dois. Depois desta estoria, dada a aresta de um cubo, construir
s6 com régua e compasso a aresta de um outro cubo sendo que tenha o dobro do volume do
primeiro, ficou conhecido como problema deliano.

De fato se considerarmos um cubo de aresta a, seu volume serd igual a a®. Para construi
outro cubo de aresta b tal que seu volume seja 2a*, terfamos entiio que:

b= 2"
b = v/2a3
b=av2
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Entdo o problema consistia em construir a /2, os habitantes de Delos, tentaram construir
com régua e compasso, mas, nao obtiveram éxito e a peste continuou a castigar a cidade. So-
mente depois de algum tempo, os gregos com muita sabedoria notaram a dificuldade em du-
plicar o cubo utilizando somente régua e compasso, que eram as ferramentas da época para
construgdes geométricas. A partir do século XVII com os avancos da Matemadtica que foi pro-
vado que tal segmento era impossivel de se construir utilizando somente régua e compasso.

A luz dos Teoremas aqui estudados, a impossibilidade da construcio de +/2 decorre do fato
de que ele é algébrico de grau 3, por ser raiz do polindmio irredutivel x* - 2, e portanto nio
satisfaz ao critério de construtibilidade de um segmento.

Foi Carl Friedrich Gauss quem afirmou que dobrar o volume de um cubo usando apenas a

régua e 0 compasso era impossivel, e foi Pierre Wantzel em 1837 quem provou.

1.7 Resolucao de Problemas pelo Método de Lugares Geo-

métricos

O método dos lugares geométricos e sua linguagem vém propocionar maior praticidade na
resolucao e entendimento de muitos dos problemas que envolvem construgoes geométricas.
Vamos tentar mostrar aqui alguns lugares geométricos que poderao ser utilizados na resolugio
de problemas de desenho geométrico exemplificando o procedimento desenvolvido.

1.7.1 Lugar Geométrico

Consideremos uma circunferéncia com centro em um ponto C e de raio d.

Figura 1.56: circunferencia de raio d

Podemos afirmar que:
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1. Todo ponto P que pertence a essa circunferéncia estd a distancia d do ponto C. Além
disso,

2. Se um ponto € tal que sua distincia ao ponto C € d, entdo este ponto pertence a
circunferéncia A(C,d).

Resumindo, todos os pontos de A(C,d) dista d de C e somente estes pontos t€m essa propri-
edade. Esse fato também pode ser entendido quando dizemos que a circunferéncia A(C.d) € o
lugar geométrico dos pontos que esao a distancia d de C.

1.7.2 Definicao

Uma figura recebe o nome de lugar geométrico dos pontos que possuem uma propriedade P
quando

a) Todos os seus pontos satisfazem a propriedade P;

b) Somente os pontos dessa figura satisfazem a propriedade P, isto €, se um ponto A possui
a propriedade P, entdo pertence a figura.

Exemplo 1. O lugar geométrico dos pontos equidistantes de dois pontos dados é uma reta,
a saber, a reta mediatriz do semento formado por elas.

m=m {AB)

Figura 1.57: Bissetriz

Na figura acima m (AB) denota a mediatriz do segmento AB

Na figura abaixo vemos o lugar geométrico dos pontos equidistantes de trés pontos ndo
colineares que €, entdo, o ponto O, obtido pela intersec¢ao das mediatrizes m (AB) com m (BC)
e m (AC), bastando a intersec¢ao de duas delas, como provado no capitulo anterior.

No plano, em geral, os lugares geométricos sdo representados por retas, circunferéncias,
arcos e pares de retas.

A resolu¢do de um problema pelo método dos lugares geométricos consiste em procurar a

solucdo, que em geral € um ponto obtido pela interseccdo de dois lugares geométricos.
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Figura 1.58: Ponto equidistante a 3 pontos dados

Exemplo 2. Consideremos dados um lado AB (desenhado) de um tridngulo e as medidas a
e b dos outros dois lados. A proposta € encontrar o terceiro vértice C ( ou C’), que serd deter-
minado pela intersecc¢io de dois lugares geométricos, a saber, as duas circunferéncias A(A,a) e
d(B.,b)

Figura 1.59: Intersecdo de duas circunferéncias

1.8 Principais Lugares Geométricos

Ja vimos o primeiro dos lugares geométricos que seguem.

L.1 O lugar geométrico de centro C e raio d.

Chamamos de corda de uma circunferéncia qualquer segmento cujas extremidades sejam
pontos pertencentes a circunferéncia. Qualquer corda de uma circunferéncia que contenha seu
centro € chamada didmetro da circunferéncia. Um raio € também um segmento com uma extre-
midade sendo um ponto da circunferéncia e a outra, o centro da mesma. E claro que a medida
do didmetro da circunferéncia é o dobro da medida de seu raio.
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Alguns casos particulares do L.1 sdo:

L.1 a) O lugar geométrico dos pontos tais que os segmentos tangentes a uma circunferéncia
dada e com uma das extremidades neles tém comprimento constante, € uma circunferéncia.

Consideremos a circunferéncia A(C,a)

Figura 1.60: Lugar geométrico L.1 a)

Procedimento.
Por um ponto qualquer de A(C,a), tragamo uma reta tangente a ela e marcamos o compri-
mento d a partir deste ponto e sobre a tangente, determinando o ponto P.

A circunferéncia 6(C, r) = CP, € o lugar geométrico procurado. De fato,

a) seja X um ponto qualquer que satisfaz a propriedade apresentada e T.. o ponto de tan-
géncia de uma das retas tangentes a circunferéncia A\(C,a), passando por X.

Entao XT, = d. Logo, o tridngulo retangulo CT,X tem os catetos a e d, e qualquer outro
ponto que satisfaca a propriedade apresentada estard nestas condi¢des, pois, sendo constantes
os catetos a e d, pelo Postulado L.A.L. sdo constantes também as hipotenusas. Logo, X esta na
circunferéncia 6(C, r).

b) Seja Y um ponto qualquer de §(C, r), distinto de X e seja T,, um de seus correspondentes
pontos de tangéncia, como na figura. Os tridngulos CXT, e CYT, sdo retingulos congruentes
e, portanto, YT, = XT,.

Aplicacao. Utilizando esse lugar geométrico, pode ser resolvido o seguinte problema: da-
das as circunferéncias o(C,r) e A(O,s), r < s, construa um segmento AB de medida a dada, que

seja tangente a 0(C,r) no ponto B e tenha sua extremidade A pertencente a circunferéncia A(O,s).

L.1 b) O lugar geométrico dos pontos que vém uma circunferéncia conhecida sob um
angulo dado € uma circunferéncia.
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Figura 1.61: Lugar geométrico L.1 a)segunda parte

Observacdo: Dizemos que um ponto, externo a uma circunferéncia, vé a circunferéncia sob
um angulo .

Procedimento. Sejam dados o dngulo e a circunferéncia 6(C,r).

Figura 1.62: Lugar geométrico L.1 b)

- Tracamos o diametro BD.

- Transportamos o angulo « a partir da semi-reta CD, em um dos semiplanos determinados
pela reta CD, obtendo o ponto E na circunferéncia 6(C.r).

Tracamos as tangentes a circunferéncia d(C,r), passando pelo ponto E e B respectivamente,
cuja intersecc¢ao denotaremos por P.

Afirmamos que P é congruente a a. De fato, os dngulo P e BCE sio angulos de um quadri-
litero cujos outros dois angulos sio retos, logo P e BCE sio suplementares. Portanto P =~ . A
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circunferéncia A\(C,CP) € o lugar geométrico procurado.
De fato,

a) Seja X um ponto qualquer que vé §(C,r) sob o angulo . O tridngulo CT,X, retingulo
em T,, tem r como um cateto ¢ como angulo oposto um angulo cuja medida é jma. Pelo
caso L.A.A de congruéncia de tridngulos, temos que CP = CX. Portanto o ponto X estd na
circunferéncia de centro C e raio CX.

Figura 1.63: Lugar geométrico L.1 b)segunda parte

Seja X um de da circunferéncia de centro C e raio CP, distinto de P. Os tridngulos PEC e
XT,C sdo congruentes, pelo Tteorema da da Hipotenusa e do Cateto. Logo sdo congruentes os
angulos CXT, e CPE, cuja medida é %ma. Logo X = a e, portanto, X vé a circunferéncia de
centro C e raior r por um dngulo a.

Observamos que duas circunferéncias sao tangentes exteriormente ou interiormente quando
a distancia entre seus centros € igual a soma ou diferenca de seus raios, respectivamente.

diC.Cy=rer

dicCy=r-1

Figura 1.64: Ciculos tangentes

Observamos também que, em ambos os caso, os dois centros e o ponto de contato sdo coli-
neares.
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L.2 O lugar geométrico dos pontos que sdo equidistantes de dois pontos dados € a mediatriz
do segmento formado por eles.

Procedimento. Basta tragar as circunferéncias 6(A, r) e A(B, r) com r > %AB. a reta PQ
determinada pelos pontos P e Q obtidos pela interseccdo das duas circunferéncias € o lugar
geométrico procurado.

/)
\/

Figura 1.65: Lugar geométrico Mediatriz

A justificativa segue imediatamente da defini¢cdo de mediatriz, que diz: "A mediatriz de um
segmento € o conjunto dos pontos que equidistam das extremidades do segmento".
Demonstragdao: Seja AB um segmento com ponto médio M. Seja m a mediatriz de AB e seja
P um ponto pertencente a m.

Figura 1.66: Lugar geométrico Mediatriz sem os tragos de construcao

Se P estd em AB, entdo P = M e portanto PA = PB, pela defini¢do de ponto.

Se P nio estd em AB, entdo temos PM = PM, MA = MB e PMA = PMB pela hipotese. Pelo
postulado L.A.L., temos APMA = APMB. Portanto PA = PB. Nos dois casos obtemos que P é
equidistante dos pontos A e B.

Agora, seja P um ponto equidistante dos pontos A e B. se P estd em AB, entdao P coincide
com o ponto médio M de AB, e, portanto, P estd em m.

Consideremos agora o caso em que P ndo pertence a AB

Seja m” = PM. Como PM = PM, MA = MB e PA = PB, pelo caso L.L.L. temos APMA =
APMB. Portanto mPMA = mPMB = 90°, m’ é perpendicular a AB. Pela unicidade da mediatriz

temos m = m’ e, portanto, P estd em m.
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Figura 1.67: Lugar geométrico Mediatriz sem os tracos de construcao segunda parte

L.3 O lugar geométrico dos pontos que estdo a uma distancia d, conhecida, de uma reta r
dada, € o par de retas s e s°, paralelas a r, a distancia d.

Figura 1.68: Lugar geométrico paralelas

L.4a) O lugar geométrico dos pontos equidistantes de duas retas r e s, concorrenters, € o par
de retas t e t’ formadas pelas semi-retas que sao bissetrizes dos angulos formados por elas

Figura 1.69: Lugar geométrico Bissetriz

L.4 b) O lugar geométrico dos pontos equidistantes de duas retas r e s, paralelas, € a reta
m, paralela a ambas, situada a distancia %d(r, s) de r e de s. Por exemplo:
Sejam dadas as retas paralelas r e s, mostre o lugar geométrico dos pontos equidistantes das

mesmas.
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Para construgao deste lugar geométrico, basta tracar a reta t perpendicular a r, esta reta de-
terminard os pontos P e Q. Tracar a mediatriz do segmento PQ. A mediatriz m de PQ € o lugar
geométrico procurado.

Figura 1.70: Lugar geométrico L. 4

Arco Capaz

L.5 O lugar geométrico dos pontos que véem um segmento dado sob um dngulo de medida
conhecida € o par de arcos capazes do angulo, construidos sobre o segmento. Em particular, se
o angulo dado € um angulo reto, entdo os dois arcos sao semicircunferéncias, tendo o segmento
dado como diametro, excluindo as extremidades desse segmento.

Sejam dados o segmento AB e o dngulo «.

Figura 1.71: Lugar geométrico L. 5 - Arco capaz

A construgdo do arco capaz, foi realizada no capitulo anteior, no entanto haviamos mostrado
somente em um plano, vamos fazer também no semi-plano. Trata-se de um procedimento
simples.
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Feito a tranferéncia do dngulo « para o segmento AB, tracado a perpendicular a reta auxiliar
que serviu para tragar o angulo dado, tracado a mediatriz do segmento AB, encontrando o ponto
médio M e o ponto O de intersec¢do com a perpendicular e a mediatriz. Ponto O servird para
encontrar os arcos procurados. Primeiro tracar o arco AV B, na beguencm rebater o ponto (@)
para o semi-plano e achar o ponto O’ que serviu para tragar o arco AV 'B. O par de arcos AVB

e AV'B ¢ o lugar geométrico procurado, figura [?]

Justificativa: O procedimento € perfeitamente justificdvel, levando em conta que, pela
semelhanca dos triangulos retingulos OAF e AMF, o angulo AOF ¢ conguente ao dngulo dado.
Como o tridngulo AOAB ¢ isdsceles e a reta OM é a mediatriz da base, temos m(AOB) =
2m(AOM). Pelo Teorema do angulo inscrito numa circunferéncia que diz: "A medida de um
angulo inscgto numa circunferéncia ¢ a metade da medida de seu arco correspondente", entao,
temos m(AV B) = sm(AOB) =

De fato, verifique que seja D um ponto qualquer do arco AﬁB comD # 4 AeD # B.
Afirmamos que o dngulo ADB, nestas condicdes, sempre serd semelhante a «v. Esta afirmagao
fica bem clara, pois da semelhanca dos tridngulos AEMA e AEAOQ, retangulos em M e em A,
respectivamente, segue a congruéncia dos dngulo AOM e a. Concluindo, como o tem a metade
da medida do angulo central AOB, obtemos que o dngulo inscrito ADB € congruente ao dngulo

X,
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Capitulo 2

Construcoes geométricas via Geometria
Dinamica

Neste capitulo iremos fazer algumas aplicacgdes das construgdes que realizamos no primeiro
capitulo usando o software de Geometria Dinamica, o Geogebra. Dentre os softwares livres
que existem, escolhi o Geogebra, por ter um pouco mais de afinidade com este. O software
Geogebra € um software livre de Geometria Dindmica que pode ser baixado no notebook e
agora hd versoes para celular e tablets.

Usando o Geogebra, € notério que para fazer bom uso da ferramenta se faz necessario ter
um minimo de conhecimento em constru¢do geométrica via régua e compasso, ¢ claro que ha
comandos que sao bastante diretos, mas, algumas construgdes requerem um pouco mais de
habilidades em constru¢des geométricas.

Em sala de aula faco todas as demonstragdes via régua e compasso e depois mostro para os
alunos a constru¢do no geogebra, desta forma eles conseguem fazer a conexao da construgao
via régua e compasso com a construg¢do dindmica. Comecei essa experiéncia de levar para sala
de aula as construgdes via régua e compasso desde o ano passado, naquele primeiro momento,
levei o assunto para sala de aula de forma um pouco timida, pois era, basicamente somente eu
que trabalhava de tal forma, comecei este trabalho quando percebi que meus alunos finalistas do
ensino médio possuiam grandes dificuldades em geometria, principalmente, quando se tratava
de conceitos basicos, ndo entendiam o que seria um ponto médio, uma bissetriz, nao entendiam
o que seria um lugar geométrico.

Passando por vdrias escolas que ja lecionei, percebi que a maioria dos professores de Ma-
temdtica também ndo se preocupavam com essa questdo de mostrar de forma mais prdtica e
dinamica os conceito basicos e as contrucoes geométricas para os alunos, foi quando comecgei
a acreditar na importancia de tratar este assunto em sala de aula. No inicio ndo tinha muita
certeza se estava fazendo o certo, pois era, somente eu trabalhando com régua e compasso em
sala de aula, mas agora com este trabalho e com as orientactes do professor Dr. Nilomar, que
me orientou em procurar embasamento na BNCC e nos PCNs, constatei que essa parte de cons-
trucdo geométrica, juntamente com 0s conceitos bdsicos de geometria deve ser aprofundado e
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sistematizado as Orientacdes Curriculares Para o Ensino da Matematica afirma: "O estudo
da Geometria deve possibilitar aos alunos o desenvolvimento da capacidade de resolver pro-
blemas prdticos do quotidiano, como, por exemplo, orientar-se no espaco, ler mapas, estimar e
comparar distancias percorridas,reconhecer propriedades de formas geométricas bdsicas, sa-
ber usar diferentes unidades de medida. Também é um estudo em que os alunos podem ter uma
oportunidade especial, com certeza ndo a inica, de apreciar a faceta da Matemdtica que trata
de teoremas e argumentagoes dedutivas. Esse estudo apresenta dois aspectos: a geometria que
leva a trigonometria e a geometria para o cdlculo de comprimentos, dreas e volumes... Alguns
conceitos estudados no ensino fundamental devem ser consolidados, como, por exemplo, as
idéias de congruéncia, semelhanca e proporcionalidade, o Teorema de Tales e suas aplicagoes,
as relacoes métricas e trigonométricas nos tridngulos (retdngulos e quaisquer) e o Teorema de
Pitdagoras.

2.1 Ambiente do software Geogebra

Iniciarei a primeira constru¢do no Geogebra como fiz com as construgdes elementares, mas
antes € necessdrio que o leitor conheca o ambiente do geogebra, a imagem abaixo nos mostra o
ambiente.

€ GeoGebrs Clasic 5

Ecitar Extbir Gpgles Faramentas Janeia Ajuda Errar...

¥ Janala oe Algebea % | ¥ Janeln do Visuslizagao

Figura 2.1: Ambiente Geogebra

Os botdes de comandos bdsicos ficam logo acima do lado esquerdo, os comandos bésicos
s@o0 os da figura abaixo.
Da esquerda para direita, apresento o icone para iniciar o programa Geogebra, logo apés

vem 0 menu basico, muito parecido com os outros programas, "Arquivo", "Editar", "exibir",
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€Y GeofGebra Classic 5
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

DR N« HNEER

b Janela de Algebra X | b Janela de Visualizagao

Figura 2.2: Icone do Geogebra e botdes de comandos basicos

"op¢oes”, "Ferramentas”, "Janela"e "Ajuda”, cada comando exibe varias opgdes para editar ou
exibir janelas 2D ou 3D. Cada botao abaixo desses comando também apresenta vdrias opcoes
que sdo, basicamente, sub-funcodes da primeira O primeiro botdo serve para arrastar ou seleci-
onar objetos, o segundo para marcar um ponto qualquer, mas, clicando no canto inferior deste,
tém-se as op¢oes de marcar um ponto em objeto, marcar um ponto médio ou marcar um ponto
de intersecdo, o proximo botdo serve para tragar retas ou segmentos de retas, ao lado o botao
que traga paralelas, perpendiculares, bissetrizes ou mediatrizes, na sequéncia o botao de tracar
poligonos regulares ou ndo regulares, o proximo serve para tragar circunferéncias ou setores
circulares, o préximo botdo serve para tracar elipses, hipérboles ou pardbolas, ao lado deste o
botdo que serve para marcar ou construir angulos, o botdo seguinte serve para marcar pontos de
reflexdo em relacdo a uma reta, o pentltimo ponto serve para inserir um constrole deslizante,
um texto, uma imagem, o ultimo botdo serve para mover uma janela, ampliar ou reduzir. Nao
enumerei todas as funcoes dos botdes, selecionei apenas aquelas que, basicamente, iremos usar.
Os recursos do Geogebra sao muito abrangentes, vamos usar apenas uma pequena parte voltada
para as construcoes geométricas da geometria plana.

2.2 Construcoes com auxilio do Geogebra

Entdo partirei da primeira constru¢io que era um exercicio simples, de construir um seg-
mento congruente a um segmento dado sobre a reta r dada.

No Geogebra, vd na op¢do "ponto em objeto”, marque um ponto qualquer na reta dada, no
caso o Geogebra nomeou o ponto como ponto E, mas caso queira renomear o nome do ponto,
basta, clicar na op¢do mover, depois leve o cursor até o ponto, clique no botao direito, va na
opc¢dao renomear € mudar o nome. Quando vocé clicar no botdo direito, verd vdrias opgoes, mas,
as que mais usaremos serd exibir rétulo, exibir objeto, renomear e propriedades

Ap6s marcar o ponto, clicar no botdo circulo dado centro e raio, clique no botdo E, aparecera
uma tela para se preencher o tamanho do raio, neste caso vocé pode por o nome do segmento, no
caso AB ou, neste caso, f, agora clique no botdo intersecdo de dois objetos e marque a inter¢do
da circunferéncia com a reta, que podera ter duas solugdes que podera ser o segmento EF ou
GE, o que mostra que o segmento AB dado € congruente a qualquer raio de circunferéncia de
didmetro 2AB.

A segunda construgao solicita que construa um angulo congruente ao angulo « dado.
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Figura 2.3: Tela do geogebra para construcio do segmento congruente ao dado

£ Geobebrs Classic 5 = o b

Arquive Editar Exbir Opgies Faramenias Janeis Ajuds
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Figura 2.4: construcao do segmento congruente ao segmento dado

No Geogebra, marcaremos dois pontos, no caso D e E, tracamos uma reta, no caso a reta h,
agora clicamos no botdo circunferencia e tracamos uma circunferéncia com centro em B, agora
marcamos 0s pontos de intersecao F e G e traca o segmento FG, agora podemos escolher um
vértice para o dngulo dado, escolhemos o ponto D, entdo no ponto D tragar uma circunferéncia
de raio BF, marcar o ponto de intersecdo da circunferéncia e a reta h, no caso o ponto H, agora
no ponto H, tracar uma circunferéncia de raio FG, marcar o ponto de intersec¢iio entre as duas
circunferéncias, no caso o ponto I, tragar o segmento DI, pronto o dngulo HDB = 3 = o

A figura 2.6 nos mostra jd a construc¢ao do angulo dado, € claro que aqui no Geogebra temos
a opcao de ocutar todos os riscos desnecessdrios e deixar somente o que se pede, perceba que

56



€7 Geoleha Classic 5 - o

Arquive Editar Bxibir Opgdes Feamentas Janels Ajuds

I - . ‘._'_u L FA R LTS
v 0 B3 N[0} 5] PN ETE

¥ Jansla de Aigebra % | b Janeln do Visuslizsgeo
A= (2,00, 4.08)

® B=198222)

® =375
€= (242, 0.32)

® g=a07

® o=87.83

® D=(58 1.5

® E=({18.02, .1.50)

® hi008x + 1222y = ATHT
F=[1.87, 081}
o (x+ A8 [y - 2227 = 118
G=(1.81,3.03)

Figura 2.5: Angulo dado para construco de outro congruente a este
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Figura 2.6: Constru¢io do angulo congruente ao angulo dado

as contrugdes sao muito parecidadas com as construgdes via régua € compasso, por isso em
sala de aula, mostro primeiramente, as constru¢des via régua e compasso, depois vamos para a
geometria dindmica.

A proxima construgdo trata-se da constru¢do da mediatriz do segmento dado. No Geogebra,
o procedimento pode ser feito da seguinte forma:
Trace uma circunferéncia de raio AB com centro em A, na sequéncia trace outra circunferéncia
de centro em B, marque os pontos de interse¢do entre as circunferéncia, no caso, os ponto C
e D, agora trace a reta que passa por C e D, pronto tracamos a mediatriz e ainda ganhamos o
ponto Médio, no caso, o ponto E.
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No geogebra, temos as opg¢oes de atalhos para algumas construgoes, por exemplo, neste caso,
poderiamos, diretamente, clicar na op¢ao de ponto médio, clicava no segmento, encontraria de
imediato o ponto médio, depois, clicava na op¢do de reta perpendicular a um segmento, clicava
novamente no segmento AB, apareceria a reta perpendicula e escolheria o ponto médio para
passar por ela ou, ainda, poderia ser mais rdapido ainda, bastava clicar no botdo de mediatriz,
clicar no segmento e pronto, mas, a inten¢cdo do exercicio € mostrar as constru¢oes de forma

mais tradicional.
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Figura 2.7: Construcao da Mediatriz pelo Geogebra

Agora vamos construir uma reta perpendicular a uma reta dada que passa por um ponto dado
Faremos o seguinte, tomando o ponto C, trace uma circunferéncia com centro em C de modo que
esta intercecte a reta dada em dois pontos, a partir dos pontos encontrados no caso os ponto E e
D, vamos tracar duas outras circunferéncias de raios EC e DC, marque o ponto de intersec¢ao
(ponto F) entre as duas circunferéncias, a reta que passa pelos ponto C e F € perpendicular a
reta dada e passa pelo ponto dado.

A quinta construcdo se trata de tracar uma perpendicular a um ponto P da reta dada.

Esta construcdo € andloga a construg¢do anterior, 0s primeiros passos sao 0s mesmos, no
entanto apds tracar a circunferéncia com centro no ponto dado encontrando dois pontos de
interseccdo, deve-se tracar duas outras circunferéncias de centro nos pontos de intersecc¢io, no
caso nos pontos E e D com raio um pouco maior que a primeira, neste caso, clique no botio
"circunferéncia dados centro e raio", depois clique nos pontos de intersec¢do e dé um tamanho
um pouco maior que o raio da primeira, em nosso caso, usamos %PD, mas pode ser usado
qualquer valor um pouco maior que 1, marque os pontos de intersecc¢io entre as circunferéncias
e trace a reta perpendicular solicitada.

A proxima construgdo solicita tragar a bissetriz de um angulo dado.

O processo € bem simples e muito parecido com o da construgdo via régua e compasso.
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Figura 2.8: Construcdo da reta perpendicular que passa pelo ponto dado
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Figura 2.9: Construgdo da reta perpendicular que passa pelo ponto P €

Primeiramente, tracar uma circunferéncia com centro no vértice do angulo dado, tracar duas
circunferéncias cada uma com centro nos pontos de interseccdo e raio igual a distancia entre as
intersecgdes da primeira circunferéncia, por dltimo, tragar a reta que passa pela interseccao das
duas tltimas circunferéncias. E claro que, no Geogebra, pode-se fazer tudo isso com apenas um
comando, que é o comando Bissetriz.

Na figura 2.10 estamos mostrando primeiramente o angulo dado, depois a construcio e na
sequéncia sem os riscos usados para a construcao.

A préxima construcdo € para tracar uma reta paralela a reta dada que passa pelo ponto P fora
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Figura 2.10: Construgao da bissetriz

dela.

Para esta construgdo, pega-se um ponto arbitrario da reta, no caso, escolhemos o ponto C, tra-
camos a circunferéncia de centro em C e raio CP, marque o ponto de interseccido D, e agora
trace outra circunferéncia de centro em D com raio igual a CD, por dltimo, tracar outra circun-
feréncia de centro em P com 0 mesmo raio, no caso CD, marque o ponto de intersec¢ao entre as
duas dltimas intersecgdes, em nosso caso o ponto E, agora basta tragar a reta que passar ponto
P e E e temos a nossa paralela que passa por P. No geogebra, temos a op¢ao de dar apenas um
comando, no caso clicar no botao "reta paralela"e construir a reta paralela de imediato.
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Figura 2.11: Construgdo da reta paralela

Como ja sabemos tracar uma paralela, uma bissetriz, uma mediatriz ou uma perpendicular
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vamos usar alguns atalhos nas préximas construcoes do geogebra.

Vamos construir um ponto que seja equidistante a trés pontos dados.

Este ponto é chamado de circuncentro, para construi-lo no geogebra, procederemos da seguinte
forma:

Dado 3 pontos ndo colineares, primeiramente, vamos tracar as 3 mediatrizes entre 0s pontos,
como ja conhecemos o procedimento para tragcar mediatrizes, come¢aremos a partir de agora,
usar alguns atalhos, para encontrar este ponto, neste caso podemos usar de forma direta, o
botdo mediatriz e clicar nos dois ponstos que queremos a mediatriz, depois clicamos em outros
dois e dai encontramos o ponto D, equidistante aos trés ponstos dados, como ja provamos, no
capitulo anterior que, basta tracar duas mediatrizes para encontrar 0 circuncentro, ndo vamos
repetir a demonstragdo, em todo caso vamos tragar uma circunferéncia com centro no ponto D

encontrado somente para ilustrar a equidistincia entre os pontos.
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Figura 2.12: Construcgdo do circuncentro

Perceba que para tragar a mediatriz de um segmento, ndo precisamos tragar a semi-reta destes
pontos, pois, a mediatriz € o lugar geométrico onde ficam os ponstos equidistantes dos ponstos
extremos do segmento dado, no entanto para a constru¢do, tanto com régua e compasso ou em
geometria dindmica, o segmento serve, basicamente para encontrar-mos o ponto médio, mas,
nesse caso nido precisamos dele, entretanto, para fins de demonstragdo, se faz necessdrio. No
final da construcdo tracei, somente, por uma questao de estética.

Como no capitulo anterior ja demonstramos como resolvemos o problema do colega pro-
fessor que chegou a escola e foi trabalhar em trés escolas distintas, onde usamos o conceito
de Circuncentro para resolver o caso dele, acrescento aqui apenas, que, quando este colega,
procurou-me, e disse de seu problema, de imediato baixei a imagem do mapa direto do google
map, dei um print, joguei no Geogebra e lhe mostrei a solucdo de forma que ele ficou muito
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agradecido.

A préxima construcdo se trata de encontrar o incentro, mais um ponto notavel de um tri-
angulo, que trata do ponto de interseccdo entre as bissetrizes dos angulos internos de um tri-
angulo. Nesta constru¢do também vamos usar um pequeno atalho. Vamos clicar no botdo
"Bissetriz"selecionar duas retas ou, neste caso, segumentos de reta e encontrar de imediato as
bissetrizes, como ja foi demonstrado no capitulo anterior, basta tracar duas bissetrizes para en-
contrar o ponto notdvel "Incentro”. Tendo tragado as duas bissetrizes, agora marco o ponto de
interseccdo entre as bissetrizes e renomeio o ponto para ponto I, para tracar a circunferéncia,
precido saber a menor distincia entre o ponto I e algun lado do tridngulo, para isso, vamos tragar
uma perpendicular ao lado escolhido que contenha o ponto I, procedimento ja conhecido, no
entanto, usaremos outro atalho, vamos clicar no botao perpendicular, clicar no lado escolhido e
depois no ponto I, encontramos agora o ponto D, agora basta tragar a circunferéncia de raio ID.
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Figura 2.13: Construgao do incentro

A préxima construcdo, trata-se de construirmos um arco capaz. Seja dado o angulo «, € 0
segmento AB, vamos encontrar um ponto P de modo que AP e BP formem o dngulo a.

Primeiramente, vamos transferir o dngulo a para o segmento AB, para esta transferéncia,
usaremos um atalho, clicamos no botdo "angulo com amplitude fixa"e clicando nos pontos A e B
do segmento usaremos o valor do dngulo a, agora vamos tracar uma perpendicular ao segmento
que auxiliou na construcdo do dngulo o que passe pelo ponto A, agora, clicando no botdo
"mediatriz"vamos tracar a mediatriz do segmento AB de forma mais direta, agora no ponto de
intersec¢do da mediatriz com a perpendicular tragada, vamos tragar a circunferéncia de raio OA,
agora vamos clicar em "ponto em objeto"e selecionar qualquer ponto da circunferéncia, neste
caso foi o ponto P, agora vamos ligar os segmentos PA e PB, pronto feito o arco capaz. Perceba
que o ponto E, deixamos ele pertencente a circunferéncia, desta forma podemos movimenta-
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lo, podemos até anima-lo, o interessante disse € que, como deixamos o dngulo em evidéncia,
percebemos que movimentando o ponto ele nao se altera, pois pertence ao arco capaz. Esse tipo
de construcio é muito interessante e chama bastante atencdo dos alunos, despertando interesse
pelos assuntos de geometria.
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Figura 2.14: Construgdo do arco capaz de um angulo dado

A figura 2.14 refere-se a construgdo do arco capaz no Geogebra. Perceba que tivemos que
seguir, basicamente, todos os passos de uma construgdo com régua e compasso.

A préxima construcdo se trata de dividir um segmento dado em trés partes iguais. Este tipo
de problema acaba sendo bastante interessante, tanto com régua e compasso ou no Geogebra,
pois, para este tipo de caso, o estudante, realmente, terd que pensar um pouquinho mais, pois
nao ha comando para dividir um segmento em "n"partes iguais. Este foi o caso que lancei como
brincadeira para os colegas professores de matematica da escola que trabalho e nao conseguiram
desenvolver a solucdo. Neste caso, procederemos como na constru¢ao via régua e compasso.

No segmento dado vamos construir um angulo qualquer, neste caso, sem usar o botdao "an-
gulo", basta tracar uma reta que passe por um dos pontos do segmento. Agora, tragar uma cir-
cunferéncia com centro no ponto de interseccdo da reta construida com o segmento AB dado,
encontrando o ponto de interseccdo D, agora tragar, através do botdao "circulo dado centro e
raio", criar outra circunferéncia com centro em D de raio igual a AD encontrando o ponto E
na reta, como queremos dividir o segmento AB em trés segmentos congruentes, vamos cons-
truir mais uma circunferéncia, agora com centro em E e raio AD encontrando o Gltimo ponto
necessirio, no caso o ponto E. Agora que encontramos os pontos necessarios, vamos ocutar
cada circunferéncia, selecionando o botdao ",mover"clicando em cima de cada cirncuferéncia,
clicando no botdo direito do mouse e escolhendo a opg¢do "exibir objeto", agora trace o seg-
mento FB, na sequéncia, com auxilio do botdo de atalho "reta paralela", trace duas parelelas ao
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segmento FB de forma que passem pelos pontos auxiliares E e D, encontrando os pontos He G
no segmento AB dividinduo em trés segmentos iguais, e para provar, basta aplicar o teorema de
Tales.
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Figura 2.15: Divisdo de um segmento em 3 partes iguais

A préxima construcdo € andloga a primeira, no entanto seu enunciado é: "Dividir um seg-
mento AB e partes proporcionais a 2 e 3". Tenho percebido durante minhas aulas que a maioria
dos estudantes tem um pouco de dificuldades em Propor¢ao, mesmo os que antes ja viram o as-
sunto, que deve ser iniciado a partir do sexto ou sétimo anos do ensino fundamental, juntamente
com grandezas diretamente e inversamente proporcionais. Entdo lancei este problema, percebi
que a maioria dos alunos queriam vincular o nimero 2 e 3 a algum tipo de unidade de medida,
mas, nao € isso que pede a questdo, ela exige que o segmento seja divido em dois segmentos,
um proporcional a 2 e outro proporcional e 3. Estes nimeros ndo possuem nenhum tipo de
unidade de medida, percebo muitas vezes que uma parte dos estudantes do ensino basico, tanto
o fundamental, quanto ao médio possuem alguma dificuldade em entender que, em determina-
dos problemas, um ntiimero pode representar parte de um todo. Neste tipo de problema € o que
tento mostrar a eles, digo que o segmento dado ¢ um "todo "e devemos dividi-lo em em 5 cinco
parte iguais, no entanto, o que nos interessa € um que tenha duas partes deste todo e o outro
que fica com o restante, logicamente, trés partes desse "todo". Tenho observado que tenho bons
resultados apds essas resolucoes.

Agora temos a constru¢io do segmento de tamanho a\/n. Esta constru¢do no geogebra se
torna bastante interessante, pois envolve algumas constru¢des que nao possuem um atalho.

Primeiramente, construiremos um segmento AB de tamanho "a"qualquer. Apds a construgao
deste segmento e sabendo que ay/2 é a hipotenusa de um tridngulo retangulo de catetos iguais a
o

a", vamos construir outro segmento de mesmo tamanho do segmento do segmento AB que seja
perpendicular ao segmento AB. Para fazer outro segmento de mesmo tamanho perpendicular a
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Figura 2.16: Divisdo de um segmento em partes proporcionais a 2 e 3

este, através do botdo "reta perpendicular”vamos tragcar uma perpendicular ao segmento AB que
passe por A, agora com o botdo "circulo dados centro e de seus pontos", tracar uma circunfe-
réncia de centro em A e raio AB, marcaremos o ponto de intersec¢do da perpendicular com a
circunferéncia. Para ficar mais limpa nossa constru¢ido, vamos ocutar a perpendicular e a cir-
cunferéncia e tragar o segmento que serd o outro cateto de mesmo tamanho AB, neste caso serd
o cateto AC. Agora tragar o segmento CB que, além de ser a hipotenusa de tridngulo retingulo
de catetos iguais a "a", também € o segmento procurado. podemos repetir esta operagao varias
vezes para encontrar o segmento desejado, no entanto ja provamos por recorréncia no capitulo
anterior que a,/n € a hipotenusa de um tridngulo retdngulo de catetos "a"e "a\/(n — 1)
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Figura 2.17: Construgio do segmento a\/n
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A figura 2.17 nos mostra a constru¢do passo a passo do segmento ay/n, na primeira etapa
a construcao do cateto de tamanho "a", na sequéncia as repeticdes para encontrar-mos a hipo-
tenusa dos tridngulos retdngulos, que sido os segmentos procurados e a ltima parte trata-se da
figura limpa, dando origem a uma apiral.

A préxima construgdo exige um pouco mais de pensar, trata-se de encontrar um ponto P
pertencente ao segmento AB de forma que o quadrado de lado AP tenha o dobro do quadrado
de lado PB. Trata-de um problema bastante interessante para ser passado em sala de aula, tanto
com régua e compasso, quanto com geometria dinamica. Como ja foi resolvido este problema
no capitulo anterior, vamos direto a constru¢do no geogebra. Neste caso vamos ter que fazer
um pequeno rascunho no proprio geogebra, com o auxilio do botdao "poligono regular"vamos
construir um quadrado de lado "u"qualquer, tracar uma diagonal deste quadrado, que nesse
caso serd uy/2, pois ja sabemos que, para que o outro quadrado tenha rea igual ao dobro de um
quadrado de lado "u", se faz necessério que seu lado seja igual a u\/2. A idéia agora é dividir
o segmento AB em dois segmentos, sendo um proporcional a "uy/2"e outro a "u". Jd sabemos
como dividir um segmento em partes proporcionais, entdo vamos construir um angulo qualquer
tomando o ponto A como vértice deste angulo. Agora com auxilio do botao "circulo dados
centro e raio"clicar no ponto A fazer uma circunferéncia de centro em A e raio DF (diagonal do
quadrado auxiliar), encontrando o ponto H, agora tracar outra circunferéncia de centro em H e
raio CD (lado do quadrado auxiliar), encontrando o ponto I, agora tragar o segmento IB. Com o
auxilio do botdo "reta paralela"tracar uma paralela a IB que passe por H, encontrando o ponto
P no segmento AB. Para ilustrar que o primeiro tém drea igual ao dobro do segundo, podemos

inserir uma legenda com as dreas das figuras.
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Figura 2.18: Construcio para encontrar o ponto P de forma que o quadrado de lado AP tenha
area igual ao dobro do quadrado de lado PB
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A préxima construgdo € para tragar as tangentes a um circulo dado, passando por um ponto
exterior. Este tipo de problema, no Geogebra, se resolve de forma andloga ao da construgado via
régua e compasso.

Seja a circunferéncia dada de centro O e o ponto P fora dela, encontrar as tangentes a esta
circunferéncia que passam por P. Primeiramente, através do botdao de atalho "ponto médio ou
centro'vamos localizar o ponto médio entre os ponto O e P, basta clicar em O e depois em P.
Agora, com auxilio do botdo "circulo dado centro e raio", vamos marcar uma circunferéncia de
centro em M e raio MP, vamos marcar os pontos de intersec¢do e para finalizar, tracar as retas
PA e PC que sdo as tangentes, para melhor ilustrar, podemos tracar os segmentos OA e OC,

clicar em dngulo e mostrar que as tangentes sdo perpendiculares com relacdo ao raio.

€2 GeoGebra Classic 5 [s ]
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Figura 2.19: Construgdo das tangentes a um circulo dado passando por um ponto ponto externo

Agora vem um problema de constru¢cao bem mais elaborado, onde ¢ dado uma circunferén-
cia de centro O, um ponto P exterior a circunferéncia e um segmento de comprimento fixo "a".
Este problema exige que encontremos a reta que passa por P e determine sobre a circunferéncia
uma corda de comprimento "a". Para esta construcao teremos que proceder como na constru¢ao
via régua e compasso, depois de ter pensado e ter tragado uma estratégia, vamos primeiramente
fazer um pequeno rascunho no préprio geogebra o tamanho do raio que deverd ter a circunfe-
réncia interna auxiliar, entdo com auxilio do botao "circulo dado centro e raio"construiremos

oc

uma circunferéncia no rascunho com raio =, onde OC € o raio da circunferéncia dada. Agora

devemos marcar o didmetro desta circunferéncia do esbogo, tragar a circunferéncia de centro
em E e raio %, achando o ponto de interseccdo G, mas o que precisaremos € o comprimento
do segmento GF. Agora em O, vamos tragar a circunferéncia de raio GF, na sequéncia encontrar
o ponto médio entre P e O, tragar a circunferéncia de centro em H e raio PH, encontrando os
pontos de intersec¢ao I e J, agora basta tragar as retas que passam por P e I, encontrando o

segmento KL e a outra reta que passa por P e J, encontrando o segmento MN, onde KL e MN
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possuem comprimento igual ao de AB
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Figura 2.20: Construgao das retas que intersectam uma circunferéncia determinando nela uma
corda de tamanho exigido

Perceba, no geogebra que os segmentos AB, KL e MN estdo representados pelas letras f, n
e q respectivamente, veja na janela do Geogebra que os comprimentos destes sao, exatamente,
iguais o que nos leva a crer que a construgdo esta correta. A figura 2.20 nos mostra a janela do

Geogebra mostrando estas indica¢des onde as coloquei em um retangulo vermelho.

Na préxima construgdo, mostraremos como construir um tridngulo AABC dados os segmen-
tos BC, a altura h, relativa ao segmento BC ¢ o dngulo a.
Realizaremos esta constru¢@o seguindo os mesmos passos da construcao via régua e compasso.
Entdo, primeiramente, vamos tracar uma reta qualquer e sobre ela por o segmento AB, como é
exigido que a altura tenha comprimento fixo igual a h,, vamos tragar uma perpendicular a reta
que contém o segmento BC, marcar a altura h,, tracar uma paralela distante h, do segmento
BC. (Obs.: para tranferir o segmento BC para a reta construida, deve-se fazer como se faz com
régua e compasso, pegue um ponto qualquer da reta, com auxilio do botdo "Circulo dado centro
e raio", escolha o raio igual a BC, marque o segmento que serd congruente a BC, neste caso nao
d4 pra usar o botdo de atalho "segmento de comprimento fixo", se usar, o segmento ficara fora
da reta e prejudicard toda a construcdo). Apoés estes passos, vamos construir o arco capaz do
angulo a (procedimento conhecido e ja realizado). Apds a construcdo do arco capaz, devemos
marcar os pontos de interseccdo entre a circunferéncia auxiliar para encontrarmos o ponto A e
A’ que distam exatamente h, de BC. Verificamos que temos duas solugdes para este problema,
sendo os triangulos AABC e AA’BC.

A construgdo seguinte, trata-se da construg¢do de um tridngulo AABC onde sdo dados os va-
lores dos segumentos AB, AC e h, que valem, respectivamente, Scm, 6cm e 4cm. Neste caso,
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Figura 2.21: Construcio do tridngulo AABC dado segmento BC, angulo « e altura h,

temos os comprimentos dos segmento AB, AC e h,, para construcao destes comprimentos, com
auxilio do botédo "circulo dado centro e raio", faremos trés circunferéncia, uma de raio 5, outra
de raio 6 e adltima de raio 4. Agora vamos pegar qualquer ponto pertencente a cada circunfe-
réncia, e tracar os raios de cada uma. Neste caso, os segmentos AD, BE e CF representam os
comprimentos S5cm, 6cm e 4cm, respectivamente. Agora vamos seguir 0os mesmos passos da
construgdo via régua e compasso.

construir uma reta qualquer e marcar um Ponto distante 4cm a esta reta, agora tracar duas cir-
cunferéncia com centro em J de raios, encontrando os pontos K, L, M e N de intersec¢do com
a reta, percebemos que os segmentos KJ e LJ possuem 6cm e os segmentos MJ e NJ possuem
Scm desta forma esses segmentos nos ddo uma combinacio de 4 possiveis solu¢des que sdo os
triangulos: AKIN, AMJL, AKJM e ANJL

A préxima construgao trata-se de inscrever um quadrado em um tridngulo AABC. Este tipo
de problema se mostra bastante versatil, bom para ser usado em "questoes desafios". Usei esta
questio como desafio entre os colegas professores na sala dos professores e também usei em
sala de aula com os alunos, entre os alunos fiz a atividade em equipes e sairam muitas boas
idéias.

A solucdo deste problema em geometria dindmica, seguird os mesmos passos feitos via ré-
gua e compasso. Iniciando a constru¢do, como ja foi dado o tridngulo AABC, vamos comegar
marcando um ponto qualquer em um dos lados do segmento, neste caso foi o ponto D. E bom
que este ponto fique préximo da extremidade do seguimento escolhido. Agora tragar uma per-
pendicular ao segmento escolhido passando pelo ponto D, intersectando o segmento adjacente,
encontrando outro ponto, no caso o ponto E. Tracar uma paralela a DE e outra paralela a FD, en-
contrando o ponto G de interseccao entre as paralelas e encontrando o quadrado FDEG. Agora
tracar a reta que passa C e G, encontrando outro ponto no segmento oposta, no caso o ponto
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Figura 2.22: Construcio do tridngulo AABC de comprimentos fixos, dado segmento AB de
S5cm, AC de 6¢cm e altura h, de 4cm

H, o proximo passo € tragar uma paralela a GE que passe pelo ponto H intersectando o lado
BC encontrando o ponto I, tracar outra paralela a GF que passe pelo ponto I intersectando o
lado AC, encontrando o ponto J, por ultimo, tracar outra paralela a GF que passe pelo ponto H,
intersectando o lado AC no ponto K e, desta forma encontramos nosso quadrado IJKH inscrito
no tridngulo AABC.
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Figura 2.23: Problema do quadrado inscrito em um tridngulo

Finalizaremos este capitulo com a construcdo da demonstracdo geométrica da desigualdade
das médias. Sejam dados dois segmentos distintos, AB e CD, primeiramente vamos transportar
estes segmentos para uma reta, no caso do geogebra, o segmento GH representa AB e o seg-
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mento HI representa CD. Agora encontrar o ponto médio de GI, tragar a semi-circunferéncia
de centro em M e raio MG, na sequéncia tracar a mediatriz que passa por M, encontrando o
ponto de interseccdo J, o segmento MJ € exatamente a média aritmética dos segmentos dados.
Agora tomamos um ponto K do arco, tracamos uma perpendicular ao segmento GI que passe
pelo ponto K e ponto L, onde KL € a média geométrica, pois KL € a altura relativa a hipotenua
do tridngulo retdngulo AGKI e como ja foi demonstrado no primeiro capitulo: "Em todo Trian-
gulo retagunlo, a altura relativa a hipotenusa, ¢ a média geométrica quadrada de um segmento
b dado, em que foi tomado a o segmento unitario”, e como K pertence a semi-circunferéncia de
forma que, em geometria dindmica, podemos dar movimento ao segmento KL, mostrando que
este segmento que representa a média geométria varia no arco e se torna menor ou, no maximo,

igual a média aritmética.
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Figura 2.24: Constru¢do da demonstracao geométrica da desigualdade das médias

Na figura 2.24 representa a construgdo ja pronta da demonstracdo da desigualdade das mé-
dias e para melhor ilustrar, podemos inserir um texto mostrando a média aritmética e a média

geométrica, onde movimentando o segmento KL a média geométrica se altera também.
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Consideracoes Finais

Chegando ao fim deste trabalho, podemos falar com mais propriedade da importincia
das construgdes geométricas para o ensino-aprendizagem de geometria. O ensino da geometria,
principalmente, no que tange as constru¢des geométricas devem estar presentes na vida escolar
desde as séries iniciais. A minha experiéncia em sala de aula também me levar a crer na impor-
tancia de se ensinar as construcdes geométricas, pois comecei a ter bons resultados nas aulas de
geometria, percebi que os alunos comecam a ter um pensamento espacial melhor e para acom-
panhar essa geracdo a Geometria dindmica vem em boa hora, no entanto, percebo que, mesmo
com o auxilio da geometria dindmica, € importante o ensino das construgdes via régua e com-
passo, pois, para se construir qualquer objeto no geogebra € necessario que os alunos tenham
uma nocao de constru¢oes geométricas. Dentro da minha experiéncia tive muitos alunos que
logo que viram o software funcionando, queriam de imediato baixar em seus celulares, tablets
ou computadores, no entanto, alguns perdiam interesse se nao tivessem tarefaz para fazer, daif a
consideracdo que faco € que o professor além de ensinsar as construcdes deve, também, passar
construgoes-problemas para os alunos se sentirem desafiados e despertar neles mais o interesse
pela Geometria.

Diante das dificuldades em geométria ¢ de se estruturar um pensamento geométrico que
tenho visto na maioria dos estudantes tanto de ensino fundamental quanto médio, chego a mais
uma conclusdo de que o ensino das construgcdes geométricas servem para ancorar 0S novos
conhecimentos de geometria que os alunos devem adquirir até o fim do ensino médio, pois a
Geometria deve ser admitida como uma ferramenta indispensdvel a compreensao e descricao
do espaco que vivemos. Ainda tendo visto a indiferenca que este assunto ¢ tratado por muitos
outros professores da educdo basica, e hd ainda quem acredite que o fracasso escolar € somente
a falta de disposi¢ao do aluno em aprender, acaba esquecendo que o professor é o profissional
qualificado para criar momentos que possibilitam a construcdo do conhecimento, assim, vejo
que temos que ser multiplicadores da boa pratica de ensinar as constru¢des geométricas e suas
fundamentagoes. Finalizando, percebi que o emprego das constru¢des geométricas juntamente
com o auxilio da Geometria Dindmica em sala de aula aumentam o interesse do aluno nas
aulas de Geometria, dando muito mais siginificado para que o estudante consiga se apropriar
destes conhecimentos, por isso esta pratica deve ser realizada em sala de aula, além de que os

documentos oficiais da educacdo orientam quanto ao uso destas técnicas.
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Anexo: Propostas de Exercicios

1. Construa um tridngulo AABC, sendo conhecidos, o lado BC, a altura h, relativa a esse

ladoe araziok = % entre os outros dois lados do tridngulo.

Figura 2.25: Segmento BC e Altura dados

2. Construa um tridngulo AABC, sendo conhecidos o lado a, o dngulo «, oposto a esse lado,

erazdo k = 3 entre os lados c e b.
3. Inscreva uma circunferéncia num setor circular dado.

4. Dadas duas retas concorrentes t e s, e sobre s 0 ponto E, construa uma circunferéncia
que contenha o ponto £, tenha centro em s e seja tangente a .

5. Construa um retangulo de diagonal medindo 7cm e semiperimetro, 8cm.

6. Sejam a e b retas paralelas, /> um ponto qualquer ndo pertencente a essas retas ¢ O um
ponto situado entre elas, como na figura. Trace por I uma reta r que encontra @ num
™~

ponto Y e b num ponto Z, tas que YO = Z0. (Sugestao. Obtenha o ponto médio entre
YeZ)

Figura 2.26: retas paralelas e pontos dados
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