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Resumo

Considerando a dificuldade encontrada no ensino e na aprendizagem de Geometria Analitica
na 32 série do Ensino Médio, esta pesquisa tem como objetivo promover a aprendizagem
desse conteudo através de uma sequéncia didatica com o auxilio do software GeoGebra, que
permite a construcdo e manipulagédo de objetos geométricos. Foram criados, no GeoGebra,
Atividades de Exploracdo que permitiram descobrir e estudar relagdes e propriedades de
pontos, retas, circunferéncias, elipses, hipérboles e pardbolas pelos alunos, que assumiram
o papel central nas aulas. Listas de Problemas foram propostas para a aplicacao das
propriedades observadas e os Testes avaliaram o conhecimento adquirido. A sequéncia
didatica e os dados foram aplicados e coletados em um colégio particular na cidade de
Carangola/MG, nos meses de agosto e setembro de 2018. Os resultados constataram que
o software GeoGebra € um recurso que pode facilitar e tornar efetiva a aprendizagem de
Geometria Analitica, pois estimula a participacao, a experimentagao e o senso critico dos
alunos.

Palavras-chaves: Geometria Analitica, GeoGebra, Ensino Médio, Matematica.



Abstract

Taking into account the difficulty found in the teaching and learning of Analytic Geometry
in the third grade of High School, this research has the objective to promote the learning
of this content through a didactic sequence with the help of Software GeoGebra, which
allows the construction and manipulation of geometric objects. In it, exploration activities
were created, which allowed the discovery and study of relations and properties of dots,
straight lines, circunferences, ellipse, hyperbole and parable by the students, that assume
the central role of the classes. Lists of problems were proposed for the application of the
properties observed and the tests assessed the knowledge acquired. The didactic sequence
and data were applicated and collected in a private school in the city of Carangola, Minas
Gerais, in the months of August and September, 2018. The results showed up that the
Software GeoGebra is a resource that can facilitate and make effective the learning of
Analytic Geometry because it encouraged the participation, the experimentation and critical
sense of the students.

Key-words: Analytic Geometry, GeoGebra, High School Teaching, Math.
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Introducao

O ensino da Matemética, assim como a educag¢ao de maneira geral, necessitam de
uma renovacao. Ha tempos o quadro e o giz tém sido os unicos instrumentos utilizados
pelo professor, em aulas tradicionais e expositivas, nas quais o docente transmite o seu
conhecimento e a sua visdo de um assunto aos alunos. Nessa abordagem, o aluno néo
participa ativamente do processo de aprendizagem, e o conteddo, na maior parte das vezes,
nao é aprendido de forma significativa. Nao é dificil perceber que tal pratica ndo tem sido
satisfatéria para a educacao.

Segundo D’Ambrosio (1989), algumas consequéncias dessa pratica de ensino sao:

+ 0s alunos acreditam que a aprendizagem é fruto de decorar féormulas;

+ 0s alunos ndo questionam os conceitos, apenas os aceitam como verdadeiros;

» 0 aluno perde a autoconfiangca em seu instinto matematico;

* 0 aluno desiste de resolver um problema por ndo conhecer a férmula, o algoritmo ou

0 processo de solugao apropriado para o problema.

Além dessas consequéncias, utilizando-se exclusivamente da estratégia de ensino da
aula expositiva, dificilmente o aluno desenvolvera as competéncias e habilidades abordadas
pelos PCN (BRASIL, 1998, p. 46) em Matematica, tais como:

« utilizar adequadamente os recursos tecnolégicos como instrumentos de producgao e
de comunicagao;
« formular hipéteses e prever resultados;

« fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbog¢os, fatos
conhecidos, relagdes e propriedades;

« utilizar adequadamente calculadoras e computador, reconhecendo suas limitagdes e
potencialidades.
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Nessa perspectiva, as Tecnologias da Informacédo e Comunicacgao (TIC) tém como
objetivo proporcionar, no ramo da educacao, uma aula mais dindmica, na qual o aluno
exerce o papel central no processo de ensino-aprendizagem. Os PCN (BRASIL, 1998, p.
53) abordam a diversidade de recursos utilizados no ensino da Matematica:

Aulas e livros, contudo, em nenhuma hipétese resumem a enorme diversi-
dade de recursos didaticos, meios e estratégias que podem ser utilizados
no ensino das Ciéncias e da Matemética. O uso dessa diversidade é de
fundamental importancia para o aprendizado porque tabelas, graficos, de-
senhos, fotos, videos, cameras, computadores e outros equipamentos nao
sdo s6 meios. Dominar seu manuseio é também um dos objetivos do préprio
ensino das Ciéncias, Matematica e suas Tecnologias. Determinados aspec-
tos exigem imagens e, mais vantajosamente, imagens dinamicas; outros
necessitam de calculos ou de tabelas de grafico; outros podem demandar
expressoes analiticas, sendo sempre vantajosa a redundancia de meios
para garantir confiabilidade de registro e/ou refor¢go no aprendizado.

Uma &rea propicia ao uso das TIC & a Geometria Analitica, que consiste na relagéo
entre geometria e algebra e € um assunto considerado complexo pelos alunos da 3? série
do Ensino Médio. O uso de softwares educacionais nessa area poderia ser um importante
recurso didatico para contribuir no aprendizado. De acordo com Gil (2008b), apesar do
grande destaque da algebra no Ensino Médio, a dificuldade dos alunos se deve principal-
mente a rejeicao a Matematica, a dificuldade de abstragdo e a utilizagdo da linguagem
simbdlica. Em relacao a geometria, nota-se um descaso histérico dessa area por parte de
alunos, materiais didaticos e professores, que ndo dao a devida importancia ao ensino da
geometria. Segundo Pavanello (1993), esse abandono é evidenciado, principalmente nas
escolas publicas, apés a promulgacgao da Lei 5692/71.

A liberdade que essa lei concedia as escolas quanto a decisdo sobre os
programas das diferentes disciplinas possibilitou que muitos professores
de matematica, sentindo-se inseguros para trabalhar com a geometria,
deixassem de inclui-la em sua programagao. Por outro lado, mesmo dentre
aqueles que continuaram a ensina-la, muitos reservaram o final do ano
letivo para sua abordagem em sala de aula - talvez numa tentativa, ainda
que inconsciente, de utilizar a falta de tempo como desculpa pela néao
realizagao do trabalho programado com o topico em questdo (PAVANELLO,
1993, p. 7).

Diante desses problemas, a presente pesquisa devera responder a seguinte questao:
“O uso do GeoGebra pode facilitar o processo de ensino-aprendizagem da Geometria Anali-
tica para alunos da 3? série do ensino médio?”. O objetivo principal do trabalho é promover
a aprendizagem da Geometria Analitica para alunos da 3? série do Ensino Médio através
de uma sequéncia didatica com o auxilio do software GeoGebra, a fim de comprovar a
hipotese de que esse recurso didatico facilitaria o aprendizado dos discentes. Especifica-
mente, espera-se que, ao final dessa pesquisa, 0s alunos resolvam problemas de geometria
analitica, formulem hipo6teses e prevejam resultados, conjecturem e experimentem relagdes
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e propriedades, utilizem o GeoGebra como instrumento de produgé&o de conhecimento e
reconhegam possiveis limitacdes do software.

Com o propésito de identificar trabalhos semelhantes a proposta deste projeto, foi
realizada uma reviséo de literatura no banco de dissertagcées do Profmat em fevereiro de
2018, em busca de pesquisas desenvolvidas a partir de 2013 que utilizassem o termo
GeoGebra. A principio, foram encontrados 247 registros. Dentre eles, foram selecionados
25 que continham pelo menos um dos seguintes termos: Geometria Analitica, Retas,
Circunferéncia e Conicas.

Apds estudo dos resumos e, posteriormente dos trabalhos, trés foram selecionados
pela semelhanca com a pesquisa e pelas possiveis contribuicdes para a realizagao deste
trabalho: (i) “Geometria Analitica: explorando conceitos do Ensino Médio com o uso de
Animacdes no GeoGebra”, de Moraes (2016), que cria quatro construgcdes sujeitas a
movimentos no software envolvendo conceitos de reta, circunferéncias e vetores. Chama
a atencdo uma casa com janela e porta animadas, sendo possivel abri-las e fechéa-las,
e um carro que pode se movimentar. (ii) “Atividades interativas com o GeoGebra: uma
abordagem introdutéria ao estudo de geometria analitica”, de Sousa (2014), que elabora
22 atividades basicas com o GeoGebra para discutir os conceitos de Geometria Analitica
abordados no Ensino Médio através da sua resolucéo. Além disso, resolve 8 problemas de
geometria euclidiana pelo método analitico; (iii) “Uma proposta para o ensino de geometria
analitica através da resolugao de problemas e do uso do GeoGebra”, de Cardoso (2016),
que introduz e desenvolve um assunto por meio de um problema e utiliza o GeoGebra como
ferramenta de resolucéo e visualizagao do caso.

A criatividade na elaboragéo de atividades de Moraes (2016), a maneira que todo o
conteudo de Geometria Analitica € abordado por Sousa (2014) e a utilizacdo do GeoGebra
como ferramenta de resolugcao de problemas por Cardoso (2016) ajudaram a moldar o
presente trabalho, que diferencia-se dos demais por ter o aluno exercendo o papel central
no processo de ensino-aprendizagem atuando como um pesquisador, manipulando objetos
do GeoGebra para conjecturar e testar relagdes e formulas.

A motivacao para esta pesquisa surgiu a partir da necessidade observada na pratica
de aprimorar o trabalho do ensino da Geometria Analitica para alunos de 3% série do
Ensino Médio, segmento no qual o pesquisador atua desde 2014. Por meio de aulas
expositivas, observou-se que os recursos utilizados, em grande maioria o quadro e o giz,
nao eram suficientes para explorar e apresentar com qualidade os contetdos relacionados
a Geometria Analitica. Além disso, os resultados positivos obtidos nas provas nem sempre
refletem o verdadeiro aprendizado, visto que algum tempo depois da avaliagdo a maioria dos
alunos nao se lembra mais do que foi estudado. Portanto, para que haja um aprendizado
eficaz, é preciso que as experiéncias vividas em sala de aula sejam marcantes. Para explorar
essa necessidade, o GeoGebra atuaria como uma ferramenta capaz de auxiliar tanto o
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professor quanto o aluno no ensino e aprendizado da Geometria Analitica.

O GeoGebra ja é utilizado pelo pesquisador em sala de aula em fungdes afim,
quadratica, exponencial, logaritmica, modular e trigopnométrica, porém, com a finalidade
de estudar os graficos. No entanto, a proposta nesta pesquisa € investigar se o uso do
GeoGebra, quando administrado pelos préprios alunos, tem resultados ainda mais efetivos
no ensino, uma vez que, dessa forma, os alunos participarao ativamente do aprendizado,
ficando a cargo do professor criar atividades propicias a aprendizagem e atuar como um
mediador desse processo.

O trabalho foi organizado do seguinte modo: o primeiro capitulo apresenta um breve
histérico da Geometria Analitica, destacando a importancia de René Descartes e Pierre de
Fermat; o segundo capitulo faz um paralelo entre educagao e tecnologia, discute o novo
papel do professor em sala de aula e trata do software GeoGebra; o terceiro capitulo aborda
os temas trabalhados em Geometria Analitica no Ensino Médio: ponto, reta, circunferéncia,
elipse, hipérbole e pardbolas; o quarto apresenta a proposta da sequéncia didatica para o
ensino da Geometria Analitica, composta de Atividades de Exploracdo no GeoGebra, Listas
de Problemas e Testes; o quinto discorre sobre os resultados e as observagdes feitas na
aplicacéao das atividades em sala de aula; no ultimo capitulo tem-se as consideragdes finais.
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Capitulo 1

Um breve historico da Geometria
Analitica

Este capitulo traz um breve histérico sobre o surgimento, no século XVII, da Ge-
ometria Analitica, através de dois matematicos franceses que, de forma independente,
desenvolveram os primeiros trabalhos nessa area e estdo entre os principais matematicos
da historia.

Vale destacar que a histéria tem um papel muito importante no processo de ensino-
aprendizagem da matematica. Aprender matematica se torna mais facil quando é feito
de maneira contextualizada. O aluno se sente motivado ao conhecer o cenério da época
e a importancia do assunto tratado atualmente. Para D’Ambrdésio (1999), desvincular a
matematica das outras atividades humanas é um erro.

Uma das competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em matemética se-

s

gundo os PCN (BRASIL, 1998, p. 46) é “relacionar etapas da histéria da matematica com
a evolugao da humanidade”. Em outra passagem, que aborda a selegdo dos conteudos
minimos da Base Nacional Comum, diz que o critério central para a selegéo é o da contextua-
lizagédo e da interdisciplinaridade, como a importancia histérica do tema no desenvolvimento
da ciéncia (BRASIL, 1998, p. 43).

Segundo D’Ambrésio (1999):

[---] ndo é necessario que o professor seja um especialista para introduzir
Historia da Matematica em seus cursos. Se em algum tema o professor
tem informagéo ou sabe de uma curiosidade histérica, deve compartilhar
com os alunos. Se sobre outro tema ele ndo tem o que falar, ndo importa.
N&o é necessario desenvolver um curriculo, linear e organizado, de Histéria
da Matematica. Basta colocar aqui e ali algumas reflexdes. Isto pode gerar
muito interesse nas aulas de matematica. E isso pode ser feito sem que o
professor tenha se especializado em Histéria da Matematica.
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1.1 René Descartes

Descartes nasceu em La Haye (Figura 1), antiga provincia de Touraine, na Franca,
em 31 de margo de 1596. Frequentou a escola jesuita de La Fléeche por 8 anos e estudou
direito e medicina na Universidade de Pointiers a partir dos 16 anos (VAZ, 2010). Viajou com
diversas campanhas militares. Conheceu Mersenne (1588-1648) e varios outros cientistas
em Paris. Tornou-se o “pai da filosofia moderna” ao anunciar em 1637 o Discours de la
méthode pour bien conduire sa raison et chercher la vérité dans les sciences (Discuso sobre
o0 método para raciocinar bem e procurar a verdade nas ciéncias) (BOYER; MERZBACH,
2012, p. 237). Segundo Smole e Diniz (2016, p. 77), esse livro “foi responsavel por uma
revolugdo de todo o pensamento ocidental, pois construiu o alicerce para o desenvolvimento
da ciéncia”.

Figura 1 — René Descartes

Fonte: (EVES, 2011, p. 384)

De acordo com Boyer e Merzbach (2012), Descartes se interessou em matematica
no frio inverno de 1619, quando estava com o exército bavaro. Nesse periodo descobriu a
relagdo V + F = A + 2, que leva o nome de Euler (1707-1783), em que VV é o nimero de
vértices de um poliedro, F' é o niumero de faces e A o nimero de arestas. Ainda contribuiu
com um método para achar a solugao algébrica de equagdes cubicas e quarticas, como
descobrir raizes racionais, como abaixar o grau de uma equacao conhecendo uma raiz,
encontrar a reta normal e a tangente a uma curva (embora o método de Fermat fosse mais
eficiente), entre outras.

Sua obra mais conhecida, La géométrie (A geometria), foi apresentada como um
dos trés apéndices do Discours de la méthode (BOYER; MERZBACH, 2012). Segundo Eves
(2011, p. 384), foi o unico trabalho matematico de Descartes, que conta com cerca de cem
paginas. O leitor contemporaneo consegue entender uma boa porcao dessa obra, pois a
notagao utilizada em La géométrie assemelha-se bastante a atual, como se observa na
Figura 2. As incégnitas eram representadas por letras do fim do alfabeto e os parametros
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pelas iniciais (DANTE, 2016, p. 92). O objetivo deste apéndice era ilustrar seu método
filosofico geral. Para Descartes, “todo problema de geometria pode facilmente ser reduzido
a termos tais que o conhecimento dos comprimentos de certos segmentos basta para a
sua construgao” (BOYER; MERZBACH, 2012, p. 238). Isso indica que o objetivo é uma
construcao geométrica, € ndo a reducado da geometria a algebra.

Figura 2 — Uma péagina de La géométrie
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Fonte: (EVES, 2011, p. 387)

Praticamente toda a La géométrie esta dedicada a uma completa aplicagao
da algebra a geometria e da geometria a algebra; mas ha pouco no tratado
que se assemelha ao que hoje consideramos como geometria analitica.
N&o ha nada de sistematico sobre coordenadas retangulares, pois ordena-
das obliquas sao geralmente consideradas; portanto, ndo h& férmulas para
distancias, inclinagao, ponto de divisdo, angulo entre duas retas, ou outro
material introdutério semelhante. Além disso, em toda a obra, ndo ha uma
Unica curva nova tragada diretamente a partir de sua equagao, e o autor
se interessava tao pouco por esbogar curvas que nunca entendeu comple-
tamente o significado de coordenadas negativas. Ele sabia de modo geral
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que ordenadas negativas sdo orientadas em sentido oposto ao tomado
como positivo, mas nunca usou abscissas negativas. Além disso, o princi-
pio fundamental da geometria analitica - a descoberta de que equagdes
indeterminadas em duas incégnitas correspondem a lugares geométricos -
s6 aparece no segundo livro, e mesmo entédo sé incidentalemnte.(BOYER;
MERZBACH, 2012, p. 242)

René Descartes faleceu no dia 11 de fevereiro de 1650, aos 53 anos de idade,
em Estocolmo, capital da Suécia, vitima de uma pneumonia devido ao rigoroso inverno
escandinavo (VAZ, 2010).

1.2 Pierre de Fermat

Considerado por muitos como um dos matematicos mais notaveis do século XVII, o
francés Pierre de Fermat (1601-1665) (Figura 3) ndo chegou a ser um matematico profissi-
onal. Fermat estudou direito em Toulouse e serviu no parlamento local como advogado e
conselheiro. A matematica era vista como uma diversao (BOYER; MERZBACH, 2012).

Figura 3 — Pierre de Fermat

Fonte: (EVES, 2011, p. 390)

Segundo Ramos (2013, p. 48), Fermat trocava correspondéncias com outros mate-
maticos da época, como René Descartes, Evangelista Torricelli (1608-1647), Blaise Pascal
(1623-1669), Bonaventura Cavalieri (1598-1647), dentre outros. O intercambio de ideias por
cartas era bastante rapido, o que facilitou o desenvolvimento mateméatico da época. Fermat
nao publicava as suas descobertas. Os seus principais escritos, inclusive Ad locus planos
et solidos isagoge (Introducao aos lugares geométricos planos e sélidos), foram publicados
em 1679 em Varia opera mathematica, por seu filho Samuel Fermat.

De acordo com Carvalho e Roque (2012, p. 203), a diferenca dada pelos dois precur-
sores no tratamento da geometria analitica era que Descartes partia de um lugar geométrico
para encontrar a equacao que seus pontos satisfazem; Fermat partia de uma dada equacéo
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e encontrava o lugar geométrico dos pontos que a satisfazem. Ainda nessa época, notava-
se que Fermat ja possuia a ideia de uma geometria analitica em trés dimensdes, como
observa-se no trecho de um de seus escritos:

Ha certos problemas que envolvem sé uma incégnita e que podem ser
chamados determinados, para distingui-los dos problemas de lugares ge-
ométricos. Ha outros que envolvem duas incognitas e que nunca podem
ser reduzidos a uma s0; e esse sdo os problemas de lugares geométricos.
Nos primeiros problemas, procuramos um ponto Unico, nos segundos uma
curva. Mas se o problema proposto envolve trés incognitas, deve-se achar,
para satisfazer a equagao, ndo apenas um ponto ou uma curva, mas toda
uma superficie. Assim aparecem superficies como lugares geométricos etc.
(BOYER; MERZBACH, 2012, p. 246)

A geometria analitica de Fermat era mais sistematica, didatica e assemelha-se mais
com a que se conhece hoje do que a geometria analitica de Descartes. Fermat usava
um sistema de coordenadas onde uma reta horizontal representava o semieixo positivo
das abscissas. O eixo das ordenadas néo era representado. Assim, trabalhava apenas no
primeiro quadrante, ndo obtendo uma visualizagdo completa de algumas curvas. Fermat
dividiu a familia das equagdes da forma Axz? + By? + Cay + Dz + Ey + F = 0 em sete
subfamilias: reta (ax = by), hipérbole (zy = b), retas (a razéo entre 2% £y e y? é constante),
parébola (z? = ay), circulo (b*> — 22 = 3?), elipse (a razéo entre b> — 22 e y? é constante) e
hipérbole (a razdo entre b? + 2% e y* é constante) (RAMOS, 2013, p. 49, 50). Além disso,
Fermat ja aplicava translagao e rotagcédo de eixos para que algumas de suas equagdes
ficassem mais simples (BOYER; MERZBACH, 2012, p. 245).

Provavelmente em 1629, antes mesmo de La géométrie (1637) de Descartes, Fermat
ja tinha desenvolvido sua geometria analitica, pois nessa época ja tinha um método para
encontrar retas tangentes e maximos e minimos de fungdes, conceito que hoje é conhecido
como derivada. Algum tempo depois, chegou a um teorema sobre o calculo de areas sob
curvas, onde dividia certa regido em uma infinidade de subintervalos, como é aplicado na
soma de Riemann.

A aritmética foi outra drea na qual Fermat se dedicou. Conjecturou que 0s numeros
da forma F,, = 22" + 1 eram primos. Euler demonstrou que a conjectura ndo é verdadeira
paran = 5 (MOL, 2013, p. 98). Contribuiu com o “pequeno” teorema de Fermat, que diz
que se p é primo e a é primo com p, entéo p divide a?~! — 1. Esse teorema foi demonstrado
primeiramente por Leibniz (1646-1716) e depois por Euler, utilizando a indu¢gao matemética,
método que Fermat e Pascal ja conheciam. Ainda deixou o “grande” teorema de Fermat,
que diz que nao existe numeros inteiros positivos z, y € z, tais que z" + y" = 2" para
qualquer inteiro n maior do que 2. Tal problema permaneceu sem solucao até 1995, quando
0 matematico inglés Andrew Wiles o demonstrou usando métodos sofisticados (MOL, 2013,
p. 98), embora Fermat tivesse deixado escrito que possuia uma maravilhosa demonstragao
desse teorema (BOYER; MERZBACH, 2012).
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Capitulo 2

Educacao e tecnologia

2.1 O uso de tecnologias no ensino da Matematica

Muito se discute sobre o uso de tecnologias na educag¢ao. De um lado, ha quem
acredita que a principal tecnologia usada no ensino, o computador, faz com que o aluno
se torne apenas um repetidor de tarefas. Na area da matematica, destacada pela razéo
e légica, o computador faria o trabalho de raciocinar, e, dessa forma, o aluno deixaria
de desenvolver a sua inteligéncia. Do outro lado da discusséao, existem argumentos que
colocam o computador como a solugédo dos problemas educacionais.

Segundo Borba e Penteado (2007, p. 12), a pratica educativa esta em processo de
transformacgéo, o que nao quer dizer que esta melhor ou pior, mas € necessario analisar a
tecnologia informatica no cenario educacional. Desse modo, é importante que as experién-
cias de sucesso no uso de tecnologias na educagao sejam gradativamente incorporadas ao
ensino a medida que 0s recursos se tornem acessiveis.

Um exemplo do uso do computador na area de matematica € a representacao de
expressdes algébricas por meio de graficos, assunto principal desta pesquisa. Nesse caso,
usar um software conveniente permite que o professor ganhe tempo no tragado de graficos,
compare alguns deles em um mesmo plano, além de o grafico ser melhor representado.
Além disso, ha vantagens também para o aluno, como defende Borba e Penteado (2007, p.
37): “As novas midias, como os computadores com softwares graficos e as calculadoras
graficas, permitem que o aluno experimente bastante, de modo semelhante ao que faz
em aulas de biologia ou de fisica.” A experimentagao pode possibilitar um envolvimento
maior dos estudantes com o conteudo, levando-os a uma investigacdo de conceitos e
desenvolvimento de ideias a ponto de criarem conjecturas e valida-las (BORBA, 2010, p. 4).

Para Valente (1998, p. 6), as novas modalidades de tecnologias na educacao
sugerem o computador como ferramenta, e ndo como “maquina de ensinar”. Assim, o
objetivo do uso das tecnologias ndo é substituir o professor por uma maquina, mas dar uma
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oportunidade ao aluno de buscar e encontrar respostas. De acordo com Moran (2004, p.
3), “o professor que da tudo mastigado para o aluno, de um lado facilita a compreensao,
mas, por outro, transfere para o aluno, como um pacote pronto, o nivel de conhecimento
de mundo que ele tem”. D’Ambrésio (2002, p. 19) defende que sejam feitas mudancas nos
processos de ensino:

E preciso substituir os processos de ensino que priorizam a exposicdo, que
levam a um receber passivo do conteldo, através de processos que nao
estimulem os alunos a participacao. E preciso que eles deixem de ver a
‘ciéncia’ como um produto acabado, cuja transmissao de conteudos é vista
como um conjunto estatico de conhecimentos e técnicas.

Conforme Almeida (2000, p. 19), na abordagem construcionista, o computador nao
€ o detentor do conhecimento, como o professor na aula expositiva. O computador age
como uma ferramenta tutorada pelo aluno. A ideia € que ao descrever os passos que levam
a solucao do problema, o aluno transforma seus conhecimentos em procedimentos.

Em concordancia com as ideias anteriores, nota-se que o uso do computador como
ferramenta no ensino da matematica, apesar de nao ser a solucéo de todos os problemas
da educagao, € um importante aliado na construgdo do conhecimento e na busca por
informacgéao, conceitos que dificilmente sédo transmitidos por um professor em uma aula
expositiva.

2.2 O papel do professor diante das novas tecnologias

O momento atual é visto como bastante propicio para implementar praticas peda-
gogicas ligadas ao uso das novas tecnologias. Portanto, o professor deve estar apto a
enfrentar esses novos desafios. Segundo Kenski (1999, p. 38), isso néo significa que os
professores devem aderir as novas tecnologias de forma incondicional em seu trabalho,
porém, devem conhecer as vantagens e as desvantagens, o0s riscos e as possibilidades,
para que saibam o melhor momento de inseri-las em sua pratica e como fazer o melhor uso.

De um professor, espera-se competéncia na sua especialidade, busca por atuali-
zagao, boa comunicacgéo, interagdo com os alunos para manté-los motivados, atentos e
produtivos (MORAN, 2000, p. 5). O professor deve usar a razao junto com a emocao, para
que as intuicées e percepgdes sensoriais ajudem na compreensao do objeto em questao.
De acordo com Kenski (1999, p. 47):

Nesta abordagem alteram-se principalmente os procedimentos didaticos,
independentemente de uso ou nao das novas tecnologias em suas aulas.
E preciso que o professor, antes de tudo, se posicione ndo mais como o
detentor do monopolio do saber mas como um parceiro, um pedagogo, no
sentido classico do termo, que encaminhe e oriente o aluno diante das
multiplas possibilidades e formas de se alcangar o conhecimento e de se
relacionar com ele.
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Valente (1998, p. 7) defende que o papel do professor em sala de aula deve ser
mudado. O computador pode repassar conhecimento ao aluno de forma mais eficiente
do que o professor. Assim, a nova funcao do professor em sala de aula é como criador
de ambientes de aprendizagem e facilitador do processo de desenvolvimento intelectual
do aluno. Em consonancia com a ideia anterior, Almeida (2000, p. 41) argumenta que o
educador deve ser um eterno aprendiz e refletidor de sua pratica, cabendo a ele

[ - -] promover a aprendizagem do aluno para que este possa construir o
conhecimento dentro de um ambiente que o desafie e motive para a explora-
¢ao, a reflexdo, a depuragao de ideias e a descoberta. Antes de propor um
plano - que deverd ser resultado de um trabalho cooperativo dos envolvidos
na aprendizagem -, o professor precisa conhecer as potencialidades de
seus alunos e suas experiéncias anteriores.

Ainda ha obstaculos a serem superados, como os limites do contetido programatico,
do tempo e da sala de aula. Conforme Moran (2004, p. 3), a sala de aula deve ser confortavel,
ter uma boa acustica, disponibilizar acesso a internet, contar com um computador com
projetor multimidia, além de professores preparados, motivados, bem remunerados e com
formacgao pedagdgica atualizada.

2.3 O software GeoGebra

O GeoGebra é um software de geometria dindmica capaz de relacionar geometria,
algebra e calculo. Foi desenvolvido a partir de 2001 pelo austriaco Markus Hohenwarter e
uma equipe internacional de programadores, na universidade de Salzburg, com o objetivo
de ensinar e aprender matematica nas escolas. Recebeu muitos prémios internacionais,
incluindo o prémio de software educativo Alemao e Europeu (FERREIRA, 2010, p. 3).

O software GeoGebra é de facil aquisicédo, por ser livre. Para baixa-lo, basta aces-
sar https://www.geogebra.org/download e escolher a versdo. Neste trabalho sera usado
o GeoGebra Classico 6. O funcionamento desse software depende da instalagdo da lin-
guagem Java; se o computador ainda nao possuir o Java, basta baixa-lo gratuitamente em
https://www.java.com/pt.

O uso do GeoGebra em sala de aula permite grandes vantagens em relacao ao uso
do quadro e do giz. O tempo gasto para tragar um grafico no quadro é bastante superior
ao do GeoGebra, no qual é possivel representar mais de um grafico no mesmo plano em
questao de segundos e observar com perfeicdo a sua forma. Outras vantagens sao o layout
atraente que prende a atencéo do aluno e a possibilidade de apresentar as caracteristicas
geométricas e algébricas de um mesmo objeto num Unico ambiente.

De acordo com Ferreira (2010), existem duas perspectivas caracteristicas do GeoGe-
bra: uma expressado na janela algébrica e um objeto na janela geométrica. E possivel alterar
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0S parametros na expressao para observar o comportamento do objeto; também é possivel
mudar o objeto geométrico com a finalidade de observar a mudanga nos parametros da
expressao. Essa é a principal vantagem do GeoGebra.

A utilizacdo do GeoGebra € bem simples e intuitiva. O conhecimento das ferramentas
do software e das propriedades do objeto estudado permitem a criagdo de excelentes
atividades. Se for necessario, o usuario pode consultar o Manual Oficial da Verséo 3.2
criado por (HOHENWARTER; HOHENWARTER, 2009). Apesar de ser o manual de uma
versdo mais antiga, as ferramentas, as janelas e os campos sao semelhantes aos da verséao
atual.
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Capitulo 3

O conteudo de Geometria Analitica no
Ensino Médio

“A Geometria Analitica baseia-se na ideia de representar pontos da reta por nimeros
reais, pontos do plano por pares ordenados de numeros reais e pontos do espago por
ternos ordenados de numeros reais” (LIMA, 2015, p. 1). Porém, este trabalho restringe-se
ao estudo dos pontos na reta, e, principalmente, no plano, que é o objeto de estudo da
Geometria Analitica no Ensino Médio. A representagdo de um ponto no plano nos permitira
tratar de linhas como equacdes e vice-versa.

3.1 Plano cartesiano e ponto

Segundo Delgado, Frensel e Crissaff (2013, p. 5), um sistema de eixos ortogonais
ou simplesmente um plano cartesiano, é formado por um par de eixos perpendiculares,
denominados eixo horizontal (eixo x) e eixo vertical (eixo y), que se intersectam num ponto
O chamado origem.

Figura 4 — Plano carteisano e ponto

|

‘X

0(0,0) -“

Fonte: Autoria prépria
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Pode-se estabelecer uma correspondéncia biunivuca entre os pontos de um plano
e os pares ordenados do conjunto R? = {(x,y) | =,y € R}. Os nimeros z,y € R do par
ordenado (z, y) s@o as coordenadas cartesianas do ponto P, em que x é a abscissae y é a
ordenada de P (Figura 4).

O plano cartesiano é dividido em quatro regides denominadas quadrantes e enume-
radas como na Figura 5. Os pontos do eixo x tém coordenadas (z,0), os pontos do eixo y
tém coordenadas (0, y). Os quadrantes, dados em coordenadas séo:

1° quadrante = {(z,y) e R* |z > 0ey > 0}
eER*|x<0ey>0}

eER?|z<0ey<0}

(
2° quadrante = {(z,
3° quadrante = {(z,
(

y)
y)
y)
4° quadrante = {(z,y) e R* |z > 0 e y < 0}

Figura 5 — Quadrantes

by

2° quadrante 19 quadrante

|

0(0,0)

30 quadrante 4¢ quadrante

Fonte: Autoria prépria

De acordo com Leonardo (2016), no plano cartesiano, a bissetriz do 1° e 3° qua-
drantes é denominada bissetriz dos quadrantes impares. A bissetriz do 2° e 4° quadrantes é
chamada de bissetriz dos quadrantes pares.

Se um ponto P(z,y) pertence a bissetriz dos quadrantes impares, entdo = = y. Se
P pertence a bissetriz dos quadrantes pares, entdo © = —y. Na Figura 6, o ponto A(a, a)
estd na bissetriz dos quadrantes impares e o ponto B(b, —b) na bissetriz dos quadrantes
pares.
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Figura 6 — Bissetrizes dos quadrantes pares e impares

y

Fonte: Autoria prépria

3.1.1 Distancia entre dois pontos

Definicao 3.1. Sejam dois pontos A e B do plano cartesiano. Define-se como a distancia
entre os pontos A e B a medida do segmento de reta que tem esses dois pontos como
extremidades. A distancia sera representada por d(A, B) (IEZZl et al., 2016, p. 10).

O célculo da distancia entre dois pontos A(x4,y4) € B(xp,ys) é bastante simples
quando o segmento de reta formado por esses pontos € paralelo ao eixo x ou ao eixo
y (Figura 7). Se o segmento AB é paralelo ao eixo z, entdo d(A, B) = |tp — x4|. Se o
segmento AB é paralelo ao eixo y entdo d(A, B) = |yp — yal-

Figura 7 — Distancia entre os pontos A e B quando o segmento de reta AB € paralelo a um
dos eixos coordenados

(a) AB paralelo ao eixo x (b) AB paralelo ao eixo y
¥ y
: B
YA =Yg ____.A d(A, B) .B v —
l :
: : d(A, B)
i i
! :
1 f X A
0 T4 Ty YA | e e e :
! X
0 r4=1Ip

Fonte: Autoria prépria
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Proposicao 3.2. Dados os pontos A(x4,ya) € B(xp,ys), a distdncia entre A e B, repre-
sentada por d( A, B) é dada por

d(A,B) = /(x5 — x4)* + (yp — ya)® (3.1)

Figura 8 — Distancia entre dois pontos

Un

YA

Fonte: Autoria prépria

Demonstragcdo. Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo APB da Figura 8,
e usando a propriedade |a|* = a?, com a € R, tem-se:

[d(A, B)” = [d(A, P)]* + [d(B, P)]”
= (lzp — =al)* + (lys — yal)?
= (zp —24)* + (yB — ya)®

Logo,

d(A,B) = /(x5 — 24)* + (yp — ya)®

3.1.2 Ponto médio de um segmento

Proposicéao 3.3. Sejam A(x4,y4) € B(xp,yp) dois pontos do plano. Se M (z,yar) € 0
ponto médio do segmento AB, entao

M (SUA +ZTp yYya+ yB) (3.2)

2 7 2

(SOUZA; GARCIA, 2016, p. 43)
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Figura 9 — Ponto médio de um segmento

¥
T B
1
1
1
] g — Ym
B san o aenusas e n’
: :
E " Yn— ¥A
1
. N (
A (A —— e
! ITyp— LA : rp — LM -
1 I ]
i I ]
1 ] []
: : \ X
0] T4 Xy rp

Fonte: Autoria prépria

Demonstracdo. Observa-se que os triangulos AMN e MBP da Figura 9 séo semelhantes, e,
como M é ponto médio de AB, AM = M B. Logo,

AM Ty — T A
MB Tp—2Zy
Ty — A
1="= "=
IBp — TpMm

Iy —TA=TB —TM

233]\/[:33,44—233

. _ TA+TB

M=

De modo analogo,

AM _ Ym — Ya
MB  Yp—Yum
1 — Ym — YA
YB —Ym
Ym — YA = YB — Ym
2yvy = yatys
Ya +YB
UM ="

Portanto, M <x‘4 J2r xB, Y4 _; y3> .
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3.1.3 Baricentro de um triangulo

Definicao 3.4. A mediana em um tridngulo é o segmento de reta cujas extremidades sdo um
vértice do tridngulo e o ponto médio do lado oposto a ele. Um tridngulo possui trés medianas
que intersectam-se num unico ponto, chamado baricentro do tridngulo (BALESTRI, 2016, p.
154).

O baricentro do tridngulo possui a propriedade de dividir a mediana na razdo 2 para
1, ou seja, 0 segmento cujas extremidades sao o baricentro e o vértice do triangulo mede o
dobro do segmento cujas extremidades sdo o baricentro e o ponto médio do lado oposto.

Proposicao 3.5. Sejam A(za,ya), B(xp,ys) € C(zc,yc) Vvértices de um tridngulo e
G(z¢,yc) o seu baricentro. As coordenadas de G em fungdo das coordenadas de A,
B e, séo

(3.3)

a Ta+2Tp+2xc Yya+ys+ Yo
3 ’ 3
(BALESTRI, 2016, p. 154).

Figura 10 — Baricentro de um triangulo

YA

Yn

Yo

Fonte: Autoria prépria
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Demonstracdo. Considera-se o triangulo ABC' da Figura 10. Seja M (x s, yar) as coordena-

- +x + o
das do ponto médio do lado BC'. Sabe-se que x; = xBTC e Yy = M. Além disso,
_ . AG
como o baricentro divide a mediana na razdo de 2 para 1, tem-se AG = 2-GM = i =2,
entao:
raTre _
rg — Ty

20 — 20 = x4 — X
SIG :IA—|—2.17M

:CB—l—:Uc)

3{L‘G:fL‘A—|—2( 2

3[L’G:$’A—|—$B+$C
TA+2xp+ 20

€T =
“ 3
De maneira analoga:
Ya—Yc _ 9
Ye — Ym

2yc — 2ym = ya — Ya
3yc = ya + 2ym

+ yc
3Yye = ya +Yys + yc
Yya +¥ys + Yo
=Ty

Portanto, G <x‘4 T+ Tc Yatyst yc>.

3 ’ 3

3.1.4 Condicao de alinhamento de trés pontos

Proposicao 3.6. Sejam A(z4,y4), B(xp,yp) € C(zc,yc) pontos do plano cartesiano. A,
B e C s3o colineares se, e somente se:

ra ya 1
D=|zg yg 1|=0 (3.4)

e yo 1

(BALESTRI, 2016, p. 157)

Demonstragcdo. Observa-se na Figura 11 que os triangulos APB e AQC sao semelhantes,
pois possuem 0s angulos correspondentes congruentes. Logo, os lados homdlogos sao
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Figura 11 — Condicao de alinhamento de trés pontos

Ve

YgB

HA

Fonte: Autoria propria

proporcionais, ou seja:

AB AP PB
AC  AQ QC

Em particular, tem-se:
AP PB
AQ QC
b —TA _ Y —Ya
To—Ta Yo —Ya

(B —2a)(Yc — ya) = (xc — x4)(Yp — Ya)

TRYC — TBYA — TAYc + TAYA = ToYB — ToYA — TAYB + TaYa

TBYCc — TBYA — TAYc = ToYB — ToYA — TAYB
Passando todos os termos para o primeiro membro da igualdade, obtém-se:
TpYc + Toya + xays — TpYa — Tayc — Tcyp =0
que pode ser escrito como o determinante:

Ta ya 1

D= B YB 11=0

o yo 1

Pelo processo inverso, mostra-se que a reciproca da Proposi¢cao 3.6 é verdadeira.
Ou seja, se D = 0, entdo A(z4,y4), B(xp,yr) e C(zc,yc) sdo colineares.



Capitulo 3. O contetdo de Geometria Analitica no Ensino Médio 38

3.1.5 Area de um triangulo

Proposicao 3.7. Sejam trés pontos distintos ndo colineares A(x a,y4), B(xp,ys) e C(xc, yo).
A area do tridngulo cujos vértices sdo esses pontos é dada por

1
Aaapc = §|D|7 (3.9)
ra ya 1
emqueD = | xg yg 1 | (SOUZA; GARCIA, 2016, p. 48).
re yo 1
Figura 12 — Area de um triangulo
y

Yp

Yo

A

Fonte: Autoria prépria

Demonstragdo. Considera-se o triangulo ABC da Figura 12. Em seguida, determina-se as
coordenadas do ponto D(xp,yp) em fungdo das coordenadas conhecidas dos pontos A, B
e C. Nota-se que yp = yc. Além disso, como os triangulos ABG e ADF' sao semelhantes,

tem-se:
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BG AG
DF AF
xB—xA:?JB—?JA
ITp — %A Yo — Ya

tp(yp —ya) — va(ys — ya) = (tp — v4)(Yc — ya)

tp(yp —ya) = va(ys — ya) + (x5 — v4) (Yo — ya)
zA(yp —ya) + (x5 —24) (Yo — ya)

Ip =

(?JB—?JA)
rgp — T —
vy — 1, 4 EB = 2A) e — ya)
YB —Ya

Determina-se agora a medida C'D:

OD = |ze — xp|
I (xp — a)(yc — ya)
YB —Ya
_ (xc —xa)(yp —ya) — (x5 — 2a) (Yo — ya)
YB —Ya

Por fim, calcula-se a area do tridngulo ABC'. Observa-se que a area do triangulo ABC é
igual a soma das areas do triangulo AC'D e do tridangulo BC'D. Assim,

Apaape = Aaacp + Aasep

:%CD'AF+%C’D~FG

1

~ 5CD - (AF + FG)

_ %c—p.m

_ 1 (e —2a)(yp — ya) — (x5 — 24) (Yo — ya) lys — yal
2 YB — YA

= %|(q;c —24)(Ys —ya) — (B — 24)(Yc — ya)|

1
= §|$C?JB — TcYa — TaYB + TaYa — TYc + TRYA + TaYc — TaYal

1
= §| — (xayB + ToYa + TBYc — TeyYp — TYA — TaYc)|

1
= 5!33,4?/3 + 2cya + TpYc — Teyp — YA — TaYc|

ra ya 1
Nota-se que zayp + cyYa + TBYc — TcYp — TpYa — TaYc = | vy yp 1 | = D. Portanto

o yo 1

1
a area do triangulo ABC' é dada por Aaagc = §|D|.
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3.2 Estudo analitico da reta

3.2.1 Equagao geral da reta

Proposicao 3.8. A cada reta r do plano cartesiano associa-se pelo menos uma equagao da
forma ax + by +c =0, emque a,b,c € R, coma # 0 oub # 0, e (x,y) sdo as coordenadas
de um ponto qualquer da retar (SMOLE; DINIZ, 2016, p. 94).

Figura 13 — Equacgéao geral da reta

YA

Yn

Pl y]

Fonte: Autoria prépria

Demonstragdo. Sejam A(x4,y4) € B(xp,yp) pontos distintos que determinam uma reta
r e P(z,y) um ponto qualquer de r, como representado na Figura 13. Pela condigéo de
alinhamento dos pontos P, A e B, tem-se:

r y 1
T A yA 1 = O
g yp 1
TYA + Y + xaYp — TpYa — Y — T4y =0

(ya—yp)r + (xp — 24)y + vayp — xpYa =0

Considerando
Ya —Yp =20
rp—24 =20
TAYB —TBYa = C

a equagao é representada na forma ax + by + ¢ = 0, em que a # 0 ou b # 0.
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E possivel observar na demonstracdo acima o porqué de a e b ndo serem nulos
simultaneamente (IEZZ| et al., 2016, p. 25). De fato, considerando a = 0 e b = 0, tem-se:

a N Ya —Yn N Ya = YB = A=B,
b=20 g —x4 =0 TA=2XR
0 que é um absurdo, pois foi considerado A e B pontos distintos.

A reciproca da proposic¢ao anterior € verdadeira, como se vé a seguir:

Proposicao 3.9. A foda equagéo da forma ax + by + ¢ = 0, com a, b e c reais, em que
a # 0 oub # 0 corresponde a uma unica reta r do plano cartesiano, cujos pontos tem
coordenadas satisfazendo a equagdo. A equacdo ax + by +c=0,coma # 0oub+# 0, é
denominada equacao geral da retar (IEZZ| et al., 2016, p.27).

Demonstragdo. Sejam A(xa,ya), B(zp,ys) e C(xc,yc) pontos distintos cujas coordena-
das satisfazem a equagao ax + by + ¢ = 0, onde a, b, c € R. Deve-se mostrar que A, Be C
pertencem a uma mesma reta. Considerando-se, nesse caso, a # 0, tem-se:

—byys —c
ara+byst+e=0=a,=—22"F
a
—byg — ¢
a:c3+by3+c:O:>xB:L
a
—byc — ¢
arc +byo +c=0= po = —20 ¢
a
Calculando o determinante:
—bys —c ]
ra ya 1 b a ya
vp yp 1|=| B—C yp 1 |=0= A, BeC s&o colineares.
a
X 1 —byc — C
c Yc ; yo 1

Quando a = 0 ou b = 0, as equacgdes gerais da forma ax + by +c = 0 ficam reduzidas
~ C c . . P
a equacgoes da forma y = ~3 ou xr = ——, respectivamente. No primeiro caso obtém-se
a
uma reta horizontal, e no segundo uma reta vertical, como mostrado na Figura 14.

3.2.2 Equacao reduzida da reta

Proposicao 3.10. Seja ax + by + ¢ = 0 a equacao geral de uma reta r ndo paralela ao eixo
y, ou seja, com b # 0. Pode-se reescrever a equagdo da reta na forma y = mx + n. Essa
equacédo é denominada equacéao reduzida de r (SMOLE; DINIZ, 2016, p.100).

a &
Demonstragdo. Isolando y na equagao ax + by + ¢ = 0, tem-se y = _Zx — —. Como, por
a

o a c
hipétese, b # 0, toma-se 3= m e —— = n, obtendo-se y = mx + n. |
a
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Figura 14 — Retas paralelas aos eixos coordenados

(a) Reta paralela ao eixo x (b) Reta paralela ao eixo y
y y

Fonte: Autoria propria

A equacao reduzida da reta é estudada no 1° ano do ensino médio como fungao
afim. Os coeficientes m e n sdo denominados coeficiente angular e coeficiente linear
da reta r, respectivamente. O coeficiente linear representa a ordenada do ponto P(0,n),
intersecao da reta com o eixo das ordenadas (Figura 15). Ja o coeficiente angular atua na
inclinagao da reta, como sera abordado a seguir.

Figura 15 — Equacgéao reduzida da reta

roy=mx+n

P(0,n)

/ 0

Fonte: Autoria prépria

3.2.3 Inclinacao e coeficiente angular de uma reta

Definicao 3.11. Seja I a intersecdo de uma reta r com o eixo x. O dngulo que a semirreta
Ix descreve (entre 0° e 180°), ao girar em sentido anti-horario até estar contida em r, é
denominado inclinagcao de r, e sera representado por «. Se r for paralela ao eixo x, a
inclinagéo de r € o dngulo nulo. (SMOLE; DINIZ, 2016, p. 100).
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A Figura 16 ilustra os casos possiveis.

Figura 16 — Inclinagdo de uma reta

(@a=0° (b) 0° << 90°

(c) o = 90° (d) 90° < a < 180°

Fonte: Autoria prépria

Segundo Lima (2015, p. 41, 42), dada a equacao reduzida de uma reta nao vertical
r : y = mx + n, deve-se ter bem claro o significado dos coeficientes. O coeficiente
linear representa a ordenada do ponto de intersecédo da reta com o eixo x, como ja visto
anteriormente. O coeficiente angular determina a inclinagdo de r, medindo a taxa de
crescimento de y em funcdo de x. Quando se da o aumento de uma unidade para z
(passando de x para = + 1), 0 aumento correspondente de y é [m(x + 1) +n|— [mx+n] = m.
De maneira geral, dados dois pontos A(x4,y4) € B(zp,yp) dareta, com x4 # xp, tem-se:

YB — YA
m=—-
Tp —TA

= razdo do acréscimo de y para o acréscimo de x.

Proposicao 3.12. Dados dois pontos A(x4,y4) € B(zg,yp) de uma retar ndo paralela ao
eixo y. O coeficiente angular ou a declividade da reta é dada por:

m=tga« (3.6)

onde « representa o angulo de inclinacao de r (BALESTRI, 2016, p. 160)
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Figura 17 — Coeficiente angular ou declividade da reta

(@) 0° < a < 90° (b) 90° < o < 180°

Yn

Ya
Y4

P p i

Fonte: Autoria prépria

Demonstragdo. No caso da figura 17a, onde a é um angulo agudo, tem-se:

B_C: YB —Ya
AC  xrp—1Ta

No caso da figura 17b, onde « € um angulo obtuso, tem-se:

BC —
tg(180° —a) = == = 2294
AC  xa—1up
Como tg(180° — «) = — tg «, conclui-se que:
Y — YA
tga = ———
TA—TB
___Yp7Ys
—(zp — za)
_ YB—Ya
Ip — A

Portanto, m = tga.

Quando m > 0 areta y = mx + n € inclinada para cima e quando m < 0 areta é
inclinada para baixo.

E possivel determinar a equagao de uma reta conhecendo-se um ponto A(zo,90)
e o coeficiente angular m, como mostrado na Figura 18. Para isso considera-se um ponto
P(zx,y) da reta diferente de A (BALESTRI, 2016, p. 161). Nesse caso,

tga:i:gﬁm:uiy—yozm(ﬂﬂ—%) (3.7)

A equagdo y — yo = m(z — xy) € chamada equagéo fundamental da reta.
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Figura 18 — Equacéao fundamental da reta

L

Yo

Fonte: Autoria propria

3.2.4 Posicoes relativas entre duas retas

De acordo com Leonardo (2016, p. 119, 120), duas retas de um plano podem ser
classificadas como paralelas ou concorrentes. As retas paralelas podem ser coincidentes
ou distintas. As retas concorrentes podem ser nao perpendiculares ou perpendiculares
(Figura 19).

Figura 19 — Posigdes relativas entre duas retas

(a) retas paralelas coincidentes (b) retas paralelas distintas
Y

(c) retas concorrentes (d) retas perpendiculares

€l

Fonte: Autoria prépria
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Duas retas r e s, de equagbes r : y = m,x +n, € s : y = msx + ng € inclinagdes
a, € «ag, respectivamente, sao paralelas quando tém a mesma diregcado. Para que isso
acontega, as retas devem ter a mesma inclinagéo (o, = «y). Assim, m,. = m, (condigao de
paralelismo). Se n, = ny entao as retas sao paralelas coincidentes; se n, # n, entao as
retas sdo paralelas distintas.

Para que as retas sejam concorrentes, basta que r e s tenham inclinacées diferentes.
A relagao entre os coeficientes angulares é m, # mg. Desse modo, r € s concorrem em um
ponto P(z,y), que pode ser encontrado resolvendo-se o sistema em z e y:

Y =myx + n,
Y =msT + N,
Outra observacao a ser feita sobre duas retas concorrentes, é verificar se elas sao

perpendiculares ou ndo perpendiculares através da proposicao 3.13:

Proposicao 3.13. Sejamr : y = m,x +n, € s : y = msx + ny duas retas ndo verticais
concorrentes em um plano. Se r e s sdo perpendiculares entao

my - ms = —1 (3.8)
Demonstracdo. Considera-se as retas r e s da figura 19d, de equagdes y = m,x + n, e

Yy = msx + ng, respectivamente. Como «a, € um angulo externo do triangulo formado pelas
retas e pelo eixo das abscissas, tem-se:

oy = o, +90°
Aplicando a tangente em ambos 0os membros e pelas relacdes trigonométricas:

tg oy = tg(a, +90°)

sen(a, +90°)

cos(a, +90°)

sen o, - cos 90° +sen 90° - cos o,

cos o, - cos90° —sen ay, - sen 90°
sena, -0+ 1-cosa,

cosa, -0 —senc, -1
COS Qv

—sen a,
1

_tgar

Segue-se que:
tgas - tga, = —1

Logo,

m, -ms = —1
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A proposicao 3.13 considera que as retas r e s nao séo verticais para que exista a
equacao reduzida de ambas. Se uma reta r é vertical, de equagao x = k;, entao todas as
retas de equagao y = ko sdo perpendiculares a r, onde kq, ks € R.

3.2.5 Angulo entre duas retas concorrentes

Proposicao 3.14. (DANTE, 2016, p. 119) Sejamr : y = m,x +n, € S : y = mg + ng
duas retas concorrentes e obliquas (que intersectam ndo perpendicularmente) aos eixos
coordenados e ndo perpendiculares entre si. Elas formam entre si o &ngulo agudo 6, em
que:

My — M

(3.9)

tgl = |———
& ‘1+mr~m5

Figura 20 — Angulo entre duas retas concorrentes

M|

/\d

Fonte: Autoria prépria

Demonstragdo. Sejam « e (3 as inclinagbes de r e s, respectivamente, como mostrado na
Figura 20. Como « é um angulo externo do triangulo formado pelas retas r e s e pelo eixo
das abscissas, 0 + § = o = 60 = a — 3. Aplicando-se a tangente em ambos 0s membros,

tem-se:

tgt = tg(a — B)
tga —tg

T 1+tga-tgp
My — Mg

- 14+m, -m,
Como, por definicao, o angulo 6 é agudo, obtém-se:

m, — mg
tg@z‘

1+m, - my
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Observagao 3.15. Se r e s forem paralelas entao
m, =ms=>1tg0=0=60=0°
Se r e s forem perpendiculares entao

my -ms=—1= Atgh =60=90°

A proposicédo 3.16 traz o caso em que uma das retas é vertical.

Proposicao 3.16. (DANTE, 2016, p. 119) Sejamr : y = m,x +n,.,comm, #0es:x = k.
O angulo agudo formado por elas é tal que:

tgf = (3.10)

1
m’/’
Figura 21 — Angulo entre uma reta vertical e uma reta obliqua

¥

8 ° u X

Fonte: Autoria prépria

Demonstracdo. Observa-se na Figura 21 que 0 + a = 90° = 0 = 90° — «. Aplicando a

tangente, obtém-se:

tgf = tg(90° — )

= cotg o
1

:tgoz
1

my

Como 6 é um angulo agudo, tem-se:




Capitulo 3. O contetdo de Geometria Analitica no Ensino Médio 49

3.2.6 Distancia de um ponto a uma reta

Definicao 3.17. Da geometria plana, tem-se que a distdncia de um ponto P a uma reta
r é a medida do segmento de reta de extremidades em P e P', em que P’ é a projecdo
ortogonal de P sobre r (DANTE, 2016, p. 112).

Proposicao 3.18. (IEZZl et al., 2016, p. 53) Sejam r uma reta de equagao ax + by +c =0
e P um ponto de coordenadas (x, yo). A distdncia entre P e r, representada por d(P,r), é

dada por:
awo + byo + ¢

AN ==y

(3.11)

Figura 22 — Distancia de um ponto a uma reta

y

\O

Fonte: Autoria prépria

Demonstragdo. A demonstracao da proposicao se da em trés etapas. Primeiro, encontra-
se a equacao da reta s, que contém P e é perpendicular a r (Figura 22). Em seguida,
determina-se as coordenadas de P’, projegao ortogonal de P sobre r. Por fim, calcula-se a
distancia entre P e P’, equivalente a distancia entre P e r.

1. » Pode-se escrever a equacao da reta r na forma reduzida:
a C
= ——r — =
YTV T
Como s L r, tem-se:
1

mg = ——

my

1
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* s passa por P(xg, o), assim:

Sty —yo=--(r—x0)

Q| o

s :bx — bxg

ay — ayo
s:bxr —ay + (ayo — bxg) =0

2. Sabe-se que rN's = P, logo, as coordenadas de P’ é dada pela solugédo do sistema
ar +by+c=0
br — ay + (ayo — bxy) =0
Multiplicando a primeira equagéo por b e a segunda por (—a), obtém-se:
abz + b*y + bc =0
—abx + a®y + (abxg — a®yo) = 0

Somando as equagdes membro a membro:

(a® +b*)y + abxg + bec — a*yo = 0

a’yy — be — abxy

a? + b2

Agora, substitui-se o valor de y encontrado na equacéao ax + by + ¢ = 0, e calcula-se

o valor de x:
a*yy — bc — abxy
b c=10
ar+ ( a? 4+ b2 *

a’byy — b*c — ab’xy + a’c + bie
ax + BT =0
a’+b
a’byy — ab®xo + a’c
a? + b? B
abyy — b*xg +ac 0
a? + b? N
b2z — ac — abyy
a? + b2

axr +

0

xr =

b2z — ac — abyy a’yy — bc — abxg

3. Calcula-se a distancia entre P(xy, e P’ , ,

(0, 90) ( a? + 2 @ + 12
equivalente a d(P, r).
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b2z — ac — abyy 2 a’yy — be — abxg 2
are )T 2+, 0

a? + b? a?® + b?

—ac — abyy — a2:v0>2 N (—bc — abzy — b2y0)2

a? + b? a?® + b?

<b2m0 — ac — abyy — a*xg — b2x0>2 N (a2y0 — be — abzg — a’yo — b2y0)2

—a - (azxo + byy + c)}2 N {—b- (axo + byo + c)}2

a? + b? a? + b?

a*(azg + byo + ¢)*  V*(axo + byo + ¢)?
(a® 1 02)2 (a® 1 02)2

_ \/(a2 + 0?)(azo + byo + ¢)?

(a? + b?)?
B \/(axo + byo + ¢)?

a? + b?
amo + byo + ¢

3.2.7 Inequacgao do 1° grau com duas variaveis

Definicao 3.19. Uma inequacéo do 1° grau nas variaveis reais x e y é toda inequag¢do da
forma:ax +by+c>0o0uaxr+by+c<0ouaxr+by+c>0ouax+by+c<0,emquea,
b e c sdo numeros reais conhecidos, com a e b ndo simultaneamente nulos (SMOLE; DINIZ,
2016, p. 111).

Uma inequacao do 1° grau admite infinitas solugdes, ou seja, existem infinitos pontos
do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem a inequagao dada. Tomando a reta r
de equacgao ax + by + ¢ = 0, tem-se que r divide o plano cartesiano em duas regioes
denominadas semiplanos. E possivel associar uma inequagdo do 1° grau a um semiplano
determinado por 7.

Serao considerados dois casos. No primeiro, r € perpendicular ao eixo x, ou seja,

b = 0 (Figura 23). Assim, a equacao de r é dada por x = —E. Todo ponto a esquerda de r
a
tem abscissa x < < e, todo ponto a direita de r tem abscissa x > —E.
a a
O segundo caso considera  nao perpendicular ao eixo z, isto é, b # 0 (Figura 24).

~ . a C
Logo, escrevendo a equacgéao de r na forma reduzida tem-se: y = —Zx 3
a C

ponto A(xa,ya) € r,vale: ya = —ExA — 3

. Para qualquer
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Figura 23 — Inequagéao do 1° grau com duas variaveis e b = 0

y

B> ——
o a

(I

Fonte: Autoria propria

Todo ponto B(zp,ys), com xp = x4, acima de r, tem ordenada yp > y4, OU seja,

> a C

——TB — —.

Y b B b
Todo ponto C'(z¢, yc), com xc = x4, abaixo de r, tem ordenada yc < ya, Ou seja,

a &

< —=To — .

Yo b c b

Figura 24 — Inequagéo do 1° grau com duas variaveis e b # 0

y

. a c
1 —yp— =
y b ]

us]

Fonte: Autoria prépria
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3.3 Estudo analitico da circunferéncia

3.3.1 Equagao da circunferéncia

Definicao 3.20. Dados um ponto fixo C' do plano e uma distancia r, a circunferéncia \ é o
lugar geomeétrico dos pontos P do plano que estdo a mesma distanciar de C. (LEONARDO,
2016, p. 137).

Proposicao 3.21 (Equagao da circunferéncia). Seja P(z,y) um ponto da circunferéncia X,
de centro C'(a,b) e de raio r. A equagao da circunferéncia \ é dada por:

ANi(z—a)l+(y—b2=r? (3.12)

ou
Na? 4y —2ax — 2y +a®+ b2 —rP=0 (3.13)

(SMOLE; DINIZ, 2016, p. 124)
Figura 25 — Equagéo da circunferéncia

y
A P(x,y)

bi-- C'(a, b)

<

Fonte: Autoria prépria

Demonstragdo. Considera-se a circunferéncia da Figura 25. Pela definicdo 3.20, a distancia
de P ao centro C da circunferéncia \ sera sempre igual ao raio r. Pela Equacao 3.1, a
distancia de P a C é dada por:

d(P,C)=+/(z—a)*+(y—b?=r

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtém-se:

Ai(z—a)+ (y—0b)*=r?
Desenvolvendo os produtos notaveis e subtraindo 72 em ambos os membros, tem-se:

Na? 4y —2ax —2by +a® + b2 —rP=0
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A Equacéao 3.12 é denominada equacao reduzida da circunferéncia e a Equa-
cao 3.13, equacao geral da circunferéncia. Dada uma equacao de circunferéncia na
forma reduzida, basta desenvolvé-la para obté-la na forma geral. Se a equacéo for dada
na forma geral e o objetivo for coloca-la na forma reduzida, deve-se completar quadrados.
A vantagem de escrever a equagcao de uma circunferéncia na forma reduzida é a facil
identificacdo do seu centro e a medida do raio.

Observagao 3.22. Frequentemente trabalha-se com circunferéncias centradas na origem,
ou seja, cujo centro tem coordenadas C'(0,0). Substituindo-se as coordenadas de C' na
Equacéao 3.12, obtém-se:

Observacédo 3.23. Algumas equagbes da forma (x — a)? + (y — b)? = k representam
circunferéncias degeneradas. Nota-se que, se k = 0, apenas o ponto C(a,b) satisfaz
a equacgdo. Além disso, se k < 0, a equagao representa o conjunto vazio, pois a soma de
dois quadrados nunca resulta em um numero negativo.

3.3.2 Posicoes relativas entre ponto e circunferéncia

Segundo lezzi et al. (2016, p. 73), para uma circunferéncia A de centro C'(a,b) e
raio e um ponto P(z,y) qualquer do plano, distinto de C, pode-se determinar a posi¢ao
relativa entre P e \. Para isso, compara-se a distancia entre P e C' (d(P,C')) com r. Ha trés
possibilidades, como ilustra a Figura 26:

« Se d(P,C) =r, entdo P pertence a circunferéncia.

« Se d(P,C) < r, entdo P é interno a circunferéncia.

« Sed(P,C) > r, entdo P é externo a circunferéncia.

Figura 26 — Posi¢des relativas entre ponto e circunferéncia

(a) ponto pertence a circunfe- (b) ponto interno a circunferén-
réncia cia (c) ponto externo a circunferéncia
A A A

Fonte: Autoria prépria
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De modo geral, tem-se:

s Peds[dPO)P=re(x—a’+y—>0b*=1r?
« Pinternoa A & [d(P,O))? <r* & (x —a)*+ (y —b)? <r?

« Pexternoa A< [d(P,C)*>r* < (z—a)* + (y — b)* > r?

Uma aplicagado do estudo de posicoes relativas entre ponto e circunferéncia é o
desenvolvimento de um método para resolver algumas inequagdes do 2° grau com duas
incognitas. Pode-se dizer que uma circunferéncia (r — a)? + (y — b)*> = r? determina
trés regides no plano cartesiano, como mostrado na Figura 27: a regiao correspondente a
circunferéncia ((x —a)?+ (y—b)? = r?), a regido correspondente ao interior da circunferéncia
((x —a)*+ (y—b)? < r?) e, por Ultimo, a regido correspondente ao exterior da circunferéncia
(z —a)?+ (y —b)* >1?).

Figura 27 — Inequagéo do 2° grau com duas variaveis

(x —a)’+ (y—b)* > r°

i

r, :? ¥ Y '_J .
lz—a) Hig=h)f=r

Fonte: Autoria prépria

3.3.3 Posicoes relativas entre reta e circunferéncia

Dada uma circunferéncia A, de centro C'(z¢, o) € raio de medida r, uma reta t :
ax + by + ¢ = 0 pode ser tangente, secante ou externa a A (Figura 28) (SOUZA; GARCIA,
2016, p. 82). Para determinar a posigao relativa entre ¢t e \ calcula-se a a distancia entre C
e t, usando a Equacéao 3.11:

_awg + byo + ¢

A1) ==
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Como resultado, tem-se:

« Se d(C,t) =r, entdo ¢ é tangente a \.
* Se d(C,t) < r,entdo t é secante a \.

* Sed(C,t) > r,entdo t é externa a \.

Figura 28 — Posigdes relativas entre reta e circunferéncia

(a) reta tangente a circunferéncia (b) reta secante a circunferéncia

(c) reta externa a circunferéncia

Fonte: Autoria prépria

Outra forma de determinar a posicao relativa entre t e A € encontrando seus pontos
de intersecéo. Para isso, resolve-se o sistema de equagdes nas variaveis x e y:

ar +by+c=0
(z —20)* + (y — yo)* = r?

Encontrando dois pontos de intersecao, t é secante a A\. Se encontrar apenas um
ponto de intersecao, entdo ¢ é tangente a A\. Se ndo houver ponto de intersegéo, entdo t é
externa a \.
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3.3.4 Posicoes relativas entre duas circunferéncias

Sejam duas circunferéncias distintas, A\; e Ay, com raios de medida r; e 5 e centro
C e Uy, respectivamente. Essas duas circunferéncias podem ter dois, um ou nenhum ponto
em comum. Pode-se fazer essa analise a partir da distancia entre C'; e C; e da medida dos
raios r; € ro (BALESTRI, 2016, p. 200). De acordo com a geometria plana, sdo possiveis
cinco casos distintos, como mostra a Figura 29:

Figura 29 — Posicdes relativas entre circunferéncias

(a) circunferéncias secantes (b) circunferéncias tangentes externas
.l| /\I
(o
- . (
------- 0
(c) circunferéncias tangentes internas (d) circunferéncias externas
Ay s
Cs
————————— o

(e) circunferéncias internas

Al

Fonte: Autoria prépria
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* )\ e Ay sdo secantes: possuem dois pontos comuns e |1y — 75| < d(Cy, Cy) < 11 + 79.
* )\ e \y sdo tangentes externas: possuem dois pontos comuns e d(C4, Cy) = 11 + 5.
* )\ e \; sdo tangentes internas: possuem dois pontos comuns e d(Cy, Cy) = |r; — ro].
* )\ e Ay sdo externas: possuem dois pontos comuns e d(Cy, Cy) > 11 + 79.

* )\ e Ay sdo internas: possuem dois pontos comuns e d(Cy, Cy) < |r; — r3].

3.4 Estudo analitico das conicas

Por volta do século Il a.C., Apol6nio de Perga publicou o seu trabalho mais famoso,
o tratado sobre as Cénicas. Segundo Boyer e Merzbach (2012, p. 113), foi Apolénio que
mostrou como obter a elipse, a hipérbole e a parabola por meio de secdes de um mesmo
tipo de cone. Para isso, considerou um cone de duas folhas (Figura 30).

Assim, ha quatro casos possiveis para a intersecao entre um plano e o cone de duas
folhas (SOUZA; GARCIA, 2016, p. 104):

» Circunferéncia: obtida ao secionar o cone por um plano perpendicular ao eixo do
cone.

» Pardbola: obtida ao secionar o cone por um plano paralelo a uma das geratrizes.
» Hipérbole: obtida ao secionar o cone por um plano paralelo ao seu eixo.

* Elipse: obtida ao secionar uma folha do cone por um plano ndo perpendicular ao seu
eixo e que seja concorrente a todas as suas geratrizes

Figura 30 — Secdes cbnicas ndo degeneradas

Fonte: (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987)

Além desses casos, ha outras situagdes especiais que obtém-se cdnicas degenera-
das, por exemplo, um ponto, uma reta, duas retas concorrentes ou o conjunto vazio.



Capitulo 3. O contetdo de Geometria Analitica no Ensino Médio 59

3.4.1 Elipse

Definicao 3.24. Dados dois pontos distintos em um plano, F, e F5, distantes 2c¢ um do
outro, define-se como elipse o lugar geométrico dos pontos P do plano cuja soma de suas
distancias a I, e F, é constante e igual a 2a, com 2a > 2¢ (LEONARDO, 2016, p. 156).

De acordo com a definigcdo 3.24, uma elipse pode ser desenhada em um papel com
o auxilio de um lapis, um pedago de barbante e dois alfinetes. Primeiro, fixa-se o barbante
com os dois alfinetes. O barbante deve ter uma folga para que seja possivel tracar a elipse.
Em seguida, deve-se deslizar o lapis encostado no barbante esticado por toda a extensao
deste. A Figura 31 ilustra o procedimento.

Figura 31 — Procedimento do desenho de uma elipse

Fonte: (MARTINS; DIEHL; GRAVINA,)

Segundo Souza e Garcia (2016, p. 90), a elipse possui, representados na Figura 32,
0s seguintes elementos:

« focos: F} e I

» vértices: A, Ay, B; e By

« distancia focal: F1 F, = 2¢

« eixo maior: A, Ay, de medida A, A, = 2a.
« eixo menor: B, B, de medida B; B, = 2b.

« centro da elipse: C' (ponto médio de I F,, A1 A, e B1B; e intersecdo dos eixos maior
e menor)

. . c
+ excentricidade: corresponde ao numeroe = —,com (0 < e < 1.
a
Observacgao 3.25. Quanto mais préxima de 1 a excentricidade de uma elipse, mais “achatada”
é a forma desta. Quando a excentricidade se aproxima de 0, a forma da elipse se aproxima
da forma de uma circunferéncia.
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Figura 32 — Elementos da elipse

B

Fonte: Autoria prépria

Observacgido 3.26. Aplicando o Teorema de Pitagoras no tridngulo C BsF}, da Figura 32,
tem-se:
a> =0+ ¢ (3.14)

Proposicao 3.27 (Equacgao da elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados). Seja
P(z,y) um ponto qualquer de uma elipse de centro C(zq,y,) € eixo maior paralelo ao eixo
T oUu ao eixo y. A equacéao dessa elipse é dada por:

(z — xo)g 4 (y — yo)2

=1 (3.15)

ou

+ =1 (3.16)
(BALESTRI, 2016, p. 207)

A Equacéo 3.15 € usada quando o eixo maior € paralelo ao eixo z, e, a Equagao 3.16,
quando o eixo maior é paralelo ao eixo y.

Demonstragdo. Seja P(x,y) um ponto da elipse de centro C'(xg, yo) € focos Fi(xg — ¢, yo)
e (o + ¢, o) (Figura 33a). Pela definicdo 3.24, tem-se:

d(P, F}) + d(P, F3) = 2a

Usando a Equacéo 3.1 para calcular d(P, F) e d(P, F), obtém-se:

Ve —(zo— )P+ (y —90)? + VIz — (z0 + )2 + (y — 90)> = 2a
\/[$—$o+0]2—|—(y—y0)2—|—\/[x—xo—c]2+(y—y0)2:2a
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Figura 33 — Equagéao da elipse
(b) Elipse com eixo maior paralelo ao eixo
(a) Elipse com eixo maior paralelo ao eixo x y

y : y
P(x,y)

O i B i S o i ST T )
: . 2 /) [ [RRe P(zr,y)

T

Fonte: Autoria prépria

Fazendoxr —xzg=X ey —y =Y, tem-se:

VX +e)2+Y2 4+ /(X —¢)2+Y2=2a
(X +e)24+y2=2a— /(X — )2+ Y2

Elevando ambos os membros da ultima igualdade ao quadrado, tem-se:

VX TP +Y2]2 — 20— V(X =P +Y2}2
(X +e)?+Y?=4a® —da /(X — )2+ Y24+ (X — )2 +Y?
X242 X+ +Y =4a> —4a/(X —c)2 + Y2+ X? —2eX + 2 +Y?
2cX = 4a* — 4a\/(X —¢)2 + Y2 — 2cX
4ar/(X — )2 +Y? = 4a® — 4cX
a/ (X — )24+ Y2=0a?—cX

Novamente eleva-se os dois membros ao quadrado:

[a\/(X —c)?+ er = (a® — cX)?
a? [(X —¢)?+Y?] =a" — 2a°cX + X7
a’ [X2 —2cX +*+ Y2] =a* — 2d%cX + 2 X?
a’X? - 2a%cX +a*c +a*Y? = a* — 2a*cX + 2 X?
a’X? +ad’? 4+ a*Y? =a* + 32X
a’X? - X2+ a?Y? =o' — a?

(a2 _C2)X2 +a2Y2 — (I2<CL2 —62)
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Mas como a? = b% + ¢?, ou seja, a®> — c? = b?, segue-se que:
b2X2 + a2y2 — a2bQ
Como a # 0 e b # 0, entdo a?b* # (. Assim, é possivel dividir ambos os membros por a?b?:

X2 Y?

a2+§:1

Por fim, sédo feitas as mudangas X =z —zpe Y =y — yo:

(37 - 5150)2 (y - yo)2
a? * b? =1

Analogamente, considerando P(z,y) um ponto da elipse de centro C'(zg, yo) € focos
Fi(zo,y0 — ¢) € Fx(xo,y0 + ¢) (Figura 33b), mostra-se que a equagéo da elipse é dada por:

(y — Z/o)2 4 (z — 1'0)2

a? b2 =1

Observacéo 3.28. Se o centro da elipse for a origem, ou seja, C'(0,0), a Equacao 3.15 e a
Equacéo 3.16 sdo, respectivamente, reduzidas as formas:

.1'2 y2

St =1 (3.17)
ou y2 x2

St =1 (3.18)

onde a Equacédo 3.17 representa uma elipse de eixo maior contido no eixo x e a Equa-
cdo 3.18 representa uma elipse de eixo maior contido no eixo y, como ilustrado na Figura 34.

Figura 34 — Equacgéao da elipse com centro na origem

(a) Elipse com eixo maior contido no eixo x (b) Elipse com eixo maior contido no eixo y

Fonte: Autoria prépria
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3.4.2 Hipérbole

Definicao 3.29. Dados dois pontos distintos em um plano F e F5, distantes 2¢ um do outro,
define-se como hipérbole o lugar geométrico dos pontos P do plano cuja diferenga, em
modulo, de suas distancias a F, e F, é constante e igual a 2a, com 2a < 2¢ (LEONARDO,
2016, p. 163).

Conforme Souza e Garcia (2016, p. 97), a hipérbole possui os seguintes elementos:

» focos: Fi e Fy

* vértices: Ay, Ay, By e By

« distancia focal: F} Fy, = 2¢

« eixo real: A, A,, de medida 4, A, = 2a.

* eixo imaginario: B, B,, de medida BBy = 2b.

« centro da hipérbole: C' (ponto médio de F} F,, A1 A; e By B> e intersecéo dos eixos
maior e menor)

- . c
» excentricidade: corresponde ao numero e = —, come > 1.
a

Figura 35 — Elementos da hipérbole

B,

Fonte: Autoria prépria

Observagao 3.30. A excentricidade indica o quanto a hipérbole possui ramos mais fechados
ou abertos, conforme se aproxima de 1 ou for um numero tendendo ao infinito, respectiva-
mente.
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Observacédo 3.31. Aplicando o Teorema de Pitagoras no tridngulo C'A, By da Figura 35,

tem-se:
¢ =a’+0b (3.19)

Proposicao 3.32 (Equacgao da hipérbole com eixos paralelos aos eixos coordenados). Seja
P(z,y) um ponto qualquer de uma hipérbole de centro C(x, yo) € eixo real paralelo ao eixo
x ou ao eixo y. A equacdo dessa hipérbole é dada por:

VRY RN
(@ afo) _ b be) =1 (3.20)

ou _ 9 _ 9
y azyO) _ bz‘%) =1 (3.21)

(BALESTRI, 2016, p. 213-214)
A Equacao 3.20 é usada quando o eixo real é paralelo ao eixo x, e, a Equagao 3.21,
quando o eixo real é paralelo ao eixo y.
Figura 36 — Equacgéo da hipérbole

(a) Hipérbole com eixo real paralelo ao eixo x (b) Hipérbole com eixo real paralelo ao eixo y

™

Y

(!
Yo Yo

4
Ty

Fonte: Autoria prépria

Demonstracdo. Seja P(x,y) um ponto da hipérbole de centro C'(z, yo) e focos F(xo—c, yo)
e Fy(xo + ¢, 1) (Figura 36a). Pela Definigdo 3.29, tem-se:

|d<P7F1)_d(P7F2)| = 2a

Usando a Equagdo 3.1 para calcular d(P, F}) e d(P, F,) e desenvolvendo a equagao,
obtém-se:

= 2a

V=@ =P+ (=) — VI — @0+ O + (v = wo)?

‘\/[x—wo+012+(y—yo)2—\/[ﬂf—xo—012+(y—yo)2‘:2a
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Fazendoxr —xo =X ey —yo =Y, tem-se:

‘\/(X—i—c)Q—l—YQ—\/(X—C)Q—FY? =2a

Elevando ambos os membros da ultima igualdade ao quadrado, tem-se:

[\/(X +¢)? + Yﬂ [:I:Za + V(X —c)2+ Yﬂ
(X+c)2+Y2:4aQi4a\/X—c2—|—Y2—|—(X—c)2—|—Y2
X242 X+ +Y =4a® 40/ (X —c)2 + Y2+ X? —2eX + 2 +Y?
2cX = 4a® :|:4a\/ )2 +Y?2—2cX
4cX —4a? = +dar/(X +Y2
X —a?=+a\/(X —c)2 +Y?2

Novamente eleva-se os dois membros ao quadrado:

(cX —a® [ia\/ 2+ YQ}
AX?—2d°cX +a' =a’ [(X —¢)*+ Y2]
X? —2a*cX +a* = a? [X2 —2cX + S+ Yﬂ
X% —2a*cX +a* = a’X? — 2d%cX + a*c® + a*Y?
AX? 4+ at =’ X? 4+ d’P + ad*Y?
X% —a’X? - ad?Y? = d*® - d*

(CQ o a2)X2 o (12Y2 — CL2(02 o CL2)
Mas como ¢? = a? + b?, ou seja, ¢* — a® = b?, segue-se que:
b2X2 _ a2y2 — a2b2

Como a # 0 e b # 0, entdo a?b? # 0. Assim, é possivel dividir ambos os membros por a?b?,
obtendo: X2
@ !

Por fim, sédo feitas as mudangas X =z —2zpe Y =y — yo:

(z — 20)* _ (y — 40)*

a? b2 =1

De maneira analoga, considerando P(x,y) um ponto da hipérbole de centro C(xg, o)
e focos Fi(zo,yo — ¢) € Fa(xo, yo + ¢), mostra-se que a equagéo da hipérbole é dada por:

(y — Zlo)2 i (z — 1‘0)2

a? b2 =1
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Observacao 3.33. Se o centro da hipérbole for a origem, ou seja, C'(0,0), a Equagao 3.20 e
a Equacéao 3.21 sdo, respectivamente, reduzidas as formas:

1’2 ,y2
ou y2 2

em que a Equacéo 3.22 representa uma elipse de eixo real contido no eixo r e a Equa-
cdo 3.23 representa uma elipse de eixo real contido no eixo y, como ilustrado na Figura 37.

Figura 37 — Equagéo da hipérbole com centro na origem

(a) Hipérbole com eixo real contido no eixo x (b) Hipérbole com eixo real contido no eixo y

Fonte: Autoria prépria

3.4.3 Parabola

Definicao 3.34. Dados uma reta r e um ponto F' ndo pertencente a r, define-se como
parabola o lugar geométrico dos pontos P do plano cuja distdncia a reta r € igual a distancia
ao ponto F. (LEONARDO, 2016, p. 160).

De acordo com Smole e Diniz (2016, p. 150), a parabola possui os seguintes
elementos (Figura 38):

» foco: F

reta diretriz: d
« parametro: p, em que p > 0 e representa a distancia entre F' e d (p = d(F, d))
* vértice: V

* eixo de simetria: 6 13
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Figura 38 — Elementos da parédbola

Fonte: Autoria prépria

Proposicao 3.35 (Equacéo da parabola com reta diretriz paralela a um dos eixos coordena-
dos). Seja P(x,y) um ponto qualquer de uma parabola de vértice V (xv, yy ) e reta diretriz
d paralela ao eixo x ou ao eixo y. A equacdo dessa parabola é dada por:

(z —2v)* =2p(y — yv) (3.24)
se d for paralela ao eixo x e a parabola tiver concavidade voltada para cima;

(z —zv)? = =2p(y — yv) (3.25)
se d for paralela ao eixo x e a parabola tiver concavidade voltada para baixo;

(y—yv)? = 2p(x — xv) (3.26)
se d for paralela ao eixo y e a parabola tiver concavidade voltada a direita;

(y—yv)* = —2p(z — av) (3.27)

se d for paralela ao eixo y e a parabola tiver concavidade voltada a esquerda. (IEZZI et al.,
2016, p. 108)

Demonstragdo. Aqui sera demonstrada a Equacao 3.26, ou seja, de uma parabola com
concavidade voltada a direita, como ilustrado na Figura 39c. As demonstragdes das
equagodes 3.24, 3.25 e 3.27 sdo analogas.

Seja P(x,y) um ponto da parabola de vértice V(xy,yy) e foco F <xv + g,yv),
com concavidade voltada a direita. Pela Definicao 3.34, tem-se:

d(P, F) = d(P,d)
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Figura 39 — Equacgao da parabola

(a) parabola com concavidade voltada para cima (b) parabola com concavidade voltada para baixo

v

(@]

Fonte: Autoria prépria

Como d(P,d) = d(P, P’), onde P’ <:va - g, y) e usando a Equagéo 3.1, tem-se:

\/[x—(xv+§>r+(y—yv)2=\/[x—<xv—§>r+(y—y)2
\/(x—wv—g)QJr(y—yv)Q:\/<$—$V+g)2

Fazendo x —xy = X ey — yy = Y e elevando os dois membros ao quadrado, obtém-se:

Y=g v = (xe 8y

2 2
X2opX + v X apx 4 B

Y? =2pX
Por fim, s&do feitas as mudangas X =z —2pe Y =y — yo:

(y—yv)? =2p(z —xv)
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Observacao 3.36. Se o Vértice da parabola coincidir com a origem, ou seja, V' (0,0), as
equacgoes 3.24, 3.25, 3.26 e 3.27 sao, respectivamente, reduzidas as formas:

= 2py (3.28)
2 = —2py (3.29)
v = 2px (3.30)
y2 = —2px (3.31)

em que a Equacao 3.28, Equacao 3.29, Equacao 3.30 e Equacéao 3.31 representam parabo-
las com concavidade voltada para cima, para baixo, a direita e a esquerda, respectivamente,
como ilustrado na Figura 40.

Figura 40 — Equacéao da parabola com vértice na origem

(b) parabola com concavidade voltada para

(a) pardbola com concavidade voltada para cima baixo
Yy Y P
p
p 2
F Vv +
£ Plz,y) ¥ x
2 @
V X
0 T f
T 2
P
= q
2 d F
P.‘
(c) parabola com concavidade voltada (d) parabola com concavidade voltada a
a direita esquerda

d

PI

P(z,y) ::

- p O @
/2

Fonte: Autoria prépria
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Capitulo 4

O desenvolvimento da pesquisa

4.1 Aspectos metodologicos

A presente pesquisa tem abordagem qualitativa, tendo como foco principal o pro-
cesso e o seu significado.

Na abordagem qualitativa, a pesquisa tem o ambiente como fonte direta dos
dados. O pesquisador mantém contato direto com o ambiente e o objeto
de estudo em questao, necessitando de um trabalho mais intensivo de
campo. Nesse caso, as questdes sdo estudadas no ambiente em que elas
se apresentam sem qualquer manipulagao intencional do pesquisador. [...]
Os dados coletados nessas pesquisas sao descritivos, retratando o maior
numero possivel de elementos existentes na realidade estudada. Preocupa-
se muito mais com o processo do que com o produto. Na analise dos
dados coletados, nao ha preocupagao em comprovar hipéteses previamente
estabelecidas, porém estas eliminam a existéncia de um quadro teorico
que direcione a coleta, a analise e a interpretagdo dos dados (PRODANQV;
FREITAS, 2013, p. 70).

Do ponto de vista da sua natureza, este trabalho é classificado como uma pesquisa
aplicada, pois tem como objetivo gerar conhecimentos para aplicacao pratica no ensino da
Geometria Analitica.

Em relacédo aos seus objetivos, esta pesquisa é classificada como exploratéria. De
acordo com Gil (2008a, p. 27), esse tipo de pesquisa tem a “finalidade de desenvolver,
esclarecer e modificar conceitos e ideias, tendo em vista a formulagao de problemas mais
precisos ou hipbdteses pesquisaveis para estudos posteriores”.

Quanto aos procedimentos técnicos, este trabalho é relacionado como uma pesquisa
de campo. Segundo Marconi e Lakatos (2003, p. 186), pesquisa de campo é “aquela utilizada
com o objetivo de conseguir informacdes e/ou conhecimentos acerca de um problema, para
0 qual se procura uma resposta, ou de uma hipétese, que se queira comprovar, ou, ainda
descobrir novos fendbmenos ou as relacdes entre eles”.
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Os instrumentos utilizados para esta pesquisa sdo as Atividades de Exploracéo,
Listas de Problemas e Testes. Esses instrumentos oferecem diversidade na coleta de dados,
assim, aumentam a confiabilidade nos resultados. Além disso, a observagao da aplicagao
da sequéncia didatica € um importante fator na investigacdo de uma pesquisa qualitativa. “O
estudo de campo tende a utilizar muito mais técnicas de observagao do que de interrogagao”
(GIL, 20083, p. 57).

4.2 Sujeitos e campo de pesquisa

Este estudo foi realizado na Escola Officina do Saber, do municipio de Carangola,
situado na Zona da Mata de Minas Gerais, onde o pesquisador leciona a disciplina de
Matematica desde 2014. A populagéo estimada da cidade em 2018 é de 32988 habitantes
(IBGE, 2018).

A Escola Officina do Saber, da rede privada, possui 20 anos de existéncia e oferece
estudo da Educacao Infantil ao Ensino Médio. A 3?2 série do Ensino Médio possui, no
momento da pesquisa, 26 alunos matriculados, dentre eles um aluno na condi¢cao de
ouvinte. A escola conta com uma sala de informatica com 20 computadores, que poderia
ser utilizada nesta pesquisa. Entretanto, optou-se por utilizar a prépria sala da 32 série, que
possui ar-condicionado, quadro branco e uma Smart TV, para que os alunos acompanhem
o desenvolvimento das atividades realizadas com o GeoGebra.

Segundo levantamento da Folha de S.Paulo (TAKAHASHI; GAMBA; SALDANA,
2018), a respeito do desempenho dos participantes de 3° ano do Ensino Médio no ENEM
de 2017, que avaliou 14124 escolas publicas e privadas, respeitando o minimo de dez
estudantes por colégio, a Escola Officina do Saber apresentou os resultados contidos na
Figura 41.

Observa-se que a Escola Officina do Saber obteve um bom desempenho no Enem
de 2017, visto que € um colégio do interior de Minas Gerais. Comparando os resultados da
escola em questdao com a média de todos os participantes do exame, a diferenga é enorme.
De acordo com resultados divulgados pelo INEP (2018), a nota média dos participantes por
area de conhecimento foram:

Linguagens, Codigos e suas Tecnologias: 510,2.
» Ciéncias Humanas e suas Tecnologias: 519,3.

+ Matematica e suas Tecnologias: 518,5.

» Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias: 510,6.

* Redagao: 558.
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Figura 41 — Resultados da Escola Officina do Saber no ENEM de 2017

Posicéo Brasil (provas objetivas) 1692
Posicao Estado (provas objetivas) 322
Posicdo Brasil (redacéo) 872

Posicao Estado (redacao) 209

Estado MG

Municipio CARANGOLA

Escola ESCOLA OFFICINA DO SABER
Dependencia Administrativa Privada
Porte da escola (n° de alunos no 3° ano) De 31a 60 alunos
Ciéncias da natureza 586,79

Ciéncias humanas 590,21

Linguagens 564,29

Matematica 634,38

Média provas objetivas 593,92

Média na redagao 729,68

Fonte: (TAKAHASHI; GAMBA; SALDANA, 2018)

A diferenca na nota de Matematica e suas Tecnologias entre a Escola Officina do
Saber e a média dos estudantes foi superior a 100 pontos. Em redacao, a diferenga passou
de 150 pontos. Ainda conforme a pesquisa da Folha, o indicador de nivel socioeconémico
dos alunos da 3? série do Ensino Médio da Escola Officina do Saber de 2017 ¢é alto.

O pesquisador leciona nessa turma desde o ano de 2015, quando estavam no 9°
ano do Ensino Fundamental. Dentre os 26 alunos dessa classe, 18 j4 estudavam na Escola
em 2015, no 9° ano; 5 alunos ingressaram em 2016, na 12 série do Ensino Médio; e 3
ingressaram em 2017, na 22 série. Isso faz com que o docente tenha um bom conhecimento
das potencialidades e dificuldades de seus alunos. Outra caracteristica importante desse
grupo é que 18 alunos residem em Carangola e os outros 8 em cidades vizinhas.

A 32 série do Ensino Médio na Escola Officina do Saber possui grade curricular com
42 aulas semanais. As aulas sao distribuidas em 6 periodos no turno matutino, de segunda
a sexta-feira, e mais 6 aulas no turno vespertino, segunda e quinta-feira. Acrescenta-se a
isso 7 simulados do Enem aplicados em dois sdbados durante o ano, totalizando 14 dias
extras de provas. O interessante dos simulados é que os alunos recebem notas de acordo
com a TRI (Teoria de Resposta ao ltem), utlizada no Enem, e podem comparar suas notas
com as de outros alunos que utilizam o mesmo material didatico.

A pontuagéo distribuida anualmente é de 100 pontos, dividida em quatro bimestres
de 25 pontos cada um. O aluno é aprovado se alcancar 70 pontos. Pelo regimento da
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escola, o professor deve distribuir, bimestralmente, 10 pontos para os simulados do Enem,
10 pontos para a avaliagao bimestral e 5 pontos por participacao ou atividades.

Para as aulas de Matematica, sao destinados, semanalmente, 6 periodos de 50
minutos, sendo trés periodos as tergas-feiras e trés as sextas-feiras, ambos de 7:00 h as
9:30 h. O material didatico de Matematica do Ensino Médio é organizado de forma que na
12 e 2% série sejam estudados um grande volume de conteudo, para que a 3? série seja um
revisional dos assuntos ja estudados, acrescidos de Numeros Complexos, Polinbmios e
Geometria Analitica, estudados exclusivamente na 3? série.

4.3 A elaboracao da sequéncia didatica

Sequéncia didatica € “um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articu-
ladas para a realizagdo de certos objetivos educacionais, que tém um principio e um fim
conhecidos tanto pelo professor como pelos alunos” (ZABALA, 1998, p. 18).

Peretti (2013, p. 6) vai além, diz que sequéncia didatica “é uma maneira de encaixar
0s conteudos a um tema e por sua vez a outro e tornando o conhecimento l6gico ao trabalho
pedagogico desenvolvido”.

Considerando o conteudo de Geometria Analitica abordado no Ensino Médio, foi
decidido organizar os assuntos em sete modulos. A primeira aula, no dia 03 de agosto,
foi destinada a instalacdo do GeoGebra nos notebooks dos alunos, a apresentagao das
ferramentas do programa e a uma breve introducao histérica, com duragdo de 2h30min.
Cada modulo seguinte, devia ser trabalhado em dois dias, sendo trés periodos de 50
minutos cada um. Porém, com o andamento da pesquisa, a distribuicdo das aulas em cada
médulo ficou como mostra o Quadro 1. O dia 11 de setembro foi dividido entre os médulos
V e Vl e o dia 18 de setembro entre os moédulos VI e VII.

Quadro 1 — Sequéncia didatica

Modulo Dias Aula
03 de agosto GeoGebra e um breve histérico de GA

I 07 e 10 de agosto Plano cartesiano e ponto

Il 14 e 17 de agosto Estudo analitico da reta |

1] 21 e 24 de agosto Estudo analitico da reta Il

\Y 28 e 31 de agosto Estudo analitico da circunferéncia |
\Y 04 e 11 de setembro Estudo analitico da circunferéncia |l
VI 11, 14 e 18 de setembro Elipse e hipérbole
VIi 18 e 21 de setembro Parabola

Fonte: Autoria prépria

No médulo | foram trabalhados os seguintes assuntos: plano cartesiano e coordena-
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das de um ponto, bissetrizes dos quadrantes pares e impares, distancia entre dois pontos,
ponto médio de um segmento, baricentro de um tridngulo, condigao de alinhamento de trés
pontos e area de um tridngulo.

O modulo Il explorou a reta no contexto cartesiano, tratando das equacgoes geral e
reduzida de uma reta, que podem ser obtidas através da condi¢cao de alinhamento de trés
pontos ou da equacao fundamental da reta. Outro topico importante € como obter o ponto
de intersecado de duas retas concorrentes, dadas as suas equagoes.

No modulo lll, foi desenvolvida a habilidade de identificar a posigao relativa de duas
retas dadas as suas equacgdes, obter retas paralelas e perpendiculares dados um ponto e
uma reta, calcular o angulo formado por duas retas e a distancia entre um ponto e uma reta
e resolver inequagdes do 1° grau com duas variaveis.

No modulo IV estudou-se a circunferéncia analiticamente. O objetivo é relacionar
as equagoes geral e reduzida da circunferéncia com a sua localizagdo no plano cartesiano,
como, por exemplo, localizar o centro da circunferéncia e descobrir a medida de seu raio. O
método de completar quadrados para obter a equagéo reduzida, dada a equagao geral de
uma circunferéncia também deve ser destacado.

O moédulo V é uma sequéncia natural do médulo anterior. Depois de estudar retas e
circunferéncias, foram criadas condi¢gdes para obter a posi¢ao relativa entre elas e entre
duas circunferéncias. Outro assunto abordado serdo as inequacdes do 2° grau em duas
variaveis.

O médulo VI abordou o estudo analitico da elipse e da hipérbole. O mdédulo Vi
tratou sobre a parabola. Em ambos 0s casos serao relacionadas as equagdes com o objeto
geométrico, como a sua forma e a localizagdo dos seus principais elementos, além de
relacionar algumas de suas medidas.

4.4 Atividades de exploracao

Ainda existe bastante resisténcia ao uso instrutivo das tecnologias de informacao e
comunicagao (TIC) no meio escolar. Para Rodrigues e Miranda (2013, p. 24), tal resisténcia
se deve ao receio da evolucéo das TIC, que transmitem a sensacéo de que chegaram ao
ponto de ndo depender da evolugao intelectual e racional.

Entretanto, € possivel criar atividades relacionadas as TIC capazes de desenvolver o
intelectual do aluno. As Atividades de Exploracao propostas nesse trabalho tém o objetivo de
desafiar, motivar os alunos a exploracao, a reflexdo e a descoberta. Elas foram elaboradas
para estimular e encorajar cada aluno a fazer conjecturas, tomar decisées e argumentar
para justificar o seu raciocinio. A vantagem do uso desse tipo de atividade € que o estudante
assume o protagonismo do processo educacional, sendo um ser ativo na construgao do
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seu conhecimento.

César (2000, p. 55) busca demonstrar que o trabalho a pares contribui para o
desenvolvimento sociocognitivo dos alunos e promove a apreensao de conhecimentos e a
aquisicao de competéncias matematicas. No fragmento abaixo, o autor apresenta detalhes
sobre como deve ser feito o trabalho na sala de aula:

Os alunos devem ajudar-se mutuamente, devem formular conjecturas e
testa-las, devem saber explicar aos colegas o que pensaram e como re-
solveram as tarefas que lhes foram propostas, devem por questoes aos
colegas que estdo a explicar as resolugdes que fizeram sempre que as
tenham percebido. Neste novo contrato didatico responder ao acaso, sé
para verem se acertaram, ja& ndo compensa, pois é necessario explicar
como se pensou (CESAR, 2000, p. 55).

Nesse contexto, foram elaboradas onze Atividades de Exploragédo, contidas no
Apéndice A deste trabalho, utilizando o software GeoGebra com o intuito de promover
0 ensino e o aprendizado da Geometria Analitica. Essas atividades foram aplicadas em
duplas, com o objetivo de estimular a troca de ideias e a busca pela informacao através
da experimentacéo. O esperado era que essa experiéncia fosse algo marcante para os
alunos, de modo que o conteldo fosse realmente aprendido. A seguir, sera feita uma breve
descri¢ao de cada atividade.

A Atividade de Exploracao 1 (Figura 42) teve como obijetivo relacionar as coorde-
nadas dos vértices A(z4,y4), B(zp,ys) € C(xc,yc) de um tridngulo com as coordenadas
G(z¢,yq) de seu baricentro. Nessa atividade, destaca-se a construgdo do baricentro do
tridngulo, marcando-se os pontos médios dos lados e tragcando as medianas. Esperava-se
que os alunos observassem que as coordenadas do baricentro sdo dadas pela média
aritmética das coordenadas dos vértices do tridngulo, ou seja:

v — TA+2xp+ TC oo = Yya +yYB + Yc
3 3

A Atividade de Exploracao 2 (Figura 43) propds comparar a area de um triangulo

de vértices A(za,ya), B(xp,yp) € C(zc,yc) com o determinante:

Ta ya 1
D=\|zp yp 1

o yo 1

Além disso, essa atividade permitiu que fosse explorada a condicao de alinhamento
de trés pontos no plano cartesiano. Era previsto que, nessas condi¢des, os discentes
concluissem que a area de um triangulo € metade do médulo de D, e, quando A, Be C
estdo alinhados, D = 0.
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Figura 42 — Atividade de Exploracao 1
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A Atividade de Exploracao 3 (Figura 44) foi construida como uma ferramenta para
ajudar na compreensao da posi¢ao de uma reta no plano dado a sua equacéao reduzida.
Foram trabalhados os casos em que a reta é vertical ou horizontal separadamente do caso
em que a reta é inclinada ou declinada. Os alunos deviam concluir que o coeficiente angular
m da equacao y = mx + n da reta r altera a sua inclinacao, de forma que se m > 0 entao
areta € inclinada e se m < 0 entdo a reta é declinada; e que o coeficiente n € a ordenada
do ponto de intersecado da reta » com o eixo y; € as equagdes xt = cey =k, comc, k € R,
séo retas verticais e horizontais, que passam pelos pontos (¢, 0) e (0, k), respectivamente.

Figura 44 — Atividade de Exploracao 3

Fonte: Autoria prépria

A Atividade de Exploracao 4 (Figura 45) permitiu que fossem feitas mudangas nos
coeficientes das equacbes das retas re s,onder : y = m,x +n, € s : y = Mmsx + ng,
a fim de criar condi¢gbes para que elas fossem coincidentes, paralelas ou concorrentes.
Desejava-se que os alunos percebessem que se r e s forem coincidentes, entdo m, = mg
e n, = ng; se r e s forem paralelas, entdo m, = mg e n, # ng; por fim, se r e s forem
concorrentes, entao m, # mg.

A Atividade de Exploracao 5 (Figura 46) mantinha o foco nas posi¢cdes relativas
entre duas retas r e s, agora com o caso delas serem perpendiculares. A diferenca dessa
atividade para a anterior é que a reta s foi fixada como perpendicular a r, variando de
acordo com a posicao de r. Desse modo, altera-se apenas os coeficientes da reta r.
Esperava-se que os discentes observassem que o coeficiente linear nao influencia a
condigao de perpendicularidade, cabendo ao coeficiente angular essa fungao. Comparando
os coeficientes angulares de r e s, deve ser concluido que o produto deles é igual a —1.
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Figura 45 — Atividade de Exploragao 4
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Figura 46 — Atividade de Exploragao 5
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A Atividade de Exploracao 6 (Figura 47) esta associada a equacgéao da circunferén-
cia. A circunferéncia é construida a partir de seu centro C' e um ponto P que pertence a ela.
Assim, o GeoGebra gera a sua equacgao, que € alterada conforme as localizagdes de C' e P
no plano cartesiano. Nessa atividade, deve ser perceptivel que a equacao da circunferéncia
assume a forma (x — a)? + (y — b)? = k. Deslocando-se o ponto P no plano cartesiano,
o Unico parametro da equagao que se altera € k, de acordo com a distancia entre C' e P,
que representa o raio da circunferéncia. A relagdo entre k e o raio r da circunferéncia é
dada por k = r2. Essa relacédo pode ser notada mais facilmente se o segmento de reta C P
for paralelo a algum dos eixos coordenados. Deslocando-se o ponto C' no plano, deve-se
notar que além da também alteragdo do parametro £, devido a medida do raio, também
ocorre mudancas nos parametros a e b, que representam as coordenadas do centro da
circunferéncia.

Figura 47 — Atividade de Exploracao 6

Fonte: Autoria prépria

A Atividade de Exploracao 7 (Figura 48) tem o objetivo de criar condi¢gbes para
que seja possivel determinar a posicao relativa entre uma reta e uma circunferéncia dadas
as suas equagdes. E possivel, a partir da distancia do centro C' da circunferéncia a reta r
(d(C,r)) e do raio R da circunferéncia, concluir se a reta é externa, tangente ou secante a
circunferéncia. Deve ser notado que d(C, r) pode ser calculada pela férmula da distancia
de um ponto a uma reta (Figura 22). Era esperado que os alunos chegassem ao seguinte
resultado: se d(C,r) > R entdo a reta é exterior a circunferéncia; se d(C,r) = R entédo a
reta é tangente a circunferéncia; se d(C,r) < R entéo a reta é secante a circunferéncia.
Nessa atividade, foi fixado R = 5.
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Figura 48 — Atividade de Exploracao 7

Fonte: Autoria propria

A Atividade de Exploracao 8 (Figura 49) continua tratando de posi¢des relativas,
agora entre duas circunferéncias. Sao construidas duas circunferéncias c; e ¢, de centros
Ci e (Cyeraiosr; =5 e ry = 3. As posicoes relativas entre as circunferéncias sao obtidas
por meio da comparagdo entre a distancia entre C; e C5 (d(C1, C3)) e as medidas dos
raios r; € ro. Os estudantes deveriam chegar ao seguinte resultado: as circunferéncias
séo externas se d(Cy,Cy) > 11 + ry; as circunferéncias sdo tangentes externamente se
d(Cy,Cy) = 11 + re; as circunferéncias sdo secantes se r; — ry < d(Cy,Cy) < 11 + 19; @s
circunferéncias sdo tangentes internamente se d(Cy, Csy) = r; — ry; as circunferéncias séo
internas se d(Cy, Cs) < r; — 5. Como 7, e ry foram fixados em 5 e 3, respectivamente, ndo
ha necessidade de se escrever |r; — ry| ao invés de simplesmente r; — ry, porém, a regra
geral possui 0 modulo da diferenca entre os raios.

A Atividade de Exploracao 9 (Figura 50) estuda a elipse analiticamente. Uma
elipse é construida a partir de seus focos F} e F; e um ponto () que pertence a ela. A
partir dessa construcdo, o GeoGebra gera a equacao da elipse que pode ser colocada
na forma reduzida. Deve-se ter claro que no Ensino Médio estuda-se elipses com eixo
focal paralelo a um dos eixos cartesianos. Outros elementos importantes da elipse devem
ser observados, como as coordenadas de seu centro C, seus vértices A;, Ay, B; e By,
as medidas a e b dos semieixos maior e menor e a medida ¢ da semidistancia focal.
Outro topico importante é a abordagem da elipse como lugar geométrico dos pontos P
que satisfazem d(P, Fy) + d(P, F;) = 2a, tal propriedade pode ser verificada no softwafe
deslocando-se P sobre a cénica. Por fim, discute-se como a excentricidade da elipse altera
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a sua forma, deixando-a mais achatada ou arredondada, conforme se aproxima de 1 ou 0,
respectivamente. Existe a possibilidade de trabalhar com a relagdo a® = b* + ¢, para isso,
pode ser feito o triangulo retangulo F;C Bs.

Figura 49 — Atividade de Exploracao 8
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Figura 50 — Atividade de Exploracao 9
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A Atividade de Exploracao 10 se relaciona ao estudo analitico da hipérbole, sendo,
de maneira proposital, muito semelhante a atividade anterior, para que as propriedades
possam ser comparadas. Nessa atividade, tem-se uma hipérbole construida a partir de
seus focos F; e F5, e um ponto () que pertence a ela. Novamente, o presente estudo
restringe-se aos casos em que a hipérbole possui eixo focal paralelo a algum dos eixos
cartesianos. Os elementos discutidos aqui sdo os mesmos da atividade anterior, sendo
eles: as coordenadas do centro C', os vértices A;, Ay, B, e By, as medidas a e b dos
semieixos real e imaginario e a medida c da semidistancia focal. Também é possivel verificar
a propriedade da hipérbole como lugar geométrico, em que dado um ponto P pertencente a
conica, tem-se: |d(P, ) — d(P, F3)| = 2a e explorar a forma da hipérbole de acordo com a
sua excentricidade, que fica com os seus ramos mais fechados ou abertos, conforme o valor
se aproxima de 1 ou tende ao infinito, respectivamente. Uma sugestao de exploragdo dessa
atividade para quem desejar se aprofundar no assunto, que nao foi abordada com os alunos
neste trabalho, é a possibilidade de estudar as equacgdes das assintotas da hipérbole, como
mostra a Figura 51 na cor cinza.

Figura 51 — Atividade de Exploracao 10
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Fonte: Autoria prépria

A Atividade de Exploracao 11 (Figura 52) é a ultima e tinha como objetivo estudar
analiticamente a parabola. Como parabolas com concavidade voltada para cima e para baixo
ja foram estudadas em funcao quadratica ao longo do Ensino Médio, optou-se por construir
uma atividade cujas parabolas apresentadas tém concavidades voltadas a esquerda e
a direita. Porém, uma atividade semelhante que abrange os outros casos também pode
ser elaborada. Nessa atividade, a parabola foi construida a partir de um ponto F', que
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representa o foco da parabola, e uma reta diretriz d, paralela ao eixo das ordenadas. Deve-
se observar que a equagao da parabola tem a forma (y —yy)? = +2p(x —zv ), onde (zv, yv)
representa as coordenadas do vértice V' e p é a distancia entre o foco e a reta diretriz da
parabola. O sinal 4+ tem relacao direta com a concavidade da parabola, se a parabola tiver
concavidade voltada a direita o sinal é positivo e, se a parabola tiver concavidade voltada
a esquerda, negativo. Todas essas observagdes deverao ser feitas experimentando-se
possiveis posi¢des para o foco e para a reta diretriz da conica. Por fim, sera verificada a
condicdo que cada ponto P da parabola é equidistante do foco F' e da reta diretriz d dessa
curva, ou seja, d(P, F) = d(P,d).

Figura 52 — Atividade de Exploracdo 11
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Fonte: Autoria prépria

Todas as Atividades de Exploragéo propostas nesta pesquisa poderao ser acessadas
e utilizadas a fim de produzir e disseminar conhecimento por professores e alunos. Para isso,
sera necessario conectar-se a internet, criar uma conta gratuita no GeoGebra e pesquisar
pelo nome do autor Thiago Vital. As atividades estdo nomeadas de acordo com o Quadro 2,
que também expde o mddulo em que foram aplicadas.
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Quadro 2 — Atividades de Exploracao

Numero da atividade Nome da Atividade de Exploracao Médulo aplicado
1 Baricentro de um triangulo I
2 Area de um tridngulo I
3 Equacéao reduzida da reta [l
4 Posicoes relativas entre duas retas [
5 Retas perpendiculares [
6 Equacéo da circunferéncia v
7 Posicdes relativas entre reta e circunferéncia \"
8 Posicoes relativas entre duas circunferéncias \
9 Equacéao da elipse Vi
10 Equacéo da hipérbole Vi
11 Equacéao da parabola VII

Fonte: Autoria prépria

4.5 Listas de problemas

Um problema matematico é “qualquer situagdo que exija a maneira matemética de

pensar e conhecimentos matematicos para soluciona-la” (DANTE, 2000, p. 10).

Segundo os PCN, a resolugéo de problemas é uma importante estratégia de ensino.

Os alunos

[---] aprendem a desenvolver estratégia de enfrentamento, planejando
etapas, estabelecendo relages, verificando regularidades, fazendo uso dos
proprios erros cometidos para buscar novas alternativas; adquirem espirito
de pesquisa, aprendendo a consultar, a experimentar, a organizar dados, a
sistematizar resultados, a validar solugdes; desenvolvem sua capacidade
de raciocinio, adquirem auto-confianga e sentido de responsabilidade; e,
finalmente, ampliam sua autonomia e capacidade de comunicacao e de

argumentagao (BRASIL, 1998, p. 52).

Dante (2000) classifica os problemas em:

» problemas padrédo: ndo requerem estratégia para a sua resolucéo, bastando a aplica-

cao direta de um ou mais algoritmos. A tarefa basica para a solugao do problema é

transformar a linguagem usual em linguagem matemaética;

* problemas-processo ou heuristicos: exigem do aluno um tempo para montar um

plano de execucgdo, ou seja, em geral, ndo podem ser traduzidos diretamente para a

linguagem matematica. Esse tipo de problema estimula a curiosidade, a criatividade e

a exploracao;
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» problemas de aplicacao: também conhecidos como situa¢des-problema. Eles propéem
a utilizacao de técnicas, conceitos e procedimentos para resolver uma situagao real;

 problemas de quebra-cabeca: sdo problemas desafiadores. Geralmente, a sua resolu-
¢cao depende da percepg¢ao de um truque ou de um golpe de sorte.

Sabendo da importancia da resolugcao de problemas na constru¢do do conhecimento
matematico, nesta etapa do trabalho, os alunos colocaram em pratica os conhecimentos
adquiridos nas Atividades de Exploracao para resolver as Listas de Problemas contidas
no Apéndice B. Os problemas selecionados sao questdes de diversos vestibulares e do
ENEM, que tinham como objetivo preparar os estudantes para esses exames. Os itens das
listas sdo, em sua maioria, classificados como problemas-processo ou heuristicos, ja que
este tipo de problema é mais comum de ser encontrado quando se trabalha com Geometria
Analitica.

4.6 Testes

Ao final de cada mddulo, foi aplicado um teste aos alunos, com carater formativo.
A avaliacao formativa possibilita ao professor e aluno perceber progressos e dificuldades,
além de fornecer indicadores sobre possiveis falhas no processo didatico (MORAES, 2011).
Para que os testes ndo sejam apenas instrumentos de contabilizar erros, o pesquisador
discutird com os alunos, ao final de cada aplicacao, as diferentes maneiras de resolucao das
questoes, as principais dificuldades encontradas e quais foram os conceitos trabalhados. O
Geogebra também sera utilizado como ferramenta nesta etapa, possibilitando a visualiza¢ao
grafica do problema. Entretanto, como € necessario atribuir uma nota aos alunos por uma
prova, ficou definido que cada um dos 7 testes teria o valor de 2 pontos. Assim, as cinco
notas mais altas de um aluno seria contabilizada como a nota da avaliagao bimestral.
Desse modo o pesquisador nao reaplicaria um teste devido a auséncia do aluno. Os Testes
aplicados estdao no Apéndice C.

O Teste 1 (Figura 53) é composto de uma questao dividida em quatro itens, sobre
plano cartesiano e ponto. No primeiro item sdo dados trés pontos de um plano: A(—4,2),
B(6,4) e C(10,—8); é pedido para encontrar a localizagdo de D, E e F, pontos médios
dos segmentos de reta AB, BC e C'A. Usando a férmula do ponto médio de um segmento
Equacéo 3.2, obtém-se facilmente D(1,3), £(8,—2) e F(3,—3).

O segundo item pede a razao entre as medidas dos segmentos de reta FF' e AB.

EF 1
Como E'F é base média do triangulo ABC, de base AB, conclui-se que 15— 3 Porém,

espera-se que os alunos calculem as medidas desses segmentos, para posteriormente
encontrar a razdo. Sendo assim, pela férmula da distancia entre dois pontos Equagéao 3.1,

__ _ EFF 1
tem-se: EF = /26 e AB = 21/26; logo, ~j — 5 Uma possibilidade de discussao dessa
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questao seria calcular também as razées entre DF e BC e entre DE e AC, verificando
1
que os triangulos DEF e ABC' sao semelhantes de razao 7

O proximo item compara as areas dos triangulos DEF e ABC. Como a razao
n ! - y , ,
de semelhanca entre os triangulos, nessa ordem, é 2 entdao a razido entre as areas é

2
1 , , A
(5 =71 Porém, espera-se que os estudantes calculem a area de cada triangulo, e

depois a razédo. Usando a férmula da area de um triangulo dadas as coordenadas de
seus Vvértices, conclui-se que as areas dos triangulos DEF e ABC sao 16 u. a. e 64 u.
a., respectivamente. Assim, a razao entre as areas é igual a i O docente, ao discutir
essa questao com a turma, podera propor uma reflexdo sobre este item. Nota-se que os
segmentos dereta DE, EF e F'D dividem o triangulo ABC' em quatro triangulos de mesma
area. Isso permite que sejam criados grupos para que cada um deles calcule a area de
um tridngulo e observem que as areas sao iguais. A propriedade pode ser demonstrada
para qualquer tridngulo dividido pelos segmentos de reta cujas extremidades sao os pontos
médios dos seus lados.

Por fim, no dltimo item, deve-se calcular as coordenadas do baricentro G do trian-
gulo ABC. Através da féormula das coordenadas do baricentro Equacéao 3.3, encontra-se
2
G |4, —§> . Também pode ser observado que G é baricentro do triangulo DEF'. A figura

abaixo ilustra a questao.

Figura 53 — Teste 1

B
D

Fonte: Autoria prépria
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O Teste 2 (Figura 54) é um problema dividido em quatro itens. Os dois primeiros dao
condi¢bes para encontrar as equacgoes reduzidas de duas retas r e s. A reta r passa pelo
ponto A(2,2) e tem coeficiente angular 2. Pela equagéo fundamental da reta Equagéo 3.7,
obtém-se r : y = 22 — 2. A reta s passa pelos pontos C'(2,7) e D(4,1). Para obter a sua
equagao, desenvolve-se:

I

e

—_ = =
Il
o

assim, tem-se s : y = -3z + 13.

No terceiro item deve ser encontrado o ponto F, interseg¢do entre as retas r e
s. De posse das equacdes reduzidas dessas retas, o problema pode ser solucionado

Yy =2x—2
y=—3r+13

que possui solugdo Unica correspondente ao par ordenado (3, 4), coordenadas de E.

resolvendo-se o sistema:

No quarto item, que depende dos anteriores, é pedido a distancia de E£(3,4) a
origem. Por meio da Equacao 3.1, calcula-se a distancia entre os dois pontos, resultando
em5u. c.

Figura 54 — Teste 2

By

Fonte: Autoria prépria



Capitulo 4. O desenvolvimento da pesquisa 88

O Teste 3 (Figura 55) se inicia com um item ja cobrado no teste anterior. Sao dados
dois pontos A(0, —2) e B(8,4) para encontrar a equagéo da reta r, que passa por eles.
Desenvolvendo

r y 1
0 -2 1|=0
8§ 4 1

obtém-se a equacao da reta r, que pode ser dada na forma geral ou reduzida, pois ambas
o - L. Lo - 3

serdo uteis nos proximos tépicos. As possiveis respostas sdo: y = Zx -2, -3rx+4y+8=0

edr—4y—8=0.

Os préximos dois itens referem-se ao estudo da posicéo relativa entre duas retas. E
dado um ponto C' de coordenadas (1, 5) e sdo pedidas as equagdes das retas s, paralela a
r e que passa por C, e t, perpendicular a r e que também passa por C'. Considerando que
r || s, tem-se a igualdade dos coeficientes angulares, logo, m, = Z Comot L r,tem-se

4 -
my-my = —1 = my = -3 Conhecendo os coeficientes angulares de s e t e sabendo

que ambas passam por C'(1,5), usa-se a equagdo fundamental da reta Equagéo 3.7 para
3

. 17 4 19
conclquues:y:L—lx+zet:y:—§x+§.

O quarto item é relativo a distancia de um ponto a uma reta. Deve ser calculada
a distancia do ponto C & reta r. E importante notar que, como r | seC € s, tal célculo
equivale a distancia entre as retas paralelas r € s. Pela Equacao 3.11 (férmula da distancia
de um ponto a uma reta) e considerando r : 3x — 4y — 8 = 0, tem-se:

3 1-4-5-8]

d(C,r) Yy

desenvolvendo a expressao conclui-se que a distancia entre C' e r é igual a 5 u. c.

Figura 55 — Teste 3

Fonte: Autoria prépria
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No Teste 4 (Figura 56) sao verificados os conceitos aprendidos sobre o estudo
analitico da circunferéncia. Inicialmente, sdo dadas duas circunferéncias \; e A\, de equa-
gbes gerais A\, : 22 + 4% — 20 — 6y — 15 = 0e Ay : 2% + 9% + 14z — 10y + 69 = 0 para
converté-las para a forma reduzida. Através do método de completar quadrados, tem-se:
AMi(z+1)?+(y—3)2=25eX: (z+7)2?+ (y—5)?=5.

O segundo item é uma questédo de interpretacao das equacdes reduzidas. Deve-se
obter os centros das circunferéncias A\; e A9, que sdo C1(—1,3) e Cy(—7,5), respectiva-
mente, e as medidas dos raios de ambas, que sdo , = 5 u.c. e r, = v/5 u.C.

Por fim, deve ser considerada uma terceira circunferéncia A3, concéntrica a \; e que
passa pelo centro da circunferéncia \,. Para determinar a equagédo de A3 sdo necessarias a
localizagao do centro C'; e a medida do raio 3. Os centros de \; e A3 sdo coincidentes, logo,
C3(—1,3) e, a medida do raio pode ser calculada pela distancia entre C; e Cy, pois Cs € As.
Pela férmula da distancia entre dois pontos Equacéo 3.1, tem-se d(C1, Cy) = r5 = 21/10.
Portanto, A3 : (z 4+ 1)? + (y — 3)? = 40.

Figura 56 — Teste 4

y

=11:=1059 T8 7 N0

Fonte: Autoria prépria

O Teste 5 (Figura 57) aborda posig¢oes relativas a circunferéncia. No primeiro item
¢é dada a equagéao da circunferéncia \; : 22 + y?> — 10z — 4y + 20 = 0 para encontrar a
medida do raio r; e as coordenadas do centro C'; de \;. Isso pode ser feito transformando
a equagao dada para a forma reduzida, através do método de completar quadrados. Desse
modo, sera encontrada a equagéo \; : (z — 5)? + (y — 2)* = 9, 0 que permite concluir que
r1 =3 e Cy(5,2).

O segundo item pede a equagao geral da reta r que passa pelos pontos A(0, 1)
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e B(5,4) e a posicéo relativa entre » e \;. A equacdo da reta r pode ser encontrada
resolvendo o determinante:

z y 1

01 1|=0

5 4 1

assim, encontra-se r : 3z — by + 5 = 0. A posicao relativa entre e \; pode ser encontrada
calculando-se a distancia entre C'; e r, pela férmula da distancia entre um ponto e uma reta

5v 34
Equacéo 3.11. Logo, conclui-se que d(C},r) = \1/7_; considerando v/34 < /36 = 6, é

possivel perceber que d(C4, 1) < % < 2. Portanto, a reta r é secante a circunferéncia A,
pois d(Cy,r) < ry.

O terceiro item traz uma nova circunferéncia A\, de centro C»(9,5) e raiory = 2 e
pede que seja determinada a posicao relativa entre \; e \,. Para isso, calcula-se a distancia
entre os centros C'(5,2) e Cy(9,5) pela férmula da distancia entre dois pontos Equagao 3.1
e encontra-se d(C4, Cy) = 5. Comparando o resultado com as medidas dos raios r; = 3 e
ro = 2, observa-se que d(C,Cy) = r; + ro = 5, 0 que implica que A\; e A\, sdo tangentes
exteriormente.

Figura 57 — Teste 5

Fonte: Autoria prépria

No Teste 6 (Figura 58), referente ao modulo de estudo analitico da elipse e da
hipérbole, o pesquisador optou por elaborar uma questao que aborda apenas o estudo da
elipse, que é bastante semelhante ao estudo da hipérbole e mais frequente nos vestibulares.
O primeiro item da a equacéo geral 1622 + 25y — 642 — 50y — 311 = 0 de uma elipse e

pede a equacao reduzida dessa conica. Completando quadrados e fazendo as possiveis
(=2 -1 _

simplificacdes, encontra-se a equacao:
impiticag quae 25 16
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O segundo item pede as coordenadas do centro C' e as medidas dos eixos maior
e menor. Pela equagéo reduzida, tem-se C'(2,1), a = 5 e b = 4, o que implica que o eixo
maior mede 10 u. c. e 0 eixo menor 8 u. C.

O item seguinte demanda que seja calculado o parametro ¢ para determinar a
distancia focal e a excentricidade da elipse. Usando a relagdo a? = b? + ¢? Equacéo 3.14,
A - 3
tem-se ¢ = 3. Logo, a distancia focal mede 6 u. c. e a excentricidade vale e = 5= 0, 6.

No ultimo item determina-se as coordenadas dos vértices e dos focos da elipse.
Como a elipse tem eixo maior paralelo ao eixo x, para encontrar os vértices A; e A, que
pertencem ao eixo maior, considera-se o centro C(2, 1) e soma-se e subtrai-se o valor de
a = 5 na primeira coordenada de C, obtendo A;(—3,1) e As(7,1). Analogamente, para
encontrar By e Bs, vértices que pertencem ao eixo menor, soma-se e subtrai-se b = 4 na
segunda coordenada de C, encontrando B;(2, —3) e By(2,5). Por fim, para encontrar os
focos I} e Fy, que estdo sobre o eixo maior, é preciso somar e subtrair ¢ = 3 da abscissa
de C, assim, Fi(—1,1) e F5(5,1).

Figura 58 — Teste 6

oy
B,

B

Fonte: Autoria prépria

O Teste 7 (Figura 59) traz uma parabola dados o foco F(4,3) e a reta diretriz
d : x = —2. O primeiro item pede um esbogo da situagéo e para qual diregédo esta voltada a
concavidade da parabola, conclusdo que deve ser tomada com o préprio esbogo.

No segundo item devem ser determinadas as coordenadas do vértice V' da parabola,
que corresponde ao ponto médio entre o foco e a diretriz, e o valor do parametro p, que
representa a distancia entre o foco e a reta diretriz. Desse modo, encontra-se V' (1,3) e

p = 6.
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No ultimo item devem ser encontradas as equacdes reduzida e geral da parabola.
Como esta tem concavidade voltada a direita, sua equagéo é dada por (y—yy)? = 2p(z—zv)
Equacéao 3.26. Substituindo as coordenadas do vértice e o valor do parametro na equagao,
obtém-se (y — 3)* = 12(z — 1) como equagao reduzida da parébola, e, desenvolvendo-a,
y? — 6y — 122 + 21 = 0 como equagéo geral.

Figura 59 — Teste 7

-5 -4 -3 42 10

Fonte: Autoria prépria
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Capitulo 5

A aplicacao da sequéncia didatica e
analise dos dados

Este capitulo contém a analise dos dados obtidos através da aplicacdo das Atividades
de Exploragéo, das Listas de Problemas e dos Testes, contidos no Apéndice A, Apéndice B
e Apéndice C, respectivamente. A sequéncia didatica aqui proposta foi aplicada entre os
dias 03 de agosto e 21 de setembro de 2018. Serao apresentadas de forma detalhada as
aulas em que as atividades foram aplicadas, contendo o dia e a duragéo de cada uma delas,
as dificuldades encontradas no caminho, as rea¢des e questionamentos mais importantes
dos alunos e as intervencgdes feitas pelo pesquisador. Para preservar a identidade dos
alunos, eles foram identificados por A1, A2, A3, - - -, A26, em ordem alfabética, como consta
no diario do professor.

5.1 Aula preparatoria

Diante da proposta de uma aula auxiliada pelo software GeoGebra e, como manusear
0 programa era uma novidade para os alunos, fez-se necessario uma aula para introduzir
o conteudo historicamente, instalar o GeoGebra Classico 6 e apresentar as principais
ferramentas que seriam utilizadas.

A aula introdutéria aconteceu no dia 03 de agosto. Como a escola néo oferece
internet aos estudantes, o pesquisador levou o programa em um pen drive para instala-lo
nos notebooks dos 13 alunos que se disponibilizaram a leva-los durante o periodo que
ocorreu essa pesquisa. A instalacdao durou cerca de 50 minutos e poderia ter sido mais
rapida se dois dos computadores tivessem o Java.

Logo no inicio da aula, foi pedido para que os discentes sentassem-se em duplas,
de acordo com as afinidades deles. Foi observado que, enquanto as ultimas duplas ainda
eram atendidas, as primeiras ja arriscavam inserir fungées no campo de entrada ou objetos
geométricos na janela de gréficos. E interessante ressaltar que o aluno A15, que ndo estava
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entre os 13 que levariam o notebook, levou um tablet com o GeoGebra ja instalado para
também manusear o software. Mesmo assim, foi pedido a cada dupla que fosse revezada a
funcao de operar o programa.

Apoés a instalagdo do GeoGebra, visando aumentar o interesse e estimular a cu-
riosidade, o pesquisador apresentou o que € a Geometria Analitica, quando e por quem
foi desenvolvida. Imediatamente, um nome chamou a atencéo, o de René Descartes, que
até aquele momento era reconhecido por ser muito importante na filosofia e desconhecido
na matematica. A respeito de Pierre de Fermat, acharam curioso o fato de ser advogado
por profissdo e matematico por diversao, provocando comentarios do tipo: “Um advogado
brincando de matematica!” e “Assim que se divertiam antigamente?”. Esses comentarios
mostram que os alunos estavam atentos, interessados e a vontade para interagir com o
pesquisador.

Falando um pouco mais sobre Fermat, o pesquisador apresentou o seu ultimo
teorema, de facil compreensao e que talvez tenha sido o mais famoso da histéria da
matematica. Ao entender o teorema e apds fazer alguns testes mal-sucedidos de uma
contraprova, o aluno A22 pediu ao professor que fizesse a demonstragdo, que obviamente
nao foi feita. Porém, em mais uma oportunidade foi visto que a histéria instiga a curiosidade
e a investigacao do discente.

Apéds abordar a historia, foram apresentadas algumas ferramentas do GeoGebra,
tais como: ponto, intersecao de dois objetos, ponto médio ou centro, reta, segmento, reta
perpendicular, reta paralela, poligono, circulo dados centro e um de seus pontos, circulo
dados centro e raio, elipse, hipérbole, parabola, &ngulo, controle deslizante e texto. Essas
ferramentas foram apresentadas pois é através delas que se constréi as Atividades de
Exploracao propostas neste trabalho. Na apresentagéo das ferramentas elipse e hipérbole
surgiram perguntas sobre o0 que seriam os focos, pois 0 programa pede que sejam sele-
cionados dois focos e um ponto da elipse ou hipérbole. O pesquisador respondeu que 0s
focos sao pontos do plano e que as propriedades dessas cbnicas seriam objeto de estudo
mais adiante.

Em seguida, foi pedido aos alunos que introduzissem algumas funcées no campo
de entrada do GeoGebra para que aprendessem a digitar equagdées matematicas. Foram
sugeridas as seguintes fungdes: f(z) = 0,52 +2, g(z) = 2?—x+6, h(x) = 2 e i(x) = senz.
Como essas fungdes ja foram estudadas através do GeoGebra em outra oportunidade, o
aluno A13 estava tentando deslocar a parabola formada pela fun¢do ¢ no plano cartesiano
para ver possiveis alteragdes na lei de formagéao da funcdo. Porém, o software nao permite
a movimentagao de graficos definidos por uma lei de formagéao fixa. O que o aluno se
lembrava vagamente, e que foi feito nessa aula, era criar controles deslizantes, a, be ce
definir uma fungdo f(z) = az? + bz + ¢, para que, alterando os valores dos parametros,
pudesse ser observado o que acontecia com o grafico.
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Apesar do tempo gasto com a instalacdo e a apresentacdo das ferramentas do
GeoGebra, a aula foi bastante produtiva. Os estudantes relembraram conceitos de funcoes,
aprenderam a manusear o basico do GeoGebra e alguns comandos da linguagem de
programacéo de textos IATEX para digitar equagdes e ficaram curiosos sobre o que estava
por vir.

5.2 Modulo I - plano cartesiano e ponto

A aula sobre plano cartesiano e ponto aconteceu no dia 07 de agosto, com duracao
de 3 periodos de 50 minutos. Os alunos foram dispostos em duplas, de acordo com as
preferéncias de cada um, e estavam em posse do notebook com o GeoGebra.

O pesquisador iniciou a aula apresentando o plano cartesiano, com seus eixos e
suas regides, e definindo a localizagdo de um ponto no plano por meio de um par ordenado
de numeros reais (z,y). Apesar de conhecerem esses conceitos, todos os alunos se
preocuparam em fazer as anotacoes, pedindo tempo para copiar o conteudo antes que
fosse dada a sequéncia.

Em seguida, foram apresentadas as bissetrizes dos quadrantes impares e pares e
as equagdes que as geram no plano cartesiano: y = x e y = —x, respectivamente. Como
ainda nao havia sido abordado o conceito de retas no plano, foi pedido que imaginassem as
equacoes como fungdes afins, sendo que o mais importante era saber que se um ponto
P(a,b) pertence a bissetriz dos quadrantes impares entdo a = b e, se P(a,b) pertence a
bissetriz dos quadrantes pares entdo a = —b.

Na sequéncia, para abordar a distancia entre dois pontos, foram feitos dois pontos
A(3,2) e B(7,2) no plano, para que o segmento de reta AB fosse paralelo ao eixo das
abscissas. Foi pedido um método para calcular a distancia entre A e B. Como na construgao
o ponto B estava a direita de A, os discentes disseram que a distancia entre os pontos era
calculada por xp — x4 = 4. O pesquisador questionou 0 que aconteceria se os dois pontos
fossem trocados de lugar e, foi observado que, nesse caso, rg—z4 = —4. Como a distancia
entre dois pontos ndo pode ser negativa, o docente foi além, perguntando como poderia
ser validada a relagédo. A aluna A12 respondeu que, nesse caso, em que o segmento AB é
paralelo ao eixo das abscissas, a distancia entre A e B seria 0 médulo da diferencga entre
rp e xr4. De modo analogo, foi construido o raciocinio para a distancia entre dois pontos
quando o segmento de reta cujos extremos sao esses pontos fosse paralelo ao eixo das
ordenadas.

Ainda discutindo a distancia entre dois pontos, foi proposto que calculassem a
distancia entre A(1,1) e B(5,4). Como o segmento de reta AB néo era paralelo a algum dos
eixos cartesianos, ndo seria possivel utilizar o método anterior. O aluno A20 sugeriu, ao ver o
esboco da situagédo no quadro, que fosse fechado um tridngulo, que seria retangulo no ponto
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C(5,1), e fosse aplicado o teorema de Pitadgoras. Nesse exemplo, os alunos encontraram
que d(A, B) = 5. O pesquisador mostrou que era possivel generalizar essa ideia e obter uma
formula para calcular a distancia entre dois pontos: d(A, B) = \/(zp — 24)® + (y5 — ya)*.
Ainda foi analisado que, nessa férmula, ndo havia a necessidade de se empregar o médulo,

uma vez que o quadrado da diferenca entre dois nimeros sempre resulta em um valor
positivo. Até esse momento o GeoGebra ainda nao havia sido utilizado. No entanto, cada
conceito foi construido pelos alunos através de um problema proposto pelo pesquisador.

O proximo passo foi determinar as coordenadas do ponto médio de um segmento.
Foram marcados dois pontos A e B no GoeGebra e, com a ferramenta ponto médio ou
centro, era obtido o ponto médio M. Deslocando A e B no software os alunos percebiam o
que acontecia com M. Foi observado que a abscissa de M estava entre as abscissas de
A e B e, o mesmo ocorria com a ordenada. O pesquisador questionou qual o célculo que
poderia ser feito, conhecendo as coordenadas de A e B, para encontrar as coordenadas de
M. Como nenhum aluno soube responder ao questionamento, o pesquisador disse que era
através da média aritmética, parecendo depois que era 6bvio. Apesar de nao ter sido exigido
o uso GeoGebra nesse momento, observou-se que cerca de metade das duplas repetiu a
construcéo feita pelo pesquisador para ter autonomia na observacao da propriedade.

Em seguida, distribuiu-se uma folha por dupla para a construcédo da Atividade de
Exploragao 1 (Apéndice A), que trata do baricentro de um tridngulo. Antes de construir a
atividade, foi levantado o questionamento sobre o que seria o baricentro de um triangulo.
O aluno A15 disse que era o ponto de equilibrio de um tridngulo. A resposta ndo estava
incorreta, mas nao era a esperada pelo pesquisador, que continuou com o questionamento.
A aluna A12 respondeu em forma de pergunta: “E o ponto de encontro das bissetrizes?”. O
professor respondeu que o ponto de encontro das bissetrizes era o incentro. Entdo o aluno
A13 disse que era o ponto de encontro das medianas. O pesquisador perguntou o que era
mediana, e o0 aluno A13 respondeu que era o segmento de reta que ligava o vértice de um
triangulo ao ponto médio do lado aposto a ele. O aluno A15, para confirmar a sua resposta,
perguntou se o baricentro dividia a mediana na razao de 2 por 1, obtendo uma resposta
positiva.

Conhecendo o que era baricentro e medianas, a Atividade de Exploragéo 1 poderia
ser construida. Como foi a primeira atividade, o pesquisador foi solicitado diversas vezes
para solucionar alguns problemas, sendo dois mais frequentes. O primeiro foi na criagao
dos controles deslizantes x 4, ya, B, YB, Tc € Yo, devido a maneira de digitar os indices,
que é semelhante aos comandos linguagem IETEX foi observado que os alunos tiveram
dificuldades nessa adaptagédo. O segundo problema recorrente foi na criagdo dos textos,
pois algumas duplas criaram o controle deslizante x 4, com o indice maiusculo, e no texto
digitaram z,, com o indice minusculo, o que fez com que o texto ndo reconhecesse o
comando. Nesse caso, 0 pesquisador pediu para que as duplas que tiveram esse problema
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verificassem a estrutura do comando. Mesmo nao sendo todas as duplas que tiveram
problemas, a constru¢do demandou bastante tempo.

Apés a construcao do Atividade de Exploracéo 1, a observacao da relacéo entre os
vértices do triangulo A(x4,y4), B(zp,ys) € C(xzc,yc) € o baricentro G(z¢, yg) foi muito
facil, talvez pelo fato de terem visto a relagdo do ponto médio de um segmento a pouco
tempo, que é semelhante. As respostas mais frequentes nessa atividade foram: x s +xp+x¢

€ trés maior do que =g € ya + yg + yc € trés maior do que yg; e a prépria férmula que
$A+IB+$oe _ Ya+ys+yc
ATE T ey =28 I

algumas duplas escreveram, xg = 3

. A Figura 60 mostra
a resposta da aluna A3 e do aluno A16:

Figura 60 — Resposta da Atividade de Exploragdo 1 da aluna A3 e do aluno A16

Observando os vértices do tridngulo e o baricentro do tridngulo ABC, responda:
Qual € a relagdo entre as somas x4 + Xz + X; € Y4 + ¥g + Y com as coordenadas do baricentro
G(xg, ¥6)?

poma e Yai Xoi Xe = 36, bem, come a homa e

gtﬁnigBi%’c: 5’%(:7
bt XaiksiYe o Yg-dudoige
3

3

Fonte: Dados da pesquisa

Dando sequéncia na aula, foi aplicada a Atividade de Exploracao 2 (Apéndice A),
sobre area de um tridngulo e condi¢ao de alinhamento de trés pontos. Como a construgao
da tarefa exigia os mesmos controles deslizantes do anterior, o docente pediu aos alunos
que apagassem todos os objetos criados, exceto os controles deslizantes x4, ya, 5, B,
rco € yo. A construcdo dessa atividade era curta, sendo o texto com o determinante a parte
mais trabalhosa, o que exigiu tempo e alguns atendimentos individualizados.

A atividade era composta por duas perguntas, a primeira era qual a relagdo entre o
determinante e a area do triangulo. O pesquisador movimentava os vértices do tridngulo
fazendo algumas pausas para que fossem comparados os valores. Eram sugeridos vértices
com coordenadas inteiras para uma observagao mais facil. As alunas A11 e A12 perceberam
a relacao olhando a TV, porém, consultaram o professor porque, na atividade montada
por elas, a relagdo nao era vélida. Foi verificado que no comando do texto criado pelas
alunas faltava uma parcela da soma para o valor do determinante, que foi corrigido apés a
constatacao do erro. Alguns alunos disseram que viram a relacdo, porém em determinados
momentos o determinante era negativo. Entdo o pesquisador perguntou de que maneira
eles poderiam representar a relagdo sabendo que o determinante poderia ser positivo ou
negativo. O aluno A22 observou que era possivel considerar os dois semiplanos formados
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pela reta BC' e, se o ponto A fosse deslocado para o outro semiplano, o determinante teria
o seu sinal trocado. A segunda pergunta nessa tarefa era o que aconteceria se os pontos A,
B e (' ficassem alinhados. Nesse questionamento nao houve interferéncia do pesquisador,
apenas discussao entre os alunos. A Figura 61 mostra a resposta das alunas A18 e A25:

Figura 61 — Resposta da Atividade de Exploragao 2 das alunas A18 e A25

Observando a area do tridngulo e o valor do determinante, responda:

Qual € a relagdo entre a area do tridngulo ABC e o determinante?
D o e b 1 o medude do wallr, o watods o defimirank,
dx.: dak = - 16
afs Jridg a_i;%_élﬂ = 8
O que acontece com o determinante se 0s 1?511105 A, B e C ficarem alinhados?
L vdﬁilﬁ'ﬂ‘nﬂnﬁ ,Q,».:fa'm‘\ LoD
M&uo.

O %},ﬂ,{_‘}.

Fonte: Dados da pesquisa

Ao final da aula, o pesquisador distribuiu a Lista de Problemas 1 (Apéndice B) e
pediu aos alunos que os resolvessem individualmente em casa, pois na proxima aula haveria
o teste referente a esse modulo.

No dia 10 de agosto, com duracéo de cerca de 1 hora e 20 minutos, o pesquisador
discutiu e resolveu com os alunos as questdes que geraram duvidas da Lista de Problemas
1. Foi observado que todos os alunos tentaram resolver os problemas em casa e estavam
preocupados por nao terem conseguido resolver todas as questdes. Os problemas corrigidos
no quadro foram os de numero 1,5,7,8,10, 11 e 12.

A dificuldade em resolver a questao numero 1 foi por ndo terem lembrado da
propriedade que em um paralelogramo as diagonais interceptam-se no ponto médio. Para a
questao 5, talvez tenha faltado coragem para substituir as coordenadas de A e B na féormula
da distancia entre dois pontos e para montar uma equacao. O empecilho para resolver o
item 7 foi a organizacao da questao, pois o raciocinio deveria ser que, para descobrir a
medida da mediana AM, seria preciso encontrar o ponto médio M de BC' e depois calcular
a distancia entre A e M. Entretanto, a questao que exigiu um maior nivel de conhecimento
foi a numero 12, pois era preciso calcular a area de um tridngulo num mapa, dadas as
coordenadas dos trés vértices, utilizar a escala entre medidas para obter a escala entre as
areas e, consequentemente a area real do triangulo, e, por fim, transformar a unidade de
medida de cm? para km2.

Apoés as corregbes das questdes, a sala foi organizada para a aplicagao do Teste 1
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(Apéndice C), como mostra a Figura 62, que teve duragéo de 50 minutos. Estavam ausentes
dois alunos, portanto, foram formadas 12 duplas. O pesquisador pediu que todos os testes
fossem feitos a caneta, o que deixou muitas duplas perdidas com o tempo, pois optaram
por fazer tudo a lapis primeiro para depois passar a caneta. A nota média dos alunos foi de
1,58, no valor de 2 pontos e cinco duplas obtiveram nota maxima.

Figura 62 — Fotografias dos alunos participando do Teste 1

(a)

Fonte: Acervo do pesquisador
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Todas as duplas acertaram o primeiro item, que era preciso calcular os pontos
médios de trés segmentos de reta. O segundo item teve 10 acertos, um erro e uma resposta
em branco. O terceiro item teve apenas cinco acertos, ocasionado por muitos erros nos
célculos dos determinantes. O ultimo item teve apenas um erro, pois a dupla considerou
que rg = W. As alunas A5 e A21 acertaram todos os itens do teste e fizeram

um esbogo do problema, como apresentado na Figura 63.

Figura 63 — Resposta do Teste 1 das alunas A5 e A21
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Fonte: Dados da pesquisa
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Apéds a avaliagéo, o aluno A22 disse que o teste foi semelhante as atividades de
exploracao, pois calcularam ponto médio, area e baricentro do triangulo. O aluno ainda
mostrou um rascunho, que ele havia feito durante o teste com um plano cartesiano bem
feito e todas as situacdes bem representadas, e perguntou se os quatro triangulos formados
tinham a mesma area. Entdo o pesquisador mostrou que em qualquer tridngulo os trés
segmentos de reta formados pelos pontos médios dos lados do poligono divide o triangulo
em quatro outros de mesma area.

5.3 Mobdulo II - estudo analitico da reta I

No dia 14 de agosto foi abordado o estudo analitico da reta I, no qual seriam
estudadas as equagdes geral e reduzida de uma reta, as formas de obté-las e como
encontrar o ponto de intersecdo entre duas retas. Inicialmente, a equacao da reta foi
definida como uma condigdo entre x e y para que um ponto P(x,y) pertenga a uma reta
r. Para obter a equagado de r seria necessario o conhecimento de dois pontos A(z4,y4) €
B(zp,yg), assim, a reta estaria bem definida. Como P, A e B pertencem a reta r, entao

z y 1
xa ya 1]=0.

g yp 1

Certamente tais conceitos foram muito abstratos para os alunos, fazendo com que
fosse necessario dar um exemplo. Entdo, o pesquisador prop6s que fossem marcados 0s
pontos A(—2,2) e B(4,—1) no GeoGebra e utilizassem a ferramenta reta para criar uma
reta que passasse por A e B. O programa gerou a equagao 3z + 6y — 6 = 0 (ver Figura 80),
porém, foi utilizada a equacdo na forma simplificada = + 2y — 2 = 0. Para entender o
significado da equacao foram feitos alguns testes, observando pontos da reta, tais como
(0,1), (2,0) e (6,—2), e verificando que eles satisfazem a equacéo da reta. Também foi
usado um ponto fora da reta e verificado que ele ndo satisfaz a equacao.

Figura 64 — Exemplo de equacéo da reta dado em sala de aula

Fonte: Autoria prépria
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Dado o significado da equacéo da reta, o pesquisador mostrou que a equacao
poderia ser dada na forma geral, ax + by + ¢ = 0, ou na forma reduzida, y = mx + n,
bastando, para isso, isolar y na equagéao geral. Foi ainda mostrado que a equagao da reta
poderia ser obtida através da condicao de alinhamento, se fossem dados dois pontos, ou
pela equagdo fundamental da reta, y — yo = m(x — xy), se fossem dados um ponto P(zq, yo)
e o coeficiente angular m ou o angulo de inclinagéao «, tal que tga = m.

Dando sequéncia na aula, era o0 momento de identificar a localizagao da reta no
plano cartesiano dada a sua equagao. Foi utilizada a Atividade de Exploracdo 3 (Apéndice A)
para essa finalidade. Os alunos construiram facilmente a atividade composta por trés retas
de equagbes:r: y =mx+n,s:x =cet:y = k. Além disso foi marcado o ponto A,
intersecao entre a reta r e 0 eixo y.

Primeiramente, a tarefa tinha o objetivo de identificar como o coeficiente m se relaci-
onava com a posi¢ao da reta r : y = mx + n. Todos os alunos observaram que m alterava
a inclinagédo da reta, sendo a resposta mais frequente que a reta era crescente, decrescente
ou constante caso m fosse positivo, negativo ou nulo, respectivamente, aparentemente
relembrando o estudo de funcao afim. A Figura 65 é referente a resposta do primeiro item
das alunas A1 e A14.

Figura 65 — Resposta do primeiro item da Atividade de Exploracao 3 das alunas A1 e A14

O que o coeficiente m determina na equagdo da reta r: y = mx + n? Escreva o que acontece com a reta r

quando m ¢ positivo, negativo e nulo,
. (/)
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Fonte: Dados da pesquisa

Em relacédo ao coeficiente linear n da reta r : y = max + n, foi observado relacéo
direta entre ele e o ponto A, intersegédo de r com o eixo das ordenadas. No entanto, em cerca
de metade das atividades, os alunos responderam que n alterava apenas a localizagao de
A, movendo-o0 para cima ou para baixo, de acordo que o seu valor aumentava ou diminuia,
respectivamente. A outra metade respondeu que n era o local que r cortava o eixo y,
fazendo referéncia que n é a ordenada do ponto A.

No ultimo item todas as duplas observaram que a reta s : * = c era paralela ao
eixo das ordenadas e ¢ : y = k era paralela ao eixo das abscissas. Entretanto, apenas trés
duplas observaram que a reta s, além de ser paralela ao eixo z, passava pelo ponto (¢, 0) e,
a reta ¢, além de ser paralela ao eixo y, passava pelo ponto (0, k). As alunas A23 e A25
observaram a propriedade, conforme a Figura 66.
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Figura 66 — Resposta do segundo e terceiro item da Atividade de Exploragéao 3 das alunas
A23 e A25

Qual a relagdo entre o coeficiente n da reta r e o ponto A?
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Fonte: Dados da pesquisa

Depois de entregarem as repostas e olhando rapidamente algumas, o pesquisador
organizou as ideias da atividade dando énfase ao ultimo item, pois julgou ser importante
verificar se o conceito ndo havia sido observado pelos alunos ou se apenas a resposta
estava incompleta. Foi constatado um pouco dos dois. Entdo foi instruido que os estudantes
voltassem a atividade e fizessem pequenas pausas em diferentes valores de c e k para
visualizar as propriedades.

A aula foi encerrada apés a discussao da Atividade de Exploracao 3. Ficaram para
casa as questdes da Lista de Problemas 2 (Apéndice B).

No dia 17 de agosto, foram corrigidas as questdes 1, 2, 4,7, 9, 10, 11 e 12 da Lista
de Problemas 2, antes da aplicagao do Teste 2. O aluno A20 disse que fez a maioria das
questdes através de sistemas de equacgdes lineares de duas incognitas e que ndo estava
conseguindo relacionar a teoria estudada na aula anterior com os problemas propostos.
O pesquisador respondeu que néo havia problema em resolver as questbes através de
sistemas, porém, era importante conhecer e saber utilizar as propriedades discutidas na
aula anterior.

Algumas questdes corrigidas devem ser destacadas nesta pesquisa. A questao 4 é
uma delas, pois varios alunos interpretaram que o angulo de inclinagao era de 30°, o que
ocasionou um erro de sinal para o coeficiente angular. Foi discutido que, como observado
na Atividade de Exploracao 3, o erro poderia ter sido identificado, pois foi encontrado um
coeficiente angular positivo sendo que a reta é inclinada para baixo. O pesquisador voltou a
definicdo do angulo de inclinagdo de uma reta, que nesse caso, seria o suplemento de 30°,
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ou seja, 150°. Depois disso, relembrou como encontrar a tangente de 150° e deu um tempo
para que a turma finalizasse o problema.

Outra questao importante foi a 9, pois era um item que abordava tudo o que foi
aprendido nesse moédulo. Era preciso encontrar a equacao de duas retas, uma dados
dois pontos, e outra dados um ponto e o angulo de inclinagdo. Em seguida, deveria ser
encontrado o ponto de intersecdo entre as duas retas e, por fim, a distdncia entre esse
ponto e a origem. Como apenas dois alunos conseguiram resolver esse problema, foi dado
um tempo para os outros alunos também resolverem. O pesquisador dividiu a questdao em
etapas, e em cada uma delas era verificado se os alunos haviam chegado ao resultado
correto.

A ultima questao da lista também merece ser destacada, pois nenhum aluno havia
conseguido resolvé-la, alegando que ndo sabiam por onde comecar. O pesquisador esbogou
o grafico das duas retas no plano cartesiano, para que fosse possivel organizar o raciocinio
e definir as etapas de resolugao do problema. Imediatamente, os alunos viram os pontos
que deveriam determinar e o quadrilatero que seria formado. Por ultimo, o pesquisador
tracou uma diagonal do quadrilatero dividindo-o em dois tridngulos. Apds a organizacao do
raciocinio, os alunos resolveram a questao.

Na sequéncia, aconteceu a aplicacao do Teste 2 (Apéndice C) para doze duplas
presentes. O primeiro item foi feito corretamente por todas elas. As equipes utilizaram a
equacao fundamental da reta para concluir que r tinha equacao y = 2z — 2. J4 no segundo
item, duas duplas, ao chegarem em y = ﬂ dividiram apenas 26 por 2, obtendo
y = —6x + 13, quando o correto seria y = —3x + 13, resultado encontrado pelas outras dez

duplas.

O terceiro item do teste pediu o ponto de interseg¢ao entre as duas retas. Todas as
duplas que encontraram corretamente as equagdes das retas r e s chegaram ao ponto

1
(3,4). As outras duas equipes chegaram ao ponto 1
calculada a distancia entre o ponto de intersecédo das retas e a origem. Apenas uma dupla

17
13/ No ultimo item deveria ser

que encontrou o ponto (3,4) como intersegdo das retas ndo acertou o item, deixando-o em
branco.

Pode-se considerar que essa avaliagado foi muito positiva, pois 75% das equipes
conseguiram nota maxima no teste, que teve como média 1,71 pontos por dupla. A Figura 67
mostra a resposta da aluna A3 e do aluno A16, que acertaram todos os itens do teste,
apesar de apresentarem a equacao reduzida da reta s no item (c).
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Figura 67 — Resposta do Teste 2 da aluna A3 e do aluno A16

w

{a) Determine a cquacao reduzida da reta r que passa pelo ponto A(2,2) e tem cocficiente angular 2.
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(b} Determine a equacio reduzida da reta s, que passa pelos pontos (1(2,7) e D(4, 1).
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{¢} Encontre as coordenadas do ponto J7, intersegao entre as retas r ¢ s.
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(d) Qual a distancia entre o ponto F e a origem do sistema de coordenadas cartesianas:
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Fonte: Dados da pesquisa
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5.4 Mobdulo III - estudo analitico da reta I1

O mddulo Il comecou a ser trabalhado no dia 21 de agosto. A primeira ideia a ser
desenvolvida foi a de posigdes relativas entre retas. Para isso, foi utilizada a Atividade
de Exploracao 4 (Apéndice A). A tarefa foi construida sem dificuldade pelos alunos, que
nessa etapa da pesquisa ja estavam acostumados a digitar indices com os comandos do
programa.

A atividade tinha a finalidade de explorar o GeoGebra para encontrar condicdes
entre os coeficientes angulares e lineares dasretasr : y = m,x +n, € s : y = msx + ng,
de modo que as retas fossem coincidentes, paralelas ou concorrentes. Os alunos nao
entenderam a principio o que seriam essas condi¢des, por isso ndo sabiam o que deveria
ser observado. O pesquisador entdo pediu que as retas fossem colocadas em diferentes
posicoes, alterando-se os controles deslizantes m,., n,., ms; € ny, no GeoGebra, para que
pudesse ser observada a relagao entre os coeficientes (Figura 68).

Figura 68 — Participagéao dos alunos na Atividade de Exploracao 4

R

Fonte: Acervo do pesquisador

As condi¢Ges encontradas para as retas coincidentes de todas as equipes estavam
corretas. Em relacdo as retas paralelas, duas duplas escreveram apenas que os coeficientes
angulares deveriam ser iguais, deixando de observar que os coeficientes lineares deveriam
ser, necessariamente, diferentes. A respeito das retas concorrentes, duas duplas nao
conseguiram observar a condicao necessaria e outras duas duplas escreveram que 0sS
coeficientes angulares deveriam ser diferentes e os lineares iguais. Porém, os coeficientes
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lineares ndo mudam a posigao relativa entre r e s se m,. # my, apenas indicam que as retas
sd0 concorrentes e que o ponto de intersecdo entre elas pertence ao eixo das ordenadas. E
possivel observar na Figura 69 a resposta do aluno A10 e da aluna A17, que concluiram, no
item (c), que os coeficientes lineares no caso das retas perpendiculares alteravam apenas o
ponto de interseg¢do entre as retas.

Figura 69 — Resposta da Atividade de Exploracao 4 do aluno A10 e da aluna A17
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iy

i 0 . I25 i
ooqo\ U1 ADSS . Al T?ﬂb»ko h ¢ "“‘C‘J’D”‘M“ oo s T;‘-'*’jr”,w*

Bt f~ Oy ‘-L{)(_,J‘J 5 ) bvaw Qad T()QA el , A
bty 2 ©? i (,zx_j/ (uizdiz 1 1 e Lz

wallinade | ifM O MAO VAN (NN

E as condi¢des para que T e S sejam concorrentes?
?3"(1 Qs 2 ADm agformn CoM(on NV L O e JPT AT
u“ﬂhh\,\ﬂuv—; b«: LA pm’)um A Jm ANE | J a O» {_'Ug_@f(&_eﬁj.g
Mo 0us Mo bwmj}/\ﬂ’w\ MO, QoG ’\.L'n'w{ul dor AQDo, TP, B

DIJTY \JWL) de (n:)'é'hr((ui/

Fonte: Dados da pesquisa

Os alunos A8 e A22 perguntaram sobre as retas perpendiculares, se existia alguma
condigao. O pesquisador respondeu que sim e que a Atividade de Exploragao 5 facilitaria a
visualizagdo da condi¢cao, mas, com um pouco mais de trabalho, também seria possivel
observar a relacdo na Atividade de Exploracdo 4. Os alunos se sentiram desafiados,
marcaram o angulo entre as retas r e s, mostrando afinidade com o GeoGebra, fixaram m, =
—>5 e alteraram apenas o valor do controle deslizante m,, até que as retas formassem um
angulo reto. Assim, observaram que m, = —5 e m, = 0, 2 deixavam r e s perpendiculares,
como consta na Figura 70. No entanto, ainda ndao haviam percebido a relagao. O pesquisador
pediu que encontrassem outros valores. Como néo estavam conseguindo, foi sugerido fixar
m, = 1, dessa maneira conseguiram encontrar m, = —1. O pesquisador perguntou o que
poderia ser observado entre —5 e 0,2 e entre 1 e —1. O aluno A22 percebeu que o produto
entre esses valores era igual a —1 e perguntou se essa era a regra. Foi sugerido que ele
encontrasse outros valores para confirmar a hipotese.
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Figura 70 — Descoberta dos alunos A8 e A22 na Atividade de Exploragao 4

Fonte: Acervo do pesquisador

A Atividade de Exploracédo 5 (Apéndice A) foi aplicada em seguida para encontrar
as condigdes necessarias entre os coeficientes de duas retas para serem perpendiculares.
Foram construidas as retas r, de equagao y = mx + n, e s, fixada como perpendicular a
reta » em um ponto A. A primeira observagao a ser feita era que o coeficiente linear ndo
alterava o angulo formado pelas duas retas, ele modificava apenas o ponto de intersecao
entre elas. Movendo o coeficiente angular de r, era possivel compara-lo com o coeficiente
angular de s e perceber que eles tinham sinais opostos. Todas as duplas conseguiram
verificar a propriedade.

A situaga@o mais dificil a ser observada era que o produto dos coeficientes angulares
€ igual a —1. O pesquisador pediu aos alunos que ja haviam observado a relacédo na tarefa
anterior que nao dessem a resposta aos outros. Foi sugerido que fosse fixado valores
inteiros para o coeficiente angular da reta r para facilitar a observagdo. O docente fez a
experiéncia junto com a turma e anotou no quadro alguns valores observados de m,. e my,
como —5e0,2,—4e0,25, —2¢e 0,5, —1 e 1. A partir dai, o problema seria encontrar uma
relagdo entre esses pares de valores. Metade das duplas conseguiram observar a condigao
de perpendicularidade nesse momento, entre elas, a dupla formada pelos alunos A13 e A15,
que inclusive deram exemplos de pares de coeficientes angulares que satisfaziam a relagéo,
como mostra a Figura 71. Para a outra metade, foi sugerido que fossem feitas operagdes
simples entre os pares de valores, como adicdo, subtracdo, multiplicacéo e divisao. Ao final
da atividade, todos os alunos descobriram a relagéo.
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Figura 71 — Resposta da Atividade de Exploragao 5 dos alunos A13 e A15
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Gon . P Aman pE0 Spode

Quais sao as condiges entre os coeficientes angulares de r € s para que elas sejam perpendiculares?
u&" Q@WCL ?,) MMM o O YNAHA p,lz(mjag Qmac«imﬂg os W
— . 5

M- -5 [ Irns o

Fonte: Dados da pesquisa

A aluna A12 observou na Atividade de Exploracao 5 que quando m, = 3, tem-se
ms = —0, 33, e questionou o pesquisador se mesmo com essa situa¢ao era possivel afirmar
que mr - my = —1. O pesquisador respondeu que o0 GeoGebra estava programado para
aproximar os valores em duas casas decimais, sendo assim, o valor correto de m, € -3 A
relacdo de perpendicularidade foi demonstrada apés a aplicacao da atividade.

Outras formulas foram demonstradas e estudadas nesse dia de forma expositiva
e dialogada, como as duas férmulas de um angulo formado por duas retas, sendo os
desenvolvimentos das mesmas feito com a participagéo ativa dos alunos. Ainda foi estudado
a distancia entre um ponto e uma reta, sendo esta ultima férmula ndo demonstrada. Além
disso, foi dado um exemplo de inequacao do 1° grau com duas variaveis para fechar o
conteudo do modulo.

Como ainda restavam 20 minutos para o término da aula, os estudantes comecaram
a resolver a Lista de Problemas 3 (Apéndice B) em sala. Um fato curioso chamou a atencéo
na primeira questao da lista. Foram dadas asretasr: mex +y—3=0es:3z+y+ k=0
para encontrarem valores de m e k para que as retas fossem coincidentes, paralelas e
concorrentes. Era esperado que as equagoes fossem escritas na forma reduzida e entéao
fossem discutidas as posigdes. A aluna A14, que possui muita dificuldade em Matemética,
criou controles deslizantes m e k no GeoGebra e digitou as equacbes dadas na questao no
campo de entrada do software. Alterando os valores de m e k a aluna chegou ao resultado
correto da questdo. Entretanto, o pesquisador interviu no método de resolugao da aluna,
questionando-a como ela resolveria a questdo sem o GeoGebra. Como a aluna ndo soube
responder, o0 pesquisador ajudou-a com a organizacdo das equagdes e a discussao dos
parametros com base nas condi¢des estudadas.
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No dia 24 de agosto, com duracdo de cerca de 1 hora e meia, foram corrigidas
todas as questdes da Lista de Problemas 3 no quadro. O pesquisador observou que nao
havia questdes simples na lista que ndo necessitassem de correcédo. O docente mostrou
que a maioria das questbes apresentava uma reta e um ponto fora dela e pedia uma
reta paralela ou perpendicular a reta dada que passava pelo ponto dado. Foi relembrado
que para determinar a equagédo de uma reta era preciso ter dois pontos ou um ponto
e o coeficiente angular da reta, e que este poderia ser encontrado com base na ultima
aula. Nem sempre as questdes deixavam explicitos os conceitos sobre paralelismo ou
perpendicularidade, os conceitos estavam subentendidos quando era mencionado que
as retas néo se interceptavam, ou era pedido a equagao da reta que contém a altura do
tridangulo ou ainda a mediatriz de um segmento.

A ultima questao da lista ganhou importancia para os alunos, pois era um item
do Enem. Era preciso obter quatro inequacdes que delimitavam um quadrilatero no plano
cartesiano. Os discentes estavam encontrando a equacao geral da reta e colocando os
sinais < ou >, dependendo da regiao procurada, o que causou varios erros. Foi instruido
que os sinais < ou > fossem colocados quando a equacéao fosse apresentada na forma
reduzida, para sé depois serem colocadas na geral.

Em seguida, o Teste 3 (Apéndice C) foi aplicado com duragao de 50 minutos e a
presencga de 25 alunos, tendo um deles feito o teste individualmente e os demais divididos
em doze duplas. Era fundamental que o primeiro item estivesse correto para a sequéncia
do teste, pois os demais dependiam dele. Como nao foi determinado a forma que deveria
estar a equacao da reta r, pois seriam usadas as equagdes nas formas geral e reduzida,

. . . - 6x — 16
foram obtidas diferentes respostas. Duas duplas obtiveram a equagao y = —g que
foi aceita na correcdo. Outras duas duplas deixaram a equacao na forma geral, sendo

uma 3z — 4y — 8 = 0 e outra —3x + 4y + 8 = 0. Quatro duplas apresentaram a equacéao
3xr —8

3x R - ~
y = il 2 e trés a equagao y = como resposta. Duas duplas nao chegaram a
qualquer uma dessas equagdes. Uma delas teve um erro de sinal, o que resultou em erros
nos outros itens, e a outra deixou a equacéao na forma 8y = 6x — 16, e nos itens seguintes

usou m, = 6.

Duas equipes tiveram erros de sinais e nove acertaram o segundo item, encontrando
a equacao y = Za: + % para a reta s. No terceiro item, seis duplas obtiveram ¢ : y =
—%x + ? as outras se perderam na resolucao e ndo conseguiram resolvé-la. Em seis
testes, o ultimo item estava correto e em outros dois, houve erro de atencao, sendo um
deles no momento de copiar os coeficientes da equacgao de r para a férmula, e outro em
que os coeficientes a e b da equacgao geral da reta r foram trocados na formula da distancia
entre um ponto e uma reta. As alunas A5 e A21 obtiveram nota maxima no teste, como

mostra a Figura 72.
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Figura 72 — Resposta do Teste 3 das alunas A5 e A21
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Fonte: Dados da pesquisa

A nota média dessa avaliagéo foi de 1,19 pontos. A média baixa nesse teste, préxima
de 60% de aproveitamento, pode ser atribuida a falta de atencdo no emprego dos sinais
e da estrutura do teste, que é composto por uma unica questao, cabendo uma avaliagcao
qualitativa mais profunda do processo de resolugao dos itens.
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5.5 Modulo IV - estudo analitico da circunferéncia I

No dia 28 de agosto, dando inicio ao mdédulo IV, que trata do estudo analitico da
circunferéncia, a aula foi iniciada com a definicdo de circunferéncia e, em seguida, foi
distribuida a folha com a Atividade de Exploracao 6 (Apéndice A), sobre equacao reduzida
da circunferéncia.

A atividade foi construida rapidamente pelos alunos. Entretanto, durante o processo,
o aluno A20 percebeu um problema na sua construgéo, pois marcou o centro C' da circunfe-
réncia sobre o eixo das abscissas. Com isso, sé era possivel deslocar C' sobre o eixo x. O
pesquisador instruiu que fosse utilizada a ferramenta desvincular objeto para que o ponto C'
ficasse livre para ser deslocado por todo o plano.

Nessa tarefa, foi construida uma circunferéncia no plano cartesiano com centro C
que passava por P, gerando uma equagao da forma (z —a)? + (y —b)> = k,coma, b,k € R
e k > 0. O primeiro questionamento foi a respeito da localizacdo do ponto P, se ela altera
os valores dos parametros a, b e k, e de que forma altera. Todos os alunos perceberam
que P influenciava somente no valor de k, porém, poucas duplas associaram a definigao
de circunferéncia com a maneira que P alterava o valor de k. O pesquisador sugeriu que
P fosse colocado de forma que o segmento C'P fosse paralelo ao eixo das abscissas. Na
sequéncia, pediu que colocassem P a uma unidade de C', depois a duas unidades, a trés,
ou seja, alterando a medida do raio, e fazendo que fosse observado que k assumia os
valores de 1, 4 e 9, respectivamente. Desse modo, todos o0s alunos conseguiram obter uma
resposta. A aluna A7 respondeu ao primeiro item através da sugestdao, como se observa
na Figura 73, onde a aluna usou os quadradinhos do plano cartesiano como unidade de
medida. Ainda foi pedido que P fosse colocado de modo que o segmento C'P deixasse
de ser paralelo ao eixo das abscissas, e pelo teorema de Pitagoras, fosse verificada a
propriedade.

Figura 73 — Resposta do primeiro item da Atividade de Exploragéo 6 do aluno A6 e da aluna
A7

Deslocando apenas o ponto P no plano cartesiano, nota-se uma mudanga na equagio da circunferéncia.
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Fonte: Dados da pesquisa
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A segunda pergunta visava estabelecer relagées entre as coordenadas de C' e 0s
valores de a e b. Das treze duplas, uma se confundiu com os sinais e respondeu que
a e b eram os opostos da abscissa e da ordenada de C, respectivamente. Outra dupla
escreveu que a e b equivalem aos modulos das coordenadas de C, ou seja, também tiveram
dificuldades com os sinais. As onze duplas restantes responderam corretamente a questao.
A Figura 74 exibe a resposta desse item das alunas A2 e A24.

Figura 74 — Resposta do segundo item da Atividade de Exploragédo 6 das alunas A2 e A24
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Fonte: Dados da pesquisa

Enquanto as ultimas duplas terminavam de responder a questao da Atividade de
Exploragéao, foi possivel perceber a vantagem de se trabalhar em duplas através dos alunos
A9 e A20, quando este estava mostrando o significado da equacéo da circunferéncia para o
amigo, substituindo as coordenadas de um ponto que pertencia a circunferéncia na equacao
e mostrando que a igualdade era satisfeita.

Apds a aplicacao da Atividade de Exploracdo, o pesquisador organizou as ideias,
demonstrou que a equagao reduzida de uma circunferéncia é dada por (z—a)?+(y—b)? = r?,
onde (a,b) sdo as coordenadas do centro C' e r é a medida do raio da circunferéncia. Em
seguida, mostrou que desenvolvendo a equacao reduzida, era possivel chegar a uma
outra equagao, a geral. Como exemplo, foi fixado, no GeoGebra, C(—1,2) e P(2,3). O
GeoGebra gerou a equagao (r + 1)? + (y — 2)? = 10. Desenvolvendo a equag&o, foi obtido
2+’ +22 —4y—5=0.

O aluno A9 questionou como seria feito se a equagao fosse dada na forma geral
para obté-la na forma reduzida. Esse seria o préximo exemplo do professor, que destacou a
importancia desse exercicio para conhecer a localizagao do centro e a medida do raio da
circunferéncia, que dificilmente sdo vistos na equacao geral. Entédo, foi ensinado o método
de completar quadrados, dando como exemplo a propria equacdo =2 + y? + 2z — 4y — 5 = 0.
Como era algo novo, os proprios alunos pediram que fosse elaborado mais um exercicio
para que, dessa vez, fosse dado uma oportunidade para eles tentarem encontrar a equagao
reduzida. Esse ultimo exercicio ainda foi usado para encontrar as interse¢cées de uma
circunferéncia com os eixos coordenados, caso existissem.

No dia 31 de agosto, antes de comecgar a aula, a aluna A25 levou uma duvida
interessante para a aula. Ela encontrou uma questao que relacionava sistemas de equagodes
lineares 2x2 e posigdes relativas entre retas. O pesquisador voltou ao conteudo do modulo
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lIl, sobre posigdes relativas entre retas, e mostrou que sistemas lineares possiveis e inde-
terminados, impossiveis, e possiveis e determinados, correspondiam a retas coincidentes,
paralelas e concorrentes no plano, respectivamente.

Apoés a abordagem de sistemas lineares, foi iniciada a corregcao de questdes da Lista
de Problemas 4 (Apéndice B). Algumas delas nao foram resolvidas por parte dos alunos
devido a duvidas simples, como ordenada maxima (questéao 5), circunferéncias concéntricas
(questdes 7 e 8) e como descobrir a medida do raio de uma circunferéncia circunscrita a um
quadrado (questao 6).

Um erro muito comum deve ser destacado na questdo 12 da lista. Os alunos sabiam
que a equagao de uma circunferéncia ndo representa uma fungao, porém, a questao pedia a
funcéo representada por uma semicircunferéncia, e durante a resolucéo nao foi considerado
0 passo: y> = 4 — 22 = y = ++/4 — 2%, uma vez que nao colocaram o sinal #. Por isso, ao
final da resolugéo, ndo analisaram que o sinal correto da fung¢ao seria o negativo.

Depois da correcdo dos problemas e discussao dos principais conceitos abordados
no modulo 1V, foi aplicado o Teste 4 (Apéndice C). Doze duplas fizeram o teste, que teve
nota média de 1,5 pontos por dupla.

O primeiro item do teste apresentava a equacgao geral de duas circunferéncias,
Mia?+y?+22 —6y—15=0e Xy : 22 + y? + 14z — 10y + 69 = 0, para obté-la na forma
reduzida. Apenas uma dupla errou a questao. Os alunos A10 e A17 ndo compreenderam
corretamente o método de completar quadrados e escreveram as duas equacdes reduzidas
utilizando o quadrado da diferenga de dois termos, obtendo \; : (z — 1)+ (y —3)? =25
Ao i (x=T)%+(y—5)> =5,emvezde \; : (z+1)>+(y—3)> =25e Xy : (z+7)*+(y—5)* = 5.
As onze duplas que encontraram as equagdes reduzidas também acertaram o segundo item,
que era determinar as coordenadas do centro e a medida do raio de cada circunferéncia.

No ultimo item deveria ser encontrada a equacgao da circunferéncia A3, concéntrica
a \; e que passava pelo centro de \;. Como as coordenadas do centro de A3 estava
determinada, faltava calcular a medida do raio. Uma dupla tentou usar a formula de distancia
entre ponto e reta para calcular a medida do raio, e outra, apesar de encontrar o valor
corretamente, ndo soube utiliza-lo para formar a equagao. Quatro equipes encontraram
a equagao reduzida A3 : (7 + 1)? + (y — 3)? = 40, mas duas desenvolveram o primeiro
membro e igualaram o resultado a zero e duas erraram o desenvolvimento do produto
notavel, resultando em erro da equacgao geral obtida. As outras cinco duplas acertaram o
item e tiveram nota maxima no teste. A Figura 75 apresenta a resolugao dos alunos A9 e
A20.

Ao final do teste, restando 20 minutos de aula, a questao foi discutida com o uso do
GeoGebra. Alguns alunos, percebendo que ndo obtiveram a equacéao geral de A3, pediram
para ver o erro que tinham cometido e lamentaram a falta de atencdo. De maneira geral, a
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avaliacao teve resultados positivos, grande parte dos alunos estavam preparados para o
proximo moédulo. Os membros da dupla que nao souberam completar quadrados disseram
que nao estudaram para o teste por falta de tempo. Foi aconselhado estudar o método de
completar quadrados e em caso de duvidas procurar o pesquisador na aula seguinte.

Figura 75 — Resposta do Teste 4 dos alunos A9 e A20
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5.6 Mobdulo V - estudo analitico da circunferéncia I1

O mobdulo V, sobre o estudo analitico da circunferéncia I, foi iniciado dia 04 de
setembro. Nesse modulo, foram trabalhadas as inequagdes do 2° grau com duas variaveis
e posicoes relativas entre reta e circunferéncia e entre duas circunferéncias.

O primeiro topico a ser discutido foi o de inequagdes do 2° grau com duas variaveis,
o qual foi feito de forma expositiva. Os alunos ja estavam organizados em dupla e de posse
do GeoGebra nesse momento. Foi exposto que inequacdes do 2° grau com duas incégnitas
representava regides no plano cartesiano relacionadas a equacédo de uma circunferéncia,
podendo a regido ser no interior ou exterior da circunferéncia, dependendo do sinal de
desigualdade empregado. O aluno A9, curioso para verificar se 0 GeoGebra exibia a regiao,
deu entrada na inequacgéo (z — 2)* + (y + 3)* > 9, que foi utilizada como exemplo pelo
professor, e chamou-o para mostrar o resultado. Aproveitando a oportunidade, as outras
duplas também fizeram o experimento.

Logo apés, foi aplicada a Atividade de Exploracao 7 (Apéndice A) para tratar de
posicoes relativas entre reta e circunferéncia. A construgdo da atividade foi feita, passo a
passo, com a orientacdo do pesquisador. O objetivo era comparar a distancia do centro C'
da circunferéncia A a reta r com o raio R, fixado em R = 5. Além disso, o pesquisador pediu
aos alunos que colocassem na folha de respostas uma maneira de determinar a distancia
entre C' e r. Onze das doze duplas presentes observaram e escreveram corretamente as
relagdes, como mostra a Figura 76, com as respostas das alunas A2 e A24. Os alunos A13
e A15 interpretaram mal a atividade, confundindo inequagdes do 2° grau com duas variaveis
e posicoes relativas entre reta e circunferéncia.

Figura 76 — Resposta da Atividade de Exploragédo 7 das alunas A2 e A24
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A Atividade de Exploracédo 8 (Apéndice A) foi aplicada em seguida para estudar
as posicdes relativas entre duas circunferéncias. A construcao da tarefa relacionava as
circunferéncias \; e \,, de centros C; e (s e raios r; = 5 e r, = 3, respectivamente. Para
determinar a posicao relativa seria preciso comparar a distancia entre C; e C; com as
medidas r; e r. Apenas os alunos A19 e A26 ndao compreenderam as condi¢cdes para
que as circunferéncias fossem externas, tangentes externamente, secantes, tangentes
internamente e internas. As demais duplas entenderam corretamente, porém, como r; > ry
nessa tarefa, as respostas ndo estavam representadas como |r; — r»|, mas como r; — 7.

As alunas A11 e A12, as primeiras a terminarem de responder a atividade, pergunta-
ram se a relacao estava correta. O pesquisador disse que havia um detalhe na relagéo, mas
que nessa atividade como r; era maior do que r,, ndo seria possivel exigir esse detalhe.
A aluna A12 refletiu sobre a situagdo e, em voz baixa, perguntou ao pesquisador se o
que faltava era o moédulo, que confirmou a observacgao feita por ela. A aluna pediu a folha
de respostas para que pudesse acrescentar o modulo, o qual foi colocado na diferenga e
também na soma dos raios, conforme a Figura 77.

Figura 77 — Resposta da Atividade de Exploracdo 8 das alunas A11 e A12
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A aluna A2 também solicitou a presenca do pesquisador durante a atividade para
verificar se a condigao para as circunferéncias serem secantes era que a distancia entre os
centros deveria ser menor do que 8, ou seja, menor do que r; + . Em parte, a observagao
estava certa, s6 que faltava observar que para A\; e A, serem secantes havia um limite
inferior para a distancia entre os centros. O pesquisador sugeriu que a aluna verificasse se
existia um minimo para a medida da distancia entre C; e (5. Apés a intervengéo, a aluna
compreendeu corretamente a relacao.

A aluna A7, inicialmente, também teve um erro na resposta. Ela observou que para
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as circunferéncias serem internas a distancia entre os centros deveria ser zero, ou seja, eles
deveriam ser coincidentes. Para estimular o raciocinio da aluna, o pesquisador questionou
se aquela era a unica forma de \; e A\, serem internas, o que foi negado pela aluna apos
algumas experiéncias no GeoGebra. Ela perguntou qual seria a relacdo. Mais uma vez,
foi sugerido que essa resposta fosse encontrada na Atividade de Exploracéo. Ao final do
tempo, a aluna conseguiu observar que o limite superior para as circunferéncias serem
internas era r; — rs.

Restando cerca de 40 minutos para o término da aula, a Lista de Problemas 5
(Apéndice B) foi distribuida aos alunos para que comegassem a resolvé-los, com o auxilio
do pesquisador quando solicitado.

No dia 11 de setembro, poucas duvidas da Lista de Problemas 5 foram tiradas na
aula, devido ao inicio das atividades na aula anterior. As questbes 7 e 8 foram bastante
discutidas devido ao método de resolugao que foi aplicado por alguns alunos. Eles resolve-
ram as questées esbog¢ando o grafico das circunferéncias, assim, determinavam a posigao
relativa entre elas pelo grafico. O ponto negativo desse método é que o esboc¢o do problema
nao permitia concluir com precisao a posi¢ao relativa entre os objetos, principalmente no
caso das circunferéncias tangentes, que poderiam aparentar serem secantes ou externas.

A questdo 7 apresentava as equaces de duas circunferéncias: 2% +y? —4x —2y+1 =
0ex?+y*— 4z — 2y — 4 = 0. Como as circunferéncias sdo concéntricas e as medidas dos
raios sao diferentes, foi concluido que elas eram internas, portanto, ndo se interceptavam. Na
questao 8, os alunos esbogaram o gréafico de 22 +y*+8z +6y = 0 e 2% +y? — 162 — 12y = 0.
Como essas circunferéncias sdo tangentes externamente, uma pequena diferenga no
esbocgo do gréfico levou alguns alunos a concluir que elas eram secantes, e outros, que
eram externas. Mediante esse erro, o pesquisador tratou de lembrar o que foi observado na
Atividade de Exploracéao 8.

Apds as correcdes, foi iniciado o Teste 5 (Apéndice C). Todos os alunos estavam
presentes. Uma dupla ndo soube resolver o primeiro item do teste e, consequentemente,
deixou os itens restantes em branco. Todas as outras equipes conseguiram obter a equagao
reduzida da circunferéncia (z — 5)% + (y — 2)? = 9, 0 que permitiu concluir que o centro da
circunferéncia tinha coordenadas C'(5, 2) e o raio media r = 3.

Das doze duplas que resolveram o primeiro item, uma deixou 0s itens seguintes em
branco. os alunos ficaram bastante inseguros no segundo item. A distancia entre areta e a

circunferéncia encontrada deveria ser 103—\23_4 simplificando, obter-se-ia L 4. Os alunos
perguntaram ao professor se nesse item a resposta era “estranha”, provavelmente pelo
aparecimento da raiz quadrada de 34. Isso fez com que os estudantes voltassem no inicio
da resolugao para procurar um possivel erro. Para ajudar, o pesquisador respondeu que

seria normal encontrar uma medida composta de uma raiz quadrada, pois na formula da
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distancia entre ponto e reta aparece esse radical. Entao, foi sugerido a utilizacdo de uma
aproximacao para a raiz quadrada encontrada, para ter um valor proximo da distancia de C
areta r. Com a sugestdo e mais confianga na resposta, dez duplas acertaram o item.

O ultimo item também foi feito corretamente por dez equipes. No final, oito duplas
acertaram todos os itens do teste, cuja pontuacdao média foi 1,54. A Figura 78 mostra a
resolucao feita corretamente pelas alunas A11 e A12.

Figura 78 — Resposta do Teste 5 das alunas A11 e A12

(a) Seja Ap: a4y — 100 —dy+ 20 = 0 uma cirennferéneia de raio v ¢ centro €. Determine a medicda
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(x-8)"+ (y-2) =-20
Y4 =3

(x-5Y+(y-2D"=-20+26+4
K~83%4 Dy=2¥= g

(h) Sejar a reta que passa pelos pontos A0, 1) ¢ B{5,4). Derermine a equagao geral de r. Fan segnida,

dé a posicao relativa entre A; e r. Justifique a sua resposta.

Xy 1))y XtBy -4x-5 =0 dlc,MN= |35+ 52
¥17 aL =9 [-3x +5y-5=0] " Tay2r
594 |94 5y = 3x+5 di
Torede 2z <Rio. ? 4

9 d= 4&@

1 Ly ¥ o
ﬁmm%anmtn‘m j2% 7

{¢) Seja Ae mma circunferéncia de centro (2(9,5) ¢ raio vy = 2. Qual a posicao relativa enire A, e Aa?

42 - (q-‘_ﬂsz (‘-sz)z" C1 = {52)
d>= 4%#.3° C2= (95)
d_’2': 16 + 9
d= J25
d: 5 R d_= Y4 4 59
d=3+2

Fonte: Dados da pesquisa
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5.7 Modulo VI - estudo analitico da elipse e da hipérbole

O médulo VI teve seu inicio ainda no ultimo periodo do dia 11 de setembro, devido
ao tempo que restou de aula apos o Teste 5. Inicialmente, foram definidas as se¢bes conicas
que seriam estudadas, sendo mostrada cada uma como a interse¢gao de um plano com um
cone de duas folhas. Nesse dia foi aplicada a Atividade de Exploracao 9, relativa ao estudo
analitico da elipse.

Como a elipse possui muitos elementos e € um objeto que os alunos nao estavam
familiarizados da mesma forma que os casos da reta e da circunferéncia, o tempo gasto para
aplicar essa tarefa foi de 50 minutos. A cada comando feito no GeoGebra, o pesquisador
passava de mesa em mesa para verificar se todos os alunos estavam acompanhando a
construcao da atividade.

Antes de responder as questdes, foram apresentados os elementos da elipse, tais
como focos, vértices, centro, eixos e semieixos maior e menor, distancia e semidistancia
focal e excentricidade. O estudo analitico da elipse foi delimitado aos casos em que a cbnica

tinha eixo focal paralelo ao eixo das abscissas ou ao eixo das ordenadas. E, por fim, foi

T —T 2 _ 2

( 0) I (Y — vo) —1,
ka1 ka

onde as constantes k; e ko eram positivas, em qualquer posicdo que a cbnica fosse

mostrado no GeoGebra que a equacao da elipse assumia a forma

estudada.

O primeiro item da Atividade de Exploracao questionava a influéncia das coorde-
nadas do centro C' da elipse sobre a sua equagao. Todos os alunos perceberam com
facilidade que C alterava os valores de z e ¥, até mesmo pela semelhanga com o estudo
da circunferéncia feito nas aulas anteriores. Porém, uma dupla se confundiu com os sinais e
escreveu que as coordenadas de C' eram (—xq, —¥o). Outro ponto a se destacar, é que trés
equipes ainda escreveram que as coordenadas de C' eram dadas pela média aritméticas
das coordenas dos focos.

No segundo item, deveria ser encontrada a relagédo entre d(P, Fy) +d(P, F5), onde P
representa um ponto da elipse e F; e F; sédo seus focos, e algum valor de semieixo, que nao
foi revelado. Inicialmente, foi mostrado que independente do ponto P da elipse, d(P, F}) +
d(P, F») representava uma constante, que variava de elipse para elipse. Inicialmente, os
estudantes ndo estavam entendendo o que deveriam procurar. O pesquisador exibiu a
atividade na TV e fixou d(P, F}) + d(P, F,) como um nimero inteiro, e pediu que os alunos
observassem os valores de a e b. Desse modo, as duplas observaram que em cada situagao
d(P, Fy) + d(P, F5) = 2a.

O terceiro item visava relacionar as constantes k; e k, com 0s semieixos maior e
menor, a e b, respectivamente. Foi utilizada como base a elipse cuja distancia focal era
paralela ao eixo das abscissas. Para facilitar a observacéao, foram fixados valores inteiros
para 0 semieixo maior e depois para o semieixo menor.
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O ultimo item discute como a excentricidade da elipse altera a sua forma. Como
nao havia a possibilidade de alterar o valor da excentricidade diretamente e observar o
comportamento da elipse, foi sugerido que para aumentar a excentricidade os alunos
aumentassem a distancia entre os focos e, para diminuir a excentricidade, aproximassem
os focos. Todas as equipes perceberam que a excentricidade assume valores no intervalo
10, 1], deixando a elipse mais préxima de uma circunferéncia ou mais achatada quando se
aproxima de 0 ou 1, respectivamente. Ao final da atividade, as informagdes observadas
foram organizadas no quadro pelo pesquisador, que também mostrou no GeoGebra a
relacdo a® = b? + ¢, destacando o tridngulo retdngulo formado. A Figura 79 refere-se as
observacgoes feitas pelas alunas A5 e A21.

Figura 79 — Resposta da Atividade de Exploracao 9 das alunas A5 e A21

a) Os pontos F;-e F, definem o centro C da elipse. Qual a influéncia das coordenadas de C sobre a

equagdo daelipse? As cocrdenadas X & 7 de C c}t,jw-. em, respecbivame

Xo e Yo cle QC'EMCQ‘:O

b) Note que d(P,F;) + d(P, F,) é sempre igual a uma constante. E possivel perceber alguma relagdo
entre essa constante ¢ alguma medida de semieixo?  ( PFa)+d(P, Fa) Va&le o dobro
dee med:

dee do D€mieixe ol Aj A2)

¢) Qual arelagdo entre as medidas dos semieixos maior € menor e as constantes k; e k da equagéo?

I g &ﬁ.u:V{‘..‘ﬂg_ O C:EL-LG-«:’:\-CAdo de d3¥MiCixo (A A2) ¢ W2 €goanivelde

|

(S gi,u edradg de D @rm. €1 Ao bAB 1, Ba)
d) Mova F; e F, e perceba que a excentricidade da elipse varia entre dois valores, quais sdo eles? A
elipse se aproxima de uma circunferéncia ou fica mais achatada dependendo do valor da

excentricidade. Qual a relagéo entre a excentricidade e a forma da elipse?

Pay . .
1 8 i e o " e ve ) e g, & 2 né
LA e (f'fX:C@(\E:.'rw”""-"“\—s’e it R enbre obf B G B € bacnlo
h-
1
b ( - e oy o rove Lo
P’ Y Ao ('{'t' £ o loior, Micss [Pro X eama o A v CrrCeara fE€ .
5 /
. X S .
{’-..-\’.(_.C?\_,j L rers ::f'r,':_',\ e ole 4 o .-_1(.1'/ VI £ D e he beaa_,

Fonte: Dados da pesquisa

No dia 14 de setembro, a aula foi inciada com a demonstragdo da equacao da elipse
e revisdo das propriedades. Em seguida, foi dado um exemplo para fixar as ideias. Foi
fornecida a equacgéo 6422 + 208y? — 256z — 416y — 368 = 0 de uma elipse para que ela
fosse esbogada no plano cartesiano. Através desse exemplo, foi possivel obter a equacao
reduzida da elipse, e assim, localizar o centro, os focos e os vértices dessa conica, bem
como as medidas dos eixos maior e menor e a distancia focal. Esse exemplo é semelhante
ao Teste 6, que seria aplicado na aula seguinte.
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Figura 80 — Exemplo de equagao da elipse dado em sala de aula

c: 64x? + 208y® — 256x — 416y = 368

Fonte: Autoria prépria

Em seguida, foi aplicada a Atividade de Exploracao 10 (Apéndice A), sobre equagao
da hipérbole. Como a atividade era semelhante a de elipse, e os trés primeiros itens eram
idénticos, ndo houve dificuldades na construcdo da atividade e na resposta dos itens. Essa
semelhanca permitiu que os alunos verificassem semelhancgas e diferencas desses objetos.

O ultimo item da tarefa discutia como a excentricidade da hipérbole alterava a sua
forma, deixando seus ramos mais abertos ou fechados. A primeira discussao foi sobre
0s possiveis valores que a excentricidade poderia assumir. O GeoGebra indicou, quando
os ramos estavam bastante fechados, a excentricidade valendo 1 e, quando estavam
bem abertos, a excentricidade era maior do que 100 e sempre era possivel aumentar
esse valor, porém era preciso utilizar a ferramenta zoom e mesmo assim, dificilmente a
excentricidade passava de 200. Ou seja, o GeoGebra nao era capaz de mostrar que a
excentricidade poderia ser aumentada ilimitadamente conforme desejasse. Entao, pela
atividade, € compreensivel que os alunos entendessem que a excentricidade assumia 1
como o seu valor minimo e n&o conseguissem verificar que esse valor tendia ao infinito.
Assim, nenhum aluno respondeu que a excentricidade assume valores no intervalo |1, +o0],
mas responderam que os ramos ficariam mais fechados quando a excentricidade ficava
préxima de 1 e mais abertos quando esse valor se afastava de 1. A Figura 81 mostra a
resposta do aluno A6 e da aluna A7.

Figura 81 — Resposta do item (d) da Atividade de Exploragdo 10 do aluno A6 e da aluna A7

d) MovaF, e F, e percebaque a excentricidade da hipérbole se altera, deixando a hipérbole com ramos
mais abertos ou fechados. Quando ocorre cada caso?
Mp G, padxifro de !

o, m (‘f‘rﬂ':‘.n Aoate

Fonte: Dados da pesquisa
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Logo depois de aplicar a Atividade de Exploracao sobre hipérbole, o pesquisador
organizou as ideias no quadro, fazendo um paralelo entre elipse e hipérbole e organizando
as suas equagdes de acordo com a posigcao da distancia focal. Em seguida, a Lista de
Problemas 6 (Apéndice B) foi distribuida para que fossem resolvidos ainda nessa aula. Os
alunos participaram da atividade dispostos em duplas e foi instruido que fossem feitos os
esbogos dos graficos para ajudar na resolugao.

Algumas resolugdes de questdes foram importantes para compreender o contelido
em sua totalidade. Os alunos estavam, na questéo 3, passando a equagao 922 +4y% + 18z —
8y — 23 = 0 para a forma reduzida, para depois encontrar £ de modo que o ponto A(—2, k)
pertencesse a elipse. O pesquisador deixou que a resolucéo fosse feita desse modo para
avaliar se o processo de transformar a equagao geral para a reduzida estava sendo feito
corretamente, mas depois mostrou que seria mais simples substituir as coordenadas de A
diretamente na equagéao geral.

Na questdo 5, os estudantes estavam tentando encontrar as coordenadas de
B(—5, y) para depois calcular o perimetro do triangulo BF} F». Porém, como o ponto A(10, 0)
pertencia a elipse, deveria ser observado que d(A, F1) + d(A, Fy) = d(B, F1) + d(B, F»),
facilitando o célculo do perimetro.

Na questéo 6 foi dada a equacgéo x2 + 16y = 4 para encontrar a distancia focal. A
2

equacéo foi dividida por 4, obtendo % + 49% = 1. Nessa parte os alunos ndo conseguiram
desenvolver mais o raciocinio, pois ndo esperavam o coeficiente 4 de 3%. O p2esqui§,ador
precisou intervir e mostrar que a equacgao obtida poderia ser representada por % + yT =1,
ficando mais facil de encontrar os valores dos semieixos maior e menor. !

Ao final da aula, foi possivel observar que poucas duplas terminaram de responder
todas as questbes, mas estavam satisfeitos com o préprio desempenho, pois compreen-
deram um conteudo aparentemente dificil e avaliaram como facil a questao 8, que caiu no

Enem de 2015.

No dia 18 de setembro, como néo havia duvidas nos problemas, foi aplicado o Teste
6 (Apéndice C) logo no inicio da aula. O resultado do teste foi muito bom, com nove duplas
obtendo nota 2, uma com 1,5, um aluno que fez sozinho e tirou 1, e uma Unica dupla que
errou todos os itens. Essa ultima dupla, formada pelos alunos A13 e A15, copiaram de forma
diferente a equacao de uma linha para outra, obtendo uma equacao que nao representava
o caso. Além disso, no segundo item, ao invés de colocarem as medidas dos eixos maior
e menor, colocaram as medidas dos semieixos maior e menor. Das duplas que tiveram
aproveitamento maximo no teste, seis fizeram o esboc¢o da elipse, como mostra a Figura 82,
resposta das alunas A23 e A25.
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Figura 82 — Resposta do Teste 6 das alunas A23 e A25

{a) Considerc uma clipse de equacao 1627 + 25y~ — 64w — 50y — 311 = 0. De a equagao dessa elipse na

forma reduzida.
kex*glix +25y - 50y =344
TN {FeR ] %5(y “dy) =3l Hle-Heis.d
U i6(>< g,) “F2a5(y = 1) - alreliss
HQOO hoo
(x—az) v (y=0% )
LD 16

(b Determine as coordenadas do centro €7 da elipse ¢ as medidas dos eixos maior e menor.

=05 =23
Q-5 =0

216 L et = b
g =N

A
’3 6 )5
(¢) l)xt:nmm a distaneia focal da elipse e sua excentric idade. t

A Be” didnace M g e=C. o/
5Q’= Wy c* =3 (g
35-16=c* - 5

C=:3

: i 54 Srtices - 3 . elinge? B as coordenadas dos focos Fy e
() Quais sao as coc rdenadas dos vértices Ay, As, By e Ba da elipse? E as coordenads )

I?
i\ @

Fonte: Dados da pesquisa
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5.8 Modulo VII - estudo analitico da parabola

Restando dois periodos de 50 minutos de aula no dia 18 de setembro, foi iniciado o
ultimo moédulo, que estuda analiticamente a parabola.

A parabola foi apresentada de forma um pouco diferente da funcdo quadratica,
ja conhecida pelos estudantes. Foram apresentados, além dos ja conhecidos vértice e
eixo da parabola, o foco e a reta diretriz. Também foi mostrada a propriedade refletora da
parabola, com dois exemplos praticos de aplicacéo. A abordagem da parabola nesse estudo
diferencia-se do estudo de fungdes pois a parabola pode ter seu eixo paralelo ao eixo das
ordenadas, como nas fungdes, com a concavidade voltada para cima ou para baixo, ou
pode ter seu eixo paralelo ao eixo das abscissas, com a concavidade voltada a esquerda ou
a direita.

Diante dessa nova possibilidade de estudo da parabola, foi aplicada a Atividade
de Exploracdo 11 (Apéndice A), com a finalidade de estudar analiticamente parédbolas
com concavidades voltadas a esquerda ou a direita. Uma atividade analoga poderia ser
construida para parabolas com concavidade voltada para cima ou para baixo. Porém, nessa
aula, estes ultimos casos foram concluidos apenas pela observacao dos primeiros, que sao
semelhantes.

Os alunos levaram em torno de 20 minutos para construir a tarefa com o auxilio do
pesquisador. Era possivel movimentar o foco F' e a reta diretriz d, fixada em posicao vertical,
através do ponto A. Com isso, a parabola tinha sua forma alterada, e junto a ela, a sua
equagéo, na forma: (y — yo)? = k(x — o).

Os itens da atividade questionavam qual ponto era representado por (o, yo), qual a
relacao entre o sinal de k e a concavidade da parabola, qual a relacéo entre k e a distancia
entre o foco F' e a reta diretriz d, e, por ultimo, qual a propriedade dos pontos que pertencem
a parabola. Todos os alunos observaram corretamente as propriedades, apenas uma fala
de um dos alunos precisou ser corrigida. No primeiro item, o aluno A15, conversando com
o aluno A13, disse que (xg, yy) representava o centro da pardbola. O pesquisador pediu
ao aluno A13 que observasse quais foram os elementos dados, visto que a parabola nao
possui centro, como as outras conicas. O aluno A20 respondeu aos itens sozinho, como
mostra a Figura 83.

Apoés a aplicagédo da atividade, o pesquisador organizou as informagdes no quadro,
chamou k de 2p, como foi observado na tarefa, onde p representa a distancia entre o foco
I e a reta diretriz d, e mostrou no GeoGebra que parabolas com concavidades voltadas
para cima e para baixo tinham equagdes na forma (z — x¢)? = 2p(y — o). Para facilitar a
memorizacao da equacao, foi pedido para associar o quadrado de x com concavidades
voltadas para cima e para baixo, relembrando a fungdo y = x2. Caso contrdrio, a equagao
contém o quadrado de y.
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Figura 83 — Resposta da Atividade de Exploragao 11 do aluno A20

a) Os valores x, € ¥, correspondem as coordenadas de qual ponto?

¥ A ) 7 3 v "
o 2 yo ‘eomunpondtm oo gewrdl nodod bV (wihiy)

b) O que se observa em relagdo ao sinal de k ¢ a concavidade da parabola?

i

S0 a epn E{of\pdwﬁ,{\ .jﬂ:f\ Pr_}-'.r,-_j, (8% L?/‘X%}/\_ ’f\(&(’\l, W <O
Cow ratjo. 1A 2~ KipiVa L >0

¢) Qual arelagdio entre o valor de k e d(F, d).

]i(/ 7 ,Qd(d ) ¥ )

d) Qual a propriedade que os pontos que pertencem & pardbola satisfazem?

Do Joco oo g o a Mwma duslanel wilis

B

© porﬁ;‘r 2

o~ dind e 8
J

Fonte: Dados da pesquisa

Em seguida, foi entregue a Lista de Problemas 7 (Apéndice B), para que fosse
iniciada nos 40 minutos restantes de aula. Logo na primeira questédo, que foi dada a
equacdo 922 + 4y? — 18z — 8y — 23 = 0 para identificar o objeto que ela representa no
plano cartesiano, um grupo de alunos ja deram um palpite que seria uma parabola, pois
a questao foi colocada em uma lista referente a parabolas. O pesquisador disse que nao
representava uma parabola e justificou a escolha da questao para a lista, pois somente ao
final do estudo de Geometria Analitica, diante de todas as possibilidades apresentadas,
eles seriam capazes de identificar qualquer objeto. Depois, sugeriu que a equacao fosse
colocada na forma reduzida para obter uma resposta coerente.

As questdes 2 e 3 continuaram com a ideia da questao anterior, deram trés equagdes
cada uma para identificar se representavam uma reta, circunferéncia, elipse, hipérbole ou
parabola cada uma. Apds essas questdes, 0 aluno A22 tentou criar uma regra para identificar
0 objeto representado por uma equacao geral do segundo grau. Outros estudantes pararam
de resolver os problemas para ajudar na construgcao do raciocinio. As conclusdes tomadas
por eles foi que se os expoentes de = e y s&o iguais a 1, a equacgao representa uma reta; se
a equacao apresentasse z2 e y? com coeficiente 1, representa entdo uma circunferéncia;
se os coeficientes de z? e y? forem diferentes, mas tiverem o mesmo sinal, tem-se uma
elipse; se os coeficientes de z? e 3 forem diferentes e tiverem sinais opostos, tem-se uma
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hipérbole; por ultimo, a parabola tem em sua equacao apenas uma variavel elevada ao
quadrado.

No dia 21 de setembro, com duracédo de 50 minutos, foram corrigidas as questbes
6, 8,9, 10 e 11 da Lista de Problemas 7. Muitas delas foram feitas incorretamente por
considerar que o parametro p representa a distancia entre vértice e foco ou entre vértice e
diretriz, ao invés de considerar que p representa a distancia entre foco e diretriz.

Na sequéncia foi aplicado o Teste 7 (Apéndice C), com a presenga de nove duplas.
O primeiro item do teste foi feito corretamente por todas as equipes, que representaram bem
foco, vértice e diretriz da parabola, que tem concavidade voltada a direita. No segundo item,
todas as duplas conseguiram localizar o vértice da parabola, entretanto, quanto ao valor do
parametro p, houve equivocos por parte de cinco duplas, que assim como nos problemas,
consideraram que p representava a distancia entre vértice e foco ou vértice e reta diretriz, e
encontraram p = 3 ao invés de p = 6. Estas cinco duplas tiveram pontuagédo de 1 ponto no
teste. Das quatro duplas restantes, uma errou o item, encontrando p = 4 e trés acertaram.

O ultimo item foi feito por todas as equipes, 0 que mostrou que os alunos sabiam
encontrar a equacao de uma parabola. No entanto, apenas as trés duplas que encontraram
p = 6 determinaram corretamente a equacgao reduzida da parabola, e dessas, duas obtive-
ram a equacao geral da parabola corretamente. A outra equipe apresentou a equacao da
parabola apenas na forma reduzida. As alunas A11 e A12 formaram uma das duplas que
acertaram os itens do teste (Figura 84).

A nota média do teste foi de 1,22 pontos por dupla, a mais baixa entre todas as
avaliacdes. Mesmo assim, o desempenho foi superior a 60%. Aparentemente, os estudantes
nao se prepararam como nos outros testes, talvez contando com as notas anteriores. Ou
entao, apenas confundiram o valor do parametro, mostrando que o aprendizado nesse caso
nao foi o ideal. O pesquisador ainda corrigiu o ultimo teste no quadro, mostrando que o erro
mais comum foi em relagcédo ao valor do parametro.
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Figura 84 — Resposta do Teste 7 das alunas A11 e A12

{a) Considere nma pardbola de foco IM(4,3) ¢ reta diretriz d @2 — =2, A pardbola tem concavidade
voltada para cima, para baixo, & esquerda ou & direita? Justifique sua resposta fazendo um eshogo

da parabola representando seu foco e a reta divetriz.

(b} Determine as coordenadas do vértice V e o valor do parametro p da parahola.

v (1,3)]
[p=¢)

(¢} Determine as equacoes reduzida ¢ geral da pardbola.

(7‘3)2=2'5 (*-’i-\ ‘f?'-~ 6y +9 = 12x - 12
[(7'3)2—‘ 12 (x-1)] [Ya“@)""?2x+11=o—)

Fonte: Dados da pesquisa
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Esta pesquisa foi desenvolvida a partir da dificuldade de se promover um ensino
efetivo da Geometria Analitica para alunos da 3? série do Ensino Médio. As consideracdes
finais estdo fundamentadas nas observagdes resultantes da aplicagao da sequéncia didatica
e nos instrumentos utilizados nesta pesquisa: as Atividades de Exploracao, as Listas de
Problemas e os Testes.

O desempenho dos estudantes na construcao do conhecimento em cada Atividade
de Exploracéo, assim como a aplicacao desse conhecimento nos problemas propostos e
nos testes, respondem afirmativamente ao problema investigado na pesquisa: “O uso do
GeoGebra pode facilitar o processo de ensino-aprendizagem da Geometria Analitica para
alunos da 3? série do ensino meédio?”. De fato, como resultado, foi obtido um comprometi-
mento maior dos alunos nas interagdées em sala de aula e um 6timo aproveitamento nas
avaliagdes, sendo possivel verificar a habilidade em esbogar gréficos e resolver problemas.

Durante o trabalho, foi possivel observar a participacao efetiva dos alunos, que
experimentaram relagdes, conjecturaram propriedades, formularam hipéteses, previram
resultados, resolveram problemas de Geometria Analitica, esbo¢caram graficos de retas,
circunferéncias, elipses, hipérboles e parabolas nos problemas e nos testes, e identificaram
limitag6es do GeoGebra com o auxilio do professor. A organizagao do trabalho em duplas
também contribuiu para que o resultado fosse alcancado. Houve troca de experiéncias,
ajuda com dificuldades, discussdo de métodos de resolucao de problemas e defesa de
ponto de vista.

Diante dos resultados obtidos, espera-se que novos professores utilizem as TIC no
ensino da Matematica, especificamente, que utilizem o GeoGebra no ensino da Geometria
Analitica como um recurso tecnoldgico que poderd auxilia-los em suas praticas pedagdgicas.
Tal uso se mostrou bastante util no processo de ensino-aprendizagem, fazendo com que
os alunos assumissem o papel central, construindo o préprio conhecimento, sempre super-
visionado pelo professor. O GeoGebra permitiu que se ganhasse tempo nas construgoes
de gréficos, possibilitou a comparacéao de varios deles em um mesmo plano cartesiano e
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viabilizou mudancas simultdneas em objetos geométricos e equacdes, a fim de observar
a relacao entre parametros e formas, com precisao nos graficos e qualidade superior a
alcancada quando os esbogos sao feitos no quadro.

No entanto, um aspecto a ser melhorado na aplicacao da sequéncia didatica proposta
nesta pesquisa € a construcao das atividades. Todas as Atividades de Exploragéo foram
construidas pelos alunos, o que demandou bastante tempo e surgiram erros que precisaram
ser corrigidos. Caso o professor deseje, as Atividades de Exploracao poderao ser acessadas
diretamente pelo GeoGebra. Para isso, sera necessario conectar-se a internet, criar uma
conta gratuita no GeoGebra e pesquisar pelo nome do autor Thiago Vital.

Como o resultado desta pesquisa foi positivo, deixa-se como sugestao para uma
futura continuacéo do trabalho a criacdo de novas Atividades de Exploragéo, através do
GeoGebra, que contemplem outros tépicos da Geometria Analitica que nao foram tratados
nesta dissertacdo, como o estudo de vetores, curvas e quadricas. Além disso, o0 GeoGebra
também pode ser testado como facilitador de aprendizagem no estudo de fungdes, de modo
bastante similar ao que foi feito nesta pesquisa.
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APENDICE A

Atividades de Exploracao



ATIVIDADE DE EXPLORACAO 1 — BARICENTRO DE UM TRIANGULO

Alunos:

Usando o GeoGebra, faga o que se pede:

Crie controles deslizantes x4, V4, X5, Vg, Xc, V¢, variando de -10 a 10.

Crie os pontos A(xy4,V4), B(x5,¥5) € C(x¢c, V).

Trace os segmentos de reta AB, BC e CA.

Marque D, E e F, pontos médios de AB, BC e CA, respectivamente.

Trace as medianas AE, BF ¢ CD.

Marque o ponto G, interse¢do das trés medianas e baricentro do triangulo ABC.

Crie os textos:

Texto Texto

B/ |[Serif||Formula LaTeX B ||/ ‘Serif HFOrmuIa LaTeX

X A+x_ B+x_C= %A + xB + xC = y_A+y B+y C= yA +yB +yC =
X A+X%_B+x_C y_ A+y B+y C

Avancado Avancado

m Cancelar m Cancelar

Movendo os pontos A(x4,V4), B(xg, vg) € C(xc,y¥c) no plano cartesiano, alteram-se as

coordenadas do baricentro.

Observando os vértices do triangulo e o baricentro do tridngulo ABC, responda:
Qual ¢ a relacdo entre as somas x, + xg + Xc € Y4 + yg + Yo com as coordenadas do

baricentro G (x¢, y¢)?



ATIVIDADE DE EXPLORACAO 2 — AREA DE UM TRIANGULO

Alunos:

Usando o GeoGebra, faga o que se pede:

e Crie controles deslizantes x4, Y4, X5, Y5, Xc» V¢, variando de -10 a 10.
e Crie os pontos A(x4, V1), B(xg,y5) € C(xc, Yc).

e Crie o poligono ABC.

e Crie os textos:

Texto Texto
B [/ |[Serif H'Fdrm\ula LaTeX B/ |Serif ||Férmula LaTeX |
_ ' ' det = \left| \begin{array} ' x A & y A &1\ xB &
A{ABC = [0 y.B &1\ x ¢ & y_c &1\ \end{array} \right| =
X Ay B+y Ax C+x By C-y Bx C-x Ay C-y Ax B
Avancado Avancado

O primeiro texto gera a area do tridngulo ABC e o segundo gera o determinante:

Xg ya 1
det=|xg yp 1
Xc Yo 1

e Movendo os pontos A(x4,¥4), B(xg,yg) € C(x¢,yc) no plano cartesiano, altera-se a area

do triangulo ABC e o valor do determinante criado.

Observando a area do tridangulo e o valor do determinante, responda:

Qual ¢ a relagdo entre a area do tridngulo ABC e o determinante?

O que acontece com o determinante se os pontos A, B e C ficarem alinhados?



ATIVIDADE DE EXPLORACAO 3 - EQUACAO REDUZIDA DA RETA

Alunos:

Usando o GeoGebra, faga o que se pede:

Crie controles deslizantes m, n, ¢ e k, variando de -10 a 10.

No campo de entrada, digite as equacdes das retas r, s e t, dadas, respectivamente, por:

y=mx-+n
X =C
y=k

Crie o ponto A, interse¢do entre areta r: y = mx +n e o eixo y.
Crie textos com as equagdes das retas r, s e t.
Mova os controles deslizantes m, n, ¢ e k para observar o que acontece com as retas 7, S €

t. Em seguida responda:

O que o coeficiente m determina na equagdo da reta r: y = mx + n? Escreva o que acontece

com a reta r quando m ¢ positivo, negativo e nulo.

Qual a relacdo entre o coeficiente n da reta r e o ponto A?

Qual a caracteristicadareta s:x = c? Edaretat:y = k?



ATIVIDADE DE EXPLORACAO 4 — POSICOES RELATIVAS ENTRE DUAS RETAS

Alunos:

Usando o GeoGebra, faga o que se pede:

e Crie controles deslizantes m,., n,.,, mg € ng, variando de -5 a 5.

e No campo de entrada, digite as equacdes das retas r e s, dadas, respectivamente, por:
rry=m.x-+n,
S:y =mgx +ng

e C(rie o ponto I, intersecdo entre asretas r: y = m,.x + n,. € S: y = mgXx + n.

e Mova os controles deslizantes m,., n,., mg € ng para observar o que acontece com as retas r

e s. Em seguida, responda:

Quais sdo as condicdes entre os coeficientes para que as retas r € s sejam coincidentes?

Quais sdo as condicdes entre os coeficientes para que as retas r e s sejam paralelas?

E as condigdes para que 7 e s sejam concorrentes?



ATIVIDADE DE EXPLORACAO 5 - RETAS PERPENDICULARES

Alunos:

Usando o GeoGebra, faga o que se pede:

Crie controles deslizantes m e n.

Crie uma reta r definida por r: y = mx + n.

Crie um ponto A que pertence a 7.

Crie uma reta s, perpendicular a r e que passa por A

Marque o angulo formado pelas retas r e s.

Coloque a equacdo da reta s na forma reduzida.

Movendo os coeficientes m e n, move-se também as retas r e s, que continuam

perpendiculares.

E possivel observar alguma relagdo entre os sinais dos coeficientes angulares de r e s?

Quais sdo as condigdes entre os coeficientes angulares de r e s para que elas sejam

perpendiculares?



ATIVIDADE DE EXPLORACAO 6 — EQUACAO DA CIRCUNFERENCIA

Alunos:

Usando o GeoGebra, faga o que se pede:

Crie dois pontos C e P quaisquer.

Crie uma circunferéncia ¢ de centro C que passa por P.

Crie um texto com a equagao da circunferéncia.

Note que a circunferéncia possui equagio (x — a)? + (y — b)? = k.

Movendo os pontos C e P no plano cartesiano, altera-se a equagao da circunferéncia.

Deslocando apenas o ponto P no plano cartesiano, nota-se uma mudanca na equacao da
circunferéncia. O ponto P altera os valores dos parametros a € b? E do parametro k? De

que forma?

Qual a relagdo entre as coordenadas do ponto C e os valores de a ¢ b da equacdo da

circunferéncia?



ATIVIDADE DE EXPLORACAO 7 — POSICOES RELATIVAS ENTRE RETA E
CIRCUNFERENCIA

Alunos:

Usando o GeoGebra, faga o que se pede:

Crie uma circunferéncia dado o centro C e raio de medida R = 5.

Crie uma reta r definida por dois pontos P e Q.

Crie uma reta s que passa por C e ¢ perpendicular a r.

Crie o ponto de interse¢do [ entre r e s.

Crie o segmento de reta CI e deixe de exibir a reta s.

Crie um texto com a medida do segmento CI, que representa a distancia do ponto C a reta
T.

Crie o angulo PIC.

Crie a interse¢do entre a circunferéncia e a reta r.

Mova a reta e a circunferéncia de modo que altere a posicdo relativa entre elas. Qual a

relacdo entre a distancia d(C,r) e a medida do raio R para que a reta seja:

Externa a circunferéncia:

Tangente a circunferéncia:

Secante a circunferéncia:



ATIVIDADE DE EXPLORACAO 8 — POSICOES RELATIVAS ENTRE DUAS
CIRCUNFERENCIAS

Alunos:

Usando o GeoGebra, faga o que se pede:

Crie uma circunferéncia dado o centro C; e raio de medida r; = 5 e uma circunferéncia de
centro C, e raio de medida r, = 3.

Crie o segmento de reta C;C, e um texto com a medida desse segmento.

Movendo os pontos C; e C,, altera-se a posicao relativa entre as duas circunferéncias e a

distancia (d) entre C; e C,. D€ os possiveis valores de d para que as circunferéncias sejam:

Externas:

Tangentes externamente:

Secantes:

Tangentes internamente:

Internas:

Tente obter uma relagao entre a distancia d entre C; e C, e as medidas dos raios 7, e 1,

para cada uma das posi¢des anteriores.



ATIVIDADE DE EXPLORACAO 9 - EQUACAO DA ELIPSE

Alunos:

Usando o GeoGebra, faga o que se pede:

Crie uma elipse de focos F; e F, que passa pelo ponto Q. Marque o centro C da elipse.
Trace a reta r que passa pelos focos € marque os pontos A; € A,, interse¢do de r com a
elipse.

Trace a reta s, que passa por C e é perpendicular a r. Em seguida, marque os pontos B; ¢
B,, intersecao de s com a elipse.

Oculte as retas r e s e crie os segmentos de reta A;A,, B1B, e Fi F,.

Crie um ponto P que pertence a elipse. Construa os segmentos de reta PF; e PF,.

Crie textos com: a equagao da elipse, o centro da elipse, a soma das distancias d(P, F;) +
d(P,F,), as medidas do semieixo maior, semieixo menor e semidistdncia focal, ¢ a
excentricidade (c/a).

Movendo os pontos F;, F, € @, muda-se a posi¢do da elipse e sua equagdo, que tem a forma:

(x— xo)z n - J’o)z
ky k;,

=1,comk,,k, > 0.

a) Os pontos F; e F, definem o centro C da elipse. Qual a influéncia das coordenadas de C

sobre a equagdo da elipse?

b) Note que d(P,F,) + d(P,F,) é sempre igual a uma constante. E possivel perceber

alguma relagdo entre essa constante e alguma medida de semieixo?

¢) Qual a relacao entre as medidas dos semieixos maior € menor € as constantes kq € k,?

d) Mova F; e F, e perceba que a excentricidade da elipse varia entre dois valores, quais
sdo eles? A elipse se aproxima de uma circunferéncia ou fica mais achatada dependendo

do valor da excentricidade. Qual a relagdo entre a excentricidade e a forma da elipse?



ATIVIDADE DE EXPLORACAO 10 - EQUACAO DA HIPERBOLE

Alunos:

Usando o GeoGebra, faca o que se pede:

Crie uma hipérbole de focos F; e F, passando pelo ponto Q. Marque o centro C da hipérbole.
Trace o segmento de reta F;F, e marque os pontos A; ¢ A,, interse¢do de F;F, com a
hipérbole.

Crie o segmento de reta CF,. Em seguida, construa uma circunferéncia de centro em F, e
raio com a mesma medida do segmento CF,.

Crie uma reta perpendicular ao segmento de reta F; F, que passa por C. Logo apds, marque
B, e B,, interse¢do da reta com a circunferéncia. Oculte a reta e a circunferéncia.

Crie os segmentos de reta A1 A, ¢ B1B,.

Crie um ponto P que pertence a hipérbole. Construa os segmentos de reta PF; e PF,.

Crie textos com: a equacgdo da elipse, o centro da elipse, o0 modulo da diferenga das
distancias |d(P,F;) — d(P,F,)|, as medidas do semieixo maior, semieixo menor e
semidistancia focal, e a excentricidade (c¢/a).

Movendo os pontos F;, F, e Q, muda-se a posi¢ao da hipérbole e sua equagao:

(x — x)? _ v — y0)? —1ou (y — y0)? B (x — x4)?

=1,comky,k, > 0.

a) Os pontos F; e F, definem o centro C da hipérbole. Qual a influéncia das coordenadas

de C sobre a equagao da hipérbole?

b) Note que |d(P,F,) — d(P,F,)| é sempre igual a uma constante. E possivel perceber

alguma relagdo entre essa constante e alguma medida de semieixo?

¢) Qual a relagcdo entre as medidas dos semieixos maior € menor € as constantes k; ¢ k,

da equagao?

d) Mova F; e F, e perceba que a excentricidade da hipérbole se altera, deixando a hipérbole

com ramos mais abertos ou fechados. Quando ocorre cada caso?



ATIVIDADE DE EXPLORACAO 11 — EQUACAO DA PARABOLA

Alunos:

Usando o GeoGebra, faga o que se pede:

Crie um ponto A no plano e uma reta d que passa por A e € perpendicular ao eixo x.

Crie um ponto F fora de d. Em seguida, crie uma paréabola de foco F e diretriz d.

Crie uma reta e perpendicular a d e que passa por F. Marque o ponto D (interse¢ao entre d
e e) e o vértice V (intersecao entre a parabola e e).

Crie o segmento de reta DF e um texto para d(F,d) (distancia entre o foco e a diretriz),
equivalente a medida do segmento DF.

Marque um ponto P sobre a parabola. Em seguida, crie uma reta r perpendicular a d que
passa por P. Chame de P’ o ponto de interse¢do entre d e 7.

Crie os segmentos de reta PF e PP’ (que representa a distancia entre P e d).

Crie um texto com a equagao da parabola e um texto com as coordenadas do vértice.

Movendo os pontos 4 e F, muda-se a posi¢ao da parabola e sua equacao, que tem a forma:

= y0)? = k(x — xp)

a) Os valores x, € y, correspondem as coordenadas de qual ponto?

b) O que se observa em relacdo ao sinal de k e a concavidade da parabola?

¢) Qual arelagdo entre o valor de k e d(F, d).

d) Qual a propriedade que os pontos que pertencem a parabola satisfazem?
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APENDICE B

Listas de Problemas



LISTA 1 - PLANO CARTESIANO E PONTO

1. (FGV-SP) Em um paralelogramo, as coordenadas de trés vértices consecutivos sao,
respectivamente, (1,4), (—2,6) e (0,8). A soma das coordenadas do quarto vértice €:
A) 8
B) 9
C) 10
D) 11
E) 12

2. (UFMG) A area de um quadrado que tem A(4,8) e D(—2,2) como vértices opostos é:
A) 36
B) 20
C) 18
D) 16
E) 12

3. (FEI-SP) Os pontos X, Y e Z possuem, respectivamente, as seguintes coordenadas no plano

cartesiano: (0, 0), (m,8), (n,n + 3). Se Z é o ponto médio do segmento XY, entdo:

Aym=2
Bym=1
C)n=3
D)m=5
E)y n=2

4. (UFOP-MG) O baricentro de um triangulo ¢ o ponto de encontro de suas medianas. Sendo
assim, as coordenadas cartesianas do baricentro do tridngulo de vértices (2,2), (—4,—2) e

(2,—4) sao:



5. (UFMG) A distancia entre os pontos A(2a, —3a) e B(3,2) ¢ V26. Pode-se afirmar que os

possiveis valores de a sdo:

A) —V2eV2

B) 1-vV2el++2
C) —1lel

D) —2e2

E) —3e¢2

6. (Unicamp-SP) A figura abaixo apresenta parte do mapa de uma cidade, no qual estdo
identificadas a catedral, a prefeitura e a camara de vereadores. Observe que o quadriculado
ndo representa os quarteirdes da cidade, servindo apenas para a localizacdo dos pontos e
retas no plano cartesiano. Nessa cidade, a Avenida Brasil é formada pelos pontos
equidistantes da catedral e da prefeitura, enquanto a Avenida Juscelino Kubitschek (nao
mostrada no mapa) ¢ formada pelos pontos equidistantes da prefeitura e da camara de

vereadores.

Avenida Brasil

canpara

catediral prefditura

\ £

I 3 3 4 5§ 6§ 7
Sabendo que a distancia real entre a catedral e a prefeitura ¢ de 500 m, podemos concluir

que a distancia real, em linha reta, entre a catedral e a camara de vereadores ¢ de

A) 1500 m.

B) 5005 m.

C) 1002 m.

D) (500 + 500v2) m.



7.

10.

(UCDB-MS) Um triangulo tem vértices A(15,10), B(6,0), C(0,10). Entdo, a mediana
AM mede:

A) 10 u.c.

B) 12 u.c.

C) 11 u.c.

D) 13 u.c.

E) 9u.c.

(PUC Rio) Os pontos A(3,1), B(4,—2) e C(x,7) sdo colineares. O valor de x ¢ igual a:
A) 1
B) 2
C) 5
D) 6
E) 7

(UFOP-MG) A reta r contém os pontos (—1,—3) e (2, 3). O valor de m, de modo que o
ponto (m, 7) pertenca a r, é:

A) 1

B) 2

O 3

D) 4

(UFU-MG) Considere, no plano cartesiano de origem O, um triangulo cujos vértices 4, B
e C tém coordenadas (—1,0), (0,4) e (2,0), respectivamente. Se M e N sdo os pontos

médios de AB e BC, respectivamente, a area do triangulo OMN ser4 igual a:
A) gu.a.
B) gu.a.
C) 1lua.

D) %u.a.



11. (UFG-GO) Para media a area de uma fazenda de forma triangular, um agrimensor,

utilizando um sistema de localizac¢do por satélite, encontrou como vértices desse tridngulo

os pontos A(2,1), B(3,5) e C(7,4) do plano cartesiano, com as medidas em km. A area

dessa fazenda, em km?, é de:

17
A) Y

B) 17

C) 2v17

D) 4V17
V17
E) =L

12. (UERJ) Na regido conhecida como Triangulo das Bermudas, localizada no Oceano

Atlantico, ¢ possivel formar um tridngulo com um vértice sobre a cidade porto-riquenha de

San Juan, outro sobre a cidade estadunidense de Miami e o terceiro sobre as ilhas de

Bermudas.

A figura a seguir mostra um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, com os vértices

do triangulo devidamente representados. A escala utilizada ¢ 1 :17 000 000, e cada

unidade nos eixos cartesianos equivale ao comprimento de 1 cm.

Bermudas

/

[ 71 \:‘"\<X\LSan Juan

¢

W‘* 729 C;'C O;

Calcule, em km?, a 4rea do Triangulo das Bermudas, conforme a representagdo plana da

figura.



LISTA 2 — ESTUDO ANALITICO DA RETA

1. (UFMG) A reta y = ax + 1 intercepta a bissetriz do primeiro quadrante num ponto de

abscissa —4. O valor de a é:

3
INEE

c O W

p— N N’

Dl DWW DR |
NS

™
-~

X
2. (UFMG) O ponto P G, b) pertence a curva y = (1—16) . A equagdo da reta que passa por P

e tem coeficiente angular 2 ¢é:
A)2x—y=0

B) 2x+y=0
C)8x—-—4y—-3=0
D)4x—-2y—-1=0

E) 8x—4y—-5=0

3. (Unaerp-SP) A equagdo, no plano, x — 3 = 0, representa:
A) Um ponto do eixo das abcissas
B) Uma reta perpendicular ao eixo das ordenadas
C) Uma reta perpendiculararetax +y = 0
D) Uma reta concorrente aretax +y =0

E) Uma reta paralelaaretay —3 =0

4. (UFRS) Considere a figura a seguir. Uma equagao cartesiana da reta r ¢



V3
A)y:?—x

B) y=2(1-x)

C) y=1-+3x
D) y =v3(1—x)
E) y =V3(x—-1)

. (Unimontes-MG) Um raio luminoso, emitido por uma lanterna localizada no ponto M (4 ,8),

reflete-se em N(6,0). A equacdo da semirreta 7, da trajetoria do raio refletido, é:

VA

M
] ]

: >
O 4 N 8 X

A)y+4x—-24=0
B) y—4x—-24=0
C)y—4x+24=0
D)y+4x+24=0

. (Cesgranrio) Se (x,y) = (a, b) ¢é a intersecdo das retas x + 2y = 5 ¢ 2x — y = 10, entdo
a + b vale:

A) 3

B) 4

)5

D) 10

E) 15



7. (Mackenzie-SP) A distancia do ponto de intersecdo das retas 2x — 3y + 26 =0 e 5x +
2y — 49 = 0 a origem ¢&:
A) 13
B) 23
C) 15
D) 18
E) 17

8. (FGV-MQG) A equacdo da reta que passa pela origem e pela interse¢do das retas 2x +y —
6 =0ex—3y+ 11 = 0 tem a seguinte equagao:

A) y=2x
B) y=3x
C) y=4x
D) y = 5x
E) y=6x

9. (PUC-SP) Suponha que no plano cartesiano mostrado na figura a seguir, em que a unidade
de medida nos eixos coordenados ¢ o quilometro, as retas r e s representam os trajetos
percorridos por dois navios, N; € N,, antes de ambos atracarem em uma ilha, localizada no

ponto .

A

S

Considerando que, no momento em que N; e N, se encontravam atracados em I, um terceiro
navio, N3, foi localizado no ponto de coordenadas (26,29), a quantos quilometros N
distava de 1?

A) 28

B) 30

C) 34

D) 36

E) 40



10. (UECE) O perimetro do tridngulo formado pelas interse¢des das retas x +y — 6 = 0, x =
ley =1¢igual a:
A) 2(1+v2)
B) 4(2 ++72)
C) 4(1++72)
D) 2(1 ++72)

11. (UFMG) A éarea do triangulo limitado pelas retas 4x + 5y —20 =0,y =0ex =0 ¢&:
A) 4
B) 5
C) 10
D) 16
E) 20

12. (Mackenzie-SP) Os graficosde y = x + 2 e x + y = 6 definem, com os eixos, no primeiro
quadrante, um quadrilatero de area:
A) 12
B) 16
C) 10
D) 8
E) 14



LISTA 3 — POSICOES RELATIVAS, DISTANCIA DE PONTO A RETA, ANGULO
FORMADO POR DUAS RETAS E INEQUACOES DO 1° GRAU EM DUAS VARIAVEIS

1. (Mackenzie-SP) Conhecidas as equacdes das retas rrmx+y—3=0e s:3x+y+ k =
0, podemos afirmar que r e s sdo retas:
A) palalelas,sem =3 ek = —3.
B) coincidentes, sem = 3 e k # —3.
C) concorrentes, sem # 3 e k € R.
D) concorrentes, se k = =3 em € R.

E) palalelas,sem =3 ek € R.

2. (UFMG) Seja a reta r de equagdo 2x — 3y — 5 = 0. A equacgdo da reta s, paralela a r, que
contém P(1,—2), é:
A)2x—=3y—-1=0
B) 2x-3y—-8=0
C)3x—-2y—-7=0
D)3x+2y+1=0
E) 2x+3y+4=0

3. (UFMG) A reta r passa pelo ponto (16,11) e ndo intercepta a reta de equagao y = g — 5.

Considerando-se os seguintes pontos, o0 Unico que pertence a reta r ¢€:

A) (7,6)

» (72)
O (7,7)

D (72)

4. (FUVEST-SP) As retas r e s sdo perpendiculares e interceptam-se no ponto (2,4). A reta

s passa pelo ponto (0,5). Uma equagao da reta r ¢é:

A) 2y+x=10
B) y=x+2

C)2y—x=6
D) 2x+y=28

E) y=2x



5. (UFPE) Considere o triangulo de vértices A(1,1), B(3,2) e C(2,3). A equagao da reta que

contém a altura desse tridngulo relativa ao lado AC ¢é dada por:

A)x—2y=7
B) 2x + 2y = -7
C) 2y—x=7
D)x+2y=7

E) x+2y =-7

6. (FUVEST-SP) Sdo dados os pontos A(1,1) e B(9,3). A mediatriz do segmento AB
encontra o eixo dos y no ponto de ordenada igual a:
A) 20
B) 21
C) 22
D) 23
E) 24

7. (Mackenzie-SP) A distancia da reta determinada pelos pontos A(1,4) e B(5, 2) a origem é:
A) 9
B) 5
9
O
81
D) =

9/5
E) -

8. (UFMG) A distancia entre as retas de equagdes y = vV3x ey = v/3x + 2 é:
A) V3
B) 2V3
02
D) 1
E) 2



9.

Determine a medida do angulo agudo 6 formado pelas retas de equagdes:
r:9V3x — 27y 4+ 81 =0
s:2V3x =2y —3=0

10. (UFMG) O angulo agudo formado pelas retas de equagdes x = 0 e v3x + y — 1 = 0 mede:

11.

A) 15°
B) 22°30’
C) 30°
D) 37°30’
E) 45°

(PUC Minas) Considere a regido do plano cartesiano formada pelos pontos cujas

coordenadas satisfazem ao sistema:

0<x<2
y=2Xx
y<2x+2

Tomando-se o metro como como unidade de medida nos eixos coordenados, essa regido ¢
um trapézio com 2 m de altura e 4rea igual a A metros quadrados. Entdo, o valor de 4 ¢é:
A) 3

B) 4

C) 5

D) 6



12. (Enem 2016) Uma regido de uma fabrica deve ser isolada, pois nela os empregados ficam
expostos a riscos de acidentes. Essa regido estd representada pela por¢do de cor cinza

(quadrilatero de area S) na figura.

L
g ________

|

|

|

I

I

S

|

|

I
[ — Sl i

i I

| |

I

| |

1 l :._
0 4 8 X

Para que os funcionarios sejam orientados sobre a localizacdo da area isolada, cartazes
informativos serdo afixados por toda a fabrica. Para confecciond-los, um programador
utilizara um software que permite desenhar essa regido a partir de um conjunto de
desigualdades algébricas.

As desigualdades que devem ser utilizadas no referido software, para o desenho da regido
de isolamento, sdo

A)3y—x<0;2y—x=>20;y<8,x<9

B)3y—x<0;2y—x>20;y<9;x <8

C)3y—x=>20;2y—x<0;y<9;x<8

D)4y —-9x<0;8y—-3x=>20;y<8;x<9

E) 4y —9x <0;8y—-3x >0,y <9;x <8



LISTA 4 — ESTUDO ANALITICO DA CIRCUNFERENCIA

1. (UFPA) Uma circunferéncia tem centro no ponto C(2,—1) e raio igual a V2. Qual é a
equacao dessa circunferéncia?
A) (x—22+(y+1)?2=+2
B) (x -2+ (y+1*=2
C) (x+ 12+ (y—22=v2
D) (x+2)2+(y+1)?*=2
E) (x—2)?%+ (@ —-12%=2

2. (UDESC) Para que a equagdo x? + y? — 4x + 8y + k = 0 represente uma circunferéncia,
devemos ter:
A) k<20
B) k> 13
C) k<12
D) k> 12
E) k<10

3. (UFRGS-RS) A equacio x2 + y? + 4x — 6y + m = 0 representa um circulo se, e somente
se,
A) m> 0.
B) m <0.
C) m> 13.
D) m > —13.
E) m < 13.

4. (FGV-SP) Dada a circunferéncia de equagdo x% + y? — 6x — 10y + 30 = 0, seja P seu
ponto de ordenada maxima. A soma das coordenadas de P ¢:
A) 10
B) 10,5
O 11
D) 11,5
E) 1



5. (UFSM-RS) A massa utilizada para fazer pastéis folheados, depois de esticada, ¢ recortada

em circulos (discos) de igual tamanho. Sabendo que a equacdo matematica da

circunferéncia que limita o circulo é x? + y? — 4x — 6y — 36 = 0 e adotando = = 3,14, o

diametro de cada disco e¢ a area da massa utilizada para confeccionar cada pastel sdo,

respectivamente,
A) 7 e 113,04.
B) 7 e 153,86.
C) 12¢113,04.
D) 14 e 113,04.
E) 14 ¢ 153,86.

6. (UFSM-RS) A equipe de arquitetos e decoradores que fez o projeto de um shopping deseja

circunscrever uma circunferéncia ao quadrado maior @, que possui lado de 10 m. Se as

coordenadas do centro da circunferéncia forem dadas pelo ponto (10, 8) e se forem usadas

as parede da porta de entrada x e a lateral esquerda y como eixos coordenados referencias,

a equagado da circunferéncia sera:

A) x* +y?*—20x — 16y + 139 =0
B) x*+y*—20x — 16y + 64 =0
C) x*+y*—20x— 16y +114 =0
D) x2 +y%2—20x— 16y —36=0
E) x> +y*—16x—20y+139=0

V4

--------

e Syl <

10

L.
L
X

7. (UFPA) Qual a equagio da circunferéncia de raio 2 que é concéntrica a circunferéncia x? +

y*—4x+2y+4=0?

A) (x—2)2+@+1)2=+2
B) (x—2)2+ (y+1)? =2

C) x=2)+(W+1)*=4

D) (x—1)?*+(y+2)?*=4

E) x+2)?*+(y—-1)2*=4



8.

10.

11.

(FGV-SP) Dado o ponto P(5,4) e a circunferéncia de equagdo x? + y2 — 2x — 2y — 20 =
0, a equagdo da circunferéncia concéntrica com a circunferéncia dada e que passa por P ¢é:
A) x2+y2—2x—2y—-20=0
B) x?+y?—2x—2y—21=0
C) x2+y?2—2x—2y—22=0
D) x2+y?—2x—2y—23=0
E) x2+y2—-2x—-2y—24=0

(Fatec-SP) Sejam O a origem do sistema de eixos cartesianos ¢ A o centro da circunferéncia

de equacdo x? + y? — 2x — 4y — 4 = 0. A equagdo da reta que passa pelos pontos A e O

é:
A)y=2x+1
By y=2x-1
C)y==
D) y = 2x

E) y=x

(UEL-PR) Sao dados: uma circunferéncia de centro C = (Z, 1); umponto T = G, —1) que
pertence a circunferéncia. A equagdo da circunferéncia dada ¢:

A) 4x* +4y? —12x—8y—3=0

B) 4x2+4y? —12x—8y—4=0

C) 3x2+y?—6x—4y—2=0

D) 3x?+y?—6x—4y—4=0

E) x2+y2—§x—y=0

(Cesgranrio)

b




12.

A equacdo da circunferéncia cuja representacdo cartesiana esta indicada pela figura anterior
é:

A) x?+y?—3x—4y =0

B) x?+y*+6x+8y=0

C) x> +y2+6x—8y=0

D) x2+y2+8x—6y =0

E) x2+y2—-8x+6y=0

(Enem 2014) A figura mostra uma criang¢a brincando em um balango no parque. A corda
que prende o assento do balanco ao topo do suporte mede 2 metros. A crianga toma cuidado
para ndo sofrer um acidente, entdo se balanca de modo que a corda nao chegue a alcancar a

posi¢do horizontal.

Chio do parque

Na figura, considere o plano cartesiano que contém a trajetoria do assento do balango, no
qual a origem esta localizada no topo do suporte do balango, o eixo X ¢ paralelo ao chao do
parque, € o eixo Y tem orientagao positiva para cima.

A curva determinada pela trajetdria do assento do balango ¢ parte do grafico da fungao:

A) f(x) = -2 —x*
B) f(x) =+v2—x?

O flx) =x?-2
D) f(x) = V4 — x*
E) f(x) =4 —x*



LISTA 5 — POSICOES RELATIVAS A CIRCUNFERENCIA E INEQUACOES DO 2°
GRAU EM DUAS VARIAVEIS

1. (UFAL) As sentengas abaixo referem-se a circunferéncia C, de equacdo x* + y* + 2x —
4y — 4 = 0. Assinale V para as sentencas verdadeiras e F para as falsas.
() O ponto (—2,2) pertence ao exterior de C.
() Oponto (1, 6) pertence ao exterior de C.
() Oponto (—1,—1) pertence a C.
() O ponto (=5, 0) pertence ao interior de C.
() Oponto (0, 1) pertence ao exterior de C.

2. (UFPE) Assinale a alternativa que corresponde a equagdo de circunferéncia cujo raio mede
2 e que tangencia os dois semieixos positivos.
A) x> +y2—4x—4y+4=0
B) 5x% + 5y%2 —80x — 80y + 320 =0
C) x> +y2—4x—4y+8=0
D) 2x? +2y?2+3x—3y+7=0
E) x2+y2+8=0

3. (UEL-PR) Seja P um ponto do eixo das ordenadas pertencente a reta de equagdo 2x — 3y —
6 = 0. A equacao da circunferéncia de centro em P e tangente ao eixo das abscissas €:
A) x> +y2=4
B) x2+y%2+4x =0
C) x> +y%2+4y=0
D) x2+y%2—4x=0
E) x?+y2—4y =0

4. (PUC-SP) A circunferéncia com centro na origem e tangente a reta 3x + 4y = 10 tem

equacao:

A) x* +y? =
B) x2+y2=2
C) x> +y%2=3

D) x2+y?=4
E) x2+y2=5



5. (UNESP) Seja S ={(x,y) ER*:x?>+y2<16ex?*+ (y—1)>=9} uma regido do
plano. A é4rea de S ¢é:
A) 5
B) 7
C) 5w
D) 7n
E) 7n*

6. (UFCE) O numero de pontos na interse¢do dos subconjuntos do plano cartesiano
r={(x,y) ER% —x+y+1=0}
c={(x,y) ER%;x*+y?+2x—4y+1 =0}

é:

A) 0
B) 1
C) 2
D) 3
E) 4

7. (UFJF-MG) Considere as circunferéncias C; e C, de equagdes x? + y?> —4x — 2y +1 =10
e x? +y% — 4x — 2y — 4 = 0, respectivamente. E correto afirmar que
A) C; ¢ tangente ao eixo das abscissas.
B) C; e C, se interceptam em um Unico ponto.
C) C; e C; se interceptam em dois pontos.

D) C; e C, ndo se interceptam.

8. (Cesgranrio) As circunferéncias x? + y2 + 8x + 6y = 0 e x? + y? — 16x — 12y = 0 sdo:
A) exteriores
B) secantes
C) tangentes internamente
D) tangentes externamente

E) concéntricas



9. (Unifesp) A regido do plano cartesiano, determinada simultaneamente pelas trés condigdes:

x2+y2<16
y = x?
x=0

¢ aquela, na figura, indicada com a letra

A) A.
B) B.
C) C.
D) D. E
E) E.

10. (UFCE) A equacdo da circunferéncia com centro no ponto (2,3) e tangente a reta de
equagdo x + 2y —3 =0¢:
A) (x—3)2+(y—2)>=13
B) (x—2)*+(y—-3)*=13
C) x> +y?=13
D) (x—2)*+(y—3)*=5
E) (x=3)+(y—2)?=5

11. (FUVEST-SP) Das regides hachuradas na sequéncia, a que melhor representa o conjunto
dos pontos (x,y), do plano cartesiano, satisfazendo ao conjunto de desigualdades x > 0;
y=0;x—y+1=>0;x2+y*><9,¢é:

a) c) €)

b) d)




12. (Enem 2015) Considere que os quarteirdes de um bairro tenham sido desenhados no sistema
cartesiano, sendo a origem o cruzamento das duas ruas mais movimentadas desse bairro.
Nesse desenho, as ruas t€m suas larguras desconsideradas e todos os quarteirdes sao
quadrados de mesma area e a medida de seu lado ¢ a unidade do sistema.

A seguir ha uma representacao dessa situagdo, em que os pontos A, B, C e D representam

estabelecimentos comerciais desse bairro.

Yo

1 quarteirdo: |:|

Suponha que uma radio comunitaria, de fraco sinal, garante area de cobertura para todo
estabelecimento que se encontre num ponto cujas coordenadas satisfacam a inequacio: x* +
y*—2x—4y—31<0

A fim de avaliar a qualidade do sinal, e proporcionar uma futura melhora, a assisténcia
técnica da radio realizou uma inspecao para saber quais estabelecimentos estavam dentro
da area de cobertura, pois estes conseguem ouvir a radio enquanto os outros nao.

Os estabelecimentos que conseguem ouvir a radio sdo apenas

A) AeC.

B) BeC.

C) BeD.

D) A,BeC.

E) B,CeD.



LISTA 6 — ESTUDO ANALITICO DA ELIPSE E DA HIPERBOLE

1. (UNESP) A equagdo da elipse de focos F; = (—2,0), F, = (2,0) e eixo maior igual a 6 ¢
dada por:
2 2
A LY
10 20

2 2
X_+y_:1

B
) 9 5

2 2
o i
9 15

2 2
D) XY
6 15

2 2
5 AN A
4 25

2. (AFA-SP) A equacdo reduzida da cOnica, representada no grafico a seguir, €:

& y

oy KA =3P
9 16

g -, O+

9 16
o GRS,
16 9

Dy OHP L (=5,
9 16




3. (Unicamp-SP) Os valores de k € R, para que o ponto A(—2, k) pertenca a elipse 9x? +
4y? +18x — 8y — 23 = 0 sdo:
A) k=1« i

3.3

B) k = 2+—

Q) k= 3+i

3.3

D) k = 4+—

33

E) k_—1+—

4. (UNIRIO-RJ) A area do triangulo PF, F,, em que P(2,—8) ¢ F; e F, sdo os focos da elipse

d S I
e equacdo —+-—=1, éigual a:
quag 25 g gu

A) 8
B) 20
C) 64
D) 16
E) 32

5. (AFA-SP) Se A(10,0) e B(—5,y) sao pontos de uma elipse cujos focos sdo F;(—8,0) e
F,(8,0), entdo o perimetro do triangulo BF; F, mede:
A) 24
B) 26
C) 36
D) 38

6. (AFA-SP) A distancia focal da elipse x? + 16y% = 4 é:
A) 1
B) 3
C) V15
D) V20



7. (Cesesp-PE) Dada a elipse de equacdo 25x% + 9y2 — 90y = 0, assinale a alternativa que
nos indica corretamente as coordenadas do centro, dos focos, as medidas do eixo maior e
menor ¢ a distancia focal, respectivamente.

A) €(0,0), F;(0,—4), F,(0,4), 10, 6, 8
B) €(0,5), F;(0,1), F,(0,5), 4, 8,6
C) €(3,0), Fi(1,0), F,(5,0), 10,6, 3
D) C(5,0), F;(1,0), F,(9,0), 6, 8, 10
E) C€(0,5), F;(0,1), F,(0,9), 10, 6, 8

8. (Enem 2015) A figura representa a vista superior de uma bola de futebol americano, cuja
forma ¢ um elipsoide obtido pela rotagdo de uma elipse em torno do eixo das abscissas. Os
valores a e b sdo, respectivamente, a metade do seu comprimento horizontal e a metade do
seu comprimento vertical. Para essa bola, a diferenca entre os comprimentos horizontal e

vertical € igual a metade do comprimento vertical.

1Y
b

e bl}

Considere que o volume aproximado dessa bola ¢ dado por V = 4ab?. O volume dessa bola,
em fun¢do apenas de b, ¢ dado por

A) 8b3

B) 6b°

C) 5b°

D) 4b3

E) 2b°



9. (UFPI) O grafico de equacio x? — y? = 4 representa uma hipérbole. Os focos dessa

hipérbole sao:

» (5:0)¢(-1.0)
B) (2,0) ¢ (—2,0)

0) (2v2,0) e (—2v2,0)
D) (0,v2) e (0,—V2)

2 (03)<(0-3)

10. (Cesgranrio) Os vértices imaginarios da hipérbole de equacao

@ -—(y-1?=1
sdo:

A) (2,1)e(2,3)

B) (2,0) e (2,2)

C) (2,0)e(1,2)

D) (1,1)e(1,2)

E) (1,0) e (1,2)

11. (UFRS) O produto de duas variaveis reais, x € y, ¢ uma constante. Portanto, dentre os

graficos abaixo, o tnico que pode representar essa relagao ¢é:

a) v+ b) ¥% c ¥
N \_
0 X 0 X

d ¥t e) ¥

wY




1.

LISTA 7 — ESTUDO ANALITICO DA PARABOLA

A equagio 9x2 + 4y? — 18x — 8y — 23 = 0 representa uma
A) circunferéncia.

B) hipérbole.

C) parabola.

D) elipse.

E) reta.

(UFF-RJ) As equagdes y — 2x = 0, y + x* = 0 e y* — x* + 1 = 0 representam no plano,
respectivamente:

A) uma reta, uma hipérbole e uma parabola

B) uma parabola, uma hipérbole e uma reta

C) uma reta, uma parabola e uma elipse

D) uma elipse, uma parébola e uma hipérbole

E) uma reta, uma pardbola e uma hipérbole

(Unirio) As equagdes x> —9y?> —6x — 18y — 9 =0, x*+y* —2x +4y+1=0¢e x* —
4x — 4y + 8 = 0 representam, respectivamente, uma:

A) hipérbole, uma elipse e uma parabola.

B) hipérbole, uma circunferéncia e uma reta.

C) hipérbole, uma circunferéncia e uma parabola.

D) elipse, uma circunferéncia e uma parabola.

E) elipse, uma circunferéncia e uma reta

. (UFPE) Considere dois pontos distintos A € B de um plano. O lugar geométrico dos pontos
P deste plano tal que a soma das distincias de P aos pontos A e B ¢ constante, ¢ uma curva
denominada:

A) circunferéncia

B) parabola

C) hipérbole

D) elipse

E) reta



5. (UFJF-MG) Considere as afirmativas:

L. As retas de equagdes 3x — 2y — 5 = 0 e 3x — 2y = 0 sdo paralelas;
X2 y2
IL. A equacao a + 5= 1 representa uma hipérbole;

II1. A equagio 4y = x? representa uma parabola.
Assinale a alternativa correta:

A) Todas sao verdadeiras.

B) Apenas II ¢ falsa.

C) IeIlsdo falsas.

D) II e I1I sdo verdadeiras.

E) Todas sao falsas.

6. (Unimontes-MG) E um fato bem conhecido que, em um espelho parabélico convexo, todo
raio incidente, paralelo ao eixo de simetria, € refletido, passando pelo foco. Um raio incide

em uma parabola de equacdo x? = 4y, paralelamente ao eixo dos y, conforme o desenho.

raio refletido ralo incdente
‘-‘u"-,_“ v
s
F - .y
X 4y [
k“"ﬁ.
S
‘H‘m
h‘“""'\.
ad
—_—— — -
0 1 X

A equacdo da reta suporte do raio refletido é:
A) -3y+4x+4=0

B) 4x —3y—-4=0

C)3x+4y—4=0

D) —4x—-3y—4=0



7. (UFF-RJ) Uma reta r é paralela ao eixo x e contém a interse¢do das pardbolas y = (x — 1)?

e y = (x — 5)% A equacio de r é:

A)x=3
B) y=4
C) y=3x
D) x =4y

X
E) y= =
)y 3

8. (Unicamp-SP) Assinale a tinica alternativa que corresponde a equagdo da parabola que tem
por foco o ponto F(3,0) e por diretriz a reta x + 3 = 0.
A)y—12x2=0
B) y*—12x =0
C) y¥*—9x =0
D) y—9x2=0
E) y2+12x =0

9. (UFPE) Um determinado fio € constituido de um material que, quando preso a dois pontos
distantes um do outro de 20 m e ambos a 13 m do solo, toma a forma de uma parédbola,
estando o ponto mais baixo do fio a 3 m do solo. Assinale a alternativa que corresponde a
parabola no sistema de coordenadas cartesianas xOy, em que o eixo Oy contém o ponto
mais baixo do fio e o eixo Ox esta sobre o solo.

A)y=x*+x+3
B) 10y = —x2 + 30
C) y=x%+30

D) 5y = x2 + 15

E) 10y = x% + 30



10. (EN-RJ) A equacao da parabola, cujo foco é o ponto (1, 4) e cuja diretrizé aretay = 3, ¢é:

11.

A)y=x*-2x+4
B) y=—-x*+x-38

Oy=—-x+4
)y >

X2 X
D =_——_— 42
)Y >3

E) x=vy2—y+4

(AFA-SP) O parametro da parabola que passa pelo ponto P (6, 2) e cujo vértice V(3,0) éo

seu ponto de tangéncia com o eixo das abscissas é:

A)

B)
0

D)

N[O W N|O wm|o
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AAAA TESTE 1 - 10/08/2018 <
PRRREAT SBM

N LT 1670 1= F N

(a) Dados os pontos A(—4,2), B(6,4) e C'(10,—8) do plano, encontre as coordenadas dos pontos D, E

e F, pontos médios dos segmentos de reta AB, BC' e C'A, respectivamente.

(b) Determine as medidas dos segmentos de reta FF' e AB. Em seguida, calcule a razao entre elas.

(c) Determine as areas dos triangulos DEF ¢ ABC' e calcule a razao entre elas.

(d) Determine as coordenadas do baricentro G do triangulo ABC.



¥ -

A‘AA‘A TESTE 2 - 17/08/2018 ‘sl
PROFMAT

UENF SBM

N30 o 1 T

(a) Determine a equagao reduzida da reta r que passa pelo ponto A(2,2) e tem coeficiente angular 2.

(b) Determine a equacao reduzida da reta s, que passa pelos pontos C'(2,7) e D(4,1).

(c) Encontre as coordenadas do ponto F, intersegao entre as retas r e s.

(d) Qual a distancia entre o ponto E e a origem do sistema de coordenadas cartesianas?



¥ -
A‘AA‘A TESTE 3 - 24/08/2018 ‘sl
PROFMAT

UENF SBM

N30 o 1 T

(a) Determine a equagao da reta r que passa pelos pontos A(0, —2) e B(8,4).

(b) Determine a equagao da reta s, que passa pelo ponto C(1,5) e é paralela a r.

(c) Determine a equagao da reta t, perpendicular a reta r e que passa por C(1,5).

(d) Qual a distancia entre o ponto C' e a reta r?



¥ 1
A‘AA‘A TESTE 4 - 31/08/2018 ‘a’J
PROFMAT

UENF SBM

N30 Lo 1

(a) Determine a equagao reduzida das circunferéncias:

AMia?+ P +20—6y—15=0e Ny : 22+ 9>+ 142 — 10y + 69 =0

(b) Quais sao as medidas dos raios r; e 5 das circunferéncias A\; e Ay, respectivamente? E quais sao as

coordenadas dos centros C7 e Cy de A e Ay?

(c) Seja A3 uma terceira circunferéncia, concéntrica a A; e que passa por Cy. Dé as equagoes geral e
reduzida de As.



_n

AAA TESTE 5 - 11/09/2018 S/
PRRRIAT SBM

A UTI0S: tetiiitiiiiiiitiiiiietttieetersetesseetnseessesenseessssessesesssssnnsennes

(a) Seja A\; : 2% +y* — 10z — 4y + 20 = 0 uma circunferéncia de raio r; e centro C;. Determine a medida

de ry e a localizacao de C} no plano.

(b) Seja r a reta que passa pelos pontos A(0, 1) e B(5,4). Determine a equacao geral de r. Em seguida,

deé a posigao relativa entre A\; e r. Justifique a sua resposta.

(c) Seja Ag uma circunferéncia de centro C5(9,5) e raio 7, = 2. Qual a posigao relativa entre \; e A\y?



-

AAA TESTE 6 - 18/09/2018 =
PRRAMAT SBM

A UII0S: tetiiitiiiitiiitiiittittteinreeraeeesseeenseessssesseesssessnssessssennennnes

(a) Considere uma elipse de equacao 162% + 25y* — 64z — 50y — 311 = 0. Dé a equacao dessa elipse na

forma reduzida.

(b) Determine as coordenadas do centro C' da elipse e as medidas dos eixos maior e menor.

(c¢) Determine a distancia focal da elipse e sua excentricidade.

(d) Quais sao as coordenadas dos vértices Ay, Ay, By e By da elipse? E as coordenadas dos focos F} e
Fy?
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ATUNOS: vttt aas
(a) Considere uma parabola de foco F'(4,3) e reta diretriz d : x = —2. A pardbola tem concavidade

voltada para cima, para baixo, a esquerda ou a direita? Justifique sua resposta fazendo um esbogo

da parabola representando seu foco e a reta diretriz.

(b) Determine as coordenadas do vértice V' e o valor do parametro p da parabola.

(c¢) Determine as equagoes reduzida e geral da parabola.
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