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Resumo

FARIA, Naiara Aparecida de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de
2019. Um estudo sobre Numeros Irracionais e Transcendentes. Orientadora:
Danielle Franco Nicolau Lara. Coorientador: Luiz Gustavo Perona Araujo.

O presente trabalho tem como objetivo fazer uma abordagem na construcao dos
conjuntos numéricos, e uma exposicao sobre a irracionalidade de certos niimeros reais,
a construcao dos transcendentes e a transcendéncia dos ntimeros: 7, € 0 nimero
de Euler e. Para melhor entender esse trabalho sera feita algumas abordagens
de conteiddos da Teoria dos Nimeros (como critérios de divisibilidade, nimeros
primos, entre outros) , a teoria de conjuntos (enumerabilidade) e conceitos do Célculo

Diferencial e Integral de uma varidvel real.



Abstract

FARIA, Naiara Aparecida de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February, 2019.
A study on Irrational and Transcendent Numbers. Adviser: Danielle Franco
Nicolau Lara. Co-adviser: Luiz Gustavo Perona Araujo.

This assignment aims to make na approach on the construction of the numerical
sets, and an exhibition about the irrationality of some certain real numbers, the
construction of the trascendents and the transcendence of the numbers : m and the
Euler number e.

To better unsderstand this assignment, some approaches of the content of the Numbers
of Theory will be made (such as divisibility criteria, prime numbers, etc) , the sets
theory (enumerability) and concepts of Differential and Intefgral Calculus of a real

variable.
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Introducao

Os numeros e a matematica nasceram e se desenvolveram juntos, tanto nas
atividades praticas do homem e da sociedade, quanto a formalizacao dos conjuntos
numéricos.

Um marco importante em relacao aos niimeros se deu na escola Pitagorica, quando
surgiu o problema da incomensurabilidade. Dois segmentos sao incomensuraveis,
se é possivel encontrar uma “parte” que caiba um nuimero inteiro de vezes em
ambos. Ainda que cada segmento possa ser dividido em partes muito pequenas, nem
sempre dois segmentos sao comensuraveis. Este conceito foi estudado por muitos
matemadaticos, mas nao se obteve uma defini¢ao formal, para tais nimeros. Foi a
primeira vez que apareceu na histéria os niimeros irracionais. Este trabalho trara
um estudo sobre nimeros irracionais, os quais definimos como nimeros reais nao
racionais. Para entendeé-los precisamos compreender o que é um nimero real e o
que significa nao ser racional. Portanto é necessario um estudo sobre os conjuntos
numeéricos. A construcao dos Numeros Inteiros, denotado por Z, e dos Numeros
Racionais, denotado por Q, é realizado pelo uso de classes de equivaléncias, e os
Ntumeros Naturais, denotado por N, teve sua construcao axiomatica. O alemao
Richard Dedekind (1831 — 1916) no inicio de sua carreira como professor, ao lecionar
a disciplina de Célculo Diferencial, percebeu a importancia da formalidade de todos
os numeros. A partir desse momento inciou uma pesquisa para a formalizacao dos
Numeros Reais, desenvolveu o estudo por meio de Cortes, que tem como nome “Corte
de Dedekind” e a notagao, para o conjunto de todos os cortes, é R, e aos niimeros
irracionais, denotamos por R\Q.

Os numeros satisfazem algumas propriedades, ao estuda-los podemos classifica-
los, por exemplo, como: algébrico ou transcendente. Um ntmero ¢ algébrico se é
solucao de uma equagao de coeficientes inteiros, caso contrario esse niimero ¢ dito
transcendente. Nao podemos falar de niimeros irracionais sem estudarmos os nimeros
transcendentes, pois sao exemplos importantes de niimeros irracionais.

Matematicos famosos, desde o século XVIII ficaram fascinados com uma parte
da teoria dos nimeros: a transcendéncia de alguns nimeros. A definicao de ntimeros
transcendentes é do século XVIII. Segundo Euler, esses nimeros “ transcendem ” o
poder das operagoes algébricas. Somente em 1844, Liouville apresentou os primeiros



Capitulo 1. Introducao 2

exemplos de um numero transcendente. Ele encontrou uma propriedade que era
satisfeita por todos os niimeros algébricos, e assim o nimero que nao satisfizesse tal
propriedade, seria, necessariamente transcendente.

Alguns anos mais tarde, em 1874, Cantor provou a enumerabilidade do conjunto
dos ntumeros algébricos, e como consequéncia, temos que o conjunto dos nimeros
transcendentes nao é enumeravel.

Mostrar que um numero é transcendente nao é uma tarefa facil, somente em 1874
que C. Hermite demonstrou a transcendéncia do nimero e. Em 1882, F. Lindemann
demonstrou que o nimero 7 é transcendente. Embora o nimero 7 seja a razao
do comprimento do circulo com o seu diametro, esse niimero € irracional, como
demonstrado por J. H. Lambert, em 1761 pela primeira vez.

A esse campo da teoria dos niimeros transcendentes, grandes matematicos deram
suas contribuigoes, como : Euler, Liouville, Cantor, Weierstrass, Lindemann, Hermite,
Hilbert, Siegel, Lambert, Gelfond, Schneider, Hurwitz, Borel, Mahler, Markoft e
Veblen.

Em 1900, foi realizado em Paris, o segundo Congresso Internacional de Matemaética,
evento em que David Hilbert pronunciou uma conferéncia, na qual apresentou uma
lista de 23 problemas que, ao seu ver, ocupariam os matematicos das geracgoes
seguintes, alguns desses envolvendo nimeros transcendentes.

Vale ressaltar que, apesar de 7 e e serem transcendentes, ainda hoje nao sabemos
se m + e ou 7.e sao transcendentes, dentre outros niimeros cuja transcendéncia
aparentam ser naturais.



Conjuntos Numéricos

Neste capitulo, descreveremos a construcao dos conjuntos numéricos como os
Naturais, Inteiros, Racionais e Reais.

Os primeiros registros de representacao numérica foi em um osso, encontrado em
Ishango, na Africa, e datado entre vinte mil e dez mil anos antes de Cristo. Normal-
mente, associa-se a histéria dos nimeros a necessidade de contagem, relacionada a
problemas de subsisténcia, de acordo com [12].

Por volta de 2000 anos antes de Cristo, na Babilonia, eles comecaram a realizar
calculos com a base sexagesimal posicional, no qual havia simbolos para representar
os 60 numeros.

Os algarismos arabicos, também chamados indo-arabicos, foram criados e desenvol-
vidos pela Civilizacao do Vale do Indo. Considera-se que este sistema de numeracao
¢ um dos grandes avancos da area da Matematica. A chegada da numeragao indo-
arabica a Europa é atribuida ao matematico italiano Leonardo Piza. Entretanto, a
formalidade do conjunto dos nimeros naturais ocorreu com os axiomas do italiano
Peano somente por volta de 1900.

Para o método axiomatico a resposta consta de duas partes: primeiro, simples-
mente aceitar alguns termos da teoria sem uma explicacao formal de seu significado,
os chamados conceitos primitivos, e, introduzir alguns axiomas, ou seja, certas
afirmagoes que sao consideradas verdadeiras sem necessidade de demonstragao.

2.1 Conjunto dos Nimeros Naturais

Nesta secao apresentaremos a construcao formal do conjunto dos naturais, feita
por volta de 1900, por Peano. Para maiores informagoes o leitor pode consultar [1].

Os axiomas:

P;: zero é um numero natural.

Ps: Se a é um niimero natural, entao a tem um tnico sucessor que também é um
nimero natural.

P5: Zero nao ¢é sucessor de nenhum ntimero natural.

Py: Dois nimeros naturais que tem sucessores iguais sao eles proprios, iguais.

Ps5: Se uma colegao S de nimeros naturais contém o zero e, também, o sucessor
de todo elemento de S, entao S é o conjunto de todos os niimeros naturais.
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Adotaremos as seguintes notagoes: 0 para indicar o zero, s(a) para indicar o
sucessor de um numero natural a. Isto posto, os axiomas de Peano, podem assim ser
enunciados:

P 0 eN,;

Py a e N= s(a) € N;

Ps: a e N= s(a) #0;

Py: s(a) = s(b) = a = b;

Ps: Se SCNe0e€S. Para todo a € S, tem-se s(a) € S. Entao, S =N

O axioma P; garante que N # @ . Em P, deve-se subentender a unicidade de
s(a). Do axioma P, decorre que a # b = s(a) # s(b), o que é ébvio pois s(a) = s(b)
implica a = b. O axioma Pj5 chama-se axioma da inducao completa.

2.1.1 Adigao no Conjunto dos Niimeros Naturais

Al m+0=m
A2 m+s(n)=s(m+n)
Pela definicao acima temos:
1. A soma de um nimero arbitrario com o zero: m 4+ 0 = m.
2. Soma de m € N com s(0), que é m + s(0) = s(m + 0) = s(m).

Temos ainda que,
m + s(s(0)) = s(m + s(0)) = s(s(m))

e assim sucessivamente. A formalizacao desse processo se da através do Principio da
Inducgao e nos mostra que a soma m + n estd bem definida, para todo par m,n de
nimeros naturais.

De fato, para cada m natural fixado arbitrariamente, definimos o conjunto
Sy = {n € N;m + n estd bem definida}. Temos que 0 € S,, e se k € S,,, entao
s(k) € Sp, pois m + s(k) = s(m + k). Logo, pelo quinto axioma de Peano, S,, = N.
Como m é arbitrario, S,, = NV m € N, ou seja, m + n estd definida para todo
par (m, n) de naturais, o que nos diz que a condigao acima definida é de fato uma
operacao em N.

Em m +n = p;m e n sdo as parcelas e p a soma. Adotaremos a seguinte notacao:

L;

3.

[ J [ ] [ ]
V2 VA »
—~ —~ —~
[\ — o
~ ~— ~
I
\.l\D

E assim, sucessivamente.

Proposigao 2.1: Para todo natural m, tem-se s(m) = m+ 1 e s(m) = 1+ m.
Portanto, m+1=14+m.
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Demonstracdo. Para a primeira igualdade, temos de A.1 que m + 1 = m +
5(0) = s(m 4 0) = s(m). Para a segunda igualdade, consideremos o conjunto
A={m e N;s(m)=1+m}. Claramente, 0 € A, pois de A.2 s(0) =1=1+0.
Seja m € A. Vamos mostrar que s(m) € A. De fato, como s(m) = 1+ m, temos
que:

s(s(m)) = s(1+m) =1+ s(m).

Isto é, s(m) € A. Assim, temos A = N. O

Teorema 2.1: Sejam m,n e p nimeros naturais arbitrarios. As afirmagoes abaixo
sao validas:

1. Existéncia do elemento neutro aditivo: 0 +n =n + 0 = n. A demonstragao
segue diretamente da Definicao A.1.

2. Propriedade Comutativa da adigao: n +m = m + n.

Demonstracao. Faremos pelo método de indugao sobre m.

Sem =0, temosn+0=0-+n.

Suponhamos que n + m = m + n. Observe que, n + s(m) = s(n +m) =
s(m +n) =m+ s(n). E portanto, é valido a propriedade comutativa. O

3. Propriedade associativa da adigdo: m + (n+p) = (m +n) + p.

Demonstragcao. Provaremos por indugao sobre p.
Sep=0m+(n+0)=m+n=(m+n)+0.

Suponhamos que (m +n) +r = m + (n + r) para algum r € N. Entao,
(m+4+n)+s(r)=s((m+n)+r)=s(m+ (n+r)) =m+ s(n+r). E portanto,
m+ (n+7r)=(m+mn)+révalido, para todo r € N. Concluimos assim que é
valida a associatividade. ]

4. Propriedade do cancelamento da adicao: m+p=n+p=m=n

Demonstra¢ao. Provaremos por inducgao sobre p.
Sep=0=m+0=n+0=m=n.

Suponhamos que m +p = n + p = m = n, para algum p € N. Facamos
agora: m + s(p) =n+ s(p) = s(m+p) = s(n+p) = m +p =n+ p. Logo,
m =n. O

2.1.2 Multiplicacao no Conjunto dos Nuimeros Naturais

Definicao 2.1: A multiplicacao de dois niimeros, m e n, é denotada por m - n e
definida da seguinte maneira:

M1 m-0=0

M2 m-(n+1)=mn+m
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Adotaremos a notacao de justaposicao para a multiplicacao:
m-n=mn
O teorema abaixo nos mostrara as propriedades da multiplicacgao.
Teorema 2.2: Para m,n e p naturais arbitrarios, valem as proposigoes abaixo:
1. Existéncia do elemento neutro multiplicativo: 1-n=n-1=n.

Demonstragao. Temos que n-1 =n(0+1) =n-04+n-1=0+n = n.
Mostraremos por inducao em n, que 1-n =n. Temos : 1-0 = 0, por defini¢cao
e, sob a hipdtese de que 1 -n =n, obtemos 1 - (n+1)=1-n+1=n+1. O

2. distributividade: m - (n 4+ p) = mn + mp e (m + n)p = mp + np.

Demonstrag¢ao. Mostraremos por indugao sobre p.

Sep=0, temos m-(n+0)=m-n=m-n+0=m-n+m-0e (m+n)-0=0=
0+0 =m-04+n-0. Suponhamos que n(m-+p) = mn+np e (m+n)p = mp+np,
para algum p € N. De M.2 temos,

m(n+ (p+1)) =m((n+p) + 1)
=m(n+p)+m
= (mn+mp)+m
=mn+ (mp+m)
=mn+ (m(p+1))
E portanto m(n + p) = mn + np, ¥ p € N. Analogamente, obtemos que

(m +n)p = mp + np. O

2.1.3 Relagao de Ordem no Conjunto dos Niimeros
Naturais

Neste capitulo mostraremos a existéncia de uma relagao de ordem em N. Uma
relacao é dita de ordem em N se satisfaz as seguintes propriedades:

1. Reflexiva;
2. Anti simétrica;
3. Transitiva.

Definicao 2.2: Dizemos que a é menor ou igual a b com a,b € N se existe u € N
tal que b = a + u, e usamos a seguinte notagao: a < b.

Seb=a+v,v#0,entdo a < b (a é menor que b).

Teorema 2.3: Para a,b e ¢ nimeros naturais, valem as propriedades abaixo:



Capitulo 2. Conjuntos Numéricos 7

1. a < a,VaeN (Reflexiva)

Temos que a = a + 0, e portanto, a < a.

2. a<beb<a= a=0> (Anti-simétrica)

Por hipétese b = a+u e a = b+ v, em que u,v € N. Sendo assim, a =
(a+u)+v=a+ (u+v), pelalei do cancelamento u+v = 0. dal, u =v =0, e
portanto a = b.

3. a<beb< c= a< c (Transitiva)

Por hipdtese b = a+u e ¢ = b+wv, em que u,v € N. Sendo assim, ¢ = a+ (u+v),
concluimos assim que a < c.

4. Para quaisquer a,b € N, a < bou b < a.

Para cada b € N seja Sj, o subconjunto de N formado pelos elementos n para
0s quais se verifica ao menos uma das seguintes condigoes:

(a) existe u € N tal que b = n + u;
(b) existe v € N tal que n = b + v.

Como para n = 0 a sentenca (a) se verifica com u = b, entdo 0 € S;. Seja
r €S, Ser=b, entdo s(r) = s(b) = b+ 1 e portanto s(r) € Sy, ja que verifica
(b). Suponhamos agora b = r + u, u # 0; entdo u = s(v) = v + 1, para algum
veN, edal, b=r+ (v+1) = s(r) + v, ou seja, s(r) satisfaz (a) e portanto
pertence a S,. Finalmente, se r = b+wv,v # 0, entdo s(r) = s(b+v) = b+ s(v),
o que significa que s(r) € Sy, pois cumpre a condi¢ao de (b). Donde S, = N e,
por isso, para todo b € N, qualquer que seja o nimero natural a, ou b = a + u
oua=>b+wv. Ouseja, a < boub<a.

5. a<b=a+c<b+c V ceN (Compatibilidade da adi¢ao)

<
Por hipétese a < b, entao b = a + u, com u € N. Dado ¢ € N, temos que
b+c=a+ c+ u, e portanto, a + c < b+ c.

6. a < b= ac < be,¥c € N (Compatibilidade com a multiplicacao)

Por hipétese b = a + u, para algum u € N. Donde be = (a + u)c = ac + uc, do
que resulta ac < be.

Assim a relacao “<” é uma relacao de ordem total em N.

2.2 Conjunto dos Niumeros Inteiros

Nesta secao trataremos sobre a construcao dos Numeros Inteiros.

Numeros Negativos: Origens

Os algarismos que usamos hoje em dia surgiram na fndia, no século VII, e sua
difusao pelo mundo se deve, em grande parte, aos arabes. A escrita desses simbolos
foi se modificando ao longo do tempo, e a forma moderna mal se assemelha a original.
Importa, porém que foi da fndia, quando o Ocidente estava mergulhado na estagnacao
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da primeira fase do periodo medieval. Coube também aos hindus a introducao na
matematica dos nimeros negativos. O objetivo era indicar débitos.

Ao introduzirem os nimeros negativos, os hindus, nao tinham nenhuma preo-
cupacao de ordem tedrica. Na verdade, os progressos matematicos verificados na
fndia, por essa época, ocorreram quase que por acaso e em boa parte devido ao
descompromisso com o rigor e a formalidade. A aceitacao e o entendimento pleno
dos nimeros negativos foi um processo longo. Como ja mencionado, os nimeros
foram surgindo de acordo com a necessidade de contagem do homem, precisava de
numeros para representar débitos, surgindo assim os numeros negativos, e portanto
o conjunto dos nimeros inteiros.

Os Niumeros Inteiros: Construcao

A formalizacdo dos nimeros inteiros é dada por uma relacao de equivaléncia em
N x N. Uma relacao R de um conjunto A é uma relacao de equivaléncia se satisfaz
trés propriedades listadas a seguir.

1. Reflexiva, ou seja, a € A entao aRa Va € A;
2. Simétrica, ou seja, a,b € A, aRb entao bRa Ya,b € A;

3. Transitiva, ou seja, a,b,c € A, aRb e bRc entao aRc, Ya,b,c € A.

Vamos agora definir uma relagao no conjunto N x N, dos pares ordenados com
entradas em N.

A seguinte rela¢ao ~ definida por: para quaisquer (a, b) e (¢, d) € N x N, temos
que:

(a,b) ~ (¢,d) & a+d=b+c.

E f4cil ver que para a relacao ~ valem as seguintes propriedades:

1. ~ Refleriva: pois , como para todo (a, b) € N x N| se verifica a +b = b+ a.
2. ~ Simétrica: ou seja, se (a, b) ~ (¢, d), entdo (¢, d) ~ (a, b).
3. ~ Transitiva: pois, se (a, b) ~ (¢, d) e (¢, d) ~ (e, f) entao (a, b) ~ (e, f).

E assim, ~ determina uma particao em N x N em classes de equivaléncia. Para cada

(a, b) € N x N indicaremos por (a, b) a classe de equivaléncia determinada por (a, b)
€ N x N e o conjunto quociente sera denotado por Z.

Z=NxN/r~

A classe de equivaléncia determinada por (a, b) € N x N, é o conjunto:

(@.8) = {(z,y) e Nx N | (z,9) ~ (a, )}
={(z,y) e NxN|z+b=y+a}

Exemplo 2.2.1:

(z,9)) ENxN|z+3=1+y}
(0,2); (1, 3);(2,4)...}

(1.3)={
1.3)={
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O conjunto das classes de equivaléncia é o conjunto quociente:

Nx N/~ ={(ab) | (a,b) € NxN}

2.2.1 Adicao no Conjunto dos Niimeros Inteiros

Nesta subsecao definiremos a adicao no conjunto dos numeros inteiros e suas
propriedades.

Definigao 2.3: Sejam m = (a, b) e n = (¢, d) elementos quaisquer de Z. Chama-se
soma de m com n, indicada por m + n, o elemento de Z definido por:

m+n=(a+c, b+d)

A relagao dada por: (m, n) — m + n é uma aplicacao, bem definida, isto é,
independente da escolha do representante de m e n, de Z X Z em Z e, portanto é
uma operacao sobre Z. A essa operacao chama-se adicao em Z.

Para a adicao em Z valem as seguintes propriedades: Associativa, comutativa,

existéncia do elemento neutro, existéncia do simétrico. De fato, para m = (a, b),

n=(c,d)er= e, f)elementos de Z, temos:

1. Associativa:

(m+n)+r=(a+c,b+d)+ (e, f)=((a+c)+e (b+d) +[f)=

(a+(c+e), b+(d+f)=(a+b)+(ct+e d+ f) =
(a,b) + ((e, d) + (e, f))=m+ (n+71)

2. Comutativa:

mtn=(a,b)+ (e d) = (atebtd=

(c+a,d+0b)=(c,d)+ (a,d) =n+m.

3. Existe elemento neutro: é a classe (0, 0). De fato, para qualquer (a, b) € Z:

(a,b) +(0,0) =(a+0,b+0) = (a, b).

Usaremos a notagao 0 = (0, 0).

~—

4. Todo m = (a, b) admite oposto (simétrico aditivo). Ou seja, para todo m € Z
existe m' € Z de modo que m +m’ = 0. Usaremos a notacao: —m = m/'.
Como,

(a,b) + (b,a) =(a+b,b+a)=0

entdo: m = (a, b) = —m = (b, a).

~—
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A existéncia do simétrico nos possibilita definir a subtracao em N que nada
mais é que a adicao com o simétrico.

2.2.2 Subtracao no Conjunto dos Numeros Inteiros

Para cada par de elementos m,n € Z, chama-se diferenca ou subtragao entre m e
n e indica-se por m — n o elemento m + (—n) € Z. Ou seja:

m—n=m+ (—n).
Assim, posto que m — n € Z, quaisquer que sejam m,n € Z, a relagao dada por:
(m,n) — m—n

é uma aplicacao bem definida de Z x Z em Z ou seja, é uma operagao sobre Z, dito
operacao oposta a adigao.

2.2.3 Multiplicagcao no Conjunto dos Numeros Inteiros

Definicao 2.4: Sejam m = (a, b) e n = (¢, d) elementos quaisquer de Z. Chama-se
produto de m por n e indica-se por mn ou (m - n) o elemento de Z definido por :

mn = (ac + bd, ad + be). (2.1)

A relagao: (m, n) — mn, é uma aplicacao de Z x Z em Z e, por isso, uma operagao
sobre Z. Trata-se, da multiplicacao em Z, da qual destacamos as propriedades a
seguir. Lembrando que os produtos ac, bd, ad, bc em (2.1) sdo multiplicagdes em N.

1. Associativa: m(nr) = (mn)r, para quaisquer m,n,r € Z. Seja m = (a, b),
n=(c,d)er=/e, f). Entao,

m - (nr) = (a, b)(ce + df, cf + de)

= (ace + adf + bef + bde, acf + ade + bee + bdf)
= (e(ac+ bd) + f(ad + bc), f(ac + bd) + e(ad + be))
= (ac+bd, ad + be)(e, f) = (mn)r

2. Comutativa: De fato, se m = (a, b) e n = (¢, d) sdo elementos quaisquer de Z,
entao:

mn = (ac + bd, ad + bc) = (ca + db, cb + da) = nm

3. Existe elemento neutro: ¢é a classe (1, 0), & qual indicaremos apenas por 1.

V (a,b) €Z = (1,0)-(a,b)=(1-a+0-b,1-b+0-a) = (a,b)

4. Lei do anulamento do produto: Se m,n € Z e mn = 0, entao m = 0 ou n = 0.
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Vamos supor que, m = (a, 0) e n = (0, b), entdo mn = (0, ab) = (0, 0). Dai
04+0=ab+0ouab=0 (em N), o que implica a =0 ou b = 0. Donde m =0
oun =0.

5. Distributiva: Para quaisquer m,n,r € Z, m(n +r) = mn + mr.

2.2.4 Relagao de Ordem no Conjunto dos Niuimeros
Inteiros

Observe que toda classe de equivaléncia (a, b) pode ser representada com a = 0

ou b = 0. De fato, se a < b. 3 ¢ € N tal que (a, b) = (0, ¢) , basta tomar c =b—a e

b—a>0,logob—aeN. E, sea>b, (a,b) =(0,), onde c=a—0b.
Da forma como foi construido o conjunto dos ntimeros inteiros, nés nao conse-

guimos associar esse conjunto ao que utilizamos hoje. Para que essa associacao seja
facil de identificar um ntimero inteiro, como nimeros positivos e negativos, fazemos
a seguinte associacao descrita abaixo.

(¢, 0) = +c
(0,¢) = —c
0,0)=0

Com esta notacgao, conseguimos visualizar o conjunto dos nimeros inteiros, como
utilizamos corriqueiramente, por exemplo:

(5,3)=(2,0) = +2
(3,5)=1(0,2) = -2
(4,3) = (1,0) = +1
(3,4)=(0,1) =1
(0,0)=0

O que torna mais claro, quais sao os numeros do conjunto dos nimeros inteiros. E
portanto, denotando N x N/ ~ por Z temos:

Z=1{.,-2-101.2,..}

Sejam € Z , temos m = (a, 0) ou m = (0, a) , para algum a € N. Fagamos:
{0,+1,42,..}=Z, e {...,-2,-10}=2Z_

Os elementos de Z sao ditos inteiros nao negativos e os de Z_ inteiros nao positivos.
Todo elemento m € Z% = {+1,+2, + 3,...} é chamado inteiro positivo, e todo
m e Z* ={...,—3,—2,—1} é dito inteiro negativo. E facil ver que os conjuntos
citados acima sao fechados para a soma.

Definicao 2.5: Sejam m,n € Z. Diz-se que m é menor que ou igual a n e anota-se
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m<nsedreZ, talquen=m+r.

Neste caso também podemos escrever n > m, o que se 1é : “n é maior que ou
igual a m”.

Se d r € Z7 tal que, n = m +r, entao m ¢ dito menor do que n, e denotamos
por m < n. E equivalente dizer que n é maior que m e denotamos por n > m.

Em particular 0 < r,V r € Z,, poisr=0+1r,es <0,V s € Z_, ja que
0= s+ (—s). Também: 0 < r, para todo r € Z% e r < 0 para todo r € Z*.

Vejamos agora as propriedades mais importantes da relacao < sobre Z, considere
m,n e q € Z.

1. Reflexiva: m <m,Vm € Z. Poism=m+0e0 € Z

2. Anti-Simétrica: Vamos supor m <nen < m.

Entao m = n + rq, onde r = (a, 0), para algum a € N, e n = m + 75, onde

ro = (b, 0), sendo b um elemento de N. Entao,
m=n+ri=m+r)+ri=m+(ri+r) =m+(a+0,0)

o que implica, pela lei do cancelamento da adigao:

(a+b,0) = (0, 0).

Daia+b=0em N, e portanto a =b = 0. Donde r; =7, =0 e m =n.

3. Transitiva: m<nen<qg=— m<gq

Como m < n, entao existe r; € Z, tal quen =m+ry, en < q, existe ry € Z,
tal que ¢ = n + ry, somando o oposto de r, em ambos os termos, temos que:
g—ry=mn,dai¢g—ro =m+r = q=m+(r; +r3) = m < ¢, para quaisquer
m,ne€zer +ry € Ly.

4. m<noun<m.

Vamos supor m = (a, 0) e n = (b, 0). Se a < b, entao b = a + ¢, para algum
¢ € N, e portanto, n = (b,0) = (a+¢,0) = (a,0) + (¢, 0) = m + (¢, 0) o

que garante a relacao m < n. Se ao contrario, ocorresse b < a, entao valeria

~—

n<m. O casom = (0, a) en = (0, b) pode ser encaminhado da mesma forma.
Finalmente, seja m = (a, 0) e n = (0,b). Entdao m = (a,0) = (a+b,0) =
(0,b) + (a + b,0) =n + (a + b, 0) de onde segue n < m. Uma consequéncia das
consideracoes anteriores é que: m € Z_en € Zy = m < n.

5. Compatibilidade com adi¢ao: Se m < n, entao m +p < n + p, para todo p € Z

De fato, da hipétese segue que m +r = n , para algum r € Z,. Assim, para
todopeZ:n+p=(m+r)+p=(m+p)+r. Donde: m+p<n-+np.

6. Compatibilidade com a multiplicacao: m <ne 0 <p=— mp < np.

Por hipétese n = m+7, onde r = (a, 0) para algum a € N. Supondo p = (b, 0),

como pn = pr, onde pr = (ab, 0) € Z,, entdo pm < pn
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2.3 O Conjunto dos Niumeros Racionais

Um nimero n é dito racional, se é possivel escrever esse niimero na forma de
uma fracao, ou seja, n = %, comaeb€Zeb#0. De acordo com [12], os egipcios
desenvolveram um sistema de numeragao e uma escrita mais ou menos na mesma
época que os babilonios, ou seja, por volta do ano 300 antes de Cristo. Segundo
alguns estudiosos, os primeiros conceitos de fragao surgiram no Egito. Os egipcios
usavam um conceito que, para nés, equivale as fragoes unitarias, da forma % Os
egipcios interpretavam uma fracdo somente com uma parte da unidade. Por isso,
utilizavam apenas as fragoes unitarias, isto é, com numerador igual a 1. Para escrever
as fragoes unitarias, colocavam um sinal oval alongado sobre o denominador.

As tnicas fragoes em que usavam de forma que o numerador era diferente de 1

2 .3

era as fracoes $ e §. Veremos aqui a formalidade da construcao do conjunto dos

numeros racionais.

2.3.1 A Construcao dos Numeros Racionais

Seja Z* = {m € Z;m # 0} e consideremos sobre:
ZxZ ={(m,n),meZenclZ}
a relacao ~ definida por:
(m, n) ~ (p, q) se, e somente se, mq = np.
Para ~, valem as trés propriedades que caracterizam uma relacao de equivaléncia,
ou seja:
1. (m,n) ~ (m, n), para todo (m, n) € Z x Z* (reflexiva)
2. (m,n) ~ (p, q) = (p, q) ~ (m, n) (simétrica)

3. (m,n)~(p,q) e (p,q)~(r,s) = (m,n) ~ (r,s) (transitiva)

A demonstracao da relagao ser reflexiva e simétrica ocorre diretamente da defini¢ao
de ~. Apresentaremos aqui apenas a demonstracao da transitividade. Por hipétese,
temos : mq = np e ps = qr. Multiplicando a primeira dessas igualdades por s e a
segunda por n, resulta: mqs = nps e nps = ngr. Dai, msq = ngr e usando a lei do
cancelamento em Z, temos que ms = nr. E portanto, (m, n) ~ (r, s).

Logo a relagao ~ determina sobre Z x Z* uma particao em classes de equivaléncia.
Para cada par (m,n) € Z x Z*, a classe de equivaléncia a qual esse elemento pertence

T m
serd indicada por — ou m/n.
n

% ={(x,y) €ZXZL* (x,y) ~(m,n)} ={(x,y) € Z X Z;nx =my}.
Por exemplo:

% () €T X T30 = Tyt = {( 1,3): (2, 6): (=1, —3):.. ).
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para todo (m, n) € Z x Z*.
T <= ms=nr.

Devido a propriedade reflexiva, é claro que (m, n)

I =13

Além disso, como 2 = L <= (m,n) ~ (r,s), entao
n S
Por exemplo:

2_ -1
6 -3

1
3=
Assim, cada elemento de Q admite infinitas representagoes ™ (m € Z,n € Z*).
Dois elementos a, b € Q sempre admitem representacoes de denominadores
iguais. De fato, se a = ™ e b = £ entdo, ™ = ™ e £ = = pois m(ns) = n(ms) e
r(ns) = s(nr).
Os elementos de Q sao chamados nimeros racionais. Definimos a adi¢ao, multi-
plicacao e a relacao de ordem, ainda neste capitulo.

Definicao 2.6: Denotamamos por QQ, e denominamos por conjunto dos niimeros
racionais, o conjunto quociente de Z x Z* pela relacao ~, isto €,

Q:ZXZ*N:{@;WGZGRGZ*}.
n

_n é chamada de fracao

Uma fracao P que representa a mesma classe de
q n

m p
n’ q

_ m
equivalente a —.
n

2.3.2 Adigao no Conjuntos dos Numeros Racionais

Definigao 2.7: Sejam a = ™* e b = * elementos de Q. Chama-se soma de a com b,
indicada por a + b o elemento de Q definido da seguinte maneira:

ms nr ms + nr
a+b=—+—=—"—
ns ns ns

De fato, a operacao

QxQ—Q
(a, b) — a+ b, estd bem definida.

Mostraremos que a soma a + b independe da fragao equivalente escolhida para

m m’ r/ /

definir a e b. Sea =" =" eb= "1 =5 entdo mn' = nm' ers = s

Multiplicando a primeira dessas igualdades por ss’ e a segunda por nn’ e somando
membro a membro as relagoes obtidas:

msn's' +rns'n’ = msm’s’ + nsr'n’

ou seja,
/

(ms+rn)n's’ = ns(m's" +1's’)
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0 que garante,
ms+rn m's +r'n

ns n's’
Portanto, a correspondéncia (a, b) — a + b é uma aplicacdo e trata-se de uma
operacao sobre Q, a qual chamaremos adicao em Q) e que possui as seguintes
propriedades, que podem ser facilmente verificadas.

. (a+b)+c=a+ (b+c), Va,b,c € Q (associativa).

2. a+b=b+a,Va,b € Q (comutativa).

3. Existe elemento neutro: é classe de equivaléncia % = g = ..., que indicamos
m 0_ ml40n _ ml _ m m
por 0 apenas. De fato, 2 + 7 = "= ==% = "% = ™ para todo ™ € Q.

4. Todo a € Q admite simétrico aditivo (oposto) em Q: Se a = ™, entdo —a = ==,

pois:
m  —m mn + (—m)n 0
— + = ( ) =—=0.
n n nn nn

Definicao 2.8: Se a,b € Q denomina-se diferenca entre a e b, e indica-se por a — b,
o seguinte elemento de Q: a —b = a+ (—b). Como (—b) € Q, para todo b € Q, entao
(a,b) — a — b, uma operagao sobre Q, & qual chamaremos subtragao em Q.

2.3.3 Multiplicacao no Conjuntos dos Numeros Racionais

Definicao 2.9: Chamamos produto de a = m € Q por b= r € Q o elemento:
n s

ab:a-b:@E@
ns

o qual, pode-se mostrar, que nao depende da escolha do representante da fracao
equivalente tomadas para a e b.
A multiplicagdo em Q é uma operacao definida por:

(a, b) — ab, para quaisquer (a,b) € Q x Q.

que possui as seguintes propriedades:
1. a(bc) = (ab)c , Ya,b e c € Q (associativa).

2. ab = ba, Ya,b € Q (comutativa).

1 2 3 o
= — = — = ... que indicaremos

3. Existe o elemento neutro: é a classe 1 5 3
m 1 m.1
n

: m m
simplesmente por 1. De fato: — - — = —— = — para todo — € Q.
n 1 1 n n

. . 7 . . . . . m
4. Todo a € Q , a # 0, admite simétrico multiplicativo (inverso): se a = — com
n
n m n mn n o, . m )
m # 0 temos — € Qe, —- — = — =1, e — é o inverso de —. Indicaremos
m n m nm m n



Capitulo 2. Conjuntos Numéricos 16

1

. ~ m _ n .
por a~! o inverso de a, entdo se a = —,a # 0 = a~! = —. Disso decorre
n m

também que se a # 0:

(@)l = <%) L % —a.

Outro fato importante no que se refere aos inversos é que se a e b sao elementos
nao nulos de Q: (ab)~! = a~*b~!. De fato, como (ab)(a~1071) = (aa™1)(bb7!) =
1, entdao, a~'b~! é o inverso de ab.

Definicao 2.10: Entendemos por divisao em Q a operacao Q x Q* em Q definida
por:(a, b) — ab™1.

O elemento ab~! é chamado quociente de a por b e pode ser indicado por a: b. Por

_ 2 /1\" 2 5 10
exemplo, se a =—-eb=—,entao: a: b=—--| = =——-=—
3 5 3 \b5 3 1 3
Para a divisao em Q vale a seguinte propriedade: se a,b,c € Q e ¢ # 0, entao:

(a+b):c=a:c+b:c
r
De fato, se ¢ = —, (r,s € Z*), entao:
s

S T

(a+b):c:(a+b)~§:a~§+b~ =a:c+b:c
T

r
a: —+b:
r s

T S

2.3.4 Relagao de Ordem no Conjunto dos Niimeros
Racionais

m m  —m
Seja a = — € Q. Como a = — = —, pois m(—n) = n(—m), sempre podemos
n n  -n

considerar, para todo a € Q, uma representacao em que o denominador seja maior
que zero (em Z7 ).
Nessa subsecao, considere sempre os elementos de QQ representados com denomi-

.. . m r
nadores positivos. Sejam a e b elementos de Q, com a = — e b= —.

Nessas condigoes, diz-se que a é menor que ou igual a b, e esc?eve—se a < b, se
ms < nr (obviamente esta tltima relagao é considerada em Z). Equivalente a dizer
que b é maior que ou igual a a e anotar b > a. Com as mesmas hipdteses, se ms < nr,
diz-se que a é menor que b (notacdo: a < b) ou que b é maior que a. Usando a
notacao: b > a

Exemplo 2.3.1:

-2 1
? < Z, pOiS -8 < 3.

ot

4
6 < 5, pois 25 > 24.
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m 0 N
Um elemento a = — € Q , diz positivo se a > 0. Lembrando que 0 = 1> entao:
n

Mostraremos a seguir que a relacao <, conforme a definicao acima, é uma relagao de
ordem sobre Q, compativel com a adi¢do e a multiplicagao definidas. Dados a = m/n,
b=r/s e c = p/q nimeros racionais, temos:

1. a < a (reflexiva). Evidentemente, pois mn < nm.

a<beb<a (anti-simétrico) Como ms < nr e rn < sm (em Z), entdo
mor
ms = nr. Logo, — = —.
s

3.a<beb<c=— a<c (transitiva)

De fato, como ms < nr e rq < sp, multiplicando a primeira dessas relagoes por
q > 0 e a segunda por n > 0:

msq < nqr e rqn < spn.

Usando a transitividade de < em Z, msq < spn. E uma vez que s > 0, pode-se

concluir que mq < pn. Logo, 7 < §

4. a < boub < a. Evidentemente, pois em Z : ms < nr ou nr < ms.

b.a<b=a+c<b+c(<é compatlvel com a adigao de Q). De fato, como
por hipdtese ms < nr, entao msq®> < nrqg?, e daf:

msq2 + pnsq < nrq2 + psnq
ou seja,
(mgq + pn)sq < ng(rq + ps).

Donde,

m p mq + np rq + ps r op
__|__: < — -
n q nq sq s g

6. a<bel0<c=a-c<b-c (< écompartivel com a multiplicacao em Q).

Por hipétese, ms < nr e p > 0 (além de n, s,q > 0). Assim pg > 0 e portanto,

(ms)(pq) < (nr)(pq), ou, (mp)(sq) < (ng)(rp), onde, sq >0 e ng > 0.
mp_mp_T™_T P
q

Logo, — - = <
n q ng sq¢ S
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2.4 Os Numeros Nao Racionais - Numeros Reais

Um marco importante na histéria dos niimeros, ocorreu na escola Pitagorica, por
volta do século VI antes de Cristo, quando um integrante dessa escola, percebeu
que os lados e a diagonal de um quadrado de lado igual a um, eram segmentos nao
comensuraveis. A esse conceito, chamamos de segmentos incomensuraveis.

Definicao 2.11: Os segmentos AB e C'D, sao ditos comensurdveis, quando um
terceiro (EG), cabe um nimero n e m de vezes, respectivamente , nos segmentos
AB e (CD, comn, m € N*.

Essa ideia nos permite comparar dois segmentos de reta da seguinte maneira:
dados dois segmentos, AB e C'D, dizer que a razao de seus comprimentos (faremos
aqui um abuso de linguagem, ao denotar o comprimento de AB, por AB também):
AB/CD é o numero racional m/n, significa que existe um terceiro segmento EF,
submuiltiplo comum desses dois, satisfazendo: AB é m vezes EF e CD é n vezes EF.

Tal ideia, citada acima, abalou muitos pitagéricos, uma vez que acreditavam que
existia uma harmonia interna no mundo, governada pelos nimeros naturais. E foi
em sua propria comunidade, através de um figura geométrica, veio a descoberta da
existéncia de niimeros incomensuraveis, primeira meng¢ao aos nimeros irracionais.

No decorrer deste e dos préximos capitulos, vamos aprender que os nimeros reais
podem ser classificados nao apenas como racionais e irracionais, mas também em duas
outras categorias. Uma categoria contém os chamados nimeros algébricos, isto é,
nimeros que sao solugoes de equagoes algébricas com coeficientes inteiros, e uma outra
contém todos os demais nimeros, sendo esses chamados nimeros transcendentes.
Porém mencionaremos imediatamente que alguns nimeros algébricos sao racionais e
outros irracionais, mas todos nimeros transcendentes sao irracionais.

2.4.1 A construcao dos Niumeros Reais - R

O conceito de um niimero nao racional, se deu pelo conceito de um segmento nao
comensuravel.

Os matematicos alemaes Cantor e Dedekind, construiram os nimeros reais a
partir dos niimeros racionais por métodos diferentes, respectivamente conhecidos
por classes de Equivaléncia de sequéncias de Cauchy e por Cortes de Dedekind.
Neste trabalho apresentaremos a construcao dos nimeros reais, através do Corte de
Dedekind.

O que faremos sera a construgao dos nimeros reais, com o rigor matematico.
Tendo como ponto de partida o conjunto dos niimeros racionais com suas propriedades
algébricas e aritméticas, de forma andloga aos outros conjuntos numéricos citados
em secoes anteriores. Definiremos a nogao de corte devido a Dedekind. E a esse
conjunto de cortes, chamaremos de conjunto dos ntimeros reais.

Descreveremos aqui essa teoria. Para maiores informacoes, o leitor pode recorrer
a referéncia [2].

Definicao 2.12: Um conjunto a de niimeros racionais, diz-se um corte se satisfazer
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as seguintes condigoes:
L o#a#Q;
2. Ser € aes <r (sracional), entdo s € o

3. em « nao existe elemento maximo.

1
Exemplo 2.4.1: O Conjunto A = {x €EQlz< 5 } ¢ um corte, pois se s < x €

1 1
x €A, entao s <z < 7 Por transitividade, s < 5 ese€A.

1
Exemplo 2.4.2: O Conjunto B = {:1: €EQlz> 5 } nao é um corte, pois nao

satisfaz o segundo item da definicao de corte.

Definicao 2.13: Um conjunto nao vazio X C R ¢é dito limitado superiormente se
existe b € R tal que x < b para todo z € X. Neste caso, dizemos que b é uma cota

superior de X.
Como veremos a seguir, todo corte é um subconjunto de QQ limitado superiormente.

Proposicao 2.2: Sejam o um corte e r € Q. Entao, r é uma cota superior de « se,
e somente se, r € Q \ a.

Demonstracao. Se r é cota superior de «, entao r nao pode pertencer a «, caso
contrario r seria elemento maximo de «, contradizendo o terceiro item Definicao
2.12 . Reciprocamente, se r € Q\«, entdo r é cota superior de «, pois, caso
contrario haveria s € «a tal que r < s, o que, pelo segundo item da Definicao 2.12,
obrigaria r a pertencer a a, uma contradicao. ]

Proposicao 2.3: Ser e Qea={r € Q| z < r}, entdo o é um corte e r é a
menor cota superior de a.

Demonstracao. A proposicao é valida para os dois primeiros itens da definicao
de corte. Quanto ao terceiro item de 2.12, basta observar que se s € «, entao

s+r s+r .S
€ Q, entao

< 7 e, cOMo
maximo de «. Esse argumento também mostra que r é a menor cota superior,

s < € «. Assim, s nao é elemento

que podemos chamar de supremo. [

Seja A um corte de Dedekind tal que existe m € Q com m sendo o supremo de
A. Dizemos que m é o elemento separador entre os conjuntos A e Q\A. Nem todo
corte de Dedekind possui supremo em (), como mostra o exemplo seguinte.

Exemplo 2.4.3: Um conjunto B={z € Q;z <0 ouz >0 e 2? < 2} é um corte
de Dedekind, mas nao possui supremo em Q.

Demonstracao. Mostraremos que as propriedades da definicao de corte é verda-
deira, logo apds que o conjunto A nao possui supremo.
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1. A4 @, pois1>0el12<2edallc A;
2. A#Q, pois 2 € Q mas 2 ¢ A, uma vez que 22 > 2;

3. Sejamzr,y€c Qtalquer € Aey<xz. Sey<Oentaoy € A. Sey>0e
entdao 0 <y < xnos da 0 < 9% < 22 < 2 e daf y? < 2, ou seja, y € A. Em
qualquer caso tem-se y € A.

4. Se x € A é um nuimero menor ou igual a zero entao 1 > x. Isso mostra que
1 é um elemento de A maior do que z. Por fim, se z € A é um numero

. - . r+1
positivo entao 2 — 2% > 0. Assim, tomando n > 5 Obtemos,
—x
- 20 +1
n
2 — 12

n(2—a% >2r+1
2n —nx? > 2x+1
nr2+2x+1<2n

(r3)
T+ — < 2.
n

Sendo = um racional, segue que = + 1/n é racional maior do que z tal que o
2

quadrado é menor do que 2. Isso mostra que [ x + — | € A, ou seja, A nao
n

FEE

possui elemento maximo, e portanto A é um corte de Dedekind.

]

Definicao 2.14: Os cortes do tipo da proposicao anterior sao denominados cortes
racionais e se representam por r*.

r*={reQ|z<r}

Notagao: Denotaremos por C o conjunto de todos os cortes.

2.4.2 Relagao de Ordem e Operacoes com Cortes

Definicao 2.15: Sejam «, 8 € C. Dizemos que a é menor do que [ e escrevemos
a < f quando 5\ a # @. Neste caso dizemos também que 5 > «, ou seja, (4 é maior
do que «).

1

1 * *
Exemplo 2.4.4: 7* > (5) , pois 2 € T\ (5) .

—1
Exemplo 2.4.5: (—1)* < 0*, pois - € 0*\ (1)~

Podemos definir também “menor ou igual” dizendo que a < se a < f ou a = 3.
Analogamente definimos “maior ou igual”. Note que o < 3 é equivalente a a C 3.

Definicao 2.16: Se a € C'e a > 0%, a chama-se corte positivo. Se a < 0%, a é dito
corte negativo. Se a > 0%, o chama-se corte nao negativo e se a < 0*, a chama-se
nao positivo.
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Teorema 2.4: (Tricotomia) Para a, f € C, temos uma e apenas uma das possibili-
dades a seguir ocorre.
a=pFf ou a<p ou «a>f.

Demonstracao. E claro que a = 3 exclui as outras duas possibilidades, pela
definicao de igualdade de conjuntos. De modo andalogo, as possibilidades a < 3
ou a > 3 claramente excluem a = . Sera apresentado aqui que as desigualdades
também se excluem mutuamente. Suponhamos o contrario, isto €, que a < (e
a > (3 ocorram simultaneamente. Entao, existem r € 5\ e s € a \ 5. Como
r € fes¢ [ resulta r < s, analogamente, como s € a e r ¢ « resulta s < r,
contradizendo a lei da tricotomia em Q. Concluimos que no maximo uma das
trés possibilidades ocorre. Para mostrar que uma delas necessariamente ocorre,
temos que @ =  ou a # . Se a = [ nada ha a provar. Suponhamos que « # 3,
entdo o \ f# F ou B\ a # & (pois, caso contrario, & = ). No primeiro caso,

[ < a e, no segundo caso a < 3. O]
Teorema 2.5: Sejam o, € C. Sey={a+b|laca e be [}, entao vy e C.

Demonstracao. Verificaremos que 7y satisfaz as trés condigoes da Definicao 2.12.
E fécil ver que atende ao primeiro item da defini¢do, ja que v # @ (uma vez que
a e (3 sao diferentes de vazio).

1. SejamteQ\a=t>a,VacaeueQ\ = u>>bVbe 3. Entao
t+u>a+bVacaebef. Logo, t+ué¢vyevy#Q.

2. Sejam a € vy e b < a (b racional). Sabemos que b € v,a é do tipo p + ¢, com
peaeqgef. Comob<p-+q, podemos escrever b=p+ ¢ com ¢ € Q e
¢ < q e, portanto, ¢' € B. Logo, b=p+ ¢ em que p € a e ¢ € [ isto é,
ben.

3. Se a € v, existe b € v com b > a. Temos: a =p+qcomp € aeq € p.
Como existe p’ € a com p’ > p, o racional s = p' + ¢ € v e é maior do que a.

]

Definicao 2.17: Para «, 5 € C, definimos a + S como sendo o corte do teorema
anterior, ou seja,

at+f={a+blaca e be [}

Teorema 2.6: A adi¢ao em (' é comutativa, associativa e tem 0* como elemento

neutro.

Demonstracdo. A comutatividade e a associatividade sao herdadas das proprie-
dades andlogas da adicao em Q. Para mostrar que a + 0* = o, Vo € €, vamos
verificar as duas inclusoes: o+ 0* C a e a C a+ 0*. Seja a € o + 0*. Entao
a=p+gq,comp € aeqéc 0 istoé, g <0. Assim, a < p € « e, portanto,
a € a. Logo, a+ 0" C a. Seja agora a € o, tomando b € o com b > a, podemos
expressar a como a = b+ (a — b), onde a — b < 0 e, portanto, ele pertence 0* e
a C a+ 0" ]
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Teorema 2.7: Seja a € C. Existe um tnico S € C'tal que a + § = 0*. Como nos
casos dos inteiros e racionais, tal 5 denota-se por —a e se chama de simétrico (ou

inverso aditivo) de a.

Demonstragao. Suponhamos a+ ;1 = a+ 3 = 0*. Vale ressaltar que a adi¢ao de
cortes é comutativa e associativa. Obtemos assim, By = 2 +0* = o+ (a+ 1) =
(Bo+a)+ 51 = 0+ = p1. E portanto, existe um tinico 5 € C, tal que a+ 5 = 0*.
Agora para construir o simétrico de «a, tomaremos a € C. O candidato a —a é o
conjunto obtido pelos negativos dos elementos que estao fora de «, com excecao
da eventual cota superior minima de «. Mais precisamente, seja 5= {p € Q| — p
é cota superior NAO minima de a}. No caso geral, ndo temos necessariamente
cortes racionais e, entdo, o simbolo (—«)* pode nao fazer sentido. Mostraremos
que 3 é um corte e que a+ 5 = 0*. Analisaremos as trés condigoes da definigao de
corte. Observe que satisfaz ao primeiro item da Definigao 2.12, ja que a+ § # &,
pois B é o oposto de «, o que explica o segundo item da Definigao 2.12, quanto ao
terceiro item da Definigao 2.12,tomemos a € S. Queremos encontrar b > a em [3.
Como —a é cota superior de a mas nao é minima, entao existe t € Q, —t < —a,

tal que —t é cota superior de «, e portanto, —t < —a, tal que —t ¢ «. Seja
a+t
b=

2
nao é minima, logo a € e b > a como queriamos. Vamos verificar agora que

a+pf=0" Sejatca+ . Entdfot =a+b, coma € aebec 5. Como —b ¢ «,
entao —b > a, de modo que 0 > a + b = t, ou seja, t € 0*. Reciprocamente,
suponhamos que t € 0%, isto é, t < 0. Sejam r € a e 1’ ¢ «, tais que r' —r = —t,
segue que t =7+ (—1'), comr € a e =1’ € B, ou seja, t € a + f. O

. Temos: —t < —b < —a, de modo que —b é cota superior de a mas

Definicao 2.18: Como nos casos de Z e Q, definimos a subtracao em C por
a—fF=a+(-p),Ya,p € C.

A proposicao seguinte, cuja demonstragao segue imediatamente das defini¢oes,
nos mostra algumas propriedades. Para maiores informacoes, o leitor pode verificar

em [2].
Proposigao 2.4: Para o, 8,7 € C, vale:
1. —(—a) = a;
2. —a+pB=0—0q
3. a—(=f)=a+p;
4 —a—p=—(a+p);
5 a-(B+)=a—F-7

Teorema 2.8: (Compatibilidade da relacao de ordem com a adigao) Sejam a, 3,y €
C tais que a < 8. Entao a+v < 8+ 7.
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Demonstracdo. a < <= a C 8. Sejat € a+ v, isto é,t =a+ b, com a € «
esey. ComoaC fB,entaoa e fet=a+bef+~youseja, a+vyC [+ 7.
Portanto, a +v < 8+ 7. O

Considere agora dois cortes positivos, a > 0%, > 0*. Considere o conjunto

=Q  U{acQ|a=pq}

comp€Eaeqé€pf, pq=0. Veremos que um corte e v > 0*. De fato, observe que
—1 € v, assim v # €. SeJam agorar € vyes <r. Ses <0, entao s € 7. Suponhamos

> 0 e, portanto, r > 0. Pela definicao de  existem p € a e ¢ € J taisque r =p-q,
p=>=0eq>=0. Comor >0 segue que p > 0. Seja t = s/p, temos t < ¢, pois se fosse
q<t,pqg<pt,ouseja, r <s. Entaot < qgete f. Dai, s €, pois s = pt. Por fim,
para o terceiro item da definigao de corte, dado r € v, se r < 0 basta tomar s = r/2
que s >resevy. Ser>0,r € yimplicaemr=pgcompeceaeqge f,p=0e
q>0. Existemt € aeu € §tal que p <teq<u Logo, r=pg< tu e tome
s=tucyes>r.

Definigao 2.19: O Corte vy definido acima ¢é dito produto ou multiplicacao de « e
B e sera denotado por v = a- § ou simplesmente v = a - 5.

Definigao 2.20: Dado « € C, definimos o valor absoluto de o (ou o médulo de «),
representado por |a|, do seguinte modo:

a, se a=0*
la| =

—a, se a<O0*
Temos abaixo a definicao de produto.

Definicao 2.21: Sejam «, € C. Definimos « - 8 por,

laf|f|, se 0* Ca e 0" Cp
—|a||B], se 0 Ca e B & OF
—lal|Bl, se a G 0" e 0*Cf
Bl se a G 0" e fG 07

a-fB=

O teorema a seguir traz algumas propriedades da multiplicacao, para maiores
informagoes o leitor pode encontrar em [2]

Teorema 2.9: A multiplicacao de cortes é comutativa, associativa, tem 1* como
elemento neutro e, se «, 3,7 € C, vale:

1. a(B+7) = aB + ay (distributividade) ;
2. a- 0" = 0%
3. sea < ffey>=0" entao ay < Bv;

4. se a < B ey <0 entao ay = B7;
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5. se a # 0* em C; existe um unico 5 € C tal que aff = 1*. Esse corte chama-se
1

inverso de « e é denotado por a™".
Concluimos que C'é munido de duas operagoes e uma relagao de ordem, obede-
cendo as mesmas leis aritméticas dos racionais. Assim, C' é um corpo ordenado. Em
particular define-se também a divisao em C, a + 3 = a - 371, e adota-se a notacao
de fracao: % Além disso, a aplicagao j : Q — C' dada por j(r) = r* é injetora e
preserva a adi¢ao, multiplicacao e ordem. De fato j(r) = j(s) implica em r* = s* e
entdo, r = s. Dessa maneira, temos que j(Q) é uma cépia de Q em C, sendo j(Q)
precisamente o conjunto dos cortes racionais.

Definicao 2.22: O conjunto C'dos cortes serd, a partir de agora, denominado de
conjunto dos numeros reais, e denotado por R. Os cortes racionais serao identificados,
via a injecao j, com os numeros racionais. Todo corte que nao for racional sera
denominado nimero irracional.

No conjunto dos ntimeros racionais o corte do Exemplo 2.4.3 nao possui elemento
de separacdo. Assim, para Dedekind, deveria ser criado um ndmero no caso v/2,
como elemento de separagao entre os conjuntos A e Q\ A.

Notagao: A identificacao de j(Q) com Q nos permite escrever Q C R. O
conjunto R\Q representa o conjunto dos nimeros irracionais.

2.5 A enumerabilidade dos conjuntos numéricos

Descreveremos a enumerabilidade dos Conjuntos Numéricos, tratados nas segoes
anteriores. Este capitulo serd baseado em teorias encontradas nos livros [10] e [7].

Definigao 2.23: Um conjunto A é enumerdvel se seus elementos puderem ser postos
em correspondéncia biunivoca com os nimeros naturais. Mais precisamente, A é
enumeravel se existir uma funcao bijetiva, f : N — A.

Exemplo 2.5.1: O conjunto dos nimeros pares positivos é enumeravel: tome

f(n) =2n.

Exemplo 2.5.2: O conjunto dos nimeros impares (positivos) é enumeravel: tome
f(n)=2n—1.

Exemplo 2.5.3: O conjunto Z é enumeravel: olhe a tabela abaixo:

~3, —2, -1, 0, 1, 2, 3,
r T 1 11117
7. 5, 3, 1, 2, 4, 6

)

Exemplo 2.5.4: O conjunto dos nimeros racionais é enumeravel. Mostraremos
primeiramente que o conjunto dos racionais positivos é enumeravel. Olhe o quadro
abaixo.
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1 1 1 1 1

I 73 3 771 5
Ve / Ve s

2 2 2 2 2

1 2 3 4 5

3 3 3 3 3
1 2 3 4 5
“ S S
4 1 4 4 1
1 2 3 4 5
Y A A
5 5 5 5 5
1 2 3 4 5

Ve

Observe que todos os nimeros da forma p/q com p, ¢ € N e ¢ # 0 aparecerao no quadro
acima. Se o percorremos seguindo as flexas teremos uma ordenagao desse conjunto,
o qual vale dizer, a funcao f serd f(n) = m-ésimo elemento que encontraremos

. . . . ‘ ,
seguindo as flexas. Assim, mostramos que o conjunto Q% = {x € Q : z > 0} ¢é
enumeravel. A enumerabilidade de Q segue-se do Teorema abaixo, lembrando que

Q=0Q% UuQr U{0}, onde Q* ={z € Q:z <0}

Teorema 2.10: 1. A unido de um conjunto finito com um conjunto enumeravel
¢ enumeravel;

2. A uniao de dois conjuntos enumeraveis é enumeravel;
3. A uniao de um nimero finito de conjuntos enumeraveis ¢ enumeravel;
4. A uniao de um conjunto enumeravel de conjuntos finitos é enumeravel;

5. A uniao de um conjunto enumeravel de conjuntos enumeraveis é enumeravel.

Demonstracao. A demonstracao dos dois primeiros itens sera feito de acordo com
Djairo [3].

1. Consideremos A = {ay,...,a,} o conjunto finito e B = {by,by,...} 0 con-
junto enumeravel. O conjunto AUB ¢é enumeravel. De fato a correspondéncia
biunivoca entre AU B e N serd assim:

ay, ..., Qn, b17 an

! r 1 !

1, ..., n, n+1, n+2
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2. Se A={aj,as,...} e B={by,by,...} sdo dois conjuntos enumeraveis, entao
AU B é enumeravel, bastando fazer a correspondéncia biunivoca definida
abaixo:

ay, bla a2, b27 as,

r Tt 17

17 2’ 3’ 4’ 5’

ou seja f(a,) =2n—1e f(b,) = 2n.

3. Sejam Aq, Ay, ..., A, conjuntos enumeraveis, queremos mostrar que
AiUAU...UA,

é enumeravel, V n N. Para isso usamos o Principio de Inducao Finita.
a) n =1 ¢ valida pois A; é enumeravel.
b) n =2 é valida pelo item (2).

Hipétese de Indugao: Suponha que seja valida para k ou seja, se Ay, Ag, ..., A
sao enumeraveis entao A; U. ..U Ay é enumerdvel. Provaremos se a proprie-
dade é valida para k + 1.

Observe que:
AJUA U UA U A = (A UA UL UA) U A
Considerando A = A; U Ay U ... U Ay, entao.
ATUAU.. . UA,UA 1 =AU A,

Temos que A é enumerével, por hipétese de indugao, e pelo item (2) AU Ay4q
é enumeravel. Logo, pelo principio da Indugao Finita, temos que (3) é vélida.

4. Agora, considerando {Aj, Ay, ..., A,,...} um conjunto enumeravel onde
cada A; é um conjunto finito, para qualquer j € N.Queremos mostrar que
a unido de conjuntos finitos é enumeravel, o item (4). Suponha que A; =

{(111,@12, e 7a1k1}a Ay = {0&1,@227 <. ,@2/@}, ceey A, = {anlaanZa .. 7a'nkn}-
Entao:
Al UAQUAn = {an,...,alkl,agl,...,ang,...,anl,...,ankn,...}

Defina a seguinte correspondéncia entre A; U A, U...UA, ... CN.

a1, -5 Qlky, a21, R A2y ttt Qn1, ) Unf,

! 1 I ! !

L, ooy ki kAl o, kit ke oo, kidbedkaa 1l o, kit K+ ky
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Logo, AiUAsU...UA, U...é enumeravel.

5. Seja {Aj, As,...} um conjunto enumeravel onde cada A; é um conjunto
enumeravel para qualquer ¢ € N. Suponha que:

A= {au, a2, . . -}, Ay = {CL21, a22, . . -}, sy Ap = {anh an2, - - }
Disponha os elementos de Ay, As, ..., A, como a tabela
aii, @12,
a1, @22,
an1, Aap2,

Formando flechas como feito em Q% definimos f dada por f(n) = n—ésimo
elemento que encontramos seguindo as flechas. Dessa forma definimos uma
correspondéncia biunivoca entre A; U A, U...UA, U... e consequentemente
provamos que ¢ um conjunto enumeravel.

]

O préximo teorema dira sobre a enumerabilidade dos niimeros reais.

Teorema 2.11: O conjunto R dos ntimeros reais nao é enumeravel.

Demonstra¢ao. Demonstraremos que o conjunto dos nimeros reais x € [0,1), nao
é enumeravel, em consequéncia, teremos que R nao é enumeravel. Note que os
nimeros z € [0, 1) tem uma representagao decimal da forma

0, ajas0as . .. (22)

onde a; ¢ um dos algarismos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Alguns nimeros tem duas

1
representagoes da forma (2.2) por exemplo, 1= 0,25000... = 0,25 ou 0,24444 . ..

Para tais nimeros, escolhemos a representacao decimal que termina, ou seja,
a finita. Suponhamos que os demais decimais do tipo (2.2) ou que os nimeros
reais no intervalo [0,1), formam um conjunto enumeravel, como mostra na tabela
abaixo.
0, a1, a2, a3
0, a9, ag, ass,

0, asi, as, ass,
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Agora forme o decimal 0,b;b2b5 . .. do seguinte modo: todos os b, sdo diferentes
de 0 ou 9 e by # apm. Logo 0,b1b2b3 ... ndo esta na tabela acima, o que é um
absurdo, ja que é um numero real entre 0 e 1. O]



Nameros Irracionais

No Capitulo 2 definimos o conjunto dos nimeros irracionais que é o conjunto
dos reais nao racionais e é representado por R\Q. Neste capitulo daremos alguns
exemplos de nimeros irracionais. Alguns exemplos e demonstragoes serao feitas de
acordo como Ivan Niven [11].

Exemplo 3.0.1: /5 é um nimero irracional.

Afirmacgao: Se p? é miiltiplo de 5, entdao p é multiplo de 5
Suponhamos que p nao seja multiplo de 5. Entao, p = 5¢ 4+ r, com ¢ € Z e
0 <r < 5. Dai,

p?=25¢>+10qr +r? —
p? =5(05¢*> +2qr) +1* =
p? = 5t + r?
onde t = (5¢* + 2qr) € Z. Estudemos o resto r, 0 <r <5
o r=1
p’=5t+1
Neste caso, p? nao seria multiplo de 5
o =2
p? =5t+4
Neste caso, p? nao seria multiplo de 5
o r=3
p? =5t +4

Neste caso, p? nao seria multiplo de 5

29
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o r=14
p? =5ty + 1

Neste caso, p? nao seria multiplo de 5
Chegando assim que p? nao é multiplo de 5, o que é um absurdo. Logo, se p? é

multiplo de 5, concluimos que p é multiplo de 5.

Vamos mostrar que /5 é irracional. Suponhamos por absurdo que /5 seja um
numero racional. Logo, existem p,q € N, com ¢ # 0 e mdc(p, q) = 1, tal que

Vb =p/q =
(VB)? = (p/q)* =
5=7p*/q* —
5(]2 :p2

Temos que p? é miltiplo de 5. Logo, p ¢ multiplo de 5. Consequentemente , p pode
ser escrito como bk, para k € Z. Substituindo p por 5k, teremos:

5¢> = (5k)? =
5¢2 = 25k —
q2 — 5k2

Concluimos que ¢? é multiplo de 5, ou seja, ¢ é multiplo de 5. Ou seja, p e ¢ sdo
multiplos de 5, o que é um absurdo, ja que por hipétese p e ¢ sao primos entre si.

Proposigao 3.1: Temos que, /p com p primo ¢ um nimero irracional.

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que ,/p é um ntimero racional. Logo,
existem a,b € N, com b # 0 e mdc(a, b) = 1, tal que

VP =alb =
p=a/l’ =
b*p = a?

a® é multiplo de p, daf a é multiplo de p, consequentemente a = kp, para k € Z,
dai,

v’p = (kp)* =
Vp = kp? =
b2 — k‘2p

Conclufmos que b? é multiplo de p, daf b é miltiplo de p, o que é um absurdo, pois
por hipdtese a e b sao primos entre si. Logo, \/p, com p primo ¢ irracional. [

De acordo com a Proposicao 3.1, temos que os niimeros v/2 e v/3 sdo nimeros
nao racionais.
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Exemplo 3.0.2: O numero V2 + /3 nao é racional.

Demonstragio. Suponhamos por absurdo que o niimero v/2 + /3 seja racional.
Logo, existem p,q € N, com ¢ # 0 e mdec(p, q) = 1, tal que

V2+V3=p/q —
(V2+V3)? = (p/q)* =>
2+2V2:V3+3=(p/0) =

\/6:1(13—2—5>

2\q

Afirmacao: V6 ¢ Q.
Suponhamos por absurdo que v6 € Q, entdo existem a ¢ b € N com
mdc(a, b) =1 e b#0, tal que

V6 =a/b =
(V) = (afp)? =
6 =a’/b? —
6b? = a*

E portanto a é multiplo de 6. Sendo assim, a = 6k. Assim,

(6k)* = 60> =
36k% = 60° —
6k% = 1?
Ou seja, b é miiltiplo de 6. Absurdo, pois mdc(a, b) = 1. Logo, V6 ¢ Q.
2
Observe que 3 (])—2 — 5) € Q, sendo assim, v6 € Q. O que é um absurdo.
q
Logo, V2 + /3 é irracional. O]

Para apresentarmos mais exemplos de irracionais, daremos algumas definicoes
importantes como a de niimeros transcendentes e niimeros algébricos.

3.1 Numero Algébrico e Numero Transcendente

Qualquer solucao de uma equacgao polinomial da forma:
Ant" + ap_ 12" 4+ ar+ag=0 (3.1)

onde os coeficientes a}s sao inteiros, é chamado um nimero algébrico.

Assim, um numero a € R é algébrico se existir uma equacao polinomial com
coeficientes inteiros, da qual « seja raiz. Qualquer numero racional, & = p/q, é
algébrico, porque « ¢é a raiz da equagao

gr —p=20 (3.2)

Um nimero que nao seja algébrico é chamado transcendente.
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Exemplo 3.1.1: Um numero real § é dito transcendente, entao esse numero (3 é
irracional, isso segue de (3.2) pelo fato de que todo nimero real racional é algébrico.

Como citado acima, todos os nimeros racionais sao algébricos. Sera todos nimeros
reais algébricos? A resposta é ndo. A existéncia dos numeros transcendentes foi
demonstrada por G. Cantor e serd apresentada no final desta secao.

Exemplo 3.1.2: O ntmero /5 é algébrico, pois é solucio da equacio 22 — 25 = 0
Proposicao 3.2: A soma de dois nimeros algébricos é algébrico.

Demonstracao. Sejam « e  numeros algébricos. Logo, existem equagoes polino-
miais,

2t ap 2" P+t ar+ag=0 (3.3)

4 by 2™ b b+ by =0 (3.4)

com coeficientes racionais, tais que « seja raiz de (3.3) e ( seja raiz de (3.4). De
(3.3) obtemos:

Q" = —a, 10" — s — a0 —ag (3.5)
isto é, o™ estd expresso como uma combinacao linear de 1,a,...,a" !, usando
coeficientes racionais. Multiplicando (3.5) por « e substituindo o™, obtido na
expressao pelo seu valor de (3.5), obtemos "™ expresso como uma combinagao

"=1 usando-se coeficientes racionais. De modo ané-

linear dos mesmos 1, a, ..., «
logo podemos exprimir as poténcias 3, para k = m,m+1, ..., como combinacoes
lineares de 1, 3, ...,8™ ! usando coeficientes racionais. Nosso objetivo agora é
mostrar que a + [ satisfaz uma equacao polinomial de grau mn com coeficientes
racionais, implicando entao que o+ (8 seja algébrico. Com isso em vista, considere

os mn + 1 nimeros

La+ B, (a+B)%. .. (a+B)m (3.6)
Desenvolvendo as varias poténcias o/, j > n e ¥, k > m, obtemos que os ntimeros
de (3.6) onde os s sdo mn nimeros o 3*. Logo, existem racionais rg,71, - . ., Trn
tais que,

ro+ri(a+8)+- -+ rplat+ )™ =0 (3.7)

o que mostra que « + [ satisfaz uma equacao polinomial de grau mn com
coeficientes racionais. E portanto o + [ é algébrico. [

Proposicao 3.3: O produto de dois niimeros algébricos ¢é algébrico.
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Demonstragao. Segue as mesmas linhas da demonstragao anterior. Em (3.6)
entretanto, consideramos as poténcias 1,a/3, (a8)?, ..., (aB)™ e assim iremos
concluir que o produto de dois ntimeros algébricos é algébrico. O]

Proposicao 3.4: O simétrico, —a, de um numero algébrico « é algébrico.
Demonstracdo. Se « € algébrico, entao —a é raiz de uma equagao

(=) a2 + (=1)" a1+ + (=1)a1z + ag = 0

ou seja, —«a é algébrico. O]

Proposicao 3.5: O inverso, a~!, de um nimero algébrico o # 0 é algébrico.

Demonstragdo. Se a satisfaz a equacao (3.1), e a # 0, entao a~! satisfaz a
equacao,

apr" +ax" a1z +a, =0
e fica demonstrado o que queriamos. [

Teorema 3.1: O conjunto de todos os ntimeros algébricos é enumeravel.

A demonstracao dos dois primeiros itens segue de acordo com Djairo [3].

Demonstracao. Dado um polindmio com coeficientes inteiros

P(z) = apa" + - - + a1z + ag (3.8)
definimos sua altura como sendo o nimero natural

|P(x)] = |ay| + -+ + |a1| + |ao] + n. (3.9)

Pelo Teorema Fundamental da Algebra, [5] temos que P(z) em (3.8) tem n
raizes complexas. Todas, algumas ou nenhuma podem ser reais. O ntumero
de polinémios do tipo (3.8) com uma dada altura é apenas um nimero finito.
Observe que é para essa afirmacao que incluimos a parcela n na definicao de
altura em (3.9). Portanto, as raizes de todos os polinémios com uma altura dada
formam um conjunto finito. Sabemos que conjuntos finitos sao enumeraveis, a
seguir observamos que o conjunto de todas as raizes de todos os polinomios de
todas as alturas formam um conjunto enumeravel, pois é a uniao de um conjunto
enumeravel de conjuntos finitos. O]

Teorema 3.2: Existem ntmeros transcendentes.

Demonstra¢ao. Do Teorema 3.1 temos que o conjunto dos nimeros algébricos é
enumeravel. Como foi mostrado no Teorema 2.11 o conjunto dos nimeros reais
(R) ndo é enumeravel. Entao o conjunto dos nimeros transcendentes nao deve
ser enumeravel. Caso contrario, se o conjunto dos nimeros transcendentes fosse
enumeravel, teriamos de acordo com o Teorema 2.10 que R seria enumeravel,
como a uniao de dois conjuntos enumeraveis. Segue que o conjunto dos nimeros
transcendentes nao é enumeravel, portanto diferente de vazio. n
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3.2 Raizes Racionais de equacoes polinomiais

Nesta secao veremos alguns procedimentos que nos auxiliam a encontrar raizes
racionais de uma equacao polinomial com coeficientes inteiros. Ao mesmo tempo
nos fornece uma maneira simples para saber se o € R é transcendente, e portanto,
irracional.

Teorema 3.3: Consideremos uma equacao polinomial qualquer com coeficientes
inteiros:

"+ Cp 2"t =0 (3.10)

Se essa equagao tiver raiz racional a/b, com a/b uma fragao irredutivel, entdo a é um
divisor de ¢y e b é um divisor de ¢,.

Demonstragao. Seja a/b uma raiz da equagao (3.10). Isso significa que vale a
igualdade abaixo. Substituindo x por a/b:

n n—1
a a a
Cn (Z) +Cn—1(g) +--ta (g) +c=0 (3.11)

Multiplicando ambos os termos por 0", obtemos:
Cn@™ + Cp1a" b+ 4 ab™ T b =0 (3.12)

que pode ser escrita como:

" = —Cp1a" b — oo — crab™t — b
ou
Cn@" = b(—cp_1a™ 7t — - —crab™? — cob" )
Isso mostra que b é um divisor de c¢,a”. Temos que mdc(a, b) = 1, entdo

mdc(a™, b) = 1, ou seja, b e a” sdo primos entre si, e portanto, b divide c,.
Reescreveremos a equagdo (3.12) como

cob™ = a(—cpa™ !t — o — b,

Isso mostra que a é divisor de ¢ob”. Como mdc(a, b) = 1 entdo mdc(a, b™) = 1,
concluimos assim que a é divisor de cy. [

Corolario 3.1: Consideremos uma equacao da forma:
n n—1 n—2 2 _
"+ cp1x + Ccp_ox 4+ F "+t c=0

com coeficientes inteiros. Se essa equacao possuir uma raiz racional, ela sera um
inteiro, além do mais, essa raiz inteira sera um divisor de cy.
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Demonstragao. Consideremos uma raiz racional a/b. Podemos supor que b seja
um inteiro positivo, porque se b for negativo poderiamos absorver o sinal menos
em a. De acordo com o iltimo teorema, b é um divisor de ¢,, e portanto, um
divisor de 1, logo, devemos ter b = +1, pois excluimos valores negativos para
b. Consequentemente, qualquer raiz racional serd da forma a/1 e, portanto, um
inteiro a. Ainda pelo 1ultimo teorema, sabemos que a sera um divisor de ¢y e i8so
completa a demonstracao do corolario. O

No préximo exemplo veremos como o Teorema 3.3 nos auxilia a encontrar nimeros

irracionais.

Exemplo 3.2.1: O nuimero /3 é irracional.

Demonstracao. O nimero /3 6 uma raiz de 23 — 3 = 0. De acordo com o
Corolério 3.1, se essa equacao tivesse uma raiz racional, seria um inteiro, divisor
de 3. Os divisores de 3 sao: +1,—1,+3, —3. Mas nenhum desses é uma raiz pois:

13—-3=-2;(-1)®-5=—6; 3% -3 =24; (—3)> — 3 = —30, ou seja, nenhum
divisor de 3 ¢ raiz dessa equacao. Portanto, 23 — 3 = 0 nao tem raizes racionais e
/3 é irracional. ]

Generalizando o exemplo acima, temos o seguinte corolario.

Corolario 3.2: Um ntimero da forma </a, com a e n inteiros positivos, ou é
irracional ou é um inteiro; no segundo caso, a ¢ uma n-ésima poténcia de um inteiro.

Demonstragao. O resultado decorre do Coroldrio 3.1, porque /a é uma raiz de
2™ —a =0, e se essa equacao tiver uma raiz racional, ela terd que ser um inteiro.
Além do mais, se {/a for um inteiro, digamos k, entao a = k™. [

3.3 O numero e é Irracional

Um ntumero irracional cuja verificacao nao é imediata, é o nimero e. Nesta secao
apresentaremos a demonstracao que sera baseada no livro de Djairo [3].
O numero e aparece no estudo da funcao logaritmica, e é definido pela area abaixo

1
da curva y = — de area igual a 1, com x > 0. Temos que:
x
1 1
ezl—l—ﬂ—i—i—i—--- (3.13)

Suponha que e fosse um numero racional, isto é, e = § , com p, q € N, primos entre
si. Segue que

» 11 1 =1
5_<1+ﬂ+5+m+a>_27 (3.14)
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Agora, faremos uma estimativa do segundo membro:

o0

11/ 1 1
Zﬁ:a(q+1+(q+1)(q+2)+m> (319)

J=q+1
it ot (3.16)
@ \g+1 (¢g+1)? (¢+1) ‘

A expressao entre parénteses no ultimo membro de (3.16) é uma série geométrica

da forma ) 2, 7", com para 0 < r < 1, e tem a soma igual a /(1 —r). Usando
esse fato obtemos:

=1 11
27<7— (3.17)
j=qr1d T4
Dai,
o<l (14t ii 1)Ll (3.18)
q 2! q! q'q '
sendo assim,
p 11 1 1
O<gl=-—1——=—=— = =) < = 3.19
q(q ] q!) z (3.19)

O termo do meio é inteiro pois q! cancela todos os denominadores das fragoes
presentes. Mas isso é impossivel, pois sendo 1/¢ < 1 a tltima expressao diria que o
termo médio é um inteiro positivo estritamente menor que 1. O absurdo provém da
hipétese feita inicialmente que e fosse um nimero racional. Logo, e é irracional.

3.4 O numero 7 é Irracional

O numero 7, razao do comprimento pelo diametro de um circulo, é um dos
nimeros irracionais mais conhecidos. O objetivo dessa secao é demonstrar que
o numero 7 é irracional, seguiremos as orientagoes de Djairo, em [3]. Para isso
consideremos a funcao,

(1l —ax)"
flay = O (3.20)
n!
Lema 3.1: DFf(0) é um nimero inteiro para qualquer k& = 0,1,2,... onde D*
representa a k-ésima derivada de f, e D'f = f

Demonstracao. Vamos utilizar a chamada férmula de Leibniz para as derivadas
de um produto de duas funcoes g e h,

zk: ( )DJgD k=9, (3.21)
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Note que a fungao f(z) em (3.20) pode ser escrita como o produto das fungdes
g(z)= % e h(z)= (1 — z)". Logo aplicando (3.21) temos:

1
D’“f_—
n!

M»

( )DJ npE=I(1 — )" (3.22)

7=0

Observe agora que:

0, se 7<n
Dig'|,—g=14 n!, se j=n (3.23)
0, se j>n

Ja que, D'a™ = na" ! D?z" =n(n—1)2"2,....Diz" =nn—1)...(n(j —1))z"7
se j < n. Substituindo (3.23) em (3.21) segue que

DFf(0)=0sek #n

e que,

DFf(0) = il n!D (1 —2)"4=0 =0, se k> n. (3.24)
Ou teremos,

Df(0) = } n!D (1—2)",0=1,8¢e k=n. (3.25)

As derivadas D*""(1 — z)|,—g é zero, para k > n, assim a equagao (3.24) é facilmente
calculada. Como os coeficientes binominais sao inteiros segue que a expressao no
segundo membro de (3.24) é um inteiro. Portanto, como D* f(0) ¢ um ntimero inteiro
para qualquer £k =0,1,2,...

Lema 3.2: DFf(1) é um niimero inteiro para qualquer k = 0,1,2, ...
Demonstracao. Segue diretamente do lema anterior, e vale observar que:
fl—2) = f(x)
pois,

f(1— ) = (1—2)"(1—-(1—2x)" _ (1 —z)"a” _ (1 —x)" ~ f(a)

n! n! n!

De fato, como D*f(1 — z)= (—1)*D* f(z), temos para =0, que
D*f(1) = D" f(0)

Como D*£(0) é um nimero inteiro segue que D f(1) também é um inteiro. [



Capitulo 3. Numeros Irracionais 38

Teorema 3.4: 7 é um ndmero irracional.

Demonstragdo. Suponha que 72 = ]—9, em que P ¢ uma fragao irredutivel. Com
q

q
essa suposicao queremos encontrar um absurdo, mostrando assim que 72 nao é

racional e consequentemente, 7w nao é racional, pois o quadrado de um nimero
racional necessariamente é racional. Para isso, defina a funcao:

F(z) = ¢"[n" f(z) — 7" 2D* f(z) + - -+ (=1)"D* f(2)].

Podemos escrever F'(z) da seguinte maneira,

n

F() =3 (-1Pn 5 D% f(a)

J=0

com f(z) = =L

Como consequéncia dos Lemas 3.1 e 3.2, também da hipétese 72 = = | temos

que F(0) e F(1) sio niimeros inteiros pois:
Po)=a|(2) 10 - (g)nlDZf(O) b (C1P D ()] =

= " S DJ(0) + -+ (21 D (0) =

_ _qp(n—l)D2f<0) I (—1)”an2nf(0)

F(1) = —gp" VD f(1) + - + (=1)"¢"D* f(1).
Agora, observe que,
{F'(x)senmx — nF(x)cosmr)} =

F'(z)sen7x + F'(x)7 cos mox — nF'(z)cosma + w2 F(x) sen x =
F"(z)senmz + n°F(x) sen T,

onde I’ representa a derivada. Calculando F”(x) temos,
F'(z) = ¢"{7*" D" f(z) = 7" 2D f(x) + - -+ (=1)"D*" f(x)},

F'(x) = ¢"{m*" D*f(x) = 7" 2D f(x) + -+ + (=1)" D> f(x)}.

Assim,
{F'(x)sen(rz) — nF(x) cos(mx)} =

= sen(mx)[q"{7*" D* f(x) =7 2D f(2)+- - -+ (=1)" " D" f(2) +(=1)" D> f () }
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+q"{m P f (@) — 7" D f () + 7D f(2) + -+ (1) 7 D f (2) ]

= sen(mx)q"{(=1)" D" f(x) + 72 f (2)}
De acordo com (3.24), podemos concluir que sen(mwz)q"{(—1)"D**2f(z)} = 0.
Sendo assim,

{F'(x)senmx — 7F(x) cosma)} = sen(mx)q" - 7" - 72 - f(x).

E portanto,

{F'(z)sen(rx) —mF(z) cos(mx)} = (F"(z)+7*F(z)) sen(rx) = p"n*f(z) sen(7z)
(3.26)

Agora, aplicamos o Teorema Fundamental do Célculo que diz: “Se g : [0,1] = R
¢ uma funcao derivavel em (0, 1), entao fol g (z)dr = g(1) — ¢g(0) .7

Use esse teorema para a fungao g(x) = F'(z) sen(nz) — mF(x) cos(mx). Obte-
mos, entao, em virtude de (3.26), que

p”7r2/0 f(z)sen(rx)dx = wF(1) + nF(0),

ou seja,

7rp”/0 f(z)sen(mx)dx = F(1) + F(0) (3.27)

A ideia para finalizar a demonstracao é a seguinte: o lado direito de (3.27) é
um inteiro, pois F(1) e F'(0) s@o inteiros, se mostrarmos que para algum n € N
conveniente, o lado esquerdo de (3.27) é um nimero positivo estritamente menor
que 1, teremos o absurdo procurado!
Note que para 0 <z < 1, temos, 0 < 2" < 1. Eéclaroque 0 < z = 1 <
r+1=1—2x <1, e portanto, (1 — x)" < 1. E portanto,
z"(1—x) 2" 1

Usando a desigualdade (3.28) em (3.27) temos,

n 1 n

' p 2p
0< Wp"/ f(z)senmadr < 71— [ senmadr = —
0 n! Jo n!

onde a ultima igualdade foi obtida fazendo-se a integracao indicada. Para n muito
V3 T

grande p_' = 0, ou seja, lim, — = 0, a demonstragao que esse limite converge
n! n!

para zero, pode ser verificada em [0], assim podemos tomar um n € N tal que

2p™/n! < 1, e nosso objetivo estd atingido. [

Note que para esta prova nao mencionamos a definicao de 7. Mas usamos algumas
propriedades,um exemplo, que sen 7 = 0.



Numeros Transcendentes

No estudo de nimeros irracionais, usamos o conceito de niimeros algébricos que
nos auxiliam em alguns exemplos. Dois importantes nimeros irracionais, o numero m
e o numero e, nao sao algébricos. Nesta secao mostraremos a transcendéncia desses
numeros.

4.1 Os Numeros de Liouville

No capitulo anterior foi demonstrado que existem ntmeros transcendentes, mas
nao foi apresentado um exemplo de um nimero transcendente. Somente em 1851, que
o matematico franceés Liouville, apresentou um conjunto de niimeros transcendentes
que recebem o nome de nimeros de Liouville. Usando esse resultado sera possivel
escrever explicitamente alguns niimeros transcendentes. Para este estudo, usaremos
alguns conceitos da referéncia [8].

Definicao 4.1: Diz-se que um nimero algébrico v é de grau n se ele for raiz de
uma equagao polinomial de grau n com coeficientes inteiros, e se nao existir uma
equacao desse tipo, de menor grau, da qual « seja raiz.

Os ntimeros racionais coincidem com os ntumeros algébricos de grau 1, pois «
racional da forma a = p/q é raiz de gz — p = 0.

Definigao 4.2: Dizemos que um polinomio nao constante f(x) é irredutivel em Z|x]
(ou irredutivel sobre Z) se é impossivel expressar f(z) como o produto g(x) - h(z) de
dois polinémios g(z) e h(x) em Z[x] cujos graus sdo ambos maiores ou iguais a 1.

Exemplo 4.1.1: o nimero /2 tem grau 3, pois é raiz de 2° —2 = 0, que é irredutivel
em Z. E portanto v/2 é dito um ntimero algébrico de grau 3.

Definicao 4.3: Um numero real a é aproximavel na ordem n por racionais se
existirem uma constante ¢ > 0 e uma sequéncia (p;/q;) de racionais diferentes, com
¢; > 0 e mde(p;, q;) = 1, tais que
; c
a-B (4.1)

n

4q; q;

40
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Uma observagao que podemos fazer é que se um nimero « for aproximavel na ordem
n, entao ele é aproximavel em qualquer ordem k, com k < n. Pela desigualdade (4.1)
segue que :

p;

<c 4.2
qj ( )

o —

0 que mostra que a sequéncia (g;) nao se mantém limitada. De fato, temos que,

Suponha (g¢;) ¢ limitada, isto é, ¢; < M. Dali,
lag; — pj| < cqj < cM
pj| — legs| < eM

Ip;| < eM + alg;| < eM + |acM| < (o + 1)Me

Absurdo, pois existem infinitos p;/q;. Logo, ¢; é ilimitada. Ou seja, se (g;) fosse
limitada, (p,) seria limitada. Mas (p;/q;) sdo diferentes e existem finitos (p;/q;).

Note que a sucessao de racionais apresentada na Definigao 4.2 converge para a.
E sabemos que tais sequéncias sempre existem, para qualquer que seja o real a. De
fato, podemos, pois concluir que ¢; — +o00. Logo,

lim (Zﬁ) = (4.3)

Exemplo 4.1.2: Todo nimero racional é aproximavel na ordem 1, e nao é aproxi-
mavel na ordem k, para k > 1.

Demonstracao. De acordo com o Teorema de Bézout, que pode ser encontrado
em [J], temos que se p/q um nimero racional, com ¢ > 0 e mdc(p, q¢) = 1. Sendo
assim, existem xg,yo € Z tais que,

pro — qyo =1 (4.4)
Veremos que a equagao,

pr—qy=1 (4.5)
tem um ndmero infinito de solucoes. De fato,

T =0 +qt, Y =yo+pt (4.6)
para qualquer t € Z, satisfazem (4.5), isto é,

pry — qyy = 1. (4-7)
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Fixe k € N, tal que k > —x(/q e considere as sucessoes {z,},{y;} definidas a
partir de (4.6), por

vj=x0+qk+j), yi=w+pk+j)jeN (4.8)

Pela restricao posta em K, temos x; > ¢; e dai z; > 0, pois ¢ > 0. Agora,
afirmamos que

y' j,' . ./
—FETse jF]. (4.9)
Suponhamos que ha igualdade dos racionais, em (4.9). Usando (4.6) e (4.4),
conclufmos que j = j'. Em virtude de (4.7), os x;»s e y;»s, definidos em (4.8),
satisfazem a desiguldade,

1 2
= — <=, (4.10)

‘13 Y
qx; Z;

q Tj

o que mostra que p/q é aproximdvel na ordem 1.
Para qualquer racional v/u # p/q, com u > 0, tem-se

— 1
_ lpu — qu| > (4.11)

p v
qu qu

q

Se p/q fosse aproximével na ordem 2, terfamos a existéncia de ¢ > 0, e de uma
sucessao de racionais v;/u; diferentes, tais que,

Cc
_2'
J

q uj

‘E Y (4.12)

u

De (4.11) e (4.12), segue que 1/qu; < c/u?, ou seja, u; < gc. Isso, porém, nao é
possivel, pois u; — +00. Logo, p/q nao é aproximavel na ordem 2, e portanto,
em nenhuma ordem superior. O]

Exemplo 4.1.3: Todo numero irracional é aproximavel na ordem 2.

Alguns nimeros irracionais também podem ser aproximaveis em ordem superior
a 2. O préximo teorema nos dard informacoes especificas sobre essas ordens de
aproximacao.

A demonstracao do exemplo acima, pode ser verificada em [3]. Podemos nos
perguntar sobre a constante ¢ da Defini¢ao 4.3. Se A é um numero irracional existe
uma constante ¢ > 0 tal que a desigualdade abaixo se verifica para um ntmero
infinito de racionais p/q distintos:

c
‘A—E‘<—2.
q q

De acordo com Djairo, [3], o matemético Hurwitz mostrou que a menor constante ¢
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que serve para todos irracionais na desigualdade acima é 1v/5.

Teorema 4.1: Seja o um numero algébrico real de grau n. Entao, existe uma
constante A > 0 tal que, para todo racional p/q, é valida a relagao

A
a_12]>_,
q n

v plg €Q, comgq >1

Demonstra¢ao. Como « é algébrico de grau n, ele é raiz de uma equagao polino-
mial da forma:

™ + Q12" P a4 a9 =0 (4.13)

Em que f(z) = apa"™ + a,_ 12"+ -+ 4+ a1x + ag, com f(x) = 0, existe § > 0 tal
que, no intervalo [ — 0, a + 0] a Unica raiz de f(z) =0 é a. ( A existéncia de
tal valor « se segue do fato de a equacao polinomial ter no méximo n raizes reais:
portanto a pode ser qualquer niimero menor das distancias de a as demais raizes
reais). Dado p/q € Q, temos duas possibilidades:

)
a—£>(52—
q q"

2. p/qg € [a—0, a+d]. A fungdo f é continua em [ — J, o+ J] e derivavel

1. p/q ¢ [a — 6, a+ ], entao

no intervalo (o — d, o+ 0). Logo, pelo Teorema do Valor Médio, existe um
€€ (a—46,a+9), tal que,

fla) — f(p/a)
(a—plq)

f'(€) =

Utilizando a ultima igualdade e o fato de f(a) = 0, obtemos que

‘f(g)‘ 1)

Como f’ é continua no intervalo fechado com extremos o —§ e av 4§, observe

a — —|.

1

que f’ é um polinomio de grau n — 1, entao, |f'(z)] < M, ¥V x no intervalo
de [ — 0, a+ d]. Assim,

‘f(g)‘ 1)

Sabemos que 0 # ‘f(z—j)
q

/G-

aoq”+a1q”‘1p+---+anp”‘ _ laog+ - tang" 1
q" |

q q

9 € que7

ao+a1]—9+-~'+an—n
q q

WV
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Dali,

P 1
a—=>—,
q‘ Mg

tomando A = minimo {J,1/M}, temos:

A
a—z—j‘>—n YV p/lg € Q.
q q

O

Agora, podemos definir o chamado ntimero de Liouville, o primeiro exemplo de
nimeros transcendentes.

Definicao 4.4: Um numero real a é chamado um nimero de Liouville se existir

uma sequéncia (pj/q;) de racionais todos distintos, onde p;,q; € Z, com ¢; > 0 e
mdc(pj, ¢;) = 1, tais que satisfacam

1
<5
qj

L b

4q;

Teorema 4.2: Todo numero de Liouville é transcendente.

Demonstracao. Suponha que « é Liouville e algébrico de grau n. De acordo com
o Teorema 4.1, temos que existe (p;/q;) tais que:

A .
Zcla-Yly i1
4; q;

E pela defini¢do de nimeros de Liouville, temos que existe (p;/g;) tais que :

; 1
a-Plc—v iz
4; 4q;
Entao,
A 1 .
—<==q 7 <A
n 7 ]

Absurdo, pois (g;) ¢ ilimitada. Logo, todo nimero de Liouville é transcendente.
O

Lema 4.1: Seja a um ndmero real tal que

onde {v;/u;} é uma sucessao de racionais diferentes com u; > 0. Entao o é um
ntimero de Liouville.
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Demonstragdo. Considere a sucessao {p;/q;}, com ¢; > 0 e mdec(p;, ¢;) = 1,

definida por,

P _ Y
4q; Uy
Entao,
; V; 1 1
O./—& :‘Oé——] < — < —,
4 ujl o ui g

]

0 que prova que « é um numero de Liouville.

Como ja mencionado em (3.1.1) que todo niimero real transcendente ¢ nao racional,

por esse fato, segue que um numero real a de Liouville é irracional.

Exemplo 4.1.4: Seja
1
(4.14)

k=1

Consideremos a sucessao de racionais definida por:

Vs J 1
A -
J k=1

Temos,
vl e 1 1 1
RN kzl 10K~ 10G+D)! (1 100G ) (4.15)
=i+

A expressao em paréntese é majorada por
1+ ! + = +-= 10 231
10~ 102 97

Logo, o ultimo membro de (4.15) é marjorada por

1 10 < 1
(107')7 9 (1047
e portanto,
w| (1047

Como u; = 107", segue-se que « definido em (4.14) é um nimero de Liouville.
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Exemplo 4.1.5: Qualquer ntimero da forma

onde a é qualquer um dos algarismos de 1 a 9, ¢ um nimero de Liouville.

4.2 A transcendéncia do ntiimero e

Mostramos que o ntmero e ¢ irracional na se¢ao 3.3. Demonstraremos nesta
secao que o numero e ¢ transcendente. Saber se um dado ntimero ¢é transcendente,
é, em geral, uma questao muito dificil, talvez por esse motivo, a demonstracao do
numero e foi um desafio aos matematicos até o século XIX. Em 1873, o matematico
francés C. Hermite demonstrou a transcendéncia do nimero e. A demonstracao
original de Hermite sofreu simplificagoes sucessivas por matematicos famosos como
Jordan (1882), Markhoff (1883), Rouché (1883), Weierstrass (1885), Hilbert (1893),
Hurwitz (1893) e Veblen (1904), entre outros. A demonstragao que sera apresentada
¢ baseada em Hurwitz. Sendo assim, consideremos P(x) um polindémio de grau r.
Defina a funcao,

F(z) = P(z)+ P'(z) +--- + P"(x) (4.16)

onde P(") representa a derivada de ordem r de P. Temos que,

d —x o —x
%(e F(x)) = —e *P(x).
De fato, observamos que %(e‘IF(x)) = %(e‘“)F(x) + %(F(m))e‘“’"

= — "F(z)+ e “(P'(x) + P (x) +---+ P'(z) + P
= e (=P(x) = Pl(a) = = P'(2) + P"(2) + - + P'(2) + P77 (x))
= e “(=P(x) + Pt (2)) = e *(—P(x)) = —e “P(1).
Proposicao 4.1:
F(k) — *F(0) = —ke* =% P(kO),), Vk >0, e 0 <6 <1 (4.17)

Demonstracao. Seja G(z) = e *F(z), temos que G é continua e derivavel em R,
em particular em [0, k]. Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (0, k), tal que

G/(C) _ G(k) — G(O)

h=0) chamando ¢ = k0 e 0 < 0, < 1. Assim,

G(k) — G(0) = G'(k0;).(k — 0)

e *F(k) — e "F(0) = —ke ™ F(kB),) + e "  F' (kb))



Capitulo 4. Numeros Transcendentes 47

F(k) — e*F(0) = —ke* =0 F(k0),) + FOF0) ' (k0),)
F(k) — " F(0) = —ke* 1= [F (kb)) — F'(k6})]
F(k) — e"F(0) = —ke*1=%) P(k6),)
Para todo k >0e 0 <6, < 1. O
Agora seja e, = F(k) — e*F(0), sendo assim,

er = —keF1=%) P(k6),) (4.18)

e suponha que e seja algébrico, isto é, existem inteiros ¢, ¢1, . . ., ¢, (podemos tomar
co > 0) tais que

e+ e+ co = 0. (4.19)
Note que:
coF(0)+ 1 F(1)+ -+, F(n) =cie1 + -+ - + cun. (4.20)

De fato, partindo de que F (k) — e*F(0) = —kek1=0%)P* %) temos que ), = F(k) —
e*F(0), isto é, F(k) — e, = €*F(0),Vk > 0. Assim,

[coF(0) + 1 F(1) + -+ + ¢, F(n)] — [c1e1 + -+ + cn&y
=cp[F(n) —en] + -+ a[F(1) —e1] + coF(0)

=, ¢"F(0) + -+ 1 F(0) + co F(0)

= F(0)[cpe"™ + -+ + c1e + ¢o] = F(0).0 = 0.

Concluimos assim que ¢é vélida a igualdade (4.20).
Considere agora o polinomio

P(z) = = 1)!951’*1(1 —z)’ ... (n—x). (4.21)
Em que p é um nimero primo tal que p > n, p > ¢y, € n e ¢y sao numeros dados em
(4.19). A ideia agora é demonstrar que o lado esquerdo de (4.20) é um inteiro nao
divisivel por p, enquanto o lado direito € menor que 1 em valor absoluto. Isso dara o
absurdo. Agora serd mencionado alguns conceitos matematicos importantes para
concluir que o lado esquerdo de (4.20) é um inteiro nao divisivel por p.

Lema 4.2: Seja Q(z) = Z;:o a;jz7 um polindmio com coeficientes inteiros, e seja
p < r. Entao

T |

QU(z) =7 (j%ajwj‘i,z‘ < (4.22)

!
= i)!
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Utilizando o Lema 4.2 é possivel mostrar que ( 1)'Q(i)(x), para ¢ > p, € um
p—1)!

polindmio com coeficientes inteiros divisiveis por p.

Antes facamos alguns exemplos, para r = 4.

4
Qr) = g a;x! = aox’ + a1t + asx® + asx® + asx
Jj=0

4

Provaremos por Inducio a expressiao para Q) (z). Verificaremos se QW (z) é

valida.
QW (x) = [Q(z))

r /
(Z aj:cj) = (apz’ +arzt +- -+ a,2") = (layz' ™ +2ap2* '+ - - Fra 2™t =
=0

1! 2! 7l
= 1)‘a1x1_1 + ag® 4+ P Z

portanto QW) é valida.
Hipétese de Indugdo: Suponha que Q¥ (z) é vélida. Se,

T .
! -

QW) =X o

i=k

Entao

Logo, a expressdo para Q1) (z) é valida. Pelo Principio da Inducao Finita é vélido
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a expressao para QW (z), i <rer € N.

1
(p—1)!

ficientes inteiros, tal que os seus coeficientes sejam divisiveis por p. Observe que,
(1<),

QY (z), para i > p, é um polinémio com coe-

Mostraremos agora que

r r 1 4! .
(@) J—i _ i P R A
0 - G S T T N e e

(p—

—1)...p-J! i
Z 2—1 Pl - DIG — 11

(i—1)...p-5' i . J j—i
> T zz...p(i aj2

j=i j=i

Note q ( ) € Z,i,...,p € Z o fator de p aparece pelo menos uma vez no produto
( ) Ty.o.. ( )aj sao inteiros divisiveis por p. Ou seja, os coeficientes de

T Q(l) (x) sdo inteiros divisiveis por p.

Lema 4.3: Considere o polinémio P(x) definido em (4.21). Temos que P(x) é da
forma:

Pt (4.23)

P71 (1 —x)P...(n—x)P. Observe que:

11—z =1+p(—z)+--+ (f) (_x)z +-- 4+ (—x)P (4.24)

(2— @) =2 4 p2 (=) 4+ (p) P (g o~ (4.25)

]

(3—a2)P =3 +p3P~ (—z) + -+ (P) (=) + -+ (—a)? (4.26)

(n—x)? =nP +pnP ' (—z) + -+ (i)) P (=x) 4 ()P (4.27)

Note que o produto dos termos de (4.24), (4.25), ..., (4.27) é um polinémio de
grau np e o termo independente 1 - 2P - 37 ... nP = (n!)P. Assim,

(1—2)?...(n—2)” = (0P + box + byz® + - + b2
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E dessa maneira,

P! box?
P(x) = n!)? + + -

) (p—l)!( ) (p—1)!
O]
Além disso, PO(k) =0k =1,...,n; i <pe PP ()= (n)?, e PD(0) =0,

1
i < p— 1. De fato, note que por P(q:):< 1>‘:cp_1(1—x)p...(n—:c)p, teremos:
p—1)!
1
Pl(z) = p—1)aP~2 1—:ch+~--—|—( a:p_l) 1—2)?...p(n—z)P~".
(@) = =gy (0= e *(1-2) e el

Observe que as derivadas i— ésimas para i < p assim como P! serdo somas de
parcelas que sao produtos de termos, no qual, em cada parcela aparecerd (k — x)P~",
para k = 1,...,r. Logo, P (k) =0, para k = 1,...,n. Ainda, veja que:

p(pfl)(m) — (n)” .(p— I+ (pﬁjl)!gm (p—1)...2x+...

PO (@) = (nl)? + bopa -+ -+
P®D(0) = (nl)P.

Para i < p — 1, todas as parcelas de P (x) possuem a variavel x, ja que o termo de
menor grau em P(z) possui grau p — 1. Logo, P®¥(0) = 0, para i < p — 1.

Usando os Lemas 4.2 e 4.3 vamos mostrar que F'(k), para k = 1,...,n é um
inteiro divisivel por p. E também que F'(0) é um inteiro nao divisivel por p. Para
isto, lembremos que F(z) = P(z) + P'(x) + --- + P")(x).

Seja Q(z) = 2P~ (1 —z)? - (2 —x)P...(n — x)P. Assim temos Q(x

box? + -+ + PP~ € Z[z] onde 0Q = grau (Q(z)) = (n+1)-p
Logo, Q(z) satisfaz o Lema 4.2 e P(x) = e Q(x). Para i > p, P9 (z) =
p—1)!
1 .
( 1>‘Q(Z) (z) é um polindmio com coeficientes inteiros divisiveis por p. Donde,
p—1)!

para i > p, P%(k) é um nimero inteiro divisivel por p, para todo k € Z e, em
particular, para k = 1,...,n. Qualquer que seja o caso, temos que P(k)(i) é um
inteiro divisivel por p, para k = 1,...,nonde 0 < ¢ <r =p+n-p— 1. Logo,
F(k) = P(k) + P'(k) +---+ P" ¢ um inteiro divisivel por p, Yk € 1,...,n. Agora,
F(0) = P(0) + P'(0) + - -+ + P?»=2(0) + PP=1(0) + PP (0) + - -- + P"(0). Pelo
Lema 4.3, F(0) = (n!)? + P®(0) + - - - + P)(0). Sabemos que P®¥(0) é um ntimero
inteiro divisivel por p, para ¢ > p e k = 0, o qual vimos acima. Portanto, p divide
P®(0) + --- + P"(0), uma vez que p divide P®(0),..., P(0). Mas como p nao
divide (n!)?, pois p é primo e p > n, entdo p nao divide (n!)? + P®(0) + - - - + P)(0),
ou seja, F'(0) é um inteiro nao divisivel por p.

Proposicao 4.2: Temos que ¢oF(0) + ¢;F (1) + -+ 4+ ¢, F(n) é um inteiro nao
divisivel por p. (Os coeficientes ¢;s foram definidos na expressao 4.19, 0 < ¢g < p.)
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Demonstragao. Tome dy = ¢, F'(k). Para k =1,...,n e d é um inteiro divisivel
por p e dy = ¢oF'(0) é um inteiro ndo divisivel por p, j4 que F(0) < ¢y < p.
Logo, Y ,_,dx nao ¢é divisivel por p, mas >, _ dy = do +di + -+ + d,, =
coF(0)+ 1 F(1) + -+ + ¢, F(n). Portanto, cgF(0) + ¢ F(1) + -+ - + ¢, F(n) é um
inteiro nao divisivel por p. O]

Agora, mostraremos que |c1€1+- - -+ cp€,| < 1, como j& mencionado anteriormente
chegaremos em um absurdo, pois da equagao (4.20) teremos que o lado esquerdo é
um nimero inteiro, e o lado direito tem moédulo menor do que 1.

Observe que os ¢, definido em (4.18) e calculados para o polinomio P(x), definido
em (4.21) tém a forma,

e = —keF(1=0%)

k0 (L= k) (0 — RO, (4.28)

Usando a defini¢ao de ¢, em (4.28), entao,

1
|€/€| = | — kek(l_ek)m<k0k)p_l(1 — kek)p e (TL — kfek)p
1
= | — K[| (RO HI(L — K6)7] - [(n — k6,)|
(p = 1!
1
< = 1)'718’"“(1_9’“)|n0k|p_1|1 — Okl? .. 0 — OkP
1 _ e"np e"nP(n!)P
< ne"nP! = < .
(p—1)! =1t~ (p—1!
e"nP(n!)?

Assim, |e| < — )

Além disso, temos que, |c1€1 + -+ - + cp€n| < |crer| + -+ + |enénl

e"nP(n!)? e"nP(n!)? e"nP(n!)?
< lal Tt e el T = (el e lea)
S () (p—1)! (p—1)!
Para p um nimero suficientemente grande temos:
e"nP(n!)P
lcrer + -+ nen| < (laa] + -+ |en]) — < 1.
(p—1)!

Agora temos ferramentas suficientes para concluir sobre a transcendéncia do nimero
e.

Supondo que o nimero e é algébrico, existem inteiros ¢y, cy,...,c, (com ¢y >
0) tais que ¢ e"+---+cre+co = 0, temos que coF'(0)+- - -+c, F(n) = cre1+- - -+ cpép,
e coF'(0) + -+ + ¢, F(n) é um inteiro nao divisivel por p, porém temos que nessas
condigoes que |c1€1 + + - + ¢€,] < 1, 0 que é um absurdo, j4 que um nimero inteiro
nao nulo tem médulo sempre maior ou igual a um. O absurdo foi supor que e é um
nimero algébrico.

Terminando, assim, a prova de e ser transcendente.
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4.3 A transcendéncia do numero 7

O método usado por Hermite para demonstrar a transcendéncia de e foi estendido
por Lindemann, em 1882, para demonstrar a transcendéncia do nimero 7. Como a
demonstracao do niimero e passou por algumas alteragoes apresentadas por alguns
matematicos, como citado na secao 4.2, o mesmo ocorreu com o numero w. A
demonstracao da transcendéncia de 7, que sera apresentada nesta secao, ¢ baseada
na demonstragao feita por R. Moritz. Como consequéncia do fato de que o nimero 7
é transcendente, fica provado que o problema da quadratura do circulo tem resposta
negativa. Esse problema é conhecido hé muitos anos e consiste em saber se é possivel,
com régua e compasso, construir um quadrado cuja area seja igual a de um circulo
dado.

Para a demonstracao que o ntimero 7 é transcendente sera utilizado alguns
recursos de Anélise Complexa.

Teorema 4.3: O numero 7 é transcendente.

Suponhamos, por contradi¢ao, que 7 seja um numero algébrico. Logo, im, uma vez
que i = y/—1 seria também algébrico, como um produto de dois niimeros algébricos.
Entao im seria raiz de uma equacao polinomial com coeficientes inteiros:

Py(z)=0 (4.29)

O polinémio em (4.29) além da raiz a; = i, possui outras raizes, digamos ao, . . ., .
Como €™ = —1, temos que o produto (1 +e™)(1+e*?)... (14 e*) =0. Assim,

(1+e%)=0 (4.30)

n

J

Note que ao desenvolvermos o produto indicado em (4.30), obteremos uma expressao
da forma um mais o somatério de exponenciais, para maiores informagoes o leitor
pode verificar no capitulo de Polinémios Simétricos em [3] cujos expoentes sao:

Qap,Qg, -, Qp (431)
a; + o, para todos i< j (4.32)
a; + o + o, para todos i< j <k (4.33)
a 4+ ay (4.34)

Observemos que o nimero de termos em (4.31) é n, em (4.32) é (3), em (4.33)

é (g) , ..., em (4.34) é (2) =1, em que (:l) sao coeficientes binomiais, isto é,
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n!
(") = ————para 0 <m < n.
™ ml(m —n)!
Agora, como ay,...,q, satisfazem uma equagao polinomial de grau n com

coeficientes inteiros. Segue que,
(a) os numeros em (4.32) satisfazem uma equagao polinomial de grau (}) com
coeficientes inteiros.

Py(z) =0 (4.35)

(b) os nimeros em (4.33) satisfazem uma equacdo polinomial de grau (g) com
coeficientes inteiros.

Pg(l‘) =0

e assim sucessivamente.
Logo, os nimeros (4.31) e (4.34) satisfazem uma equagao polinomial

Pi(z)...P,(z)=0 (4.36)
com coeficientes inteiros e cujo grau é n + (g) +oee (Z) = 2" — 1. Como alguns dos
nimeros em (4.31) - -+ (4.34) podem se anular, podemos supor que m deles sejam
diferentes de zero e representamos por [31, ..., B,. Logo, simplificando em (4.36) os
fatores da forma z7, para ¢ > 0, caso haja, (e haverd se 2" — 1 > m) obtemos que
B, ..., Bm sao raizes de uma equacgao na forma:

R(x) =ca™ 4+ cp1z™ '+ ezt =0 (4.37)

com coeficientes inteiros.
A seguir, efetuamos o produto de (4.30) e obtemos

k4 4+ e =0 (4.38)

Considere o polinomio,

P() = oo 1)!xp—1(R(x)>p (4.39)

onde s = mp — 1 e p é um nimero primo a ser escolhido posteriormente. O grau de
P ér=s+p. Seja agora

F(z) = P(z) + P'(z) +--- + PP (x) (4.40)
segue que
d, _ _
(e7"F(x)) = —e “P(x). (4.41)

dx
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Teorema 4.4: Seja f: C — C uma funcao analitica e sejam 21, 2o € C. Entao:
|f(22) = f(21)] < 2|22 — z1|sup{f'(z1 + AM(z2 — 21)) : 0 < A< 1} (4.42)

Aplicando o Teorema 4.4 & fungao f(z) = e *F(z), temos

le i F(B;) — F(0)| < 2|B)|sup{e ™ P(AB;)| : 0 < A < 1} (4.43)
para j = 1,--- ,m. Fazendo
¢; = 2|B; sup{|e NI P(AB) 0 < A< 1} (4.44)

obtemos de (4.43) que
IF(8;) - 5 FO)] < < (4.45)

Utilizando (4.38) e a expressao (4.45) para j = 1,..., m obtemos:

m

KFO)+ Y PG <Y e, (1.46)

J=1

Mostraremos, agora, que o lado esquerdo de (4.46) é um inteiro nao nulo, e que o
lado direito, para p conveniente, é menor que 1.

Devemos, entao, calcular as vérias derivadas de P(x) nos pontos: 0, 51, ..., G-
O polinémio P(x) definido em (4.39) é da forma

S

P(z) = '{chp_1+bxp+-~-}

c
(p =1
Logo,

PD(0) = 0,parai < p—1 e PP D(0) =c°c (4.47)
Por outro lado, segue-se diretamente de (4.39) que

PY(B)=0,i<pj=1,...,m. (4.48)
uma vez que nas derivadas P (z), para i e p a expressdao R(x) é fator comum, e
R(p;) =0

Para as derivadas de ordem ¢ > p e de (4.39), concluimos que os coeficientes de

PO(z),i > p, (4.49)

sao inteiros divisiveis por pc®.
Logo, de (4.47) e (4.49) obtemos

F(0) = ¢’ch + pcko, (4.50)
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onde K, é um inteiro, cujo valor nao importa para os nossos propositos. Para os
demais F'(/3;) observamos que

m m m

SFB) =YY _POB)=> ") PIB) (4.51)

Jj=1 j=1 izp izp j=1

Agora, na expressao

m

S PO(B) (4.52)

J=1

para cada i fixado, com p < i < s+ p. Por (4.49) o polinémio P® tem coeficientes
inteiros divisfveis por pc®. Além disso, como P tem grau s + p, segue- se que P
tem grau s + p — i < s, pois p < i. Logo, a expressao (4.52) pode ser escrita como

m
3" POB) = peQ(Brs- - ), (4.53)
j=1
onde Q(f4,...,Pm) é um polinémio nos /s de grau menor ou igual a s, com
coeficientes inteiros. Observe que Q(f, ..., Byn) é um polindmio simétrico nos ;s
com coeficientes inteiros. Logo, existe um polinémio G(oy, ..., 0,,) de grau menor
ou igual a s com coeficientes inteiros e onde oy, ..., 0,,, tal que
Q(Bry--yPm) =G(o1,...,0m). (4.54)

Por outro lado, temos
-1 -1 -1
01 =C Cno1,00=2C Cpoy...,0m =2C Coy (4.55)

Logo, de (4.53) ,(4.54) e (4.55) segue que a expressao (4.52) é um inteiro divisivel
por p. Voltando a (4.51) concluimos que

m

> F(B)) = ph (4.56)

Jj=1

onde k; é um inteiro qualquer. A seguir, usando (4.50) e (4.56) obtemos que o lado
esquerdo de (4.46) é um inteiro da forma

|kc®cy + pk| (4.57)

onde k = ¢’ko+k;. Agora escolhemos um niimero primo p de modo que ele seja maior
que k, ¢ e cg. Portanto, o inteiro de (4.57) nao é divisivel por p, e , consequentemente,
¢ um inteiro nao nulo.

Para concluir a demonstracao, necessitamos fazer a estimativa do termo do lado
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direito de (4.46). Seja,
M = max(|p1],- -, |Pml])

Logo,

<p—’f|51>! sup{ MG P T ROB)I 0 < A< 1) (4.58)

onde usamos que 0 < A < 1. Seja a seguir,

g; < 2MeM

N = max{|R(2)| : |z| < m}
a qual usada em (4.58) fornece

€ < 2M€M(|C—‘1)'Mp_1Np
p— :

como o fatorial domina qualquer exponencial, isto é,

. A"
Iim — =0
z—00 Nl

para qualquer A > 0, segue que, para p suficientemente grande, podemos fazer

1
€ < o Logo,

Yo< <l (4.59)

<
m+1

Jj=1

A expressao (4.59) juntamente com o fato que o lado esquerdo de (4.46) ¢ inteiro
nao nulo resulta em um absurdo. Logo, 7 é transcendente.
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5.1 O Sétimo Problema de Hilbert

O Segundo Congresso Internacional de Matematica, realizado em Paris no ano
1900, ficou célebre na histéria da Matematica, porque foi nele que David Hilbert
pronunciou uma conferéncia, na qual apresentou uma lista de 23 problemas que, a
seu ver, ocupariam os matematicos das geragoes seguintes. O discurso de Hilbert
foi bem mais do que expor uma colecao de questoes matematicas, ele esbocou sua
filosofia da matematica e propos problemas importantes, que até os dias de hoje, sao
uma fonte inesgotavel de perguntas tocando diversos campos da matematica.

Hilbert foi um alemao brilhante em matemaética. Dotado de uma inteligéncia fina
e enorme capacidade de trabalho, fez contribui¢coes marcantes nas areas de Algebra,
Geometria, Analise e Fundamentos de Matematica. Portanto, quando expos em Paris
seus 23 problemas, nas mais diversas areas, ele o fazia com autoridade respeitada.

O sétimo problema, o quarto apresentado oralmente, consistia em estabelecer se
certos nimeros eram transcendentes. Assim, por exemplo, nao se sabia na época
se \/5\/i era transcendente ou algébrico. A inclusao desse problema na lista dos 23
revela a importancia que Hilbert atribuia.

Em 1929, Gelfond provou que o ntimero \/5“/5 ¢é transcendente. Em seguida,
Siegel provou que \/5\/§ é transcendente. Mais alguns anos e Gelfond (1934) e
Schneider (1935), independente, provaram um teorema que decide a transcendéncia
dos numeros mencionados acima e muitos outros. A seguir, enunciaremos esse
resultado, cuja a demonstragao nao é simples.

Teorema 5.1: (Gelfond-Schneider) Sejam « e  nimeros algébricos (reais ou com-
plexos). Se a # 0, a # 1 e 8 nao for um nimero racional (real), entdo o é
transcendente.

Corolario 5.1: O numero e™ é transcendente.

Demonstragio. Como €™ = cos(w) + isen(m) = —1 (relagdo de Euler), entao
(e™)~" = (=1)7%. Logo e™ = (e™)™* = (—1)7" é transcendente, pelo Teorema
5.1. [
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O numero e™ é chamado de constante de Gelfond. Quanto aos nimeros 7°, e e
7™ ainda nao se sabe se sao ou nao transcendentes.

5.2 Soma e Produto de Numeros Transcendentes

Teorema 5.2: Sejam « e [ numeros transcendentes, entao pelo o menos um dos
numeros (a + ) ou (o — 3) é transcendente.

Demonstracao. Suponha que (a + ) e (o — ) sejam ambos algébricos, logo
a soma desses numeros, que resulta em 2« seria algébrico. Absurdo, pois por
hipdtese « é transcendente. Portanto, pelo o menos um desses nimeros («a + f3) e
(v — ) é transcendente. O

Observe que fazendo a = 7 e 8 = e, temos que pelo o menos um dos nimeros
(m 4+ €) ou (m — e) é transcendente. Na verdade, provar a transcendéncia de cada um
desses numeros ainda é um problema em aberto.

Teorema 5.3: Sejam « e [ nimeros transcendentes, entao pelo o menos um dos
nimeros (o + () ou (« - 5) é transcendente.

Demonstra¢ao. Suponha que (a+ ) e (a- 8) sejam ambos algébricos, e sabemos
dos estudos de produtos notdveis que: a?+ 3? = (a+ 3)* —2af o que implica que
a?+ 32 seja algébrico, pois é o resultado da diferenca entre dois nimeros algébricos,
j4 que por hipétese (a+ 3) e (af3) sao algébricos. Logo, (a+8)? = (a+ ) (a+ B)
e (2af) também sao algébricos. Contradizendo a hipdtese. E portanto, pelo o
menos um dos numeros (« + [3) ou (« - ) é transcendente. O

5.3 A Conjectura de Schanuel

Esta segao serd descrita de acordo com o livro [3].

Um corpo é um conjunto nao vazio munido de duas operagoes ditas + (soma) e -
(multiplicagao) que possui as seguintes propriedades: comutatividade, associatividade,
elemento neutro (0) e simétricos aditivos, elemento neutro e inverso multiplicativo
(para elementos diferentes de zero), além da distributividade da multiplicacdo em
relacao a adicao. Exemplos de corpos sao: Q,R e C. Uma extensao L de um corpo
K é um corpo tal que L D K. Se todo o € L é algébrico sobre K, dizemos que L é
uma extensao algébrica, caso contrario dizemos que a extensao é transcendente, e
usamos a seguinte notagao: L.

Se L|k, podemos enxergar L como espago vetorial sobre K. Assim, L tem uma
dimensao sobre K. A essa dimensdo damos o nome de grau de extensao L|x e
denotamos por [L : K]. E possivel mostrar que L|g ¢ finita ([L : K] < oo) se e
somente se L|x é uma extensao algébrica.

Seja L|x uma extensao transcendente, isto é, [L : K] = co. Um conjunto BC L é
dito de base de transcendéncia de L|x, se B é algebricamente independente sobre K,
isto é, B = {a1,...,an} com p(ay, ..., an) # 0,V p(x) € klz1,...,2,] € L) ¢ uma



Capitulo 5. Algumas Curiosidades 99

extensao algébrica, ou equivalente, e B é o conjunto algebricamente independente
(sobre K') maximal relativo a inclusdo. Pode-se provar que quaisquer duas bases
de transcendéncia de uma extensao tém a mesma cardinalidade. Assim podemos
definir o grau de transcendéncia de uma extensao L|, como a cardinalidade de B.
Denotamos por grir(L|x) = grtry(L) = #B. Se L|k é algébrico, entao grtr(L|x) = 0.

Conjectura 1: (Schanuel) Se zy,...,z, € C sao linearmente independentes sobre
Q entao

grtr(Q(zy, ..., xy, €1, ... €")|Q) = n.

A Conjectura de Schanuel é, sem duvida, o grande resultado a ser provado em
Teoria dos Transcendente. A motivagao de tal conjectura de Schanuel é que se for
demonstrada, fica provado alguns problemas em aberto. Apresentaremos aqui, em
particular uma consequéncia dessa conjectura.

Teorema 5.4: Se a Conjectura de Schanuel é verdadeira entao e e m sao algebrica-
mente independentes sobre Q, entao e + 7 e e sao nimeros transcendentes. Onde

Q representa o Conjunto dos Ntumeros Algébricos.

Demonstracao. Suponha que a Conjectura de Schanuel é verdadeira, e considere
r1 =1 e x9 =im, temos que T e Ty sao racionais linearmente independentes, esse
fato segue diretamente da transcendéncia de 7 logo,

2 < grtr(Q(1,4m, e,e'™))
97’157’«@(1, iﬂ.a €, _1))
grtr(Q(m,e))

2

N

donde e, 7 sdo algebricamente independentes, ou seja, p(e, m) ¢ Q para todo
p(z,y) € Qlx, y] 0, em particular er, e + 7 sdo transcendentes.

]

Vale ressaltar que, mesmo depois de muitos anos da prova da transcendéncia de
e e m, até hoje nao se sabe se em e e + 7 sao ambos transcendentes. Na verdade, s6
se sabe que pelo o menos um dos nimeros ew ou e + m é transcendente.



6

Uma proposta didatica na pratica da
sala de aula

Uma proposta didédtica na apresentacao de uma aula no nono ano, seria o estudo
dos conjuntos numéricos com destaque nos Numeros Irracionais. De acordo com a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [1], o Ensino Bésico tem como proposta
que os alunos do nono ano ja saibam identificar um nimero irracional, tal como
fazer as operagoes basicas com tais numeros. Uma das habilidades que o aluno deve
atingir é saber localizar um nimero irracional na reta, e suas operacoes aritméticas.
Infelizmente nao é tratado de maneira formal, na maioria das vezes um numero
irracional é dito para os alunos, apenas como um nimero que nao pode ser escrito
na forma de uma fracao, e nem sempre mostrando como demonstrar que um nimero
é ou nao irracional. Os alunos apresentam dificuldade em operar tais nimeros, por
exemplo em soma de nimeros irracionais, muitos ao efetuar por exemplo, v/2 + /3
fazem /2 + 3 = /5, o que ¢é falso. Talvez a formalidade nao seja de desconhecimento
apenas do aluno, mas até mesmo do professor, uma vez que tal conceito nao é exposto
no material didatico do ensino regular. Numeros Reais ainda é um tema presente no
ensino de maneira superficial, quando se refere a formalizagao de tal conjunto. Com
o passar dos anos, houve uma melhora nos livros didaticos de Matematica, porém
persiste a auséncia de formalidade na abordagem de certos conceitos. Dessa maneira,
duas atividades foram elaboradas, afim de melhorar esse quadro.

6.1 Descricao da Primeira Atividade

A primeira atividade, que estd no anexo A, foi organizada da seguinte maneira:

e Tema: Numeros irracionais.

Objetivo: Apresentar exemplos de niimeros irracionais, com a demonstragao
formal.

Carga horéria: Duas aulas de 50 minutos cada.

Material Didatico: Texto produzido pela professora, quadro e pincel.
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e Avaliacao: Participacao dos alunos.

A aula ocorreu no dia 16 de maio de 2018, e pela primeira vez, eles estabeleceriam
um contato com a demonstragao pelo método da contradigao, além de entenderem
melhor o conceito de um nimero irracional. Essa atividade teve a duracao de dois
horarios consecutivos, ou seja, 100 minutos. Alguns assuntos como o conjunto dos
Numeros Reais, os alunos ja conheciam, pois ja aprenderam em aulas anteriores.

Por causa da dificuldade da maioria dos alunos sobre as operagoes em R\Q foi
necessario explicar com mais detalhes, mesmo assim muitas davidas persistiram. Por
isso decidimos planejar uma segunda atividade com foco principal nas operagoes
entre numeros irracionais e a construcao de R.

Iniciamos a aula, definindo os Numeros Racionais, como nimeros que podem ser
escritos como fracoes nas quais o numerador e o denominador sao nimeros inteiros e
o denominador ¢é diferente de zero. Dos ntimeros racionais, alguns sao classificados
como dizimas periédicas, exemplo o numero 0,121212..., que pode ser escrito como
12/99, os numeros exatos também sdo classificados como nimeros racionais, uma vez
que se p um nuimero inteiro, temos p = p/1. Concluimos essa parte inicial dizendo
que ha numeros decimais que nao sao exatos e nem dizimas periddicas, tais nimeros,
sao chamados de Nimeros Irracionais.

Algumas operagoes com esses niimeros, como a demonstragao da irracionalidade
é um tema que os alunos sentem dificuldade. Por isso, nesta aula lecionada, nos
preocupamos em mostrar aos alunos a demonstragao da irracionalidade de alguns
nimeros, por exemplo do nimero v/2.

O plano de aula foi elaborado para cada exercicio conduzir os alunos a chegarem
em suas proprias conclusoes. Assim, esta foi uma aula investigativa, onde cada aluno
pesquisava e conjecturava. Em sala de aula, foi abordado o conceito de segmentos
incomensuraveis, antes de trabalhar a demonstracao dos ntiimeros irracionais citado
no Anexo A, retratando o surgimento dos nimeros irracionais, na época de Pitdgoras.
Além de estudar esses conceitos, a atividade teve o intuito retratar a formalizacao
dos conjuntos numéricos.

Os alunos participaram ativamente. Conseguiram concluir a demonstracao da
irracionalidade de v/2. Eles se surpreenderam, uma vez que nunca tiveram contato
com a demonstragao de um ntmero irracional.

6.1.1 Descricao da Segunda Atividade

A segunda atividade, apresentada no Anexo A, foi organizada da seguinte maneira:

e Tema: Conceitos Importantes dos Niumeros Reais.

Objetivo: Manipular as operacoes aritméticas de nimeros irracionais, e a
formalizacao do Conjunto dos Numeros Reais.

Carga horéria: Duas aulas de 50 minutos cada.

Material Didatico: Texto produzido pela professora, quadro e pincel.

Avaliacao: Participacao dos alunos.
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A aula foi elaborada pensando na dificuldade encontrada pela maioria dos alunos.
Ao nos depararmos com os numeros reais no ensino basico, observamos que certos
nimeros sao mais dificeis a compreensao de suas operagoes do que outros. E por esse
fato, que a segunda atividade foi aplicada, inicialmente em analisar o conhecimento
prévio dos alunos, sobre niimeros irracionais. Assim os alunos do nono ano tiveram a
oportunidade de adquirir conhecimento sobre as operacoes entre niimeros irracionais,
sanando varias duvidas. O objetivo dessa atividade é mostrar que embora as operacoes
como soma e multiplicagao sejam feitas em R\Q, elas nao sdo fechadas no conjunto
dos nuimeros irracionais, e devemos ter um cuidado ao fazer as operacoes. Essa aula
teve duracao de 100 minutos.

Muitos alunos ao somar /5 + /7 colocam como resultado \/ﬁ, um resultado
incorreto. Analisando tais fatores, nos propusemos a usar as aulas para apresentar
aos alunos as propriedades aritméticas desses nimeros. Para isso optamos em iniciar
a aula explicando como foi o surgimento dos niimeros irracionais, na época do
matematico Pitagoras. Trabalhamos também a formalizacao do conceito do conjunto
dos numeros reais (R), que na maioria dos livros didédticos, hd apenas a defini¢ao
como uniao dos conjuntos dos niimeros: Racionais e Irracionais, abordando o conceito
novo para os estudantes, que é “Corte de Dedekind” . Ao relatar da origem dos
numeros irracionais, como segmentos nao comensuraveis, fica mais claro ao aluno o
conceito de numero irracional. Os alunos participaram da aula, fazendo perguntas e
resolvendo as atividades propostas.



Conclusoes

O estudo dos numeros transcendentes mostra a existéncia de uma area da Mate-
matica ainda com muitas questoes em aberto. Em particular os nimeros: ew, e + 7,
e e ™" continua em aberto saber se esses nimeros sao transcendentes ou algébricos,
apesar de ter demonstrado neste trabalho que 7 e e sao transcendentes nada podemos
afirmar dos nimeros citados acima.

No decorrer deste trabalho foi realizado um estudo da formalizacao dos conjuntos
numéricos. Além do estudo, houve uma preocupacao de tal apresentacao desses
nimeros no ensino fundamental. Devido a esse fato foi elaborado atividades para
expor de forma clara para os alunos do nono ano. E notdvel a presenga dos nimeros
reais no ensino basico e no ensino superior tao quanto a sua relevancia para o ensino
aprendizagem da matematica. Na maioria das vezes ao apresentar um ntmero
irracional ele é dito como um nimero que nao ¢é racional. Pensando em toda essa
situacao, a aula elaborada que estd em anexo neste trabalho, era uma forma de
apresentar o conceito de um numero irracional, através de uma visao vinculada ao
teorema de Pitdgoras, como por exemplo mostrar que a diagonal de um quadrado
de lado um, representa um numero irracional. Alguns alunos pela primeira vez,
passavam a ter contato com uma demonstragao matematica pelo método do absurdo,
ao demonstrarem que em particular o nimero /2 é irracional.

Neste trabalho, usamos algumas ferramentas como propriedades algébricas, o
célculo diferencial e integral de uma e duas varidveis, além do estudo de Cortes de
Dedekind. Para tais questoes ja mencionadas que sao problemas em aberto, talvez
seria necessario de alguma teoria mais avancada, para a resolucao desses problemas.
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Anexos

Aqui estao anexadas as duas atividades aplicada no nono ano, cuja descrigao se
encontra no capitulo 6.
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Universidade Federal de Vigosa Naiara Aparecida de Faria
Campus Florestal Orientadora: Danielle Lara

Universidade
de Vigosa

Atividade- Profmat
Numeros Reais

Todo nimero Racional, pode ser escrita como:

Vocé sabia que v2 € R\®?

Vamos provar?
Se /2 fosse racional, entao V2 poderia ser escrito na forma de uma fragao.
Escreva /2 na forma de uma fracio irredutivel. Ou seja,

a

V2 = b com b #0
1. O que podemos fazer para eliminar a raiz quadrada?

Faca conta.

2. Qual foi o resultado obtido?

3. Qual a conclusdo do resultado obtido acima?
4. Se a? é par, o que podemos concluir sobre a?
5. Como podemos escrever a?

6. Substitua o valor de a na equac@o acima, e faga os célculos.

7. O que podemos concluir de b?
8. Isso faz sentindo? Uma vez que a e b sao primos entre si?

Conclusdo:

Agora é a sua vez!
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66

dade Federal Universidade Federal de Vigosa
i Campus Florestal

Naiara Aparecida de Faria
Orientadora: Danielle Lara

Mostre que o nimero v/3 nao é racional.

Voceé conhece o nimero 7?7
Esse ntimero é racional?

Vocé conseguiria usar o mesmo argumento de /3 para mostrar isso?
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Uhitverskiade Fedorsi Universidade Federal de Vigosa Naiara Aparecida de Faria
SENe Campus Florestal Orientadora: Danielle Lara

Atividade- Profmat
Conceitos Importantes do Conjunto dos Nimeros Reais IR

1. Quando se fala de um niimero racional, quais s@o os nimeros que vocé pensa?

2. Quando se fala de um ntmero irracional, quais sdo os nimeros que vocé pensa?

Vamos fazer uma atividade envolvendo os nimeros irracionais?
Qual o resultado de V3 4+ /27 Seria 3+ 2 = v/5? Vamos verificar? Utilizando uma calculadora, verifique
os valores abaixo:

V3 =
o
V3+V2=
V5=

Vocé estava correto na sua soma acima?

Vamos verificar o valor de v/3 + v/6. Seria v/3 + 67 Use uma calculadora para verificar.

Um matematico, chamado Dedekind preocupado com a formalizagdo dos Nimeros Irracionais, fez um estudo
sobre tais nimeros e criou a seguinte definicao:

Definicao 1 Um conjunto A diz- se um corte se satisfazer as sequintes condigoes:

1L o4A+Q
2. Sere€ A, es<r (s racional), entio s € A

3. Em A nao possui elemento mdzimo.

1
Considere o conjunto B= 4 z € @;x < 3 }

Todo elemento menor do que 1/2 € @ pertence ao conjunto B?

O Conjunto acima é chamado Corte.

A formalidade do conjunto dos Numeros Reais foi realizado pelo matemético alemao Dedekind, através de cortes
de conjuntos racionais.
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