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RESUMO

Esta dissertacao tem por objetivo descrever a maximizacao de areas com minimizacao de pe-
rimetros na geometria euclidiana. Buscamos responder a cinco problemas de maximizacao de
area e de minimizacao de perimetro em tridngulos e poligonos convexos, atingindo a uma prova
da desigualdade isoperimétrica para poligonos. Os resultados aqui contidos foram extraidos dos
artigos [6] e [9]. Visando enriquecer tais abordagens e garantir melhor entendimento do que
estd apresentado, faremos uma breve abordagem da geometria euclidiana, buscando visualizar e
entender propriedades basicas em relagao a tridngulos, poligonos e circunferéncias bem como no-
¢Oes de demonstragoes geométricas, utilizando resultados de varios autores de grande referéncia
nesses assuntos, bem como uma sequéncia de passos que constroem tais problemas no software
Geogebra. Trabalharemos alguns problemas classicos de maximos e minimos em geometria eu-
clidiana, de carater histérico, e, por fim, propomos uma sequéncia de problemas geométricos, a

fim de aplicar conceitos discutidos anteriormente.

Palavras-chave: Desigualdade, geometria euclidiana, isoperimetria, maximos, minimos.



ABSTRACT

This dissertation aims to describe the maximization of areas with minimization of perimeters
in Euclidean geometry. We sought to answer five problems of area maximization and perimeter
minimization in triangles and convex polygons, reaching a proof of the isoperimetric inequality
for polygons. The results contained herein were extracted from articles [6] and [9]. Aiming
at enriching such approaches and ensuring a better understanding of what is presented, we
will make a brief approach to Euclidean geometry, seeking to visualize and understand basic
properties in relation to triangles, polygons and circumferences as well as notions of geometric
demonstrations, using results from several authors of great reference in these matters, as well
as a sequence of steps that build such problems in Geogebra software. We will work on some
classical problems of maximum and minimum in euclidean geometry, of historical character,
and, finally, we propose a sequence of geometric problems, in order to apply concepts previously

discussed.

Keywords: Inequality, euclidean geometry, isoperimetry, maximum, minimum.
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1. INTRODUCAO

A geometria euclidiana é estudada nas escolas desde o ensino fundamental. E simples
para ser trabalhada, portanto adequada para ser utilizada desde a escola elementar. Ela é
baseada no texto do matematico grego Euclides, em sua obra Elementos, escrito por volta do
ano 300 a.C., texto este que teve o maior niimero de tradugbes, depois da Biblia Sagrada.
Visando uma construcao significativa deste trabalho, dar-se atencdo especial a algumas
construgoes geométricas envolvidas, visto que cada construcao realizada serve como um espécie
de teorema de existéncia para a figura ou conceitos envolvidos. Assim, de maneira mais geral
possivel, esbocamos todos os passos nos teoremas/problemas propostos e resolvidos, visto que
para tais situagoes é possivel encontrar outras solugoes. Segundo [13],
O método dos lugares geométricos e sua linguagem
vém proporcionar maior praticidade na resolugao
e entendimento de muitos problemas que envolvem

construcoes geométricas.

Nesta dissertacao pretendemos contribuir para o aperfeicoamento do ensino de geome-
tria, em especial correlacionar areas e perimetros, que é considerado importante tanto no ensino
basico quanto no nivel superior. O interesse para tal abordagem consiste na forma de como
os problemas geométricos sdo adaptados ao quotidiano e a situacoes da vida real, permitindo
modular e interpretar fendmenos & nossa volta.

Desse modo, na construcao deste texto, prentendemos discutir e entender algébrica e
geometricamente, utilizando o software Geogebra, as solugdes para os cinco problemas citados

a seguir:
Problema 1: Dentre todos os tridngulos de mesma area, qual é o de menor perimetro?

Problema 2: Dentre todos os tridngulos de mesmo perimetro, qual é o de maior area?

Problema 3: Dentre todos os poligonos de n lados e de mesma area, qual deles tém o

menor perimetro?

Problema 4: Dentre todos os poligonos de n lados e de mesmo perimetro, qual deles tém

a maior area?

Problema 5: Dados dois poligonos regulares de mesmo perimetro L, aquele que tem maior

area é o que possui um maior nimero de lados.

Os primeiros problemas envolvendo méximos e minimos sdo encontrados na geometria
euclidiana e envolvem perimetros, areas e volumes. Segundo [8], o primeiro problema de maximo
que chegou até nds encontra-se no Livro VI de Os Elementos de Euclides (330-275 a.C.), Pro-
posicao 27, e consiste na prova que de todos os retdngulos com um dado perimetro, o quadrado

é o que tem a adrea maxima.
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Esta dissertacgao esta dividida na seguinte forma: no Capitulo 2, desenvolveremos alguns
resultados de geometria euclidiana, com base em [5], [10], [11], [13] e [16], que servirdo de suporte
para atingir nossos objetivos. No Capitulo 3, propomos algumas situacoes problemas de [2], [3] e
[11], onde se aplicam as nogoes desenvolvidas anteriormente, e que servirdo para o entendimento
de alguns resultados posteriores.

No Capitulo 4, serao abordados os cinco problemas que, de acordo com [6], caracterizam
a maximizacdo de dreas com minimizacdo de perimetro. Ainda neste capitulo, discutiremos
resultados sobre a desigualdade isoperimétrica, seguindo [1], [9] e [14].

No Capitulo 5, a fim de que os leitores se familiarizem com softwares que promovem a
aprendizagem matematica e utilizem recursos tecnolégicos para a construcdo do conhecimento,
propomos uma sequéncia de passos que organizam a construcao dos cinco problemas trabalhados
nos capitulos anteriores utilizando o software Geogebra.

No Capitulo 6, serd feita a analise de alguns problemas de maximo e minimo em ge-
ometria euclidiana, de acordo com [4], [8] e [15], a fim de visualizar tais conceitos discutidos
anteriormente no contexto histérico de problemas geométricos.

Por fim, no Capitulo 7, serd proposto uma série de situagdes problemas com o intuito
de aplicar os conceitos vistos ao longo do trabalho, bem como modelar problemas matematicos

a fim de mostrar a beleza desta ciéncia.
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2. PRELIMINARES

Neste secao, discutiremos resultados classicos da geometria euclidiana, a fim de cons-
truir uma base para o entendimentos dos préximos assuntos a serem discutidos. No desenvolvi-
mento de cada subsecdo, procuramos seguir uma sequéncia légica na apresentacao de conceitos
e propriedades.

A geometria euclidiana é caracterizada pela figuracdo de nogdes primitivas. Estas sdo
adotadas sem definicdo, mas caracterizadas por um conhecimento axiomatico, aceito sem con-
testacao, tais como: ponto, reta e plano. Tudo isso é decorrente da experiéncia e observacgoes

realizadas.

2.1. Poligonos, circunferéncias e algumas nogoes de curvas

Nesta subsegdo, abordaremos resultados de acordo com [5] e [13]. Desenvolveremos

algumas nocoes béasicas para o entendimento dos proximos assuntos.

Definig¢ao 2.1: Dada uma sequéncia de pontos Pi, P», ..., Py, n > 3, todos distintos, onde trés

pontos consecutivos nao sao colineares, considerando-se consecutivos P,,_1, P, e P;, assim como

P, Pi e P>, chama-se “o poligono P1P»...P,” a reuniao dos segmentos P; P», PoP3, -+, Pp_1P,,
PP
Dado o poligono P1Ps... Py, o caracterizamos de acordo com os seguintes elementos:
1) Py, P, ..., P, sdo os vértices do poligono;
2) PPy, P,Ps, -+, P,_1P, sido os lados do poligono;
3) PnEPQ, Plﬁ;Pg, el Pn_ll/D:lPl sdo os angulos do poligono.
Observe que:
1’) Dois lados que tém um vértice em comum sao lados consecutivos;
2’) Dois dngulos de um poligono sdo consecutivos se tém um lado do poligono comum;

3’) Um poligono de n vértices possui n lados e n dngulos;

4’) O perimetro de Py Ps... P, é a soma [(P1Py) +(PaP3) + -+ 1(Py,—1Py).

Definicao 2.2: Um poligono é dito simples quando a intersecdo de quaisquer dois lados nao
consecutivos é vazia. Caso contrario, ele serd complexo.

A menos que seja dito o contrario, todos os poligonos a serem trabalhados neste texto
serao simples, pois cumprem tantos os itens 1), 2) e 3), como 1’), 2’), 3’) e 4’), enunciados

anteriomente. Quando um poligono é complexo, hé contradigdo com o item 3').
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Figura 1: Poligonos simples (1) e (2); e complexos (3) e (4).

T Z e

Fonte: [13]

Defini¢ao 2.3: Um poligono simples é dito convexo quando a reta determinada por dois de seus
vértices consecutivos deixa todos os demais vértices num mesmo semiplano dos dois que ela
determina.

Se um poligono nao satisfaz a condigdo acima, ele é ndo convezo (ou céncavo).

Figura 2: Polfgono convexo (5) e néo convexo (6).

Fonte: baseado em [13].

Consideremos um poligono simples e um ponto nao pertencente a ele. Se conduzirmos
uma semirreta com origem no ponto dado e que ndo passe por nenhum vértice, mas intercepte

o poligono e se o nimero de intersegdes for:

(a) Impar, entdo o ponto é interno ao poligono;

(b) Par, entdo o ponto é externo ao poligono.

Note que o conjunto dos pontos internos de um poligono é seu interior e o conjunto
dos pontos externos é seu exterior. A reunido de um poligono com seu interior é uma regido
poligonal (ou superficie poligonal). Na figura (5), temos uma superficie poligonal convexa e na
figura (6) uma superficie poligonal nao convexa (ou concava).

De acordo com o nimero n de lados, os poligonos recebem nomes especiais, conforme

mostra tabela. Para n > 3, diremos que o poligono é: n-ésimo poligono.

Tabela 1: Nomeclatura de poligonos
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n=3  Tridngulo ou trilatero 3 lados
n=4  Quadrangulo ou quadrilatero 4 lados
n=5  Pentagono 5 lados
n=6  Hexagono 6 lados
n=7  Heptagono 7 lados
n=8  Octégono 8 lados
n=9  Eneagono 9 lados
n=10 Decagono 10 lados
n=11 Undecdgono 11 lados
n=12 Dodecagono 12 lados
n=15 Pentadecagono 15 lados
n=20 Icosigono 20 lados

Fonte: [5].

Definigao 2.4: Um poligono que possui lados congruentes é equildtero.

congruentes, é equidngulo.

Se possui os angulos

Definigao 2.5: Um poligono é regular quando é simultaneamente equildtero e equiangulo.

Defini¢ao 2.6: Sejam O um ponto e r um nimero real positivo. Definimos a circunferéncia de

centro O e raio r, denotada por C(O,r), como sendo o conjunto de todos os pontos do plano

que estdo a mesma distancia r do ponto O.

Figura 3: Circunferéncia de Centro O e raio r = OP.

Fonte: [5].

Numa circunferéncia, temos os seguintes elementos:

1) OP é o raio;

2) AB é uma corda;

3) CD é o diametro, ou seja, uma corda que passa pelo centro;

4) RS (tracejado) é o arco menor e RS (continua) é o arco maior.

20



Figura 4: Elementos de uma circunferéncia.
D X

Fonte: [5].

Definigao 2.7: Dizemos que um circulo o e uma reta t sao tangentes ou, ainda, que a reta t é
tangente ao circulo «, se t e « tiverem exatamente um ponto P em comum.

Nesse caso, o ponto P é denominado o ponto de tangéncia de t e a.
Segundo [13], temos as seguintes definigoes:

Defini¢ao 2.8: Um poligono é inscritivel numa circunferéncia se tem todos os seus vértices
pertencentes a circunferéncia.
Neste caso, dizemos que o poligono esté inscrito nessa circunferéncia ou que tal circun-

feréncia é a circunferéncia circunscrita ao poligono.

Defini¢ao 2.9: Um poligono é circunscritivel se todos os seus lados sdo tangentes a mesma
circunferéncia.
Neste caso, dizemos que o poligono esta circunscrito a circunferéncia ou que tal circun-

feréncia é a circunferéncia inscrita no poligono.
Defini¢ao 2.10: Uma curva fechada simples é um conjunto de pontos que divide o plano em

duas regioes: uma interna e outra externa.

Caso contrario, dizemos que a curva é aberta simples.
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Figura 5: curva fechada (A) e curva aberta (B).

A) ®)
Fonte: o autor (2019).

Definigao 2.11: Uma regiao (ou curva) do plano é dita concava (respectivamente conveza) quando
qualquer segmento de reta unindo quaisquer dois de seus pontos estd mais proximo (respectiva-

mente mais distante) do observador que o trecho da curva entre esses pontos.

Figura 6: Regido Concava (A) e Regidao Convexa (B).

Fonte: o autor (2019).

2.2. Lugares geométricos

Nesta subsegdo, seguiremos [10], [13] e [16] para atingir nossos objetivos.
Defini¢ao 2.12: Uma figura recebe o nome de Lugar Geométrico dos pontos que possuem uma

propriedade P quando:
(a) Todos os seus pontos satisfazem a propriedade P;

(b) Somente os pontos desta figura satisfazem a propriedade P, isto é, se um ponto A possui

a propriedade P, entdo pertence a figura.

Em outras palavras, o Lugar Geométrico (LG) dos pontos com a propriedade P é for-

mado exatamente pelos pontos do plano que satisfazem tal propriedade.

Exemplo 1: Uma circunferéncia de centro O e raio r é o LG dos pontos do plano que distam r
de um ponto O dado.
Exemplo 2: A mediatriz de um segmento AB é o LG dos pontos equidistantes de A e B.

De fato, a mediatriz divide o segmento em dois de mesmo tamanho. Pelo caso de con-

gruéncia LAL, dado qualquer ponto P sobre a reta mediatriz, PA = PB. Logo, a mediatriz é o
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Figura 7: Mediatriz de um segmento.

Z
e

Fonte: o autor (2019).
LG dos pontos que equidistam a dois pontos dados.
Proposicao 2.1: Em todo tridngulo, as mediatrizes dos lados passam todas pelo mesmo ponto,
chamado de circuncentro.
Demonstragao: Sejam ABC um tridngulo qualquer e r, s e t, respectivamente, as retas media-

trizes dos lados BC, AC e AB, e O o ponto de intersecdo das retas r e s.

Figura 8: Circuncentro de um triangulo.

Fonte: [13].

Pela caracterizacdo da mediatriz como LG, temos OA = OC e OC = OB. Assim,
OA = 0C = OB e segue novamente pela caracterizacio da mediatriz como LG que O € t. Por-

tanto, as mediatrizes se cruzam num tnico ponto. O

Corolario 2.1: Todo tridngulo estad inscrito numa circunferéncia.

Demonstracao: De fato, pela Proposi¢io 2.1, mostramos que as mediatrizes de um tridngulo
intersectam-se num tnico ponto. Note que, nos tridngulos ABO, ACO e BCO, AO = BO = CO.
Logo, o ponto O é equidistante ao vértices do tridngulo. Assim, existe um circulo de centro O

e raio r = AO = BO = CO que circunscreve este tridngulo. ([l
Proposic¢ao 2.2: Todo poligono regular ¢é inscritivel numa circunferéncia.

Demonstragao: De fato, seja ABCD---MN um poligono regular. Tomemos, sem perda de

generalidade, o pentdgono ABCDE para fixar as ideias.
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Figura 9: Poligono regular inscritivel.
e N

Fonte: [5].

Pelos pontos A, B e C, usando o resultado do Colordrio 2.1, tracemos a circunferéncia
a e seja O seu centro. Provemos que ela passa pelos demais vértices D, E, ..., M e N do
poligono. Consideremos os tridngulos OBA e OCD. Estes tridngulos sdo congruentes pelo caso
LAL, pois

1. AB = CD sao lados do poligono regular;
2. OB = OC, pois representdo o raio da circunferéncia;

E considerando o tridngulo isésceles BOC', que possui angulos da base congruentes a, ainda,
que os angulos ABC e BCD do poligono regular sdo congruentes, por diferenga decorre que
AOB =COD. Logo, OBA=0CD = OA=0D = D € a.

De modo anéalogo, E € «, pois OCB e ODE sao congruentes, ..., M eae N €qa, eo
poligono ABC'D ... M N é inscrito na circunferéncia. Como existe uma tnica circunferéncia que

passa por trés pontos, sai a unicidade de o por A, B, C,..., M, N. O

Proposi¢ao 2.3: Todo poligono regular é circunscritivel numa circuferéncia.

Demonstragao: Seja ABCD... M N um poligono regular. Em vista da proposi¢do anterior, ele
é inscrito numa circunferéncia «. Seja O o centro desta circunferéncia. Os lados AB, BC,...,
MN e MA sdo cordas congruentes desta circunferéncia, por isso distam igualmente do centro

0.

Figura 10: Poligono regular circunscritivel.
B A E T~

B

Fonte: [5]
Sendo A’, B’, C',---, N’ os respectivos pontos médios de cada lado, temos que: OA’ =
OB'=0C" =---= ON’, donde se conclui que O é o centro da circunferéncia o/ que passa pelos
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pontos A’, B/, C',---, N'. E ainda, sendo OA’ LAB, OB’ 1. BC, OC'LCD, ---, ON' LN A, temos
que ABCD...MN tem lados tangentes a o’. Logo, o poligono ABCD---MN é circunscrito a
circunferéncia o/. Se existisse outra circunferéncia inscrita em ABCD--- M N, ela passaria pelos

pontos A’B'C'D’--- M’ N’ e sera, entdo, coincidente a o’. Logo, a circunferéncia é tnica. O

Proposicao 2.4: Seja AOB um angulo dado. Se P é um ponto do mesmo, entao
d(P,0A)=d(P,0B) < P € (Bissetriz de AOB),

onde d(P, 0A ) significa a distancia do ponto P a semirreta OA.

Demonstragao: Suponhamos que P pertence a bissetriz do angulo AOB e sejam M e N, res-

o4 OB
pectivamente, os pés das perpendiculares baixadas de P em relagao as retas OA, OF.

Figura 11: Bissetriz do angulo AOB.

Fonte: [11].

Os tridngulos OMP e ONP siao congruentes pelo caso Lado-Angulo-Angulo oposto ao
lado, uma vez que MOP = NOP, OMP=0ONP =90° e OP é lado comum aos mesmos. Dali,
I(PM) = I(PN). E assim, d(P,0A) = d(P, OB ).

Por outro lado, seja P um ponto no interior do angulo AOB, tal que PM = PN, onde
M e N sao os pés das perpendiculares baixadas de P, respectivamente, as semirretas 07 e O? .
Entao, os tridngulos MOP e NOP sao novamente congruentes pelo caso Cateto — Hipotenusa,
visto que OP é hipotenusa comum e [(PM) = [(PN). Mas com isso, MOP = NOP. Assim, P
pertence A bissetriz de AOB. O

Proposi¢ao 2.5: Sejam « um circulo de centro O e P € a. Se t é a reta que passa por P e é
perpendicular a OP, entdo t é tangente a .

Demonstragao: Seja R o raio de a. Observe a figura 12. Se Q # P é outro ponto de t, temos
OQ > OP = R, uma vez que a medida de QPO ¢ 90°. Logo ¢ o maior angulo do tridngulo O PQ.

Portanto, () € « e, assim, P é o inico ponto comum a t e a. O

Proposicao 2.6: Dados, no plano, um circulo @ e um ponto P exterior ao mesmo, hé exatamente
duas retas tangentes a a passando por P.
Demonstracao: Sejam O’ o centro do circulo dado e A e B os pontos de intersecio do mesmo

com aquele de didmetro OP.
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Figura 12: Reta tangente a circunferéncia.

Fonte: [11].

Figura 13: Retas tangentes a circunferéncia por um ponto exterior.

V]
Fonte: [11].

Perceba que nos semicirculos superior e inferior, os triangulos OAP e OBP sao retan-
gulos, pois formam arcos capazes de 90° (para maiores informagdes, vide [11], pag. 91). Assim,
OAP = OBP = 90°. Portanto, mJ_fﬁ e OiBJ_ﬁ. Assim, as retas fﬁ e ﬁ sdo tangentes
ao circulo.

Mostremos que s6 existem duas retas para tal situacdo. Suponhamos que existe outra
reta r passando por P e tangente ao circulo dado em X, digamos entdo que OiXJ_ﬁ. Logo,
X pertence a um dos arcos capazes de 90° sobre OP, isto é, X pertence ao circulo de didmetro
OP. Mas ai, X est4 sobre a intersecdo do circulo dado com aquele de didmetro OP e, portanto,
X=AouX=B8. [l

Proposigio 2.7: Sejam o um circulo de centro O e P um ponto exterior ao mesmo. Se A, B € «

sao tais que m e ﬁ sao tangentes a «.
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Figura 14: Propriedades sobre as retas tangentes a circunferéncia.
A

Vi
Fonte: [11].

Entao:
(a) PA=PB;
(b) OP ¢ a mediatriz de AB;

(c) OP ¢ a bissetriz dos angulos AOB e APB:;

(d) OPLAB.

Demonstragio: Como [(OA) = [(OB) e PAO = PBO = 90°, os tridngulos POA e POB sdo con-
gruentes, pelo caso cateto-hipotenusa. Assim, [(PA) = |(PB), APO = BPO ¢ AOP = BOP.
Logo, PO é bissetriz de APB e AOB. Agora, como P e O equidistam de A e B, segue que %

é a mediatriz do segmento AB. Logo, OP1AB.

Segundo [11], contrariamente aos tridngulos, nem todo quadrildtero convexo admite um

circulo passando por seus vértices. Para ver isso, basta tomarmos um tridngulo ABD e um

ponto C' nao pertencente ao circulo circunscrito a ABD.

Figura 15: Um quadrilatero nao inscritivel.
D

B

Fonte: [11].

Por outro lado, dizemos que um quadrilatero é inscritivel se existir um circulo passando

por todos os seus vértices. A partir da unicidade do circulo circunscrito a um tridngulo, é ime-

diato que, se um quadrildtero for inscritivel, entao o circulo que passa por seus vértices é tinico.

Tal circulo é denominado o circulo circunscrito ao quadrilatero.
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Para a proxima proposicao, precisaremos de dois fortes teoremas da geometria euclidi-

ana: o Teorema do Angulo Externo e o Teorema do Angulo Inscrito.

Defini¢ao 2.13: Dado um triangulo ABC e sendo C X a semirreta oposta & semirreta C? , 0
angulo e = ACX éo angulo externo do tridngulo ABC' adjacente ao &ngulo ACB e nao adjacente
aos angulos BAC e ABC.

Figura 16: Teorema do Angulo Externo.
A

>

e
O‘
>

Fonte: [5].

Teorema do Angulo Externo: Um angulo externo de um tridngulo é maior do que qualquer um
dos angulos internos nao adjacentes.

Uma demosntragao para este resultado pode ser encontrada em [5], pagina 45.

Definigao 2.14: Um Angulo Inscrito relativo a uma circunferéncia é um angulo que tem vértice

na circunferéncia e os lados sdo secantes a ela.

Figura 17: Angulo inscrito numa circunferéncia.
A

Fonte: [5].

Teorema do Angulo Inscrito: Um dngulo inscrito equivale a metade da medida do arco corres-
pondente.

Uma demonstracdo para este resultado pode ser encontrada em [5], paginas 168 - 170.
Note que todo dngulo inscrito determina uma corda na circunferéncia. Assim, dngulos inscritos
que compartilham de uma mesma corda da circunferéncia sao todos iguais. Esta nocao define o
chamado Arco Capaz (vide [5], pag. 174).
Proposicao 2.8: Um quadrildtero convexo ABCD, de lados AB, BC, CD e DA, é inscritivel se,

e somente se, qualquer uma das condigoes for satisfeita:
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(a) DAB+ BCD = 180°;

(b) BAC = BDC.

Demonstracao: Suponhamos, inicialmente, que ABC'D seja inscritivel.

Figura 18: Quadrilatero ABC'D inscritivel.
D

C\f

B
Fonte: [11].

Entéo, pelo Teorema do Angulo Inscrito, temos BAC = BDC e

~ _ 1.~ 1.~
DAB+ BCD = §BCD + §BAD = 180°

Reciprocamente, suponhamos primeiro que BAC = BDC.

Figura 19: Angulos BAC = BDC.
D

C

B
Fonte: [11].

Como ABCD é convexo e seus vértices estdo nomeados consecutivamente, segue que

A e D estdo situados no mesmo semiplano, daqueles determinados pela reta % Sendo 6 o

valor comum dos dngulos BAC e BDC , temos que A e D estdo situados sobre o arco capaz de

0 sobre BC, situado em tal semiplano. Logo, o circulo que contém o tal arco capaz circunscreve

ABCD.

Suponhamos agora que DAC + BCD = 180° e consideremos o circulo «, circunscrito

ao triangulo BAD.
Se C' ¢ a, seja %ﬂa ={E}, com E # B,C. Pelo Item(a),

DAB+ BED =180° = DAB + BCD
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Figura 20: BAC + BDC = 180° = ABCD ¢ inscritivel.

Fonte: [11].

e, dai, BED = BCD. Mas, aplicando o Teorema do Angulo Externo ao triangulo CDE, obte-

mos um contradi¢ao. U

2.3. Areas

Nesta segdo, usaremos resultados de [5], [11] e [14]. Nosso objetivo é trabalhar as no-
¢Oes de areas para triangulos e quadrilateros e algumas relagdes que serdao usadas posteriormente.

Deixamos como sugestao de leitura as referéncias indicadas.
Defini¢ao 2.15: A drea de uma superficie limitada é um ndmero real positivo associado & super-
ficie de tal forma que:

(1) As superficies equivalentes estao associadas areas iguais e reciprocamente.

(2) A uma soma de superficies estd associada uma area (nimero) que é a soma das dreas das

superficies parcelas.
(3) Se uma superficie estd contida em outra, entdo sua area é menor ou igual a da outra.
Segundo [11], podemos enunciar os seguintes postulados para areas:
(1’) Poligonos congruentes tém areas iguais;

(2’) Se um poligono, convexo ou nao, é particionado em um nimero finito de outros poligonos

convexos, entdo a area do poligono maior é a soma das areas dos poligonos menores;

(3’) Se um poligono contém outro, entdao a area do poligono maior é maior do que a drea do

poligono menor;
(4’) A area de um quadrado de lado lcm é igual a lcm?.

Intuitivamente, a area de uma regiao no plano é um nimero positivo que associamos a

mesma e que serve para quantificar o espago ocupado por ela.

30



Proposicdo 2.9: Seja ABC um tridngulo de lados [(AB) = ¢, [(AC) =b e I(BC) = a, e alturas
ha, hy € he, respectivamente, relativas aos lados a, b e ¢. Entao,
ahy _ bhy _ che

2 2 2’
onde Sapc indica a area do tridngulo ABC. Em particular, ah, = bhy = che.

Sapc =

Demonstracao: Seja S a area de ABC e D a intersecao da paralela a % por A com a paralela

ajﬁpor C.

Figura 21: Area de um tridngulo.

A a s D

h,

Fonte: [11].

Entao, pelo caso de congruéncia ALA, ABC = CDA, uma vez que BAC = DG’A, AC é
lado comum e BCA = DAC. Assim, pelo postulado (1'), Sapc = Scpa. Mas, ABCD é um
paralelogramo de base a e altura h,. Assim,

1
28 =SaBc+Scpa =SaBcp = Sapc = §aha- O

Lema 2.1: Seja ABC um triangulo. Consideremos os segmentos [(AB) = c e [(BC) = a que
formam os lados do tridngulo e o dngulo € formado entre eles, entdo a area do tridngulo ABC

sera dada por:

1
Sapc = §a-c~sen 0

h
Demonstragio: Considere a figura anterior. Note que sen = — = hy = c-sen 6. Assim,
c
1 1
SAgozia-hazia'c-sen 9:>SABc:§a-c-sen 0 O
(. . n . Y -
Corolario 2.2: Sejam ABC e A’BC triangulos tais que AA'//%. Entao, Sapc = SaBc.
—
Demonstracao: Sendo d a distancia entre as retas AA’ e %, entdo d é o comprimento das
alturas de ABC e A'BC, relativas ao lado BC, com I(BC) = a.
Portanto, Sapc = ia-d = SaBC. [l
Proposigdo 2.10: Se um triangulo ABC, com perimetro fixo 2p e lados a, b e ¢, entdo a area

desse triangulo é:

S=v/plp—a)p-b)(p—o).
Esta é a conhecida Formula de Heron para a area de tridngulos.

Demonstragao: Consideremos o tridngulo a seguir, de base AB.
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Figura 22: Critério para equivaléncia de areas em triangulos.

A A’

d

Fonte: [11].

Figura 23: Area do tridngulo por Herén.
C

—
=

! EEEEEE

C

Fonte: [14].

Vamos determinar sua drea em funcio da base, com [(AB) = c e altura h. Segue que, no

triangulo AHC, pelo Teorema de Pitdgoras, b*> = (c—n)?+h?. No tridngulo BCH, a? = n?+h?.

Assim,
b —a?=(c—n)2+h?—n%+h%) =c?—2cn = 2cn=c?>+a’—-b>.
2 a2 _p2
Segue que,n:L. Como a? = n? + h2, temos
& 2c
2, 2 12\2 2, 2 12\2 292 (92, 2 12\2
02 c“+a”—b Y W2 a2 c“+a*—b _ dac (c*+a b)‘
2c 2c 4¢2
Logo,

\/4a202 (2 +a2—p2)2
N 2¢ '

Assim, a area do tridngulo sera:

c 4a2¢? — (2 + a2 — b2)? 4a2¢2 — (2 + a2 — b2)2
Sapc = 2(\/ 20+ )):\/ (4+ ) _
IS . \/(2a0)2_(c2+a2_b2)2 B \/(2a0+02+@2—b2)(2ac—(c2+a2_52))

ABC = 1 — : ~
Sape = \/((a+c)2_bz)(b2—(a—c)2) _V0atbtlate=bb+ta-cbte—a)
4 4
S _ Jla+b+c)(at+c—b)(b+a—c)(b+c—a)
ABC = 5 5 : S '

Como 2p = a+ b+ ¢, segue que:
Sapc=Vplp—b)(p— =p(p—a)lp—b)(p—c). O
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Proposigao 2.11: Seja ABCD um quadrildtero, com [(AB) = a, [(BC) =b,(CD) = ¢, |(DA) =

e perimetro 2p. Entao sua area é dada por:

Sapon =/ (0= a)(p—b)(p—e)(p—d) ~ Labed(1 + cos(A +0).

Demonstragao: Consideremos o quadrilatero a seguir:

Figura 24: Area do quadrildtero por extensdo da férmula de Herén.
D

=
s
o

Fonte: [14].

1 ~ 1 A
Pelo Lema 2.1, temos que: Sapcp = Sapp +SBep = §adsen A+ ibcsen C.

Elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade,
1 N 1 N 2 2d2 2 A 2abed A é b2 9 9 Cf
Sz%lBCD = <2adsen A+ ibcsen C> _ a’a”sen” A+ Zabcasen AsenC + 0"c”sen ‘

4
Logo, 45,%BCD = a?d?sen? A + 2abedsen Asen C + b?c?sen? C.
Pela relacdo fundamental da trigonometria, sen? A+cos?A=1esen?C +cos?C =1. Assim,
45% pop = a*d?(1 — cos?A) + 2abedsen Asen C + b2 (1 — cos? C)
45’124301) = a2d? + b2 + 2abedsen Asen C — a2d? cos? A — b2c? cos? C.

Mas, pelo cosseno da soma, cos(A+ C') = cos AcosC —sen AsenC', segue que:

45124BCD =a?d® +b?c? + 2abcd(cosflcos€' — cos(fl + C’)) —a?d?cos? A— b2 2 cos? C
45124301) = a2d? + b2c2 + 2abed cos AcosC — 2abcdcos(fl + C’) —a2d?cos? A —b2c2cos? C
4512430[) =a?d?+ b2 - (adcosfi — becos é)Q — 2abcdcos(fl + é)

Observe agora que, nos tridngulos DAB e BC'D, em relacio ao lado BD, temos que:
1) BD =a2+d%— 2adcos A;
2) BD" =%+ c2 — 2bccos .

Fazendo 1) = 2), obtemos: a® + d? — 2adcosA = b* + ¢? — 2bccos C'. Assim,

a?+d? — % — 2

adcos A —becosC = 5
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Segue que:

2., 212 2)2 .

45124BCD =a?d® +v?? — (a”+d 1 =) — 2abcdcos( +C)
1652 pop = 4ad? + 40?d? — (a* + d? — b% — )? — 8abed cos(A+ )
1652 g p = (2ad)? + (2bc)? — (a® + d% — b? — ¢?)? — 8abed cos(A + C).

Note que, (2ad)? + (2bc)? +2(2ad)(2bc) = (2ad + 2bc)?. Assim,
(2ad)? + (2bc)? = (2ad + 2bc)? — Sabed.
Segue que,
1652 g p = (2ad +2bc)? — 8abed — (a2 4 d? — b% — ¢?)? — Sabed cos(A + C)
1652 g p = (2ad + 2bc)? — 8abed(1 + cos(A + C)) — (a? 4 d? — b% — ¢2)2.

Usando a nog¢do de produto da soma pela diferenca, obtemos:

(2ad +2bc)? — (a® + d* — b? — c2)? = (2ad + 2bc + a® + d? — b% — ?)(2ad + 2bc — a® — d® + b + %)
(2ad+2bc)? — (a? +d?> —v? — )2 =[(a+d)%2 — (b—c)?][(b+c)? — (a—d)?].

Assim, 1653 50p = [(a+d)? — (b+¢)][(b+¢)? — (a+d)?] — 8abed(1 + cos(A + ).

Perceba que
[(a+d)* = (b—c)?’|[(b+¢)* = (a—d)’] = [(a+d+b—c)(a+d+c—=b)][(b+c+a—d)(b+c+d—a)].

Logo,
1652 gop = [(a+d+b—c)(a+d+c—d)][(b+c+a—d)(b+c+d—a)] —8abed(1+cos(A+C)).
Como a+ b+ c+d=2p, segue que:

1) b+c+d—a=2p—2q
2) a+c+d—b=2p—2b;
3) a+b+d—c=2p—2c
4) a+b+c—d=2p—2d.

Assim:
1652 g p = (20 — 2¢)(2p — 2b) (2p — 2d) (2p — 2a) — 8abed(1 + cos(A + C)) <=
+

A

1652 gop = 16(p—a)(p—b)(p — ¢)(p — d) — 8abed(1 + cos(A

~

) =
)

SApen = (= a)p—b)(p—)(p— ) — sabed(1+ cos(A +C)).

Portanto, Sapcp = \/(p— a)(p—=b)(p—c)(p—d)— %abcd(l +cos(A+C)). O

Na Proposicio 2.11, note que quando d =0, 2p=a+b+ce S=/p(p—a)(p—b)(p —c),

que corresponde a area do tridngulo ABC'.
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2.4. A desigualdade triangular

Iniciaremos esta subse¢do com um resultado de [11] que apresenta uma importante re-

lacdo entre os comprimentos dos lados e as medidas dos angulos de um triangulo.

Proposigao 2.12: Seja ABC um tridngulo. ABC > ACB se, e somente se, [(AC) > I(AB).
Prova:

(=) Consideremos ABC > AC B e mostremos que [(AC) > [(AB). Observe a figura a seguir.

Figura 25: Ordem dos lados e angulos de um triangulo

A

Fonte: [11].
Tracemos a semirreta, E? , intersectando o interior de ABC, tal que CBX = %(AE C—
ACA'B). Seja P o ponto de interseccio de B? com o lado AC. Aplicando o Teorema do Angulo
FEaxterno, temos
APB=CBP+BCP = %(AEC — AGB)+ ACB = %(AEC’ + ACB).
Observe que
ABP = ABC — %(AEC _AGB) = %(AEC + ACB).

Assim, o tridngulo ABP é is6sceles de base BP. Logo, [(AB) = [(AP) < I(AC).
(«<) Suponhamos que I(AC) > I(AB). Mostremos que ABC > ACB. Consideremos um ponto
D e AC, tal que [(AB) =I(AD).

Figura 26: Ao maior lado opde-se o maior angulo.
C
D

\
\
\

A B
Fonte: [11].

Observe que ABC > ABD. Por construcao, o tridngulo ABD é isésceles. Assim, ABD = ADB.
Por outro lado, como o dngulo ADB é um angulo externo do tridangulo BC'D, temos que ADB >
BCD = ACB. Assim, ABC > ABD = ADB > BCD = ACB.
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Ressaltaremos aqui um exercicio tirado de [11]:

Exemplo 1: Em um pais, certo dia, um avido partiu de cada cidade com destino a cidade mais
préxima. Se as distancias entre as cidades sdo duas a duas distintas, prove que em nenhuma

cidade aterrissaram mais de cinco avioes.
Solugao: Seja “A” uma cidade qualquer desse pais.

Afirmacao 2.1: Se em “A” aterrissaram avides partindo de outras duas cidades “B” e “C”, entéo,

considerando o triangulo ABC', teremos BAC > 60°.

De fato, se BAC < 60°, entdo, uma vez que a soma dos adngulos de todo tridngulo é
180°, concluimos que pelo menos um dos outros dois dngulos internos do triangulo ABC seria
maior do que 60°. Desse modo, pela Proposicio 2.12, uma das duas possibilidades a seguir

ocorreria;:
(i) I(BC) < I(AB) (caso ACB > 60° > BAC);
(ii) I(BC) < I(AC) (caso ABC > 60° > BAC).

Entretanto, uma qualquer das possibilidades acima contradiria o fato de A ser a cidade
mais préxima de B e de C, de sorte que deve ser BAC > 60°.
Agora, suponha que chegassem seis avides em A, com origens nas cidades B, C, D, E,

F e G. Observe a ilustragao:

Figura 27: Os avides que chegam em A.
rE

Fonte: [11].

Entéao, por um lado teriamos: 360° = BAC + CAD + DAE + EAF + FAG + GAB,
de sorte que pelo menos um desses seis angulos seria menor ou igual a 60°. Por outro lado, a
Afirmagdo 2.1, demonstrada inicialmente, fornece uma contradigdo, uma vez que garante que

cada um desses seis angulos deve ser maior que 60°. (I
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Como consequéncias da Proposicdo 2.12, seguem os seguintes Corolarios:

Corolario 2.3: Se ABC é um triangulo tal que BAC > 90°, entdo BC é o seu maior lado. Em
particular, num triangulo retdngulo a hipotenusa é o maior lado.

Prova: Como BAC >90° e BAC + ABC + ACB = 180°, temos BAC > 90° > ABC e BAC >
90° > ACB. Assim, pela Proposicao 2.12, segue que [(BC) > [(AC) e I(BC) > I(AB). O
Corolario 2.4: Sejam ABC e A'B'C’ dois tridngulos tais que [(AB) = [(A’B’) e I(AC) = 1(A’C").
Se BAC < B'A/C’, entdo I(BC) < I(B'CY).

Prova: Sejam « o semiplano determinado por /ﬁ e que contém o ponto B, e D o ponto de «
tal que I(AD) = (AB) e DAC = B'A/C’.

Figura 28: Comparando o terceiro lado de dois triangulos.
BF

A c’'

Fonte: [11].

Observe que os tridngulos DAC e B’ A’C’ sao congruentes (pelo caso LAL). Dai, obtemos
I(DC)=1(B'C").

Mostremos agora que [(DC) > [(BC). Pela Proposicio 1.12, é suficiente mostrar que
CBD > CDB . Como o triangulo ABD é is6sceles de base BD, tem-se que CBD > ABD =
ADB > CDB. O

Apés esta abordagem, estamos preparados para demonstrar o Teorema da Desigualdade

Triangular.

Teorema 2.1: Em todo tridngulo, cada um dos lados tem comprimento menor do que a soma
dos comprimentos dos outros dois lados.
Prova: Seja ABC um triangulo com [(AB) = ¢, I(AC) = b e I(BC) = a. Suponhamos, sem
perda de generalidade, que BC é o maior dos lados do tridngulo, de modo que a >b e a > c.
Imediatamente, temos que b<a+cec<a+b.

Consideremos a figura a seguir:

Mostremos que a < b+ c¢. Marquemos o ponto D sobre a semirreta oposta a semirreta
AC tal que I(AD) =I(AB) = c. Logo,

I(CD) = I(AC) + (AD) = b +c.
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Figura 29: A desigualdade triangular.
D

B a C
Fonte: [11].

Note que o tridngulo ABD é isésceles. Assim, ADB = ABD e, portanto, CDB =
ADB = ABD < ABD + ABC = DBC. Pela Proposicao 2.12, no tridngulo BC'D, temos que
a<b+c

A desigualdade triangular fornece uma condigdo necessaria e suficiente para a colineari-
dade de trés pontos no plano. Mais precisamente, trés pontos A, B e C no plano sdo colineares

se, e somente se, uma das trés opcoes abaixo é satisfeita:

Observe que quando trés pontos A, B e C no plano séo colineares, ocorre uma, e somente
uma das trés opcoes acima, dependendo de qual dos trés pontos dados esteja situado entre os
outros dois.

Reciprocamente, se A, B e C néo sdo colineares, entdo eles formam um tridngulo e,

neste caso, a desigualdade triangular nos diz que

(d) 1(AC) < I(AB) + (BO);

(e) I(AB) <I(AC)+1(CB);

(f) I(BC) < (BA) +I(AC).
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3. ALGUNS PROBLEMAS GEOMETRICOS

Nesta secao, propomos uma sequéncia de trés exercicios, a fim de aplicar os conceitos vistos

na secao anterior. Trabalharemos situagoes retiradas de [2], [3] e [11].

Exercicio 3.1: Dado um quadrilatero convexo AC'BD, prove que o ponto P do plano para o qual
a soma [(PA) +1(PB)+1(PC)+1(PD) é minima ¢ o ponto de interse¢do das diagonais.

Solugao:

Figura 30: Solucao para o exercicio 3.1

Fonte: o autor (2019).

Pela desigualdade triangular em PAD e PC B, temos que:

1) I(AC) < I(PA)+1(PC);
2) I(BD) < I(PB)+I(PD).

Assim, I(AC) + I(BD) < I(PA) + I(PB) + I(PC) + I(PD).

Suponhamos um ponto @ no interior de ABCD tal que Q € AB e Q & CD. Segue que,

3) I(AB) <I(QA) +1(QB);

4) 1(CD) < (QC) +(QD).

Assim,
I(AB) +1(CD) <(QA) +U(@B) +1(QC) +(QD) =
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I(PA)+1(PB)+1(PC)+1(PD) < l(QA)+1(QB) +1(QC) + 1(QD).

Por outro lado, suponhamos, sem perda de generalidade, que Q € AB e Q ¢ CD. Segue

que

5) 1(CD) <(QC) +1(QD);

6) I(AB) < I(QA) +1(QD).

Suponhamos agora, sem perda de generalidade, Q € AB e Q € CD. Segue que, [(CD) <
I(QC) +1(QD). Somando I(PA)+1(PB) =1(QA) +(QB) em ambos os membros, obtemos
I(PA)+1(PB)+1(PC)+1(PD) <Il(PA)+1(PB)+1(QC) +1(QD) =
I(PA)+1(PB)+1(PC)+1(PD) < (QA) +(QB) + (QC) + (@D). O

Exercicio 3.2: Na figura abaixo, as semirretas r e s sdo perpendiculares. Construa com régua e
compasso os pontos B € r e C' € s para os quais a soma [(AB) + (BC) +1(CD) seja a menor

possivel.

Figura 31: Retas perpendiculares com pontos nao pertencentes a elas, respectivamente.
I

.A

Fonte: [11].

Solugao: Inicialmente consideremos os simétricos de A’ e D’ de A e D em relacdo as retas r e
s respectivamente. Tracemos o segmento A'D e marquemos os B e C os respectivos pontos de
intersecao com r e s.

Vamos provar que [(AB) +1(BC)+1(C'D) é minimo. Observe inicialmente que, pela
desigualdade triangular em A’AD’, I(AB)+I1(BC)+1(CD) = I(A’B)+I(BC)+1(CD’) < I(AA")+
I(AD").

Suponhamos dois pontos arbitrarios P e (), como mostra a figura abaixo.

1) No tridngulo A’CP, I(A’B) +1(BC) =1(AB) +1(BC) < I(A’P) +(PC);
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Figura 32: Solucao para o exercicio 3.2, parte 1.

A A Al
CEREEE Ry * - ——

\\ ‘\
N
+B 'y
N
N

o]

a
,
’l
- -
w

D

Fonte: o autor (2019).

Figura 33: Solucao para o exercicio 3.2, parte 2.

A
.1____

Fonte: o autor (2019).

2) No triangulo D'BQ, I[(D'C) +1(CB) =I(DC) +1(CB) < I(D'Q) +1(QB);

Juntando 1) e 2) obtemos: I(AB)+1(BC)+1(DC)+1(CB) < I(A’P)+1(PC)+1(D'Q) +1(QB).

Ha trés casos a serem analisados:
i) P=Be(C=Q.
Segue que

I(AB)+1(BC) +1(DC) +1(CB) < I(AP) +1(BC) +1(D'Q) + (QB) <= I(AB)+1(BC) +
I z

I(DC) <U(A'P)+1(D'Q)+1(QB) = (AP) +1(DQ) +1(PQ) = I(AP) +1(PQ) +(QD) =
)

I(AB) +1(BCO)I(+DC) < I(AP) +1(PQ) + (@D).

ii) PrBe(C=Q.

Segue que

I(AB)+1(BC)+1(DC)+1(CB) < z< ’P)+l(7C)+l(D7’Q)+l(QiB)@Z(E)Jrl(BiC)
I(DC) < I(A’P)+1(PC)+1(D'Q) =1(AP)+I(PC)+I(CD’) = l(AP)+1(PC)+1(CD) =
I(AB+1(BC)+1(DC) < I(AP) + l(PC’)+l( D).

iii) PrBeQ=C.



Figura 34: Solucao para o exercicio 3.2, parte 3.

Fonte: o autor (2019).

Suponhamos, sem perda de generalidade, e para outras situagoes segue de modo analogo,
C)+I1(CD) =1(A'B) +
I(BC)+1(CD') <I(AP)+1(PQ)+1(QD") =I(AP) + (PQ) + (QD).

que tal como se encontra a figura acima. Segue que [(AB) + (B

Logo, a solugdo é tnica. O

Exercicio 3.3: "O problema de Fermat-Steiner": Dados trés pontos nao colineares localizados
num plano, determine um ponto desse mesmo plano de modo que a soma das distancias aos trés

pontos dados seja a menor possivel.

De acordo com [2], o problema foi proposto pela primeira vez pelo matematico francés
Pierre Fermat (1601-1665). A generalizacdo desse problema para n pontos (n > 2), nao neces-
sariamente localizados num mesmo plano foi apresentada pelo matematico suigo Jakob Steiner
(1796-1863). Antes disso, o matematico italiano Evangelista Torricelli (1608-1647) apresentou
uma solucao geométrica para encontrar um ponto que soluciona o problema de Fermat em duas
dimensoes.

A solucéo apresentada por Torricelli é a seguinte: se no tridangulo ABC' todos os dngulos
sdo menores do que 120°, entdo P é o ponto a partir do qual cada um dos trés lados AB, AC
e BC, tomados dois a dois, subentendem um angulo de 120°. Caso um angulo de ABC' , por
exemplo, o dngulo em C , for igual ou maior do que 120°, entdo o ponto P coincidird com o
vértice C' . A Figura a seguir ilustra esta solugdo.

Torricelli chegou nessa solugdo como consequéncia do conhecido problema de Heron. O
matematico grego Heron de Alexandria, que viveu entre 150 a.C. e 250 d.C., mostrou, empre-
gando um argumento geométrico simples, que se a luz deve ir de uma fonte S a um espelho
MM’ e, entdo, ao olho E de um observador, ela deve seguir o caminho mais curto possivel SPE
que é aquele em que os angulos SPM e EPM’ sdo iguais.

Apresentaremos duas solu¢bes para o problema de Fermat como consequéncia do pro-

blema de Heron.
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Figura 35: Conexao do ponto minimo de Fermat-Steiner.

Aeg
120° 120"
120"
B
C
Fonte: [2].

Figura 36: Caminho mais curto para a luz para ir de S a E (Problema de Heron).
S

Fonte: [2].

Solugao 1: De fato, sejam A, B, e C pontos contidos num mesmo plano. Suponhamos que P seja
o ponto minimo procurado. Construimos um circulo com centro em C' e raio igual & distancia
PC.

Observe que P deve ser o ponto tal que [(PA)+I(PB) seja minimo. Se A e B estdo fora
do circulo, como mostra a figura acima, entdo, segue do problema de Heron que PA e PB devem
formar dngulos iguais com o circulo centrado em C' . De modo inteiramente analogo, concluimos
que, supondo que a soma [(PB) +[(PC) seja minima, entdo PB e PC devem formar angulos
iguais com o circulo centrado em A e raio AP, desde que estejam ambos fora desse circulo.

Portanto, supondo que a soma [(PA) +1(PB) + I(PC) seja minima, resulta em que os
angulos formados pelos segmentos PA, PB e PC, tomados dois a dois, sdo iguais entre si, e

consequentemente iguais a 120°. [l

O raciocinio utilizado nessa demonstragdo baseou-se na hipdtese de que A e B estéo
ambos fora do circulo centrado em C' e que B e C estdao ambos fora do circulo centrado em A. E
facil demonstrar que isso sempre ocorrerd desde que todos os dngulos do tridngulo ABC' sejam
todos menores do que 120°. No caso particular em que algum dos angulos de ABC' seja maior

do que ou igual a 120°, P deve coincidir com o vértice de maior angulo, pois a soma dos dois
) M
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Figura 37: Poligonal APB tangente ao circulo em P.
A

Fonte: [2].

lados que formam o maior dngulo de ABC' é menor do que qualquer outra soma de dois lados

desse triangulo. O

O questionamento feito no paragrafo anterior discorre um resultado importante para o
entendimento deste problema: O Teorema de Heinen - 1834 (Para maiores informacoes, vide
[3] pag. 13 a 18).

Solugéo 2: Vamos provar que, se os angulos formados entre segmentos AP, BP e C'P, tomados
dois a dois, medem 120°, entdo a soma [(PA) +(PB) + (PC) ¢ minima.

De fato, seja um ponto qualquer localizado no interior do triangulo ABC. Girando esse
triangulo em torno do vértice C, no sentido anti-horario, em 60°, obtemos o triangulo A’B’C’,

em cujo interior localiza-se o ponto P’, imagem de P, como mostra a figura a seguir:

Figura 38: Rotacao do tridngulo ABC, obtendo-se o tridngulo A’B'C".

Fonte: [2].

Afirmagao 3.1: O tridngulo C PP’ é equildtero.
De fato, como I[(CP) = I(CP'), segue que o tridngulo C PP’ é is6sceles e, desse fato,
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resulta que seus angulos da base PP’, tém mesma medida, ou seja, CPP' =CP'P. Mas PCP' =
60°. Assim, obtemos que CPP' =CP'P=60°. Portanto, o tridngulo C PP’ é equilatero.
Segue, assim, que [(PA) +(PB) +1(PC) = I(PA) +1(P'P) +1(P'B’). Mas, observe
que a soma [(PA)+1(P"P)+1(P'B’) é minimizada quando os pontos A, P, P’ e B estdo todos
contidos numa mesma reta. Supondo que os pontos A, P e P’ estejam contidos numa mesma
reta, e utilizando o fato de que CPP = 60°, concluimos que APC =120° . De modo analogo,
supondo que os pontos P, P’ e B’ estejam contidos numa mesma reta, e utilizando o resultado
de que CP'P = 60°, concluimos que B’ PIC = 120°. Portanto, o ponto P que minimiza a soma
I(PA)+1(PB)+I1(PC) é tal que os angulos formados entre PA, PB e PC, tomados dois a dois,

medem cada um 120°. O
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4. MAXIMIZANDO A AREA E MINIMIZANDO O PERI-
METRO

Neste capitulo, caracterizaremos a maximizagao de areas com minimizagao de perime-
tros. Para isso, usaremos resultados anteriormente demonstrados, bem como provados a partir

deste ponto. Assim, resolveremos os cinco problemas que caracterizam tal situagao.

4.1. Uma abordagem sobre triangulos

Nesta subsecao, estamos determinados a encontrar respostas para dois problemas:

Problema 1: Dentre todos os tridngulos de mesma area, qual é o de menor perimetro?

Problema 2: Dentre todos os tridngulos de mesmo perimetro, qual é o de maior area?

Para tais questoes, desenvolveremos alguns resultados de acordo com [6].
Proposigao 4.1: Sejam A e B dois pontos localizados no mesmo semiplano determinado por uma
reta r. Entdo, o caminho de menor comprimento que liga os pontos A e B, que passa pela reta
r, é constituido pelos segmentos de reta AA’ e A’B, com A’ € r, de tal forma que os 4ngulos

AA'X e XA'B sejam congruentes.

Figura 39: Caminho de menor comprimento.

Prova: A principio, perceba que o caminho de menor comprimento ligando dois pontos é o seg-

mento de reta com extremidades nesses pontos. Chamaremos este caminho de delta (9).

Afirmacgdo 4.1: O caminho J, de menor comprimento, intersecta a reta r em um tnico ponto.
Admitindo, por absurdo, que o caminho § toque a reta r em dois pontos, A’ e A”. Seja
M um ponto de § nao pertencente a reta r, de tal forma que, ao percorrer o caminho de A’ para

M, necessariamente passa-se por A”.
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Figura 40: Caminho de menor comprimento tocando a reta r apenas num ponto.

B

M

-

e
- I .
US| 1

Fonte: [6].

Logo, o caminho ¢’, obtido a partir de §, substituindo o segmento A’A” por A’M, tem
um comprimento menor do que o comprimento do caminho J pois, pela desigualdade triangular,
W(A'M) < I(ATA")+1(A'M).

Afirmagao 4.2: O caminho ¢ é constituido por dois segmentos de reta.

Com efeito, se A’ é o ponto onde o caminho ¢ intersecta a reta r, obrigatoriamente, o
segmento de reta AA’, contido em §, é um segmento de reta.
Afirmacao 4.3: Determina-se o ponto A’ a partir da intersecdo da reta r com o segmento PB,

onde P é o simétrico a A em relacdo a r.

Figura 41: Determinacao do ponto tal que se tenha menor comprimento.

Fonte: [6].

Suponhamos por absurdo que o ponto de intercecdo entre o caminho d e a reta r seja
um ponto B distinto de A’. Note que, usando a desigualdade triangular, terfamos um caminho

de maior comprimento que aquela tocando em A’ pois
1. Os tridngulos ACB e PCB sao congruentes, pelo caso de congruéncia LAL;
2. Os segmentos AB e PB sio congruentes, ja que os tridngulos ACB e PCB também sdo;

3. Os segmentos AA’ e PA’ sao congruentes, ja que os tridngulos ACA’ e PC A’ também sdo

Logo, no triangulo PB’'B, tem-se I(PA’) +1(A’B) < I(PB’) +1(B'B).
Como [(PA") =1(AA’) e (PB') =1(AB’), segue que
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I(AA) +1(A'B) < I(AB') + I(A'B).

Lema 4.1: Seja A’ a solucdo apresentada na Proposicio 4.1. Se B’ e B” sao pontos sobre a reta
r tais que, A’, B’ e B” sao dois a dois distintos (isto é, A’ # B’ # B") e B’ esteja entre A’ e B”,

entao

I(AB") +1(B'B) < (AB") + (B"B).

Figura 42: Lema 4.1

Fonte: [6].

Demonstragao: Consideremos o ponto P como sendo o simétrico do ponto A em relagdo a reta

r.

R

Figura 43: Lema 4.1 com o simétrico do ponto A.
Fonte: [6].

Provaremos que [(P'B’) +1(B'Q) < I(P'B) +(BQ).

Note que B’ é um ponto pertencente ao interior do tridngulo PBB”. Nesse sentido, e para

finalizar a argumentacao deste Lema, precisaremos do seguinte resultado:
Afirmacgdo 4.4: Se D é um ponto do tridngulo ABC, com D= A, D= B e D = C, entéo,

I(AD) +1(DC) < I(AB) + I(BC).
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Demonstragao: Existem duas possibilidades a serem consideradas:

1) O ponto D esté sobre o lado BC, como mostra a figura a seguir.

Figura 44: Ponto D sobre o lado BC do tridngulo ABC'.

Fonte: [6].

Pela desigualdade triangular, o resultado é rapido pois:
I(AD) < I(AB) +1(BD) ¢ I(DC) < I(BO).
Assim, [(AD) +1(DC) < I(AB) +(BC).

2) O ponto D pertence ao interior do tridngulo ABC', como mostra a figura a seguir.

Figura 45: Ponto D no interior do triangulo ABC.

Fonte: [6].

Considere o ponto £ como sendo a intersec¢ao da reta jﬁ com o lado BC do tridngulo

dado. Usando a desigualdade triangular, tem-se que

(DC) < I(DE) + (EC).

Note agora que [(AD)+1(DC) < [(AE)+I(EC) e l(AE) < (AB)+I(BE). Como I(AE) =
[(AD) +(DE), tem-se que [(AE) +I(EC) < [(AB) +1(BC).

Assim, [(AD) +1(DC) < I(AB) +1(BC). O
Explicagao para o Problema 1:

Afirmagao 4.5: O triangulo investigado é o triangulo equilatero.

49



Suponhamos por absurdo que o tridngulo ABC possui dois lados, AB e BC, de com-
primentos diferentes. Consideremos a reta r, paralela & base AC do tridngulo ABC, que passa
pelo vértice B. Na base AC, tracemos a mediatriz deste segmento e, na intersecdo com a reta

paralela tragada, marquemos o ponto D. Observe:

Figura 46: Resposta para o Problema 1.

D B r

e - -

wr

Fonte: [6].

Usando o resultado da Proposicdo 4.1, e também a desigualdade tridngular, o perimetro
do tridngulo ADC' é menor do que o perimetro do tridngulo ABC. Note também que esses dois
tridngulos possuem mesma area pois compartilham da mesma base e mesma altura. Isso se torna
um absurdo pois, consideramos o tridngulo ABC' como sendo o de menor perimetro, fixada a
area, encontramos outro tridngulo de menor perimetro e mesma area que o inicial. Logo, o

tridngulo ABC deve ser equilétero. O

Neste resultado, conseguimos entender que dado qualquer tridngulo ndo equildtero sem-
pre existird outro tridngulo de menor perimetro e mesma area. O que provamos anteriormente
acarreta que sempre conseguiremos um tridangulo isésceles de mesma drea, com menor perimetro
do que o inicial.

Note que, para chegarmas a tal conclusio, foi admitido a existéncia de solugéo, isto é,
considerando apenas os triangulos de mesma area, existe um tridngulo de perimetro minimo.
Assim, resta-nos provar que tal tridngulo é realmente um tridngulo equilatero. Para tal, seguindo
as ideias de [7] e [15], apresentaremos uma solugdo detalhada deste fato no apéncide deste
trabalho.

A seguir, caracterizaremos os problemas apresentados assumindo a existéncia de solu-

¢do. No capitulo 6, propomos a construcao deste problema utilizando o software Geogebra.
Explicagao para o Problema 2:
Afirmacgao 4.6: O triangulo equilatero é a solucdo do problema.

Considerando apenas os triangulos que possuem perimetro fixo, seja ABC' aquele com

area maxima. Os lados AB e BC do triangulo ABC s@o congruentes, pois caso contrario, se r
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é a reta que passa pelo vértice B e é paralela & base AC do tridngulo ABC e se D é o ponto de
intersec¢do da reta r com a reta s que determina a mediatriz da base do tridngulo, existe um

ponto D’ pertencente A reta s e acima de D satisfazendo

(AD") + I(D'C) = I(AB) + (BC).

Figura 47: Resposta para o Problema 2.
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Fonte: [6].

Assim, os tridngulos AD'C e ABC tém perimetros iguais. Pelo Problema 1, a rea do
tridngulo ADC é igual & drea de ABC', pois compartilham de mesmas base e altura. Além disso,
o tridngulo AD'C possui drea maior que o tridngulo ADC, visto que [(DM) < I(D'M). Com
esse fato, a drea do tridngulo AD'C' é maior que a drea de ABC, absurdo.

Logo, os lados AB e BC devem ter o mesmo comprimento. De forma ansloga, AB e AC

devem ter o mesmo comprimento. Assim, o tridngulo ABC é equilétero. O

No capitulo 6, propomos a construcao deste problema utilizando o software Geogebra.

4.2. Uma abordagem sobre poligonos

Anteriormente, discutimos problemas que envolviam apenas tridngulos. Agora, ampli-

aremos os resultados anteriores para o caso de poligonos.

Problemas 3: Dentre todos os poligonos de n lados e de mesma area, qual deles tém o menor
perimetro?
Problemas 4: Dentre todos os poligonos de n lados e de mesmo perimetro, qual deles tém a

maior area?
Simultaneamente, os dois problemas citados anteriormente possuem a mesma solugio:

o poligono regular de n lados. Vale lembrar que um poligono regular é aquele cujos lados tem a

mesmo comprimento e os angulos a mesma medida.
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Explicagao para o Problema 3: Suponhamos inicialmente que o n-ésimo poligono, que denomi-
naremos por I', que detém menor perimetro, possui dois lados AB e BC, respectivamente, de
tamanhos diferentes. Consideremos r a reta que é paralela ao segmento de reta AC, passando

pelo ponto B.

Figura 48: Resposta para o Problema 3 - parte 1.
B B'

Fonte: [6].

Note que pela Proposicio 4.1, existe um ponto B’ sobre a r satisfazendo
I(AB') +1(B'C) < I(AB) + (BC).

Portanto, construimos uma regido de mesma area que a anterior, mas com menor pe-
rimetro. Um absurdo, pois supomos que o tridngulo inicialmente destacado seria o de menor
perimetro, com area maxima. Assim, o poligono I' é equilatero.

Resta-nos agora provar que este poligono ¢é regular. Mostremos que ele deve ter todos
os angulos de mesma medida.

Com efeito, sejam AB, BC e C'D lados consecutivos do poligono equildtero I'. Suponha-
mos por absurdo que os angulos ABC e BCD sejam tal que o = ABC e 8= BCD satisfacam
a> .

Marquemos um ponto F sobre o lado C'D tal que o angulo CBF =6 satisfaca 20 < a—f.
Consideremos um ponto F sobre a semirreta ﬁ de modo que EC // BF. Assuma ainda que
A= EBF e y=BFC.

Note que a + A — 0 =180° e B+ v+ 6 = 180°. Como supomos 20 < o — 3, segue que 7 — A =
a—pF—20>0. Assim, v > .

Afirmagdo 4.7: Se BECF é um quadrildtero tal que BF//CE e os angulos A= EBF e v = CF B
satisfazem A <y, entao
[(BE)+I(EF) <I(BC)+I(CF).
Tracemos uma reta r passando pelos pontos E e C, e uma reta s sendo a mediatriz do
segmento BF. Seja P a intersecdo destas r e s. Usando a Proposicdo 4.1, o ponto P € r satisfaz
I(BP) +(PF) < I(BQ) +1(QF),
VQer, com@=P.

Existem duas situagdes para os pontos E e C'

1) Encontram-se do mesmo lado do ponto P.

52



Figura 49: Resposta para o Problema 3 - parte 2.

Fonte: [6].

Note que, como os dngulos A = EBF e v = CF B so tais que A <7, segue que o ponto E

estd estritamente entre P e C. Desse modo, o resultado segue diretamente do Lema 4.1.

2) O ponto P encontra-se entre F e C.

Consideremos o ponto C’ tal que seja o simétrico de C em relacao a reta s, mediatriz do
segmento BF. Note que, como assumimos o angulo EBF < CFB , obtemos o ponto F

entre C' e P. Novamente, usando o Lema 4.1, obtemos
I(BE)+I(EF) <I(BC"+1(C'F).
Como I(BC") =1(CF) e I(C'F) =1(BC), temos o seguinte resultado:

I(BE) +I(EF) < [(BC) +(CF).

Através desta manipulagdo geométrica, podemos substituir o quadrilatero ABC D, res-
pectivamente obtido do poligono I', pelo quadrilitero AEF D, obtendo um novo poligono de

mesma area, mas perimetro menor do que o poligono inicial. Logo, temos um absurdo. O
No capitulo 6, propomos a construcao deste problema utilizando o software Geogebra.

Explicagao para o Problema 4: Suponhamos, de acordo com o Problema 3, um poligono P regular
que detém a maior area possivel, com menor perimetro.

Atribuiremos A como sendo a area deste poligono, de perimetro L.

Suponhamos a existéncia de outro poligono P, com n-lados e mesmo perimetro L, mas
com area A’ tal que A’ > A. Novamente, consideremos dois lados consecutivos de P: AB e BC,
como mostra a seguir.

Tomemos um ponto B’ sobre a reta s, que é perpendicular a AC, de modo que satisfaca
(I(AB")+1(B'C)) - (I(AB) +1(BC)) =L - L'.
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Figura 50: Resposta para o problema 4.
AS Bl

Fonte: [6].

O novo poligono P’ ¢ obtido a partir de P fazendo a permuta dos lados AB e BC por
AB' e B'C. Absurdo! O

No capitulo 6, propomos a construcao deste problema utilizando o software Geogebra.
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4.3. A desigualdade isoperimétrica

Segundo [1,9,14], a desigualdade isoperimétrica afirma que qualquer curva fechada, de
2

comprimento [ cerca uma area menor do que ou igual a P Nosso objetivo nesta se¢ao é estudar
m

o seguinte problema:

Problema 5: Dados dois poligonos regulares de mesmo perimetro L, aquele que tem maior area

é 0 que possui um maior niimero de lados.

Para tal, faremos uso do Teorema da Desigualdade Isoperimétrica, cuja demosntragao
pode ser encontrada em detalhes em [1], [9] e [14].
2
Teorema 1. Toda curva fechada de comprimento [ engloba uma drea menor ou igual a P Além
T

. » ] o
disso, este valor s6 é alcancado para o circulo de raio o
T

De posse deste importante resultado, estamos aptos a responder o Problema 5, proposto

inicialmente.

Explicagao para o Problema 5: A principio, iremos expressar a area S, de um n-ésimo poligono
regular em termos de seu perimetro L dado. Note que em um poligono regular, podemos

construi-lo através da unido de n tridngulos, todos isosceles, como mostra a figura 51 a seguir.

Figura 51: Resposta para o Problema 5.

|
O |
R |

D

A B

Fonte: baseado em [9].

O ponto O corresponde ao centro do poligono, AB é um lado e OM ¢ a apétema. Consideremos
l, =1(AB) e a, =1(OM). Assim, segue que

L=nl,eS,= glnan.

Note que o angulo BOA mede 7/n radianos, e, como a apétema é perpendicular ao lado do

T
= antan () .
n
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poligono, obtemos
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L? 1 L? T/n

Logo, a area deste poligono sera: S, = @W — S, = . m.

Vamos entendor como se comporta a area em funcdo da quantidade de lados. Consideremos a

funcao:
x

fz) =

 tanx
em que x = 7/n. Como a tangente estd bem definida no intervalo aberto (0,7/2), temos que
para n > 2 quando x se aproxima de zero, f(x) tende a 1 e quando x tende a 7/2, f(z) tende a

Zero.

tan = — xsec? x

Além disso, f é continua no intervalo dado e sua derivada f'(z) =

s

tan? x
negativa no intervalo determinado, conforme mostra o grafico a seguir.
Figura 52: Funcao com imagem negativa no intervalo.
w2
-5mi2 -2 -3miZ - -miz 0 iz ™ 3miz 2m amiz 3n Tz 4 emiz2 ST 1Mmiz G 13miz2 7o 15miz Bm 17z am 19r

-3TiZ
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Fonte: o autor (2019).

Logo, f é estritamente decrescente no intervalo dado. Como = = %, temos para n < m, x, >
Zm. Como f é estritamente decrescente, temos f(zy,) > f(zy). Isso nos diz que a area S, é
estritamente crescente quando n cresce.

Logo, se n <m e S, e Sy, designam as areas dos n-ésimo e m-ésimo poligono regular

de mesmo perimetro, temos que S, < Sp,. O
Note que, quando a quantidade de lados cresce infinitamente, e o perimetro fixo, o

Teorema da Desigualdade Isoperimetrica garante que o circulo detém a maior area.

No capitulo 6, propomos a construcao deste problema utilizando o software Geogebra.
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5. DOS PROBLEMAS A PRATICA

O uso de recursos tecnologicos permite a nds professores muitas possibilidades didati-
cas e melhores metodologias nos processos de ensino e aprendizagem. Na matematica, existem
diversos softwares que auxiliam na construcao de aulas. Prentendemos aqui descrever a carac-
terizacao dos cinco problemas trabalhados anteriormente através do GEOGEBRA, um software
que vincula tanto a Algebra como Geometria na mesma importancia.

As tecnologias nas aulas podem despertar a curiosidade dos discentes e motiva-los a
aprender os conteudos, fazendo com que realizem investigagoes matematicas do contetido abor-
dado através destes recursos. O software GEOGEBRA ¢é gratuito e de facil acesso. Mas é
necessario conhecimento sobre suas ferramentas para entendermos e operamos com as constru-

¢Oes realizadas neste programa.

5.1. Problemas 1

No Capitulo 4, construimos uma resolucao para o Problema 1, o qual enunciava:
“Dentre todos os triangulos de mesma &area, qual é o de menor perimetro?”

Note que tridngulos detem a mesma area quando possuem a mesma base e a mesma

altura. Seguiremos os seguintes passos na construcao no Geogebra para analisar tal situacao.

1. Na ferramente indicada pela figura 53, crie um “Controle Deslizante” que ira representar

a area de seu tridngulo. Faca-o variar entre 1 e 100. Denomine este controle de A.

Figura 53: Controles deslizantes - problema 1.
oy [ B Ol ) [Z AN B2 3

¥ Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio 2—2 [
ontrole Deslizante

5

ABC Texto Nome

@ Nimero
4 .
Inserir Imagem O Angulo
O inteiro [ Aleatério (F9)
a Botso
Intervalo 5
#'®  Caixa para Exibir / Esconder Objetos Controle Deslizante  Animacgo

min: |3 max |20 Incremento
a=1 Campo de Entrada

oK Cancelar

Fonte: o autor (2019).

2. Novamente, usando a ferramenta da figura 53, crie outro “Controle Deslizante” que repre-
sentard a base de seu tridngulo. Represente-o por “b” e faca-o variar entre 0.1 e A —0.1,
com incremento 0.01. Além disso, usando a ferramenta da figura 54, crie um segmento de

tamanho “b”.
3. Defina na caixa de entrada o comando h = o Este representard a altura de seu tridngulo.

4. Em um dos dois vértices da base do tridngulo, use a ferramente indicada na figura 55 e

trace uma perpendicular a base do tridngulo.
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Figura 54: Segmento de comprimento fixo - problema 1.
k] AL OlO] <l NE #,
» Janeladei\l\/ Reta do
" Segmento

+°  Segmento com Comprimento Fixo

.// Semireta

Fonte: o autor (2019).

Figura 55: Reta perpendicular a base do triangulo.

R e N cERENEER

» Janela de Algebra do

- Rela Perpendicular
" Rela Paralela

Mediatriz

S
L Bissen R

Fonte: o autor (2019).

. Usando a ferramenta citada na figura 54, clique sobre o ponto de interse¢do da perper-
dicular com a base do tridngulo e crie um segmento de comprimento “h”. OBS.: ESTE
SEGMENTO FICARA DETERMINADO SOBRE A BASE DO TRIANGULO. Desse
modo, clique com o botao esquerdo sobre o segundo ponto que forma este segmento e

arraste-o até o mesmo estar sobre a reta perpendicular tragada.

. Na segunda extremidade do segmento de tamanho “h”, use a ferramenta da figura 56 e

trace uma reta parelela a base do tridngulo passando por tal ponto citado.

Figura 56: Reta paralela a reta suporte da base do triangulo.

[R] A= B OO L) S22 )

» Janela de Algebra I io
% RetaPerpendicular

~*_ RetaParalela

o Mediatriz
0’:.‘ Bissetriz 2

Fonte: o autor (2019).

. Feito os procedimentos anterioes, construimos o Lugar Geométrico dos tridngulos que
possuem uma determinada area. Com a ferramenta indicada na figura 57, e utilizando
o segmento determinado pra ser a base, construa um tridngulo de modo que o terceiro

vértice pertnca a reta paralela, criada no item anterior.

. Selecione, sequéncialmente, as duas ferramentas a seguir, citadas na figura 58, e, clicando

sobre o tridngulo construido, determine seu perimetro e area

. Mova o vértice do tridngulo sobre a reta paralela a sua base e andlise sua area e perimetro.

Note que a area permanece fixa, mas ha uma variacdo de perimetro.
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Figura 57: Tridangulos de mesma area - problema 1.

DR = clE N EE
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Fonte: o autor (2019).

Figura 58: Ferramenta para determinar perimetro e area - problema 1.

DOl OBAN =]+, PNEES
X | » Janela de Visu . .
.é' Angulo &o. Angulo
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g 27, Angulo com Amplitude Fixa L Angulo com Amplitude Fixa
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8 / Distancia, Comprimento ou Perimetro / Distancia, Comprimento ou Perimetro
em? . em? A
Area Area
AR o

Fonte: o autor (2019).

10. Usando a ferramenta da figura 59, determine a mediatriz do segmento que forma a base
do tridngulo e note que seu triangulo, de area fixa, tem menor perimetro quando passa

pelo ponto de intersecdo da mediatriz com a reta paralela a base.

Figura 59: Mediatriz de um segmento.

3 5 P o) PN

» Janela de Algebra
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Fonte: o autor (2019).

11. Clique com o botéo direito do mouse, sequencialmente, sobre os lados do tridngulo, v em
“Propriedades”, “Exibir Rétulo” e selecione “Valor”. Isso mostrard o comprimento dos

lados de seu tridngulo. Note que seu tridngulo anterior é isdsceles.

12. Mova o “Controle Deslizante” “b”e note que quando seu tridngulo é equilatero, o perimetro

é o menor possivel.

5.2. Problema 2

No Capitulo 4, construimos uma resolucao para o Problema 2, o qual enunciava:

“Dentre todos os triangulos de mesmo perimetro, qual é o de maior area?”.
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Para este problema, vamos relembrar uma defini¢do importante da geometria analitica:
Defini¢ao: Dados dois pontos A e B num plano, uma elipse de focos A e B e eixo maior dado

igual a 2a (I(AB) < 2a) é o lugar geométrico dos pontos P do plano tais que [(PA)+I(PB) = 2a.

Figura 60: A elipse de focos A e B.

Fonte: o autor (2019).

Note que todos os triangulos construidos sobre a elipse possuem o mesmo perimetro, pois a base

estd fixa e a soma das distdncias aos vértices que formam a base é constante.

Inicialmente, para entender o problema geometricamente, utilizando o Geogebra, consi-
deremos um triangulo de perimetro dado, iremos construir uma elise que caracteriza tal situacao,

seguindo as restrigoes de seus elementos. Para tal construcdo, seguiremos os passos:

1. Na ferramente indicada na figura 61, crie dois controles deslizantes tais que:
19) Represente o perimetro e varie entre 1 < n < 100;

n
2°) Represente o tamanho da base do tridngulo, e que varie entre: 0.3 < a < 5~ 0.1 pois,
pela desigualdade tridngular, cada lado deve ser menor do que a soma dos outros dois e

nao pode ter comprimento maior do que ou igual ao semiperimetro.
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Figura 61: Controles deslizantes - problema 2.
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Fonte: o autor (2019).

2. Na ferramenta indicada na figura 62, construa o segmento de tamanho a, que sera a base

de seu tridngulo.

Figura 62: Segmento de comprimento fixo - problema 2.
k .A; / /.“ ll.: ol @ @ é X
» Janemqe&m/ Reta do
" Segmento

.?"' ‘Segmento com Comprimento Fixo

" semineta

Fonte: o autor (2019).

3. Note que a medida dos outros dois lados do tridngulo devem ter soma igual a n — a.

4. Defina na caixa de entrada o comando d = n —a. Esta serd a soma dos poutros lados.
d—a

Tambem na caixa de entrada, defina [ = — Este comando determinara a distancia do

vértice da base do tridngulo até o ponto mais préximo da elipse. Com um dos vértices da

base do tridngulo, construa um segmento de comprimento /, usando a ferramenta anterior.

5. A seguir, com a ferramenta indicada na figura 63, construa a elipse de focos A e B,

passando pelo ponto C.

Figura 63: Construcao da elipse.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Pl =l o)l | IS B

¥ Janela deélgebra X/ | » Janela
Elipse

e

Hipérbole

LY
kr Parbola
o

Cénica por Cinco Pontos

Fonte: o autor (2019).

6. Com a ferramenta indicada na figura 64, construa um tridngulo com vértices sejam A, B

e algum ponto sobre a elipse.
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Figura 64: Determinando poligonos a partir dos vértices.
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Fonte: o autor (2019).

7. Selecione as ferramenta da figura 65 e sobre o tridngulo, ordenadamente, marque “Peri-

metro”e “Area”. Note que, movendo o ponto sobre a elipse, o tridngulo permanece com o

perimetro constante, mas com variacao de area.

Figura 65: Ferramenta para determinar perimetro e area - problema 2.

Plcls = NEER P INEES
X/ | » Janela de Visu év‘ P é; Angulo

LRI
Q-; Angulo com Amplitude Fixa

. "
i Qo' Angulo com Amplitude Fixa
cm em P N .
5 / Distancia, Comprimento ou Perimetra / Distancia, Comprimento ou Perimetro
om? B cm? 5
[ﬂ Area Eﬂ Area

Fonte: o autor (2019).

8. Usando a ferramenta da figura 66, determine a mediatriz do segmento que forma a base do

tridngulo e note que a area é maxima quando passa pelo ponto de interse¢ao da mediatriz

com a elipse.

Figura 66: Mediatriz de um segmento.
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Fonte: o autor (2019).

9. Com o tridngulo formado no item anterioir, clique com o botao direito do mouse sobre
cada lado do tridngulo, va4 em propriedades e, na opcao “Roétulo”, marque “Valor”. Mova

0 “Controle Deslizante a”, criado no item 1, e note que quando os lados de seu triangulo
sdo todos iguais, obtem-se drea maxima.

Assim, de perimetro fixo, o tridngulo de drea méxima é o equilatero.
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5.3. Problema 3

No Capitulo 4, construimos uma resolugao para o Problema 3, o qual enunciava:
“Dentre todos os poligonos de n lados e de mesma area, qual deles tém o menor perimetro?”.
Vamos aqui criar uma sequéncia de passos a fim de construir tal situagdo no Geogebra.

1. Com a ferramenta da figura 67, crie um poligono qualquer, com a quantidade de lados

que desejar.

Figura 67: Construcao de poligono qualquer.
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Fonte: o autor (2019).

2. Selecione e clique, ordenadamente, cada ferramenta da figura 68, em cima do poligono

formado. As ferramentas indicardo o perimetro e a area do poligono.

Figura 68: Ferramenta para determinar perimetro e area.

o (o) v NI ESIES NEES

» Janela de Visu. . .
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Fonte: o autor (2019).

3. Com a ferramenta indicada na figura 69, crie um poligono regular de n lados.

Figura 69: Poligono regular de lado dado.
B ) A D O 4 N

» Janela de Algebra

Poligono
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Ay 7 .k:", T;)‘

Poligono Rigido

Fonte: o autor (2019).

4. Selecione as ferramentas do item 2 e marque-as sobre o poligono regular criado.

5. Mova um dos pontos utilizados para determinar o poligono regular e analise o perimetro

deles quando a area estd igual.

6. Note que o poligono regular é aguele de detem o menor perimetro com area fixada.
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5.4. Problema 4 e Problema 5

No Capitulo 4, construimos uma resolugdo para o Problema 4, o qual enunciava: “Den-
tre todos os poligonos de n lados e de mesmo perimetro, qual deles tém a maior area?”

No Capitulo 5, construimos uma resolucao para o Problema 5, o qual enunciava: “Dados
dois poligonos regulares de mesmo perimetro L, aquele que tem maior area é o que possui um
maior nimero de lados.”

Vamos aqui construir uma sequéncia de passos para que possamos construir poligonos
de perimetro fixo e observarmos a variagao da quantidade de lados, a fim de analisar a area em

cada situacao e justificar os dois problemas citados.

1. Com a ferramenta indicada na figura 70 crie dois controles deslizantes, tais que 3 <n <
20, com incremento 1, indicard a quantidade de lados do poligono e 10 < p < 100, com

incremento 5, indicard o perimetro a ser fixado, ao qual deseja analisar as areas formadas.

Figura 70: Controles deslizantes - problemas 4 e 5.

A L @ .
R &t L | ISR <
» Janelade Algehra > | » Janela de Visualizagio a=2
. Controle Deslizante
5
N
ABC Texto ® Nimero ome
4 .
! Inserir Imagem O Angulo
Cinteire [ eatério (F9)
a Botdo
Intervalo  Controle Deslizante  Anil 3
./. Caixa para Exibir | Esconder Objetos onirale Deslizante - Animacaa

min: |3 max: 20 Incremento:
a=1 Campo de Entrada

OK Cancelar

Fonte: o autor (2019).

2. Na caixa de entrada, defina o comando [ = B. Este comando determinard o tamanho do

n
lado do poligono.

3. Selecione a ferramenta indicada na figura 71 e crie um segmento de comprimento .

Figura 71: Segmento de comprimento fixo.
N KN [ol[=] PN =
» Janelade.f\h/ Reta do

Segmento

f*" ‘Segmento com Comprimento Fixo

_/'/ Semirreta
Fonte: o autor (2019).

4. Fixe iniciamente n = 3 e selecione a ferramenta na figura 72 e crie um poligono de n lados

de tamanho .
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Figura 72: Poligono de lado dado.
kAL OO N

» Janela de Algebra [N
| >=| Poligono
e 9
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| Polit Rigidt
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Fonte: o autor (2019).

5. Selecione e clique, ordenadamente, cada ferramenta da figura 73 em cima do poligono

formado. As ferramentas indicardo o perimetro e a area do poligono.

Figura 73: Ferramenta para determinar perimetro e area.

2 AloA Nz« NIEIE

X| | » Janela de Visu N .
éﬂ. Angula &V‘ Angulo
| LRl
a év* Angula com Amplitude Fixa o0, Angulo com Amplitude Fixa
em om N .
s / Distancia, Comprimento ou Perimetro / Distdncia, Comprimento ou Perimetro
em? | om?
Area Area
A o

Fonte: o autor (2019).
Vejamos alguns casos desta construcdo, na figura 74:

Figura 74: Comparacao de poligonos com perimetro fixo.
[8]]A) I, el =]«

Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio
n=3
p=15
I=5
A=(7.0)
B=(12,0)

»
o
L J
L4
o
s
® g-5
® pol1=10.83
perimetropol1 = 15
@ Textopolt = “Perimetro de pol1
® textot = *Area de pol1 = 10.83"

=15

n=3
L
‘515 p=15

. Perimetro de pol1 =15
Perimetro de pol1 = 15 Perimetro e polt = 15 Perimetro de ol = 15
polt = Area de poll = 15.48 Area de poll =17.31

Area e poit =1063 Areade polt = 14.06

D

c

polt
poit

Fonte: o autor (2019).

6. Movendo os controles deslizantes, pode-se verificar a variagdo das areas com o perimetro

fixo.

7. Vamos utilizar o resultado da Desigualdade Isoperimétrica e mostrar que o circulo detem
a maior area, com perimetro fixo. Na caixa de entrada do Geogebra, defina o comando
r= % Este sera o raio do circulo de perimetro P. Selecione a ferramenta indicada na
figura 75 e crie o circulo de raio r. Retorne as ferramentas do item 5 e marque o perimetro

e area deste circulo.
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Figura 75: Circulo com raio definido.
DENZ(EYS © (s FANEIED

» Janela de Algebra B | »

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos.

® Circulo dados Centro e Raio

’\2 Compasso

Fonte: o autor (2019).
Vejamos algumas comparagoes de areas, na figura 76

Figura 76: Triangulo, pentdgono e icosagono comparado com circulo.
c
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Arzade polt = 10.83 N
Circunferénciadec, =15

° -
p=15
Areadsc, =178 .
L. B
b2 e <
)
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Perimetro de pol1 =15 circunferéncia de ¢, = 15 n=3
polt ., [ ] . ———
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. p=15
Areadec, =179 -
F P
O © Ja—
) Circunferéncia de ¢, =15
Perimetro de pol1=15 [ ]
Arza de pol1 =17.76
Arsadec, =179 p=15
""—--—-/

Fonte: o autor (2019).

66



6. PROBLEMAS DE MAXIMOS E MINIMOS NA GEO-
METRIA EUCLIDIANA

Nesta se¢ao, trabalharemos dois problemas, de carater histérico na geometria euclidi-
ana, que retratam a maximizagao de areas com minimizacao de perimetro, bem como o uso da

Desigualdade Isoperimétrica para suas justificativas.

6.1. A sagacidade das abelhas

Segundo [8], no livro V, da Coleg¢io, Papus discorre sobre isoperimetria no plano e no
espaco e faz uma curiosa observacao a respeito da forma como as abelhas constroem seus favos.
Tendo mostrado que de dois poligonos regulares de mesmo perimetro, o que tem o maior ntimero
de lados tem maior area, concluiu que as abelhas provavam algum entendimento matematico,
ao construir suas células como prismas hexagonais em vez de quadradas ou triangulares. O livro
examina ainda, outros problemas de isoperimetria, inclusive a prova de que, para um perimetro
dado, o circulo tem maior drea que qualquer poligono regular.

A seguir faremos uma anélise do problema das abelhas a que Papus se refere. Primei-
ramente mostraremos um resultado, ji conhecido desde os pitagoricos (século V a.C.), de que
tridngulo, quadrado e hexagono sdo os tnicos poligonos regulares que tornam possivel a pavi-

mentagao de um plano.

Afirmagao 6.1: Os tnicos poligonos que pavimentam o plano sao: o triangulo, o quadrado e o
hexagono.
De fato, sabemos que um poligono regular de n lados, n > 3, possui angulos internos

dados pela férmula

(n—2)-180°
n

a; =

Suponhamos que se tenha uma pavimentagdo do plano formada exclusivamente por
poligonos regulares de n lados. Se em um dos vértices dos poligonos da pavimentacio aparecem

m poligonos, entdo a soma dos angulos internos, neste vértice, deve ser igual a 360°; ou seja,

—2)-180°
m {(" T)L } = 360°

2n

n—2
Assim, concluimos que os tnicos candidatos a ladrilhos de uma pavimentacdo do plano séo: o

Simplificando esta igualdade, obtemos m = Como m > 3, segue-se que n < 6.

tridngulo, o quadrado, o pentdgono e o hexagono.
Analisaremos agora quais desses poligonos realmente pavimentam o plano.

2n

n—2
equildteros acontece de modo que em cada vértice concorrem 6 tridngulos.

1) Para n = 3, obtemos m = = 6. Assim, a pavimentagdo do plano por tridngulos
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Figura 77: Pavimentacao por tridngulos equilateros.

Fonte: [8].

2) Para n =4, obtemos m = 4. Assim, a pavimentacao do plano por quadrados acontece de

modo que em cada vértice concorrem 4 quadrados.

Figura 78: Pavimentacao por quadrados.

Fonte: [8].

3) Se n =75, temos que m = 3,333.... Como m deve ser um nimero inteiro, conclui-se que
o pentdgono nao pode ser utilizado para pavimentar o plano. De fato, a figura a seguir
mostra que podemos colocar trés pentagonos ao redor de um vértice, perfazendo 324°,

com falta de 36°; mas se colocarmos o quarto pentdgono, este ird se sobrepor ao primeiro.

Figura 79: impossibilidade de pavimentacao por pentagonos.

Fonte: [8].

4) Para n = 6, obtemos m = 3. Assim, a pavimentagao do plano por hexdgonos acontece de

modo que em cada vértice concorrem 3 hexagonos.

Desse modo, concluimos que somente o tridngulo, o quadrado e o hexdgono podem ser
utilizados como ladrilhos de uma pavimentagao do plano por poligonos regulares. Note que pelo

Problema 5 o hexagono é o poligono de maior area, com perimetro fixo. O

Observagao: Porqué nao pavimentar o plano por circulos?
Pela desigualdade isoperimetrica, o circulo detém a maior area, com perimetro fixo, em

relagdo a outros poligonos regulares. Note que quando os circulos se tangenciam, ha uma regiao
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Figura 80: Pavimentacao por hexagonos.

Fonte: [8].

entre eles que nao “é coberta”. E se quisermos cobrir tal regido, havera uma sobreposi¢ao de

circulos.

Figura 81: Impossibilidade de pavimentagao por circulos.

Fonte: [8].

Afirmagao 6.2: Dentre os prismas de bases triangulares, quadradas e hexagonais com mesmo
perimetro, o de base hexagonal é o de maior volume.

Sabemos que o volume de um prisma ¢é igual ao produto da area da base pela altura e
a area lateral é igual ao produto do perimetro do poligono pela altura. Como o perimetro da
base é o mesmo para os trés prismas em questdo, a drea lateral é a mesma. Assim, o prisma
que tiver maior area da base serd o de volume méaximo e, portanto, o de base hexagonal é o que

satisfaz essa condicao. (Il

6.2. O problema de Dido

Baseado em [15], registros literdrios contam que Dido, também conhecida por Elisa,
era uma princesa fenicia do século IX a.C., da cidade de Tiro, localizada as margens do mar
Mediterraneo, onde hoje é o Libano. Casada com o grande sacerdote Arquebas, eles detinham
grandes riquezas e poderes em seu império. Em certo momento de suas vidas, o rei Pigmaliao,
irméo de Dido, assassinou Arquebas, a fim de subtrair a riqueza e os tesouros adquiridos por ele.
Dido, receando a prépria morte, reuniu grande quantidade de seguidores e partiu num navio,
em busca de construir seu novo império noutras terras.

FEm determinado ponto, no lugar escolhido pra fundar a nova cidade, chamada de “Qart
Hadash” (Cartago), Dido tentou negociar terras do rei local, para que pudessem se estabelecer.
O acordo feito foi que s6 teria em terras o que pudesse abranger com a pele de um boi. Dessa
forma, decidiram entao cortar a pele em tiras tao finas quanto possivel, emendar todas e englobar

num semicirculo um terreno beirando o mar (vide [4]).
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Figura 82: Ilustracao corte do couro.

‘ TS

Os registros histéricos da resposta correta do problema ndo se restringem apenas a
literatura. No periodo da Idade Média, bem comum era a construcdo de muros de protecao
para as cidades. Ao consultar alguns mapas desta na época, ndo por acaso, encontramos muros
no formato circular, ou semicircular. Como os muros eram feitos de pedras, sua construgdo era
cara e trabalhosa. Utilizar o resultado da Desigualdade isoperimétrica, ja conhecido na época,
otimizava a area cercada, para uma quantidade fixa de material.

A seguir, apresentamos os mapas das cidades de Paris - Franca, Colonia - Alemanha e
Braga - Portugal, que tinham formatos circulares (Braga) ou semicirculares (Paris e Colonia),

quando as cidades eram banhadas por rios.

6.2.1. A solugao para o Problema de Dido

Segundo [15], para chegar a tal solugdo, utilizaremos os resultados obtidos por Jakob
Steiner (1796 - 1863). Suponhamos inicialmente que o problema tenha como solugdo uma curva

B. Concluiremos que esta deve ser o circulo.

Afirmagao 6.3: B é uma curva convexa.
Suponhamos por absurdo que B possua uma cavidade « entre A e B.
Mas precisamente, existem dois pontos A e B em B tais que o segmento aberto AB esté fora

da regido delimitada por B. Seja o’ a reflecio do trecho a da curva com relacdo ao segmento

70



Figura 84: Cavidade na curva.

Fonte: baseado em [6].

Figura 85: Curva de maior area.

Fonte: baseado em [6].

A curva B’ obtida a partir de B substituindo o trecho o por o/ tem o mesmo comprimento
que B e engloba maior area. Absurdo!

Logo, B é convexa. (I

Novamente, seguindo as indicagoes de [15], iremos justificar o fato de que o problema

de Dido é satisfeito através da construcao de um semicirculo.
Afirmagao 6.4: Mostremos agora que o Problema de Dido é equivalente ao seguinte:

Problema de Dido com Parede: Seja p uma reta do plano e seja 7 a unido de p com um dos
semiplanos determinados por p. Consideremos as curvas em 7 de um dado comprimento e cujos
pontos inicial e final estdo sobre p.

Mostraremos que entre essas curvas, aquelas que englobam maior area sdo exatamente
os semicirculos com base sobre p. E isso sera suficiente para solucionar o Problema de Dido na
forma inicial. De fato, seja & uma curva que soluciona o problema de Dido.

Sejam A e B pontos sobre £ que a dividem em dois arcos &1 e £ de igual comprimento.
As regides Ry e Ry delimitadas pela reta p, que passa por A e B, e pelos arcos £ e &2, respectiva-
mente, devem ter a mesma area pois se, por exemplo, R tivesse maior drea que R2, obteriamos

uma curva € de mesmo comprimento que £ e englobando maior drea. Bastaria tomar £ = & U¢]
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onde & é a reflexao de & com relagao a p.

Agora, as curvas & e & sao solugdes do problema de Dido com parede, pois se nao
fossem, existiria uma curva &3 de igual comprimento unindo pontos C e D de p e delimitando
com p uma area maior. Seja &5 a imagem refletida de &3 com relagdo a reta p. A curva fechada

&3 U &, teria o mesmo comprimento de § e delimitaria uma maior drea, o que nao é possivel. [J
Um semicirculo é caracterizado pela seguinte propriedade:

Proposigao 6.1: Considere a figura a seguir, formada por uma curva convexa &; e pelo segmento
AB.

Figura 86: Solugao para o problema de Dido com parede - parte 1.

Fonte: [15].

Suponha que a seguinte propriedade se verifica: Dado qualquer ponto P sobre &1, o dngulo
APB é reto. Entao &1 é um semicirculo.

Demonstragdo. Seja O o ponto médio do segmento AB. Devemos entdo provar que [(OP) =
I(OA). Para isso, basta mostrar que o = . Assim, trace uma reta paralela a PB passando
por O. Entdo, a interseccio C' dessa reta com AP é o ponto médio do segmento AP. Logo, os

tridngulos ACO e PCO sao congruentes. Logo, a = a;. O

Podemos agora finalizar a demonstracao da resolugdo do problema de Dido. Seja &
a curva convexa que, entre as curvas convexas de comprimento L, delimita juntamente com a
reta p a maior area. Mostraremos que &1 é um semicirculo. Pela proposi¢ao anterior, denotando
por A e B os pontos de interse¢do de & com a reta p, basta mostrarmos que, para todo ponto
Ceg&,C=Ae(C =B, tem-se que o angulo ACB é reto.

Suponha por absurdo que o dngulo ACB seja menor que g

Nesse caso, rotacionamos o segmento C'B, com C fixo, juntamente com a regido limitada,
por &1 e por OB, no sentido anti-horario, de modo a obter o angulo reto ACB'. Temos que a
drea do tridngulo ACB’ é maior que a area do triAngulo ACB. De fato, a 4rea do triAngulo
ACB é dada por
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Figura 87: Solucao para o problema de Dido com parede - parte 2.
C

— — —
—
A - -

Fonte: [15].

%Z(T )-I(CH)

1 __ ~

§Z(AC’) -I(CB)sen(ACB) <
1 -

onde QZ(AC’) -1(C'B’) é a é4rea do triangulo ACB’. Assim, obterfamos uma curva de mesmo

perimetro que &; englobando area maior, uma contradi¢do. Portanto, o angulo ACB deve ser

reto. Assim, fica demonstrado que o problema de Dido com parede é resolvido apenas pelo se-

micirculo e, consequentemente, o Problema de Dido inicial é resolvido apenas pelo semicirculo. [

73



7. UMA PROPOSTA DE ATIVIDADES

Ciente de todo o contetido abordado e visando aplica¢bes de tais tépicos, elaboramos
nesta se¢ao uma lista de problemas matematicos, os quais proproem situagoes que envolvem os
pontos discutidos anteriormente.

Esperando que este trabalho seja utilizado para aulas em diversos niveis de ensino,
propomos problemas onde as resolugdes nao se tornem tao extensas, nem tao triviais. Assim,
com a analise deste texto, esperamos que os leitores consigam deduzir resultados e construir

argumentacoes que justifiquem tais situacoes.

7.1 Problemas propostos

1) Dados dois pontos, A e B, e uma reta 7, determine sobre 7 o ponto P tal que PA+ PB seja

a menor possivel.
2) Dado um tridngulo, construa uma circunferéncia circunscrita a ele.

3) Dados uma circunferéncia e um ponto fora dela, construa as retas tangentes a circunferéncia

que passam pelo ponto dado.

4) Paulo e Carlos possuem tabletes de chocolate de formas quadrada e retangular, respectiva-
mente. O tablete de Paulo tem 12cm de perimetro e o de Carlos tem a medida da base igual
ao triplo da medida da altura e também perimetro 12cm. Sabendo que os tabletes possuem a

mesma espessura, justifique quem tem mais vatagem se houver a troca dos tabletes de chocolate.

5) Numa certa regiao potiguar, descampada e ao lado de uma montanha, estruturas rochosas
detém grande acervo histérico em pinturas ruprestres. Afim de preservar tais locais, um grupo
de geoldgos possui 100 metros de cerca e 4 estacas para cercar a determinada regido. Para

preservar a maior area possivel, qual deve ser o formato do cercado?

6) Um fazendeiro quer construir um cercado para criar gado. Como o dinheiro que tem é sufi-
ciente apenas para comprar 200 metros de tela, ele resolveu aproveitar a cerca reta do vizinho

para economizar seu material. Construido, qual a maior area possivel desse cercado?

7) Na confecgdo de um tapete de retalhos, uma costureira utilizou 20 pedagos iguais de tecido,
como ilustrado.

Sabendo que a costureira atingiu 1285¢m?, e que cada pedaco possui a maior drea possivel,
de area do tecido, determine

a) A area de cada pegado utilizado.

b) O perimetro de cada pedago utilizado.
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Figura 88: Retalhos.

Fonte: autor (2019).

8) E muito comum, em construgoes antigas, a figuracdo da arquitetura romana em portas e
janelas. Numa construcao, na busca de maior iluminagdo no interior de uma residéncia, um

arquiteto projeta uma janela em arco romano, conforme a figura a seguir:

Figura 89: Janela em arco romano.
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Fonte: autor (2019)

a) Encontre uma relagéo entre r e h de modo que a area da janela seja méxima.

b) Se r = 80cm, determine perimetro e area da janela.

75



CONCLUSAO

A geometria euclidiana constitui um bom modelo de teoria axiomatica. As construgoes
geométricas que, do modo como foram criadas pelos matematicos da Antiguidade, ndo poderiam
ser independentes da Geometria, contribuem tanto para o entendimento e o enriquecimento da
teoria como para a solucdo de problemas que lhe sdo pertinentes.

Em vista dos argumentos apresentados, podemos observar o quao a geometria faz parte
do nosso dia a dia. Ela é um dos pilares fundamentais do ensino da matematica, pois o ensino da
mesma oferece uma imensa oportunidade para o discente de olhar, comparar, medir, generalizar
e abstrair, desenvolvendo o pensamento légico.

Dessa forma, espera-se que o estudo de areas e perimetros envolvido nesse trabalho,
bem como as abordagens em construgoes/solugdes de problemas geométricos, possam contribuir
a Educacao Bésica, de modo que nds professores possamos apresentar os conteidos de Matema-
tica com aplicagOes mais interessantes, inserindo também alguns tépicos que os livros didaticos
disponibilizados ndo abordam.

Portanto, esperamos que este trabalho possibilite aos leitores melhor compreensao de
alguns tépicos de geometria, bem como proporcione maior facilidade para organizar o raciocinio
e construgdo de argumentagoes 16gicas. Acreditamos que o uso do Geogebra, bem como recursos
tecnologicos nas aulas de matematica, pode provocar mudancas, e dar resultados positivos, na
forma de organizar e apresentar um contetido. A matematica, em si, é uma ciéncia que desperta
curiosidade pois, a cada resultado encontrado, temos o interesse de buscar novas ideias, pontos

que justifiquem este estudo.
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APENDICE

Al: Tridngulo de area maxima e perimetro fixo: um estudo usando fungao de uma variavel.
Discutiremos os resultados deste apendice utilizando as referéncias de [7]. Ressalta-se
que este problema estd proposto como um exercicio de [7], pagina 332, questdo 16. Vamos
descrever esse processo fazendo um estudo sobre uma funcdo de uma sé variavel. Utilizaremos
algumas nocoes de derivadas.
Consideremos um triangulo de lados a, b e ¢, com perimetro constante, tal que o lado
a é dado. Sabemos que o perimetro é 2p = a + b+ ¢. Queremos maximizar a area do triangulo,

quando dado seu perimetro. Assim, consideremos a férmula de Héron:

S = \/p(p—a)(p—b)(p—C)-

Observe que a funcdo S é continua em [0,p]. Logo, atinge um valor méximo absoluto nesse
intervalo.

Como a édrea S > 0 , maximizar a area S serd igual a maximizar S2. Segue que:
S?2 =p(p—a)(p—>b)(p—c). Como supomos a dado, segue que b+ c =z, = constante. Assim,

r=2p—aea=2p—x. Fazendo as devidas substituicoes,

S2(c)=2p(p— (2p—2))(p— (z = ))(p—c) = 2p(z = p)(p— 2 +c)(p—¢) <=
S2%(c) = (2pz — 2p?)(p* — pc — xp + 2+ Ccp — ¢2) <= (2px — 2p?)(p? — 2P + 2C — C?)

Vamos derivar e encontrar os pontos criticos da funcao S2.
(52)(c) = (2px — 2p?)(x — 2¢) = (S?)'(c) =0 <= p=0ouz=pouc= %

Perceba que p =0 nao pode, pois se trata do perimetro do tridngulo. Observe também

que r = p também nao vale, pois contradiz a desigualdade triangular. Assim, (52)’ () =0+

x z rd 7y
c= 5 ec= 5 € um ponto critico.

Derivando novamente, obtemos:
(5%)"(c) = (2pa — 2p*)(—2) = 4p® — dpx = 2p(2p — 2).

Pela desigualdade triangular, sabemos que p < z. Assim, (52)"(c) < 0= (52)”(5) <0.

~ . Lo z
Logo, a fungdo possui um méximo em ¢ = 3
Perceba que se trata de um maximo absoluto, pois S(0) = S(p) =0. Assim, temos que:
b+c
c=— —=b=c

Logo, o tridngulo é isésceles.
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Suponhamoss agora um tridngulo de drea maxima e perimetro 2p. Pelo que mostramos
anteriormente, este tridngulo deve ser isésceles. Consideremos a e b como sendo, respectivamente,
a base e os outros lados. Assim, temos por perimetro 2p = a + 2b.

Novamente, usando a férmula de Herén, temos:

S = \/p(p—a)(p—b)(p—b) = \/p(p—a)(p—b)2 = \/p(p—a) (;)2 = \/aZpZ - ng,

que é uma fungdo continua em a, com a € [0,p]. De modo andlogo, S é maximo se e somente se

S? também o é. Derivando e encontrando os pontos criticos:

(5%)(a) = 590" = p=> (5% () =0 = p=0
ou B 2p
“=3

2
Observe que p = 0 nado vale, pois se trata do perimetro dado. Logo, a = gp é o 1unico

ponto fixo. Fazendo a segunda derivada da funcio (S2(a)):

2
21))_;02 3p2p _ 1’
2

2
3 < 0. Logo, a = §p é maximo absoluto no

Seque que (52)”(
intervalo dado.

2
Assim, para a = ?p’ temos que 2p = 3a = a = b. Logo, o triangulo é equilatero.
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AQ: Desigualdade Isoperimétrica para Triangulos
Segue um resultado de [12]. Consideremos o perimetro de um tridngulo de lados a, b e

c como sendo a soma 2p=a+b+c.

AFIRMACAO: Dentre todos os tridngulos com perimetro fixo 2p, o de maior drea é o tridngulo
equilétero.

Usaremos aqui alguns resultados sobre desigualdades: as relagdes entre médias.
Demonstragao: Usando a férmula de Heron temos que a area de um tridngulo com perimetro

2p é dada pela expressao

A=\/pp—a)(p—b)(p—c)

onde a, b e ¢ sdo os lados do triangulo.

Usando a desigualdade entre a média geométrica e a média aritmética, temos que

_ _ _ 3 2
Aﬁ\/p(p a+p—b+p c> _
3 3v3

2
Logo, 4 maior area possivel é de ——=, a qual é atingida quando

3v3
p—a=p—b=p—c<<a=b=c

P’ _a’V3
3v3 4

ou seja, quando o tridngulo é equilatero. Notemos que nesse caso,
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