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Resumo

Este trabalho tem como objetivo o aperfeicoamento do professor de Matematica, espe-
cificamente, em relacdo ao conteiido de funcoes polinomiais. Na busca de atingir tal
objetivo, apresenta-se um estudo sobre o conceito, operacoes e propriedades das funcoes
polinomiais a nivel de Ensino Superior, buscando aprofundar seu conhecimento no assunto
e, mais ainda, buscando com que esse aperfeicoamento do professor reflita de maneira po-
sitiva no processo ensino-aprendizagem, trazendo uma melhora para o mesmo. Nesse
sentido, ¢ apresentado também um levantamento dos anos do Ensino Basico nos quais
os conteudo sobre fungoes polinomiais sao estudados, bem como suas habilidades, tanto
para o Curriculo do Estado de Mato Grosso do Sul, quanto para a BNCC (Base Nacional
Comum Curricular). Ambos sdo comparados com uma discussao/analise feita pela SBM
(Sociedade Brasileira de Matematica) sobre os conteudos e habilidades nos anos do Ensino
Basico, levando o professor a uma reflexao sobre o assunto. Para ilustrar a importancia
das funcgoes polinomiais, apresenta-se um estudo sobre aproximacao de funcoes utilizando
polindmio. Esta técnica foi desenvolvida hd muitos anos atras e é utilizada até os dias de
hoje. H4a intimeras vantagens em, ao invés de manipular uma funcao complexa, aproxima-
la por um polinomio, o qual é dado por uma expressao simples, com derivada e integral
faceis de serem calculadas, assim como suas raizes. Para tanto, diferentes métodos de
interpolacao foram estudados neste trabalho, a saber: método de Lagrange, Interpolacao

linear, método de Newton e Spline.

Palavras-chave: Funcoes polinomiais; Aproximacao de funcoes; Polinomios no curriculo

escolar.
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Abstract

This work has as main objective the improvement of the Mathematics teacher, specifically
in relation to the content of polynomial functions. In pursuit of this objective, a study is
presented on the concept, and properties of polynomial functions at the level of Higher
Education, deepen their knowledge of the subject and, moreover, improvement of the
teacher reflects positively in the process teaching-learning, bringing an improvement for
the same. In this sense, it is also presented a survey of the years of Basic Education in
which the contents about polynomial functions are studied, as well as their abilities, both
for the Curriculum of the State of Mato Grosso do Sul, and for the BNCC (Base Nacional
Comum Curricular). Both are compared to a discussion/analysis by the SBM (Sociedade
Brasileira de Matematica) about contents ande skills in the years of Basic Education,
leading the teacher to a reflection on this subject. To illustrate the importance af polyno-
mial functions, we present approximation of functions using polynomials. This technique
was developed many years ago and is used nowadays. There are numerous advantages in,
instead of manipulating a complex function, to approximate it by a polynomial, which is
given by a simple expression, with derivate and integral easy to be calculated as well as
their roots. Therefore, different interpolation methods were studied in this work, namely:

Lagrange method, linear Interpolation, Newton method and Spline.

Keywords: Polynomial functions; Approximation of functions; Polynomials in school

curriculum.
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1 Introducao

As funcoes polinomiais representam uma das classes mais importantes de funcao,
pois modelam diversos problemas, desde os mais simples até os mais complexos, nas
diferentes areas. Pode-se utilizar funcoes polinomiais, por exemplo, no mercado de acoes
para prever como a variacao dos precos ira afetar sua venda, ou até mesmo na Fisica,

para descrever a trajetoria de um projétil.

Sua importancia baseia-se também na simplicidade de sua expressao, sendo muito
utilizada para aproximar funcoes mais complexas. A aproximacao de uma funcao qualquer
por uma funcao polinomial, o que chamamos de interpolacao polinomial, é uma das ideias
mais antigas da Analise Numérica e é muito utilizada até hoje. A vantagem em se fazer
isto esta no fato de que as funcoes polinomiais sao de simples e facil manipulacao, suas
derivadas e integrais sao faceis de serem calculadas, ja que também sao polinémios, e
suas raizes podem ser encontradas com relativa facilidade. Tem-se ainda a vantagem no
armazenamento de informacao, visto que, é computacionalmente mais ”barato” armazenar

os coeficientes de um polinomio do que armazenar um conjunto de dados.

Devido a sua importancia, as funcoes polinomiais sao estudadas em diferentes anos
do ensino fundamental e médio. Seu estudo inicia-se no 7° ano, em que o aluno aprende
a identificar os dados de um problema e como traduzi-lo em linguagem Matematica para
uma equacao do 1° grau, e segue até a 3* série do ensino médio, em que os alunos
desenvolvem o conhecimento algébrico aprendem a identificar os polinémios, definindo

conceitos e propriedades, além de realizar operagoes com polinomios.

Desenvolveu-se este trabalho com o objetivo de aprimorar e contribuir na formacao



continuada do professor de Matemaética do Ensino Fundamental, Médio e Superior. Esta
motivacao surgiu da necessidade de obter melhores resultados no processo ensino-aprendizagem,
em particular, sobre funcoes polinomiais, desde uma correta definicao do conceito até a
resolucao de problemas nos diferentes anos do ensino bésico.

Inicialmente, faz-se uma pequena revisao bibliografica sobre funcoes polinomiais.
Em seguida, apresenta-se onde o assunto se encaixa no Curriculo da Educacao Basica, em
que é feita uma analise comparando o Curriculo do Estado de Mato Grosso do Sul, a BNCC
(Base Nacional Comum Curricular) e uma discussao elaborada pela SBM (Sociedade
Brasileira de Matematica).

Apresenta-se, entdao, um estudo sobre fungoes polinomiais, mostrando sua definicao,
propriedades e operacoes de forma bem detalhada e aprofundada, a nivel de Ensino Su-
perior. O objetivo desta secao é aprofundar o conhecimento do professor de Matematica
em funcoes polinomiais.

B apresentada ainda, uma secao sobre Resolucao de Problemas, em que propoe-se
diversas situacoes-problema para serem trabalhadas com os alunos nos diferentes anos do
Ensino Basico.

Por fim, para ilustrar a importancia e o uso de funcoes polinomiais, apresenta-se um
capitulo sobre aproximacao de funcoes por fungoes polinomiais, em que varios métodos
de interpolacao sao estudados e comparados.

Espera-se, com este trabalho, contribuir para a formacao continuada do professor
de Matematica do Ensino Basico, tendo, por consequéncia, uma melhoria no processo

ensino-aprendizagem envolvendo o contetido de funcoes polinomiais.



2 Funcoes Polinomiais

Neste capitulo, faz-se uma abordagem sobre funcoes polinomiais. Primeiramente,
apresenta-se uma breve revisao bibliografica sobre funcoes polinomiais, em seguida, faz-
se uma analise do curriculo Escolar de Matematica no ensino fundamental e médio.
Apresenta-se, entao, uma breve teoria dos conceitos relacionados com funcoes polino-
miais: definicao, operacoes, propriedades, derivada e suas raizes. Por fim, apresenta-se
uma secao de resolucao de problemas, em que sao propostos alguns problemas envolvendo
funcoes polinomiais, os quais podem ser trabalhados em sala de aula nos diferentes anos

da Educacao Basica.

2.1 Analise de livros didaticos

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs):

O ensino da matemadtica é sistematizado em trés eixos: dlgebra (nmimeros e fungoes),
geometria e medidas, ¢ andlise de dados. Entao podemos nos ater apenas ao primeiro
eixo que diz respeito a dlgebra, e ainda, principalmente no que diz respeito ao estudo
de fungoes. O estudo de fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como
a linguagem das ciéncias, para expressar a relagao entre grandezas e modelar situagoes-
problemas, construindo modelos descritivos de fenémenos e permitindo vérias conexoes
dentro e fora da propria matemadtica. Assim, a énfase do estudo das diferentes fungoes
deve estar no conceito de fungdao e em suas propriedades em relagio as operagoes na

interpretacao de scus graficos ¢ nas aplicagoes dessas fungoes.

3



Com relagao a dlgebra, hd ainda o estudo das equagoes polinomiais e de sistemas lineares.
Esses dois contetidos devem receber um tratamento que enfatize sua importancia cultural,
isto ¢, estender os conhecimentos que os alunos possuem sobre a resolugao de equagoes
de primeiro e segundo graus sobre a resolugao de sistemas de duas equagoes e de duas
incégnitas para sistemas de 3 por 3, aplicando esse estudo a resolucao de problemas
simples de outras dreas dos conhecimentos. Uma abordagem mais qualitativa e profunda
deve ser feita dentro da parte flexivel do curriculo, como opgao especifica de cada escola.

(PCNs, Ensino Médio, pdag. 119)

Nota-se que, segundo os PCNs, polinomios, equacoes polinomiais e funcoes polino-
miais devem constar na parte flexivel do curriculo, apesar da suma importancia que o
assunto tem para o desenvolvimento das ciencias.

Em seu livro A Matematica no Ensino Médio (1], Elon traz um capitulo sobre
Funcoes Polinomiais, expondo suas caracteristicas e propriedades. O autor ressalta também
algumas particularidades de uma funcao polinomial, como por exemplo o fato de que uma
funcao polinomial de grau n nao pode ter mais que n raizes. Além disso, o autor coloca

a diferenca entre o conceito de funcao polinomial e o conceito de polinomios:

existe uma correspondéncia biunivoca onde nao hd necessidade de fazer distingao entre

polinémio p e a fungao polinomial p.

Elon também traz alguns topicos referentes a aproximacoes polinomiais, em que
apresenta, por exemplo, a formula de interpolacao de Lagrange.

Em seu outro livro, Matematica do Ensino Médio [2], Elon dedica um capitulo aos
estudos das Equacoes Algébricas, em que um dos objetivos do mesmo é expor a ideia de
estudar equacoes do tipo p(z) = 0, onde p é uma fungao polinomial. Sao apresentados
também diversos exemplos de aplicacoes deste tipo de equacao.

No livro Polinomios e Equagoes Algébricas [3], aborda-se os polinémios no contexto
da Algebra, expondo um estudo detalhado, enfatizando suas propriedades bésicas. Os
autores enfatizam também que o estudo dos polindmios deveria ser mais desenvolvido na
educacao basica, em especial no Ensino Médio.

Em sua dissertacao de mestrado, Numeros complexos e polindmios: estratégias de
ensino para aplicagdo por meio de GeoGebra, [4], o autor expde o assunto de nimeros
complexos e polinomios, abordando sua relevancia para o ensino da Matematica na

educacao basica. Expoe ainda a teoria dos niimeros complexos e polinomios sob o ponto

4



de vista analitico, utilizando como recurso didatico o programa computacional GeoGe-
bra. Desenvolveram-se atividades com os alunos do 3° ano do ensino médio, fazendo do

trabalho uma investigacao Matematica.

No livro Fundamentos de Alg‘ebra IT [5], a autora expoe a defini¢ao de polinémios
como uma expressao algébrica composta por uma soma que envolve poténcias positivas
de uma incégnita e coeficientes em um conjunto. Ressalta ainda que esse conjunto pode
ser o conjunto dos numeros reais, complexos, entre outros. Expoe também que, devido
a sua simplicidade, eles sao utilizados em diversas areas da Matemética, assim como as
funcoes polinomiais e as equacoes algébricas. Aborda ainda que a determinacao de raizes
de polinomios, consiste em um dos problemas mais antigos da Matematica, no entanto,
alguns polinémios nao possuem raizes no conjunto dos nimeros reais, abrangendo assim
o conjunto dos nimeros complexos, e enunciando o teorema fundamental da dlgebra.

Em sua dissertacao de mestrado, Ajuste de curvas por polindmios com foco no
curriculo de ensino médio [7] o autor propde alternativas ao curriculo de Matematica
atual, aprofundando o assunto apresentado ao aluno. Expoée ainda diferentes técnicas de
ajustes voltadas ao estudo de funcoes e expoe o tema de ajuste de curvas por polinomios e
por funcoes logaritmicas e exponenciais, abordando a interpolacao polinomial e 0 método
dos minimos quadrados.

Em seu livro Matemética contexto e aplicagoes [12], Dante busca que os alunos
atinjam os pré-requisitos para dar continuidade no ensino superior. O autor inicia o
tema com alguns exemplos de aplicagoes, relacionando o estudo dos polinomios com o
das funcoes polinomiais, introduzindo o assunto com a exploracao do calculo de dreas de
figuras planas e areas totais de solidos geométricos. Essas aplicacoes vém com o intuito
de mostrar que algo, muitas vezes conhecido como férmula, pode ser entendido como um
polindomio. Dante expoe também alguns exemplos com a finalidade de o professor explorar
as definicoes de uma expressao polinomial, ou polinomio, fazendo assim a generalizacao
do conceito. A sequéncia didética exposta no livro é apresentada da seguinte maneira:
funcoes polinomiais e, consequentemente, o polinomio, definindo os conceitos de grau

do polindomio e polindomio identicamente nulo. Uma vez que isso foi definido, o autor

o



sugere partir para a determinacao do valor numérico de um polinomio. Com isso, alguns
exemplos sao explorados, até que sejam avaliadas as condicOes necessarias para a igualdade
de polinémios. E feita também a discussio do conceito de raiz de um polindmio e ainda, as
operacoes com polindémios sao apresentadas a partir de exemplos, retomando as operacoes
com expressoes algébricas como adicao, subtracao, multiplicacao e divisao.

Ainda no trabalho de Dante, a divisao de polinomios também ¢é abordada de forma
bem superficial, sendo relacionada com a divisao de niimeros naturais. O autor ainda
coloca que muitos alunos podem apresentar dificuldades na compreensao desta operacao
pelo método da chave, entao sugere o caso da divisao por (z — a), o dispositivo pratico
de Briot-Ruffini.

Dante apresenta, em outro capitulo de seu livro, uma importante finalizacao de todo
um ciclo de aprendizagem matemaética, iniciado no ensino fundamental com as expressoes
algébricas, resolucao de equacoes do 1° e 2° graus, produtos notaveis, em que o grau
de complexidade foi aumentado de forma gradativa no ensino médio com o estudo das
funcoes polinomiais. Apds a sondagem desse contetido, observa-se o amadurecimento e
a evolucao do processo de aprendizagem dos alunos. Em seguida, apresenta definicao do
conceito de raiz de uma equacao polinomial ou algébrica, sendo assim o autor enuncia
também o Teorema Fundamental da Algebra e as Relacoes de Girard, além de abordar as

raizes racionais e complexas de uma equacao algébrica.

2.2 Curriculo de Matematica na Educacao Basica

Nesta secao apresenta-se uma analise do Curriculo do Estado de Mato Grosso do
Sul e da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), verificando os pontos em comum
que ambos possuem. Faz-se ainda uma comparacao de ambas com uma discussao sobre
curriculo elaborada pala a Sociedade Brasileira de Matemadtica (SBM), a qual aborda os
contetdos a serem trabalhados na educacao basica.

Quando se fala de curriculo, ndo se pode deixar de lembrar do trabalho realizado por

Nélia Elaine W. Engster que, em seu livro, Educacao e Curriculo: Fundamentos Praticos



e Pedagogicos [14], expOe a importancia e ressalta a trajetoria do curriculo ao longo da
historia. Afinal, ao tratarmos desse assunto, é importante reconhecer que as teorias do

curriculo:

e Sao compreendidas como modelos que selecionam temas e abordagens do trabalho

escolar;

e Interferem na configuracao do curriculo efetivado pelos professores porque, a medida
que o professor operacionaliza esse curriculo na escola, ele o assume e o interpreta,

promovendo interferéncias na opc¢ao curricular e na sua histéria de vida;

e Tém relagao com a postura profissional de formacao e comprometimento do profes-

SOT;
e Configuram um aspecto de racionalidade as praticas pedagogicas.

As teorias trazem e desempenham alguns fatores bastante significativos no decorrer
da histéria da educacao, no entanto ¢ importante observar a esséncia de cada uma delas,
afinal todas tém o objetivo de, como e por que ensinar. Em seus estudos, Silva [15]
expressa essa pI'BOCUpEL(;é.O da seguinte forma:

O que deve se ensinar: as habilidades basicas de escrever, ler e contar; as disciplinas
para ocupagao profissional? Quais fontes principais do conhecimento a ser ensinado:
o conhecimento académico, as disciplinas cientificas, os saberes profissionais do mundo
ocupacional adulto? O que deve estar no centro do ensino: os saberes “objetivos”do
conhecimento organizado ou as percepgoes e as experiéncias das criangas e dos jovens?
Em termos sociais, quais devem ser as finalidades da educacgao: ajustar as criancas e os

jovens a sociedade tal como ela existe ou prepard-los para transforma-la; a preparagao

econdmica ou a preparagao para democracia?

Esses questionamentos sao importantes no decorrer em que se discute cada uma
dessas teorias curriculares de modo que possamos identificar como cada uma enfoca o
processo de ensino e aprendizagem. As teorias tradicionais do curriculo tém uma carac-
teristica pela descricao dos contetidos, isto €, a escola oferece aos professores uma listagem

dos contetidos que devem ser ministrados.



De acordo com Engster [14], podemos observar que as teorias tradicionais se apro-
ximam ao modelo tecnicista, também conhecido como cienticista, onde a efetivacao do
curriculo escolar acontece. Como por exemplo, a linha de producao de uma fabrica onde
ha a preocupacao centrada no “o que, quanto e como ensinar’. Nas teorias tradicionais,
0 “que e quanto ensinar” era conhecido e questionavel, no entanto a preocupacao maior
esta em como executa-lo de forma a garantir a transmissao do conhecimento.

Organizar uma lista de contetidos de matemaética a serem trabalhados na educacao
basica é, com certeza, a parte menos complicada da tarefa, que tem como objetivo produzir
um documento que trate de diretrizes para o ensino da matematica. O dificil é elencar e
integrar as habilidades a serem desenvolvidas pelos alunos no momento de aprendizagem
dos diferentes contetidos. Existem diferentes diretrizes curriculares, como por exemplo
a do Estado de Mato Grosso do Sul e ainda, podemos citar a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), que buscam detalhar as habilidades. Tais documentos devem estar
diretamente ligados, pois tém os mesmos objetivos.

O detalhamento da apresentacao dos contetidos neste trabalho tem como principal
finalidade ajudar o professor na organizacao das suas aulas. Um assunto recorrente nas
reunioes de professores é a questao da falta de tempo para cumprir a grade de contetudos.
Dependendo do nuimero de horas semanais de aulas de matematica que o professor tem
a disposicao, a falta de tempo realmente torna-se um aspecto a ser considerado e, assim
sendo, conteiddos mais importantes para a formacao dos alunos precisam ser priorizados.

Segundo o material elaborado pela SBM, que realizou uma discussao sobre o curriculo,
podemos observar que os contetdos foram organizados nos eixos tematicos: mimero,
aritmética e dlgebra; geometria, medida e algebra; estatistica e probabilidade. Vamos

nos ater aos eixos que envolvem a algebra, visto que nosso foco sao os polinomios.



2.2.1 Curriculo Escolar - 7° ano

Referencial curricular do Estado de Mato Grosso do Sul

Contetdo Habilidade

v Linguagem matematica; v' Identificar os dados de um problema usando a linguagem ma-
temadatica;

v Equagao do 1° grau. v’ Utilizar equagdes para traduzir linguagem matematica e re-
solve-las;
v" Identificar uma equagao do 1° grau:
v’ Determinar o valor desconhecido de uma equacao do 1° grau.

Tabela 2.1: Contetidos e habilidades nos curriculos do Estado de Mato Grosso do Sul - 7°

ano.

A BNCC aborda os contetidos para essa série como: linguagem algébrica: variavel
e incognita; equivaléncia de expressoes algébricas: identificacao da regularidade de uma
sequéncia numérica; equacoes polinomiais do 1° grau. As habilidades a serem desen-
volvidas sao: compreender a ideia de variavel, representada por letra ou simbolo, para
expressar relacao entre duas grandezas, diferenciando-a da ideia de incdgnita; classificar
sequéncias em recursivas e nao recursivas, reconhecendo que o conceito de recursao esta
presente nao apenas na matematica, mas também nas artes e na literatura, utilizando a
simbologia algébrica para expressar regularidades encontradas em sequéncias numeéricas,
além reconhecer se duas expressoes algébricas obtidas para descrever a regularidade de
uma mesma sequéncia numérica sao ou nao equivalentes; e ainda resolver e elaborar pro-
blemas que possam ser representados por equacoes polinomiais de 1° grau, redutiveis a
forma, fazendo uso das propriedades da igualdade.

Segundo a discussao elaborada pela SBM, a partir do 7° ano, os alunos
comecam a ter o primeiro contato, de fato, com a introducao da linguagem algébrica.
As habilidades a serem desenvolvidas com esse primeiro contato sao: observar padroes e
generalizar usando a linguagem da algebra em exemplos, modelar e resolver problemas

usando a linguagem da algebra com uma e/ou duas varidveis inteiras, além de resolver e



efetuar manipulacoes algébricas simples em equacoes algébricas de uma varidavel de grau
1.

Comentarios: A discussao elaborada pela SBM aborda o conteido do 7° ano
como introducao a linguagem da algebra e uma das habilidades a serem desenvolvidas é
a modelagem de problemas usando a linguagem algébrica com duas variaveis inteiras e
resolver através de inspecao, no entanto o Curriculo do estado de Mato Grosso do Sul e a
BNCC nao explanam a ideia de duas variaveis para essa etapa de ensino. Por outro lado,
a BNCC aborda um dos conteiidos do 7° ano como equivaléncia de expressoes algébricas,
ou seja, a identificacao da regularidade de uma sequéncia numeérica, onde os outros dois

materiais nao enfatizam dessa forma, nem nos contetidos e nem nas habilidades.

2.2.2 Curriculo Escolar - 8 ano

Referencial curricular do Estado de Mato Grosso do Sul

Contetdo Habilidade
v Fatoragao: v Aplicar a fatoracao na resolugao de equacoes;
v Expressoes algébricas; v Traduzir problemas do cotidiano para linguagem algébrica;

v Equacao do 1° Grau com uma | « Calcular expressoes algébricas envolvendo as operagoes;

incognita;

v Polindémios; v'Resolver problemas de expressoes algébricas envolvendo as
operagoes;

v Monoémio ou termo algébrico; v Resolver equagao do 1° Grau com uma incégnita, aplicando os
principios aditivos e multiplicativo de igualdade;

v’ Fatoragao de Polindmios; v'Resolver problemas que envolvem equacoes do 1° grau;

v Produtos notaveis; v'Identificar um polinémio;

v Fragoes algébricas; v'Reconhecer um monoémio quadrado perfeito;

v’ Simplificacao de fracoes | v'Reconhecer um trindmio quadrado perfeito;

algébricas;
v Equacao fraciondria; v Efetuar operacoes fundamentais que envolvem polinémios;

v Equacao e Inequacao de 1° | v Utilizar o critério da fatoracao de polinémios em expressao

grau com uma incognita; algébrica;
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v Equacao de 1° grau com duas | v Resolver problemas envolvendo a fatoracao de polindémios;
incognitas;
v Sistema de Equacao do 1° grau | v Escrever uma expressao dada sob a forma de produtos de po-
com duas incégnitas. linémios;

v Aplicar os casos de fatoragdo para determinar o M.M.C.
(Minimo Multiplo Comum) de polindmios;

v'Reconhecer e calcular o quadrado da soma e da diferenca de dois
termos;

v Reconhecer e calcular o produto da soma pela diferenca de dois
termos;

v’ Observar a regularidade dos resultados do produto notavel de-
senvolvido;

v Resolver problemas do cotidiano envolvendo fracoes algébricas;
v’ Simplificar e calcular expressoes de fragoes algébricas;
v'Resolver problemas envolvendo equagoes e/ou inequagdes do 1°
grau;

v Verificar se um par ordenado (z,y) é ou ndo uma das solugdes
de uma equagao do 1° grau com duas incégnitas;

v Calcular sistema de equacoes com duas incdgnitas, utilizando o

método da substituigao ou o método da adigao.

Tabela 2.2: Contetidos e habilidades nos curriculos do Estado de Mato Grosso do Sul - 8°

ano.

A BNCC aborda os contetiddos para essa etapa do ensino fundamental como: valor
numérico de expressoes algébricas, além de associar uma equacao linear de 1° grau a
uma reta no plano cartesiano. Expoe ainda o sistema de equacoes polinomiais do 1° grau,
enfatizando a resolucao algébrica e sua representacao no plano cartesiano. A BNCC expoe
ainda ques equacoes do 2° grau sejam abordadas nessa etapa, porém elas devem ser do

tipo az?® = b.

De acordo com a abordagem da SBM, as relacoes de contelidos iniciam com
a algebra e suas operacgoes, pontuando também as propriedades dessas operacgoes, tais

como: decomposicao em produtos, propriedades associativa e comutativa da adicao e

11



multiplicacao, além da propriedade distributiva da multiplicacao em relacao a adicao e
subtracao; aborda ainda a potenciacao e produtos notaveis. Expoe de forma acessivel a
regularidade e leis de formacao e linguagem algébrica. Além das expressoes algébricas,
tem-se a abordagem de valor de uma expressao. Temos ainda que as equagoes de 1° e 2°
graus com uma incognita também sao abordadas no 8° ano e suas respectivas solucoes.
Associa-se uma equacao linear de 1° grau a uma reta no plano cartesiano, além de expor
a ideia de sistema de equacoes de 1° grau, ou seja, a resolucao algébrica representada no
plano cartesiano. Ainda sobre as equacoes polinomiais, temos a equacao do 2° grau do
tipo az? = b. Além de entender as propriedades das operacoes no conjunto dos ntimeros
reais através da linguagem algébrica, espera-se que os alunos entendam os simbolos e as
hierarquias das operacoes, além de desenvolver habilidades para realizar manipulacoes
algébricas. Espera-se também que saibam efetuar produtos notaveis por meio da algebra
e também por meio da relacao de area, e ainda justificar algebricamente as formulas
dos produtos notaveis. Espera-se ainda que os alunos possam expressar regularidades
da élgebra (contagem, leis de formacao de sequéncias numéricas, relagao entre variaveis),
modelando problemas da vida real que envolvam equacoes do 1° e do 2° grau.
Comentarios: Observa-se que os trés materiais partem sempre de situacoes-problema,

para que o aluno possa ampliar, aprofundar e construir novos sentidos para seus conhe-
cimentos, entre eles, comparar, observar e inferir. Observa-se também que existe uma
regularidade nos trés materiais ao abordarem os contetidos para esta etapa do ensino fun-
damental, porém o que os diferenciam é a exposicao da equacao do 2° grau, a qual é feita

apenas pela BNCC.

2.2.3 Curriculo Escolar - 12 série do Ensino Médio

Referencial curricular do Estado de Mato Grosso do Sul

Contetdo Habilidade

v Funcoes; v Entender o significado e as formas de representar os niimeros,

as relagoes entre eles e os diferentes sistemas numéricos;

12



v'Dominio e contradominio; v Ler, articular e interpretar simbolos e codigos em diferentes
linguagens e representagoes: sentencas, equagcoes, diagramas, ta-
belas, graficos e representagoes geométricas;

v Plano cartesiano; v'Usar e interpretar modelos, perceber o sentido de trans-
formacgoes, buscar regularidade, conhecer o desenvolvimento
histérico e tecnoldgico de parte de nossa cultura e adquirir uma
visdo sistematizada de parte do conhecimento matematico;

v Counstrugao de graficos; v Compreender o conceito de fungoes, associando-o a exemplos da
vida cotidiana.

v'Analise de gréficos; v Associar diferentes fungoes a seus graficos e correspondentes.
v Funcao afim ou do 1° grau;

v Coeficientes da funcao;

v Estudo dos sinais;

v Inequacoes;

v Funcoes quadraticas ou do 2°
gra;

v’ Raizes da equacao;

v Estudo dos sinais.

Tabela 2.3: Contetidos e habilidades nos curriculos do Estado de Mato Grosso do Sul - 12

série do Ensino Médio.

A BNCC propoe aos estudantes a oportunidade de desenvolver o pensamento
algébrico, tendo em vista as demandas para identificar a relacao de dependéncia entre
duas grandezas em contextos significativos e comunica-la utilizando diferentes escritas
algébricas, resolver situacgoes-problema por meio de equacoes e inequacoes; interpretar
situacoes economicas, sociais e das Ciéncias da Natureza que envolvem a variacao de duas
grandezas, pela analise dos graficos das funcoes representadas e das taxas de variacao com
ou sem apoio de tecnologias digitais.

A Discussao Curricular da SBM aborda os conteudos de forma sintetizada,
sendo eles: funcao afim, funcao linear e funcao quadratica. Espera-se que os alunos possam
identificar uma funcao afim a partir da sua representacao algébrica ou geométrica, além

de representar graficamente as funcoes afins e obter a representacao algébrica. Espera-
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se ainda que os alunos sejam capazes de identificar uma funcio linear e/ou quadratica
a partir de suas representacoes graficas ou algébricas, além de resolver problemas que
envolvam maximos e minimos de fung¢oes quadraticas.

Comentarios: Os trés materiais abordam o assunto de funcoes e graficos partindo
de uma situacao-problema, onde priorizam conceitos e defini¢oes e sempre buscam associa-
los a situacgoes do cotidiano para uma melhor explanacao do contetido. Existe uma sintonia
consideravel entre o Referencial Curricular do Estado de Mato Grosso do Sul e o material
elaborado pela SBM, onde ambos abordam com mais intensidade os conteidos de funcao

afim e funcao quadréatica.

2.2.4 Curriculo Escolar - 32 série do Ensino Médio

Referencial curricular do Estado de Mato Grosso do Sul

Conteldo Habilidade

v Polinémios e Equagdes | v Avaliar propostas de intervencio na realidade utilizando conhe-
algébricas; cimentos algébricos;

v Operacoes com polinémios; v'Relacionar o estudo de polinémios e equagoes polinomiais com

estudo de funcoes;
v Equacoes polinomiais. v Tomar decisoes diante de situagoes-problema, argumentando

com base na interpretacao das informacgoes e nos conhecimentos

sobre polinémios.

Tabela 2.4: Contetidos ¢ habilidades nos curriculos do Estado de Mato Grosso do Sul - 32

série do Ensino Médio.

A BNCC enfatiza em uma de suas competéncias que os alunos devem ser capazes
de investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando recursos e estratégias como observacao de padroes, experi-
mentacoes e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou nao, de uma demons-
tracao cada vez mais formal na validacao das referidas conjecturas. Em particular, ele
deve desenvolver algumas habilidades voltadas, por exemplo, aos polinomios, sendo elas:

investigar relacoes entre niimeros expressos em tabelas para representa-los no plano carte-
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siano, identificando padroes e criando conjecturas para generalizar e expressar algebrica-
mente essa generalizacao, reconhecendo quando essa representacao é de funcao polinomial
de 1° grau; analisar as relacoes entre ntimeros expressos em tabelas para representa-los
no plano cartesiano, identificando padroes e criando conjecturas para generalizar e ex-
pressar algebricamente essa generalizacao, reconhecendo quando essa representacao ¢ de
funcao polinomial de 2° grau do tipo y = az?; encontra e analisar pontos de maximo
ou de minimo de funcoes quadraticas em contextos da Matematica Financeira ou da Ci-
nematica, entre outros; identificar e associar sequéncias numéricas (PA) a fungoes afins de
dominios discretos para anélise de propriedades, incluindo deducao de algumas férmulas
e resolucdo de problemas; associar sequéncias numéricas (PG) a fungées exponenciais de
dominios discretos para anélise de propriedades, incluindo deducao de algumas férmulas
e resolucao de problemas.

A Discussao Curricular da SBM nao aborda conteudos relacionados aos po-
lindbmios na 3* série do ensino médio. Em outras séries, orienta-se que seja realizado um
trabalho com funcées polinomiais com o auxilio de um ambiente virtual para uma melhor
visualizacao, reconhecimento e construcao de seus graficos.

Comentarios: Observa-se que, para a BNCC, as habilidades previstas para o ensino
médio sao essenciais para o letramento matematico dos alunos, e que se torne mais denso e
eficiente, tendo em vista que nesta etapa da educacao basica aprofundam e ampliam-se as
habilidades desenvolvidas no ensino fundamental, tendo mais ferramentas para compreen-
der a realidade e propor as acoes de intervencao. Observa-se que o Referencial Curricular
do MS aborda de forma sucinta as competéncias e habilidades abordadas pela BNCC,
com isso sua adequacao deve ser feita de forma gradativa por parte do professor. De
modo geral, observa-se uma coerencia entre os dois materiais.

Ao se pesquisar sobre Curriculos de ensino, nao se pode deixar de lado os livros
didaticos, os quais também sao um referencial para o professor, ja que servem de apoio
para que a proposta do Curriculo seja cumprida. Observa-se ainda que a maioria dos livros
didaticos utilizados nas escolas e/ou escolhidos pelo professor pouco diferem na disposigao

dos conteudos. Inclusive, livros de diferentes autores apresentam diversos exercicios repe-



tidos.

2.3 Funcoes Polinomiais

Um polinémio f(x) com coeficientes em R é uma expressao algébrica da forma:

n

f(x) =ao+ a1z + ... + apz™ = Zaj:cj,
j=0
onden € N,a; € R, para 0 < j < n.

Para 0 < j < n, os elementos a; sdo os coeficientes do polinémio f(x), e os termos
a;z’, tais que a; # 0, sao chamados monomios de grau j do polinomio f(z). O coeficiente
ap é chamado termo constante e, por consequéncia, f(z) = ap é chamado polinémio
constante.

Dados os polinomios f(z) e g(x), onde f(x) = ap+ a1z + ... + az” e g(z) =
by + bz + ... + b,x™, podemos dizer que eles sao polinomios iguais se, e somente se,
a; = bj, para todo 0 < j < n. Com isso, escrevemos que f(z) = g(x).

Quando f(z) = 0, dizemos que f(z) é o polinémio nulo, ou seja, todos os seus
coeficientes sao nulos, e ele pode ser escrito da forma f(x) = 04-0x+...40z", para qualquer
n € N. Para esse polinomio nao se define grau pois nao possui nenhum coeficiente nao
nulo.

De modo geral, podemos estabelecer o grau de um polinémio. Desde que f(z) # 0,
algum coeficiente deve ser diferente de zero, entao ha um maior indice n, tal que a,, # 0.
Assim, definimos grau de um polinomio e denotamos por gr(f(x))) como sendo n, em que
a, ¢ chamado de coeficiente lider. Por exemplo, f(z) = 52* + 32° + 22 tem grau 4 e o
polinémio f(z) = 6 tem grau zero, pois corresponde a f(x) = 6z°.

De acordo com Lima [2], ¢ indiferente nos referirmos a fungao polinomial f(x) ou ao
polindomio f(x), ja que existe uma correspondéncia biunivoca entre ambas: a toda funcao
polinomial f : R — R corresponde um polinomio real.

As operacoes de polindomios em R sao definidas a partir das operacoes em R.
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Sejam f(x) = Z a;z’ e g(z) = Z bjz’ em R, podemos definir operagao de adigao
J=0 =0
desses polinomios como:

n

F@) +g@) =3 e,
j=0
onde ¢; = a;j + b, para 0 < j < n. O resultado da adicao de dois polinémios ¢ chamado
soma.

Segue ainda que na adi¢do de polindmios valem as propriedades a seguir: f(x) #
0,9(x) # 0 e f(z) +g(x) # 0, entao gr(f(z) + g(x)) < max{gr(f(x)),gr(g(x))}, valendo
a igualdade sempre que gr(f(z)) # gr(g(x)).

Dados os polinémios f(z) = i:oajxj, g(z) = anobjxj e h(z) = i cjz? em R, temos
j= j= =

J=0
as seguintes propriedades para a adicao de polinomios em R:

i) Associativa: [f(x) + g(«)] + h(z) = f(x) + [g(x) + h(a)]

Demonstracao: pela propriedade associativa da soma em R, temos:
T T
[f(2) + g(@)] + h(z) = Y (a;j+b)al + Y cja?

Jj=0 =0
n

= ) llaj+b) +ej)a

=0

= Z [aj + (b + ¢;)] &’

= Z a;z’ + Z(bj +¢;)a’
= f@)+[g(z) + h(z)].

ii) Comutativa: f(z) + g(z) = g(z) + f(x)

Demonstracao: pela propriedades da soma em R, a soma dos coeficientes de cada

parcela de mesma potencia é comutativa, isto €, ¢; = a; +b; = b; + a; = d;, para
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todo 0 < j <n:

flz)+g(z) = Zajxj + Z bz’
=0 =0

iii) Elemento Neutro: f(z)+0 = f(x)

Demonstragio: Seja c(z) = Z c;z’, vamos tomar que f(z) + c(xz) = f(x) para
i=0

n

qualquer f(z) = > ajz?. Observamos que os coeficientes das parcelas de mesma
J=0

poténcia devem satisfazer a; +c; = a;, logo ¢; = 0, para todo 0 < 7 < n. Com isso,

temos que o elemento neutro para adi¢ao de polindémios é o polinémio nulo ¢(z) = 0.

iv) Elemento Simétrico: Se f(z) = Y a;z’, o simétrico de f(z) é o polinomio — f(z) =

n

7=0
n

2 (—aj)z’

i=0

Demonstragao: Seja q(x) = Z az?, vamos tomar que f(x)+¢(z) = 0 para qualquer

=0
n ;
f(z) = > a;x’?. Observe que os coeficientes das parcelas de mesma poténcia devem
Jj=0
satisfazer a;x’ + a}:cﬁ' = 0, logo a;z’ = —a;-xf, para todo 0 < j < n. Com isso,

n
concluimos que o elemento simétrico para f é o —f(x) = > (—a;)x’.
j=0
A partir da propriedade do elemento simétrico, definimos também a subtracao entre
dois polinémios f e g como sendo a soma de f com o oposto de g, ouseja, f—g = f+(—g),

0 que resulta em:

(f —g)(x) = (a0 — bo) + (a1 — b1)a' + ... + (an — by)z",
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n n
Dados os polinémios f(z) = > a;z? e g(z) = bjz?, definimos a multiplicagao
j=0 J=0
desses polinomios como segue:

n-+m
f(x)-g(x) = Z 6
=0
onde
Co = ap - by
C1 =ap-by+ai-by
ca =ag-ba4a;-by+azx-by

Cy :ao-bj+a1'bj_1+...+6lj'b(): Z CL,\.bM
Au=j

Cni4m — Ap - b’rno

O grau do polinémio que resulta da multiplicagao entre as polinémio f(x) e g(x),
ambos nao nulos, e tendo como coeficientes lideres a,, e by, é gr(f(z).g(z)) = gr(f(z) +
gr(g(x)), o que é conhecido como propriedade multiplicativa do grau, em que o coeficiente
lider de f(z) - g(x) é ay, - by,.

O resultado da multiplicacao entre dois polinomios é chamado de produto. Temos
ainda, da definicao acima, que:

i) Para quaisquer j, k € N, vale: -k = Itk

ii) Se f(z) =a e g(x) = by + byz + ... + by, 2™, entéo:

f(z)-g(x) = a-g(2)

= a- (Z bkxk)
k=0

m

(a-by)z"

Il
(]

o
Il

0
a-bo)+(a-b)x+ ...+ (a-by)z™,

|
—
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Dados os polinémios f(z) = 3 ajz?, g(x) = 5 bjx’ e h(z) = 5 c;z? em R, temos
=0 =0 =

7=0

as seguintes propriedades que envolvem a multiplicacao de polinomios em R:

(i) Associativa: [f(x) - g(x)] - h(z) = f(x) - [g(x) - h(x)]

Demonstracao:

[f() - g(x)] - h(x)

<.
I
o

~]

<.
I
o

() ()] (5

ii) Comutativa: f(z)- g(z) = g(z) - f(z)

m
Para demonstragao desta propriedade consideraremos g(z) = > b;z?.
j=0
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Demonstracao:

@) g@) = Y a3 b
Jj=0 j=0
n—+m
. Z ( Z aAbp) %

J=0 Nj=A+u
n+m
= E E buay | «’
§=0 \j=A+u
n n
— . )
= E a;T; E bjx
=0 =0
= g(z)- f(z)

pois ax.b, = b,.a) para VA; p € R.

iii) Distributiva: f(z) - [g(z) + h(z)] = f(z) - g(z) + f(z) - h(z)

Demonstracao:
f(z) - [9(z) + h(z)] = ( ajx“’) : (Z(bj +Cj)9?")
J= =0

n+m

= Z ( Z ay - (prGC)) x
=0 \j=A+p

= Z ( Z a,\-bu—ka;‘-cﬁ) x’
=0 \j=A+p
n+m n+m

= Za)\ bp)x +Z(Z ax-cp):c
=0 \j=A+p =0 \j=A+p

= f(z)-g(x) + f(x) - h(x)

iv) Elemento Neutro: f(z)-1 = f(x)

Demonstragio: seja c(x) = Y c;z’, vamos tomar que f(x) - c(z) = f(z) para qual-
j=0
n
quer f(z) = > a;z’. Observamos que os coeficientes dos fatores devem satisfazer
J=0
aj-c; = aj, logo ¢; = 1, para todo 0 < 7 < n. Logo podemos concluir que o elemento

neutro para a multiplicacio de polindmios é o polindomio constante c(z) = 1.
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Vamos agora introduzir o conceito de divisibilidade entre polinémios reais: sejam
f(x) e g(x) polindmios reais. Quando existe um polinomio real h(z), tal que f(z) =
g(z) - h(z), podemos dizer que f(z) ¢ multiplo de g(z). Se g(z) # 0, podemos dizer ainda
que g(x) divide f(z).

Por outro lado, temos que, se g(x) divide f(x), entdo gr(g(z)) < gr(f(z)). Observe:
Como g(z) divide f(z) e ambos sdo nao nulos, existe um h(x) tal que f(z) = g(x) - h(x).

Pela propriedade multiplicativa do grau, temos que:

gr(f(z)) = gr(g(z)- h(z))

= gr(g(@)) +er(h(z)) = gr(g(z)).

Temos ainda que, dividir o polinémio f(x) por g(x), significa encontrar dois po-

linémios reais, ¢(x) e r(x) que satisfacam as seguintes condigoes:

i) f(z) = g(x)-q(z) +r(z);
ii) o grau de r(x) nao pode ser igual nem maior de g(x) ou entao r(z) = 0.

Assim, dizemos que o polinémio g(z) divide o polinémio f(x) quando r(z) = 0.
Chamamos f(x) de dividendo, g(x) de divisor, g(x) de quociente e r(x) de resto.
Para efetuar a divisao de polindmios pode-se utilizar o método da chave, semelhante

ao empregado para niimeros inteiros:

f(x) | g(z)

r(z)

Para ilustrar o uso deste método, apresenta-se o exemplo a seguir:

Exemplo: efetue a divisao de f(z) = 122® + 42? — 8z por g(z) = 4z pelo método da
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chave.

1223 +4z? -8z dx
—1223 3r24+z—2
0 +4x?
—4x?
0 —8x
+8z
0

2.3.1 Derivada de Polindomios

O objetivo neste trabalho é apresentar a derivada apenas para funcoes polinomiais.
No entanto, para isso, é preciso de uma definicao formal de derivada para uma funcao
real qualquer.

Seja y = f(z) uma funcdo definida em um intervalo aberto. A derivada da fungao

f(x), denotada por f'(x), é definida pela seguinte funcio:

flo) — 1 LE D = @)

h—0 h

caso este limite exista. Se o limite existir, dizemos que a funcao f é uma funcao derivavel.

Segundo [3], temos que a derivada de um polinomio real f(x) é o polinomio definido

por:
n
f'(@) = D(f(x)) = Zjaﬁj_l = a1+ 2a27 + ... + naz™ "t
j=1
Sejam f(x) e g(z) fungoes em R e a € R, temos as seguintes propriedades para a
derivada:

i) D(f(x) +g(z)) = D(f(z)) + D(g(z))

Demonstracao:

flz+h)+g(z+h) = (fx) +g(z))

(f(x+h) = f(z) + (g(z + h) — g(2))

(f+g)x+h)—(f+g)()
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Logo,

D(f(z) + g(z)) = lim L FIEFR=(F+9)(@)

h—0 h

= lim flz+h) = f(z) + glx+ h) —g(x)
h—0 h 3

= lim flz+h) — f(z) + lim gz +h) — g(z)
" h = h

= D(f(z))+ D(g(z))

i) D(f(z)-g(x)) = D(f(z)) - g(z) + f(z) - D(g(z))
Demonstracao:

Observe que:

flz+h)glx+h) — f(z)g(z)=
= flz+h)g(x+h)— flz)g(z+h) + f(z)g(z + h) — f(z)g(z).

Reorganizando os termos, temos que:

fx+h)g(x+h) — flz)g(z) = (f(z+h) = f(z))g(x + h) + flx)(g(z + h)) — g(z)).

Pela definicao de derivada, temos:

flx+h)g(z + h) — f(x)g(x)

D(f(z)-g(z)) = lim

h—0 h

_ o U@ = f@ge+ ) L f@) g+ h) — (@)
h—0 h h—0 h
_ (}lll}_% (f(SC + ];3 — f(fE)) (](SC) + (}EIL% ((](SC + ];3 - Q($)> f(a:)

= D(f(x))-g(z) + f(z) - D(g(z)).

iii) D(af(2)) = aD(f(2))
Demonstracao: se a é uma constante e [ é derivavel, temos pela propriedade ante-

rior, que:



iv)

Como a derivada da constante é (), temos que:

f(@)\ _ D(f(@))g(z) — f(x)D(g(x))
o (.@($)> B g2 (2)
Demonstragao: seja h(x) = % = f(x) = h(z) - g(z). Pela propriedade ii, temos
que: '
D(f(z)) = D(g-h)(z)=D(g(z)) - h(z) + g(z) - D(h(z))
g(x) - D(h(z)) = D(f(z))— D(9(z))-h(z)
Como h(zx) = :;((i)) temos que:
e @)
g(z) g(z
D(f(z))g(z) — D(g(z)) - f(z)
_ g(x)
g(x)
_ DU(2)) g(z) — f(z) - D(9(z))
9*(z)
D(f(@)) = D(z") = na™"!

Demonstragdao: dada a fungao f(x) = 2" é derivavel para todo x € Rse n > 0 e
derivavel para x € R* se n < 0. Se n = 0 o resultado segue imediatamente, pois
2% = 1, cuja derivada é 0. Provaremos o caso n > 0 por inducao. Vale para n = 1,

pois:
f@=c'=z=D(f@@)=1=1-a""
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Suponha que o resultado vale para n = k, ou seja, f(z) = z* é derivavel e D(f(z)) =

k- 2*=1, entdo, aplicando a regra do produto, temos que g(x) = gl =z . zF é

derivavel e
($k+])'(I'xk)lle'xk“'“ﬂf'(l‘k)l:ﬂfk+k$'$k_] :ﬁ‘?kJrkﬁ‘?k:(kJrl)-Ik;

o que completa a prova do caso n > 1. Agora suponha n < 0, e tome n = —m com

m > (), temos que

1
Se x # 0, entao pela derivada do quociente, — ¢ derivavel e temos que
¥

x’fﬂ

(Im)Z - IQm = &

( 1 )l = 1,(xm) — 1(xm)f —maz"™! —m—1 n—1

2.3.2 Polindmios e suas raizes

Nesta secao sao apresentados alguns resultados interessantes sobre a relacao entre
polinomios e suas raizes.

Seja f(x) um polindmio em R, entdo 3 € R é uma raiz de f(x) se, e somente se,
x— [ divide f(x). Para provarmos essa afirmagao vamos supor que f(3) = 0. Pela divisdo

de f(x) por x — (3, existem os polindémios ¢(x),r(z) € R, tais que:

3

flz) = q(@)(z = B) +r(2),

onde r(z) = 0 ou gr(r(z)) < gr(z — ) = 1. Assim r(z) = r pertence a R e f(z) =
q(z)(x — B) +r. Analisando f(z) em 3, temos que:

0=f(B)=aB)B-B)+r=r=r=0,

mostrando que = — /3 divide f(z). Reciprocamente, suponhamos que x — 3 divida f(z),

entao existe ¢(z) € R tal que f(z) = ¢g(z)(x — 3). Portanto:

fB)=4a(B)(B—B)=q(B)-0=0.
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Esta proposicao é conhecida como teste da raiz. A seguir, veremos uma propriedade
que nos da uma limitacao sobre o niimero de raizes de um polinémio.
Seja f(z) um polinémio em R, se f(x) tem grau n, entao f(x) tem no maximo n
raizes em R. Faremos a demonstracao desta preposicao por indugao sobre n = gr(f(x)):
Sen =0, entao f(z) = a # 0 nao tem raizes em R e o resultado ¢ valido.
Seja n > 0. Suponhamos o resultado verdadeiro para polinomios de grau n e seja
f(x) um polinémio com gr(f(z)) = n+ 1. Se f(z) ndo tem raizes em R, nada ha a

demonstrar. Seja § € R uma raiz de f(x). Entao pela propriedade anterior, sabemos que

x — [ divide f(x), logo existe ¢(x) real, tal que

f(z) = q(z)(z — B), com gr(q(z)) =n.

Por hipétese de indugao, ¢(z), tem no maximo n raizes em R. Observe que:

ac€Réraizde f(z) & 0= f(a)=q(a)(a—p5)

& g¢gla)=0oua—p=0

<« éraiz de ¢(z) ou a = .

Portanto, f(z) tem no maximo n + 1 raizes em R.
Como exemplo de aplicacao desta propriedade, apresentaremos a seguir o polinémio

interpolador de Lagrange, o qual serd utilizado na proxima secao para fazer as apro-

ximacoes de funcoes.
Sejam a;, b; € R, j = 1,2,...,n, com a; dois a dois ¢ os b;, nao nulos, temos o

seguinte polinomio:
(r—a)@—a )@ —am) - (w—an)

pi(x) = b;. = 10 e

(aj —a1) -~ (a; — aj-1)(a; — aj1) -+~ (a7 — @n)
o qual é conhecido como polinomio interpolador de Lagrange.
n
Segue que p(z) = > p;(z) € o tnico polindomio de grau menor que n, tal que
Jj=1

1,...,n. De fato, o polindmio p(z) tem grau menor do que n, tal que

0, se j#k
pilar) =
bj, se j = k.
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Para provar a unicidade, suponhamos que ¢(z) seja um polinémio que satisfaga as
mesmas condigoes de p(z). Logo, p(x) — ¢(x) se anula em ay, ..., a,. Como esse polinémio
tem grau menor do que n e tem n raizes, ele ¢ nulo, logo p(z) = q(x).

Outra proposicao que associa polinomios e suas raizes ¢ apresentada a seguir.

Seja f(x) um polindémio real, com gr(f(z)) =n > 1. Entao existem 3y, ..., 3, € R,

nao necessariamente distintos, e a € R tais que:

f(l) = a(x - ﬁl) o (37 . ﬁn)‘

Para provarmos essa proposi¢io, vamos usar indugao sobre o grau de f(z). Se
gr(f(z)) = 1, entdao f(z) = ax + b, com a,b € Re a # 0, logo f(z) = a(xr +a"'b) e
B1 = —a"'h.

Sejan > 1 e suponhamos o resultado valido para polinémios de grau n. Seja f(z) tal
que gr(f(z)) = n+1. Por hipétese, f(z) tem uma raiz f € R. Como visto anteriormente,
f(z) = q(z) - (x — ), para algum ¢(x) real e gr(q(z)) = n. Por hipétese de indugao,
existem a, (1, ..., B, € R, com a # 0, tais que ¢(z) = a(z — (1)...(z — Bn).

Logo,

fl@) = a(z = B1)...(z = Bn)(z = B).

Tomando 3,1 = 3, concluimos a demonstracao.
Observe que, na proposicao anterior, a ¢ o coeficiente lider de f(z). Além disso,
Bi, ..., Bs, 1 €5 < n, sao suas raizes distintas e 3; ocorre com multiplicidade r;, para cada

j=1,..., s, da forma:

f(2) = a(e — )™z — B

onde r{ + ...+ rs = n.

2.4 Resolucao de Problemas

A resolucao de problemas tem sido apontada como forma de desenvolver nos alunos

a capacidade de pensar matematicamente, com isso faremos uma analise de algumas
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situagoes que envolvem polindmios e/ou fungoes polinomiais em diferentes anos do ensino

fundamental e médio.

i) Situagao de aprendizagem aplicavel ao 7° ano do Ensino Fundamental
Escreva a equacao que representa o problema e descubra a resposta, se houver:

“Qual o é o nimero cujo o triplo somado com 5 resulta em 177"

Resolugao: 3z 4+ 5 =17. O valor do nimero desejado é 4.

O objetivo desta situacao de aprendizagem é introduzir alguns procedimentos para
resolver equacoes de primeiro grau com uma incégnita. A existéncia da letra cujo valor se
quer descobrir (incégnita) faz da equagdo uma pergunta na linguagem corrente. O aluno
é capaz de responder a esta pergunta usando apenas um raciocinio aritmético, ou seja,
ele pode pensar que se o triplo de um nimero somado com 5 resulta em 17, entao o triplo
deste nimero é 12 e, portanto, a resposta ¢ o 4. Mentalmente, o aluno consegue realizar
essa operacao inversa em equacoes simples, com coeficientes inteiros. A ideia que esta por
tras do raciocinio é desfazer a equacao por meio de operacoes inversas até se obter o valor

da incognita.

ii) Situagao de aprendizagem aplicavel ao 8° ano do Ensino Fundamental
Represente geometricamente o produto notavel (x + a)(x + b) e encontre uma ex-

pressao equivalente.

Resolucao: A ideia inicial seria propor aos alunos que interpretem esse produto como
sendo a area de um retangulo de lados x+a e £+ b, posteriormente pede-se para os alunos
analisarem os lados como sendo uma soma de um lado cujo a medida ¢ x e mais uma
quantia mede a, enquanto o outro lado mede x e mais uma quantidade mede b. A partir
disso deve-se observar que temos um quadrado de lado x, um retangulo de lados a e b,
um retangulo de lados a e x, um retangulo de lados b e x e outro retangulo de lado a e b
como na Fig. 2.1.

Ao verificar geometricamente o produto notavel, temos que a area do retangulo é

dada pela expressao z2+zb+za+ab, com isso levamos os alunos a observar que a 4rea total
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sle

Figura 2.1: Representagao geométrica do produto notavel (z + a)(x + b).

¢é a soma de quatro areas menores. E ainda temos que a expressao ra+xb, pode ser escrita
(interpretada) como x(a +b), pois conforme a ementa curricular, o contetido de produtos
notaveis ¢ anterior a este, levando os alunos a concluir que (z+a)-(z+b) = 2*+z(a+b)+ab.

Por outro lado, podemos reorganizar a figura acima com os retangulos de areas zra

e xb, os quais juntos formam um retangulo de lados x e a + b, como mostra a Fig. 2.2.

X

Figura 2.2: Representacao geométrica dos termos za e xb.

Uma observagao importante é que na expansao do produto (z+a)-(z+b) o coeficiente

de x é a soma de a + b e o termo independente é o produto dos mesmos termos ab. Esse
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resultado também pode ser retomado quando for trabalhado solucoes de equacao do 2°
grau.

Outra situacao que pode ser trabalhada é a relacao do trindomio quadrado perfeito.
Para isso, seja a = b. Temos que (z+a)? = 2*+2za+a* e que a representagio geométrica

¢ semelhante a anterior.

iii) Situagao de aprendizagem aplicdvel ao 8° ano do Ensino Fundamental
Um canteiro na forma de um quadrado foi reduzido de modo a ser contornado por
uma calcada com 3 metros de largura, conforme a Fig. 2.3. Com isso, sua area

passou a ser de 169 m? . Qual era a medida da area original desse canteiro?

Resolucao: Seja x a medida do lado do quadrado original. Reduzindo 3m de cada

lado, o quadrado interno tera (xz — 6)m como medida de lado, como mostra a Fig. 2.3:

3m

3m o jegme [3m 169 m?
A X-6
3Im
L

Figura 2.3: Representacao geométrica da situacao de aprendizagem aplicavel ao 8° ano.

Logo, é possivel escrever a seguinte equagao: (x—6)% = 169, a qual pode ser resolvida
por meio de calculo mental. Perceba que 169 é o quadrado de 13, assim, x — 6 = 13, logo
x = 19m. Portanto, a area do canteiro original é de 361 metros ao quadrado.

Temos ainda que esclarecer que (—13)? = 169, no entanto esse resultado nao serve

por se tratar de medida de comprimento.

iv) Situagao de aprendizagem aplicavel ao 8° ano do Ensino Fundamental

(ESPM-SP) Do ano de 2000 (z = 0) até o ano de 2006 (z = 6), o ntmero de
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automéveis numa cidade variou conforme a funcao V(z) = 9z + 100, enquanto a
populagéo variou, nesse mesmo periodo, segundo o polinémio P(x) = 1,8z%+ 47z +
300, sendo V(z) e P(x) dados em milhares de unidades. Determine a fungao que

melhor representa a variacao do ntiimero de habitantes por automovel nesse periodo:

Resolucao: queremos obter a variacao do numero de habitantes por automoéveis, ou

seja, o quociente entre P(z) e V(z). Utilizando o método da chave visto anteriormente,

temos:

1,822 47z +300 | 9z + 100

1872 —20z 0,22 + 3
27z +300
27z —300

0

Como vimos o resto da divisao ¢ igual a 0, ou seja P(x) ¢ divisivel por V(). Logo,
a melhor funcao que representa a variacao do niimero de habitantes por automodveis no

periodo indicado é y = 0, 2z + 3.

v) Situagao de aprendizagem aplicavel a 1* série do Ensino Médio
(PUC-BH) A funcao R(t) = at + b expressa o rendimento R, em milhares de reais,
de certa aplicacdo. O tempo ¢ é contado em meses. R(1) = —1 e R(2) = 1. Nessas

condicoes, determine o rendimento obtido nessa aplicacao em quatro meses.

Resolucgao: como R(1) = —1, entao R(l)=a-(1)+b= —-1=a+b=a+b=—1.
Temos ainda que R(2) =1, entao R(2) =a-(2)+b=1=2a+b= 2a+b=1.

Com isso podemos construir o seguinte sistema de equacoes:

a+b=-1
2a+b=1
Isolando b na 1* equacao, temos que: a+b = —1 = b = —1 —a. Em seguida, substituindo
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o valor de b na 2%, temos que:

2a+b = 1
20+ (-1—a) = 1
20— 1—a = 1

a = 1+1

Substituindo o valor de a na 1* equacao, temos que:

b = —1-a
b = —1—2
b = =3

Portanto, a funcao serda dada pela seguinte lei de formagao R(t) = 2t — 3. Fazendo R(4),

temos:

R(4) = 2-4-3

Com isso, concluimos que o rendimento obtido nessa aplicacao sera de R$5000, 00.

vi) Situagao de aprendizagem aplicavel a 3* série do Ensino Médio
Seja f(x) = 3z® — 32? + 42 + 5, g(x) = 22% — 6z — 1 e h(z) = 32° + 5z? — 3z + 2,
determine f(x) + g(z), f(x) + h(z) e g(z) + h(x):
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Resolucao:

fix)+g(z) = B3-0z*+(-3+2)z*+ @+ (-6))z+ (5+ (-1))

= 32— — 20 +4

f@)+h(z) = B+ (=3)z*+(=3+5)2*+ 4+ (=-3)z+(5+2)
= 0224+ 22°+ 247

= 2%+ +7

A adicao de polinémios pode ser feita facilmente escrevendo os polindémios numa
tabela, onde nas primeiras linhas estdao cada um dos polindémios, com as poténcias =/ em
ordem decrescente, e na ultima linha o resultado da adicao, de maneira similar a adicao

de nimeros reais. Observe como fica o célculo de g(x) + h(z) através desta tabela:

2t —6z -1
(+) —3z® +52® -3z +2

—3z% +7z* -9z +1
Logo, g(z) + h(z) = =323 + Tz® — 9z + 1.
vii) Situagao de aprendizagem aplicdvel a 3* série do Ensino Médio
Seja g(z) = 2?4+ 2x + 3 e h(x) = —22% — z + 2, determine h(z) - g(z):
Resolucao:

—22%  —0x® —x 42
(x) z? 2z +3
—62% +0x® —3x 6

(1)
(2)
(3)
4) (+) —4z* 02 22 4x
(5)
(6)

—4x% 40zx* —2z3 +4x?

—4z®  —dzt -8z 4227 4z +6
Escrevemos h(x) na primeira linha (1) e g(z) na segunda (2), com as poténcias

de x em ordem decrescente. Em seguida, é feita a multiplicacao usando a propriedade
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distributiva e calculando a multiplicacao de cada termo do polinémio g(z) pelo polindomio
h(z), em ordem crescente das poténcias de z, organizando os resultados na tabela, nas
linhas subsequentes, em ordem crescente das poténcias de .

Em (3) estd o cdlculo de 3 (—22® —x+2); em (4) o cdlculo de 2z - (—2z° — x+2); em
(5), o calculo de 2%+ (—22* —2?+2). A Wltima linha da tabela (6) é a adigao (3)+(4)+(5)

das parcelas obtidas. Portanto, temos que:

h(z)-g(z) = —42° — 42" — 82> + 22° + = + 6.
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3 Aproximacoes Polinomiais

Neste capitulo serda abordado o assunto de aproximacao de funcées por polinémios,
que é uma das estratégias mais antigas da Analise Numérica, sendo muito utilizada até
hoje. A vantagem em se usar polinomios para aproximar funcoes mais complexas esta no
fato de que os polinomios sao facilmente computaveis, pois suas derivadas e integrais sao
novamente polinomios e suas raizes sao relativamente faceis de se encontrar. Portanto, é

vantajoso substituir uma funcao complicada por um polindémio que a represente.

3.1 Introducao

A Tabela 3.1 fornece a populacao brasileira entre 1950 e 2010:

Fonte: IBGE [17]
Ano (t) 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

Populagao (P(t)) | 51941 70070 93139 119002 146825 169799 190732

(em milhares)

Tabela 3.1: Populacao brasileira entre os anos de 1950 e 2010.

Sera que esses dados podem fornecer uma estimativa para a populacao, por exemplo,
em 19657 Ou 20077

Este tipo de aproximacao pode ser obtida por uma funcao que ajuste os dados for-
necidos, processo este denominado interpolagio. De acordo com Burden [16], a classe de
funcoes mais utilizada para interpolacao sao as funcoes polinomiais e, por isso, estudare-

mos aqui interpolacao polinomial.
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Figura 3.1: Populacao brasileira entre os anos de 1950 e 2010.

Segundo Franco [6], o Teorema de Weirstrass nos garante que toda fungao continua
pode ser arbitrariamente aproximada por um polinomio. Tais métodos podem ser utili-
zados nas seguintes situacoes:

i) a expressao analitica de f(x) ndo é conhecida, isto é, sabemos apenas seu valor em
alguns pontos xg, 1, T9.....T,. Esta situacdo acontece frequentemente quando
trabalha-se com dados experimentais, e necessita-se manipular f(z), como, por
exemplo, calcular seu valor num ponto ou sua integral num determinado intervalo,

entre outros;
ii) quando a f(z) tem uma expressao analitica tal que operagoes como a diferenciagao e

integragao sao dificeis (ou até mesmo impossiveis) de serem realizadas.

A interpolagao polinomial consiste em, dados n + 1 pontos distintos da funcao y =
f(x), (zo,y0)s (z1,Y1)s--s (T, Yn), obter um polindmio P,(z), de grau menor ou igual a n,
que aproxima f(z), tal que:

Pn(xo) = Yo; R,,,(I]) =1, PTL(IQ) =Y. .. ;Rn,(xn) = Un-
Pode-se provar que P,(z) existe e é tnico, desde que os pontos xg, z1, ..., T, sejam
distintos.
Seja

P.(x)=ap+ a1z + - +az"
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um polindmio de grau no méaximo n, com coeficientes ag, a;, ..

Assim, podemos montar o seguinte sistema:

,

ao+ a1To + ... + anTy = Yo

ap+ a1z + ... + anxt = 1

T
ap + a1y, + ... + AT, = Yn

., iy, a serem determinados.

o qual é um sistema linear para os coeficientes ag, a1, ..., a,, cujo determinante, conhecido

como determinante de Vandermonde, é dado por:

V= V($07IE]; “°>$ﬂ-) =

Temos ainda que, para calcular V', devemos considerar

da seguinte maneira:

V(@) = V@0, @1, e Tao1,T) =

T
I & = Gy
T
1z ... 2j
T
L ey e H

T
1 =z Zg

T
1 = T
1 e sen B
1 = ... P

(3.1)

V(z) uma fungao definida

(3.2)

Com isso, V(z) é um polinémio de grau menor ou igual a n. Temos ainda que V(z)

se anula em xg, x1, ..., T,_1, logo, podemos escrever V(z) como:

V (o, T1, s Tn-1,%) = A(z — To)(T — %1) - - - (T — Tn—1)

onde A depende de zg,z1, ..., Typ_1.

Para calcular A, desenvolvemos (3.2) em fungao dos elementos da tltima linha e,

observando que o coeficiente de =™ é V(xg, x4,

V(zo, 1, ..., Tn_1,2) = V(Zo, 1y ey Tne1) (T — Z0)...(T — Tp1)-

vy Tn—1), entdo:



Substituindo x por x,,, temos a seguinte recorréncia:
V(x(); L1y eny xn—l;xn) — V(l’(), L1yeeny xn—l)(xn - l’[))...(l’n - xn—])o

Observe que V (zg, 1) = x1 —xg € que V(xg, 21, 22) = (21 — x0) (2 — o) (T2 — 1), € assim
sucessivamente, temos que:
Vi(ze @i @) = H(a:,, — ;).
i>j
Como, por hipétese, xg, 1, ..., , $20 pontos distintos, entdo V' # 0 e o sistema (?7)
possui uma e somente uma solucao, ag, a1, ..., a,. Portanto, dados n + 1 pontos distintos

To, X1, ..., Tn € n+1 valores f(xo) = yo, f(z1) = Y1, .., f(zn) = Yn de uma funcao y = f(z),

existe um e somente um polinomio P,(z) de grau no maximo n, tal que:
Pu(xx) = f(xx), k=0,1,...,n.

A seguir, apresenta-se os métodos de interpolaciao polinomial que foram estudados
neste trabalho, a saber: Férmula de Lagrange, Interpolacao Linear, Formula de Newton

(Diferencas Divididas) e Spline.

3.2 Foérmula de Lagrange

Dados xy, z1, ..., Tn, n+ 1 pontos distintos e y; = f(z;),i = 0,1, ..., n, queremos que,

para cada 7, a condicao P,(z;) = y; scja satisfeita, ou seja:

Temos que, uma forma mais simples de satisfazer esta condicao é estabelecer que:

0, sek#1 )
Ly(x;) (3.4)
1, se k =1.

Para isso, vamos definir Ly (x) por:

(z—z0)- (x—1) - (T — 1) - (T — Tp1) -~ (T — T0)
(zh — 20) - (Th — 21) - - - (T — Tr1) - (Th — Trgr) - - (Th — T0)

Li(z) = (3.5)
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Podemos verificar que Li(z) = 1 e que Li(z;) = 0, se i # k. Temos ainda que o
numerador da expressao (3.5) ¢ um produto de n fatores (r — z;), i = 0,1,...,n,i # k.
Logo, Lg(z) é um polinomio de grau n e, consequentemente, P,(z) ¢ um polinomio de
grau menor ou igual a n.

Ainda, para r = x;, i = 0,1, ..., n, temos que:
P-n,(ﬂ‘?a:) = Z yk:Lk:(xi) — %La(ﬁﬁv) = Yi.
k=0
Portanto, a forma de Lagrange para o polinomio interpolador é dada por:
n
Py(z) =) yeli(z).
k=0

Exemplo 1

Considere a tabela a seguir:

Determine o polindémio de interpolacao para os pontos da tabela utilizando a férmula
de Lagrange.
Solucao: Como temos 3 pontos, vamos obter um polinomio de grau 2. Pela férmula de

Lagrange, temos que:

Py(z) = yoLo(z) + y1L1(x) + yaLlo(z),

onde
(z—x)-(x—w2) (x—3)-(x—6) 2°—9x+18
Lol@) = oTo) oz~ (0-3).0=6) 18
_ (z—=zo)-(x—=z2) (x—-0)-(zx—6) z°—6x
Li@) = ) @) B0 (36 9
=z (z—m) (2—-0)-(z—3) 2°—-3z
L) = T 2 @z (6-0) 6-3) 18

Assim, pela formula de Lagrange, o polinomio de interpolacao é dado por:

PQ(J:):E)-(

2 —9x + 18 % — 61 z? — 3x
= 0- 5.
18 >+ () +8 (05

)
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Figura 3.2: Grafico do polinomio interpolador obtido pela Férmula de Lagrange no Exem-

plo 1.

3.3 Interpolacao Linear

Sejam dois pontos distintos (xg,y0) € (z1,y1). Uma interpolagao passando por esses

dois pontos fornecera um polinémio de grau 1, Pi(z), ja que n = 1, a qual chamamos de

Interpolagao Linear. Pela férmula de Lagrange (3.3), como n = 1, temos:

Pi(z) = yoLo(z) + y1L1(z),

onde
o s (x — 1)
LO( ) ("ED—"E]):
5 (x — x9)
L]( ) (ﬁ"}] — IO)'
Com isso, temos que:
b (z —xy) (z — xp)
Pi(x) yo(xo—x]) + Y1 G
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Ordenando os termos, temos que:

(z1 — 2)yo + (2 — x0)y
(21— o) '

P](l’) =

Exemplo 2

Considere a tabela a seguir:

Determine a interpolacao linear que passa por esses dois pontos.

Solucao:

Py = yolo(z) +y1L1(x).

Loz) = Z=o) _(e=3)_z-3
L) = 2202
Portanto, a interpolacao linear é dada por:
-3
Pi(x) 5-M+0-§

Rearranjando os termos, tem-se:

5

P(z) = —3$+5.
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— Pi(z)

Figura 3.3: Gréafico do polinémio interpolador obtido pela Interpolacao Linear no Exemplo

2.

3.4 Forma de Newton

Uma desvantagem da féormula de Lagrange para interpolar y = f(x) sobre os pontos
To, X1, ..., Tp, surge quando pretende-se passar de um polinémio de grau p (p + lpontos)
para um polinémio de grau p+1(p+2 pontos), pois todos os célculos precisam ser refeitos
acrescentando-se o novo ponto. Ja com a Forma de Newton para interpolacao, que veremos
a seguir, conhecido o polindomio de grau p, consegue-se o polinémio de grau p + 1 apenas
acrescentando-se mais um termo.

Seja f(x) uma funcdo continua e que possua derivadas continuas em [a,b]. Sejam
n + 1 pontos distintos de f(x) em [a,b], zg, x1, ..., T,, temos que o polindémio interpolador

P,(x) pela Forma de Newton é dado por:

P.(z) = flzol + flzo, z1](z — xo) + flzo, x1, 22)(x — 20) (T — 1) + ... +  (3.7)

+ flz1, x2, ..., xa)(x — zo)(x — 21)...(T — Tp1)-

Os coeficientes f[zq], f[zo,z1], ..., flz1,Z2, ..., x,] G0 obtidos através do operador
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das diferencas divididas, o qual é definido por meio de uma féormula de recorréncia:

flzo] = f(zo)
flxa] = flwo] _ f(x1) = f(20)

flzo,z1] =
T — Ty T — To
floo ) = Letd=f o0

f[if)17$2; ...71'”] - f[$0;ﬁ")]; ...;$n,]]
Ty — T .

f[x[):x'l,...,xn] —

Com isso, dada uma fun¢iao f(x), conhecendo-se os valores que f(z) assume em

o, X1, ..., Tn, n + 1 pontos distintos, construimos a tabela das diferencas divididas:

x | ordem 0 ordem 1 ordem 2 ordem 3 e ordem n
zo | flzo]
flzo, 1]
T flza] flzo, 71,79
flz1, 72 flzo. 21, 22, 73]
x| flae] flz1, T2, 73
flz2, 75 flz1; 2, 73, 74]
z3 | flxs] flza, za, z4) : flxo.z1, 2, ..., Tn)
flz3; z4]
zy | flrd) flTn—3,Tn_2,Tn_1,Tx]
e,
: flzn—1,2n]
Tn | flza]

Seja Py(x) o polinomio de grau 0 que interpola f(z) em x = xg. Entao, Py(x) =
f(xo) = flzal.
Temos que para todo = € [a, b], x # xp:

_ flz] = flzo] _ f(x) — f(x0)

r — Iy r — Iy

f[ﬁ")o; ‘T]

= f(z) = f(zo0) + flxo, z](x — x0).

Como f(xy) = P(zy), temos que o erro cometido ao se aproximar f(z) por Py(z) é

Eo(z) = f(x) — Po(z) = flzo, 2](z — 20).



Exemplo 3

Seja a tabela:

Obtenha o polinébmio que interpola os dados da tabela pela forma de Newton.

Solucao:

Po(x) = f(zo) + (x — z0) - flzo, 1] + (x — o) - (& — x1) - flzo, 21, 2]

Construindo a tabela das diferencas divididas, tem-se:

z | ordem 0 ordem 1 ordem 2
0 5
5
3
10
3 0 —
. 18
3
6 5

Com isso, temos que o polindémio interpolador pela Forma de Newton é dado por:

5 10
Po=5+(z—-0)(—5)+ (z—0)(z —3)—.
3 18
522 10
Rearranjando os termos semelhantes, temos que Py(z) = og — Tx 5

Pode-se observar que o polindmio interpolador obtido neste exemplo pela forma de
Newton é o mesmo obtido pelo método de Lagrange no Exemplo 1, ja que em ambos os

exemplos considerou-se para intepolacao um polinomio de grau 2.
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Figura 3.4: Grafico do polinomio interpolador obtido pela Forma de Newton no Exemplo

3.

3.5 Estudo do Erro na Interpolacao

Como sabemos, ao aproximar uma fun¢ao f(z) por um polinomio interpolador de
grau < n, comete-se um erro E,(z) = f(x) — P,(z) para todo = no intervalo [zg,z,].
A andlise do erro ¢ importante, pois assim podemos saber o quao proximo f(z) esta de
Bl

Sejam zy < 1 < ... < &, n+ 1 pontos distintos. Seja f(z) com derivadas até ordem
n + 1 para todo z pertencente ao intervalo [xo,xn].

Seja P,(x) o polinomio interpolador de f(x) nos pontos xg,xy, ..., z,. Assim, em

qualquer ponto x € [z, z,], é possivel demonstrar que o erro da interpolacdo é dado por:

f (n+1) (f:r)

En(z) = f(z) — Po(z) = (z — mo)-(x — x1)...(x — ). 1) (3.8)

onde &, € (xo,x,). Para mais detalhes, ver Ruggiero [13].

Com isso, podemos observar que, ao aproximar a fungdo f(z) por um polinémio
interpolador de grau < n, o erro esta relacionado também a derivada de ordem n + 1 da

funcao f(z).
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3.5.1 Limitante para o Erro

Como a férmula para o erro (3.8) tem um uso limitado na pratica, ja que sao raras as
situacoes em que conhecemos f (”“)(I) e o ponto &, nunca sera conhecido, a importancia
da férmula exata para F,(z) é apenas tedrica, uma vez que usamos para obter estimativas
do erro para a interpolacao, diferenciacao e integracao numérica.

Assim, faremos uma relagio do erro com um limitante de f™*(z). Observe que:

]L'Ijn +1

| En(2)| = |f(z) = Pa(2)] < [(z — zo)(z — 21)..(z — 2n)| - (n+ 1)

(3.9)

onde M, = max |f(”+1)(x)| )

De fato, M, existe, pois temos que por hipétese, f(x) é continua em [xg, z.,).

Entao:

E@)] < |(z — 20) @ — 22)...(z — )] .ot (3.10)

n — 0 1) n (ﬂ+1)l .
Tendo as hipdteses anteriores e os pontos igualmente espacados, ou seja,
T —Lg=Tog—T| =..=XTp— Ty =h,
entao:
R M .
|f(z) = Palz)] (3.11)

<
4(n+1)
B UM,

—4(n 1) nao depende do ponto = considerado, x € [xg, z].

Observe que

3.5.2 Estimativa para o Erro

Quando a fungdo f(x) ndo é conhecida, mas alguns de seus pontos o sdo, o erro
cometido na interpolacdo, F,(z), s6 pode ser estimado, ji que ndo é possivel calcular
M, 1. No entanto, ao construir a tabela de diferencas divididas até a ordem n + 1, pode-

se considerar o maior valor em moédulo destas diferencas como uma aproximacao para

l'?MrnJr]
(n+1)!

|En(2)| = |(x — zo)(x — 1) - - - (z — x,)|(max|diferencas divididas de ordem n + 1|)

no intervalo [xg, z,]:
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Exemplo 4

Considere a tabela a seguir:

x ‘ 02 034 04 052 06 0,72
f(x)‘ 0,16 022 027 029 0,32 0,37

Determine f(0,47) utilizando um polinémio de grau 2 e calcule uma estimativa para

0 erro.
Solugao:
x ordem 0 ordem 1 ordem 2 ordem 3
0,2 0,16
0,4286
0,34 0,22 2,0235
0,8333 —17,8963
9 =04 0,27 —3,7033

0,1667 18,2494
7, =052 0,29 1,0415

0,0375 —2,6031
12=06 | 0,32 0,2085

0,4167

0,72 0,37

Deve-se escolher trés pontos de interpolagao, e como 0,47 € (0,4, 0,52), entdo 0,4 e 0,52
devem ser escolhidos. O outro ponto pode ser 0,34 ou 0,6. Com isso, escolhemos os
seguintes pontos: xg= 0.4, x1 = 0,52 e x5 = 0,6.
Assim,
Py(z) = f(xo) + (x — xo) f[zo, x1] + (T — 20)(x — 1) f |20, T1, Z2]
= 027+ (z —0,4)0,1667 + (= — 0,4)(z — 0,52)(1,0415).
Com isso, temos que:

P5(0,47) = 0,2780 ~ £(0,47).
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A estimativa para o erro é dada por:

|E(0,47)] & |(0,47 — 0,4)(0,47 — 0,52)(0,47 — 0,6)| |18,2492| ~ 8,303 - 10,

3.6 Fenomeno de Runge

Um questionamento que surge ¢ se a sequéncia de polinomios de interpolacao P, (x)
converge para a funcao f(x) em [zg, x| quando [z, ..., z,] cobre o intervalo [a, b], isto ¢,
quando n — 00.

O exemplo a seguir, o qual considera os pontos z; igualmente espacados, ilustra
o fato de que o polinémio interpolador pode divergir de f(z), o qual é conhecido como

Fenomeno de Runge.

Exemplo 5

Considere a funcao f(z) no intervalo de = € [—1,1]. O gréfico abaixo mostra

T 1+ 2522
a curva de f(z) e seu polinébmio interpolador P,(z) em pontos igualmente espagados, o

qual foi obtido pela Forma de Newton com n = 11.

Figura 3.5: Comparagao da func¢iao f(z) = ———— com seu polinomio interpolador

obtido pela Forma de Newton.



Com isso, nao podemos garantir que o polinémio interpolador P, converge para f(x)
quando aumentamos o numero de pontos. Com efeito, pode-se mostrar que
MaXe(zo,a,] | f(2) — Pa(x)| torna-se arbitrariamente grande para certas funcoes f, em es-
pecial a do exemplo anterior.

Para tanto, existem varias alternativas para resolver este fendomeno numérico. Vamos
nos ater apenas em uma delas: usar funcoes splines para fazer a interpolacao, onde temos

convergencia garantida.

3.7 Funcoes Splines em Interpolacao

Como vimos na se¢ao anterior, ao aproximar uma fungao f(x) em n + 1 pontos por
um polinoémio interpolador P,(z), este pode divergir de f(x).

Uma alternativa para este problema ¢ interpolar f(z) em grupos com poucos pontos,
obtendo funcoes polinomiais com menor grau, e que sejam continuas e tenham derivadas
continuas até certa ordem.

Para ilustrar essa ideia, a Fig. 3.6 mostra a interpolagido de f(z) por uma fungao

linear por partes, chamada Sy(z).

Fonte: Ruggiero [13]

f()

5,00

=2

4

4

=

4
9

Figura 3.6: Interpolacdo de f(z) por uma fungao linear por parte, S;(z).



Nota-se que a funcao S;(x) ¢ continua, no entanto nao ¢ derivavel em todo o intervalo
(zg,x4), uma vez que S7(z) nao existe para r = x;, 1 <i < 3.

Por outro lado, se a cada trés pontos, x;, ;. 1, T;r2, passar um polinomio de grau 2,
teremos também garantia apenas da continuidade da fungao que vai aproximar f(x).

A ideia das funcoes splines é aproximar a funcao tabelada em cada subintervalo
[, ;41], por um polinémio de grau p, com algumas imposi¢oes sobre a fungao, conforme
a definicdo a seguir:

Considere a funcao f(z) tabelada nos pontos ¢ < 27 < ... < z,. Uma fungao
Sp(z) é denominada spline de grau p com nés nos pontos ;, i = 0, 1,...,n, se satisfazer

as seguinte condigoes:
i) em cada subintervalo [z;, z;14], i = 0,1,...,(n — 1), Sp(x) é um polindémio de grau
psp(z);
ii) S,(x) é continua e tem derivada continua até a ordem (p — 1) em [a, b];

iii) Sp(zi) = f(x:), i =0,1,...,n, entdo denomina-se spline interpolante.

3.7.1 Spline Linear Interpolante

Chama-se Si(z) de funcio spline linear interpolante de f(z), nos nés zy, xy, ..., T,,

a qual pode ser representada em cada subintervalo [z;_y, z;], 1 = 1,2,...,n, por:

r; — & r — Tij—
-+ f(x',)—] Vr € [xi—])x’.‘,]

Li — Li—1 Ti — Li—1

Si(x) = f(@i-1)

Pode-se verificar as condicoes de Spline:

i) Si(x) ¢ polinomio de grau 1 em cada subintervalo [z;_y, z;];

ii) Si(x) é continua em [z; 1, z;], e nos nés z;, Sy estd bem definida, pois:

si(x;) = siy1(x;) = f(x;) = Si(x) é continua em [a, b];



Exemplo 6

Considere a tabela a seguir:

Determine a funcao spline linear que interpola a funcao tabelada.

Solucao:
ry — r — Ty
si(z) = f(l‘o)x] 7$0+f($1)$] 7$0+f(3?1)
2—ux z =1
=1 2
2—1Jr 2—1

= 2—2+4+2x—-2=1zx, z€[1,2.

T2 — I r — Iy
m(e) = f(j:])CCQ—CC] f(lz)xg—xl
B 25—x 3I—2
- T5-2 5—2
2 1
= 5(5—$)+$—2:§(x+4),x€[2,5].
T3 — T T — To
sa(@) = flaa)—+ flaa) ——
B 37—:6 2[,3:—5
- %75 %75
1
= 1(17— z), € [5,7].



Fonte: Ruggiero [13]

Figura 3.7: Interpolagao de f(x) por uma funcao Spline Linear Interpolante.

3.8 Resultados Numeéricos

Nesta secao faz-se uma apresentacao de alguns resultados numéricos obtidos utilizando-
se 0s métodos de aproximacao polinomial estudados neste trabalho: Formula de Lagrange,
Interpolacdao Linear, Forma de Newton e Spline Linear. Faz-se também algumas ob-

servacoes e comparacoes dos métodos utilizados.

Para tanto, considerou-se as funcoes f(z) = —22% + 222 — 2 + 5 com z € [0,4],
O p— e [0,2] e hiz) = € [-1,1]
.g$—3/2icos($)com:c 5| e ) =755 comz 1.
Teste 1: considerou-se a fungio f(z) = —22° + 22* — 2 + 5, com z € [0,4], e 0 método

de Lagrange para analisarmos o comportamento do polinomio interpolador em diferentes

pontos, sendo eles:

i) para n = 3, escolhemos os pontos xog = 0, 1 = 2 e 75 = 4. Os resultados obtidos
estao apresentados na Fig. 3.8, em que a figura a esquerda mostra uma comparacio
entre a fungao f(z) e o polinomio interpolador de Lagrange, e a figura a direita

mostra o erro cometido na interpolacao, em escala logaritmica.

Podemos observar que o polindomio interpolador é igual a funcdo nos pontos de
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Figura 3.8: Interpolagao de Lagrange para f(z) com n = 3.

interpolacao, no entanto comete um erro consideravel nas vizinhancas dos pontos x = 1

exr = 3.

ii) para n = 4, escolhemos os pontos zy = 0, 1 = 1, 73 = 2 e 3 = 3. Os resultados
obtidos estao apresentados na Fig 3.9, em que a figura & esquerda mostra uma
comparacao entre a fungdo f(z) e o polinémio interpolador de Lagrange, e a figura

a direita mostra o erro cometido na interpolacao.

N ] 1 T i — i — T

— Erro

Lo P N S S IR i ] [
0 1 2 3 4 0 1
T

Figura 3.9: Interpolacio de Lagrange para f(x) com n = 4.

Podemos observar que, com 4 pontos, o polinomio interpolador obtido pela Férmula

de Lagrange coincidiu com a funcgao f(x), levando & inexisténcia do erro.

iii) para n = 6, escolhemos os pontos g = 0, z1 = 1, 2 = 1,5, 23 = 25, x4 = 3 e

x5 = 4. Os resultados obtidos estdao apresentados na Fig. 3.10, em que a figura a

o
()]



esquerda mostra uma comparacao entre a funcao f(x) e o polinomio interpolador

de Lagrange, e a figura a direita mostra o erro cometido na interpolacao.
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Figura 3.10: Interpolacdo de Lagrange para f(x) com n = 6.

Novamente, como era de se esperar, o polinomio interpolador coincidiu com a funcao
f(x), cometendo erro nulo.

Concluimos que, conforme aumentamos o grau do polinémio interpolador, menor é
o erro cometido, até que, a partir de um certo n, o polinomio interpolador coincide com

a funcao e o erro cometido é nulo.

Teste 2: considerou-se a fungio f(z) = —22° + 22* — 2 + 5, com z € [0,4], e 0 método
de Interpolacao Linear para analisarmos o comportamento do polinomio interpolador em

diferentes pontos, sendo eles:

i) zp = 0 e z; = 4. Os resultados obtidos estdo apresentados na Fig. 3.11, em que
a figura & esquerda mostra uma comparagao entre a fungao f(x) e o polinémio da
Interpolacao Linear, e a figura a direita mostra o erro cometido na interpolacao, em

escala logaritmica.

Observe que o comportamento do polinomio interpolador se aproxima da funcao
apenas nos pontos escolhidos, no entanto comete um erro consideravel no restante do

intervalo, sendo maior nas vizinhancas do ponto z = 2.
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Figura 3.11: Interpolacdo linear para f(z) com zq =0 e z; = 4.

ii) 290 = 2 e x; = 4. Os resultados obtidos estao apresentados na Fig 3.12, em que
a figura a esquerda mostra uma comparacao entre a funcao f(z) e o polinomio da
Interpolacao Linear, e a figura a direita mostra o erro cometido na interpolacao, em

escala logaritmica.
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Figura 3.12: Interpolacio linear para f(z) com zqg=2 e z; = 4.

Neste caso, comete-se maior erro no inicio do intervalo, que ¢ a regiao mais distantes
dos pontos considerados para a interpolacao. O erro é menor nas vizinhancas dos pontos

Tg= 2 e x; =4, como era de se esperar.

iii) xp = 0 e ; = 1. Os resultados obtidos estao apresentados na Fig. 3.13, em que
a figura & esquerda mostra uma comparagao entre a fungao f(x) e o polinémio da
Interpolacao Linear, e a figura a direita mostra o erro cometido na interpolacao, em

escala logaritmica.
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Figura 3.13: Interpolacdo linear para f(z) com zq=0e z; = 1.

Semelhante ao caso ii, neste caso, como os pontos escolhidos agora estao no inicio e
no meio do intervalo, comete-se maior erro no final do intervalo, onde nao foi considerado

nenhum ponto na interpolacao, sendo menor o erro cometido nas vizinhancas de zq e ;.

iv) zg = 1 e x; = 3. Os resultados obtidos estao apresentados na Fig. 3.14, em que
a figura & esquerda mostra uma comparagao entre a fungao f(x) e o polinémio da
Interpolacao Linear, e a figura a direita mostra o erro cometido na interpolacao, em

escala logaritmica.
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Figura 3.14: Interpolacio linear para f(z) com zq=1e z; = 3.

Observa-se que o polinomio interpolador estd muito préximo da funcao nas vizi-
nhancas dos pontos escolhidos, no entanto, conforme se afasta destes pontos, maior vai
sendo o erro cometido.

Pode-se concluir que, no caso da interpolacao linear, o polinomio interpolador se

aproxima da funcdo apenas nas vizinhancas dos dois pontos escolhidos, no entanto, no



restante do dominio, comete um erro consideravel. Isso se deve ao fato de que a funcao
resultante da interpolacao linear representa uma reta a qual nao é capaz de acompanhar

o comportamento da funciao em todo dominio considerado.

Teste 3: considerou-se a fungao f(z) = —22° + 22? — 2 + 5, com z € [0,4], e a Forma
de Newton para analisarmos o comportamento do polinomio interpolador em diferentes

pontos, sendo eles:

i) para n = 3, escolhemos os pontos g = 0, 1 = 2 e x2 = 4, os mesmos utiliza-
dos na Forma de Lagrange, assim podemos analisar o comportamento do polinomio
interpolador e ainda comparar os dois métodos. Os resultados obtidos estao apre-
sentados na Fig. 3.15, em que a figura a esquerda mostra uma comparacao entre
a funcao f(zr) e o polinomio interpolador de Newton, e a figura a direita mostra o

erro cometido na interpolacao, em escala logaritmica.
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Figura 3.15: Interpolacao de Newton para f(z) com n = 3.

O comportamento do polinomio interpolador é o mesmo obtido pela Forma de La-
grange no Teste 1. Inclusive, o erro apresenta os mesmo valores, sendo maior nas vizi-

nhancas dos pontos z =1 e x = 3.

ii) para n = 4, escolhemos os pontos g = 0, 1 = 1, 29 = 2 e x3 = 3, 08 MesSMos
utilizados na Forma de Lagrange. Os resultados obtidos estao apresentados na Fig.

3.16, em que a figura a esquerda mostra uma comparagao entre a fungio f(z) e o
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polinomio interpolador de Newton, e a figura a direita mostra o erro cometido na

interpolacao.
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Figura 3.16: Interpolacdo de Newton para f(z) com n = 4.

Observamos que, assim como para polindémio interpolador de Lagrange, o polinémio

de Newton coincidiu com f(z), obtendo erro nulo.

iii) para n = 6, escolhemos os pontos g = 0, z1 = 1, 2 = 1,5, 23 = 25, x4 = 3 e
r5 = 4, 0os mesmos utilizados na Forma de Lagrange. Os resultados obtidos estao
apresentados na Fig. 3.17, em que a figura a esquerda mostra uma comparacao entre
a funcao f(x) e o polinomio interpolador de Newton, e a figura a direita mostra o

erro cometido na interpolacao.
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Figura 3.17: Interpolacdo de Newton para f(z) com n = 6.

Observamos que, assim como para n = 4, o polinomio interpolador coincidiu com

f(x), sem cometer erro.
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Concluimos que, conforme aumentamos o grau para determinar o polinomio interpo-
lador, menor ¢ o erro cometido, até que, a partir de um certo n, o polinomio interpolador

coincide com a funcao e o erro cometido é nulo.

61‘

- 3/2 — cos(z)
ton para analisarmos o comportamento do polinomio interpolador em diferentes pontos,

Teste 4: considerou-se a fungao g(x) ,comx € {(], %} , e a Forma de New-

sendo eles:

. . m ™ :

i) para n = 3, escolhemos os pontos zg =0, 21 = 1 ex] = 5 Os resultados obtidos
estao apresentados na Fig. 3.18, em que a figura a esquerda mostra uma comparacao
entre g(x) e o polinomio interpolador de Newton, e a figura a direita mostra o erro

cometido na interpolacao, em escala logaritmica.

L — g(z) i
—_ P3(x)

0,001 4

Figura 3.18: Interpolac¢io de Newton para g(z) com n = 3.

Podemos observar que o polindmio interpolador se aproxima da funcao nas vizinhancas
dos pontos escolhidos, no entanto comete um erro consideravel nas regioes distantes dos

mesino.

T T

ii) para n = 4 escolhemos os pontos zg =0, z; = rt Lo = 3 e Xy = 3" Os resultados
obtidos estao apresentados na Fig. 3.19, em que a figura a esquerda mostra uma
comparacao entre g(x) e o polinémio interpolador de Newton, e a figura a direita

mostra o erro cometido na interpolacao, em escala logaritmica.
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Figura 3.19: Interpolacao de Newton para g(x) com n = 4.

Observa-se que, comparado com o erro obtido na interpolacao para n = 3, o erro para

e : : ) T
n = 4 diminuiu na ordem de uma casa decimal, sendo maior no intervalo b 5}

X T T 3T 2T
111) para n = 6 escolhemos os pontos o = 0, 1 = —, T2 = —, T3 = m, Ty = — €

10 5 5

m
Ty = 3 Os resultados obtidos estao apresentados na Fig. 3.20, em que a figura a
esquerda mostra uma comparacao entre g(x) e o polinomio interpolador de Newton,

e a figura a direita mostra o erro cometido na interpolacao, em escala logaritmica.
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Figura 3.20: Interpolacdo de Newton para g(z) com n = 6.

Podemos observar que, com 6 pontos, o polinomio interpolador obtido pela Forma de

Newton estd muito proximo da funcao g(z), cometendo um erro relativamente pequeno.
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iv) 3 Ih ¢ 0 i i 3w 2T
iv) para n = 8 escolhemos os pontos xrop =0, 11 = —, 9 = —, T3 = —, Ty = —,
P P 0 I 14 2 7 3 11 4 7
o 3w T : - .
T = 10 Tg = - e rr = 5" Os resultados obtidos estao apresentados na Fig.

3.21, em que a figura a esquerda mostra uma comparagao entre g(z) e o polinémio
interpolador de Newton, e a figura a direita mostra o erro cometido na interpolacao,

em escala logaritmica.
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Figura 3.21: Interpolacdo de Newton para g(z) com n = 8.

Podemos observar que, com 8 pontos, o polinomio interpolador obtido pela Forma de
Newton estd muito préximo da funcio g(x), cometendo erro relativamente pequeno, da
ordem de 1074,

Concluimos que conforme aumentamos o grau para determinar o polinomio inter-
polador, menor é o erro cometido, até que, a partir de um certo n, o polindbmio coincide

com a funcao e o erro é praticamente nulo.

Teste 5: neste teste, vamos analisar o comportamento do polindémio interpolador de

1 : o
g comzx € [—1, 1]. Nos testes anteriores verificamos
1+ 25z
que, ao aumentar o numero de pontos, as aproximacoes foram ficando cada vez mais

Lagrange para funcao h(z) =

préximas das fungoes, fato este que ndo ocorre para funcdes do tipo da funcdo h(z),

conforme vimos na Secao 3.5, a qual trata sobre o fenomeno de Runge.

i) para n = 3, escolhemos os pontos g = —1, z7 = 0 e z2 = 1. Os resultados

obtidos estao apresentados na Fig. 3.22, em que a figura a esquerda mostra uma
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comparagao entre a fungao h(z) e o polinomio interpolador de Lagrange, e a figura

a direita mostra o erro cometido na interpolacao, em escala logaritmica.
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Figura 3.22: Interpolacdo de Lagrange para h(z) com n = 3.

Podemos observar que o polinomio interpolador se aproxima da funcao apenas nos pontos
escolhidos, porém comete um erro consideravel nas demais regioes do intervalo conside-

rado.

ii) paran =5 escolhemos os pontos g = —1, xy = —0,6, 20 =0, 23 =06 e 24 = 1. Os
resultados obtidos sdao apresentados na Fig. 3.23, em que a figura a esquerda mostra
uma comparagao entre a funcio h(x) e o polinémio interpolador de Lagrange, e a

figura a direita mostra o erro cometido na interpolacao, em escala logaritmica.
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Figura 3.23: Interpolacao de Lagrange para h(z) com n = 5.
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Podemos observar que, novamente, o polinomio se aproxima da funciao apenas nos
pontos escolhidos, cometendo um erro consideravel no restante do intervalo, sendo este

erro da mesma ordem de grandeza do caso i.

iii) para n = 7 escolhemos os pontos zg = —1, 1 = —0,6, o = —0,4, x5 =0, 4 = 0,4,
x5 = 0.6 e x5 = 1. Os resultados obtidos estao representados na Fig. 3.24, em
que a figura a esquerda mostra uma comparagao entre a fungao h(z) e o polinomio

interpolador de Lagrange, e a figura a direita mostra o erro cometido na interpolacao,

em escala logaritmica.
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Figura 3.24: Interpolacdo de Lagrange para h(z) com n =7.

Podemos observar que o polinomio interpolador apresentou grandes oscilagoes no inicio
e no final do intervalo considerado, nao acompanhando o comportamento da funcao. Ou
seja, o polinomio interpolador nao esta convergindo para a fungao h(x), apresentando um

crescimento no erro conforme aumenta-se o nimero de pontos na interpolacao.

iv) paran =9 escolhemos os pontos 7o = —1, 71 = —0,8, x5 = —0,6, z3 = —0,2, x4 =0
x5 = 0,2, 26 = 0.6, 7 = 0.8 e zg = 1. Os resultados obtidos sao apresentados na
Fig. 3.25, em que a figura a esquerda mostra uma comparagao entre a fungao h(x)
e o polinomio interpolador de Lagrange, e a figura a direita mostra o erro cometido

na interpolacao, em escala logaritmica.
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Figura 3.25: Interpolacao de Lagrange para h(z) com n = 9.

Novamente, podemos observar o comportamento oscilatério apresentado pelo polindmio
interpolador, mostrando nao convergir para a funcao, obtendo, portanto, um erro consi-

deravel.

v) para n = 11 escolhemos os pontos g = —1, ;1 = —0,8, x5 = —0,6, z3 = —0,4
0 =—-02,25=0,26 =02, 27 =04, 25 = 0,6, 19 = 0,8 e 19 = 1. Os resultados
obtidos sao apresentados na Fig. 3.26, em que a figura & esquerda mostra uma
comparacao entre a fungdo h(z) e o polindomio interpolador de Lagrange, e a figura

a direita mostra o erro cometido na interpolacao, em escala logaritmica.
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Figura 3.26: Interpolacao de Lagrange para h(z) com n = 11.

Podemos observar que o polinomio interpolador apresentou uma maior oscilagao no

inicio e no fim do intervalo do que nos demais casos, mostrando divergir da funcéo h(x),
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ja que conforme aumentamos o numero de pontos na interpolacao, o erro também foi
aumentado consideravelmente, problema este denominado fenomeno de Runge.

Com isso, ndao podemos garantir que o polinémio interpolador convergira para a
funcao conforme n tende para o infinito.

O mesmo comportamento foi obtido utilizando-se o método de Newton, cujos resul-

tados, por simplicidade, foram omitidos deste trabalho.

Teste 6: considerando os resultados obtidos no Teste 5, vamos agora aproximar a funcao

h(z) = 1752 utilizando o método Spline linear, o qual possui convergéncia garantida,
Sx

conforme visto na Secao 3.6. Para isso, diferentes ntiimeros de pontos foram utilizados, a

saber:

i) paran =5 escolhemos os pontos o = —1, xy = —0,6, 20 =0, 23 =06 e 24 = 1. Os
resultados obtidos sdao apresentados na Fig. 3.27, em que a figura a esquerda mostra
uma comparacao entre a funcao h(z) e o polinomio interpolador de Spline linear, e

a figura a direita mostra o erro cometido na interpolacao, em escala logaritmica.
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Figura 3.27: Interpolacdo de Spline linear para h(z) com n = 5.

Podemos verificar que o polinémio interpolador se aproxima da fungao h(x) nos pon-
tos escolhidos, no entanto comete um erro consideravel nos intervalos entre os pontos

escolhidos.
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ii) para n = 7 escolhemos os pontos zyp = —1, 2y = —0,4, 2o = —0,2, 3 = 0,
ry = 0,2, 15 = 04 e x5 = 1. Os resultados obtidos sao apresentados na Fig.
3.28, em que a figura a esquerda mostra uma comparacao entre a funcgao h(z) e o
polinomio interpolador de Spline linear, e a figura a direita mostra o erro cometido

na interpolacao, em escala logaritmica.

01F
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Figura 3.28: Interpolacao de Spline linear para h(x) com n = 7.

Podemos observar que o polinomio interpolador se aproxima fungao h(z) no intervalo

] —0,4,0,4[, porém ainda comete erro consideravel nos intervalos | — 1, —0,4[ e ]0,4, 1].

iii) paran = 9 escolhemos os pontos zy = —1, 1 = —0,8, x5 = —0,6, 3 = —0,2, x4 = 0
x5 = 0,2, zg = 0,6, z7 = 0,8 e g = 1. Os resultados obtidos sdo apresentados
na Fig. 3.29, em que a figura a esquerda mostra uma comparacao entre a funcao
h(x) e o polinémio interpolador de Spline linear, e a figura a direita mostra o erro

cometido na interpolacao, em escala logaritmica.

Podemos observar que, com 9 pontos, o polinomio interpolador obtido pelo Spline
linear mostra-se mais proximo da fungao h(x) que nos casos anteriores, cometendo, por

consequéncia, umm €rro 1menor.
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Figura 3.29: Interpolacao de Spline linear para h(x) com n = 9.

iv) para n = 11 escolhemos os pontos o = —1, z; = —0,8, 2o = —0,6, z3 = —04
ry=—-02,25=0,26 =02, 27 =04, 25 = 0,6, 19 = 0,8 e 119 = 1. Os resultados
obtidos sao apresentados na Fig. 3.30, em que a figura a esquerda mostra uma
comparagao entre a funcao h(x) e o polindomio interpolador de Spline linear, e a

figura a direita mostra o erro cometido na interpolacao, em escala logaritmica.
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Figura 3.30: Interpolacao de Spline linear para h(xz) com n = 11.

Podemos observar que, com 11 pontos, o polinomio interpolador obtido pelo Spline
linear se aproxima ainda mais da fungao h(x), cometendo um erro consideravelmente

pequeno.
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Concluimos que, conforme aumenta-se o nimero de pontos para a interpolacao com
o método de Spline linear, mais proximo o polinomio interpolador vai ficando da funcao
h(z), convergindo para a mesma. Comportamento este contrario do apresentado pelos
Métodos de Lagrange e Newton, os quais divergiram para algumas familias de funcoes

com o aumento de n.
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4 Conclusao

Na busca de um aperfeicoamento na formacao continuada do professor de Ma-
tematica do Ensino Basico, desenvolveu-se esta dissertacao de mestrado. Fez-se um es-
tudo aprofundado sobre funcoes polinomiais, desde sua definicao, até suas operacoes e
propriedades, além de outros resultados importantes, os quais foram abordados de forma
detalhada.

Apresentou-se também um levantamento dos anos em que o conteiudo referente a
funcoes polinomiais aparece no Curriculo Escolar de Mato Grosso do Sul e na Base Naci-
onal Comum Curricular, comparando ambas com uma discussio sobre o tema elaborada
pela Sociedade Brasileira de Matematica. Ainda dentro do assunto Curriculo Escolar, para
cada ano em que o conteido de funcoes polinomiais aparece, foram propostas situacoes-
problema, acompanhadas de suas resolucoes, adequadas para aquele ano do Ensino, as
quais podem ser trabalhadas em aula pelo professor.

Por fim, para evidenciar a importancia das fungdes polinomiais, apresentou-se um
estudo sobre aproximacoes de funcoes usando polinémios. Alguns resultados numéricos
foram obtidos a partir de diferentes métodos de interpolacao polinomial, ilustrando o quao
boas podem ser tais aproximacoes.

Pretende-se, futuramente, levar até a sala de aula as aproximacoes de funcoes por
polindomios. A ideia é desenvolver um trabalho com os alunos do Ensino Basico, reforcando
o uso ferramentas computacionais, celular, uso de calculadora. O objetivo é fazé-los
enxergar as funcoes polinomiais como mais uma ferramenta Matematica para a resolucao

de diversos problemas do nosso dia a dia.
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