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Resumo

A Teoria dos grafos é a area da Matematica que estuda a representagdo de um conjunto de
objetos e as relagoes existentes entre eles retratadas através de um esquema chamado grafo.
Essa teoria possui varias vertentes e diversos problemas, mas o foco deste trabalho é o
estudo da coloragao de grafos e das situagoes que envolvem esse tipo de conceito. Para isso
foi feito uma introdugao com as defini¢oes, teoremas e lemas mais relevantes e pesquisas
sobre alguns tipos de algoritmos de coloracao ja existentes para solucionar essas questoes.
A partir desse estudo foram escolhidas e aplicadas atividades com problemas usuais de
grafos para alunos do Ensino Médio de uma escola publica, com o objetivo de inserir o

conceito de grafos em sala de aula e instigar a curiosidade e o desejo de aprender matematica.

Palavras-chave: Grafos. Coloracao. Vértices. Arestas.



Abstract

The Theory of Graphs is an area of Mathematics that studies the representation of a set
of objects and the differences created between them through a scheme called graph. This
is an example that has several objectives, but the focus is the study of the coloring of
graphs and the situations that involve this type of concept. This is done to be ready to
insert, the lemmas and lemmas more relevant and told on some types of color samples are
already already to the such issues. From this study were chosen and programmed with
the usual resources of graphs for the students of High School and instigate the curiosity

and the desire to learn mathematics.

Keywords: Graphs. Coloring. Vertices. Edges.
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1 INTRODUCAO

A teoria de grafos foi primeiramente desenvolvida pelo brilhante matematico Leonhard
Euler (1707-1783), que nasceu na Basileia, norte da Suiga. Conforme (SAUTOY], 2018),

desde crianca Euler tinha muita facilidade em lidar com nimeros e célculos; para ele, fazer

contas era tao facil como respirar. Ingressou na universidade de Basileia aos treze anos e
logo se tornou discipulo de Jean Bernoulli (1667-1748).

No ano de 1727, Euler se mudou para a cidade de Sao Petersburgo, onde aceitou uma
vaga na Academia Russa de Ciéncias. Enquanto trabalhava em Sao Petersburgo, Euler se
deparou com o enigma das pontes de Konigsberg. Konigsberg é cortada por um rio onde

ha duas ilhas que juntas, formam um complexo que na época tinha sete pontes.

Figura 1 — Pontes de Konigsberg

Fonte: (OLIVEIRA; PEZZETA] [2016).

O povo da cidade queria saber se era possivel fazer um passeio a pé pela cidade

comec¢ando e terminando no mesmo lugar, de tal forma que os caminhantes cruzassem

cada ponte exatamente uma vez. Segundo (SAUTOY] 2018), em 1736 Euler escreveu ao

astronomo da Corte de Viena o seguinte: “Esta pergunta ¢é tao banal, mas me parecia digna
de atencao porque nem a geometria, nem a algebra, nem sequer a arte de fazer contas
eram suficientes para respondé-la. Diante disso, me ocorreu perguntar se a resposta estaria
na geometria de posicao. Portanto, depois de um pouco de deliberagao, obtive uma regra
simples, com a ajuda da qual pude decidir de imediato se esta ida e volta é possivel.” No
mesmo ano ele apresentou um artigo (Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis)
a Academia de Ciéncias de St. Petersburgo, sua tradugao esta disponievl em (LOPES]
TABOAS, 2015)), considerado o nascimento da teoria de Grafos, Euler mostrou de fato

que o problema nao tinha solucao.




Capitulo 1. INTRODUCAO 16

O trabalho de Euler, usando a notacao de teoria de grafos, mostrou que para uma
viagem de ida e volta (sem retornar pelo mesmo caminho) seja possivel, cada ponto, com
excecao do inicio e fim, deve ter um numero par de linhas entrando e saindo.

Com a teoria de grafos foi possivel modelar e resolver situagoes ditas complexas
de forma simplificadas através de um esquema chamado grafo. Essa forma de resolver
problemas teve implicacoes em diversos ramos da sociedade, desde o estudo de malhas
vidrias, problemas envolvendo redes de comunicacao, fluxo de um jogo, utilizacdo em
programas computacionais dentre outros. Nosso foco neste trabalho é o estudo de coloracao
de vértices, arestas e mapas.

O estudo da coloracao de grafos se destaca com o problema das quatro cores proposto
pelo matematico Francis Guthrie, aluno De Morgan em 1852 que apresentou a seguinte
questao: “Qualquer mapa politico pode ser colorido com no méaximo quatro cores?”. O
problema teve varias tentativas de demonstracao, mas foi provado somente em 1976 por
Appel e Haken, com o uso de computadores com mais de mil horas de funcionamento e
em ata velocidade, o que gerou desconforto pelos matematicos pelo fato de ser impossivel
verificar-la manualmente, por isso é chamada por muitos a demonstracao mais “feia’da
matemadtica, conforme (JURKIEWICZ, [2009)).

O Teorema das Quatro Cores afirma que quatro cores sao suficientes para colorir qual-
quer mapa planar. Veremos no decorrer do trabalho que todo mapa pode ser representado
por um grafo, mas nem todo grafo por um mapa. O grafo nada mais é do que um conjunto
de pontos (vértices) ligados por retas (arestas), dessa forma a coloragdo de um mapa é
semelhante a do grafo que é basicamente atribuir cores aos seus vértices (ou arestas) de
forma que vértices adjacentes recebam cores disjuntas. O processo de colorir um grafo é
simples, basta atribuir uma cor para cada vértice, porém o grande problema da coloragao
surge quando desejamos colorir o grafo com o menor niimero possivel de cores.

No capitulo 1 iremos apresentar as defini¢bes e conceitos bésicos da teoria dos grafos
que serao ferramentas necessarias para compreender coloragoes de vértices, arestas e suas
aplicacoes vistas no decorrer do trabalho.

No capitulo 2 apresentaremos mais especificamente o problema de coloracao de vértices
e de arestas, e estudaremos alguns algoritmos com o intuito de encontrar uma coloracao
minima desejavel.

No capitulo 3 mostraremos um trabalho de grafos desenvolvido com alunos das 1°
e 2° Série do Ensino Médio de uma Escola Publica da cidade de Franca-SP, que teve
como objetivo trabalhar a interpretacao de problemas e inserir uma matematica moderna
e dinamica por meio do estudo de grafos. Na 1° série do ensino médio, foi aplicado O
Problema das Trés Casas e através dele inserido o conceito de grafos, e um breve cometario
de como eles estao presentes nas redes sociais. Na 2° série do ensino médio, como os
alunos ja haviam estudado matriz, foi abordado o grafo também em forma de matriz de

adjacéncia mais as atividades de Coloracao de Mapas e O Problema dos Quimicos.
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2 Conceitos basicos de grafos

Neste capitulo serao estudadas as definicoes de grafo, subgrafo, matriz de adjacéncia,
entre outras, com o objetivo de introduzir conceitos importantes para entender e desenvolver
a coloracao de grafos. As principais referéncias usadas neste capitulo sao: (NETTO;
JURKIEWICZ, 2009)), (NETTO, 2003) e (ALVES, 2015)).

Para qualquer conjunto V', denotamos V) o conjunto de todos os pares nao ordenados
de elementos de V. Os elementos de V@ serao identificados com os subconjuntos de V

que tém cardinalidade 1 ou 2.

Definigao 1. Um grafo é um par G = (V, E) em que V # @ é um conjunto arbitrdrio
e E é um subconjunto de V® . Os elementos de V sdo chamados vértices e os de E sao

chamados arestas.

Neste trabalho nao estudaremos grafos direcionados, assim uma aresta (v, w) pode ser
representada como (w,v), ou de forma mais simples por vw ou wv. Dessa forma, cada

elemento de V® ters a forma (v, w), sendo v e w dois elementos de V. Se V # @ e n é o
n(n—1)

5 +n elementos, considerando

nimero de elementos de V entdo V® tem (g) +n=
os casos (v,v).
Seja v,w € V e vw € E, nesse caso a aresta vw incide em v e em w e v € w sao

“pontas”da aresta vw. Além disso diremos que v e w sao vértices vizinhos ou adjacentes.

Definigao 2. O conjunto dos vizinhos dev € V, N(v), € formado por todos os vértices

adjacentes a v, ou seja, N(v) = {w € G|(v,w) € E}.

A quantidade de relagoes de adjacéncia indicam o nimero de ligagoes de um grafo
e o numero de ligacoes indica o tamanho do grafo. O ntimero de vezes que as arestas
incidem sobre um vértice v é chamado de grau do vértice v, denotado por d(v). O maior
d de um grafo G é representado por A(G) e o menor por §(G) sendo respectivamente o
grau maximo e o grau minimo de G. A ordem de um grafo é definida pelo niimero
de vértices que ele possui.

Um grafo pode representar variadas situagoes, como ¢ o caso de mapas. Os grafos
sao muito utilizados em problemas de coloracao de mapas, que é o assunto dos proximos
capitulos, mas inicialmente vamos entender como podemos representar um mapa em forma
de grafo.

Temos a seguir um grafo com a representagao do mapa das pontes de Konigsberg,
onde as margens sao representadas pelos vértices V' = { My, My, M3, My} e as pontes pelas
arestas F = {(My, My), (M, My), (M, Ms), (M, My), (Msz, My), (My, M3), (My, My)}.
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Figura 2 — Grafo das pontes de Konigsberg

M3

M1

Mapas politicos, mapas de regioes, entre outros, também podem ser representados por

grafos, como podemos ver no exemplo [2.1

Exemplo 2.1. A sequir temos o mapa e o grafo da América do Sul. Os paises sao

representados pelos vértices e as arestas do grafo ligam os paises vizinhos.

Figura 3 — Mapa da América do Sul

Figura 4 — Grafo da América do Sul

VZ

Fonte: https://www.guiageografico.com

Definicao 3. Um lago ¢ uma aresta que conecta um vértice a ele mesmo.

Definicao 4. Um grafo é simples se ele nao tem lagos nem arestas paralelas.
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O grafo representado na figura [ nao possui lagos, ou seja, ndo contém uma aresta que

liga um vértice a ele mesmo, logo é um grafo simples.

Exemplo 2.2. O grafo representado na figura a sequir possui um lago no vértice 5, logo

nao € um grafo simples.

Figura 5 — Grafo com laco Tabela 1 — Vértices adjacentes do grafo

1 B Vértices  Vértices adjacentes
2 : 1 2, 4, 6
2 1, 3
3 2, 4
4 1, 3,5
5 ] 4,9
3 6 1

Para uma melhor observacao foi feita uma tabela contendo duas colunas, uma com
os vértices do grafo e outra com seus respectivos vértices adjacentes, o que nos fornece a
relacao de adjacéncia do grafo. Com ela é facil perceber, por exemplo, que a aresta (2,3) é
adjacente a (2,1), e que (1,2) é adjacente as arestas (1,4) e (1,6) e assim sucessivamente.
E vélido ressaltar que, como estamos tratando de grafos nao orientados, as arestas (1,2) e
(2,1) sao equivalentes.

A coluna de vértices adjacentes também auxilia na construgao da matriz de adjacéncia,
que além de facilitar a observacao de adjacéncia do grafo é um dos meios utilizados para
informar a estrutura do grafo a um computador.

Dado um grafo G, podemos representa-lo em uma matriz de adjacéncia n X n e
M = [mj], sendo n o ntmero de vértices. As entradas da matriz vao depender se as
arestas do grafo tém pesos ou nao, mas de modo geral os valores das linhas e colunas
indicam a adjacéncia entre os vértices.

O grafo com pesos é usado, por exemplo, quando é levado em conta o tamanho das
arestas; como nao serao estudados grafos com essas caracteristicas, usaremos apenas a

definicao de matrizes dos grafos sem pesos.

Defini¢ao 5. Dado um grafo G = (V, E), a matriz de adjacéncia de G é uma matriz

M = [m;| de ordem n x n tal que:
L, se(v,v;) €E
0, se(v,vj) ¢ E.

mij =

Portanto, na representacao de um grafo simples e sem pesos, a entrada m;; ¢ represen-

tada por 1 quando v; e v; sao adjacentes e por 0 quando nao sao adjacentes.

Exemplo 2.3. Um grafo G e sua respectiva matriz de adjacéncia.
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Figura 6 — Grafo a esquerda da sua respectiva matriz de adjacéncia

V1

V2 va
0100001

1010001

0101000

va M=|l00101T11

v 0001010
oy 0001101

s 1101010

Definicao 6. Um grafo em que todos os vértices tém o mesmo grau k é chamado de grafo

k-regular.

As préoximas figuras sao exemplos de grafos regulares, pois todos os seus vértices
possuem o mesmo grau, ou seja, a mesma quantidade de ligagoes. Na figura [7] o grafo
possui 3 ligacoes por vértice, nesse caso é chamado de grafo 3-regular. Na figura |8| cada
vértice possui 2 ligagoes e é chamado de grafo 2-regular.

Figura 7 — Grafo 3-regular Figura 8 — Grafo 2-regular

5 6
4

Defini¢ao 7. Dado um grafo G, um subgrafo de G é um grafo H tal que V(H) C V(QG)
e E(H) C E(G).

Exemplo 2.4. O grafo H € um subgrafo de G, pois todos os vértices e arestas de H estdao

contidos em @G.
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Figura 9 — Grafo G Figura 10 — Grafo H

Definicao 8. Um grafo G € dito completo se é simples e se, para quaisquer pares distintos
de vértices v e w, tivermos (v,w) € E(G). A notag¢io do grafo completo com n vértices é
Ky,

A figura[7]é um exemplo de grafo completo, pois é um grafo simples e todos os seus

vértices sao adjacentes entre si.

Teorema 2.1. Seja m o numero de arestas e n o numero de vértices de um grafo completo
n(n—1)

entao, m = —=

Demonstrag¢ao. A prova é por indugdo mateméatica. Chamaremos G, um grafo que contém
n vértices. Consideramos primeiro o caso trivial, o grafo G;. Nesse caso, como existe

somente um vértice, é impossivel definir uma aresta que nao seja um lago. Entao nao pode

nn—1
existir nenhuma aresta, e verificamos m = % =0sen=1.
y ) : . n(n —1)
Suponhamos que a hipétese é verdadeira para G,,, onde n > 1 entao m = —
n(n+1)

. Seja agora o grafo G,.1, queremos provar que m = . O vértice v,41, que foi
acrescentado a G, obtendo entao G, 1, terd n novas arestas ligadas a ele. Assim, no

numero de arestas de G, 1, teremos:

n(n —1) ~n*—n+2n n’+n_ nn+1)

2 R R
]
Definicao 9. Um caminho em um grafo G € um subgrafo simples H de G cujos vértices
(distintos) podem ser rearranjadas numa sequéncia vy, vs, ..., v, de forma tal que E(H) =
{(vi,vi41),1 <i<mn—1}. Se, além disso, H € tal que v,v, € E(H), H é denominado um
caminho fechado. O primeiro vértice € chamado de vértice inicial e o ultimo € chamado

de vértice final.
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Ambos os grafos abaixo possuem vértices ordenados para representar um caminho,

sendo que o grafo da figura [12] ¢ um caminho fechado.

Figura 11 — Caminho de um grafo Figura 12 — Caminho fechado

V5
Vb

WA V1

V2 va

Definicao 10. O comprimento de um caminho de um vértice v a um vértice w € o

numero minimo de arestas existentes entre eles.

Nas figuras [11] e [[2] podemos formar vérios pares de vértices, e ao escolher um par de
vértice o comprimento do caminho obtido pode ser difente de um grafo para o outro, por
exemplo, o caminho do v; ao v3 é igual a 2 em ambas as figuras, ja o caminho de vy a vs,

no grafo da figura |11 é igual a 4 e no da figura (12| é igual a 1.

Definicao 11. O grafo G € dito conexo se existe um caminho entre quaisquer dois
vértices distintos de G. Quando algum de seus vértices nao satisfaz tal propriedade, o

grafo € dito desconexo.

Figura 13 — Grafo conexo Figura 14 — Grafo desconexo

.\.

Definicao 12. Um ciclo de um grafo G € um caminho fechado de G, que possui trés ou

mais vértices. Sua notacao é C,.

Podemos afirmar também, sobre um grafo formado por um ciclo, que ele é k-regular e
possui grau 2.

Analisando novamente os grafos da figura [11] e [I2] pela definicao do ciclo de um grafo,
podemos afirmar que o grafo da figura [11| nao possui ciclo, pois nao é fechado, enquanto o
da figura [12] possui.

Definicao 13. Um ciclo com um nimero par de vértices é chamado de ciclo par; um

ciclo com um numero impar de vértices é chamado de ciclo impar.
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Figura 15 - Ciclo par Figura 16 — Ciclo impar

3N

Definigao 14. Uma drvore é um grafo conezxo e aciclico (nao possui ciclos). Uma

drvore geradora de um grafo G € qualquer drvore de G que contenha todos os vértices
de G.

Figura 17 — Arvores

®
/

Exemplo 2.5. O grafo H é uma drvore geradora do grafo G

Figura 18 — Arvore geradora

Lema 1. Seja G um grafo com n vértices. Se G € uma drvore, entdao o numero de arestas

de G € igual an — 1.
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Demonstracao. Seja G uma arvore; provaremos por induc¢ao no numero de vértices n
que G tem n — 1 arestas. Os casos n = 1 e n = 2 sao evidentes; suponhamos portanto
que a propriedade vale para os casos em que G é uma arvore com menos que n arestas.
Se eliminarmos uma aresta uv de G, ficamos com um grafo G sem ciclos e com duas
componentes conexas (se houvesse um caminho em Gy de u para v, entdo em G esse
caminho adicionado da aresta uv seria um ciclo). A hipdtese de inducao aplica-se a cada
uma das componentes: se elas tém, respectivamente, p e q vértices, teraop —1e g —1
arestas; mas G tem os mesmos vértices e mais uma aresta que Gy, logo o nimero de

arestasde G ép—1+4+qg—1+4+1=n—1, como queriamos demonstrar. O

Lema 2. Toda drvore nao trivial (com mais de um vértice) tem pelo menos dois vértices

com grau 1.

Demonstracao. Pelo lema anterior sabemos que uma arvore tem que ter exatamente n — 1
arestas, sendo n o numero de vértices da arvore. Portanto, a soma dos graus dos vértices
da arvore tem que ser igual ao dobro do nimero de arestas, ou seja, 2n — 2. Além disso, o
grau de todo vértice é pelo menos 1 porque uma arvore é um grafo conexo. Se a arvore
tiver no maximo um vértice com grau 1, entao a soma dos graus dos vértices sera pelo
menos 2(n — 1) + 1 > 2n — 2, o que nao é possivel. Portanto, toda drvore com mais de um

vértice tem pelo menos dois vértices com grau 1. O

Definicao 15. Um conjunto independente de um grafo G € um conjunto S de vértices
de G tal que nao existem dois vértices adjacentes contidos em S. Em outras palavras,
seu e v sao vértices quaisquer de um conjunto independente, nao ha aresta entre u e v.
Um conjunto independente é dito maximal quando nao existe nenhum outro conjunto

independente que o contenha.

Exemplo 2.6. No grafo a sequir, formado por 10 vértices, é possivel obter vdrios conjuntos

independentes desse grafo.

Figura 19 — Grafo K

Na figura[20, os vértices coloridos de azul representam conjuntos independentes do grafo
anterior. Podemos observar que ambos os grafos formam um conjunto independente

maximal, pois nao existe nenhum outro conjunto independente que o contenha. No grafo
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do lado direito, o conjunto independente possui maior numero de vértices possiveis; quando

1850 ocorre € chamado de subconjunto independente mdximo de vértices do grafo.

Figura 20 — Conjunto independente maximal

e

A seguir vamos estudar um algoritmo dito guloso, pois ele realiza a escolha que parece
melhor no momento sem levar em conta as consequéncias, e tem como objetivo facilitar a
formagcao do conjunto independente maximo de um grafo.

Algoritmo guloso para construgao de um Conjunto Independente Maximo:

1. Selecione um vértice (de menor grau) ainda nao considerado;
2. Se este vértice nao possuir conflitos com vértices ja adicionados, inclua-o no conjunto;
3. Remova as arestas deste vértice e os seus vértices vizinhos do grafo original;

4. Se houverem vértices ainda nao considerados volte para 1.

Utilizando o grafo a seguir vamos desenvolver o algoritmo guloso para encontrar o
Conjunto Independente Maximo, que chamaremos de V. Primeiro vamos determinar o

grau de cada um dos vértices desse grafo (niimero de arestas ligadas a esse vértice).

Figura 21 — Grafo G com a primeira or- Tabela 2 — Grau dos vértice da figura
denacgao dos vértices @
Vértices | Grau
1 3
2 3
3 3
4 3
5 3
6 2
7 5

Observando a tabela, o vértice de menor grau desse grafo é o vg, assim vg € V, e pelo

terceiro item devemos remover os vértices v, e v;. Para a escolha do proximo vértice
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temos do vy até o vs; todos possuem grau 3, entao podemos escolher qualquer um entre
eles. Para facilitar, faremos em ordem numérica crescente, assim o proximo vértice é o vy;
ele nao é adjacente ao vg, assim vy € V| e pelo terceiro item removeremos vz e v4. Desta
maneira resta apenas o vs, e como ele nao é adjacente aos outros vértices do conjunto V,
entao vs € V. Portanto V' = {vg, va, v5}

Esse algoritmo é bem 1til, mas nem sempre fornece o Conjunto Independente Maximo
do grafo. Um exemplo disso é se alterarmos a ordenagao dos vértices como mostra na

figura abaixo:

Figura 22 — Grafo G com a segunda ordenacgao dos vértices

Seguindo os mesmos passos que no exemplo anterior, vg € V, E pelo terceiro item
devemos remover os vértices v, e v7. O préximo vértice a ser escolhido é o vg, € removemos
os demais vértices do grafo, pois todos os que restaram sao adjacentes a v,. Portanto
V' = {uvs,v2}. Nesse caso nao encontramos Conjunto Independente Maximo do grafo e sim
Conjunto Independente Maximal (ndo possui nenhum vértice que possa ser inserido nesse

conjunto sem que ele perca a independéncia).

Definicao 16. Diz-se que um grafo € bipartido sempre que o seu conjunto de vértices
puder ser particionado em dois subconjuntos independentes U e V . Frequentemente se

escreve G = (U, V, E) para denotar um grafo bipartido cuja particao tem as partes U e V.

Defini¢ao 17. Um grafo bipartido completo, G = (U, V, E), é um grafo bipartido tal que
para quaisquer dois vértices, u € U ev € V, uv € uma aresta em G. A notacdo de um

grafo bipartido completo com n é K, ,,

Exemplo 2.7. Ambas as figuras a sequir sio grafos bipartidos onde os vértices representa-
dos por cores diferentes sao subconjuntos do grafo G de modo que sua inlersec¢ao € vazio,

sua uniao € o grafo G e as extremidades de suas arestas estao uma em cada subconjunto.
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Figura 23 — Grafo bipartido Figura 24 — Grafo bipartido

b

Chamando de U o subconjunto formado pelos vértices coloridos em preto da figura [24]
e de V' o subconjunto dos vértices em branco, podemos observar que esse grafo é bipartido

completo, pois todos os vértices contidos em U sao ligados a todos os vértices de V.

Definigao 18. O nidmero de independéncia o(G) de um grafo G € a cardinalidade

de um subconjunto independente maximo de vértices do grafo.

O conceito de conjunto independente pode ser aplicado para resolver um problema

quando desejamos evitar duplicacoes de esforgos.

Exemplo 2.8. Suponhamos que um candidato a governador queira promover o mdximo
possivel sua campanha, mas nao possui verba suficiente para divulgar em todas as cidades
do Estado, por isso limitou da seguinte forma: Cidades proximas (ligadas por estradas),
s6 uma delas seria ponto de campanha. Neste exemplo as cidades sao os vértices do grafo,

as cidades prorimas os vértices adjacentes e as estradas as arestas.

Figura 25 — Cidades do Estado

* %y
=
V.

Para resolvermos o problema devemos encontrar o conjunto independente mdximo.

Para obter o subconjunto independente, os vértices que representam as cidades com ponto
de campanha serao coloridos de branco.

A seguir temos trés exemplos de subconjuntos de vértices independentes, no GRAFO
2 nao € possivel acrescentar mais nenhum vértice no subconjunto sem que ele perca a
independéncia, dessa forma dizemos que ele € subconjunto independente maximal. No
GRAFO 3 além de nao ser possivel acrescentar mais nenhum vértice sem que ele perca a
independeéncia é o subconjunto com a maior cardinalidade possivel, entao ele representa

um subconjunto independente mdzrimo.
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Na situacao problema o candidato quer o numero maxrimo de cidades para divulgacao

desde que elas nao sejam cidades ligadas por uma aresta (cidades proximas), portanto o

GRAFO 8 € o recomendado.

Figura 26 — Conjunto independente do grafo das Cidades do Estado

GRAFO 1 GRAFO 2 GRAFO 3

Notamos que quanto mais vértices e mais arestas temos no problema, mais dificil se

torna para encontrar o subconjunto independente mdximo do grafo em questao.
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3 Coloracao

Seja um grafo GG, podemos definir a coloracao de seus vértices e suas arestas. Coloragao
de vértices nada mais é do que atribuir cores, nimeros ou simbolos, aos vértices de um
grafo, sendo que os vértices adjacentes possuem “cores”diferentes. O mesmo ¢é vélido para

coloracao de arestas obedecendo a restricao para suas arestas adjacentes. As principais
referéncias usadas neste capitulo sao: (NETTO; JURKIEWICZ, 2009), (NETTO) 2003) e
(ALVES, 2015)).

3.1 Coloracao de vértices

Definigao 19. O nidmero cromdtico x(G) de um grafo G é o menor nimero de cores
necessdarias para colorir os vértices de um grafo de modo que vértices adjacentes nao tenham
a mesma cor. Se o numero de cores utilizado na coloragao de vértices de um grafo for

igual a x(G), a coloracao € dita otima.

Uma coloragao de vértices é sempre possivel, pois se o grafo possuir n vértices podemos
colori-lo com n cores distintas, mas nem sempre dessa forma iremos obter uma coloragao
6tima. Por isso, estudaremos métodos para nos fornecer a melhor coloragao.

O primeiro método de coloragao a ser estudado é o algoritmo de coloragao sequen-
cial. Para realizar a coloracao sao feitas iteragoes, sendo que em cada uma temos uma
coloracao parcial valida usando cores que pertencem ao conjunto {0, 1,2,...,n — 1}, sendo

n o0 numero de cores.

3.1.1 Algoritmo de coloracao sequencial

De inicio, escolha uma sequéncia de vértices para realizar o algoritmo (essa sequéncia é
livre nao precisa ser necessariamente em ordem crescente ou decrescente), em seguida faca
a iteracao:

Enquanto houver vértice incolor, faca:

1. seja v um vértice incolor
2. se alguma cor ¢ nao é usada por nenhum vizinho de v, entao item 3; senao item 4.
3. atribua cor i a v;

4. atribuacornavefacan=n+1
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A coloragao parcial no inicio de cada iteracao é valida no seguinte sentido: nao existe
aresta (v,w) tal que v e w tém a mesma cor.

Podemos dizer que se trata de uma heuristica gulosa, pois consiste inicialmente na
escolha da primeira cor disponivel, sem avaliar as consequéncias a longo prazo dessa escolha.
Ou seja, o algoritimo pode encontrar uma coloracao que usa um ntumero de cores bem
maior que o numero cromatico.

Seguindo os passos do algoritmo desenvolveremos o exemplo a seguir:

Exemplo 3.1. Inicialmente foi atribuido uma sequéncia arbitrdria para cada vértice, como

seque o grafo abaizo.

Figura 27 — Grafo H com a primeira ordenacao dos vértices

Respeitando a sequéncia atribuida anteriormente vamos colorir os vértices. O vy foi
“colorido”de rosa, e como o0 vy nao € adjacente ao v1 atribuimos a mesma cor a ele. O vs €
adjacente ao vy, assim terd uma nova cor, que no caso foi verde. O vy € adjacente ao vy e
ao vz, portanto nao pode ser colorido nem de rosa e nem de verde, assim atribuimos a ele
a cor vermelha. Devemos fazer essa andlise com todos os vértices até que estejam todos

coloridos, respeitando a ordem estabelecida no inicio. Deste modo obtemos uma coloracao
para o grafo da figura[27,
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Figura 28 — Coloracao do grafo H com a primeira ordenagao dos vértices

Um dos problemas do algoritmo de coloragao sequencial € que se alterarmos a sequéncia
dos vértices, as quantidade de cores usadas também pode se alterar para a coloragcao do

mesmo grafo. Podemos observar isso no exemplo a sequir.

Figura 29 — Grafo H com a segunda ordenacao dos vértices

Obedecendo a sequéncia, fomos colorindo os vértices sempre respeitando a regra quanto

aos vértices adjacentes, e realizamos o mesmo processo do exemplo anterior.
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Figura 30 — Coloracao do grafo H com a segunda ordenacgao dos vértices

Tivemos um resultado diferente do primeiro exemplo quando alteramos a ordem da

coloragao dos vértices.

Para encontrarmos um resultado melhor para o algoritmo guloso podemos rever algumas
decisoes anteriores. Suponha um vértice v nao colorido e nao ha mais cores disponiveis
que atendam a condicao para colori-lo. A questao é se em sua vizinhanca a coloragao de
algum dos vértices pode ser alterada para que umas das cores ja usadas fique disponivel.

Podemos ver um exemplo na figura 30} Ao invés de atribuir uma nova cor ao vy,
podemos alterar vz para a mesma coloracao feita em vy, j4 que esses vértices nao sao
adjacentes, liberando assim a cor que inicialmente tinhamos atribuido a vz, para atribuir a
V7.

E certo que em todos os casos teremos uma coloragao 6tima e o desafio é encontrar
qual sequéncia de vértices produz essa coloracao, por isso a busca por outros métodos que

sejam mais eficazes.

Teorema 3.1. Dado qualquer grafo G, hd uma ordenac¢ao dos seus vértices tal que o
método de coloracao sequencial de vértices, aplicado a essa ordenacao, produz uma coloracao

otima.

Demonstra¢ao. Dado um grafo G, seja V(G) = {v1,...,v,}. Por simplicidade vamos
denotar x(G) por x. De acordo com a definigao de x, hd uma coloragao de vértices
de G que utiliza x cores. Isso significa que podemos particionar o conjunto V(G) em
X subconjuntos independentes da forma {v},v?, ...,vfi}, 1 <17 < y. Cada um desses
subconjuntos de vértices é colorido com uma das x cores. Consideremos a seguinte

ordenacgao dos vértices de G:

1 ki 1 ko 1 kx
U17-~:7v1 7U27¢-~’U2 ,-¢-7UX(G’)7-¢-7UX
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Aplicando o método de coloracao sequencial de vértices com respeito a essa ordenacao,
obtemos uma coloragao com y cores. Provamos isso por inducao em y. De fato, se y =1,
podemos atribuir esse inteiro a cada elemento de V(G). Ou seja, V(G) é um subconjunto
independente de G e o método de coloracao sequencial aplicado aos vértices ordenados da
forma vy, ..., v, também atribui o inteiro 1 a cada um desses vértices, devido a auséncia
de arestas. Como hipdtese de inducao supomos que, sendo x o niimero cromatico de um

grafo, ordenando os vértices de G na forma

1 k1,1 ko 1 kx
Vpseey U1 Vg ey Ugo g ey Uy ey Uy

o método de coloragao sequencial fornece exatamente y inteiros. Considere um grafo

G com numero cromatico igual a y + 1 e a ordenagao

1 k1 1 ko 1 kx 1 kx+1
Vg s ey U1 Uy ey Vg s oy Uy ey U5 Uy gy ooy Uy

O nimero cromético do grafo G’ com V(G') = {v],...,v}*, v}, ..., 052, . vk, . 0¥} &
exatamente igual a x pois, caso contrario, se este fosse igual a 7 < x, G poderia ser colorido
com as n+1 < x+ 1 cores, o que ¢ absurdo. Logo, pela hipétese de indugao, ao aplicarmos

ki 1 ko 1

, . ~ k
o método sequencial de coloracao a vy, ..., vi, va, ..., v52, ..., Uy, .-, U" Obtemos exatamente

X inteiros que podem ser atribuidos a esses vértices. O processo sequencial, aplicado ao
vértice v}( 41, atribui um inteiro 7 que é igual ao menor inteiro ainda nao atribuido aos
. . 1 . . . 7 . 1 ’ . ’ .
vizinhos v _;; ou seja, ¢ € igual a x + 1 se v, estd relacionado a pelo menos um vértice

de cada conjunto v}, ...,v¥ vl .. 08 vl oy oui <y, caso contrario. O mesmo

Y XJ
;. 2 Ex+1 -2 ;. ~ ~ laci .
ocorre com os vértices vy, ...,v, 1] , J& que estes vértices nao estao relacionados entre si
1 s i . ,
e tampouco com v, ;. Em pelo menos um dos vértices v) 4, com 1 < j < X + 1, serd
atribuido o inteiro xy + 1, pois caso contrario, o nimero cromético de G seria igual a Y.
Portanto, no final do processo sequencial aplicado ao grafo G, obtemos x + 1 inteiros. Pelo

principio da inducao o teorema esta provado. O

Vamos encontrar y(C,,), ou seja, o nimero cromatico de um ciclo, quando n for par e
quando n for impar.

Vamos considerar inicialmente G um grafo de ciclo par, segundo a Defini¢ao Este
deve possuir trés ou mais vértices, e como n é par, n = 2K, sendo K > 2. Vamos
ordenar os vértices do grafo da seguinte forma:vy, vs, vs, ..., v,, como mostra a figura
Observamos que todos os vértices pares sao adjacentes aos vértices impares, e vice-versa.
Dessa forma podemos colorir os vértices pares com a “cor 1”e os impares com a ‘“cor
2”como mostra a figura Portanto serao necessérias 2 cores para colorir um grafo de n

vértices, assim x(C,) = 2.
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Figura 31 — Ciclo par Figura 32 — Coloragao do ciclo par

V3 va

W1 V3 V1 V5

Quando o grafo é um ciclo impar faremos inicialmente o mesmo processo de coloragao
feito com o ciclo par, mas como os vértices v; e v, sdo impares e adjacentes (figura

) precisaremos de uma terceira cor para finalizar a coloragao desse grafo, por tanto

x(C,) = 3, para n fmpar.

Figura 33 — Ciclo impar Figura 34 — Coloracao do ciclo impar
V5 V5
v4 v4
VE V&
- -
. V3 - W3
- -
vn Wn
o V2
v1 3

Definicao 20. Dado um grafo G, cujos vértices foram coloridos de duas cores, i e j. Seja
K(i,7) um subgrafo conexo maximal (ndo é possivel adicionar nenhum outro vértice das
cores i ou j) de G contendo vértices coloridos apenas com as coresi e j. K(i,j) é chamada

uma Cadeia de Kempe, que serd representado como G ; .

No exemplo a seguir o grafo G' é formado pelas arestas pontilhadas, o qual foi colorido
pelas cores 1, 2 e 3 e arestas continuas indicam a cadeia de Kempe G 3, formada pelos
vértices coloridos por 2 e 3.

Figura 35 — Grafo G e sua cadeia de Kempe G 3
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Teorema 3.2. Um grafo G ¢ bipartido se, e somente se, x(G) = 2.

Demonstra¢ao. (=) Se G é um grafo bipartido, basta fazer cada conjunto independente
corresponder a uma das duas cores, logo x(G) = 2. (<) Se um grafo possuir x(G) = 2,
podemos separar um subconjunto do outro, de modo que os vértices de mesma cor
permanecam juntos. Pela defini¢do de nimero cromaético (Definigao , nao pode haver
um vértice adjacente com a mesma cor, ou seja, nao ha arestas entre dois vértices da
mesma cor. Logo, sé podera haver arestas entre um vértice de um subconjunto para um

vértice do outro, o que corresponde a definigao de grafo bipartido (Defini¢ao . n

Algoritmo para checar se GG é bipartido
Entrada: Grafo G. Vértice inicial v € V(G).

1. Inicie com um vértice v e pinte-o de uma cor, que chamaremos de c;.
2. Pinte todos os vértices vizinhos de v com uma nova cor, que chamaremos de cs.

3. Prossiga colorindo os vizinhos dos vértices que ja possuem uma cor, usando ou o ¢;
ou ¢y. Ao atribuir cores, se encontrarmos um vizinho colorido com a mesma cor do
vértice atual, entao o grafo nao pode ser colorido com duas cores, assim o grafo nao

é bipartido.

Exemplo 3.2. Na figura[36 temos um um grafo qualquer e com o auxilio do algoritmo

vamos verificar se ele é ou nao um grafo bipartido.

Figura 36 — Grafo exemplo para checar o algortimo de bipartido

Inicialmente escolhemos um vértice aleatdrio e o colorimos com cor ¢y (correspondente a
cor vermelha). O primeiro vértice escolhido possui trés vértices vizinhos, pelo seqgundo passo
do algoritmo devemos colorir estes pela cor co (correspondente a cor amarela). Os vértices
adjacentes aos amarelos, devem ser coloridos pela cor vermelha e assim sucessivamente

até que todo o grafo seja colorido. Podemos ver esses passos representados pelos grafos da

figura [37:
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Figura 37 — Sequéncia de coloracao do grafo G

A coloragao resultante é a da figura[38 Como foram usadas somente duas cores, pelo

teorema [3.9 podemos afirmar que é um grafo bipartido.

Figura 38 — Coloracao final do grafo G

Corolario 3.1. Grafos que correspondem a ciclos pares ou que sao caminhos bipartidos,

tem x = 2.

Demonstracao. Para o caso de grafos ciclos pares, podemos particionar os vértices do
grafo de modo que vértices impares e pares sejam agrupados em dois conjuntos distintos,
ou seja, trata-se de um grafo bipartido e, pelo teorema anterior, Y = 2. Se o grafo em
questao for um caminho, podemos realizar a particao de modo analogo ao grafo ciclo par,

sendo que o grafo também serd bipartido e, portanto, x = 2. m

Teorema 3.3 (Brooks). Se G é um grafo conexo que nao é um ciclo impar e nem um
grafo completo, entao x(G) < A(G) (ndmero cromdtico menor ou igual ao grau mdximo

dos seus vértices).

A demonstracao do teorema de Brooks foi omitida, pois envolve elementos que estao
fora do intuito deste trabalho. Para leitores interessados a demonstracao esté disponivel
em (FLEINER, [2014).
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Abaixo apresentamos algumas heuristicas simples, que produzem uma coloracao valida
e que na maioria das vezes encontram “boas solucoes”, outras vezes podem obter um

nimero de cores muito maior que o necessario.

3.1.2 Algoritmo de Welsh-Powell

Entrada: Grafo G com n vértices vy, va, . . ., U,.

Saida: Uma coloracao prépria dos vértices de G.

1. Calcule o grau de cada vértice de G;
2. Liste os vértices em ordem decrescente de grau;

3. Associe a cor 1 ao primeiro vértice da lista e ao préximo vértice da lista nao adjacente
a ele, e sucessivamente para cada vértice da lista nao adjacente a um vértice com a

cor 1;

4. Associe a cor 2 ao préximo vértice da lista ainda sem cor. Sucessivamente associe
a cor 2 para o proximo vértice da lista nao adjacente aos vértices com cor 2 e que

ainda nao esta colorido;

5. Continue esse processo até que todos os vértices sejam coloridos.

Vamos colorir o grafo da figura |39 com o algoritmo de Welsh-Powell.

Figura 39 — Grafo exemplo de coloragao pelo algoritmo de Welsh-Powell

Seguindo o primeiro passo vamos calcular o grau de cada vértice a=3; b=5; ¢=3; d=4;
e=2; f=3; g=T7; h=2; i=4; j=2; k=6 e 1=3 . A sequéncia em ordem decrescente pelo grau

dos vértices é: g,k,b,d,,a,c, f,l,e, h, 7.
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Figura 40 — Coloracao 1 pelo algoritmo de Welsh-Powell

Pela sequéncia, o vértice g é o primeiro que deve ser colorido, em seguida o k, porém ele
¢ adjacente ao g entao nao podemos colori-lo com a mesma coloracao de g, assim partimos
para o b que é o proximo vértice da sequéncia, e como ele nao é adjacente ao g podemos
colori-lo, fazendo assim com todos os vértices obtemos a primeira coloragao representada
pela figura

Seguindo o 4° passo do algoritmo vamos atribuir a segunda cor. ao vértice k que é o
préximo da lista que nao foi colorido, em seguida temos o d que nao é adjacente ao k e
assim pode ser colorido com a mesma cor. Repetimos o processo até formar o conjunto de

vértices da segunda cor, como mostra a Figura

Figura 41 — Coloracao 2 pelo algoritmo  Figura 42 — Coloragao 3 pelo algoritmo
de Welsh-Powell de Welsh-Powell

Na Figura[d2] estd representado o processo de coloragao seguindo os passos do algoritmo.

Para a coloragao do grafo foram utilizadas 4 cores, como podemos ver o resultado final da

figura [43]
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Figura 43 — Coloracao final pelo algoritmo de Welsh-Powell

3.1.3 Algoritmo de Dsatur

1. Ordene os vértices de G em ordem decrescente de graus;
2. Atribua ao vértice de maior grau a cor 1;

3. Selecione o vértice com maior grau de saturacao, ou seja, aquele que possui o maior
numero de vértices adjacentes coloridos. Se houverem vértices com mesmo grau de
saturacao, opte por qualquer um de grau maximo pertencente ao sub-grafo ainda

nao colorido;

4. Atribua ao vértice selecionado a cor de menor indice disponivel (a primeira cor tém

indice 1, a segunda indice 2 e assim sucessivamente);

5. Se todos os vértices estiverem coloridos, pare. Caso contrario, retorne a etapa 3.

Vamos realizar o algoritmo de Dsatur com o grafo da figura para verificar se o
resultado continuard o mesmo do algoritmo de Welsh-Powell.

Os dois primeiros passos sao semelhantes em ambos os algoritimos, assim ja temos
a sequéncia dos vértices em ordem decrescente de graus ¢, k,b,d,i,a,c, f,l,e, h,j. Pelo
segundo passo, o primeiro vértice a ser colorido é o g como indicado na figura [44]

Pelo terceiro passo temos que encontrar o vértice com o maior grau de saturacao.
Como s6 temos um vértice colorido, todos os adjacentes a ele possuem 1 grau de saturagao

a,c,d, f,h,j, k; assim, como critério de desempate, dentre esses o vértice que possui maior
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grau é o k. Desta forma ele é o préximo a ser colorido (ver figura .

Figura 44 — Coloracao 1 pelo algoritmo  Figura 45 — Coloragao 2 pelo algoritmo

de Dsatur de Dsatur

Para uma nova coloragao vamos retornar ao passo 3. Os vértices que possuem o maior
grau de saturagao sao a e j (ambos sao adjacentes aos vértices g e k), seguindo o critério
de maior grau o a é o préximo vértice que deve ser colorido (figura |46)).

Para uma nova coloracao, voltamos novamente ao passo 3. Como nao temos nenhum
vértice que é adjacente aos trés ja coloridos, o maior grau de saturacao que temos até
entao é 2, que sao os vértices [ e 7. Como [ possui maior grau que j, ele serd o proximo
a ser colorido, lembrando que nosso objetivo é usar o menor niimero de cores possivel e
que [ nao ¢ adjacente ao g. Nao precisamos de uma nova cor e podemos colori-lo com a

mesma cor de g, como representado na figura

Figura 46 — Coloracao 3 pelo algoritmo  Figura 47 — Coloracao 4 pelo algoritmo
de Dsatur de Dsatur

O passo 3 deve ser repetido quantas vez for necesséario até que todos os vértices do

grafo sejam coloridos, obtendo a figura [48|
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Observe que, nesse exemplo, tanto no Algoritmo de Welsh-Powell e no de Dastur foram

necessarias 4 cores para colorir o grafo.

Figura 48 — Coloracao final pelo algoritmo de Dsatur

Além desses Algoritmos de coloragao temos varios outros. Um outro modo de colorir um
grafo, é usar o Algoritmo do Conjunto Independente Méaximo, visto no capitulo anterior, de
modo que se repetirmos ele quantas vezes forem necesséarios formaremos varios conjuntos
independentes, onde a cada um sera atribuida uma cor diferente.

Temos a seguir um exemplo de um problema cléssico de coloracao de vértices.

Exemplo 3.3. A tabela a sequir mostra a locagcao de alunos nos exames finais que eles
devem prestar. Deve dispor wm hordrio para a realizacao desses exames de modo que duas

disciplinas so podem ter exames realizados simultaneamente se nao houver alunos comuns.

Tabela 3 — Locacao dos alunos nos exames finais

Alunos 11213456 |7[8[9|10(11 12|13 |14 |15/ 16
Matematica | X X X X
Portugues | X X X X
Ingles X | X X X
Geografia X | X X X X
Historia X X X X X
Fisica X X X
Quimica X X | X X X
Biologia X X
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A figura[{9 € a representagao da tabela anterior em forma de grafo, onde os vértices
representam as disciplinas, e as arestas quando um aluno fard o exame das duas disciplinas

ligadas.

Figura 49 — Grafo K da locacao dos alunos nos exames finais

Observando o grafo da ﬁgum A(K) =5, como o grafo nao é um ciclo impar e nem
completo, é vdlido o teorema de Brooks; assim, x(G) < 5.

Para solucionar esse problema aplicaremos o algoritmo de Welsh-Powell. Para facilitar
a coloragao utilizaremos tabelas para distribuir essas disciplinas. A tabela a sequir € a
representacdo da cor 1 (o primeiro hordrio de elaboragdo dos exames). Vamos utilizar a
ordem decrescente das disciplinas conforme a quantidade de alunos que fard seu exame,
{G,H,Q,M,P,I,F,B}.

A primeira e a sequnda disciplina (Geografia e Histéria) “entra”no primeiro conjunto,
a terceira (Quimica) “nao entra”, pois possui um aluno comum com a Geografia; dessa
maneira devemos observar todas as disciplinas sequindo a ordem proposta, gerando a tabela

a Sequir.

Tabela 4 — Disciplinas e suas relagoes com conjunto da cor 1

Cor 1
Geografia Entra
Histéria Entra
Quimica Nao entra

Matematica| Nao entra
Portugues Nao entra

Inglés Nao entra
Fisica Nao Entra
Biologia Entra

As demais tabelas sequiram a mesma ideia da tabela anterior e as disciplinas que ja

estao nos conjuntos anteriores nao entram na escolha das prorimas tabelas.
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Tabela 5 — Disciplinas com a cor 2

Tabela 6 — Disciplinas com a cor 3

Cor 3

Geografia

Historia

Quimica

Matematica

Entra

Portugues

Nao entra

Ingles

Fisica

Cor 2
Geografia -
Histoéria -
Quimica Entra
Matematica| Nao entra
Portugues Nao entra
Ingles Entra
Fisica Entra
Biologia -

Biologia

Tabela 7 — Disciplinas com a cor 4

Cor 4
Geografia -

Historia -

Quimica -
Matematica -
Portugues Entra

Inglés -

Fisica -

Biologia -

Figura 50 — Grafo K colorido de acordo com os elementos de cada conjunto

Q

Com base nas tabelas podemos observar a formagao de quatro conjuntos {G, H, B},
{Q,I,F},{M} e {P}, portanto o grafo deve ser colorido de quatro cores distintas conforme

representado na figura a seguir. Ou seja, sao necessarios 4 dias para a aplicagao das provas.
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3.2 Coloracao de mapas

A coloracao de mapas é semelhante a coloracao de vértices, estudada na secao 2.1.
Para representar um mapa em forma de um grafo sao atribuidos aos vértices desse grafo
as regioes do mapa e as arestas vao indicar as fronteiras entre essas regioes, como podemos

ver no exemplo [2.1}

Figura 51 — Regioes do Estado de Sao Paulo

Barvetos
S
Campinas

Sorocaba

73"
o Metropolitana
ada Santista

Fonte: https://www.al.sp.gov.br/acervo-historico/exposicoes/interior_paulista/mapa.htm

Podemos ver na figura [51] o mapa das Regioes do Estado de Sao Paulo, e na figura

a representacao deste mapa em forma de grafo.

Figura 52 — Grafo do mapa das regioes do Estado de Sao Paulo
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Como exemplo de coloracao de mapas, vamos colori-lo pelo algoritmo de Welsh-Powell
(visto na se¢ao anterior), lembrando que sempre o objetivo da coloragdo é encontrar o
ntmero cromatico do grafo. O primeiro passo do algoritmo de Welsh-Powell é colocar os
vértices em ordem decrescente de acordo com o seu grau. Para facilitar a construcao dessa

sequéncia vamos fazer uma lista especificando o grau de cada vértice.

e Grau 6: BAU, CA

Grau 5: CE

Grau 4: AR, SJR, BAR, MA, RP, SO, RMS

Grau 3: SJC, RMB, RE

Grau 2: PP, FR

Colocando os vértices em ordem decrescente, vamos nomear esse conjunto de V'; assim te-
remos: V = {BAU,CA,CE,AR,SJR, BAR, MA, RP,SO, RMS,SJC, RM B, RE, PP, FR}
De acordo com o terceiro passo devemos ir colorindo os vértices de acordo com a ordem
estabelecida anteriormente, sempre lembrando que vértices adjacentes devem possuir
cores diferentes. Para realizar esse passo podemos ir colorindo os vértices e verificando a
adjacéncia, ou para facilitar, podemos separar esses vértices em conjuntos distintos para

entao aplicar a coloragao no final.
A seguir temos as tabelas para facilitar a formacao dos conjuntos referente a cada cor,

para entao realizar a coloracao do grafo.

Tabela 8 — Conjunto da cor 1 Tabela 9 — Conjunto da cor 2
Regioes Cor 1 Regioes Cor 2
BAU Entra BAU -
CA Nao entra CA Entra
CE Nao Entra CE Nao Entra
AR Nao entra AR Entra
SJR Nao Entra SJR Nao Entra
BAR Entra BAR -
MA Nao Entra MA Nao Entra
RP Nao Entra RP Nao Entra
SO Nao Entra SO Nao Entra
RMS Entra RMS -
SJC Nao Entra SJC Nao Entra
RMB Nao entra RMB Entra
RE Nao Entra RE Nao Entra
PP Entra PP -
FR Nao Entra FR Nao Entra
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A tabela foi montada de acordo com a ordem decrescente do grau. A primeira cor ird
conter o primeiro vértice da sequéncia e em seguida inseriremos os elementos que nao sao
adjacentes a ele, lembrando que quando um novo vértice é inserido deve-se observar a
adjcéncia de todos os elementos do conjunto, por exemplo, na primeira tabela o vértice
RP néo é adjacénte ao BAU (o primeiro vértice com a cor 1), mas é adjacénte ao BAR, e

como BAR faz parte da color¢ao 1, o RP nao pode pertencer a essa coloracao.

Tabela 10 — Conjunto da cor 3 Tabela 11 — Conjunto da cor 4
Regioes Cor 3 Regioes | Cor 4
BAU - BAU -
CA - CA -
CE Entra CE -
AR - AR -
SJR Nao Entra SJR Entra

BAR - BAR -
MA Entra MA -
RP Nao Entra RP Entra
SO Nao Entra SO Entra
RMS - RMS -
SJC Entra SJC -
RMB - RMB -
RE Entra RE -
PP - PP -
FR Entra FR -

Foram necessarias quatro tabelas, ou seja, quatro conjuntos, entao podemos colorir
grafo conforme a figura a seguir:

Figura 53 — Coloracao final do Grafo das regioes do Estado de Sao Paulo
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Como resultado da coloracao vemos que 4 cores foram suficientes para colorir o mapa
das regioes do estado de Sao Paulo. Veremos detalhadamente na préxima secao que,
qualquer que seja o mapa, é possivel colori-lo usando no maximo 4 cores. Essa afirmacao é

o que chamamos de teorema das quatro cores.

3.3 O Teorema das Quatro Cores

Para tratar do teorema das quatro cores precisamos analisar algumas defini¢oes e

teoremas para concluir nosso objetivo.

Definicao 21. Um grafo planar é um grafo que admite uma representacao grdfica de
modo que as arestas so se encontram nos vértices incidentes, ou seja, de tal forma que

suas arestas nao se cruzem.

Os grafos planares mais conhecidos sao os poliedros. Na figura abaixo temos a repre-

sentacao em forma de grafo dos sélidos de Platao.

Figura 54 — Tetraedro, Cubo, Octaedro, Dodecaedro e Icosaedro

N Z(7N
VN

Teorema 3.4 (da Curvade Jordan). Qualquer curva simples fechada C' no plano particiona-

o em duas partes (uma das quais é limitada e a outra ilimitada).

Ainda que a veracidade do teorema seja 6bvia sua prova é um pouco complexa, e nao
serd abordada neste trabalho, estando disponivel no capitulo 6 de (SANTOS| 2010)).

Se C é uma curva de Jordan no plano, se x é um ponto do interior de C, se y é um
ponto do exterior de C, entao o Teorema da Curva de Jordan implica que qualquer linha

(reta ou curva) que una x a y deve cruzar C em algum ponto.
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Figura 55 — Curva de Jordan

Uma das consequéncias do Teorema da Curva de Jordan é o fato de que um grafo
planar divide o plano em regioes, pelas suas arestas. Essas divisoes sao chamadas de face
do grafo (de modo que as faces s@o obtidas por curvas simples fechadas, formadas por
arestas do grafo). Dois pontos do plano estdo na mesma face se existir uma curva do plano
que os une sem intersectar nenhuma das arestas do grafo. O nimero de faces de um grafo

serd designado por f.

Teorema 3.5 (Euler). Seja G um grafo conexo planar com f faces, n vértices e m arestas.

Temos que f+n =m + 2.

Demonstracao. A prova sera feita por inducao pelo nimero de faces f. Se f = 1, entao
(G nao possuli ciclos, ou seja, G é uma drvore. Pelo Lemal[l, m = n — 1, assim temos que
m—-n+2=(n-1)—n+2=1= f. Logo, o resultado vale para f = 1. Suponha que o
resultado vale para grafos com menos que f faces. Seja G um grafo conexo planar com
f > 1 faces. Escolha uma aresta e de G que seja contida em qualquer ciclo (se tal aresta
nao existe, G seria um darvore; vimos que o resultado vale para érvores). Considere o grafo
H = G —e. Como e nao é uma ponte, a sua remoc¢ao mantém o grafo conexo. Assim, e
necessariamente pertence a um ciclo. Logo, a remogao de e une duas regioes, de modo que
o numero de faces é reduzido em uma unidade. Como H possui menos que f faces, segue

da hipétese de indugao que n — (m — 1) + (f — 1) = 2, de onde segue o resultado. ]

Defini¢ao 22. O grau (ou comprimento) de uma face f, representado por d(f), de um

grafo planar G € igual ao niumero de arestas da fronteira de f.

Exemplo 3.4. Vamos calcular o d(f) do cujo, cujo seu grafo estd representado na .
Como € um dos solidos de platao, todas as suas faces possuem a mesma quantidade de

arestas. Para formar uma face foi necessdrio 4 arestas, dessa forma seu d(f) € 4.

Lema 3. Seja G um grafo planar com m arestas e [ faces. Entao,

25:1 d(fz) =2m
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Demonstracao. Como cada aresta de um grafo G pertence a no maximo duas faces distintas

ou esta incluida duas vezes na trilha fechada que define uma face, o resultado segue. [J

Exemplo 3.5. Aplicando esse lema no tetraedro, representado na figura[5, no qual possui
4 faces sendo que o grau de cada uma é 3, assim a soma dos graus das faces € 12; além
disso possui 6 arestas na qual o dobro dessas arestas também € 12. FEsse resultado ocorre

pois cada aresta estd ligada a duas faces, assim ela é contada duas vezes.

2
Teorema 3.6. Seja G um grafo conexo e planar. Entao, f < 3™

Demonstracao. Temos que a soma dos graus das faces é 2m. Mas, por outro lado, cada
face é limitada pelo menos por 3 arestas (pois G é conexo), sendo que uma ou duas arestas

nao formam uma face. Entao a soma dos graus das faces ¢, no minimo, o triplo do nimero

2
de faces, dado por 3f. Assim, temos que 2m > 3f e, finalmente, f < gm. n
Teorema 3.7. Em um grafo planar conexo G com n > 3 vale que m < 3n — 6.

Demonstracao. Temos, por um lado a férmula de Euler n — m + f = 2 e, por outro lado o

resultado f < gm Combinando os dois resultados, segue que:

2
n—m-+-m2>2
3
Ou seja,
m < 3n — 6.

]

Lebrando a definigao [§ K, é a nomenclatura de um grafo completo com n vértices.

E possivel notar que os grafos Ky e K, sao planares, agora partindo do teorema
vamos provar que K3 e K, também sao planares. O grafo K3 possui n =3 e m = 3 assim
3-3—6=32>3Jaografo Ky possuin=4em =06, assim3-4—6=06 > 6.

Teorema 3.8. O grafo K5 nao € planar

Demonstrac¢ao. Supondo por absurdo que K5 é um grafo planar, dessa forma é vélido o
Teorema [3.7; sendo n =5 e m = 10 temos que 3-5 — 6 =9 > 10. Absurdo! Portanto K

nao é planar. O]
Vejamos para quais valores de n temos K, planar. Pelo Teorema temos que:

3n—m =6

-1
Pelo teorema , m = %, assim:

_ 2 .2 _
3n—m:3n—n(n 1): n“+6nt+n n—l—?n:n(? n)>6
2 2 2 2
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O que resulta em:
n(7—mn)>12

Observe que, nesta relagao, verifica-se a igualdade (n* — Tn+12 = 0), os valores inteiros
de n que satisfazem a igualdade sao somente n = 3 e n = 4. Assim, todos os grafos

completos K, com n > 5 nao sao planares.

Teorema 3.9. Seja G um grafo conexo e planar com n > 3 e sem triangulos, isto €, sem

ciclos de comprimento 3. Entao m < 2n — 4.

Demonstracao. Como nao hé ciclos de comprimento 3, todos os ciclos tém 4 ou mais
arestas, ou seja, cada face tem pelo menos 4 arestas e, portanto, a soma das arestas das

faces é, no minimo, 4f. Logo, 4f < 2m. Utilizando a férmula de Euler, obtemos:
4f —4m +4n = 8.
Pelo fato de que 4f < 2m, segue que:

2m —4m +4n > 8§,
m < 2n — 4.

Teorema 3.10. O grafo K33 nao é planar

Demonstrag¢ao. Supondo por absurdo que K33 é um grafo planar, dessa forma ¢ valido o
Teorema , sendon=6em =29 temos que 2-6 —4 =8 > 9. Absurdo! Portanto K33

nao ¢é planar. O]

Definicao 23. Uma subdivisao elementar de um grafo G € a retirada ou o acréscimo

de um vértice de grau 2 entre dois oulros vértices.

Definicao 24. Dizemos que dois grafos G e G' sio homeomorfos se ambos podem ser

obtidos a partir de um mesmo grafo por uma sucessao de subdivisoes elementares de arestas.

Figura 56 — Grafo G Figura 57 — Grafo G’
1 1
2 2
3 B 3
sl 4
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Nas figuras acima temos um exemplo de grafos homeomorfos, o grafo G’ é o grafo G

com a adi¢ao dos vértices 6 e 7, e ambos os vértices possuem grau 2.

Teorema 3.11 (Kuratowski). Um grafo é planar se, e somente se, nao contiver subgrafo

homeomorfo a K5 e Kj3.

Caso o leitor se interesse, a demonstracao do Teorema de Kuratowski esta disponivel
em (WAKABAYASHI| 2015) e foi omitida pois utiliza conceitos nao vistos neste trabalho.

Segundo (SILVA; DANTAS, |2009) um mapa é um grafo planar conexo e sem pontes.
Como ja vimos algumas defini¢oes necessarias para compreender as propriedades dos
mapas, vamos estudar um dos problemas mais famosos nao sé da teoria dos grafos, mas
também da Matematica.

O problema das quatro cores surgiu apés o matematico Francis Guthrie, em 1852,
tentar colorir o mapa da Inglaterra de forma que dois distritos vizinhos nao tivessem a
mesma cor. Apés observar a coloracao, escreveu a conjectura que hoje conhecemos como o
teorema das quatro cores. Francis mostrou a conjectura ao seu irmao que era aluno de

Augustus De Morgan, que foi quem apresentou o problema a comunidade cientifica.

Teorema 3.12 (das 4 cores). Todo mapa pode ser colorido com 4 cores de modo que

regioes vizinhas nao partilhem a mesma cor.

Como vemos anteriormente a coloragao de mapas pode ser representada da mesma
forma que a coloracao de vértices, sendo as regioes indicadas por vértices e as fronteiras
pelas arestas, onde regioes que possuem fronteiras entre si devem ser coloridas com cores

diferentes. Assim podemos formular o teorema em forma de coloracao de vértices.
Teorema 3.13 (das 4 cores formulac¢ao). Num grafo planar G tem-se que x(G) < 4.

Observando um grafo K4 vemos que 4 cores sao necessarias para colori-lo, mas a
questao ¢ se elas sao suficientes. Essa demonstracao ficou em aberto durante muito tempo.
Em 1879, Albert Bray Kempe publicou a demonstracao completa do Teorema das quatro
cores, e podemos ver em (LIMA| |2016) essa demonstragao.

Apéds 11 anos da sua publicacao, o matematico Percy John Heawood encontrou um
erro na demonstracao. Heawood também nao conseguiu encontrar uma prova valida, mas
com o auxilio da cadeia de Kempe demonstrou um resultado um pouco mais fraco que
ficou conhecido como O teorema das cinco cores. Para entendermos esse teorema, vamos

comegar pelo lema a seguir.
Lema 4. Num grafo planar ha pelo menos um vértice com grau menor ou igual a 5.

Demonstracao. Pelo Lema |3| temos que, Z{:l d(f;) = 2m. Supondo que d(v) > 5, em

qualquer v € V, entao

6n < 3oL, d(f;) =2m
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Mas num grafo planar temos m < 3-n — 6; isto é, 2m < 6 - n — 12. Ficamos com:
6-n<6-n—12;
o que é um absurdo. Portanto é valido o lema. O
A demonstracao do teorema a seguir foi retirada de (JURKIEWICZ;, |2009).
Teorema 3.14 (das 5 cores). Num grafo planar simples G, tem-se x(G) < 5:

Demonstra¢ao. Em todo grafo planar existe um vértice com grau menor ou igual a 5.
Podemos decompor o grafo retirando sempre um vértice de grau menor que 5 e recompo-lo
colorindo, vértice a vértice. Desta forma, podemos sempre supor que estamos colorindo
um vértice v de grau menor ou igual a 5. Se os vértices em N(v) (Defini¢ao [2) estao
coloridas com menos do que 5 cores, basta colorir o vértice v. Podemos entao supor
que o vértice esta cercado por 5 vértices coloridos cada um com uma cor do conjunto
{a,b,c,d,e}. Consideremos o subgrafo induzido pelos vértices coloridos com as cores a e
c¢. Se a componente que contém o vértice de N(v) colorido com a nao contiver o vértice
colorido com ¢, podemos trocar as cores desta componente: quem esta colorido com a
fica colorido com c¢ e vice-versa. Podemos entao colorir o vértice v com a cor a. Se a
componente que contém o vértice de N(v), colorido com a, for o mesmo do vértice colorido

com ¢, existe um caminho de vértices que “cerca”’o vértice b, como na figura a seguir.

Figura 58 — Caminho de vértice entre a e ¢

Fonte: (JURKIEWICZ, 2009).

Entao, tomamos a componente do grafo induzido por vértices coloridos com b e d, que
contém o vértice de N (v) colorido com b. Depois de trocar as cores b e d nesta componente,

podemos colorir o vértice v com a cor b. O

Segundo (SOUSA| 2001)), somente em 1976, com o auxilio de um computador IBM
360, Kerreth Appel e Wolfgang Haken conseguiram provar o teorema das quatro cores. A
prova é muito extensa e por isso nao foi possivel verifica-la manualmente, o que gerou um
desconforto nos matematicos. Apés tentar obter a prova Rovertson, Sandem e Thomas
em 1994 conseguiram encontrar uma prova, com menor nimero de operacoes do que a de

Appel e Haken, mas mesmo assim é longa e a prova manual continua em aberto.
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3.4 Coloracao de arestas

A coloracao de arestas tem por objetivo colorir as arestas de um grafo com o menor
nimero de cores possiveis, mas considerando que as arestas incidentes em um vértice em
comum contenham cores distintas. Assim como a coloragao de vértices, a coloragao de
arestas também pode ser utilizada para resolver problemas reais, como por exemplo na

organizacao de horarios e datas para realizacao de um evento no qual ocorre um imprevisto.

Definigao 25. Seja G(V, E) um grafo e C = {C;} um conjunto de cores. Uma coloragdo
das arestas de G é uma atribuicao de alguma cor do conjunto C' para cada aresta de E
de tal modo que as duas arestas adjacentes sejam atribuidas cores diferentes. O nuimero
minimo de cores necessarias para se obter uma coloragao das arestas de G € chamado de
indice cromdtico de G, o qual é denotado por X'(G) (lembre-se que nimero cromdtico

se refere a coloragdo dos vértices de G).

Exemplo 3.6. Para introduzir melhor o conceito de coloracao de arestas, vamos analisar
o sequinte problema. Uma empresa precisa realizar pequenas reunioes com seu grupo de 10
funciondrios, e essas reunioes serdao feitas em dupla e elas se alteram de uma reuniao para
outra. Serdao realizadas o maior numero possivel de reunioes simultaneas, mas como cada
funciondrio participard de mais de uma reunido, nao € possivel realizar todas ao mesmo
tempo. Como podemos solucionar esse problema?

O grafo a sequir exemplifica esse problema, sendo os vértices as pessoas € as arestas

representam as reunioes a serem agendadas.

Figura 59 — Representacao das relacoes entre reunioes e funcionérios

Uma coloracdao de arestas deste grafo define a agenda de reunioes, tal que as diferentes

cores representam diferentes hordrios no cronograma, com todas as reunioes da mesma cor
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acontecendo simultaneamente. Vamos colorir o grafo anterior partindo sempre do vértice

com o maior grau. Para facilitar vamos ordenar esses vértices em ordem decrescente

quanto ao seu grau V = {5,6,9,2,1,4,7,8,10,3}.

Figura 60 — Coloracao 1 do grafo das relagoes entre reunioes e funcionarios

Primeiramente colorimos todas as arestas do vértice 5.

Figura 61 — Coloracao 2 do grafo das relagoes entre reunioes e funcionarios

As proximas arestas a serem coloridas sao as incidentes no vértice 6, como mostra a

figura[61. Assim, vamos realizando a coloragdo de acordo com a sequéncia do grau dos

vértices.



Capitulo 3. Coloragdo 55

Figura 62 — Coloragao 3 do grafo das  Figura 63 — Coloracao final do grafo das
rela@()es entre reunioes e fun— rela@ées entre reunioes e fun_

clondrios clonarios

Com a coloragao final temos o sequinte resultado do problema:
e 1° hordrio: {vivy, vaUs, V3Vg, U7U1g, Uglg }

e 2° hordrio: {vevg, V4Us, VoU10}

e 5° hordrio: {vivs, UsUg, Vglg }

e 4° hordrio: {vsvg, vgu7}

No exemplo anterior nao encontramos problemas com a sua coloracao, mas ha algumas
situagoes que a coloragao inicial nao é a 6tima. Por isso, ha alguns algoritmos computa-
cionais para auxiliar nesses casos. Através da demonstracao dos teoremas a seguir sera
retirado um algoritmo de coloragao.

Sendo A(G) o grau maximo do grafo, ou seja, a quantidade de arestas que incide no
vértice de maior grau do grafo G ¢ vilido que x'(G) > A(G). A demonstracao do teorema
foi retirada de (OLIVEIRA] [2011]).

Teorema 3.15 (Vizing-1964). Para um grafo bipartido G, x'(G) = A.

Demonstracao. Suponha que estamos colorindo as arestas do grafo G, uma por uma,
dispondo de A cores representadas pelo conjunto ¢, ¢, ..., ca. Analisaremos dois casos:

1° caso: Ao colorir a aresta uv, tentamos encontrar uma cor que nao esteja presente
em arestas incidentes ao vértice u e nem em arestas incidentes ao vértice v. Caso isto seja
possivel, nao teremos problema algum até o momento e tal coloragao pode ser realizada
(sendo uv arestas quaisquer do grafo bipartido G).

2° caso: Se ao tentarmos colorir a aresta uv do grafo G nao for possivel determinar tal
cor, como descrito no primeiro caso, observemos que as arestas incidentes ao vértice u

ocupam no maximo A — 1 cores (pois uv nao esta colorida e A é o grau méximo do grafo
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(3), e 0 mesmo acontece com o vértice v. Isto nos garante que hd uma aresta incidente
ao vértice u que esta colorida com a cor ¢, ausente nas arestas incidentes no vértice v
(caso contrario, estarfamos novamente no primeiro caso e seria possivel colorir a aresta
uv); além disso, pelo mesmo motivo, existe uma cor ¢; presente nas arestas incidentes em
v e ausente nas arestas incidentes a u. Sejam Vj e V; as particoes dos vértices de G que
contém os vértices u e v, respectivamente. Formemos uma cadeia de arestas comegando em
u e alternando arestas de cor ¢ e ¢; (esta cadeia pode até, eventualmente, sé possuir uma
aresta). Como o grafo G é bipartido, as arestas de cor ¢, vao de V] para V; e as arestas
de cor ¢; retornam de V5 para V; (pois vértices de uma mesma particdo ndo possuem uma
aresta entre si, lembrando que G é um grafo bipartido). Como ¢; é uma cor que esté
ausente nas arestas incidentes a v, esta cadeia nao passa pelo vértice v, pois ¢ leva os
vértices de Vi para V5 desde que o vértice presente em V5 possua uma aresta incidente a
ele com a cor ¢, 0 que nao ocorre, pela hipotese, com o vértice v. Podemos entao recolorir
a cadeia obtida permutando as cores ¢; e ¢, sem afetar a propriedade da coloracao de
que duas arestas incidentes em um mesmo vértice sejam coloridas com cores diferentes.
Depois desta permutagao a cor ¢ estard ausente em u (pois o vértice u teve sua aresta
incidente de cor ¢ recolorida com a cor ¢;) e v (pois pela hipdtese a cor ¢ nao incide no
vértice v) e podemos utilizé-la para colorir a aresta uv. Portanto, todas as arestas podem

ser coloridas utilizando apenas A cores. O
Teorema 3.16 (Vizing-1964). Para qualquer grafo G, A < x'(G) < A+ 1.

Demonstracdao. A inequacao da esquerda é facilmente provada, uma vez que qualquer
vértice de grau A precisa de uma cor diferente para cada uma de suas arestas incidentes.
O restante da prova depende da estrutura de dados chamada fan. Seja ep(w,vy) uma
aresta nao colorida de um grafo parcialmente colorido. Um fan F é uma sequéncia de
arestas distintas eg(w, vg), e1(w, vy), ..., ex(w, vx) , onde o vértice w é considerado o centro
do fan e os vértices v; sao suas folhas, tal que dada uma sequéncia de cores distintas

o, O, ..., g1, as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. A cor «; encontra-se disponivel no vértice v;; 0 <i <k —1;e

2. Toda aresta e;, 1 <1 < k, encontra-se colorida com a cor a;_;.

A construcao do fan inicia-se pela aresta descolorida eg(w,vg), onde w é chamado
de vértice central do fan. A seguir, adiciona-se a aresta e;(w, vy ), colorida com a cor oy
disponivel no vértice vg. Este procedimento repete-se para as arestas e;(w, v;), coloridas
com as cores «;_1, até a construcao do fan maximal, ou seja, até que nao se possa
mais adicionar uma aresta no fan de modo que as condicoes apresentadas anteriormente

mantenham-se satisfeitas.



Capitulo 3. Coloragdo 57

Figura 64 — oy, disponivel em vy e w. Figura 65 — oy, = «, incide no vértice w.

{a.=0,,..}

(e

Fonte: Adaptada pela autora a partir de (OLIVEIRA| |2011])

Temos nas figuras anteriores os critérios de parada na construcao do fan maximal. Um
fan é dito maximal quando uma das seguintes condigoes for satisfeita: a cor «y, disponivel
no vértice vy, ¢ uma cor disponivel no vértice w; ou, a cor oy, = a;,0 < j < k, onde «; ¢
uma cor disponivel em um vértice v; e colore a aresta e;1(w, vj41).

Rotacionar o fan em n passos é um procedimento onde cada aresta e; € F' é colorida
com a cor «y, para todo i,0 <7 <n <k, e acor a,,_1 é removida da aresta e,,, fazendo
com que esta aresta fique descolorida. Com a rotagao de F' em n passos, € possivel obter
uma outra coloracao de arestas para G em que a aresta e,, ao invés da aresta e, aparece
descolorida (ver Figuras [66] e [68).

Considere um grafo G parcialmente colorido com, no maximo, A + 1 cores. Dada uma
aresta descolorida e(w,vy) € E(G), esta prova mostra como aumentar a coloracao de G
colorindo essa aresta, sem ultrapassar o limite de A + 1 cores diferentes, o que pode exigir
a troca das cores de algumas arestas ja coloridas para garantir que a coloragao permaneca

valida.

Figura 66 — fan antes da rotacao. Figura 67 — fan apds a rotagao em n =

k passos.

{3}
Ol

()
V..
e {3

Fonte: Adaptada pela autora a partir de (OLIVEIRA, |2011])
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Inicialmente, busca-se uma cor que esteja disponivel tanto no vértice w quanto no
vértice vg, ou seja, busca-se uma cor € Free(w), e uma cor ag € Free(uv), tal que
ag = [, onde Free(v) representa o conjunto de cores disponiveis em um vértice v. Se essa
cor existe, entao ela serd usada para colorir a aresta eg(w, vy) e aumentar a colora¢ao do
grafo G. Porém, suponha «qy # f3.

Seja o fan maximal F' de tamanho k, tendo w como vértice central, comecando pela
aresta descolorida eg(w, vg) até a aresta ej(w, vy), e seja também a cor ay. disponivel no
vértice vy.

Se a cor ay também é uma cor disponivel em w, basta rotacionar I’ em k passos, fazendo
com que ¢ seja uma cor disponivel em ambas as extremidades da aresta descolorida

ex(w, vg). Consequentemente, colorir e, com ay aumentaria a coloragao do grafo G, como

ilustrado pelas Figuras [68) e

Figura 68 — A cor «y, disponivel em wvy, Figura 69 — Resultado apds a rotagao do

também esta disponivel em w. fan em k passos.

n {-}

5

] N G
(0o @ ¢ @
Q. ..} ooty

Fonte: Adaptada pela autora a partir de (OLIVEIRA| 2011])

Porém, suponha que a cor a4 nao é uma cor disponivel no vértice w. Neste caso,
ar = a; , tal que 0 < j < k, uma vez que sabemos que F' é maximal. Seja 3 uma cor
disponivel no vértice w, e seja P o caminho maximal (oy, §) — path que parte do vértice
Vi

Se P termina em qualquer vértice diferente de w ou v; , inverte-se o caminho P, fazendo
com que a cor [ torne-se uma cor disponivel nas extremidades da aresta ex(w, vy). Entao,
rotaciona-se F' em k passos, tornando a aresta eg(w, vy) descolorida, bem como permitindo

que ey seja recolorida com a cor [3, e assim aumentando a coloracao de GG, como ilustrado

pelas Figuras [70] e [70]
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Figura 70 — P termina em um vértice di- Figura 71 — Resultado apds alterar o

ferente de v; ou w. caminho P e rotacionar o

fan em k passos.

o, /B-path = Ip-path
Fonte: Adaptada pela autora a partir de (OLIVEIRA| 2011))

Se P termina no vértice v; , por uma aresta de cor 3, inverte-se o caminho P, fazendo
com que a cor [ torne-se uma cor disponivel nas extremidades da aresta e;(w,v;). Entao,
rotaciona-se F' em j passos, tornando a aresta e;(w, v;) descolorida, bem como permitindo

que e; seja recolorida com a cor 8, aumentando a coloragao de GG, como ilustrado pelas

Figuras[r2] e

Figura 72 — Caso no qual P termina no Figura 73 — Resultado apds alternar o
vértice v;. caminho P e rotacionar o

fan em j passos.

Fonte: Adaptada pela autora a partir de (OLIVEIRA| 2011))
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Fi 74 -C 1 P termi
lgura aso 1o qua ermina o Figura 75 — Resultado apds alternar o

vértice w

caminho P e rotacionar o

fan em j + 1 passos.

a, /B-path

Fonte: Adaptada pela autora a partir de (OLIVEIRA| 2011))

Se P termina no vértice w, por uma aresta de cor o = ¢ , inverte-se P, fazendo com
que a cor oy = «; torne-se uma cor disponivel nas extremidades da aresta e;;1(w;vj41).
Entao, rotaciona-se F' em j + 1 passos, tornando a aresta e;1(w;v,41) descolorida, bem
como permitindo que e;j;; seja recolorida com a cor ay, aumentando coloracao de G, como
ilustrado pelas Figuras [74] e

Haja visto que nao existem outros casos a serem tratados, o aumento da coloracao fica
provado, sem que se faca necessario utilizar mais que A + 1 cores.

Os passos dessa demonstracao construtiva podem ser aplicados repetidas vezes a partir
de um grafo completamente descolorido até que todas as arestas do grafo sejam coloridas.

O

Analisando a coloragao obtida no grafo do exemplo temos que A(G) = 4, assim
pelo teorema Vizing 4 < x'(G) < 5.

O algoritmo de coloragao de arestas a seguir foi montado com base na demonstracao
do teorema de Vizing. Esse algoritmo é usado em grafos que possuem muitos vértices e
arestas, pois encontrar o indice cromatico em pequenos grafos é simples, como podemos ver
no exemplo [3.6, o grande problema sao os grafos grandes, o que torna a aplicacao manual

desse algoritmo um pouco exaustiva, por isso ele é mais utilizado de forma computacional.
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3.4.1 Algoritmo de coloracao de arestas baseado na demonstracao do Teorema
de Vizing

1. Se existir e € E(G) sendo que aresta e nao esté colorida. Seja eg(w, vy) uma aresta

nao colorida de um grafo parcialmente colorido, realize os passos a seguir.

2. Se existe ag pertencente ao conjunto de cores disponiveis em vy e em w (Free(vy) N

Free(w)) entdo va para o item 3, sendo va para o item 4.
3. Faca a coloracao da aresta ey utilizando a cor ag, volte ao item 1.

4. Construa com fan maximal, ou seja, uma sequéncia de arestas, F' = eg(w, vg), €1(w, v1),
s ep(w,vg). Seja oy € Free(vy), se oy € Free(w) véa para o item 5, sendo va para

o item 7.
5. Rotacione F' em k passos.
6. Faca a coloracao da aresta e utilizando a cor ay e volte ao item 1.

7. Seja B € Free(w)() Free(j), tal que a; = oy, construa um caminho maximal
P = (ay, B)-path partindo de vy.

8. Inverta as cores do caminho P. Se P termina em v; va ao item 9, se P termina em

w va ao item 11, se P nao termina em v nem em w va ao item 13.
9. Rotacione F' em j passos
10. Faca a coloracao da aresta e; utilizando a cor 3 e volte ao item 1.
11. Rotacione F' em j + 1 passos
12. Faca a coloragao da aresta e;;; utilizando a cor oy, e volte ao item 1.
13. Rotacione F' em k passos

14. Faca a coloracao da aresta e, utilizando a cor 3 e volte ao item 1.

A seguir temos um exemplo de um grafo que faremos o uso de alguns passos desse

algoritmo.

Exemplo 3.7. Desejamos colorir as arestas do grafo a sequir afim de encontrar o seu

indice cromdtico.
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Figura 76 — Grafo A

Observando o grafo, o A = 5; assim, o menor numero de cores que podemos usar para
colorir as arestas € 5. De inicio vamos utilizar o menor numero de cores possiveis e, se for
preciso, acrescentamos outra cor mais a adiante. Para facilitar a notagao, vamos atribuir
numeros as cores: 1-vermelho, 2-amarelo, 3-verde, 4-azul e 5-violeta. Comecaremos a

coloracao por um vértice que contenha grau igual a 5.

Figura 77 — Coloracao 1 das arestas do Grafo A

Como podemos observar na Figura[77, foi escolhido o vy como vértice central e coloridas

as arestas formadas por ele e por seus vértices adjacentes. A coloracdo foi feita na ordem
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das cores e sequindo a sequéncia do vértices {ve, v7, V13, V1, Vs }.

Figura 78 — Coloracao 2 das arestas do  Figura 79 — Coloragao 3 das arestas do
Grafo A Grafo A

V2:{23.4 €5} V3 {1234e85}

O proximo vértice escolhido para ser o centro da coloracao é o vs. Para auxiliar na
coloragao, foram colocadas entre chaves as cores disponiveis nos vértices correspondentes
(Flgura @) Observado as cores disponiveis, nao podemos comec¢ar a coloragcao pela aresta
{va,v5}, pois a cor 1 ndo estd disponivel no vértice vy; entdo comecamos a colorac¢ao pela
aresta {vs,v10} no sentido hordrio até colorir todas as arestas ligadas ao vértice vy, como
mostra a Figura[79.

Foi feito esse processo em todos os vértices de grau 5 disponiveis, como podemos ver na
Figura[80, mas encontramos um problema na colora¢io das arestas formadas pelo vértice

central vg, (pois nenhum vértice possui a cor azul como disponivel).

Figura 80 — Coloracao 4 das arestas do Figura 81 — Coloragao 5 das arestas do
Grafo A Grafo A

V7 {13e5} ‘ 2 V7 {1,3e5)

V13 {1 e 2

V14 {}
V15 {2 e 4}

Para resolver esse problema foram colorida as arestas que possuem menos cores dis-
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poniveis, como € o caso da {vs,v11} que s pode ser colorida com a cor 1, a {vs,vi3} que
apds utilizar a cor 1, a cor 2 é a unica disponivel em vi3 e assim sucessivamente como
mostra na figura[81) Observando a figura[89 restou apenas a aresta {vs,vs}, como nao
possui uma cor simultaneamente disponivel em v; e em vg vamos sequir o passo 7 do
algoritmo, invertendo a cor da aresta {v7,v14} com {v;,v15}, liberando assim a cor 4, para

a coloragao da aresta {vr,vs}.

Figura 82 — Coloracao 6 das arestas do Figura 83 — Coloragao 7 das arestas do

Grafo A Grafo A

VT {3,4e5)

V15

Em sequida o restante da coloragao € feita sempre levando em consideracao as cores
disponiveis nos vértices para colorir as arestas restantes, obtendo assim a coloragao final
como mostra a figura[84 Para colorir todas as arestas do grafo, figura[84, foi utilizado 5

cores que € o indice cromdtico desse grafo.

Figura 84 — Coloracao final das arestas do Grafo A

V2 V3
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4 Aplicacao de grafos no Ensino Médio

Este capitulo traz algumas aplicagoes de grafos feitas na 1* e 2* séries do Ensino Médio
de uma escola estadual na cidade de Franca, interior de Sao Paulo. Inicialmente, o objetivo
de introduzir grafos nessas séries foi apresentar aos alunos uma matemaética moderna e

dinamica em forma de problemas que despertassem o interesse pelo estudo da disciplina.

Para atender as demandas do trabalho contemporaneo ¢é inegavel que a
Matematica pode dar uma grande contribuicao a medida que explora a
resolugao de problemas e a construcao de estratégias como um caminho
para ensinar e aprender Matematica na sala de aula. Também o desenvol-
vimento da capacidade de investigar, argumentar, comprovar, justificar
e o estimulo & criatividade, a iniciativa pessoal e ao trabalho coletivo
favorecem o desenvolvimento dessas capacidades. (BRASILL 1998, p. 34)

Os Parametros Nacionais Curriculares destacam a importancia do estudo da Ma-
tematica, na formacao e estruturagao do pensamento e do raciocinio dedutivo dos alunos.
O escritor e matematico Luis Roberto Dante relata a importancia da resolugao de proble-

mas.

(...) é possivel por meio da resolucdo de problemas desenvolver no aluno
iniciativa, espirito explorador, criatividade, independéncia e a habilidade
de elaborar um raciocinio légico e fazer uso inteligente e eficaz dos
recursos disponiveis, para que ele possa propor boas solugoes as questoes
que surgem em seu dia-a-dia, na escola ou fora dela. (DANTE, (1991} p.
25)

Varios outros autores tratam desse assunto como uma importante ferramenta para
crescimento intelectual dos alunos, por isso é um dever do professor de Matematica instigar
os alunos a conhecerem, pensarem e resolverem variados problemas matematicos. Por este
motivo a escolha de aplicar situagoes problemas para os alunos que envolvam o conceito
de grafos.

Para trabalhar esses conceitos foram escolhidas salas do Ensino Médio da Escola
Estadual Luiz Paride de Sinelli localizada na periferia da cidade de Franca, onde a autora
era professora titular das salas.

A aplicacao das atividades foram Ensino Médio, pelo fato dos alunos ja possuem uma
bagagem matematica maior para resolverem e entenderem a maneira que os problemas
foram abordados, mas nada impede do professor elaborar planos de aulas para diferentes
niveis de ensino.

Em ambas as turmas, foram desenvolvidas aulas de resolucao de problemas classicos
da teoria de grafos. Na 1% série do Ensino Médio, foi trabalhado o problema das trés casas,
sua representagao em forma de um grafo e uma breve explicacao do conceito de grafos e

onde eles estao presentes no nosso cotidiano. Ja na 2* série do Ensino Médio, foi feito um
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trabalho um pouco mais aprofundado; o problema apresentado foi a coloracao de mapas
e consequentemente a coloracao de vértices, estudando alguns conceitos como matriz de
adjacéncia (sendo matriz um contetdo ji trabalho nessa série) e grau de um vértice, para
entao ser possivel executar um algoritmo de coloracao.

A seguir temos os planos de aula usados em cada sala e suas respectivas atividades.

4.1 Plano de aula - O problema das trés casas

Turma: 1? série do Ensino Médio

Duracao: 1 aula

4.1.1 Objetivo

Inserir de forma sucinta o conceito inicial de grafo, desenvolver o raciocinio légico,
analise e interpretacao através do problema das trés casas, apresentando de forma clara
e didatica aos do alunos 1° ano do Ensino Médio uma matematica moderna e com um

conteudo diferente dos jé vistos anteriormente.

4.1.2 Ementa

e Definicao de grafos
e Representacao de grafos

e Anidlise e Interpretacao de Problemas

4.1.3 Desenvolvimento

Entregar uma folha de sulfite aos alunos e enunciar, por meio de multimidias, o
problema das trés casas, e propor a sua resolucao em sala. Apds alguns minutos, propor
uma discussao sobre a resolugao do problema expondo de forma clara, a demonstragao do
porque o problema nao tem solucao, e em seguida inserir o conceito basico de grafo, sua
definicao, utilizacao na organizacao das redes sociais e esbocar por meio de um grafo o

problema inicial.

4.1.4 O problema das trés casas

Suponha que haja trés casas em um plano e cada uma precisa ser ligada as empresas
de gés, dgua e eletricidade. O uso de uma terceira dimensao ou o envio de qualquer uma
das conexoes através de outra empresa ou casa nao é permitido. Existe uma maneira de

fazer todas as nove ligacoes sem que qualquer uma das linhas que se cruzem?
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Na Figura temos uma representacao do problema das trés casas. E importante dizer
aos alunos que eles podem rearranjar as casas e as empresas distribuidoras da forma que

eles preferirem, desde que estejam em um plano.

Figura 85 — Problema das trés casas

@ o &

K
' v

Fonte: Adaptada pela autora a partir de (MARTINS, 2014))

4.1.5 Demonstracao

A solucao desse problema nao é possivel em um plano. Para demonstrar isso aos alunos,
temos como base a Revista Professor de Matematica (RPM), nimero 12, na qual Elon
Lages Lima realizou a demonstragao sem a utilizacao da férmula de Euler. E na mesma
linha, sé que de forma mais pratica, o matematico Rogério Martins fez um video com
essa demonstragao, (as imagens da resolucao desse problema foram inspiradas nesse video)
(MARTINS, 2014)).

Inicialmente vamos ligar a companhia de dgua e gas em todas as casas, como podemos

ver na Figura [86]

Figura 86 — Ligacao de duas companhia as trés casas

Fonte: Adaptada pela autora a partir de (MARTINS, 2014))
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Com as delimitagoes tragadas, foram formadas trés regioes, podendo ser coloridas para

melhor visualizagao, como indicada na Figura

Figura 87 — Divisao do problema em regioes

Fonte: Adaptada pela autora a partir de (MARTINS|, 2014))

Observando as regices delimitadas, em cada uma delas ha apenas duas casas; assim, se
inserirmos a companhia elétrica em qualquer uma das regioes, nao sera possivel ligar a
casa que nao esta contida naquela regiao sem que a ligagao cruze com uma das outras ja
estabelecidas.

Na Figura [88] podemos ver esse acontecimento de forma pratica. Na primeira imagem
foi inserida a companhia elétrica na regiao em amarelo; como a casa em laranja nao esta
contida nessa regiao, é impossivel estabelecer uma relacao entre elas sem que as instalagoes
se cruzem. O mesmo aconteceu quando a companhia foi inserida nas demais regioes, como
podemos ver na outras imagens. Assim, estd demonstrado que o problema das trés casas
nao apresenta solucao em um plano.

O resultado pretendido neste problema ¢ um grafo na forma K33, e a demonstragao de

que esse grafo nao é planar ja havia sido feita no capitulo 2 pelo teorema [3.10L

Figura 88 — Tentativa de locagao da ultima companhia

Fonte: Adaptada pela autora a partir de (MARTINS| 2014))
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4.2 Plano de aula - Coloracdo de mapas e o Teorema das 4 cores

Turma: 22 série do Ensino Médio

Duracao: 3 aulas

4.2.1 Objetivo

Inserir o conceito inicial de grafo, desenvolver o raciocinio légico, analise e interpretacao
através de problemas de grafos planares, utilizando coloracao de mapas, apresentando de
forma clara e didatica aos alunos do 2° ano do Ensino Médio uma matematica moderna e

com um conteudo diferente dos ja vistos anteriormente.

422 Ementa

e Nogoes Basicas de grafo: definicao, grau e adjacéncia dos vértices

Representagao de grafos: lista de adjacéncias, matriz de adjacéncia

Coloracao de mapas e vértices

Grafos planares

Anaélise e Interpretacao de Problemas

4.2.3 Desenvolvimento

Serd entregue a cada aluno um mapa politico do Brasil (Anexo A). Os alunos devem
colorir o mapa com o menor nimero de cores possivel de forma que os estados que fazem
fronteira entre si tenham cores distintas.

Nesse exercicio os alunos devem ficar a vontade para colorir com a quantidade de cores
que acharem melhor, desde que sigam o enunciado do problema. Apds todos terem acabado
a coloracao, entregar o questionario (Anexo B) e verificar se os alunos conseguiram colorir
com as quatro cores, e qual foi o método utilizado para chegar no resultado. Comentar na
sala que o menor niimero de cores possivel para a coloragao do mapa € 4 cores e enunciar
o Teorema das 4 cores.

Por meio de multimidia, explicar as nogoes basicas e representacao de grafos usando o
Mapa do Brasil como exemplo, e em seguida sugerir o Algoritmo Guloso, como método de
coloracao do mapa. Entregar uma atividade em grupo (Anexo C) para colocar em pratica
os conceitos aprendidos.

Propor uma terceira atividade por meio de uma situacao problema que pode ser
resolvida pelo método de coloragao de mapas (Anexo D), e ao final, comentar com os
alunos que o teorema das 4 cores s6 é vélido para grafos planares (grafos que podem ser

representados de maneira que suas arestas nao se cruzem).
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4.2.4 Coloracdo do Mapa politico do Brasil

Antes de realizar o algoritmo de coloracao, deve-se transformar o mapa em um grafo,
explicando aos alunos que os estados serao representados pelos vértices e as arestas ligam
os estados que fazem fronteiras.

Para que os alunos obtenham uma melhor percepcao, é relevante indicar primeiro o
mapa somente com os vértices, e depois uma imagem com apenas um vértice e suas arestas
ligando os seus estados vizinhos, para entao montar o grafo inteiro, como representado
Figura Apds todo esse processo, retira-se o mapa, deixando apenas o grafo para uma
melhor visualizacao (Figura .

Figura 89 — Mapa do politico Brasil Figura 90 — Grafo representando o mapa
do Brasil

Para auxiliar no processo da coloracao e propor o uso de matriz, que é um conteido
base da 2% série do Ensino Médio, faremos a matriz de adjacéncia do grafo explicando aos
alunos a relagao bindria que existe na sua construcao, onde é colocado o nimero 1 quando
os vértices contém uma aresta ligando-os, e 0 quando nao contém.

E vélido aproveitar para retomar alguns conceitos de matriz, falando aos alunos que
a matriz de adjacéncia é quadrada, que sua ordem é o nimero de vértices que a mesma
possui, e que a linha e a coluna se referem ao nimero dos vértices do grafo. Para melhor
visualizacao dos alunos, foi colocado na horizontal e na vertical ao lado da matriz qual
vértice aquela linha ou coluna representa, como indicado na Figura |91}

Pela matriz pode-se obter o grau de cada vértice, somando a linha ou a coluna desse

vértice. Por exemplo, v; tem grau 5 e a soma da primeira linha e coluna da matriz ¢ igual

a b (Figura [01).
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Figura 91 — Matriz de adjacéncia

vl v2 v3 v4 v ve vy v8 v9 w10 v11 vi2 v13 v14 w15 v16 v17 v18 w19 v20 v21 w22 v23 v24 w25 v20 grau
vl 0/ 1/1/0/1 1/1/0/(0 0 0 0|0 0 0 0 0 0 0|0 0 0|0 0 0|0 5
v2 1 ¢ 1.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0|0 0 0 0 2
v3 1/1 o0/1/0 0/1/0/0|1 1/ 0/0/0 0 0 0|0 0|0 0 0|0 0 0|0 ]
vd o 0 1/ /0 0 0 0/ 0/ 0 0 0 0/ 0 0 0 0 0 0 0/ 0 0 0|0 0 0|0 1
V5 1 o 0 0 0 0 0O 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0|0 0 0 0O 1
VG 1 ¢ 0 0 0 01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0|0 0 0 0 2
v7 1 0/ 1/0/0 1 0/1/1 0 1 0/ 0/ 0 0 0 00 0|0 0 0|0 0 0|0 ]
va o/ 0/ 000 0/1/0|1 0 00|00 0 0 0|0/ 0|1 |1 00| 1 0|0 5
v3 0o 0 0/ 00 O0/1/1/0 0 1/ 0/ 0 0 0 0 0|0 1/1 0 0|0 0 0|0 5
vig |0 0/ 1,0 0 0 0/ 0 0 0/ 1/1 0 0 O 0 0 0 0 0 0|0 O 0|0 0 3
vii |0 0 |(1|0 O |0/ 1 /0|1 1 /0|1 0|0 0 0|0 0|1 0 00 O 0|00 ]
viz | 0 0O/ 0|0 OO0 0 0|0 11|01 0 0|1 0 O0|1 |0 0|0 O 0|00 5
vi3 |0 0/ 0/ 0 O0 0 0/ 0 0 0 0 1 0 1 1|1 0 0 0 0 0|0 0 0|0 0 4
vi4 |0 0 0 0 0 0 0 0 O O0 0 0 1 0 1 0 O O O 0 0|0 O 0|0 0 2
vl |0 0 /0 0 O 0 0/ O 0 O0 0|0 1 1 O 1 0 O 0 0 0|0 O 0|0 0 3
vl |0/ 0/ 0|0 OO0 0 /0|0 00|11 |01 0|1 ©0|1|0 0|0 O 0|00 5
vi7 | 0 0 0 0 0 0 0/ O O O0 O 0 0 0 ©0 1 0 1 1 0 0|0 O 0|0 O 3
vig |0 0 0 0 0 0 0 0 O O O O 0 0 0 0 1 O0 1 0 0|0 O 0| 0 0 2
vi | 0/ 0/ 0|0 OO0 0 0|1 01|11 0|0 01 |1 1 /0|1 01 0 0|00 8
v20 0/ 0/ 0|0 0|0 0|1 |1 00|00 0 0 0|0 ©0|1 0/ 1|1 1 0|00 ]
v21 |0 O O O O O O /1 0 O0 O 0 0 O O0 O O O0 O0 1 0|0 1 1|0 0 4
v2z2 |0 0 0 0 O 0 0/ 0 0 O0 O/ 0 0 O O 0 O 0 1 1 0|0 1 0|0 0 3
v23 |0 0/ 0/ 0 O 0 O/ O O O O/ 0 0 0 O 0 0 O 0|1 1|1 O 0|0 0 3
v24 |0 0 /0|0 O 0 O0/1 0 O0 0/ 0 0 0 0 0 0 O 0 0 1|0 0 0|1 0 3
v2s |0 0 O O O O O O O O O O 0 O 0 O O O O O O|0 O 1 0 1 2
v26 |1O0 0 O O O O O O O O O O O O 0 0 O O O O0 0|0 O 0|1 O 1
grau| 5| 2| 6| 1 1| 2| 6 5 5 3 6 5 4| 2 3 5 3 2 8 6 4 2| 3 3 2 1

Para colorir o mapa serd usado o Algoritmo de Welsh-Powell, estudado no capitulo
Bl Mas para o melhor entendimento dos alunos serdao realizadas as etapas de forma mais

simples seguindo os passos abaixo.

1. Coloque os vértices em ordem decrescente segundo o grau de cada um.
2. Comece a coloracao com o vértice de maior grau.

3. Siga a sequéncia encontrada no primeiro passo, colorindo da mesma cor os vértices

que nao sao adjacentes.

4. Apéds esgotarem os vértices com a primeira cor, passe para a segunda cor e realize o

processo novamente.

Na figura 92| temos o inicio da coloragao, onde o vértice com maior grau do grafo, no
caso vyg, foi o primeiro a ser colorido. Pela ordem decrescente de graus, em seguida vem
0 v3 e assim sucessivamente, até colorir todas as regioes possiveis com a primeira cor,

formando o grafo da figura
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Figura 92 — Coloracao 1: mapa do Brasil  Figura 93 — Coloragao 2: mapa do Brasil

O mesmo processo deve ser repetido por cada cor até obter a coloragao final do mapa

(Figura [04).

Figura 94 — Coloracao 3: mapa do Brasil ~ Figura 95 — Coloracao 4: mapa do Brasil

Mostrar aos alunos outros mapas coloridos com 4 cores e dizer a eles que todo mapa é
planar, assim todos podem ser coloridos pelo teorema das 4 cores, mas nem toda situacao
problema é planar (usar o exemplo |3.3)).

Comentar com os alunos que existem outros algoritmos de coloracao, e quanto maior
a regiao que se pretende colorir, mais complicado se torna a resolugao, por isso existem
programas, que foram criados por meio desses algoritmos, e que realizam a coloracao de

problemas mais extensos.
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4.3 Registro Reflexivo da autora

Objetivo de inserir atividades de grafos nas salas regulares, como ja foi dito anterior-
mente, foi de apresentar uma “nova’matemaética aos alunos e estimular o estudo desta
ciéencia. Por isso, nao foi aplicada uma avaliacao formal do contetido, somente foi combi-
nado com os alunos que faria parte da nota de participacao e de entrega das atividades.
Além disto, as aulas foram aplicadas em uma semana pés fechamento de bimestre e entre
mudanca de conteido para nao atrasar o curriculo programado nessas series.

A seguir temos os registros, resultados e fotos das aplica¢oes dos planos de aula nas

séries propostas.

4.3.1 12 série do Ensino Médio

A 12 série do Ensino Médio é uma sala na qual a maioria dos alunos sao participativos
e realizam as atividades propostas em sala de aula, no entanto, apresentam dificuldades
na compreensao dos conteliidos matematicos e muitos deles nao possuem interesse quanto
a disciplina.

Na aplicacao da atividade, houve um empenho dos alunos para resolver o problema
das 3 casas. Eles buscaram varias alternativas para encontrar a solugao, como: trocar as
casas de lugar, tracar linhas mais curvas, colocar as casas alinhadas e as companhias nas
extremidades, inseriram as casas e as duas companhias para depois encontrar o melhor
lugar para a terceira.

As imagens a seguir sao fotos dos alunos da 1* série do Ensino Médio realizando a

atividades sobre grafos.

Figura 96 — Alunos do 1° ano tentando solucionar o problema das trés casas

Apds um tempo de tentativas, alguns alunos desistiram e declararam que o problema
nao teria solugao, mas nao conseguiram provar a afirmacao. Para alunos do Ensino
Médio, encontrar uma prova matematica é algo complexo, pois estao mais habituados
com exercicios praticos. Como proposto no plano de aula, foi provado que realmente o

problema nao tem solucao, e muitos alunos ficaram frustrados com a resposta.
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Foi aproveitada a oportunidade junto aos alunos para explicar que existem alguns
problemas matemaéticos, para os quais nao foi encontrada uma resolugao ou uma demons-
tracao para afirmar que realmente o problema nao possui solucao, e que todos os problemas
e teoremas matematicos devem ser provados. Em seguida foi introduzido o conceito de
grafos, e como exemplo no cotidiano foi falado sobre a maneira que as indicacoes de
amizade do Facebook funcionam.

A aula foi proveitosa, os alunos se empenharam na resolucao e ficaram curiosos com a
forma que os grafos organizam o Facebook, mas apds a retomada do conteido normal da
série, nao foi apresentada uma mudanca de motivacao significativa durante as aulas de

matematica.

4.3.2 22 série do Ensino Médio

A 2% série do Ensino Médio é uma sala com boas notas e grande parte dos alunos sao
comprometidos, mas ha alguns que apresentam dificuldades e certo desinteresse com os
conteiudos de matematica. Esses fatores motivaram a aplicacao das atividades de grafo
nesta sala.

Primeiro foi entregue o mapa politico do Brasil (Anexo A) para que fosse colorido
com o menor numero de cores possivel, de modo que os estados vizinhos tivessem cores
diferentes. O interesse dos alunos pela atividade foi visivel; todos fizeram o exercicio, além
disso eles propuseram uma disputa entre eles de quem coloria 0 mapa com menos colores.
Como tiveram um bom empenho, obtiveram um resultado muito bom, pois parte deles
conseguiu a coloragao com 4 cores.

Pela observacao em sala e andlise dos questionarios, grande parte dos alunos comegaram
a coloragao por uma regiao do canto, mais precisamente pelo estado da Amazonas, e seguiu
colorindo pela ordem que as regides apareciam. Ja a maioria dos alunos que fizeram a
coloracao de modo aleatério coloriram o mapa com 5 cores.

Apés a parte tedrica, onde foi inserido o conceito de grafos e o algoritmo da coloragao,
foi entregue uma nova atividade (Anexo C) para que colocassem em prética a teoria, e 0s
alunos formaram grupos para trocarem ideias sobre a resolugao. Pelo desenvolvimento
da atividade, as duvidas apresentadas foram sobre a aplicacao do conceito no problema
proposto. Por exemplo: alguns alunos tiveram dificuldades em representar o mapa das
regides em um grafo de forma que as arestas nao se cruzassem. Ao final a atividade
foi recolhida e corrigida, o resultado em geral positivo, pois grande parte dos alunos
compreenderam o conceito de grafos e o algoritmo de coloragao proposto.

As Figuras a seguir, [97 e [08] sao fotos dos alunos da 2* série do Ensino Médio realizando

a atividades sobre grafos.
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Figura 97 — Alunos do 2° ano resolvendo a primeira e a segunda etapa da atividade

A terceira atividade (Anexo D) foi proposta a fim de que os alunos visualizassem que
os conceitos estudados sobre grafos também sao validos para outros tipos de problemas.
Para a sua resolucao, além da interpretacao de texto, tiveram que utilizar a matriz para
formarem o grafo do problema. Nessa atividade os alunos em geral tiveram bastante
dificuldade na interpretagao textual e da matriz, pois perguntaram varias vezes como
transformar as informagoes dadas em um grafo e como resolver a pergunta do exercicio.
Por isso, para um melhor resultado foi feito um atendimento individual.

Para finalizar a atividade, foi perguntado aos alunos se todos os problemas de coloracao
de grafos tém como resultado uma coloragao de 4 cores, grande parte deles disseram que
sim. Assim foi mostrado um problema de coloracao que nao é vélido o teorema das 4 cores
por nao ser um grafo planar. Todas as atividades foram recolhidas e corrigidas, o resultado
foi muito positivo, obtivemos uma participacao de todos os alunos e muitos gostaram do
conteudo e da aula diversificada, pode-se perceber isto, pois durante as aulas, ao logo do

ano, varios alunos perguntaram quando seria a proxima aula diversificada.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi feita uma breve introducao a Teoria de Grafos, que é uma ferramenta
que auxilia na resolucao de problemas do dia a dia e principalmente na drea da computacao.
O trabalho teve como foco as definigoes relevantes para estudar e compreender coloracao
de vértices, mapas e arestas.

Vimos que a coloragao de grafos em geral nao é complexa, o grande desafio é encontrar
o numero cromatico ou o indice cromatico, que é como chamamos a menor quantidade
de cores usadas para colorir os vértices ou as arestas do grafo. Com esse objetivo, foram
estudados alguns algoritmos para coloracao dos vértices, como: Coloragao sequencial,
Welsh-Powell e Dastur, que facilitam a coloracao, mas nao garantem o nimero cromatico
como resultado. Nas arestas, foi estudado o algoritmo baseado na demonstragao do
Teorema de Vizing, mas por ser extenso e ideal para grafos bem grandes, sua aplicacao é
mais proveitosa com o auxilio de computadores.

Para finalizar o trabalho foi desenvolvido, um plano de aula sobre grafos e aplicado
em duas salas do Ensino Médio de uma escola ptublica. No 1° ano do Ensino Médio,
foi trabalhado o que chamamos de O Problema das Trés Casas, ou também conhecido
como O Problema das Ligagoes de agua, luz e telefone, os alunos foram desafiados a
resolverem, e apds um tempo de tentativas, foi demonstrado que o problema nao tem
solucao. Posteriormente foi inserido brevemente o conceito de grafos. No 2° ano do Ensino
Médio, como os alunos ja possuiam uma “bagagem” maior, foi trabalhado o conceito de
grafos, sua representacao em forma de matriz de adjacéncia, o Teorema das quatro cores
com a coloracao do Mapa do Brasil Politico e, para finalizar, uma adaptacao do Algoritmo
de Welsh-Powell para a resolucao do Problema dos Quimicos.

Tendo em vista os aspectos observados, a motivagao dos alunos e as correcoes das
atividades realizadas, vimos que é possivel inserir grafos no ensino regular, e sugerimos a
continuacao desse estudo, e de novos problemas que possam ser trabalhados também com
o Ensino Fundamental, que promova um novo olhar para o Aprender Matematica pelos

alunos.
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A Atividade 1

Pinte o mapa do Brasil com o menor numero de cores
possiveis, de forma que os estados vizinhos possuam cores
diferentes.




B Questionario

Questionirio

1- Por qual regido vocé comegou a colorir o0 mapa?

2- Por que comecou por essa regido’

a. Preferi comecar por uma regifio do canto.

b. Por que € a que tem mais fronteiras.

c. Comece1 por essa regido pelo numero que ela
POSSUL.

d. Outra (explique).

3- Qual foi1 a sua estratégia usada’

a. seguir a coloragdo pela ordem que as regides
aparecem.

b. Seguir a ordem numérica das regides.

c. Colorir incialmente os estados com mais regides
vizinhas.

d. Colorir de modo aleatorio.

e. Outra (explique).

4- Com quantas cores vocé consegumu colorir o
mapa?’

80
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C Atividade 2
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D Atividade 3

Atividade 3 - Coloragdo de grafos

(Problema dos Quimicos). Suponha que um quimico deseja
armazenar 5 substancias, a; b; ¢; d; & e Algumas dessas
substancias reagem quando entram em contato, devendo
entdo ser armazenadas em salas diferentes. Qual € a
quantidade minima de salas necessarias para armazenar
essas substdncias? Considere a matriz M de adjacéncia
abaixo, sendo que as substancias adjacentes (possui o nimero

1 na matriz) reagem quando entram em contato, ou seja, nao
podem ficar na mesma sala.

M= 1 1 010

-

—
-
—
=
e
=8
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