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Resumo

Modelos matematicos envolvendo equagoes diferenciais sao usadas em diversas areas
da ciéncia e da engenharia. Ha métodos analiticos que permitem encontrar solugoes
exatas para esse tipo de equagao. Na prética, porém, pouco problemas podem ser
resolvidos através de métodos analiticos. Uma alternativa é usar métodos numéricos,
0s quais nao permitem encontrar a solucao exata, mas levam a uma solugao aproximada
em que o nivel de precisao pode ser estimado com seguranga. Este trabalho concentra-
se em métodos numéricos destinados & solucao da equacao da onda, que é uma das
equacoes mais importantes da Fisica. A equacao da onda encontra aplicacoes em
diversas areas. Por exemplo, podemos citar as ondas actsticas, as ondas de agua, as
ondas eletromagnéticas e as ondas sismicas. Adotamos aqui o método das diferengas
finitas para a solucao numérica da equacao da onda. Além de meios homogéneos,
abordamos a transmissao de ondas em meios com diversas camadas. Apresentamos

exemplos de utilizacao dos métodos na linguagem de programacao Python.



Palavras-chave
Equagao da onda, Métodos numeéricos, Diferencas finitas, Python, Equacoes dife-

renciais.



Abstract

Mathematical models involving differential equations are used in several areas of
science and engineering. There are analytical methods that allow us to find exact
solutions for this type of equation. In practice, however, few problems can be solved
through analytical methods. An alternative is to use numerical methods, those not
allow us to find an exact solution, but lead to an approximate solution in which the
level of accuracy can be safely estimated. This work focuses on numerical methods for
solving the wave equation, which is one of the most important equations in physics. The
wave equation finds applications in several areas. For example, we can mention acoustic
waves, water waves, electromagnetic waves and seismic waves. We have adopted here
the finite difference method for the numerical solution of the wave equation. In addition
to the homogeneous media, we discuss the transmission of waves in media with several

layers. We present examples of using the method in the Python programming language.



Keywords
Wave equation, Numerical methods, Finite differences, Python, Differential equa-

tions.
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Capitulo 1

Introducao

Ao escolhermos o tema para este trabalho, levamos em conta a experiéncia do autor
com programacao de computadores. Buscdvamos um tema que permitisse aplicar con-
ceitos matematicos a algum problema pratico. Assim, escolhemos a érea de métodos
numéricos, que permite aplicar solugoes computacionais a problemas mateméaticos. Em
particular, escolhemos a equagao da onda, que é uma das mais importantes da Fisica.

A equagao da onda encontra aplicacoes em diversas areas. Por exemplo, podemos
citar as ondas acusticas, as ondas de agua, as ondas eletromagnéticas e as ondas sis-
micas. Destacamos a simulacao computacional da propagacao de ondas sismicas. Esse
tipo de simulacao é utilizado para o entendimento da formacao geologica do subsolo,
com aplicagao na Geologia e na Geofisica. Estao disponiveis, atualmente, diversas
técnicas numéricas para solucionar equacgoes diferenciais. Torna-se importante encon-
trarmos exemplos de como aplicar essas técnicas a equagao da onda. Por essas razoes,
escolhemos o tema da solu¢ao numérica da equacao da onda.

Consideramos que este tema pode ser ttil, inclusive, para professores do ensino
médio. O conceito de ondas é um assunto avancado, em termos teodricos, para os

alunos de ensino médio. Porém, até certo ponto, é um assunto intuitivo, pois as ondas
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estao presentes na nossa experiéncia cotidiana.
A linguagem de programacao Python, que adotamos neste trabalho, é de facil apren-

dizagem e bastante adequada para a programagao matematica:

“Escolhemos usar a linguagem de programacao Python porque combina
poder notavel com sintaxe muito limpa, simples e compacta. O Python é
facil de aprender e muito adequado para uma introdugao a programacao de
computadores. O Python também é bastante semelhante ao Matlab e uma

boa linguagem para fazer computacao matematica” [LANGTANGEN, 2011,

p.v].

Consultando a literatura, verificamos que ha diversas técnicas numéricas para so-
lucionar equacoes diferenciais. Podemos citar os métodos de diferencas finitas, de ele-
mentos finitos e de volumes finitos. Neste trabalho, optamos pelo método de diferencas

finitas, por sua relativa simplicidade e versatilidade.

“Uma grande quantidade de modelos computacionais ¢ baseada em equa-
¢oes diferenciais ordinérias e parciais. (...) Um tema chave é resolver
equacoes diferenciais numericamente em um computador. Muitos méto-
dos estao disponiveis para este propoésito, mas o foco aqui é em méto-
dos de diferencas finitas, porque estes sao simples, mas versateis, para
resolver uma ampla gama de equacoes diferenciais ordinéarias e parciais”

[LANGTANGEN, 2016, p.1].

A hipotese que adotamos é que o método das diferencas finitas pode ser aplicado
a solucao numérica da equagao da onda com bons resultados praticos. No decorrer

do trabalho, apresentaremos exemplos de aplicacao do método para verificarmos se a
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hipotese é verdadeira. Por uma questao de simplicidade de implementagao dos méto-
dos limitamos os exemplos & equacao da onda em uma dimensao espacial, o que nao
representa nenhuma perda do ponto de vista tedrico, uma vez que a extrapolagao para
dimensoes maiores ¢ direta.

Assim, trabalharemos com o objetivo geral de apresentar exemplos de utilizagao
do método das diferencas finitas para a solucao numérica da equagao da onda. Nossos

objetivos especificos serao:

e apresentar o conceito de equagao diferencial;
e apresentar o conceito de diferencas finitas;

e apresentar métodos para solugao de problemas de valor inicial, exemplos de uti-

lizacao e comparar esses métodos.

e apresentar o Método das Linhas, que é um método que permite aplicar, para
equacoes diferenciais parciais, métodos numéricos destinados a equagoes diferen-

ciais ordinérias.

e apresentar exemplos de solu¢ao numérica da equagao da onda pelo método direto

e pelo Método das Linhas.

e apresentar exemplos da solu¢ao numérica da equacao da onda, para meios com

diversas camadas.

O trabalho foi realizado através de investigagao de literatura existente, a respeito do
tema estudado. Esses conceitos sao tanto matemaéticos como de métodos numeéricos e
computacionais. Além disso, desenvolvemos exemplos de cédigo de programacao para
exemplificar os conceitos estudados e testar os métodos. O restante desta monografia

esté organizado conforme descrito a seguir.
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No Capitulo 2, apresentamos a equacao da onda, sua solugao analitica e alguns
conceitos de equagoes diferenciais.

No Capitulo 3, apresentamos o conceito de diferencas finitas e alguns métodos
numeéricos que utilizam esse conceito.

No Capitulo 4, apresentamos a solu¢cao numérica da equacao da onda.

No Capitulo 5, apresentamos os conceitos de convergéncia e estabilidade, que serao
importante para determinar a precisao de diversos métodos numéricos.

No Capitulo 6, apresentamos o Método das Linha (MDL) e mostramos como aplicé-
lo a equacao da onda.

No Apéndice A, apresentamos alguns conceitos e teoremas de Algebra Linear utili-
zados no trabalho.

No Apéndice B, apresentamos a solucao da equacao da onda, pelo método de sepa-
racao de variaveis.

No Apéndice C, apresentamos os codigos de programacao de exemplo, na linguagem
Python.

Esperamos que este trabalho contribua para um melhor entendimento dos métodos
numéricos aplicados a equacgoes diferenciais e, em particular, & equacao da onda. Nossa
expectativa, em termos mais amplos, é contribuir para a divulgacao da Matemética,
mostrando sua utilidade, seu potencial e ferramentas para facilitar a sua utilizacao e

aprendizado.
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Capitulo 2

A equacao da onda

Segundo [BOYCE e DIPRIMA, 2017, p. 1], “Muitos dos principios, ou leis, que regem
o comportamento do mundo fisico sao proposi¢oes, ou relagoes, envolvendo a taxa
segundo a qual as coisas acontecem”. Essas relagoes sao representadas em linguagem
matematica através de equacoes e as taxas de variacao das grandezas envolvidas sao
representadas pelas derivadas das fungoes. Equagoes contendo derivadas sao equacoes
diferenciais.

Dessa forma o estudo dos fenomenos fisicos pode ser realizado através da elaboragao
de modelos matematicos. Esses modelos frequentemente envolvem equagoes diferen-
ciais. Segundo [ASCHER e GREIF, 2011, p.481]: “Um grande ntumero de modelos
matematicos em diversas areas da ciéncia e da engenharia envolvem equacoes diferen-
ciais”. Segundo [NAGLE, SAFF e SNIDER, 2012, p.1], “Estes modelos frequentemente
geram uma equacgao que contém algumas derivadas de uma fungao desconhecida. Tal
equacao é chamada de equagao diferencial.”

Existem métodos analiticos para encontrar solugoes para equacoes diferenciais, que
podem ser encontrados em livros sobre Equagoes Diferenciais. Em alguns casos es-

ses métodos permitem encontrar solugoes exatas para as equagoes. Mas, segundo
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[BURDEN et al., 2017, p.284]: “Na pratica, porém, poucos dos problemas que se ori-
ginam do estudo de fendmenos fisicos podem ser resolvidos exatamente”. Segundo
[LEVEQUE, 2007, p. 3|: “Em geral, este & um problema dificil, e raramente pode ser
encontrada uma féormula analitica para a solugao”. O método das diferencas finitas, que
abordaremos neste trabalho, pode ser utilizado para encontrar solugoes aproximadas
para equacoes diferenciais.

Considere, por exemplo, uma corda esticada horizontalmente, em que uma das
extremidades esta fixa e a outra esta sendo balancada para cima e para baixo em um
movimento peridédico. Nesse caso serda produzido um movimento ondulatério que ira
se deslocar através da corda. Segundo [YOUNG e FREEDMAN, 2008b, p. 104], “O
movimento ondulatério é produzido por uma perturbacao do estado de equilibrio que
se propaga de uma regiao para outra do meio”. Quando a perturbacgao transmitida
através do meio é periddica temos uma onda. Segundo [JEWETT e JOHN, 2017, p.

104], “A onda é uma perturbagao periddica se movendo através de um meio”.

Exemplo 2.1. Para analisar ondas vamos considerar uma func¢ao u(z,t) chamada
funcao de onda que nos fornece o deslocamento u (a partir do equilibrio) de uma

particula na posigdo x e no instante t. A func¢do u(z,t) obedece a seguinte equagao:

OPu(x,t) i@zu(x,t)
or2  v?2 Ot

(2.1)
Sua dedugao pode ser encontrada em [BOYCE e DIPRIMA, 2017, na péagina 556.

“A Equagao (2.1), denominada equagao de onda, é uma das mais im-
portantes da fisica. Quando ela ocorre, sabemos que existe uma onda se pro-
pagando ao longo do eixo Ox com velocidade v.” [YOUNG e FREEDMAN;, 2008b,

p. 112].

16



A
u(x,ty)
P T~ >
X

x=0 x¥L X

Figura 2.1: Gréafico de u(z,t) no instante t = ¢,

Na figura 2.1, podemos ver um exemplo do grafico da fungdo u(x,t), no instante
t = tg. Vamos considerar que ty é o instante inicial em que estamos analisando a funcao
u(z,t).

Quando ocorre um movimento ondulatério em uma corda esticada horizontalmente,
cada elemento perturbado (particulas da corda) se move verticalmente. Por isso a onda
é chamada de onda transversal, que é o caso em que os elementos do meio perturbado
se movem perpendicularmente & dire¢ao de propagacao da onda. Ha outro tipo de
onda no qual os elementos do meio se movem paralelamente & direcao da propagacao,
chamada onda longitudinal. E o caso, por exemplo, de ondas de som, nas quais a
perturbagao do meio se da por variagoes de pressao. Ha ainda ondas que exibem uma
combinagao de movimentos longitudinais e transversais, como por exemplo ondas que

se movem em eventos sismicos.

“A equagao (2.1) se aplica, em geral, aos varios tipos de ondas que
se propagam. Para ondas em cordas, y representa a posicao vertical dos
elementos da corda. Para ondas de som se propagando através de um gas,

y correponde a posicao longitudinal dos elementos do géas, do equilibrio
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ou de variacoes de qualquer pressao ou densidade do gas. No caso das

ondas eletromagnéticas, y corresponde a componentes do campo elétrico

ou magnético” [JEWETT e JOHN, 2017, p. 49].

A equagao (2.1) aparece com frequéncia quando é necessario analisar fenémenos

ondulatorios:

“Alguma forma dessa equacao, ou uma de suas generalizacoes, aparece
quase que inevitavelmente em qualquer analise matemética de fendmenos
envolvendo a propagacao de ondas em um meio continuo. Por exemplo,
estudos de ondas actsticas, ondas de agua, ondas eletromagnéticas e ondas
sismicas baseiam-se todos nessa equacao” [BOYCE e DIPRIMA, 2017, p.

532].

A equacao da onda pode ser classificada como uma Equagao Diferencial Parcial
(EDP), que é o tipo de equagao diferencial em que a func¢ao desconhecida depende de
mais de uma variavel independente e assim as derivadas que aparecem sao derivadas
parciais.

Ja para as equacgoes diferenciais ordinérias, a funcao e suas derivadas dependem
de uma tunica variavel independente e assim aparecem apenas derivadas simples na
equacao diferencial.

Um exemplo de equagao diferencial ordinaria é a equagao do movimento harmoénico
simples. Segundo [LANGTANGEN;, 2016, p.80], este ¢ o sistema mecénico vibracional

mais fundamental.

Exemplo 2.2. Considere que um corpo de massa m esta sobre um trilho horizontal e
pode se mover horizontalmente ao longo do trilho sem atrito, conforme representado

na figura 2.2. Ha4 uma mola de massa desprezivel com a extremidade esquerda mantida
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Figura 2.2: Sistema massa-mola.

fixa e a extremidade direita presa ao corpo. A for¢a da mola é a tnica forc¢a horizontal
que atua sobre o corpo.

Definimos o sistema de coordenadas com a origem O na posicao de equilibrio para a
qual a mola nao esté esticada nem comprimida. Quando o corpo é deslocado da posicao
de equilibrio da mola, a for¢a da mola tende a fazer o corpo voltar para a posicao de
equilibrio. Segundo [JEWETT e JOHN, 2017, p. 1], “O movimento harménico simples
também forma a base de nossa compreensao de ondas mecénicas. Ondas sonoras,
sismicas, em cordoes esticados e na agua sao todas produzidas por alguma fonte de
oscilagao”.

Se z(t) representa o deslocamento horizontal do corpo em relagdo a origem, entdo

temos a seguinte equacao:

d*x(t)
dt?

m = —kx(t), (2.2)

que representa uma rela¢do entre a funcao x(t) e a sua derivada segunda, z”(t). A

dedugao desta equagao pode ser encontrada em [JEWETT e JOHN, 2017, p. 4].

Outra classificagao importante das equagoes diferenciais é quanto & ordem. A

ordem de uma equagao diferencial é a ordem da derivada de maior ordem que aparece

19



na equagao. Por exemplo, as equagdes (2.2) e (2.1) sao de segunda ordem.

Outra classificacao importante das equagoes diferenciais é quanto a linearidade.

Definicao 2.1. Uma equacgao diferencial ordinaria linear de ordem n é uma equa-

¢ao que pode ser escrita na forma
an (Y™ + an_1 ()Y + L+ ar ()Y + ao(t)y = g(t) (2.3)
onde ag(t), ai(t), ..., a,(t) e g(t) dependem somente de ¢ e nao de y.

Por exemplo, a equagao (2.2) é uma equagao diferencial ordinéria linear, assim como
a equagcao

sen (t)y" = cost

Quando uma equacao diferencial ordinaria nao pode ser escrita na forma da equacao

2.3), dizemos que ela é nao linear. Por exemplo, a equagao
¢
y*y" = cost

¢ nao linear.
Para o caso das equacoes diferenciais parciais, vamos nos limitar a equagoes de
segunda ordem com duas varidveis independentes. Porém este conceito pode ser extra-

polado para equacoes de ordem mais alta e mais variaveis independentes.

Definicao 2.2. Uma EDP linear de segunda ordem, com duas variaveis independentes,

é uma equacao que pode ser escrita na forma:

0%u 0%u 0%u
a(x,y) 5= +2b(x,y) 57— + c(z, y)a—y2

du ou
Oz D20y +d(z,y) 2+ e(w,y) - + fl,y)u = 6(z,y)

ox dy
(2.4)

Por exemplo, a equagao (2.1) se enquadra no formato da equagao (2.4) e portanto

é uma equacao diferencial parcial linear.
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2.1 Sobre Condicoes Iniciais e de Contorno

Uma equagao diferencial geralmente possui um ntimero infinito de solugoes.

Exemplo 2.3. Se considerarmos a equacao diferencial

y'(t) = y(t), (2.5)

temos que y(t) = e’ é uma solugdo, pois a derivada dessa funcao é igual a propria
fun¢ao. Porém, a funcao y(t) = 2e' também é uma solugao. Podemos ver isso derivando

a fungao diretamente. Na verdade, qualquer fungao da forma
y(t) = Ce', (2.6)

onde C' é uma constante, também é uma solu¢ao. Assim, podemos pensar em (2.6)

como uma familia de soluc¢oes, com uma solugao especifica para cada valor de C.

Para conseguirmos determinar a solu¢cao de um determinado problema, precisamos
de mais algumas informacoes além da propria equacao diferencial. Assim, o problema

podera ser acompanhado das chamadas condigoes iniciais.
Exemplo 2.4. A equagao (2.5) pode ser acompanhada da seguinte condigao inicial:
y(0) = 1. (2.7)
De posse dessa condigao inicial, basta substituir na equagao (2.6):
y(0) = Ce’ =1,

e concluimos que C' = 1, donde y(t) = €' ¢ a solugao do problema que atende a

condigao (2.7).

Defini¢ao 2.3 (Problema de Valor Inicial). Um problema composto de uma equagao

diferencial acompanhada de condigoes iniciais é chamado problema de valor inicial.
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Exemplo 2.5. A equagao diferencial do sistema massa-mola, equagao (2.2), acompa-

nhada das condicoes iniciais

determina um problema de valor inicial. Podemos pensar que essas condigoes deter-
minam que a mola encontra-se inicialmente com o deslocamento méximo A e com a

velocidade 0. A solugao a seguir atende as duas condigoes iniciais fornecidas:

x(t) = Acos (\/g t) (2.8)

Condigoes iniciais fornecem o valor da fungao (e possivelmente da uma ou mais de
suas derivadas) em um ponto. Porém as aplicagdes fisicas muitas vezes levam a outro
tipo de problema, onde o valor da funcao é especificado em dois pontos diferentes.

Essas condigoes sao chamadas condigoes de contorno ou condicoes de fronteira.
Exemplo 2.6. Poderiamos ter a equagao diferencial
y'(z) = Ky(z),

acompanhada das condig¢oes de contorno:

y(a) = yo,

y(B) = v

Definigao 2.4 (Problema de Valor de Contorno). Uma equagao diferencial junto com

uma condic¢ao de contorno apropriada forma um problema de valores de contorno.

Exemplo 2.7. Vamos considerar que a equagao (2.1) modela uma onda em uma corda.

Nesse caso a funcao u(x,t) representa o deslocamento vertical da corda na posigao x e
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no instante t. Se considerarmos que a corda encontra-se fixa nas duas extremidades,

podemos ter as seguintes condi¢oes de contorno:

u(0,t) =0,
(2.9)
u(L,t) =0,
que nos indicam que o deslocamento vertical da corda é igual a zero nos pontos z = 0
e x = L, em qualquer instante ¢.
Poderiamos especificar qual a forma da corda no instante t = 0. Nesse caso, a corda
T X
poderia comegar com uma forma senoidal, por exemplo, f(z) = sen <T> . Nesse caso,

a condi¢ao inicial seria especificada por

X

u(z,0) = sen <T> : (2.10)

Na figura 2.1, vemos que a onda de exemplo possui uma forma senoidal no instante
t = ty. Considerando ¢, como o instante inicial, esse seria o grafico da funcao que nos
da a condicao inicial do problema. Nos pontos x = 0 e x = L, a fungao assume o valor
0, respeitando a condi¢ao de contorno que define que o deslocamento vertical da corda
¢ igual a zero nos extremos do intervalo.

Nos caso da equacao da onda, por se tratar de uma equagao de segunda ordem,
precisamos também especificar uma velocidade inicial para a corda. Por exemplo,
suponha que a corda encontra-se imével no instante t = 0, ou seja, a velocidade é igual
a 0. Assim, a derivada parcial da funcdo u(z,t) em relagdo a variavel ¢ serd nula no

instante inicial. Teremos a seguinte condicao inicial:

ou(zx,0)

5 =0. (2.11)

Neste caso, o problema é composto da equacao diferencial 2.1, das condigoes de
contorno 2.9 e das condigoes iniciais 2.10 e 2.11. Assim teremos um problema de

valor inicial e de contorno.
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2.2 Solucao Analitica da Equacao da Onda

Vamos considerar o seguinte problema de valores iniciais e de contorno:

Exemplo 2.8. Considere que uma corda encontra-se esticada horizontalmente, com
as extremidades fixas. Pode ser, por exemplo, a corda de um violao ou violino. Essa
corda tem comprimento L. A funcdo u(x,t) ira representar o deslocamento vertical da
corda, na posicao = e no instante de tempo t. Assim, a variavel x pertence ao intervalo
[0, L]. Vamos considerar o tempo entre os instantes 0 e 7', assim a variavel ¢ pertence
ao intervalo [0, 7.
Conforme discutimos no inicio deste capitulo, a fungao u(z,t) obedece a equagao
da onda:
QPu(x,t) 2 0*u(z, 1)

3 g2 bara @ € (0,L), t € (0,T] (2.12)
Como as extremidades da corda estao fixas, teremos as seguintes condigoes de

contorno
u(0,t) =0 para t € (0,77,
(2.13)
u(L,t) =0 para t € (0,T].
Suponha também que o formato da corda no instante t = 0 é dado pela funcao

f(x). Assim, teremos a seguinte condigao inicial
u(z,0) = f(z) para x € [0, L]. (2.14)

Além disso, consideramos que a corda encontra-se parada no instante t = 0. Assim,
a velocidade da corda seré nula nesse instante, e teremos mais uma condigao inicial

para velocidade:
Ou(x,0)

5 0 para z € [0, L]. (2.15)

A solucao da equacao da onda pode ser calculada pelo método de separacao de

varidveis. No apéndice B, apresentamos a solucao por esse método. Chegamos a
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Figura 2.3: Graficos correspondentes as trés primeiras parcelas do somatoério dado pela
equagao 2.16. As curvas tracejadas representam as variagoes de amplitude que ocorrem

com o tempo.

seguinte solucao:

- t
u(z,t) = Z b, sen (%) cos (mlr/c ) (2.16)
n=1

Os b,, sao os coeficientes da série de Fourier em senos, que definimos no apéndice

B, e sao dados pela expressao

9 [L
bn:Z/O fﬂ@sen(?)dz, n=12,3,..,

onde f; é a extensao impar de f, com periodo 2L.
Intuitivamente, podemos pensar que esta solugao corresponde a superposi¢ao (soma)
de varias fungoes que representam movimentos vibratorios na corda. Cada uma das fun-

- nmwx . ) L. - nmct
goes sen (T) representa um modo do movimento vibratério. A fungao cos 7

esté associada a frequéncia do movimento, para um determinado modo. Sao vérias on-
das imédveis que vibram com frequéncias diferentes. Os graficos apresentados na figura
2.3 representam as trés primeiras parcelas do somatorio, paran =1, 2 e 3.

Vamos apresentar a seguir mais uma solucao para a equacao da onda. Esta solugao,

na verdade, é equivalente a solucao obtida pelo método de separacao de variaveis.
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Se considerarmos a equacao da onda definida sobre um dominio ilimitado, —oo <
x <ooel<t< oo, com a condigdo inicial (2.14) e a condigao inicial ndo-homogénea
para velocidade

ou(z,0)
20 _ gta,

teremos como solucao

fle—ct)+ flx+ct) 1 /”Ct

t) = —
u(z,t) 5 by

g(s)ds.

T—ct

Este resultado é conhecido como formula de d’Alembert. A demonstracao pode ser
encontrada em [FARLOW, 1993, p.129].

Observe que, para o problema do exemplo 2.8, temos g(x) = 0. Se considerarmos

este problema com dominio ilimitado, teremos a solugao:
1
u(x,t) = §(f(x —ct) + f(z + ct)).

Podemos observar que a equagao acima é composta da soma das fungoes % flz—ct)
e a fun¢do %f(x + ct). A primeira representa uma translacdo horizontal da funcéo
% f(x), em ct unidades, para a direita; a segunda representa uma transla¢do horizontal
da funcao % f(z), em ct unidades, para a esquerda. A figura 2.4 ilustra o que acontece:
a metade do valor inicial da fungao u(zx,t), dados pela condigao inicial u(z,0) = f(z),
move-se para a direita com velocidade ¢, enquanto a outra metade move-se para a
esquerda. Tratam-se de duas “ondas em movimento”.

As duas solugoes apresentadas representam duas maneiras distintas de pensar na
equagao da onda: a primeira, como superposi¢ao de ondas iméveis. Ja a segunda seria

como “ondas em movimento”.

Mencionamos anteriormente que a solucao para o problema da corda

vibrante (...) consistia em uma superposi¢ao de ondas iméveis. Ha também
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Figura 2.4: Solucao de d’Alembert: duas “ondas em movimento”.

‘ondas em movimento’ associadas com a equacao da onda. Tais ondas
surgem naturalmente pela solucao de d’Alembert para a equacao de onda

para uma corda ‘infinita’.” [NAGLE, SAFF e SNIDER, 2012, pag.496].

Observamos que as duas solucoes apresentadas nao se contradizem. Para ilus-
trar este fato, observamos que podemos expressar uma onda no formato da solu-
¢ao obtida pelo método de separacao de varidveis como uma superposi¢ao de duas

fungoes, no formato da féormula de d’Alembert. O exemplo a seguir encontra-se em

[INAGLE, SAFF e SNIDER, 2012, pag. 499|:

nmct nmwT .
Exemplo 2.9. Expresse a onda imével cos (T) sen <T> €COmMo uma Superposicao
de ondas em movimento.

Solugao:
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Utilizando identidades trigonométricas, podemos concluir que

nmct nrr\ 1 w(lw—ct) 1 w(lwtct)
cos( 7 )sen(T)—ésenT—FésenT—f(x—ct)—i-f(x—l—ct)
onde
(@) 1 T
T) = —sen —
2 L

2.3 Propagacao de Ondas em Meios com Diversas Ca-
madas

Nas se¢oes anteriores, abordamos a equacao da onda considerando a propagacao com
uma velocidade ¢ constante. Porém, em problemas praticos, essa velocidade pode nao
ser constante. A velocidade pode variar de acordo com a posi¢ao em que a onda se
encontra. Isso ocorre porque a velocidade de propagacao da onda depende de carac-
teristicas fisicas do meio. Segundo [LANGTANGEN e LINGE, 2016, p.160]: “Quando
o meio difere em propriedades fisicas como densidade ou porosidade, a velocidade de
onda ¢ é afetada e dependeréd da posicao no espago.”

Quando as ondas se propagam através da fronteira entre dois meios com proprieda-
des fisicas diferentes, ocorrem os fendémenos de reflexao e refracao. Através da reflexao,
uma parte da onda retorna em sentido contrario ao da onda inicial. J& a refracao faz
com que outra parte da onda prossiga no sentido original. Esses fenémenos possibili-
tam que seja realizado o imageamento sismico, com a finalidade de obter informacoes

a respeito da formacao geoldgica em subsuperficie.

“O imageamento sismico se faz, basicamente, com a propagacao de on-
das através das camadas geologicas no interior da Terra. Essas ondas ao

encontrarem a superficie de separacao de dois meios cujas impedancias
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acusticas sao diferentes, sofrem reflexoes e refracoes. As reflexdes nas ca-
madas geologicas sao registradas na superficie, esse registro (sismograma)

serd o principal dado de entrada para a etapa do processamento sismico.”

[MARTINS et al., 2007, p.1]

Apresentaremos a seguir um exemplo da equac¢ao da onda em um meio com diversas

camadas.

Exemplo 2.10. Considere que uma onda se desloca em um meio com diversas camadas.
Vamos considerar apenas uma dimensao espacial, assim vamos considerar que a onda
estara sobre uma reta de comprimento L. A funcao u(z,t) ird representar a intensidade
desta onda na posicao z e no instante de tempo t. A varidavel x ird pertencer ao
intervalo [0, L]. Vamos considerar o tempo entre os instantes 0 e 7', assim a variavel ¢
ird pertencer ao intervalo [0, 7).

Vamos considerar que a funcao g(z) = ¢?(z) fornece o quadrado da velocidade de
propagacao da onda, em funcao da posicao xz. A equacao da onda passa a ser escrita

da seguinte forma

Puet) = 2 (e 20). 217)

Essa forma da equagao da onda é mais geral do que aquela apresentada através
da equagao (2.1). Naquela equagao, consideramos que a fungao ¢(xr) = ¢* era uma

constante.

Esta forma da equacao da onda encontra-sem em [LANGTANGEN e LINGE, 2016,
p. 160]. Segundo o autor: “Esta ¢ a forma mais frequente da equagdo do onda com

velocidade varidvel”.
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Capitulo 3

Aproximacoes por Diferencas Finitas

3.1 Férmulas Para Aproximacao da Derivada de uma

Funcao

Neste capitulo, falaremos sobre as aproximacoes por diferencas finitas. Além de serem

usadas em métodos numéricos para solucionar equacoes diferenciais, essas aproximacgoes

permitem calcular aproximagoes da derivada de uma funcao.

“Embora todos nos lembremos, do Célculo, como estimar analiticamente
derivadas de uma fungao f(x), héa razoes para fazer isso numericamente.
Uma delas é que pode ser necessario derivar fungoes muito complicadas
e o processo para obté-las manualmente pode estar sujeito a erros. Ou-
tra razao ¢ que a funcdo f(z) pode nao ser conhecida explicitamente.”

[ASCHER e GREIF, 2011, p.409]

Temos que a derivada de uma funcao f em um ponto xy é dada por:

/ . f(zo+h) — f(xo)
f(xo) = lim ; .

h—0
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Ya y=f{x)

Jgth) b

J(xoth) - f(x,)
Sxp) |-

Figura 3.1: Valores usados na Formula de Diferencas Centradas
Uma escolha natural para aproximar f’(xq) seria usar a férmula definida a seguir:

Definigao 3.1 (Férmula de Diferengas Progressivas). Suponha que sdo conhecidos os
valores da func¢do f(x) nos pontos xg e g+ h, com h > 0. A formula de diferencgas

progressivas ¢ definida como

flao +h) = flao)

D+f(l‘o) = h

(3.2)

Esta formula utiliza os valores mostrados na figura 3.1. Intiuitivamente, podemos
pensar que o quociente entre (f(xg+h)— f(zo)) e h se aproxima da derivada f'(z), &
medida que h se aproxima de zero, pois no limite este quociente é a propria derivada.

A equagao (3.2) pode ser utilizada para realizar uma aproximagao de f’(xq) baseada
em pontos x tais que x > x¢, por isso é chamada de aproximacao lateral. Outro tipo

de aproximacao lateral seria:

Definigao 3.2 (Formula de Diferencas Regressivas). Suponha que sdo conhecidos os
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valores da funcao f(x) nos pontos zg e xg — h, com h > 0. A férmula de diferengas

regressivas ¢ definida como

f(@o) = f(zo — h)

D_f(xo) = h ;

(3.3)
nesse caso a aproximagcao € realizada utilizando pontos tais que x < x.

As duas féormulas acima sdo aproximagoes da derivada da fungao f(x), uma pelo
lado direito e outra pelo lado esquerdo. Se calcularmos a média das duas férmulas

anteriores, obteremos uma nova férmula:

Definigao 3.3 (Formula de Diferengas Centradas). Suponha que sdo conhecidos os
valores da funcdo f(z) nos pontos z¢g + h e g — h, com h > 0. A férmula de

diferencas centradas ¢ definida como

f(zo+h) — f(xo —h)
2h

Do (o) = = (D f(e0) + D_f(e). (34)

3.2 Erro de Aproximacgao

Segundo [LEVEQUE, 2007, p.5|, a abordagem padr@o para analisar o erro na aproxi-
macao da derivada de uma funcdo em um ponto, por diferencas finitas, é realizar a
expansao da func@o em torno desse ponto através da série de Taylor. A série de Taylor
é uma série de poténcias que permite calcular um valor aproximado de uma fun¢ao em
determinado ponto.

Apresentaremos a seguir o teorema que serd fundamental para a nossa anéalise:

Teorema 3.1 (Teorema de Taylor). Suponha que f € C"[a,b], que f"V exista em

la,b] e que xy € [a,b]. Para todo x € |a,b], existe um nimero £(x) entre g e x com

f(x) = Pu(x) + Ry(x),
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" Zo ) (n) T .
Pala) = f(ao) + 1'(ao)x — a0) + L (@ a4 T g
"L ) (2)
- R @)
k=0
)
o) = H S o e

Este teorema nos fornece uma férmula para calcular o valor de f(x), composta pela
soma das fungdes P,(x) e R,(x). A parcela P,(x) ¢ um polinémio construido utilizando
poténcias de (z — xp). Ja a parcela R,(z) é denominada resto de ordem n e nos
permite estimar o erro na aproximagao de f(z) pelo polinémio P,(x). A demonstragao

do teorema 3.1 pode ser encontrada em [THOMAS, WEIR e HASS, 2012, p.61].

Exemplo 3.1. Sabemos que sen (0) = 0 e queremos calcular um valor aproximado para

. . . B o B
sen (155)- Podemos aplicar o teorema 3.1, considerando 2o = 0, v = 155 e f(2) = senz.

Assim:

(i) =)+ )
T sen (0 T \2 cos T \3
= sen (0) + cos (0) <ﬁ) _ 2( ) ( ) _cos (§) ( )

100 6 \100
oo cos & < s )3
S 100 6 \100/ ’
para algum § entre 0 e 155. Como |cos (§)| < 1, temos um limite para o médulo da

ultima parcela:

5 (%)

1/ 7m\3
<5 (105)
6 \100
Portanto, podemos considerar que lg—o é uma aproximagcao para sen (lg—o) e estamos
T

. ~ L. 1 3
cometendo um erro de aproximagao de no maximo ¢ (ﬁ) .

Vamos em seguida apresentar uma definicao que nos ajudara a comparar os erros

cometidos em aproximagoes por diferencas finitas utilizando diferentes férmulas:
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Definicao 3.4 (Notacao O Grande). Suponha que limy,_,o G(h) = 0 e limj_,o F'(h) = L.
Se existir uma constante positiva K tal que |F'(h) — L| < K|G(h)|, para h suficiente-

mente pequeno, entdo escrevemos F'(h) = L + O(G(h)).

Exemplo 3.2. Por exemplo, utilizando o teorema 3.1 aplicado & funcao f(h) = senh,

teremos

sen (0) p2 _ o8 &)

h3
2 6 ’

sen (h) = sen (0) + cos (0)h —
para algum & entre 0 e h. Donde segue que

cos (£)
6

1
sen (h) = h — R = \sen(h)—h|§6\h3|,

e portanto sen (h) = h + O(h?®). Ou seja, ao aproximarmos o valor da fungao sen (h)

utilizando o valor h, estamos cometendo um erro da ordem de h3.

Agora estamos em condicoes de estimar os erros cometidos nas aproximagoes usando

as formulas (3.2), (3.3), (3.4). Utilizando o teorema 3.1 concluimos que

oo+ ) = flao) + o+ T ¢ 00 oy ()

passando f(zg) para o lado esquerdo e dividindo a equagao por h, ficamos com

flzo+ h})l = feo) _ f'(xo) + h+ h? + O(h?).

f"(xo), " (%0)
2 6

O termo a esquerda na equagdo acima é D, f(xg), e concluimos que

D_|_f((l,’0> . f/(ﬂCo) _ f//(QCUO)h +

fl//(l,o)
c h? + O(h%).

Esse é o erro cometido na aproximacao por diferencas finitas utilizando a férmula
de diferengas progressivas. Para h suficientemente pequeno, o erro sera representado
o f"(x0) : x e
principalmente pela parcela ~—=h, sendo que as demais parcelas serao despreziveis

em relacao a primeira, por se tratarem de poténcias em h maiores do que um. Assim
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podemos concluir que o erro cometido na aproximagao da derivada utilizando D f(xg)
serd da ordem de h.

Observe que o erro foi obtido comparando a férmula de diferencas finitas com o
desenvolvimento da funcao em série de Taylor. O erro corresponde aos termos da
série que foram desprezados, ou seja, truncados. Dessa forma, o erro que calculamos
denomina-se erro de truncamento. Segundo [BURDEN et al., 2017, p. 9]: “O termo
erro de truncamento no polinémio de Taylor refere-se ao erro envolvido na utilizagao
de uma adi¢ao truncada ou finita para aproximar a soma de uma séria infinita’.

Utilizando novamente o teorema 3.1 temos que

f// (1,0) h2 f//l(

5 c )h?’ + O(h*) (3.6)

flxo = h) = fzo) = f'(x0)h +
e concluimos, de forma analoga, que o erro de truncamento para D_ f(xq) é

D_ (o) ~ f(ao) = =L 4 0y 1 o),

Assim o erro cometido na aproximagao por D_ f(xz() também é da ordem de h.

Combinando as equagoes (3.5) e (3.6) concluimos que

Flao-+ )~ Fla — ) = 2 (zo)h + L0+ O(n)
e dai temos que
B f"(@0) 5 3
Dof (o) — f'(xo) = 5 ——=h*+0O(h’),

portanto o erro cometido na aproximagao da derivada primeira dado por Dy f(xg) é da

ordem de h2.

3.3 Meétodo dos Coeficientes Indeterminados

Nesta secao, veremos como determinar os coeficientes para uma féormula de diferencas

finitas. Para isso podemos usar o método dos coeficientes indeterminados.
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Exemplo 3.3. Suponha que queremos uma féormula para aproximar a derivada f’(x)
utilizando os valores da funcao nos pontos xg, xg + h e xo + 2h. Ou seja, temos os
valores de f(xo), f(xo—h) e f(xog—2h). Vamos chamar essa aproximagao de Dy f(xg).

Entao precisamos calcular os coeficientes a, b e ¢ de forma que

Dsof(xo) = af(xo) +bf(xog — h) + cf (xg — 2h).

Na equagao acima, podemos substituir os valores de f(xg — h) e f(xg — 2h) por

aqueles determinados nas equagoes (3.6) e (??). Ficamos com a seguinte expressao

Daf(ea) = (oo) + b | faw) = 'z + L5002 - LZE0s 1 o) +

c {f(:zro) — Flag)2n + 180 gy _ I "'((fo)

. )+ 0(h)

que nos leva a
Dyf(z0) =(a + b + ¢)f(wo) — (b + 2c)hf'(w0)+
%(b + 4e)RE " (zg) — é(b + 8c)R® f"(z0) + (b + c)O(hY),

Nosso objetivo é que D, f(zg) concorde com a derivada f’(xy) para os termos mais

significativos. Entao precisamos que:

”

a+b+c =0,
1
b-+2 = ——
+ 2c x
b+ 4c =0.
\

Resolvendo o sistema encontramos os valores dos coeficientes:

Portanto a féormula sera

Dy f (o) = % [3f(z0) — 4f (w0 — h) + f(wo — 2h)].
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Vamos apresentar mais um exemplo do método afim de obtermos uma férmula para

calcular um valor aproximado para a derivada segunda de uma funcao.

Exemplo 3.4. Suponha que estamos buscando uma férmula para aproximar f”(x).
Chamaremos essa aproximagao de D?f(zy). Vamos deduzir uma féormula usando os

valores da funcao nos pontos xg — h, xg € ¢ + h. Teremos a expressao
D?f(xo) = af(wo — h) + bf (x0) + cf (o + h).

Utilizando as equagdes (3.5) e (3.6), concluimos que

f//(xo) h2 B f///(x(])
2 6

D*f(zy) =a [f(xo) — f(zo)h + R + O(h4)} +bf (zo)+

. [ﬂxo) + Pl TG0 00 0<h4>} ,

que nos leva a

D f(xo) =(a + b + ¢)f(xo) + (—a + ¢)hf'(xo)+

(@ 4 €)% 1 (20) + (~a + &) " (z0) + (o + O,

Para que D?f(x() concorde com a derivada f”(x() para os termos mais significati-

(3.7)

VOS, precisamos que
.

a+b+c =0,
—a+c =0,

N 2
late =13

Resolvendo o sistema encontramos os valores dos coeficientes:

portanto podemos definir a seguinte férmula:

Definigao 3.5 (Formula de diferengas centradas para derivada segunda).

D*f(w0) = 15 [f (@ = ) = 27 (wo) + o + )] (33
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Como ultima observagao sobre a férmula acima, equagao (3.8), que sera usada no
capitulo 4, ela nos fornece uma aproximacao para segunda derivada da ordem de h2.
Com efeito, observe que o tltimo termo da equagao (3.7) é (a + ¢)O(h*), porém como

a+c= %, teremos que o termo anterior é portanto da ordem de h2.

3.4 Problemas de Valor Inicial

Nesta se¢ao, veremos alguns métodos numéricos utilizados para encontrar solugoes
aproximadas para problemas de valor inicial. Os métodos que serao apresentados nos

permitirao calcular as aproximagcoes de uma func¢ao em um conjunto discreto de pontos.

“Os métodos (...) ndo produzem uma aproximagao continua para a so-
lugao do problema de valor inicial. Em vez disso, as aproximacoes sao

encontradas em determinados pontos especificados e, muitas vezes, igual-

mente espagados.” [BURDEN et al., 2017, p.284]
A solucao aproximada seréa composta por um namero finito de valores.

“O proposito de um método numérico é formular um problema discreto
correspondente cuja solucao é caracterizada por um nimero finito de va-
lores, que podem ser computados em um ntmero finito de passos em um

computador.” [LANGTANGEN, 2016, p.3]

Suponha que temos um problema de valor inicial composto por uma equagao dife-

rencial da forma
u'(t) = flu(t), ), (3.9)
acompanhada da condigao inicial

u(to) = n. (3.10)



Frequentemente iremos utilizar t, = 0 por simplicidade. Na se¢ao anterior, vimos
como calcular o valor aproximado da derivada de uma fun¢ao em determinado ponto.
Vimos algumas féormulas que permitem calcular o valor aproximado dessa derivada,
como nas equagoes (3.2), (3.3) e (3.4). A ideia é usarmos formulas de diferengas finitas
como essas para achar o valor da funcao em um conjunto de pontos.

Suponha que queremos achar os valores aproximados de u(t) para t € [0,7]. Ini-
cialmente dividimos o intervalo em N partes iguais. Digamos que cada parte tem o
comprimento k, doravante dito o tamanho do passo de tempo.

Assim, o nosso intervalo [0, 7] tera os pontos 0, k, 2k, ..., Nk = T. Chamaremos
cada um desses pontos de t,,, assim teremos to = 0, t; = k, t9 = 2k , ..., ty = Nk.
Genericamente teremos ¢, = nk. Vamos tentar calcular os valores aproximados de u(t,,)
paran =1,2,..., N. Chamaremos de U™ ao valor aproximado do valor da fungao u(t)
no ponto t,, assim, temos

U™ =~ u(ty).

Para o valor referente ao primeiro ponto, atribuimos o valor da condicao inicial.
Assim, consideramos que U° = 7. Para calcular os demais valores, ou seja, U!, U2,
etc., utilizaremos alguma férmula de diferencas finitas. Por exemplo, usando a férmula
D, f(t,), equagao (3.2), temos que

D, f(tn) = ult + k}z —u(ty) _ “(tn+1)k— u(tn)’

que é uma aproximagao para u'(t,). Mas, da equacao (3.9), temos que u'(t,) =

f(u(t,),t,). Assim podemos definir:

Definigao 3.6. (Método de Euler Progressivo)
Suponha que temos um problema de valor inicial composto por uma equacao di-

ferencial, equagao (3.9), acompanhada de uma condigao inicial, equagao (3.10). O
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Método de Euler Progressivo (ou simplesmente Método de Euler) consiste em
utilizar a férmula
Un+1 —_yn

U tn) = ———— (3.11)

ou, de forma equivalente:

Ut =U" + kf(U"t,) (3.12)
para calcular aproximagoes da solucao do problema.

Exemplo 3.5. Encontrar solugoes aproximadas para o problema composto pela equa-

¢ao diferencial

u'(t) = u(t) cost, (3.13)

com a condi¢ao inicial

Devido & condicao inicial, temos que U° = 1. Para calcular a aproximacao no

proximo ponto, utilizamos a equagao (3.12):
U= U+ kf(U° t) = 1+ k(cos 1),
e prosseguimos calculando:
U? =U"+ k(U cos (t1)).

E assim calculamos U, U?, etc., até chegarmos a U, obtendo valores aproximados

da fun¢ao em um conjunto de pontos.

Podemos utilizar uma linguagem de programacao para resolver o problema acima.
Incluimos no Apéndice C um exemplo de c6digo na linguagem de programagao Python.
E o exemplo C.1. Nesse exemplo, consideramos u(t) € [0,87] e o tamanho de passo

k = 0.001. Podemos visualizar o resultado na figura 3.2.
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Solucao aproximada para: u'(t) = u(t) cos t

2.5 1

2.0 A

1.5+

1.0

0.5 A

Figura 3.2: Solucao pelo método de Euler Progressivo

3.5 Existéncia e Unicidade

Ao tentarmos resolver um problema de valor inicial numericamente, serd importante ve-
rificar se o problema possui solugao e se essa solugao é unica. Segundo [LEVEQUE, 2007,
p.116], ha sempre solu¢ao tnica para EDO’s lineares, porém estaremos interessados
muitas vezes em problemas nao-lineares, para os quais, em muitos casos, nao havera
nem mesmo uma férmula explicita para a solugao. O autor afirma ainda que: “Para
garantir que existe uma solugao tnica, é necessario exigir uma certa quantidade de
suavidade na fungao f(u,t)”. Essa suavidade sera fornecida pela condigao definida a

seguir:

Definigao 3.7 (Condigao de Lipschitz). Uma fun¢ao f(u,t) satisfaz uma condigao

de Lipschitz na varidvel 4 em um conjunto D C R? se existir uma constante L > 0
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tal que
|f(u,t) = f(u",t)| < Llu — v

sempre que (u,t) e (u*,t) estiverem em D. A constante L é chamada de constante

de Lipschitz para f.
Exemplo 3.6. No caso da funcao
f(u,t) =wucost
temos que
|f(u,t) — f(u*,t)| = |ucost — u* cost| = |cost||u —u*| < |u— u”|

uma vez que |cost| < 1. Assim podemos dizer que a fungao f(u,t) = ucost satisfaz
uma condicdo de Lipschitz na varidvel u, no conjunto D = R2? com constante de

Lipschitz igual a 1.

A seguir, apresentamos um teorema que poderd ser usado para verificar se deter-
minado problema de valor inicial tem soluc¢ao tinica. Segundo [BURDEN et al., 2017,
p.286], este teorema “é uma versao do teorema fundamental de existéncia e unicidade

para equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem”.

Teorema 3.2. Suponha que D = {(u,t) | —oo <u < oo ety <t <t} equeflut) seja
continua em D. Se f satisfizer uma condi¢ao de Lipschitz em D na varidvel u, entao o

problema de valor inicial
u'(t) = flu(t),t), to <t <ty eulty) =n
tem uma tunica solug¢ao u(t) para to <t < ty.

Segundo [BURDEN et al., 2017, p.286], “a demonstragdo do teorema, aproxima-
damente nesta forma, pode ser encontrada em [apud BIRKHOFF e ROTA, 1989, p.

142-155.]”
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Exemplo 3.7. Vimos que a fungao f(u,t) = ucost satisfaz uma condic¢ao de Lipschitz
na variavel u, no conjunto D = R?. Assim, de acordo com o teorema 3.2, o problema
de valor inicial

u'(t) =ucost, 0<t<t;eu(0)=1

tem uma tunica solugao u(t) para 0 <t < t;.

3.6 Meétodos para Problemas de Valor Inicial

H& varios métodos para encontrar solugoes aproximadas para problemas de valor ini-
cial. Cada um desses métodos pode ter diferentes propriedades que os tornam mais
adequados para determinados tipos de problemas. Estudaremos a seguir algumas des-
sas propriedades. Ja apresentamos o método de Euler Progressivo, através da Defini¢ao

3.6.

“O método de Euler, que é também conhecido como o método de Eu-
ler progressivo (para distingui-lo do método de Euler regressivo, a ser
discutido posteriormente), é o método numérico mais simples para resol-
ver, aproximadamente, EDO’s de valor inicial.”|[ASCHER e GREIF, 2011,

p.485|

Se utilizarmos a férmula de diferengas regressivas, equagao (3.3), podemos definir

o seguinte método:

Definigao 3.8 (Método de Euler Regressivo). Suponha que temos um problema de
valor inicial composto por uma equagao diferencial da forma 3.9 acompanhada de uma
condigao inicial da forma 3.10. O Método de Euler Regressivo consiste em utilizar

a formula
Un+1 —_yn

f(Un+17tn+1) = L

(3.14)
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ou, de forma equivalente:
U =U" + kf(U™ t,11) (3.15)
para calcular aproximagoes da solugao do problema.

No método de Euler progressivo, a aproximacao U™*! é calculada utilizando a apro-
ximagao U", calculada no passo anterior. Métodos desse tipo, que calculam a apro-
ximacgao atual utilizando somente aproximacoes dos passos anteriores, sao chamados

métodos explicitos.

Definigao 3.9 (Método Explicito). Um método numérico para aproximar solugoes de
problemas de valor inicial em que cada aproximacao ¢ calculada utilizando somente

aproximacoes calculadas nos passos anteriores é chamado método explicito.

Ja no método de Euler regressivo, a aproximacao U™! é calculada baseada em
uma expressao que inclui a propria aproximacao UM, pois a cada passo do método
calculamos U™ = U™ + kf(U™™ t,.1). A cada passo serd necessério resolver uma
equacao envolvendo a incognita U™, Métodos desse tipo sao chamados métodos

implicitos.

Definigao 3.10 (Método Implicito). Um método numérico para aproximar solugoes
de problemas de valor inicial em que cada aproximacao é calculada através de uma

formula que envolve o proprio valor dessa aproximacao é chamado método implicito.

Apesar da aparente desvantagem dos métodos implicitos, devido & necessidade de
resolver uma equacao a cada passo do método, que pode ser inclusive nao-linear, ve-
remos que eles apresentam uma vantagem em questoes de estabilidade. Conceito que

veremos adiante.
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“Entao, métodos implicitos sao mais custosos do que explicitos, uma vez
que, se a fungao f em 3.9 nao ¢ linear, a cada passo no tempo ¢, precisa-
remos resolver um problema nao-linear para computar u,,;. De qualquer
forma, veremos que métodos implicitos apresentam melhores propriedades

de estabilidade do que os explicitos”

[QUARTERONI, SALERI e GERVASIO, 2014, p. 276].

Calculando a média dos métodos de Euler progressivo e regressivo, obtemos o mé-

todo trapezoidal:

Definigao 3.11 (Método Trapezoidal). O Método Trapezoidal consiste em utilizar

a formula
1 gt —gn
U ) + U b)) = ————
ou, de forma equivalente:
k
U™ =U" + = (f(U",t,) + f(U t10)) (3.16)

2

para calcular aproximagoes da solugao do problema.

O método trapezoidal também é um método implicito, pois utiliza o proprio valor da
aproximacao U™ no seu calculo. Usando a férmula de diferencas centradas, equacao

(3.4), obtemos o método do ponto médio:

Definigao 3.12 (Método do Ponto Médio). O Método do Ponto Médio consiste
em utilizar a férmula
Un+1 _ Unfl

fU tn) = — or (3.17)

ou, de forma equivalente:
Uttt = Ut 4 2k f(U™ ) (3.18)
para calcular aproximagoes da solucao do problema.
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O método do ponto médio também é um método explicito, uma vez que so utiliza
as aproximacoes dos passos anteriores para calcular a aproximacao do passo atual.

Os métodos de Euler progressivo e regressivo utilizam apenas as aproximacoes de
um passo anterior para calcular a aproximacgao no passo atual. Métodos desse tipo sao

chamados métodos de passo simples.

Definigao 3.13 (Método de Passo Simples). Um método numérico para aproximar
solucoes de problemas de valor inicial em que cada aproximacgao é calculada utilizando
somente a aproximacao calculada no passo anterior ¢ chamado método de passo

simples.

Ja o método do ponto médio utiliza as aproximacoes U™ e U™! para calcular a

aproximacao U"!. Métodos desse tipo sao chamados métodos de passo miltiplo.

Defini¢ao 3.14 (Método de Passo Multiplo). Um método numérico para aproximar
solucoes de problemas de valor inicial em que cada aproximacgao é calculada utilizando
aproximacoes calculadas em mais de um passo anterior ¢ chamado método de passo

muiltiplo.

Uma forma de melhorar a acuracia das aproximacoes é utilizar métodos multies-

tagio. Veremos mais adiante como estimar a acuracia dos métodos.

Definigao 3.15 (Métodos Multiestégio). Sao métodos numéricos para aproximagao de
solugoes de problemas de valor inicial em que a aproximacao em cada ponto é calculada

a partir da aproximagao no ponto anterior em varias etapas (estagios).

Como exemplo da definicao acima, podemos citar o seguinte método:
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Exemplo 3.8. Um método de Runge-Kutta explicito de dois estagios! para um pro-
blema auténomo 2 ¢ dado pela féormula
* n 1 n
Ur=0"+ §k: fm),

(3.19)
Ut = U+ kf(UY).

No primeiro estagio, calculamos U*, que é uma aproximagao da func¢ao u(t) pelo
método de Euler progressivo no ponto ¢, + %k, ou seja, no ponto médio entre ¢, € ¢, 1.
No segundo estagio, calculamos f(U*), que sera um valor aproximado da inclinagao da

fungao u(t) no ponto médio do intervalo entre ¢, e t,.1, e utilizamos esse valor para

calcular U™+,

O método da equagao (3.19) pode ser estendido a problemas nao-auténomos, da

forma u/'(t) = f(u(t),t), ficando com a seguinte férmula:
* n 1 n
Ur=0U —|—§kf(U ),

(3.20)
Ut = Un g kf (U*,tn+%> ,

onde introduzimos a notagao ¢, 1 para designar o instante de tempo t,, + o ou seja,

IEsse método é também conhecido como método do ponto médio, como é apresentado em
[BURDEN et al., 2017, p. 313|. Porém estamos chamando de método do ponto médio o método
da equagao 3.18. Essa nomenclatura é usada em [LEVEQUE, 2007]. Assim iremos nos referir ao

método da equagao (3.19) somente como um método de Runge-Kutta de dois estagios.

2Problemas auténomos sao aqueles em que a variavel independente néo aparece explicitamente na,

equacao diferencial. Nesse caso, a equacgao diferencial possui a forma

dy
a—f(y)

No caso dos problemas nao-auténomos, a equagao diferencial possui a forma

dy _

o =W
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k
thpt =tn+ 5 Ha outros métodos de Runge-Kutta com um niimero maior de estagios.

Por exemplo:

Exemplo 3.9. O método descrito pela equacao a seguir ¢ um método de Runge-Kutta
de quatro estagios:

Yi=U"

1
Yy = U + Skf (Y, ta),

1
Yo = U+ Skf (Yartury). (3.21)
}/;l = Un + kf (5/;37tn+%) )

U = U4 8 [0 1) 427 (Yartey) 42 (Vartey) + F(Vistn)].

3.7 Sistemas de Equacoes Diferenciais

Vimos como aplicar o método de Euler progressivo para uma EDO (Equacao Diferencial
Ordinaria) escalar, ou seja, que envolve uma fun¢do que representa um tnico valor.
Mas em geral esse problema pode ser composto de um sistema de equacgoes diferenciais
acompanhado de condicoes iniciais. Na verdade, esse é o tipo de problema mais comum.
Segundo [ASCHER e GREIF, 2011, p.482]: “No6s devemos notar que as EDO’s escalares
raramente aparecem na pratica. As EDQO’s quase sempre surgem como sistemas, e esses

sistemas as vezes podem ser grandes.”.

Definicao 3.16. Um sistema de ordem m de problemas de valor inicial de primeira
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ordem tem a forma

dU1

dt
dU2

dt

dtim

dt

= fl(t,ul,UQ,

= fo(t, u1, ug, ...

= fm(taulau%

para a <t < b, com as condigoes iniciais

ui(to) = ai, us(ty) = g, ...

No caso de um sistema linear, teremos

(

Se considerarmos o vetor

U1 (t)

(%) (t)

[ um(t) |

U/l (t) = a11U1 (t) + CL12UQ(t) + ...+ almum(t),

ubh(t) = agiuq (t) + aua(t) + . .. + aamUn (),

| U (t) = amawn () + amaua(t) + . + Gmmtn ().

entao teremos o seguinte problema de valor inicial:

onde A é a matriz

, Un),
) Un),
(3.22)
7un)7
, U (to) = aup. (3.23)
(3.24)
(3.25)

u'(t) = Au(t),

a1

a21

Am1

Q12

Q22

Am2
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com a condi¢ao inicial

u(ty) = «,
onde
ay

65)]

Om

De forma equivalente ao caso escalar, podemos calcular um conjunto de pontos U?,

U2, ..., U™, onde esses pontos sao vetores da forma

Ut

u" ,

sendo que

U™ = u(t,) = )

| tm(tn) |

utilizando alguma férmula para solu¢ao numérica de equagoes diferenciais ordinarias.

Por exemplo, se utilizarmos o método de Euler progressivo, teremos a férmula:
Untl = Un + KAU™,
ou se usarmos o método do Ponto Médio, teremos a férmula:
Uttt = U™ 4 2kAU™.

A seguir apresentaremos um exemplo de sistema de equactes diferenciais. Este

exemplo encontra-se em [LEON, 2011, p.277].
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Exemplo 3.10. Dois tanques estao conectados como mostra a figura 3.3.

Agua Mistura
15 I/min 5 I/min
—

N—_ 1 N

Tanque A Tanque B
—
Mistura Mistura
20 I/min 15 I/min

Figura 3.3: Tanques interconectados

Inicialmente o tanque A contém 200 litros de 4gua na qual foram dissolvidos 60
gramas de sal e o tanque B contém 200 litros de agua pura. O liquido é bombeado
para dentro e para fora dos tanques nas taxas mostradas no diagrama. O problema
consiste em determinar a quantidade de sal em cada tanque no tempo t.

Sejam () e uz(t) as quantidades de gramas de sal nos tanques A e B, respecti-

vamente, no instante ¢. Inicialmente,

U(0) = w60 (3.26)

A quantidade total de liquido em cada tanque permanece 200 litros, ja que a quan-
tidade bombeada para dentro é igual & bombeada para fora. A taxa de variacao na

quantidade de sal em cada tanque ¢é igual & taxa na qual ele esta sendo adicionado
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menos a taxa na qual ele estd sendo bombeado para fora.
Para o tanque A, estao sendo adicionados 5 litros de agua por minuto. Cada litro

de agua adicionado contém a quantidade total de sal do tanque B, us(t), dividida pelo

5U2 (t) _ U2 (t)
200 40

volume do tanque B, 200 [. Ou seja, estao sendo adicionados g/min

de sal.
Ja a quantidade de adgua que estd sendo bombeada para fora do tanque A é de
20 I/min, sendo que cada litro contém a quantidade total de sal do tanque A, u;(t),

dividida por 200. Ou seja, a quantidade de sal que esta sendo retirada do tanque A é
200 10
Assim, a taxa de variacao da quantidade de sal no tanque A é de

us(t)  wa(t)

!
$) = = L
w(t) == 10

de

g/min.

De forma similar, verificamos que a taxa de variacao da quantidade de sal no tanque
B é de

200 200 10 10

Assim, ficamos com o seguinte sistema de equagoes diferenciais:

U,/l(t) = —%Ul(t) + %Ug(t),

(3.27)
wh(1) = Bu(t) - Huald),
que pode ser representado de forma matricial por
U'(t) = AU (t) (3.28)

onde A é a matriz

10 40
A=
1 _1
10 10

A equagao (5.27), acompanhada da condigao inicial na equagao (3.26), constitui
um problema de valor inicial. Podemos aplicar algum dos métodos estudados para

resolvé-lo.
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Solugcdao Numérica pelo Método Trapezoidal

60 -

50 A

40 -

30 A

20 A

10

Figura 3.4: Solucao numérica do problema do exemplo 3.10 pelo método Trapezoidal.

No exemplo C.2 apresentamos o codigo de programacao contendo um conjunto de
métodos numeéricos para solugao numérica de sistemas de equagoes diferenciais ordiné-
rias.

No exemplo C.4, apresentamos o cddigo de programacao utilizando o método Tra-
pezoidal para resolver este problema numericamente. Na figura 3.4, apresentamos um
grafico obtido através desse programa. O grafico contém duas curvas, uma corresponde

a quantidade de sal no primeiro tanque e a outra & quantidade no segundo.

O método de Euler progressivo, e outros métodos numéricos para solucao de pro-
blemas de valor inicial, se aplicam a problemas envolvendo equacgoes diferenciais de
primeira ordem. Mas, na verdade, estamos considerando uma classe de problemas
mais gerais, pois equacoes diferenciais de ordem mais alta podem ser reduzidas a um
sistema de equagoes de primeira ordem. Segundo [LANGTANGEN e LINGE, 2016,

p-32], “Uma técnica padrao para resolver EDO’s de segunda ordem é reescrevé-las
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como um sistema de EDO’s de primeira ordem, e entao encontrar uma estratégia de

solucao da vasta colegao de métodos para sistemas de EDO’s de primeira ordem.”

Exemplo 3.11. A equagao (2.2), do movimento harmonico simples, pode ser escrita

da seguinte forma:

onde u(t) representa a posi¢ao do corpo que estd preso & mola no instante t. Se

definirmos a funcao:

teremos que

E assim teremos o sistema:

(t) = ——ult
v(t) = —u(t),
que pode ser escrito da seguinte forma:
alut) | | e
dt B k ’
——uf(t
0 ()
ou ainda
d | u(?) 0 1 u(t)
dt - k
v(t) - 0 v(t)

E o problema fica no formato da equagao (3.25), assim podemos também calcular
uma solu¢ao numérica utilizando algum dos métodos estudados. No exemplo C.5,
apresentamos o codigo de programagao utilizando o método do Ponto Médio para
resolver este problema numericamente. Na figura 3.5, apresentamos o grafico obtido

através desse programa. O grafico contém duas curvas. Uma delas corresponde a
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Solucdo Numérica pelo Método do Ponto Médio

1.00 A

0.75 4

| [

0.50 +

0.25 A

0.00 +
—0.25 A
—0.50 +
—0.75 A
—1.00 A ’ ai

0 2 4 6 8 10 12

Figura 3.5: Solucao numérica do exemplo 3.11 pelo Método do Ponto Médio.

fungao u(t), que representa a posi¢do da mola, e a outra corresponde a fungao v(t),

que representa a velocidade da mola.

De maneira anéloga & que fizemos para problemas de valor inicial contendo uma
tnica equagao diferencial, podemos enunciar um teorema de existéncia e unicidade para
sistemas de equagoes diferenciais. Antes disso, vamos apresentar uma nova definigao,

mais geral, para condicao de Lipschitz:
Definigao 3.17. A funcao f(¢, 41, ..., Ym), definida no conjunto
D ={(t,uy,....;un) |a<t<be —oo<u; <oo, paracadai=1,2,....,m},

satisfaz uma condicao de Lipschitz em D nas variaveis uq, ug, ...,u,, se existir uma

constante L > 0 tal que
m
|f(tug, ey ) — [t 2150y 2m)| < LZ lu; — 2],
j=1

para todo (¢, uy, ..., up) € (t, U1, ..., Up) em D.
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Exemplo 3.12. No sistema de equacoes 3.27, a primeira equagao pode ser escrita
como uy(t) = f(t,uy,us), onde

Pty up) = —%ul(t) + %m(t}

Se considerarmos o tempo variando no intervalo [0, 60|, teremos a fungao f definida

no conjunto
D ={(t,u,us) | 0 <t <60e —o0<u <oo, parai=1,2}.

A funcao f definida acima satisfaz uma condicao de Lipschitz em D nas varidveis

uy, ug, com a constante L = 1/10, pois

) = flt 1) = | (=gt + ggua®)) = (=500 + 35220 '
1 1
= —1—0(u1 — Zl) + E(UQ — 22)
< —%(Ul —z)|+ %(W — 29)

| [+ |
=—|u; — 2 —|ug — 2
100 Mg 7
— (U1 — 21| + Jug — 29).
~(jun = 21|+ — =)
Podemos agora enunciar o teorema que estabelece condigoes suficientes para a exis-

téncia e unicidade da solugao de sistemas de problemas de valor inicial.
Teorema 3.3. Considere D o conjunto
D ={(t,ug,....up) |a<t<be —oo <u; <oo, para cada i = 1,2,...,m},

Suponha que o sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem (3.22), sujeito
as condigoes iniciais (3.23), possua cada funcgao fi(t,uy,...,un), para i = 1,2,...,m,
continua em D e satisfazendo uma condi¢ao de Lipschitz em D. FEntao esse sistema

de problemas de valor inicial possui uma solugao unica uy(t), us(t), ..., um(t).

Segundo [BURDEN et al., 2017, p.364], a demonstragao deste teorema pode ser

encontrada em [apud BIRKHOFF e ROTA, 1989, p. 152-154].
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Capitulo 4

Solucao Numérica da Equacao da

Onda

4.1 Discretizacao da Equacao da Onda

Nesta se¢ao, voltaremos nossa atencao para a equacao da onda, que foi apresentada
através da equacao (2.1). Vamos considerar, inicialmente, o problema de valor de

contorno e inicial apresentado no capitulo 2 (exemplo 2.8):

Exemplo 4.1. Consideramos que uma corda encontra-se esticada horizontalmente,
com as extremidades fixas. A fungdo u(z,t) representa o deslocamento vertical da
corda, na posi¢ao x e no instante .

A fungao u(z,t) obedece a equacao da onda:

Pulx,t)  ,0%u(w,t)
T =cC W para x € (O, L), t € (O,T] (41)
Teremos as seguintes condi¢oes de contorno

u(0,t) =0 para t € (0,77,
(4.2)

u(L,t) =0 para t € (0,T].
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E as condigoes iniciais:

u(z,0) = f(z) para z € [0, L]. (4.3)
w =0 para z € [0, L]. (4.4)

O procedimento para calcularmos aproximacoes para a solucao desse problema sera
similar ao que fizemos no capitulo anterior, para problemas de valor inicial. Estamos
trabalhando com um dominio continuo e precisaremos trabalhar com um dominio dis-
creto. A diferenca é que, no capitulo anterior, discretizamos apenas a variavel de tempo
t. Para o problema em questao, precisaremos discretizar também a posicao x.

Inicialmente dividimos o intervalo de tempo em N partes iguais. Digamos que cada
parte tem o comprimento k, que serd o nosso tamanho de passo de tempo. Chamaremos
cada instante no tempo de t,, assim teremos to = 0, t; = k, to = 2k, ..., ty = Nk.
Genericamente teremos t,, = nk.

Da mesma forma, dividiremos o intervalo espacial em M partes iguais. Essas partes
terao comprimento h, que seré o nosso espaco de malha. Assim, teremos xg = 0, 1 = h,
Ty = 2h, ..., xpr = Mh. Assim teremos z; = jh.

Nosso objetivo sera calcular aproximagoes para a solugao do problema, nos pontos

(z,tn). Assim, iremos calcular os valores U}, tais que

U = u(xj, ty).

A primeira abordagem que iremos adotar é utilizar a férmula de diferencas centradas
para derivada segunda, equagao (3.8), para aproximar ambas as derivadas que aparecem
na equacao (4.1).

Assim, vamos aproximar a derivada em relagao a posi¢ao por

82u(x>t) ~ U(LL' _ h,t) _ 2u(x,t) + U(LE + hat)
or2 h? ’
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e a derivada em relacao ao tempo por

Pu(z,t) ulz,t —k) —2u(z,t) + ulz,t + k)
oz k?

Portanto, vamos utilizar a seguinte equacao para o método:

n—1 n n+1 n n n
Ui =207 +07 _ RUf =207 + U

k? h?

(4.5)

Iremos nos referir a este método como método direto!. Segundo [ASCHER, 2008,
p.218], trata-se de um método muito simples obtido através de uma abordagem di-
reta. O autor afirma ainda, na péagina 219, que “o esquema Leapfrog é compacto e
natural para a equacao da onda classica”. Assim, para calcular o valor em cada ponto,

utilizaremos a seguinte expressao:
+1 _ ~1 2
Uttt =207 = U+ C2(USL, - 20} + U),

onde utilizamos o parametro

==
h’

conhecido como niimero de Courant.

Segundo [LANGTANGEN e LINGE, 2016, p.115]: “Vemos que na versao discreta
da EDP figura somente um parametro, C, que é consequentemente o parametro chave,
junto com (M), que governa a qualidade da solu¢do numérica”. Falaremos mais sobre
o numero de Courant na secao 4.2.

A equacao do método pode ser escrita como

Ut =2-CHU +C*HU , + UMy = U, j=1,..,M—1. (4.6)

J

Observamos que, para calcular Uf“, precisamos das aproximagoes somente nos

pontos vizinhos U7y, U e U;L_l. A figura 4.1 ilustra os pontos utilizados nesse cél-

culo. Podemos interpretar a equagao (4.6) como um esténcil, em uma analogia a um

! Alguns autores chamam este método de Leapfrog. Iremos nos referir a ele como método direto e

chamaremos de Leapfrog ao método que sera apresentado para solucdo da equacao da advecgao.
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Figura 4.1: Esténcil do método direto

processo grafico. Segundo [LANGTANGEN e LINGE, 2016, p.114]: “O termo esténcil
é utilizado frequentemente para a equagao algébrica em um ponto de malha”.

Para os pontos de fronteira, utilizaremos a equagao (4.2). Assim, teremos
U=0e Uy;=0, n=1,.,N.

Para as aproximagoes no instante ¢y = 0, iremos utilizar a primeira condigao inicial

do problema, dada pela equagao (4.3). Assim, iremos considerar

U) = f(x;), 7=0,..,M.

J

Para calcularmos os valores no passo inicial, teremos um problema. Para aplicar o
método, precisamos sempre das aproximacoes em dois instantes anteriores, e s6 teremos
o valor no instante inicial. No passo inicial, precisaremos calcular os valores de Ujl,

para j = 1,..., M — 1. Esses valores seriam dados pela equagao

Ul =2U) U+ C*(U)_, — 207 + U2y,), j=1,...,M—1, (4.7)

J
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porém a-priori nao temos o valor de U j’l. Para resolver esse problema, vamos utilizar
a segunda condicao inicial, dada pela equacdo (4.4). Essa condi¢do inicial nos fornece o
valor da derivada parcial da funcao u, em relacao a variavel ¢, no instante to = 0. Vamos
utilizar a formula de diferengas centradas, dada pela equagao (3.4), para discretizar a
equagao. Assim, teremos

du(z,0) Ujﬁl _ UJ'1 _

~
~

ot 2k 0

Dai chegamos que U j_l =U jl. Substituindo na equagao (4.7), ficamos com

C? .
U} :Uf+7(U;’_1—2U§+U£H), j=1,..,M—1. (4.8)
Ja estamos em condigoes de aplicar o método para discretizar a equacao da onda
do exemplo 4.1. Vamos considerar que L = 67, T' = 3 e que a primeira condic¢ao inicial

é dada pela seguinte equacao:

1 —cosz, sex € [2m, 4],
u(z,0) =
0, caso contrario.
Para a aplicacao do método a esse problema, o cédigo de programagao encontra-se
no Apéndice C, no exemplo C.6. O resultado pode ser visto na figura 4.2.
Na figura 4.3, podemos observar a configuracao da onda em diversos instantes. No

instante inicial, a onda tem o formato da condigao inicial. Podemos observar que a

curva inicial divide-se em duas, uma trafegando para a direita e outra para a esquerda.

4.2 A Condicao CFL

Se considerarmos a equagao (4.1) definida sobre um dominio ilimitado, —co < z < oo
e 0 <t < o0, e as condigoes iniciais dadas pelas equagoes (4.3) e (4.4), utilizando a
formula de d’Alembert, podemos concluir que a solucao analitica da equacao da onda

¢ dada pela equagao
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Equacao da Onda

Figura 4.2: Aproximagao da Equagao da Onda

[z —ct) + fz + ct)
2

u(z,t) = (4.9)

Podemos observar que a equagao (4.9) é composta da soma das fungoes % f(x —ct)
e a fungao % f(z + ct). A primeira representa uma translagdo horizontal da fungao
% f(z), em ct unidades, para a direita; a segunda representa uma translagao horizontal
da fungao % f(z), em ct unidades, para a esquerda. Observando a figura 4.3, podemos
entender o que acontece com a solucao. A medida que o tempo aumenta, ha uma curva
que se desloca para a direita e outra para a esquerda. Uma dessas curvas corresponde
a funcdo 1 f(z — ct) e a outra a 3 f(z + ct).

A partir da equagao (4.9), podemos observar que o valor da fun¢do u em um ponto
(x,t) depende de informagoes em dois pontos do dominio no instante inicial, a saber,
os pontos x —ct e x+ct. A figura 4.4 ilustra a dependéncia da fungao u(x,t) em relagao

aos seus valores iniciais. A regiao triangular é chamada dominio de dependéncia
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Equagao da Onda, t=0.0

Equagéo da Onda, t=0.6
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Figura 4.3: Equagao da Onda, posi¢ao em diversos instantes
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do problema. Podemos observar que os valores da funcao u fora dessa regiao nao

influenciam o valor da fungao no ponto (z,t).

30 ' |

25
20
u(x,t)
15
1.0

05

00 >
1/2 f(x-ct) 12 flx+ct) X

_10_

-1.0 0.5 00 05 1.0 1.5 20 25 30

Figura 4.4: Dominio de Dependéncia do Problema

Ao observarmos o esténcil do método direto na figura 4.1, verificamos que hé tam-
bém uma dependéncia da solu¢ao numérica em relagao aos valores em instantes ante-
riores, a cada ponto. Como cada valor nos instantes anteriores também ira depender
de outros valores anteriores, podemos considerar também o dominio de dependéncia
da solucao numeérica. Na figura 4.5 podemos observar o dominio de dependéncia da
solugao numeérica obtida através do método direto.

Ao analisarmos os dominios de dependéncia, podemos observar que é necessario
que o triangulo do dominio de dependéncia do problema esteja no interior do triangulo
do dominio de dependéncia numérico ou no maximo seja igual a ele. Caso contrario,

a solucao numérica nao iré utilizar os valores iniciais da solu¢ao exata no céalculo da
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Figura 4.5: Dominio de Dependéncia da Solugao Numérica

aproximagcao. Isso significaria que as condigoes iniciais poderiam ser alteradas, influ-
enciando a solucao exata, mas sem nenhum efeito sobre a solu¢ao aproximada. Isso
certamente nao deve acontecer. Assim, obtemos uma restricao para o tamanho de
passo k e o espaco de malha A utilizados no problema.

Observamos que o dominio de dependéncia do problema, para um ponto u(zx,t) é
dado por um triangulo base 2ct e altura t. Ja o dominio de dependéncia numérico,
para uma aproximagao U]', é dado por um triangulo com base base 2nh e altura nk.
A razao entre a base e a altura no primeiro caso é 2¢ e no segundo caso é = Para
atendermos a restricao descrita, a razao entre a base e altura para o primeiro triangulo

devera ser menor ou igual a essa razao para o segundo tridngulo. Assim teremos:

2h k
2c§?<:>ck§h(:>%§1. (4.10)

Observamos, sem perda de generalidade que na deducao acima supusemos ¢ > 0.
ek

— é
h

o numero de Courant a que nos referimos na se¢ao 4.1. A partir da analise anterior,

No caso geral basta usarmos |c¢| no lugar de ¢. Dessa forma, a grandeza C' =
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concluimos que é necessario que seja atendida a restricao

C = % <1, (4.11)

para que o método direto funcione corretamente.

Essa restricao é conhecida como condicao CFL, pois foi derivada por Courant,
Friedrichs e Lewy em 1928. Podemos enunciar a condi¢gao CFL da seguinte forma: “Um
método numérico s6 pode ser convergente se seu dominio de dependéncia numérico
contém o dominio de dependéncia real da EDP, pelo menos no limite quando k e h vao

para zero.” |[LEVEQUE, 2007, p.217|.

4.3 Calculando os Erros

Nesta secao vamos apresentar uma comparacao da solugao numérica com a solugao
analitica da equagao da onda.

Conforme vimos no capitulo 2, a solucao analitica é dada pela expressao

w( ) — f(x—ct)—;—f(a:cht).

que é obtida através da formula de d’Alembert. Porém, a férmula de d’Alembert é
definida sobre um dominio ilimitado, enquanto a nossa solu¢ao numérica é calculada
sobre um dominio limitado.

No exemplo 4.1, a fungao f(z) estd definida somente no intervalo [0, L]. Assim,
vamos usar o recurso de estender a fungao f(z) a reta real, de forma periddica. As
extensoes de fungoes sao descritas no apéndice B.

Vamos entao considerar a fun¢ao F'(z) a extensao impar de periodo 2L da fungao
posicao inicial f(x). Este tipo de extensao esta na definicao B.5. Suponha entao que

estamos resolvendo o problema da equagao da onda com dominio ilimitado, —co < x <
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oo e 0 <t < oo, e as condigoes iniciais dadas pelas equagoes

u(z,0) = F(x)
ou(x,0)
o 0

Neste caso podemos aplicar a formula de d’Alembert e concluir que

F(x—ct)—kF(x—kct).

u(z,t) = 5

Os erros, em cada ponto, serao dados pelo médulo da diferenca entre a solugao
numérica e a solucao analitica.

O célculo dos erros costuma ser realizado utilizando o conceito de norma de vetor (ou
de fun¢ao de grid). Nao utilizaremos esta forma de calculo, pois nao estamos abordando
estes conceitos neste trabalho. Assim, apenas a titulo de ilustragao, calculamos os erros
para alguns pontos, mostrados nas tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, no instante ¢ = 3. Utilizamos
os tamanhos de passo k£ = 0.1, k£ = 0.01 e k£ = 0.001 em cada tabela, respectivamente.
Os espacos de malha h foram mantidos proporcionais a k, utilizando o nimero de
Courant C' = 0.9.

Confirmando a nossa expectativa, observamos que os valores absolutos dos erros
diminuem a medida que utilizamos valores menores para k. Temos um indicativo de
que o método se aproxima da solucao analitica quando usamos tamanhos de passo
menores.

O codigo de programacao usado para gerar as informacoes para as tabelas 4.1, 4.2

e 4.3 encontra-se no apéndice, no exemplo C.7.
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T Sol. Analitica | Sol. Numérica | Erro Absoluto
0.000 -+0.0000e+00 +0.0000e+00 0.0000e+-00
1.996 +5.7069e-01 +5.6349¢-01 7.2009e-03
3.992 +9.2179e-01 +9.2589¢-01 4.1053e-03
6.209 +3.1544e-02 +3.3933e-02 2.3895e-03
8.205 -+0.0000e+00 -3.2454e-04 3.2454e-04
10.423 | +0.0000e+-00 +4.7980e-04 4.7980e-04
12419 | 4+4.5726e-03 +4.9471e-03 3.7447e-04
14.636 | +8.5240e-01 +8.5753e-01 5.1281e-03
16.632 |  46.7783e-01 +6.7048e-01 7.3441e-03
18.850 | +0.0000e+00 +0.0000e+00 0.0000e+-00

Tabela 4.1: Comparando alguns valores das solugoes no instante ¢t = 3, para k = 0.1.

4.4 Propagacao de Ondas em Meios com Diversas Ca-
madas

Na secao 2.3, falamos sobre a transmissao de ondas em meios com diversas camadas.

Quando as ondas se propagam através da fronteira entre dois meios com propriedades

fisicas diferentes, ocorrem os fendmenos de reflexao e refragao.

Nesta secao, resolveremos numericamente a equacao da onda, considerando que o
meio possui diversas camadas com propriedades fisicas diferentes. Assim, iremos con-
siderar que a velocidade de deslocamento da onda ira alterar-se quando ela se deslocar

entre duas camadas.

Para discretizarmos o problema, vamos inicialmente definir a funcao

¢(z,

0=ax)5,
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T Sol. Analitica | Sol. Numérica | Erro Absoluto
0.000 -+0.0000e+00 +0.0000e+00 0.0000e+-00
2.089 +6.1665e-01 +6.1743e-01 7.8053e-04
4.179 +8.6443e-01 +8.6388e-01 5.4912e-04
6.268 +2.2038e-02 +2.1803e-02 2.3465e-04
8.358 -+0.0000e+00 -4.3463e-07 4.3463e-07
10.470 | +0.0000e+00 -5.0891e-07 5.0891e-07
12.559 | +1.8893e-02 +1.8675e-02 2.1797e-04
14.648 | 48.5673e-01 +8.5617e-01 5.6301e-04
16.738 |  46.2743e-01 +6.2820e-01 7.7392e-04
18.850 | +0.0000e+00 +0.0000e+00 0.0000e+00

Tabela 4.2: Comparando alguns valores das solugoes no instante t = 3, para k = 0.01.

assim, a equagao (2.17) se torna

OPu(x,t)  0¢(x,1)
o Ox

Teremos as seguintes condig¢oes de contorno:
u(0,t) =0 para t € (0,77,
u(L,t) =0 para t € (0,7T],
e as seguintes condigoes iniciais:

u(z,0) = f(z) para z € [0, L],

augz;, 0) =0 para z € [0, L].

Podemos discretizar o lado direito dessa equagao utilizando a formula de diferencas

centradas, equagao (3.4). Neste caso, vamos utilizar a distancia de h/2 em relagao ao
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T Sol. Analitica | Sol. Numérica | Erro Absoluto
0.000 -+0.0000e+00 +0.0000e+00 0.0000e+00
2.093 +6.1857e-01 +6.1868e-01 1.0302¢-04
4.187 +8.6172e-01 +8.6164e-01 7.3223e-05
6.282 +2.0018e-02 +1.9989¢-02 2.9695e-05
8.376 -+0.0000e+00 +1.6715e-09 1.6715e-09
10.471 | +0.0000e+-00 -2.9761e-09 2.9761e-09
12.565 |  +1.9708e-02 +1.9679e-02 2.9471e-05
14.661 +8.6095e-01 +8.6087e-01 7.3395e-05
16.754 |  46.1965e-01 +6.1975e-01 1.0297e-04
18.850 | +0.0000e+00 +0.0000e+00 0.0000e+00

Tabela 4.3: Comparando alguns valores das solugoes no instante ¢t = 3, para k = 0.001.

ponto central. Assim, ficaremos com

a¢($,t) ¢($+%»t)—¢($_%7t)

~
~

Oz h

Dividiremos o intervalo de tempo em N partes iguais, de comprimento k. Chama-
remos cada instante no tempo de t,,, comn =0,1,2,..., N, onde t,, = nk. Além disso,
dividiremos o intervalo espacial em M partes iguais, de comprimento h. As posicoes
no espaco serao chamadas de x;, com 7 =0,1,2,..., M, onde x; = jh. Vamos calcular

as aproximagoes nos pontos (x;,t,), de forma que:

Ul = u(zj,tn).

Para discretizarmos as fungdes ¢(z + 2,t) e ¢(x — £, ), vamos utilizar também as

formulas de diferencas centradas. Assim, ficaremos com

¢(Jij+§7tn) %(J(xj—f—i)%
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h h Uﬂ_Uﬂ_l
QS(x]_Evtn)QQ(x]_i) : hj )

e usaremos as notacoes

Os valores de g; 11 €L poderao ser desconhecidos, porque em muitos casos,
teremos ¢(x) como uma fungao discreta, cujos valores serdo conhecidos somente nos

pontos de malha z;.

“Em muitos casos, ¢ e, portanto, ¢, € conhecido apenas como uma fungao
discreta, frequentemente nos pontos de malha x;. A avaliacao de ¢ entre
dois pontos de malha x; e x4 deve ser feita por técnicas de interpolagao.”

[LANGTANGEN e LINGE, 2016, p.163].

Assim, vamos calcular os valores de ¢;,1 e ¢;_1 como médias aritméticas. Entao
2 2

teremos
%t
o I
e
_qj—1t g
Gy Ry

Para a derivada segunda em relagao ao tempo, vamos utilizar a formula de diferencas
centradas para derivada segunda, equagao (3.8). Assim, iremos discretizar a equagao

(2.17) da seguinte forma:

U =207 + U (g + ) (U = UF) = (g1 + ) (U7 = Ujy)

k2 2h?
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o que nos leva a

Uj = —Uj t+ 2U5" + <E> (5(%‘ +¢+1)(Uj = U}) — 5(%—1 +¢;) (U} — Uj—l))

(4.12)
paraj=1,... M — 1.

Para j =0 e 7 = M, utilizaremos as condigoes de contorno, assim teremos
Uy=0¢e Uy=0  n=1.,N.

Para as aproximagoes no instante ¢y = 0, iremos utilizar a primeira condigao inicial

do problema. Assim, iremos considerar
U) = f(x;), j=0,...M.

Para calcular os valores Ujl7 vamos utilizar a segunda condigao inicial. Vamos
utilizar a formula de diferengas centradas, dada pela equagdo (3.4), para discretizar a

equacao, obtendo
du(x,0) U —U} _
at 2k

Dai chegamos que U j_l =U jl. Utilizando a equagao (4.12), ficamos com

K\ /1 1
Uj =U; + (5) (Z(% +q)(Uf = Uj) — 7@+ ) (U] - Ujo—l)) :

Na secao 4.2, apresentamos a condicao CFL para a equacao da onda, que é um

critério importante para estabilidade da solucao numeérica.

C:

ck
- <

Porém, no caso da propagacao de ondas em um meio com diversas camadas, teremos
a velocidade ¢ varidvel. Precisamos garantir que o critério serd atendido para todos os

pontos da malha.

72



“O critério de estabilidade (Condigdo CFL) determina que (k < h/c).
E se ¢ = ¢(x), o critério dependeréa da localizagdo espacial. Nos devemos,
portanto, escolher um (k) que seja pequeno o suficiente para que nenhuma
célula de malha tenha (h/c(z) < k).” |[LANGTANGEN e LINGE, 2016,

p.164].
Assim, iremos adotar o critério

k
— Yo,
5 Jnax (c(x)) <

Ja estamos em condicoes de aplicar o método para discretizar a equacao da onda
do exemplo 2.10. Vamos considerar que L = 10w, T = 3 e que a primeira condi¢ao

inicial é dada pela seguinte equacao

1 —cosz, sex € [4rm, 67
u(z,0) =

0, caso contrario

Para a aplicacao do método a esse problema, o coédigo de programacao encontra-se
no Apéndice C, no exemplo C.10.

Nesse exemplo, estamos considerando que o meio possui duas camadas. A primeira
camada, para r < 3w, possui velocidade de propagacao da onda de 2.8. Ja a segunda
camada, para x > 37, possui velocidade de propagagao da onda de 4.5. A fungao ¢(x)
retorna o quadrado dessas velocidades.

Na figura 4.6, podemos observar o resultado da aplicacao do método em diversos
instantes. A curva que se desloca para a esquerda, quando atinge a fronteira entre as
camadas, localizada na posicao x = 3w, comeca a dividir-se em duas curvas. Uma delas
corresponde & onda refletida e desloca-se para a direita. A outra curva corresponde a

onda refratada e continua se deslocando para a esquerda.
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Equagéo da onda em meio com camadas, t=0.9

Equagéo da onda em meio com camadas, t=1.7

1.0 1 124
0.8 1.0 A
0.8
0.6
0.6
0.4
0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Equagao da onda em meio com camadas, t=1.8 Equagao da onda em meio com camadas, t=1.9
1.2 1 1.2 4
1.0 1.0 A
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 1 0.4
0.2 1 0.2
0.0 - 0.0 A
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Equagao da onda em meio com camadas, t=2.0 Equagdo da onda em meio com camadas, t=2.1
1.2 1.2 1
1.0 1 1.0 A
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 1 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Equagao da onda em meio com camadas, t=2.4 Equagao da onda em meio com camadas, t=3.0
1.2 1 1.2 4
1.0 1 1.0 A
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 1 0.2 /\
0.0 0.0

o

Figura 4.6: Equagao da onda em um meio com duas camadas, mostrando a configuragao

da onda em diversos instantes
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Capitulo 5

Convergéncia e Estabilidade

5.1 Consisténcia

Sera importante compararmos a acuracia obtida utilizando diversos métodos numéricos,
para sabermos qual método utilizar em determinado problema. Uma ferramenta que

temos para realizar essa comparacao é o erro de truncamento local.

“Ja que o objetivo das técnicas numéricas ¢ determinar aproximagoes
precisas com o minimo esforco, precisamos de meios para comparar a eficién-
cia de varios métodos de aproximacao. A primeira ferramenta que conside-
ramos é chamada erro de truncamento local do método.” [BURDEN et al., 2017,

p.301]

Podemos determinar o erro de truncamento local calculando o erro de truncamento
a cada passo do método. No capitulo 3, vimos como calcular o erro de truncamento na
aproximagcao de uma derivada. Segundo [ASCHER e GREIF, 2011, p.488]: “O erro de
truncamento local é o montante pelo qual a solucao exata deixa de satisfazer a equagao

de diferencas, escrita em forma de diferenca dividida, no passo de integragao i.”

75



A vantagem em utilizar o erro de truncamento é que essa é uma quantidade facil-

mente computavel, em comparacao a outras medidas de erro.

“O erro de truncamento é uma medida de erro usada com frequéncia
para métodos de diferenca. E definido como o erro na equacao da diferenca
que surge ao inserir a solugao exata. Ao contrario de varias outras medidas
de erro, (...) o erro de truncamento é uma quantidade que é facilmente

computavel.” [LANGTANGEN, 2016, p.63]

Para calcular o erro de truncamento local, procedemos da seguinte forma: inici-
almente substituimos o valor exato da fun¢ao na féormula do método. Em seguida
expandimos a fun¢ao pela série de Taylor e calculamos a diferenga em relagao a deri-
vada, para descobrir os termos desprezados (truncados). Denotaremos por 7™ o erro

de truncamento local cometido no passo n de um método de diferencas finitas.

Exemplo 5.1. Para o método de Euler (progressivo), definido pela equagao (3.11), 7"

é calculado da seguinte forma:

T = — flu(tn), tn), (5.1)

que é equivalente a

Mas pelo teorema de Taylor, temos que

W(tni1) = ulty, + k) = u(t,) + ku'(t,) + %Zu”(tn) + O(k?). (5.2)

Substituindo na equagao (5.1) ficamos com a seguinte expressao

. u(t,) + ku'(t,) + %u”(tn) + O(k3) — u(ty,) )

k
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resultando em
1
™= §kzu”(tn) + O(K?). (5.3)

Assim temos que o erro de truncamento local no método de Euler (progressivo) é

O(k).

Exemplo 5.2. Para o método de Euler regressivo, substituimos o valor exato da funcao
u(t) na formula 3.14. Procedendo de forma analoga ao exemplo anterior, concluimos
que

e —%ku”(tn) +00).

De forma que o erro de truncamento local desse método é O(k).

Exemplo 5.3. No caso do método do ponto médio, substituindo o valor exato de u(t)
na equacgao (3.17) e procedendo de forma analoga aos exemplo anteriores, concluimos

que o erro de truncamento local para esse método é dado por

1
" = —6k2u”’(tn) + O(KY).

De forma que o erro de truncamento local desse método ¢ O(k?).

Exemplo 5.4. Vamos estimar a ordem do erro de truncamento para o método de

Runge-Kutta de dois estagios, dado pela equagao (3.19). Para esse método, temos que
1
Uttt =uU" + kf (U” + §k;f(U”)) ,

que é equivalente a
grtl —gn 1
_ = U+ =kf(U") | .
R )
Para calcular o erro de truncamento, procedemos da mesma forma que fizemos para

o método de Euler: substituimos o valor da aproximagao pelo valor exato da fungao

na féormula do método, obtendo

u(tni1) — ultn)

o = Wl 20D () + Jrstuta). (5.4)




Podemos aplicar o teorema de Taylor para obter a expressao
1
f (ute) + ghstute)
1 /
= flu(t,) + éku (tn)

= Futn)) + ket () f (1) + SR (1) (1) + -
Temos que f(u(t,)) = u/(t,) e a derivada dessa expressao é f'(u(t,))u/ (t,) = u"(t,).

Substituindo na expressao anterior, chegamos em

f (u(tn) + %k f(u(tn))) — (b)) + %ku”(tn) +O(R).

Usando a expressao acima e a expressao (5.2) em (5.4), obtemos

a1
ok

T

1 1
(k:u’(tn) + §k:2u”(tn) + O(l{:3)) — (u’(tn) + §ku”(tn) + O(k2)) = O(k?).
De forma que o erro de truncamento ¢ O(k?).

Nos exemplos anteriores, vemos que os erros de truncamento local sao multiplos de
k, no caso em que sao O(k), ou de k?, para o caso O(k?). Assim vemos que esses erros
tendem a zero, a medida que k tende a zero. Essa é uma qualidade importante em
métodos numéricos, denominada consisténcia. Apresentaremos a definicao de consis-
téncia para métodos de passo tinico. Falaremos sobre métodos de passo multiplo mais

adiante.

Definigao 5.1 (Consisténcia para Métodos de Passo Simples). Um método de equagao
de diferenca de passo tnico com erro de truncamento local 7 no n-ésimo passo é dito
consistente com a equacao diferencial que aproxima se

lim |7"| = 0,

k—0
para cada passo n do método. Dizemos que um método é consistente com ordem p se
" = O(kP).
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A consisténcia nos garante que, no limite, o método ird calcular uma solucao que

se aproxima da solucao da equacao diferencial.

“Consisténcia significa que o erro na equagao da diferenca, medido atra-
vés do erro de truncamento, vai para zero a medida que At — 0. Uma
vez que o erro de truncamento mede quao bem a solugao exata preenche a
equacao de diferenga, e ja que a solucao exata satisfaz a equacao diferencial,
a consisténcia garante que a equacao de diferenca se aproxima da equagao

diferencial no limite.” [LANGTANGEN, 2016, p.65|

Um ponto importante da definicao é a ordem de consisténcia. Por exemplo, vimos
que o método de Euler progressivo possui erro de truncamento O(k), assim dizemos
que o método é consistente com ordem 1. Analogamente, o método de Euler regressivo
é consistente com ordem 1 e o método do ponto médio é consistente com ordem 2. A
ordem de consisténcia mais alta nos indica que o método nos trara aproximacoes mais

precisas para o valor da derivada presente na equacao diferencial.

5.2 Convergéncia

Embora o erro de truncamento local nos dé um bom indicativo para a precisao do
método, sera importante estimarmos o erro da aproximacao calculada pelo método,
em relagao a solugao exata. Esse erro, chamado erro global, é mais dificil de calcular,
pois depende dos erros acumulados em todos os passos anteriores do método. Segundo
[LANGTANGEN, 2016, p.60]: “O erro real em um ponto, de qualquer forma, depende
do desenvolvimento do erro sobre todos do passos de tempo anteriores. Esse erro,

E™ = U™ — u(t,), é conhecido como o erro global’t.

1Uma vez que a notacdo matematica utilizada pelo autor é ligeiramente diferente da que temos

utilizado neste trabalho, substituimos a notagao da férmula citada.
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Definigao 5.2 (Erro Global). O erro global cometido apos a execugao de n passos
de um método de equacao de diferengas, denotado por E", serd dado pela diferenca

entre a solucao exata e a solugao aproximada, ou seja
E"=U" —u(ty,).
A ordem de precisao do método sera a ordem do erro global.

Para exemplificar a analise do erro global de um método numérico, iremos estimar
um limite para o erro global do método de Euler progressivo, aplicado a um problema
que iremos definir a seguir. Segundo [BURDEN et al., 2017, p.294]: “Apesar de o
método de Euler nao ser preciso o suficiente para justificar seu uso na préatica, ele é
suficientemente elementar para que a analise do erro produzido em sua aplicacao seja

simples.” Iniciaremos com um lema:
Lema 5.0.1. Sem > 0 € um inteiro e x um real entao
(1+z)™ < emlel, (5.5)

Prova: Seja x € R e m > 0 um inteiro. Pelo teorema 3.1 (Teorema de Taylor),

considerando f(x) = e” e g = 0, temos que existe um nimero £(z) entre 0 e z tal que

e’ = Pi(z) + Ry (x),

onde
P(z)=e"+ez=1+x
e
£(x)
Ri(z) = 62 z?,

Este resultado vale para qualquer € R*. Em particular, para € R™, repetimos

o raciocinio para |z|. Assim, podemos considerar que existe um nimero &(|z|) entre 0
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e |z| e aplicar a desigualdade triangular para concluir que

D

2

= 1 faf + o2 1 fal = 1 o).

Assim teremos,
(1+2)" < |14 2™ < el

O problema de valor inicial que iremos definir a seguir é denominado “problema
teste”. Embora seja um problema relativamente simples, sera ttil para analisar varios
aspectos dos métodos que estamos estudando. Segundo [LEVEQUE, 2007, p.138]:
“Grande parte da teoria apresentada abaixo é baseada em examinar o que acontece

quando um método é aplicado a uma simples equacao linear escalar”.

Exemplo 5.5. Suponha que temos um problema de valor inicial, dado pela equagao

diferencial
u'(t) = Au(t) + g(t), (5.6)
com a condigao inicial
u(to) = n. (5.7)
Vamos calcular um valor maximo para o erro global do método de Euler progressivo
aplicado a este problema, em todos os passos do método. Vamos considerar que estamos

iniciando no instante ¢ty = 0 e indo até o instante final 7T". Utilizaremos um tamanho

de passo k > 0, assim teremos
to=0,t =k, ..., t, = nk.
Quando aplicamos o método de Euler a equagao (5.6), obtemos:
U™ =U" + k(U™ + g(t,)),

e portanto

U™ = (1 4+ kNU™ + kg(t,). (5.8)
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O erro de truncamento, que é dado pela equagao (5.1), fica da seguinte forma:

o (’u(trﬁ-l)k_ u(tn)) — Owultn) + g(tn)).

Dai obtemos que:
k" = u(tpe) — ulty,) — E(Au(t,) + kg(tn)),
e concluimos que:
W(tna1) = (1 4+ kNu(t,) + kg(t,) + k7" (5.9)

Sendo os erros globais no passo n e n + 1 dados pelas diferengas E" = U™ — u(t,,)
e B = U™ — y(t, 1), e calculando a diferenca entre a equacao (5.8) e a equagao
(5.9) obtemos
(U™ —wu(tny1)] = (1 + kN [U™ — u(t,)] — k™

Assim, concluimos que
B = (1 +ENE" — k7™ (5.10)
Podemos ver entao que
E'= (14+k\E® — k1°,
E*=(1+kNE' —kr! = (1+ EN?E° — (1 4+ EAkr° — k7',

E? = (1+kNPEY — (1 4+ kA% — (1 + kA kTt — k72,

Por inducao podemos verificar que

E" = (L+kN"E° — kY (1+ kA" (5.11)

=1

Observe que alguns dos termos que estao sobrescritos na expressao acima sao ex-

poentes e outros sao indices (caso dos 7’s). Utilizando o Lema 5.0.1, temos que
(1 +k,)\)n S enk‘)\| S el/\|T’
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uma vez que estamos nos restrigindo ao intervalo de tempo finito 0 < ¢ < T, de forma
que nk < T. O inteiro i foi definido no somatorio da equagao (5.11), de forma que
1 < i < n. Assim temos que n > (n — i) > 0, e podemos novamente aplicar o Lema

5.0.1 e concluir que
(14 kN < (=N < onkAl < AT

Assim, segue da equagao (5.11) que

|E"| < T <\EO] + kZ ‘Ti1‘> < T (\EOI + nk max ‘Til‘) . (5.12)

1<i<n
i=1
Seja N = T'/k o nimero de passos necessarios para atingir o instante 7. Vamos
definir

7 ||o0 = o B% 7" |. (5.13)

Utilizando a equagao (5.3), podemos concluir que
]' "
I7lloe & SEl[u"]oo = O(K),

onde ||u"||o é o valor maximo da funcdo u” no intervalo [0,7]. Como t = nk < T,

segue da desigualdade (5.12) que
B"] < VT (1B + Tir]l).

Para aplicar o método de Euler progressivo, consideramos U® = u(0) = n. Entao

teremos E° =0, e
1E"| < 77| oo (5.14)
De forma que o erro é limitado por um multiplo de ||7||e. Como ||7||cc = O(k),
podemos concluir que |E"| = O(k).
Assim como ocorre com o erro de truncamento local, é desejavel que o erro global

diminua a medida que diminuirmos o tamanho do passo k. Quando isso ocorre, dizemos

que o método é convergente. Apresentamos a seguir a definicao de convergéncia.
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Definigao 5.3 (Convergéncia). Um método de equagao de diferenca, com tamanho de

passo k, é dito convergente com relagao a equacao diferencial que aproxima se

lim max |U" —u(t,)| =0,
k0 1<n<N

onde u(t,) é o valor exato da solu¢do da equagao diferencial avaliada no tempo t,,
U™ é a aproximagao obtida a partir do método de diferenca no n-ésimo passo e NV é o

ntmero de passos do método aplicados na solu¢ao numérica do problema.

Exemplo 5.6. Vamos verificar se o método de Euler progressivo, aplicado ao problema

do exemplo anterior, é convergente. Utilizando a equagao (5.14), temos que

li n_ =
i

lim max |E"| < lim eT||7]|oc.
k—01<n<N k—0

Temos que ||7|| = O(k), e portanto limy_,¢ ||7||cc = 0. Como A e T' s@o constantes,
podemos concluir que

lim max |U" —u(t,)] =0
k—0 1<n<N

e portanto o método, aplicado ao problema em questao, ¢ convergente.

5.3 Estabilidade

Uma outra qualidade importante para métodos numéricos é a nocao de estabilidade.
Como estamos trabalhando com valores aproximados, que possuem erros em relagao
aos valores exatos, os métodos podem apresentar problemas devido a propagacao desses

erros.

“Na préatica, nem as condigoes iniciais nem a aritmética que é subse-

quentemente executada sao representadas exatamente por causa do erro de
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arredondamento associada a aritmética com um ndimero finito de algaris-
mos.

Para analisarmos esta situacao, pelo menos parcialmente, tentaremos
determinar quais métodos sao estaveis, no sentido de que pequenas varia-
¢oes ou perturbagoes nas condigoes iniciais produzem mudancas correspon-

dentemente pequenas nas aproximacoes subsequentes.”

[BURDEN et al., 2017, p.374]

Via de regra, para determinarmos se um método é convergente, serd mais facil

determinarmos primeiro se ele é consistente e estavel.

“Convergéncia ¢é dificil de estabelecer teoricamente, exceto em alguns
problemas simples (...). Um grande avan¢o na compreensao de métodos de
valores numéricos para equacoes diferenciais veio em 1956, quando Lax e
Richtmeyer estabeleceram uma equivaléncia entre a convergéncia, por um
lado, e consisténcia e estabilidade do outro (o teorema da equivaléncia de
Lax). Na préatica, isso significa que é possivel estabelecer primeiro que um
método é estavel e consistente, e entao concluir que é automaticamente

convergente (o que é muito mais dificil de estabelecer).”

[LANGTANGEN, 2016, p.65]:

Assim, geralmente seré mais simples demonstrar que um método é estavel e consis-
tente, para em seguida concluir que é convergente usando os resultados estabelecidos
por Lax e Ritchmyer. Encontramos ainda em [LANGTANGEN;, 2016, p.65] a observa-
¢ao de que esses resultados valem somente para problemas lineares, e que no caso nao

linear é mais dificil estabelecer a relagao entre consisténcia, convergéncia e estabilidade.

“De um modo geral, quando falamos sobre a estabilidade de um es-

quema numérico, estamos nos referindo a capacidade de manter sob con-
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trole os efeitos causados na solu¢ao numeérica por perturbacoes de dados.”

[QUARTERONI, SALERI e GERVASIO, 2014, p.284|

Segundo [BURDEN et al., 2017, p.374], “um método estavel é aquele cujos resulta-
dos dependem continuamente dos dados iniciais”. Para ilustrarmos a propriedade de

estabilidade de um método, apresentaremos um exemplo.

Exemplo 5.7. Vamos mostrar que o método de Euler progressivo, aplicado ao pro-
blema apresentado no exemplo 5.5, é estavel.

Suponha que o método de Euler progressivo seja aplicado a este problema duas
vezes. Em uma delas iniciamos o método com o valor V. e na outra com o valor W?°.
Um deles seria o valor inicial alterado, ou “perturbado”. Considere que as sequéncias
{VmN_ e {W N sdo resultantes das duas aplicagdes do método de Euler progressivo
ao problema acima, iniciando com os valores V° e W9, respectivamente.

Mostraremos que existe uma constante K > 0 tal que
V" —Ww" < K|V?—-W°,

paran =1,..., N, sempre que as sequéncias de aproximacoes V" e W™ satisfizerem a
equagao de diferenga U™ = U™ + kA(U™) + g(t,,). Assim, teremos um limite para a
perturbacgao das aproximagoes em fungao da perturbacao dos valores iniciais, e portanto
poderemos concluir que o método de Euler progressivo aplicado ao problema em questao

é estavel. Temos que
VP =W = VP RAVE T 4 g(ty) = W= RAW T — g(t, )]
— |Vn71 - anl + k}\(vnfl o anl)‘
— yvnfl . anly + ]k)\(anl _ Wn71)|

= (1+ kM) [Vt =W
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Aplicando o mesmo procedimento a |[V"~1 — W"~1| obtemos que
VA W < (L R V2 —

e portanto

[V — WP < (14 KA V2 — W2
Aplicando o procedimento recursivamente, obtemos que?
V=W < (L4 KA VO = WO < (1+ KAV VO = WO
Portanto, se considerarmos K = (1 + k|\|)Y, teremos a constante K satisfazendo
VW < KVO - WO,

e assim o método aplicado ao problema em questao sera estavel, como queriamos de-

monstrar.

Apresentaremos a seguir um teorema que ird relacionar a estabilidade com a con-

vergéncia e a consisténcia, para métodos de passo simples.

Teorema 5.1. Suponha que o problema de valor inicial

u'(t) = f(u(t),t), a<t<b

seja aprorimado por um método de diferenca de passo unico na forma

UOZOé

U™ = U™ + kd(ta, U, k)

2Observe que os valores de n nas expressoes V" e W™ correspondem as posicdes desses elementos

nas sequéncias, enquanto o valor n em (1 + k|A|)™ é um expoente.
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Suponha também que exista um nimero ko > 0 e que ¢(t,U, k) seja continua e satisfaca

uma condi¢ao de Lipschitz na varidvel U com a constante de Lipschitz L no conjunto
D={(t,Uk)|la<t<be —co<U<o0,0<k<ky}
Entao:
(i) O método é estdavel;

(ii) O método de diferenca € convergente se, e somente se, for consistente, o que €

equivalente a

o(t,U,0) = f(U,t), paratodoa <t <b;

(iii) Se ||7||s for definido conforme a equagdo (5.13), entdo teremos:

ut,) - 7] < 1ee it

Este teorema encontra-se em [BURDEN et al., 2017, p. 375]. O autor informa
que a parte (i) do teorema diz respeito a estabilidade do método de passo tnico, que
a sua demonstracao nao ¢ dificil e a deixa como exercicio. Informa ainda que “as
demonstragoes das partes (ii) e (iii) sdo mais dificeis que a da parte (i) e podem ser
encontradas no material apresentado em [apud GEAR, 1971, p. 57-58|".

A seguir apresentamos um exemplo de aplicacao do teorema, o qual foi obtido em

[LEVEQUE, 2007, p.142]:

Exemplo 5.8. Para o método de Runge-Kutta de dois estagios definido pela equagao
(3.19), teremos:
ot uk) = | <u T %kf(u))
Suponha que f(u) seja continua e satisfaga uma condi¢ao de Lipschitz na variavel

u, sobre o conjunto
D={(t,u)la<t<be —oo<u<oo}
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com constante Lipschitz L.
A funcdo ¢(t,u, k) é uma funcdo composta. Temos que ¢(t,u,k) = f o g, onde
g(u) = u+ 3k f(u) e que g(u) é continua sobre D, e portanto ¢(t, u, k) ¢ continua sobre

o conjunto
D ={(t,u,k)|a<t<be —oco<u<oo,0<k<ko}

Temos também que
) — f2)| < Lo —
portanto, teremos
ot t.8) = 0,119 = | (o + 3 ) =7 (s + o))
< L‘(ulJr%kf(ul)) - (u2+ Lkt )‘

= 2 = ) + () = f(0)

1
< Lluy — us| + §kL‘f(U1) — f(u2)|
1 1
< L‘Ul — UQ’ + §]€L2‘U1 — 'U/2’ = (L + 5]45[42) |U1 — UQ‘

Concluimos assim que ¢(u,t, k) satisfaz uma condi¢do de Lipschitz na variavel u,
sobre o conjunto D’, com a constante Lipschitz L' = L+ 1kLQ. Assim, pela condigao (i)
do teorema 5.1, o método é estavel. No exemplo 5.4, vimos que o erro de truncamento
local & O(k?), assim concluimos que o método é consistente com ordem 2. Pela condigao
(ii), temos que o método de diferenga é convergente se, e somente se, for consistente,
assim concluimos que o método é convergente. Podemos entao considerar que ||7||« €

O(k?) e pela condigao (iii), concluimos que o método é convergente com ordem 2.
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5.3.1 Meétodos de passo miltiplo

Para os métodos de passo miiltiplo, cada aproximagao é calculada utilizando aproxi-
macoes calculadas em mais de um passo anterior. Um método de passo multiplo linear
de r passos pode ser escrito no formato:
S U =k B (U tay), (5.15)
j=0 3=0
Exemplo 5.9. O método do ponto médio, definido através da equagao (3.17), pode

ser escrito também como
U2 = U+ 2kf (U™ 1) (5.16)

Observamos que o método do ponto médio pode ser escrito no formato da equacao

(5.15). Com efeito, basta considerar r = 2 e os seguintes coeficientes:
ap=-1, a1y =0, ag =1, Bp=0, B =2, B=0.

Para iniciarmos um método de passo miultiplo, precisaremos de varios valores inici-
ais, em vez de somente um valor inicial, como é o caso dos métodos de passo simples.
Essa é uma dificuldade ao utilizar métodos de passo multiplo. Geralmente, apenas
um valor inicial serda conhecido e os demais valores precisarao ser gerados por outro

método.

“Uma dificuldade com o uso de (Métodos de Passo Miltiplo Lineares)
se r > 1 é que precisamos dos valores U?, U?, ..., U""! antes que possamos
comecar a aplicar o método de vérias etapas. O valor U° = 1 é conhe-
cido a partir do dados iniciais para o problema, mas os outros valores nao

sao, e geralmente devem ser gerados por algum outro método ou métodos

numéricos” [LEVEQUE, 2007, p. 134].
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O conceito de convergéncia para métodos de passo multiplo é o mesmo dos métodos
de passo simples. Porém, para a consisténcia, temos uma condicao adicional, que
ocorre por conta do nimero de valores iniciais exigidos por esses métodos. Segundo
[BURDEN et al., 2017, p. 378]: “Como geralmente apenas o primeiro valor inicial,
(U° = n), é exato, é necessério exigir que os erros em todos os valores iniciais (...)
aproximem-se de zero & medida que o tamanho do passo tenda a zero”. Assim, temos

a definicao:

Definigao 5.4 (Consisténcia para Métodos de Passo Miltiplo). Um método de equagao

de diferenca de passo multiplo de r passos, iniciado usando os valores
UO =1, Ul =M1, - UVT_1 = Mr—1,

com erro de truncamento local 7" no n-ésimo passo é dito consistente com a equacao
diferencial que aproxima se

llcli% 1T =0 (5.17)

para cada passo n do método, e além disso

lim |n, — u(t,)| =0, (5.18)
k—0

para todos n = 1,2,...,r — 1. Além disso, dizemos que o método é consistente com

ordem p se 7" = O(kP).

Segundo [BURDEN et al., 2017, p.378|, a equagao (5.18) implica que um método
de passo multiplo nao sera consistente a menos que o método de passo inico que gera os
valores iniciais também seja consistente. Temos uma ferramenta muito ttil para avaliar
a consisténcia, convergéncia e estabilidade de métodos de passo multiplo. Tratam-se

dos polindmios caracteristicos, que definiremos a seguir.
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Definigao 5.5 (Polindmios caracteristicos). Dado um método de passo miltiplo linear
de r passos no formato da equagao (5.15), os polinémios caracteristicos do método

sao definidos por
pO=D a7 e o) =) B¢ (5.19)
5=0 5=0
Exemplo 5.10. Para o método do ponto médio, definido pela equagao (5.16), os

polinémios caracteristicos sao dados por

p(Q)=—-1+¢ o) =2¢"

Exemplo 5.11. O método de Adams-Moulton de dois passos possui a equagao
a seguir:

U = Uty %(—f(U") +8f(U™) +5£(U™?)). (5.20)

Os polinémios caracteristicos para este método sao dados por

pO)=—CHC o(O)= 151480 +5¢%)

O teorema a seguir nos permitira verificar se um método de passo multiplo linear é

consistente:

Teorema 5.2. Um método de passo miltiplo linear de v passos no formato da equagao

(5.15) serd consistente se

A demonstracao pode ser encontrada em [LEVEQUE, 2007, p.132].

Exemplo 5.12. Para o método de Adams-Moulton de dois passos, definido pela equa-

¢ao (5.20), temos
pO)=—C+C = pl1)=0
PO =-1+2C = p(1)=1

7(Q) = 5 (~1+8C+5¢) = o(1) =1=4(1)
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portanto o método é consistente.

A seguir, apresentaremos um teorema que ird associar as raizes dos polinémios
caracteristicos a algumas propriedades dos métodos de passo miltiplo lineares. Segundo
[LEVEQUE, 2007, p.133|: “A localizac¢ao das raizes de certos polinémios relacionados

a p e o desempenha um papel fundamental na teoria da estabilidade”.

Definicao 5.6. Dizemos que um método de passo miiltiplo linear de r passos, no
formato da equagao (5.15), satisfaz a condigao de raiz, se asraizes (; (j = 1,2,...,7),
do polinémio caracteristico p(¢) definido pela equagao (5.19), satisfizerem as seguintes

condigoes:
1) |C]‘ <1 paraj = 1,2,...,7’;
ii) Se (; ¢ uma raiz repetida, entao |(;| < 1.

Teorema 5.3. Um método de passo miltiplo linear de r passos, no formato da equagao
(5.15), € estdvel se, e somente se, satisfizer a condi¢cao de raiz. Além do mais, se o
método de diferenca for consistente com a equacao diferencial, entdo o método serd

estavel se, e somente se, for convergente.

Segundo [BURDEN et al., 2017, p. 380|: “Para a demonstragao desse resultado e a

teoria sobre a qual ele se baseia, veja [apud ISSACSON e KELLER, 1966, p. 410-417.]”

Exemplo 5.13. Para o método de Adams-Moulton de dois passos, definido pela equa-

¢ao 5.20, temos que
p(Q)=¢—¢

As raizes de p(¢) sdo (3 = 1 e (3 = 0. Portanto, pelo teorema 5.3, o método é
estavel. No exemplo 5.12, vimos que o método é consistente, portanto, pelo mesmo

teorema, concluimos que ele é convergente.
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Nao entraremos em detalhes referentes a consisténcia, convergéncia e estabilidade
para sistemas de equacoes diferenciais. Porém, o estudo é analogo ao que realiza-
mos para uma unica equacgao diferencial. Basicamente, o que muda é que passa-
mos a tratar dos limites para os erros em termos de normas de vetores. Segundo
[BURDEN et al., 2017, p.370]: “Teoremas de convergéncia e estimativas de erro para
sistemas s@o analogos aqueles considerados (...) para uma tnica equagao, exceto que
os limitantes sao dados em termos de normas de vetores”.

Quanto ao método direto apresentado para solucao da equacao da onda, é um mé-
todo de segunda ordem de precisao em relacao ao tempo e ao espago, desde que a equa-
¢ao diferencial possua uma solugao com regularidade suficiente. A demonstragao dessa
propriedade esta além do escopo do nosso trabalho. Segundo [ASCHER e GREIF, 2011,
p.530]: “O esquema Leapfrog ¢ simples e de segunda ordem de precisdo no tempo e

espago, desde que a solugao que esta sendo aproximada seja suave.”

5.4 FEstabilidade Absoluta

Em secoes prévias, analisamos a acuracia de métodos numeéricos, de acordo com o ta-
manho de passo k utilizado. Verificamos quais métodos sao convergentes, no sentido
de que o erro global tende a zero & medida que k tende a zero. Assim, utilizando mé-
todos convergentes, podemos melhorar a acuracia das nossas aproximagoes diminuindo
o tamanho do passo utilizado. Porém, & medida que diminuimos o tamanho de passo
utilizado, aumentamos a quantidade de passos e por conseguinte a quantidade de ope-
racoes computacionais realizadas para resolver determinado problema. Teremos um
custo computacional mais alto & medida que utilizarmos um tamanho de passo menor.

Entao seria desejavel escolher um tamanho de passo pequeno o suficiente para obter

um nivel de precisao razoavel e ao mesmo tempo que nao fosse pequeno demais, para
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manter o custo computacional em niveis aceitaveis.

Veremos que ha uma propriedade dos métodos numéricos, denominada estabili-
dade absoluta, relacionada ao tamanho de passo escolhido. Enquanto a convergéncia
nos determina que a acuracia do método serd maior a medida que diminuimos o tama-
nho do passo, a estabilidade absoluta esta relacionada ao comportamento do método

para um determinado tamanho de passo.

“Existe uma diferenca fundamental entre os conceitos de erro introduzi-
dos anteriormente e o requisito de estabilidade absoluta: os primeiros per-
guntam o que acontece quando (k — 0) para um problema fixo de EDO,
enquanto o segundo se preocupa com a situa¢ao para um passo fixo e nao

necessariamente pequeno.” [ASCHER e GREIF, 2011, p.492]

Para ilustrar a propriedade de estabilidade absoluta para o tamanho de passo es-

colhido, vamos apresentar alguns exemplos.

Exemplo 5.14. Vamos considerar o seguinte problema de valor inicial:

onde A < 0 é uma constante real.

A solugao exata ¢ u(t) = e*. Podemos verificar isso derivando diretamente. Como
A < 0, o modulo da solucao exata irda diminuir quando aumentarmos o valor de ¢.
Assim, é razoavel esperar que a solugao aproximada, calculada pelo método numérico
nao possua comportamento contrario a solugao exata, ou seja, que nao cresca a medida

que avancarmos no tempo. Para isso, temos a seguinte condigao:

Ut < |U™ (5.21)
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Aplicando o método de Euler progressivo a este problema, o valor das aproximagoes
serd dado por

U =U" + kAU = (1 + kNU™
Para que o método atenda a condicao dada pela equacao 5.21, precisamos ter

2
|1+ch|§1:>/1<:§W (5.22)

Este é um requisito de estabilidade absoluta. Segundo [ASCHER e GREIF, 2011,
p.491]: “Independentemente das consideragoes de precisao, o tamanho do passo cons-
tante (k) ndo deve exceder um certo limite que depende do problema que esta sendo

aproximadamente resolvido.”

Apresentaremos a seguir um exemplo que ira ilustrar os potenciais problemas quando

nao sao atendidos requisitos de estabilidade absoluta:

Exemplo 5.15. Vamos considerar o seguinte problema de valor inicial:

u'(t) = —1500(u(t) — cos (t)) — sen (t)
(5.23)
u(0) =1

A solucao deste problema é u(t) = cos(t) (podemos verificar derivando direta-
mente). A funcao f satisfaz a uma condigao de Lipschitz sobre a variavel u, no conjunto
D = R?%, com constante de Lipschitz L = 1500. Pelo teorema 5.1, o método é conver-
gente. Aplicamos o método de Euler progressivo a este problema, até o instante T' = 2.
Na tabela 5.1 podemos ver os valores do erro global no instante 7' = 2 utilizando o

método com diversos valores de k.

Utilizando tamanho de passo 0.0013, obtemos um erro global de —1.8000 x 10~".
Porém, utilizando o tamanho de passo 0.0014, o erro é de —5.9946 x 102, ou seja, um

valor bem maior do que o anterior. Intuitivamente, percebemos que deve haver uma
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k Erro Global

0.0012 | —1.6607 x 1077

0.0013 | —1.8000 x 1077

0.0014 | —5.9946 x 10°2

0.0015 | 7.5860 x 1022

Tabela 5.1: Comparativo dos erros cometidos nas aproximacgoes usando o método de

Euler progressivo para diferentes valores de k

mudanca significativa ocorrendo entre o tamanho de passo & = 0.0013 e o tamanho
k = 0.0014.

Observamos que a equagdo a equagao (5.23) estd no mesmo formato da equa-
¢ao (5.6), apresentada no exemplo 5.5. Basta considerarmos A\ = —1500 e g(t) =
1500 cos (t) — sen (t). Assim, podemos aplicar a mesma anélise realizada naquele exem-

plo. Relembramos entao da equagao (5.10), que deduzimos na anéalise daquele exemplo:
B = (14+kNE™ — k™

Essa equacao revela a fonte do crescimento do erro: utilizando o tamanho de passo
k = 0.0014 e sendo A = —1500, temos que (1 + kX\) = —1.1. Assim, o erro é sempre
multiplicado por um fator com moédulo maior do que 1, de forma que serd ampliado
exponencialmente.

Assim, fica claro que a condicao |1 + kA| < 1 precisa ser satisfeita, para que o erro
nao cresca exponencialmente. Assim, temos o mesmo requisito de estabilidade absoluta
que deduzimos no exemplo 5.14, de forma que é necessario escolher um tamanho de
passo k < 2/|A|. Observamos que os erros observados acima nao contradizem o fato do
método ser convergente. O erro de truncamento local do método de Euler progressivo

¢ dado pela equagao (5.3), assim, podemos verificar que ||7]|o = 3k. Assim, a cota
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superior do erro global é dado por

Tk
"] < PTT 7l = T

O erro de fato converge para zero & medida que k se aproxima de zero, mas a cota
superior que obtivemos permite um crescimento exponencial do erro com o tempo.

Nos exemplos, observamos que temos dois parametros, k e A\, que interferem na
estabilidade absoluta e que o produto z = kX é o que de fato é usado para determinar
se o método é absolutamente estavel. O método de Euler seré absolutamente estével
quando —2 < z < 0 e dizemos que o intervalo de estabilidade absoluta do método de
Euler ¢ [-2,0].

Geralmente consideramos z como um ntmero complexo, por isso é mais comum
falarmos da regidgo de estabilidade absoluta, que é a regiao no plano complexo para a
qual um método é absolutamente estavel.

Assim, a regiao de estabilidade absoluta para o método de Euler progressivo seréa
dada pelo conjunto de nimeros z = kA, onde |1 + kA| < 1. Ou seja, é o disco de raio
1 centrado no ponto —1. Poderemos visualizar a regiao de estabilidade absoluta do

método de Euler progressivo na figura 5.1-a.

“E mais comum falar da regido de estabilidade absoluta como uma re-
giao no plano complexo, admitindo a possibilidade de A ser um ntimero
complexo (é claro que o tamanho de passo k precisa ser real e positivo).
(...) Admitir A\ complexo vem do fato de que na préatica estaremos geral-
mente resolvendo um sistema de equagoes diferenciais ordinarias. No caso
linear, sao os autovalores da matriz de coeficientes que sao importantes na
determinacao da estabilidade. No caso nao-linear, tipicamente linearizamos

(...) e consideramos autovalores da matriz jacobiana. Por conseguinte, A
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Figura 5.1: Regioes de estabilidade de alguns métodos numéricos

representa um autovalor tipico e estes podem ser complexos mesmo se a

matriz for real.” [LEVEQUE, 2007, p. 152].

Os polinémios caracteristicos, definidos na secao 5.3.1, serao usados também para
determinar as regioes de estabilidade dos métodos de passo miiltiplo lineares. Con-
forme haviamos citado, de [LEVEQUE, 2007, p.133]: “A localizagao das raizes de cer-
tos polinémios relacionados a p e ¢ desempenha um papel fundamental na teoria da

estabilidade”. Assim, iremos definir o seguinte polinémio:

Definigao 5.7 (Polinomio de Estabilidade). Dado um método de passo multiplo linear

de 7 passos no formato da equagao (5.15), definimos o polinébmio de estabilidade
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desse método como
m(¢i2) = p(¢) — z0(¢), (5.24)

onde p(¢) e o(¢) sdo os polindmios caracteristicos definidos na equagdo (5.19).

Exemplo 5.16. Para o método de Adams-Moulton de dois passos, definido pela equa-

¢ao (5.20), os polinémios caracteristicos sao dados por

AO=C =G (Q) = 15(~1+8C+5¢%),

e o polindbmio de estabilidade é dado por
z
m((2) = ¢ = (= (=1 +8(+5C).

A defini¢ao a seguir nos permitira determinar a regiao de estabilidade absoluta para

métodos de passo miltiplo:

Definigao 5.8 (Regiao de Estabilidade para métodos de passo miltiplo lineares). Dado
um método de passo multiplo linear de r passos no formato da equagao (5.15), a regiao
de estabilidade para esse método é o conjunto de pontos z no plano complexo para a
qual o polindémio de estabilidade 7((; z) definido pela equagao (5.24) satisfaz a condig¢ao

de raiz descrita pelos itens
i) || <1lparaj=1,2,...,r;
ii) Se (; ¢ uma raiz repetida, entao |(;| < 1.

Esta defini¢ao é apresentada em [LEVEQUE, 2007, p.153|. Na referéncia, o autor
explica por que os métodos de passo miiltiplo possuem estabilidade absoluta quando
z = k) se encontra dentro da regiao de estabilidade definida acima.

Os dois exemplos a seguir encontram-se em [LEVEQUE, 2007, p.153|.
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Exemplo 5.17. O método de Euler progressivo pode ser considerado um método de

passo multiplo de um passo. Para esse método temos

p(Q) =—-1+¢  a(Q) =1,

portanto

m(¢z)=—-14+(— =

O polinémio 7((; z) possui apenas a raiz (; = 1 + z. Os pontos do plano complexo

que satisfazem a condicao de raiz sao aqueles em que

1+2 <1

que sao os pontos dados pela figura 5.1-a.

Exemplo 5.18. Para o método de Euler regressivo temos

p(¢) =—1+¢  o(Q)=¢,

portanto
m(¢2) = —14+¢— 2C

O polinémio 7((; z) possui apenas a raiz

Os pontos do plano complexo que satisfazem a condigao raiz sao aqueles em que

1
'—‘§1<E>|1—z]21.
11—z

que sao os pontos dados pela figura 5.1-b.

Os dois exemplos a seguir encontram-se em [LEVEQUE, 2007, p.154].
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Exemplo 5.19. Para o método trapezoidal temos

9

L ¢
2 2
portanto

W(C;z):—l—l—C—z(%—g).

O polinémio 7(¢; z) possui apenas a raiz

1+
1 —

MR

G =

NI

Denotando z = a + bz, observamos portanto que

|<1| S 17

z V4
| —‘< 1——),
‘+2— 2
2

Y

(34 (3) < (-5 (5)

2a <0,

‘1+Z’2<(1 -
o] =173

a <0.

De onde segue a equivaléncia |(;] < 1 <= Re(z) < 0. Portanto a regiao de

estabilidade é o semi-plano esquerdo conforme mostrado na figura 5.1-c.
Exemplo 5.20. Para o método do ponto médio temos
p(Q)=C~1, o) =2,
portanto
7(Giz) = 2 =22 — L.
O polinémio 7((; z) possui as raizes
Go=z+V22+1
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Pode ser mostrado que se z é um imaginério puro da forma z = ia com |a| < 1,
entdo |(1] = |(2] = 1 e (4 # (s, e portanto a condigao raiz ¢ satisfeita. Para qualquer
outro valor de z a condi¢ao raiz nao é satisfeita. Em particular, se z = +i, entao
|C1] = |¢2| € uma raiz repetida de modulo 1. Portanto, a regiao de estabilidade consiste

do intervalo aberto de —i até i no eixo imaginario, como mostrado na figura (5.1-d).

Regiao de Estabilidade para Sistemas de Equagoes Diferenciais Lineares

A seguir, vamos considerar as regioes de estabilidade para sistemas de equacoes dife-
renciais lineares. Nesse caso, os autovalores da matriz do sistema serao importantes
para determinar a regiao de estabilidade. Este é mais um motivo por que a regiao de
estabilidade é considerada no plano complexo: porque os autovalores de um sistema
real podem ser ntimeros complexos.

Vamos considerar um sistema linear da forma
u'(t) = Au(t), (5.25)

onde A é uma matriz m x m constante.

Por simplicidade, suponha que a matriz A é diagonalizavel. Pelo teorema A.2,
A tem um conjunto completo de autovetores linearmente independentes, denotados
por ry,ry,...,Tr,, isto é satisfazendo Ar, = A,r,, para p = 1,2,...,m. Seja R =
[r1,ro,..., 1] & matriz cujas colunas s@o os autovetores e A = diag(A1, Aa, ..., Apy) @

matriz diagonal de autovalores, entao
A=RAR' e A=R'AR.

Agora, seja v(t) = R™1u(t). Multiplicando ambos os lados da equacao (5.25) por
R~ ficamos com

R/ (t) = R™" Au(t).
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Temos que RR™! = I, e portanto u(t) = RR™'u(t). Assim, ficamos com

R/(t) = (R AR) (R u(t)),

RN/ (t) = AR u(t),

e finalmente

V'(t) = Av(t). (5.26)

Ou seja, obtermos outro sistema de equacoes diferenciais lineares com uma matriz

diagonal, da forma

A1
A2

Am

onde os termos omitidos da matriz A sdo todos nulos. Se considerarmos

U1 (t)

Ug(t)

U (t)

entao o sistema pode ser desacoplado em m equagoes diferenciais independentes da

forma

Vi (t) = Ao (t),

Ué (t) = )\21)2 (t),

~

U, () = Ao (1).
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Um método de passo miltiplo linear aplicado ao sistema pode ser desacoplado da

mesma forma. Por exemplo, se aplicarmos o método de Euler, teremos
Ut =U" + kAU",

que, pelas mesmas transformagoes, pode ser reescrito como
Vil =y EAVT,

onde V™ = R~1U™. O método aplicado ao sistema pode ser desacoplado em m métodos

numeéricos independentes, um para cada componente de V", que tomam a forma
+1 _
VI = (L kA

para p = 1,2,...,m. Apods calcular as aproximacoes V", em cada passo do método,
podemos recuperar U™ usando a formula U™ = RV™.

Observamos que serd necessario que kA, esteja na regiao de estabilidade do método
de Euler para todos os valores de p, para que o método completo aplicado ao sistema
seja estavel.

No nosso exemplo, estamos considerando que a matriz A é diagonalizavel. Po-
rém, o resultado vale para métodos de passo multiplo lineares em geral. Segundo
[LEVEQUE, 2007, p. 159]: “Essa mesma técnica pode ser usada de forma genérica
para mostrar que um método de passo multiplo linear s6 pode ser absolutamente esté-

vel se kA, estiver na regiao de estabilidade do método para cada autovalor A, da matriz

A.W

Exemplo 5.21. No exemplo 3.10, consideramos dois tanques interconectados, con-

forme mostrado na figura 3.3. Temos a condic¢ao inicial:

(o) w(0) | _ | 60
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O problema é representado de forma matricial por

U'(t) = AU(t), (5.27)
onde A é a matriz
_1 1
A— 10 10
1 _ 1
10 10
Os autovalores da matriz A sao A\; = —2—30 e \g = —%. Se utilizarmos um tamanho
de passo k = 1—10, por exemplo, teremos os valores de z; = kA = —2—80 e 29 =kl =

—_L
200"

Para o método de Euler progressivo, a regiao de estabilidade é composta pelos
pontos z tais que |1 + z| < 1. Portanto, para esse problema, com o tamanho de passo
k= lio, o método de Euler progressivo sera absolutamente estavel.

Ja para o método de Euler regressivo, a regiao de estabilidade é dada pelos pontos

z tais que |1 — z| > 1. Assim, o método sera absolutamente estével para o tamanho de

1

15> mais ainda para qualquer tamanho de passo utilizado.

passo k =
Para o método trapezoidal a regiao de estabilidade é dada pelos pontos z tais que
Re(z) < 0. Assim, o método seré absolutamente estavel para k = 1—10 e para qualquer
tamanho de passo utilizado.
Ja para o método do ponto médio a regiao de estabilidade consiste do intervalo
aberto de —i até ¢ no eixo imaginario (figura 5.1-d). Portanto o método nao sera

absolutamente estavel para esse problema independente do tamanho de passo que uti-

lizarmos.

Exemplo 5.22. No exemplo 3.11 vimos que a equac¢ao do movimento harmoénico sim-

ples
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pode ser escrita na forma matricial como

u'(t) B 0 1 u(t)
v'(t) —% 0 v(t)

onde v(t) = u/(t).

Os autovalores da matriz do problema sao \; = z\/% e Xy = —iy/E.

m

O método de Euler progressivo nao sera absolutamente estavel, independente do

tamanho de passo utilizado, pois a regiao de estabilidade nao contém o eixo imagi-

nario. Ja os métodos de Euler regressivo e trapezoidal serao absolutamente estavel,

independente do tamanho de passo.

Para o método do ponto médio ser absolutamente estavel, se chamarmos de At ao

tamanho de passo, precisaremos que

]z]:At\/ﬁgl — Atg,/m.
m k

No capitulo seguinte, veremos que o conhecimento das regioes de estabilidade de

métodos numéricos para equacoes diferenciais ordinarias, conforme estudamos nesta

secao, sera util para desenvolver métodos para aproximar solugoes de equagoes dife-

renciais parciais.
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Capitulo 6

O Método das Linhas

Neste capitulo, apresentaremos o Método das Linhas. Veremos que este método podera
ser aplicado a equagao da onda.
Inicialmente veremos uma outra equacao diferencial parcial importante, que utili-

zaremos para apresentar o método das linhas.

6.1 A Equacao da Adveccao

Apresentaremos a seguir outra equacao diferencial parcial, intimamente relacionada
com a equacao da onda, que serd importante no nosso estudo. Trata-se da equacao da
adveccao. O fendmeno da advecgao consiste no transporte de matéria ou de alguma
propriedade realizado pelo movimento de um fluido. Por exemplo, podemos citar o
transporte de contaminantes pelo fluxo da agua de um rio ou a transferéncia de calor

pelo movimento do ar.

“E comum referir-se ao movimento de um fluido como convecgao, en-
quanto advecgao é o transporte de algum material dissolvido ou suspenso

no fluido. Vamos escolher principalmente a palavra adveccao aqui, mas
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ambos os termos sao de uso frequente, e para o transporte de massa em
uma substancia a EDP possui um termo referente a advecgao, enquanto

o termo semelhante para a equacao do calor é o termo de convecgao.”

[LANGTANGEN e LINGE, 2016, p.385].

Exemplo 6.1. Vamos definir uma fungao u(z,t), que representa a densidade de um
contaminante ao longo de um corrego ou tubo de comprimento L. A concentragao
¢ considerada constante através de um corte transversal no tubo. Iremos considerar
o tempo t variando no intervalo [0,7]. A variavel x representa a posi¢ao (da segao
transversal) no tubo e t o tempo.

A equacao a seguir representa a adveccao dessa densidade
— +v—— =0 para x € (0,L), t € (0,7]. (6.1)
Vamos considerar que a equagao (6.1) estd acompanhada da condigao inicial

u(z,0) = f(z), (6.2)

onde f(x) representa a distribui¢ao de densidades ao longo do tubo no instante inicial

t = 0. Além da condigao inicial, vamos considerar a seguinte condigao de contorno
u(0,t) = u(L,t) para t € [0,T].

Essa condicao de contorno é chamada condicao de contorno periddica. A densidade
ao longo da fronteira x = 0 é a mesma ao longo da fronteira x = L em qualquer
instante ¢t € [0,7]. Podemos pensar nessa condigdo de fronteira nos indicando que
os contaminantes que fluem para dentro do tubo por uma das fronteiras fluem para
fora com a mesma densidade, na outra fronteira. Isso nos indica que a solugao se
mantém periddica e precisamos modelar apenas um periodo 0 < x < L. No apéndice
de [LEVEQUE, 2007|, na pagina 313, podemos encontrar uma dedugio da equagao da

adveccao.
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Se considerarmos a equacao da advecgao definida no dominio —oo < x < o0 e

0 <t <T, asolucao exata é dada por
u(z,t) = f(z — vb), (6.3)

que pode ser verificada derivando diretamente.

Essa solugao representa uma translagao horizontal da fungao f(z), em vt unidades.
Essa translacdo ira ocorrer para a direita se v > 0 e para a esquerda se v < 0.. E seme-
lhante a solucao da equacao da onda, cuja solucao era composta de duas translagoes,
uma para a direita e outra para a esquerda. Por este motivo, a equacao da advecgao
as vezes é referenciada como a equagao da onda de uma via, enquanto a equagao (4.1)
¢ referenciada como a equacao da onda de duas vias'.

A primeira abordagem para discretizar a equagao da advecgao sera usar a féormula
de diferencas centradas (equagao (3.4)) no espago e de diferencas progressivas (equagao

(3.2)) no tempo. Ficaremos com a seguinte equagao:

Uﬂ+1 o Un v
JTJ = —ﬁ( i — U, (6.4)

que pode ser reescrita como

Ui =Uj = o5 (U = Uj) (6.5)

Apresentamos o esténcil desse método na figura 6.1. Veremos adiante que esse
método nao serd muito 1til por problemas de estabilidade.
Outra abordagem que podemos utilizar é aplicar a formula de diferencas centradas

(equagao (3.4)) tanto no tempo como no espago. Assim obtemos o método Leapfrog;:

n n— Uk n n
U; R Ul - 7( o — UMY (6.6)

O esténcil do método Leapfrog é apresentado na figura 6.2.

INa literatura em lingua inglesa, é comum aparecerem os termos “one-way wave equation” e “two-

way wave equation”.
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Figura 6.1: Esténcil da primeira abordagem para equagao da advecgao

A solugao exata da equacdo da advecgao é dada pela equagao (6.3), a partir dela

podemos derivar a seguinte relagao
u(xj, t1) = f(r5 — vtnyga)
= f(z; —v(t, + k))

= f((z; = vk) = vty)

(6.7)

= u(z; — vk, t,).

A curva caracteristica de u(z,t) é uma reta. A solu¢do se mantém constante ao
longo dessa reta. Na figura 6.3, podemos observar a curva caracteristica entre os
instantes ¢, e t,.1. Na figura 6.3.a, temos o caso em que v > 0, e na figura 6.3.b, o
caso em que v < 0.

Portanto observando o esténcil do método Leapfrog na figura 6.2 percebemos que
para o esquema numérico preservar a dependéncia de dados imposta pelas curvas carac-

teristicas, ou seja, pelo dominio de dependéncia da solugao (que nesse caso é unilateral),
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Figura 6.2: Esténcil do método Leapfrog

¢ necessario que tenhamos |v|k < h, isto é,

k
C = % <1, (6.8)

que ja sabemos se tratar da condicao CFL, porém agora no contexto da equacao da

advecgao.

6.2 Apresentando o Método das Linhas

A seguir apresentaremos o Método das Linhas. Uma das razoes para usar o método das
linhas é que este método nos permitira reduzir equagoes diferenciais parciais (EDPs) a

equagoes diferenciais ordinarias (EDOs).

“Os autores enfocam o Método das Linhas (MDL), um procedimento nu-
mérico bem estabelecido para todas as principais classes de EDPs em que

as derivadas parciais do problema de valor de contorno sao aproximadas
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Figura 6.3: Curva caracteristica da equagao da advecgao. (a) caso em que v > 0 (b)

caso em que v < 0.

algebricamente por diferencas finitas. Isto reduz as EDPs a equacgoes dife-
renciais ordinarias (EDOs) e assim torna o codigo de computador facil de
entender, implementar e modificar.” [SCHIESSER e GRIFFITHS, 2009, p.

ix|

Outra razao para estudarmos o Método das Linhas é que o estudo deste método
permite analisar a estabilidade de métodos destinados a EDPs dependentes do tempo,
com base na teoria de estabilidade de métodos destinados a EDOs dependentes do

tempo que estudamos na secao 3.4.

“Para entender como a teoria da estabilidade para equagoes diferenciais
parciais dependentes do tempo se relaciona com a teoria da estabilidade
que ja desenvolvemos para equacoes diferenciais ordinérias dependentes do
tempo, é mais facil considerar o chamado método da discretizagao por li-
nhas (MDL) da equagao diferencial parcial. Nessa abordagem nés primeiro
discretizamos no espago somente, o que nos dard um grande sistema de
equacgoes diferenciais ordinarias onde cada componente do sistema corres-

ponde a solu¢ao em algum ponto da grade, como uma funcao do tempo. O
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sistema de equagoes diferenciais ordinarias pode entao ser resolvido usando

um dos métodos para equacgoes diferenciais ordinédrias que estudamos pre-

viamente” [LEVEQUE, 2007, p. 184].

Vamos aplicar o MDL inicialmente a equagao da advecgao, definida no exemplo 6.1.
Inicialmente iremos discretizar o dominio do problema apenas no espago. Dividiremos
o intervalo espacial em M partes iguais. Cada uma dessas partes terda o tamanho
h = L/M. Teremos os pontos xo, 1, T3, ..., Tp, onde x; = jh.

Para cada posi¢ao no espago, vamos considerar a funcao densidade como uma fungao
do tempo. Assim, a densidade na posigao z; serd dada pela fungdo U;(t). Teremos
entao

Uj (t) ~ u(xja t)

A
= = =~
SR R s
) ) ) ) ) §§b
Xo Xp Xy X3 Xy Xm2 Xmr XM X

Figura 6.4: Método das Linhas

Assim, teremos as fungoes Uy(t), Uy (%), Us(t), ..., Un(t), que irdo fornecer as densi-
dades nas posigoes xg, 1, To, ..., T, conforme representado na figura 6.4. Vamos entao

considerar a fungao U(t), definida a seguir, que serd um vetor contendo as densidades
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nas posicoes xi, Ta, ..., Tyt

| Un(t) |
Note que, neste vetor, ndo estamos incluindo a fungao Uy(t). A fungao Uy(t) cor-
responde a densidade na posi¢ao xy. Devido as condi¢oes de contorno periddicas, a
densidade na posicao xg ¢é igual & densidade na posicao xjs, e portanto, temos que
Uo(t) = Upr(t). Assim, s6 precisamos calcular Up,(t).
Vamos entao discretizar a equagao (6.1) somente no espago, utilizando a formula de
diferengas centradas (equagao (3.4)) e manter a derivada no tempo continua. Assim,

ficaremos com

Para j =1, terfamos

Ui(t) = 7 (U2(t) = Uo(t))

mas, devido & condi¢do de contorno periddica, temos que Uy(t) = Uy () e a equagao
fica

Uy (t) Us(t) — Un(t)).

v
= ﬁ(
Para 5 = M, podemos também usar a periodicidade na condi¢ao de contorno para

obter

v

Un(t) = 57 (U1(t) = Ui (1))

Assim, ficamos com o sistema

U'(t) = AU(t), (6.9)
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onde

A= — € RM*M, (6.10)

1 -1 0

Ficamos entao com um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias. Na secao 3.4,
estudamos varios métodos para resolver sistemas desse tipo. O préximo passo sera
aplicar um desses métodos para discretizar o sistema (6.9).

Vamos considerar que L = 4w, T'= 1.3 e que a condicao inicial é dada pela seguinte
equacao:

1 —cosx, seux € [2m,4r]
u(z,0) =
0, caso contrario

No exemplo C.8, apresentamos o codigo de programacao que aplica o MDL para
resolver a equagao da adveccao numericamente. Nesse programa utilizamos o método
trapezoidal. Na figura 6.5 apresentamos o resultado do programa. Observe que, nesse
programa, estamos utilizando o moédulo edosist, que contém fungoes para resolver sis-
temas de equagoes diferenciais ordinarias. Essa é uma vantagem da aplicagao do MDL:
podemos utilizar métodos prontos, destinados a sistemas de equagoes diferenciais or-
dinérias, para solucionar numericamente equacgoes diferenciais parciais.

Outra vantagem da utilizagao do MDL é que facilita a analise da estabilidade ab-
soluta dos métodos. Na secao 5.4, apresentamos o conceito de estabilidade absoluta
para sistemas de equacoes diferenciais ordinarias. Na abordagem do MDL, discretiza-

mos a equacao diferencial parcial como um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias.

Assim, podemos aplicar o conceito de estabilidade absoluta a esses sistemas.
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Equacao da Adveccao

1.75
1.50
1.25
1.00
0.75
0.50
0.25
0.00

Figura 6.5: Equagao da Advecgao - Solugao Numérica

Conforme verificamos na secao 5.4, precisaremos analisar os autovalores da matriz
do sistema, para analisar a estabilidade absoluta do método. Para que o método possua
estabilidade absoluta, sera necessario que os autovalores dessa matriz estejam na regiao
de estabilidade do método. No caso em analise, a matriz do sistema é a matriz A da
equagao (6.10). Ela é uma matriz circulante (veja a definigdo A.8) e pode ser denotada

por A= C(0,-5,0,...,0,57).
De acordo com o teorema A.4, os autovalores de A sao dados por
v v
Ny = ——1, + —rM-1 arap=20,..,M —1,
AT

onde
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Teremos entao

v v _
Ay = T ﬁr;‘” !

v 2pmi(M—1) 2p7i
= (6 M — e M

2h
v 2pm(M —1) = 2pn(M —1) 2pm . 2pmw
—ﬁ((COST—i—ZSGH i — | cos i + 2sen i ,
como
2pm(M — 1) 2pm 2pn(M — 1) 2pm
- = —_— n————~> = —sen——
cos 7 cos— - e se A i
temos que os autovalores de A sdo da forma
1w 2pm
)\p:—%sen VA para p=0,1,... M — 1.

Exemplo 6.2. Vamos aplicar o método de Euler progressivo ao sistema (6.9). Vamos
dividir o intervalo de tempo em passos de tamanho k. Teremos a seguinte expressao

para as aproximagoes
Un+1 —_yn
— % - AU™

ou, de maneira equivalente

Ut = U" + kAU,

onde ) i ) )
Uy u(wy, ty)
o Uy N (g, ty)

| Unr | | w(Tar,tn) |

Vamos iniciar no instante ¢, = 0, onde utilizaremos a condicao inicial para obter

f(xo)

7o _ f(a1)

f(xar)
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Figura 6.6: Autovalores da matriz obtida utilizando o Método das Linhas para a equa-
¢ao de advecgao, comparando com a regiao de estabilidade do método de Euler Pro-

gressivo.

Esse método é equivalente ao método da equagao (6.5). Como vimos, os autovalores

da matriz A sao dados pela expressao

) 2
Ap = —%sen (%) para p=0,1,... M —1,

ou seja, todos os autovalores estao localizados sobre o eixo imaginario, entre os valores
—iv/h e iv/h. A regido de estabilidade do método de Euler progressivo ¢ dada pelo
circulo unitario centrado no ponto —1 no plano complexo. Portanto o produto kA,
estaré fora da regiao de estabilidade para a grande maioria dos autovalores )\, da matriz
A e assim o método nao tera estabilidade absoluta. Na figura 6.6, podemos observar
a configuracao do produto k\,, onde A, sao os autovalores da matriz A, e a regiao
de estabilidade do método de Euler progressivo, na configuracao de um determinado

problema, e constatar a afirmacao anterior.

Exemplo 6.3. Vamos aplicar o método do ponto médio ao sistema (6.9). Ficaremos
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com a seguinte expressao para as aproximagoes:
Uttt = ynt 4 2k AU,

que ¢é equivalente a

Uptt = Ut = (U = UF).

Assim, obtemos o método Leapfrog. Observe que trata-se do mesmo método
apresentado na equagao (6.6). Conforme vimos no exemplo 5.20, a regiao de estabi-
lidade do método do ponto médio é dada pelo intervalo aberto de —i até ¢ no eixo
imaginario. Na figura 6.7, podemos observar a configuragao do produto kX,, onde A,
sao os autovalores da matriz A, e a regiao de estabilidade do método do ponto mé-
dio. Precisamos que os valores de z = k), estejam todos na regiao do eixo imaginario
compreendida entre os pontos —i e i. Como os autovalores de A estao todos no eixo
imaginario entre os valores —iv/h e iv/h, precisamos da seguinte condigdo para que o
método seja estavel:

|v|k

— <1
h — )

que ¢é a condi¢ao CFL, equacdo (6.8), ja obtida anteriormente para o método Leap-
frog (direto) aplicado a equagao da advecgao.

O método de Euler regressivo possui a sua regiao de estabilidade representada pela
figura 5.1-b. Podemos observar que o produto k), estard na regiao de estabilidade
absoluta para todos os autovalores A, e passos de tempo k, donde se conclui que o
método de Euler regressivo tera estabilidade absoluta para este problema. O mesmo
ocorre para o método Trapezoidal, cuja regiao de estabilidade é representada pela figura
5.1-c.

Nao entraremos em detalhes referentes & anélise de convergéncia dos métodos obti-
dos com a aplicagao do MDL, que baseia-se na teoria para sistemas de equagoes dife-

renciais. Como dissemos na secao 3.4, a teoria para sistemas de equagoes diferenciais é
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Regiéo de Estabilidade do Método do Ponto Médio
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Figura 6.7: Autovalores da matriz obtida utilizando o Método das Linhas para a equa-

¢ao de advecgao, comparando com a regiao de estabilidade do método do ponto médio.

analoga a teoria apresentada para equagoes diferenciais ordinarias, porém utiliza o con-
ceito de normas de vetor. Uma discussao pode ser encontrada em |[LEVEQUE, 2007,

p.189].

6.3 MDL Aplicado a Equacao da Onda

Nesta secao, veremos como aplicar o Método das Linhas a equacao da onda, comecando
pelo exemplo 4.1.

O exemplo no qual nos baseamos para aplicar o MDL a equacao da onda encontra-se
na referéncia [CELLIER e KOFMAN, 2006|, a partir da pagina 211.

Da mesma forma que fizemos para a equagao de adveccao, iremos primeiro discreti-
zar o problema somente em relacao a variavel espacial x, mantendo continua a derivada
em relagao a variavel ¢t. Dividiremos o intervalo espacial em M partes iguais. Cada

uma dessas partes tera o tamanho h = L/M, e com isso os pontos da malha g, 1, x2,

121



..., Ty, onde x; = jh, e a aproximagao
Us(t) ~ ulay. ).

Vamos utilizar a formula de diferengas centradas para derivada segunda (equagao

(3.8)) para discretizar a derivada em relagao a variavel espacial z. Assim, ficamos com

a equagcao
82Uj(t) C2 .
o2 = ﬁ(Uj—l(t)_2Uj(t)+Uj+l<t))7 J = 177M_1 ete (OaT]

Para evitar trabalharmos com a derivada segunda da fungao Uj(t), vamos definir,

para cada j, a funcao

de forma que
ov;(t) _ 0*U;(t)
dt O

Assim, ficaremos com o sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem

oU;(t) _
TR Vi(t),
3‘gjt(t> _ Z—i(@—m —2U;(t) + Upa (), j=1,..M—1ete (0T

Considerando as condigoes iniciais do exemplo, ficaremos com

U;(0) = f(z),
_0U;(0) _ Of(x;)

Vi(0) o - o Y

para 7 = 0,1,2,..., M. Além disso, considerando as condi¢oes de contorno, ficaremos

com
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para t € (0,7].

Assim, se considerarmos o vetor

ficaremos com o sistema

U'(t) = AU (1),

onde
oM=1)  p(M-1)
A —
A21 O(M—l)

(6.11)

e 01 ¢ a matriz identicamente nula de tamanho (M — 1) x (M — 1), IM=1 ¢

a matriz identidade de tamanho (M — 1) x (M — 1), e Ay; é a matriz de tamanho
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(M — 1) x (M — 1) definida por

Se considerarmos ainda o valor inicial para U(t) como

f(x1)
f(z2)

U(0) = Jlo) , (6.12)

0
0

0

teremos entdo um problema de valor inicial, composto pelo sistema (6.11) e a condigao
inicial da equagao (6.12). Poderemos entéao aplicar um dos métodos estudados na se¢ao
3.4 para discretizar esse sistema.

Para verificarmos qual método para problema de valor inicial tera estabilidade ab-
soluta, precisaremos analisar os autovalores da matriz A, conforme fizemos na se¢ao
5.4, para outros sistemas de equacoes diferenciais.

Inicialmente, observamos que a matriz As; é uma matriz de Toeplitz tridiagonal,
de acordo com a definicao A.10. Chamando de 5\]) aos autovalores de Asq, teremos, de

acordo com o teorema A.4 que

2 2
p:h—62<cos (p—M”> —1) para p=1,2,., M — 1. (6.13)
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Por sua vez, a matriz A é uma matriz composta por blocos, de acordo com a

defini¢ao A.11. Chamando de A aos autovalores de A, teremos

PR N M=) f(M-1)
A21 —)\[(M_l)

onde 12M=2) ¢ a matriz identidade de tamanho (20 —2) x (2M —2). Como o produto

de Ay por MM ¢ comutativo, podemos aplicar o teorema A.7 e concluir que o

polinémio caracteristico de A seré

pa(N) = det (A — \T?M=2)
= det (NI — Ay)
= (—]_)M_l det (Agl — )\ZI(M_l))

= (_1>M_1p1421 (/\2)7

onde p4,, € o polinémio caracteristico de As;. Portanto, se definirmos )= A2, teremos
do teorema A.1, que as raizes de p AQl(:\) sao os autovalores de Ay;. Quando tivermos
p(\) = 0, teremos também p(\) = 0, e portanto os valores de A tais que A\ = \? serdo

autovalores de A. Assim, os autovalores de A serao da forma
A=V, (6.14)

onde \ sdo os autovalores de Ay. Aplicando a equacio (6.13), temos finalmente que

os autovalores de A sao

A, = i ( %\/2 (1 — cos (%)) > para p—=1,2,.. M —1. (6.15)

Como cos (pm /M) varia entre —1 e 1, concluimos que os autovalores de A encontram-
.. .. 2c. 2c¢.
se todos sobre o eixo imaginério, entre os pontos ——1i e —i.

h h

O proximo passo serd verificar quais métodos, aplicados a este problema, possuem

estabilidade absoluta. Conforme vimos na secao 5.4, um método tera estabilidade
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absoluta quando z = k), estiver dentro da regiao de estabilidade do método, para
cada autovalor )\, da matriz A.

A regiao de estabilidade do método de Euler progressivo é dada pelo circulo unitario
centrado no ponto —1 no plano complexo. Portanto o produto z = k), estara, para
a maior parte dos autovalores, fora da regiao de estabilidade. O método de Euler
progressivo nao é indicado para este problema.

J& a regiao de estabilidade do método do ponto médio é dada pelo intervalo aberto
de —i até 7 no eixo imaginario. Assim, precisaremos da seguinte condi¢do para que o

método possua estabilidade absoluta:

%k <l < % < %

Os métodos de Euler regressivo e Trapezoidal possuem as suas regides de estabi-
lidade representadas nas figuras 5.1-b e 5.1-c. Esses métodos, quando aplicados ao
problema apresentado, possuem estabilidade absoluta para qualquer valor de k e h.

No exemplo C.9, apresentamos o codigo de programacao que aplica o MDL para
resolver a equacao da onda numericamente. Nesse programa utilizamos o método
trapezoidal. O resultado é praticamente idéntico aquele apresentado na figura 4.2, que
foi obtido pela discretizagao da equacao da onda sem utilizacao do método MDL.

Podemos também aplicar o Métodos das Linhas (MDL) para discretizar o problema
do exemplo 2.10, de propagacao de ondas em meios com diversas camadas. Para apli-
car o MDL, inicialmente iremos discretizar o problema somente em relagao a variavel
espacial x, mantendo continua a derivada em relacao a varidvel ¢t. Dividiremos o inter-
valo espacial em M partes iguais. Teremos os pontos zg, 1, T2, ..., Tar, onde x; = jh.

Vamos considerar as funcoes

Ui(t) = u(z;,t).
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Teremos entao a seguinte equacao

PU;(t) (g + ) (Ui (t) = Us(1) = (g1 + q;)(Us(t) = U1 (t))

ot? 2h?
paraj=1,2,.., M —1et € (0,T]. Para evitar trabalharmos com a derivada segunda

da funcao U;(t), vamos definir, para cada j, a funcao

_9U;()
de forma que
dvi(t) _ 0°U;(t)
d 02

Assim, ficaremos com o sistema de equagoes diferenciais a seguir

au;(t)
o = V;(t),

Vi(t) (g +qir) Ujna(t) = U;(#)) — (51 + ¢;)(U; () = U (1))

ot 2h? ’

para 7 =1,..., M — 1. Considerando as condigoes iniciais do exemplo,

U;(0) = f(z;),
_0U;(0) _ 9f(x))

Vi(0) TR TR

para j = 0,1,2,..., M, e as condi¢oes de contorno para U, ficaremos com

Volt) = 5= =0,
OU N (t
Var(t) = gi()zo,



para t € (0,T]. Assim, se considerarmos o vetor

ﬁcaremos com o sistema
U'(t) = AU(t), (6.16)

onde
oM=1)  p(M-1)
A=
A21 O(Mfl)
Nesse sistema, consideramos 0~Y a matriz identicamente nula de tamanho (M —

1) x (M —1), I'™=Y a matriz identidade de tamanho (M —1) x (M —1) e Ay a matriz

de tamanho (M — 1) x (M — 1) definida por

—(qo+2q1+¢2) q1+q2
2h2 2h2
q+g2 —(q1+292+g3) 2+q3
2h2 2h2 2h2
q2+4gs3 —(92+293+44) q3+qa
2h2 2h2 2h2

av—3tan—2  —(gm—31+2qnm—2+qu—1) qv—2+qn—1
2h? 2h2 2h2
qM—2+qnm—1 —(qnr—2+2qnm—1+4qm)
| 2h2 2h2
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Se considerarmos ainda o valor inicial para U(t) como

f(x1)
f(z2)

f(zar-1)
0
0

0

teremos entao um problema de valor inicial, composto pelo sistema (6.16) e as condigoes
iniciais. Poderemos entao aplicar um dos métodos para sistemas de EDQO’s estudados
na secao 3.4 para discretizar esse sistema.

Para sabermos os métodos mais indicados para este problema, precisaremos analisar
os autovalores da matriz A. Conforme vimos na se¢ao 5.4, um método tera estabilidade
absoluta quando z = kA, estiver dentro da regiao de estabilidade do método, para
cada autovalor A\, da matriz A. Inicialmente, podemos observar que a matriz Ay ¢é
real simétrica. De acordo com o teorema A.3, seus autovalores sao todos reais.

Iremos utilizar o Teorema Gershgorin (A.6) para analisar o sinal dos autovalores de

As1, e concluir que sao todos negativos. Com efeito, para j = 2,3, ..., M — 2, teremos

os discos:
_ , g1 +2¢;+ @G| _ G126+ g
Dj—{zE(C. z+ 572 < 572 )
Agora para j = 1, teremos o disco
Q +2q1 + ¢

Dlz{ZGC:'z+

Q1+ Q2
<
2h? - 2hZ? } ’
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e finalmente para j = M — 1, teremos o disco

_o+ 2qp—1 + _o + _
DMlz{zE(C:‘z—FQMQ gMm—1 QM'SQM2 QMI}'

2h? 2h?

De acordo com o teorema Gershgorin, todos os autovalores de A,; se encontram
na uniao do interior dos discos D; acima, para j = 1,2,...,M — 1. Porém como os
autovalores sao reais podemos restringir nossas estimativas a intervalos na reta real.

Com efeito, temos

[ g 20 .
D,NR=|-% 1+hq;+q”1,o} para j=2,3,.. M —2,
DiAR — -_QO+3Q1+2(]2 Dt aq
! i 2n2 T 2m2 |’
[ 2qm—2 +3qu-1 +au qu—1 + qu
Dy_1NR= |- — .
M= i 2h? ’ 2h?

Se definirmos () = maxgq;, j = 0,1, ..., M, entao teremos
M-1
(U D]) NR C [—i—?,o} .
j=1
Portanto, os autovalores de Ay estdo sobre a reta real, entre os pontos —4Q/h? e
0 (aberto), ou seja, os autovalores sao negativos, e o valor maximo em modulo sera
menor do que 4Q/h?.
Se considerarmos A como um autovalor da matriz A, podemos aplicar a mesma

analise que utilizamos na secao anterior, para concluir que
A=+V,

onde A é um autovalor de As;. Assim, concluimos que os autovalores da matriz A estao
todos sobre o eixo imaginério, entre os pontos 2iy/Q/h e —2iy/Q/h. Como @ = max g,

e q(r) = *(z), os autovalores \ de A estardo restritos a:
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Conforme vimos anteriormente, um método tera estabilidade absoluta quando z =
kA, estiver dentro da regiao de estabilidade do método, para cada autovalor A, da
matriz A.

A regiao de estabilidade do método de Euler progressivo é dada pelo circulo unitario
centrado no ponto —1 no plano complexo. Portanto o produto z = k), estara, para
a maior parte dos autovalores, fora da regiao de estabilidade. O método de Euler
progressivo nao ¢ indicado para este problema.

Ja a regiao de estabilidade do método do ponto médio é dada pelo intervalo aberto
de —i até i no eixo imaginario. Assim, a condicao abaixo sera suficiente para que o

método do ponto médio, aplicado a este problema, possua estabilidade absoluta:

2 max]e@) < 1 <=~ max ()] < 2
hmaxca: hmaxcac 2

Os métodos de Euler regressivo e Trapezoidal possuem as suas regioes de estabi-
lidade representadas nas figuras 5.1-b e 5.1-c. Esses métodos, quando aplicados ao
problema apresentado, possuem estabilidade absoluta para qualquer valor de k e h.

No exemplo C.11, apresentamos o cdédigo de programacao que aplica o MDL para

resolver o problema do exemplo 2.10, utilizando o método Trapezoidal.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

No presente trabalho, apresentamos diversos métodos que utilizam o conceito de dife-
rengas finitas para resolver equagoes diferenciais numericamente.

Na secao 3.4, vimos métodos para solucao de problemas de valor inicial. Vimos
como estimar a acuracia desses métodos, utilizando os conceitos de erro de trunca-
mento e convergéncia. Vimos também como escolher métodos mais adequados para
determinados problemas, baseados no conceito de estabilidade absoluta, apresentado
na secao 5.4.

No capitulo 4, vimos a solucao da onda pelo método direto, que € um método muito
simples obtido através de uma abordagem direta. O exemplo de programacao realizado
com esse método apresentou um bom resultado pratico. Na se¢ao 4.2, vimos que a
condicao CFL precisa ser atendida para que o método direto apresente um resultado
adequado. Na segao 6.2, introduzimos o Método das Linhas (MDL), que nos permitiu
utilizar métodos destinados a equagoes diferenciais ordinarias na solucao numeérica de
equacoes diferenciais parciais. Vimos como aplicar esse método & equacao da onda na
secao 6.3. Apresentamos também métodos para solucionar numericamente a equagao

da onda em meios com diversas camadas. Vimos a solugao pelo método direto e pelo
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Método das Linhas.

Assim, concluimos que podemos aplicar o método das diferencas finitas para so-
lugao da equagao da onda e podemos obter resultados satisfatérios, de acordo com
os requisitos de precisao do problema. Vimos que ha métodos que possuem niveis de
acuracia melhores do que outros, de acordo com a ordem de convergéncia de cada um.

Em particular, o Método das Linhas mostrou-se bastante pratico, pois permite
utilizar diversos métodos destinados a problemas de valor inicial na solugao da equacgao
da onda. O método aplica-se também & propagacao de ondas em meios contendo
diversas camadas.

Podemos dizer que atingimos o objetivo de apresentar exemplos de utilizagao do
método das diferencas finitas para a solucao numérica da equagao da onda. O presente
trabalho foi muito importante, no sentido de permitir aplicar conceitos matemaéticos
na solucao numérica de um problema da Fisica. Por exemplo, vimos que o teorema
de Taylor e a condicao de Lipschitz foram muito tteis na analise dos métodos. Outro
conceito fundamental foi o de autovalores e autovetores.

Uma das dificuldades que vivenciamos inicialmente é que verificamos que o assunto
envolvia varios conceitos de Algebra Linear. Tivemos que rever muitos desses concei-
tos, o que nos levou a elaborar o apéndice A, com alguns conceitos de Algebra Linear.
A banca examinadora nos sugeriu detalhar melhor a solu¢ao analitica, assim acrescen-
tamos o apéndice B, com a apresentagao da solucao da equacao da onda pelo método
de separacao de variaveis.

Outra dificuldade que vivenciamos neste trabalho é que o assunto era bastante
extenso e envolveu a leitura de uma boa quantidade de literatura. Havia muitos as-
suntos a abordar e tivemos que limitar a quantidade de informagoes a ser apresentada.

Verificamos que havia outros métodos que poderiamos ter utilizado, mas nao os abor-
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damos para nao tornar o trabalho demasiadamente extenso. Procuramos nos focar nos
métodos mais basicos e naqueles mais adequados para a equagao da onda.

Ha alguns pontos em aberto que podem ser abordados em uma continuacao deste
trabalho, como por exemplo o importante fendémeno da dispersao numérica. Apresen-
tamos aqui a equacao da onda em uma dimensao espacial. Uma continuacao poderia
abordar a equacao da onda em duas ou mais dimensoes espaciais. Poderia ser feita a
analise de consisténcia, convergéncia e estabilidade para estes métodos, considerando
normas de vetores. Outra possibilidade seria utilizar métodos de elementos finitos ou
de volumes finitos para a solu¢ao numérica da equagao da onda. Podem ser utilizados
também outros tipos de métodos de diferencas finitas, como métodos de tamanho de

passo variavel ou métodos previsores-corretores.

134



Referéncias Bibliograficas

[ASCHER, 2008 ASCHER, URI M., Numerical Methods for Evolutionary Differential
Fquations, Philadelphia: SIAM - Society for Industrial and Applied Mathematics,

2008.

[ASCHER e GREIF, 2011] ASCHER, URI M., GREIF, CHEN, A First Course in Nu-
merical Methods, Philadelphia: SIAM - Society for Industrial and Applied Mathe-

matics, 2011.

[BOYCE e DIPRIMA, 2017] Boyce, WILLIAM E.; DIPRIMA, RICHARD C., Equa-
coes Diferenciais FElementares e Problemas de Valores de Contorno, Tradugao e

revisao técnica: Valéria de Magalhaes Iorio, 10. ed., Rio de Janeiro: LTC, 2017.

[BURDEN et al., 2017] BURDEN, RICHARD L.; FAIRES, J. DOUGLAS; BURDEN, AN-
NETTE M., Andlise Numérica, Traducao: All Tasks e Helena Maria Avila de Cas-
tro; Revisdo Técnica Helena Maria Avila de Castro, 3. ed., Sao Paulo: Cengage

Learning, 2017.

[CELLIER e KOFMAN, 2006] CELLIER, FRANGOIS E.; KOFMAN, ERNESTO, Conti-

nuous System Simulation, New York: Springer, 2006.

[EDWARDS e PENNEY, 1995] EDWARDS, Jr., C.H.; PENNEY, DAVID E., Fquagdes

Diferenciais Elementares, Traducao: Celso Wilmer e Lafayette Bezerra de Castro;

135



Revisao Técnica Paulo Viana, 3. ed., Rio de Janeiro: EDITORA PRENTICE
HALL DO BRASIL LTDA, 1995.

[FARLOW, 1993] FARLOW, STANLEY J., Partial Differential Equations for Scientists

and Engineers, New York: DOVER PUBLICATIONS, INC, 1993.

[KRA e SIMANCA, 2012] KrRA, IRWIN; SIMANCA, SANTIAGO R., On Circu-
lant Matrices, Notices of AMS, Volume 59, Number 3, 2012. Disponi-
vel em <https://www.ams.org/notices/201203/rtx120300368p.pdf>. Acesso em

04/08,/2018.

[JEWETT e JOHN, 2017] JEWETT JR., JOHN W., Fisica para cientistas e engenhei-
ros: volume 2: oscilagoes, ondas e termodindmica, Tradugao: Solange Aparecida
Visconde; Revisao técnica: Carlos Roberto Grandini, Sao Paulo: Cengage Lear-

ning, 2017.

[LANGTANGEN, 2011] LANGTANGEN, HANS PETTER, A Primer on Scientific Pro-

gramming with Python, 2nd Edition, Oslo: Springer, 2011.

[LANGTANGEN, 2016] LANGTANGEN, HANS  PETTER,  Finite Difference
Computing with Fxponential Decay Models, Oslo: 2016. Disponivel
em: <https:/ /hplgit.github.io/decay-book /doc/pub/book/pdf/decay-book-

4print.pdf>. Acesso em 07/09/2018.

[LANGTANGEN e LINGE, 2016] LANGTANGEN, HANS PETTER; LINGE, SVEIN, Fi-
nite Difference Computing with PDEs - A Modern Software Approach, Oslo: 2016.
Disponivel em:  <https://hplgit.github.io/fdm-book/doc/pub/book/pdf/fdm-

book-4screen.pdf>. Acesso em 07/09/2018.

136



[LEON, 2011] LEON, STEVEN J., Algebra linear com aplica¢ées, Tradugio e Revisdo

técnica: Sérgio Gilberto Taboada, Rio de Janeiro: LTC, 2011.

[LEVEQUE, 2007] LEVEQUE, RANDALL J., Finite difference methods for ordinary
and partial differential equations : steady-state and time-dependent problems, Phi-

ladelphia: STAM, 2007.

[MARTINS et al., 2007] MARTINS, MARCIO DE ARAUJO; SILVA, JOSIAS JOSE
pDA; FiLHo, DjaLmMa M. S.; LaNpAu, Luiz, EXTRAPOLACAO E
IMAGEAMENTO SISMICO EM MEIOS COMPLEXOS ASSOCIADO
A TECNICA CFP, Campinas: 4° PDPETRO, 2007. Disponivel em:
<http://www.portalabpg.org.br/PDPetro/4 /resumos/4APDPETRO 1 2 0251-
1.pdf>. Acesso em 03/11/2018.

[MEYER, 2000 MEYER, CARL D., Matriz Analysis and Applied Linear Algebra, Phi-
ladelphia: STAM, 2000.

[INAGLE, SAFF e SNIDER, 2012] NAGLE, R. KENT; SAFF, EDWARD B.; SNIDER,
ARTHUR D., Fquagoes Diferenciais, Tradugao: Daniel Vieira; Revisao Técnica:

Marcos A. Botelho, 8. ed., Sao Paulo: Pearson Education do Brasil, 2012.

[POOLE, 2017| POOLE, DAVID, Algebra linear: wma introducio moderna, Traducio
técnica Martha Salerno Monteiro, Celia Mendes Carvalho Lopes, 2. ed. , Sao Paulo:

Cengage Learning, 2017.

[QUARTERONTI, SALERI e GERVASIO, 2014] QUARTERONI, A.; SALERI, F.; GER-
VASIO, P., Scientific computing with MATLAB and Octave, 4. ed., Berlin: Sprin-

ger, 2014.

137



[SCHIESSER e GRIFFITHS, 2009] SCHIESSER, WILLIAM E.; GRIFFITHS, GRAHAM
W., A COMPENDIUM OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION MODELS,

Cambridge: Cambridge University Press, 2009.

[SILVESTER, 1999 SILVESTER, J. R., Determinants of Block Matrices, Lon-
don: Department of Mathematics - King’s College, 1999. Disponivel em:
<http://www.ee.iisc.ac.in/new/people/faculty /prasantg/downloads/blocks.pdf>.
Acesso em 10/11/2018.

[THOMAS, WEIR e HASS, 2012] THOMAS, GEORGE B.; WEIR, MAURICE D.;
Hass, JOEL, Cdlculo, volume 2, Tradugao: Carlos Scalici; Revisao Técnica: Clau-

dio Hirofume Asano, 12. ed., Sao Paulo: Pearson Education do Brasil, 2012.

[YOUNG e FREEDMAN, 2008a] YOUNG, HUGH D.; FREEDMAN, ROGER A., Fisica
I, Tradugao: Sonia Midori Yamamoto; Revisao Técnica: Adir Moysés Luiz, 12.

ed., Sao Paulo: Addison Wesley, 2008a.

[YOUNG e FREEDMAN, 2008b] YouNnG, HUGH D.; FREEDMAN, ROGER A., Fi-
sica II: Termodindmica e Ondas, Tradugao: Claudia Santana Martins; Revisao

Técnica: Adir Moysés Luiz, 12. ed., Sao Paulo: Addison Wesley, 2008b.

138



Apéndice A

Alguns Conceitos de Algebra Linear

Os conceitos de autovalores e autovetores (ou valores e vetores caracteristicos) desem-
penham uma papel muito importante nos métodos de diferencas finitas destinados a

solucao numérica de equagoes diferenciais.

“A anélise de equacoes diferenciais e de métodos de diferencas finitas
para sua solucao depende muito da ‘analise espectral’, baseada nos auto-
valores e autofungoes de operadores diferenciais ou nos autovalores e auto-
vetores de matrizes que aproximam esses operadores’. [LEVEQUE, 2007,

p.269|

Veremos que um autovalor é um escalar! associado a uma matriz, enquanto um
autovetor ¢ um vetor associado a essa matriz. Sao chamados também de valores e
vetores caracteristicos da matriz, uma vez que contém informagoes importantes sobre
ela. Segundo [POOLE, 2017, p.254]: “Autovalores e autovetores sao caracteristicos
de uma matriz no sentido de conterem informagoes importantes sobre a natureza da

matriz.”.

1Um valor escalar pode ser um niimero real, complexo ou ainda um elemento de um corpo.
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Definicao A.1 (Autovalores e autovetores). Seja A uma matriz n x n. Um escalar A
é dito um autovalor ou um valor caracteristico de A se existe um vetor nao nulo
x tal que Ax = Ax. O vetor x é dito um autovetor ou um vetor caracteristico

associado a .

Associado a uma matriz, teremos um polindémio caracteristico, que nos permitira

calcular os autovalores e autovetores com maior facilidade:

Definicao A.2 (Polinémio Caracteristico). Se A for uma matriz n x n, o polinémio

caracteristico de A é definido por

p(\) = det (A — \I)

Temos também o seguinte teorema:

Teorema A.1. Se p for o polinémio caracteristico da matriz A, os zeros de p sao os
autovalores, ou valores préprios, da matriz A.
Se X for um autovalor de A e x satisfizer (A— X )x = 0, entdo x é um autovetor,

ou vetor proprio, de A correspondente ao autovalor ).

A demonstracao deste teorema e discussoes a seu respeito podem ser encontradas

em [LEON, 2011, p.266] ou [POOLE, 2017, p.292|.

Exemplo A.1. Encontrar os autovalores e autovetores da matriz

A:
2 3

Inicialmente determinamos o polinémio caracterisico de A, que seré

2—A 1
p(A) =det (A —\I) =
2 3-A
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Os autovalores de A serao os zeros de p(\), assim teremos:

3—A 2
3 —2—-A
0 que corresponde a

M —5\A+4=0

Resolvendo a equacao concluimos que os autovalores de A sao A\y =4 e Ay = 1.

Para encontrar os autovetores associados a A; = 4, devemos resolver:
(A—4)x =0

se x = (z1,72)7, o problema corresponde a

Resolvendo o sistema, obtemos que
x = (z1,2z1)7

portanto qualquer multiplo nao nulo de (1,2)? serd um autovetor associado a ;.
Resolvendo da mesma forma para Ay = 1, concluimos que qualquer miltiplo nao

nulo de (1, —1)T sera um autovetor associado a \s.

Uma matriz A € R™*™ pode ser representada pela notacao:

a1 a12 P A1p
921 929 P QAon,
A= (A1)
| Am1 Am2 .. Qmp ]
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Podemos também usar a notagao
A= (a;), coml <i<mel<j<n

Um tipo de matriz importante que ira aparecer neste trabalho é a matriz diagonal,

cuja definicao apresentaremos a seguir:

Definicao A.3 (nais). Uma matriz A = (a;;), n X n, é dita diagonal se a;; = 0 para
1.
Os elementos a;; tais que 7 = j constituem a diagonal principal da matriz. Podemos

denotar uma matriz diagonal por diag(aiq, ass, ..., Gnn)-

Exemplo A.2. A matriz a seguir é diagonal:

2 0 0 0
0 V3 0 0
A:
0 0 0 0
0 0 0 ]

Ela pode ser denotada por diag(2, /3,0, —1/3).
A matriz identidade n x n é uma matriz diagonal que contém o valor 1 para todos
os elementos da diagonal principal.

A matriz identidade 4 x 4 é:

0 001

Como vemos neste trabalho, na se¢ao 5.4, sera mais facil trabalhar com matrizes
diagonais em alguns problemas. Nesses momentos, sera til converter uma matriz em

outra matriz diagonal. Este procedimento é denominado diagonalizagao.
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Definigao A.4 (Matriz Diagonalizavel). Uma matriz n x n, A, é dita diagonalizavel

se existe uma matriz nao singular X e uma matriz diagonal D tais que
X 'AX =D (A.2)
Dizemos que X diagonaliza A. A matriz X ¢é dita matriz diagonalizante.

Exemplo A.3. A matriz A, do exemplo A.1, é diagonalizavel, pois se considerarmos:

Wl
¢]
)
I

-1

\&}
—_
Wi Wl
(aw]
—_

teremos

X 'AX =D

Uma pergunta que surge é: quando uma matriz é diagonalizavel? O teorema a

seguir nos fornece a resposta a essa pergunta:

Teorema A.2. Uma matrizn x n, A, € diagonalizdvel se, e somente se, tem n auto-
vetores linearmente independentes.

Se A € diagonalizdvel, satisfazendo a equagao A.2, entao os vetores coluna da matriz
diagonalizante X sdo autovetores de A e os elementos diagonais de D sao os autovalores

correspondentes de A.

A demonstragao desse teorema encontra-se em [POOLE, 2017, p.304]. Observe que
as matrizes do exemplo A.3 estao nas condi¢oes do teorema A.2: os vetores coluna da
matriz diagonalizante X sao autovetores de A e os elementos diagonais de D sao os
autovalores correspondentes de A.

Dada uma matriz A, m X n, muitas vezes é ttil formar uma nova matriz n x m,

cujas colunas sao as linhas de A. Essa matriz é denominada matriz transposta de A.
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Definigao A.5 (Matriz Transposta). A transposta de uma matriz A = (a;;), m x n,

¢ a matriz B = (bj;), n x m, definida por
bji = Qi (A3>
para j=1,....nei=1,....m.

A transposta de A é denotada como AT. Segue-se de A.3 que a j-ésima linha de

AT tem os mesmos elementos respectivamente que a j-ésima coluna de A.

Exemplo A.4. Se temos a matriz

1 2 3
A=
4 5 6
entao
1 4
AT=12 5
3 6
E mais um exemplo:
Exemplo A.5. Se temos a matriz
1 2 0

A transposta é dada por

Note que no tltimo exemplo, a transposta B” é igual & propria matriz B. Esse caso

tem um nome especial:
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Definigao A.6 (Matriz Simétrica). Uma matriz A, n x n, é dita simétrica se AT = A.

Observe que, para uma matriz simétrica, os elementos da matriz sao “espelhados”
em relacao a diagonal principal, ou seja, os elementos obedecem a regra: a;; = aj;.
Segundo [POOLE, 2017, p.152|: “Uma matriz simétrica tem a propriedade de ser a sua
propria ‘imagem espelhada’ na diagonal principal”.

O resultado a seguir, que utiliza o conceito de matriz simétrica, sera tutil para este

trabalho:
Teorema A.3. Se A é uma matriz real simétrica, entio seus autovalores sao reais.

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [POOLE, 2017, p.401].
A seguir falaremos sobre as matrizes circulantes e de Toeplitz. Essas matrizes sao

importantes no estudo de métodos de diferencas finitas.

“As matrizes de Toeplitz surgem naturalmente no estudo dos métodos
de diferencas finitas (...) e é util ter expressoes de formato fechado para
seus autovalores e autovetores. Isso geralmente é possivel por causa de sua

estrutura simples” [LEVEQUE, 2007, p. 275] .

Definicao A.7 (Matriz de Toeplitz). Uma matriz de Toeplitz ou matriz de dia-
gonais constantes ¢ uma matriz em que cada diagonal descendente da esquerda para
a direita tem valor constante.

De modo geral, uma matriz de Toeplitz n x n é da forma
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| Qg ai cer OGp_3 Ap_—2 Qp—1 ]
a_q Qo aq e Ap—3 Ap—2
a_o a_1 Qo aq e Ap—3
T —
a_(n_g) e a_o2 QA_1 ao aq
i a,(n,l) a,(n,Q) c. a_o a_1 Qo ]

Exemplo A.6. A matriz a seguir é de Toeplitz

2 3 0 2
4 2 30
T =
-1 4 23
| 6 -1 4 2|

As matrizes circulantes sao um caso especial das matrizes de Toeplitz.

Definicao A.8 (Matriz Circulante). Uma matriz circulante C' ¢ uma matriz qua-

drada, n x n, com elementos reais, em que cada linha ¢ é formada por um deslocamento

ciclico de 7 — 1 posicoes, para a direita, de um mesmo vetor ag, aq, as, ..., Gy_1.
Qo ai cere OGp_3 Ap—2 Qp-1
ap—1 Qo ay ce. Qp—3 Aap_2
ap—2 QAp-1 Qo ay R ¢ Zr.
C =
(05} as O 4 s | Qo aq
aq a9 as Ce Ap—1 Qo

Denotamos uma matriz circulante C' por C(ag, a1, as, ..., a,_1), onde ag, ay, as, ..

°9

a,_1 Sa0 os elementos da sua primeira linha.
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Exemplo A.7. A matriz circulante C'(2,3,4,1) é

2 3 41
1 2 3 4

41 2 3

341 2
Teorema A.4. Sejam ay, a1, as, ..., a,—1 € R e C = C(ag, a1, a9, ...,an,_1) uma matriz

n X n circulante. Entao os autovalores de C sdo da forma:

rn—l

_ 2
Ap = ag +ar, + asry + ...+ an-1r,

e seus autovetores sao da forma

_ n—1\T
T, = (1,7’p,rp Ty )
onde
2pmi 2p7T . 2p
r, =€ n =C0s— +i1sen —
n n

para p=20,1,....n—1.

A demonstragao do teorema A.4 pode ser encontrada em [KRA e SIMANCA, 2012].

A seguir a definicdo de uma matriz especial:

Definicao A.9 (Matriz Tridiagonal). Uma matriz tridiagonal é uma matriz qua-
drada cujos tnicos elementos nao nulos estao na diagonal principal e nas diagonais

imediatamente acima e abaixo da principal.

Exemplo A.8. A matriz a seguir é tridiagonal:

2 30 0
~2 5 0 0
C =
1
01109
0 03 4




Temos outro caso especial de matriz de Toeplitz:

Definigao A.10 (Matriz de Toeplitz Tridiagonal). Uma matriz de Toeplitz tridi-
agonal é uma matriz tridiagonal cujos elementos em cada uma das trés diagonais nao

nulas sao constantes, da forma

ap a1
a_q Qo aq

a_1 Qo aq

a_1 Qo

onde ag, a; € a_; sao nimeros reais ou complexos.

Temos férmulas para calcular os autovalores e autovetores das matrizes de Toeplitz

tridiagonais:

Teorema A.5. Se A é uma matriz de Toeplitz tridiagonal n X n que possui o valor ag
na diagonal principal, a; # 0 na diagonal acima da principal e a_1 # 0 na diagonal

abaizo desta, entao os autovalores de A sao da forma:

pT
A, = 2 /a1a_
D ag + aia 1COSn+1

e 0s seus autovetores sao da forma:

T
a_1 1/2 1pm a_1 2/2 2pm a_1 n/2 npm

Ty = — sen , | — sen sy | — sen
aq n+1 aq n+1 aq n+1

parap=1,....n.

A demonstragao do teorema A.5 pode ser encontrada em [MEYER, 2000], na pagina
514.
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Vimos férmulas para calcular autovalores e autovetores de algumas matrizes es-
peciais. A seguir, veremos um teorema que nos permitird estimar a localizagdo dos

autovalores de qualquer matriz n x n.

“Felizmente, ha um modo de se estimar a localizagao dos autovalores de
qualquer matriz. O Teorema dos Discos de (Gershgorin) afirma que todos
os autovalores de uma matriz (real ou complexa) n x n estdao dentro da

unido de n discos circulares do plano complexo.” [POOLE, 2017, p.319]

Teorema A.6 (Teorema dos Discos de Gershgorin). Seja A € C"" e seja D; o
disco fechado no plano complexo centrado em a;; com raio r; = Z#i la;;|, a soma dos

mdodulos dos elementos nao diagonais na i-ésima linha de A,
DZ:{ZE(C|Z—QM| S’T’Z}

Entao,
1. todos os autovalores de A se encontram no interior dos discos D; parai =1,2,....,n.
2. se algum conjunto de k discos sobrepostos é disjunto dos outros discos, entao exa-

tamente k autovalores se encontram no interior desses k discos.
A demonstragao pode ser encontrada em [POOLE, 2017, p.321].

Exemplo A.9. Estimar a localizacao dos autovalores da matriz abaixo, utilizando o

Teorema dos Discos de Gershgorin:

|
w
—
e

D=

Teremos

D, ={ze€C:|z+3| <1},
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Figura A.1: Discos de Gershgorin da matriz de exemplo

Dy={z€C:|z—-2| <1}

D3 ={z€C:|z| < 1.5}

Os discos de Gershgorin da matriz A estao representados no plano complexo, na
figura A.1.

Observe que os conjuntos de discos { D1 } e { D3, Dy} sao disjuntos dos demais discos.

Pelo parte (1) do teorema A.6, os autovalores de A se encontram no interior dos
discos Dy, Dy e D3. Pela parte (2) do teorema, temos um autovalor dentro do disco
D1 e outros dois dentro dos discos D3z e Ds.

Calculando os autovalores de A, obtemos: \; & —3.062, Ay =~ 0.534 e \3 ~ 1.528,

confirmando o resultado do teorema.
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Neste trabalho usaremos também o conceito de matrizes compostas por blocos.
Segundo [POOLE, 2017, p.145|: “Muitas vezes é conveniente olhar uma matriz como
sendo composta por um numero de submatrizes menores. Tragando-se linhas horizon-

tais e verticais em uma matriz podemos particioné-la em blocos.”

Definigao A.11 (Matriz composta por blocos). Uma matriz composta por blocos con-
siste em uma matriz cujos elementos matriciais sao matrizes. Esses elementos matriciais

sao denominadas blocos.

Exemplo A.10. Se considerarmos a matriz

1 21 0
3401
M —
1 1 01
i 1 110 ]
Podemos vé-la como ~ _
1 2/1 0
3 4]0 1
M —
1 110 1
1 11 0O

Assim, podemos particionar a matriz em quatro blocos, onde

1 2 1 0 1 1 01
An = , A12 = s A21 = €A22 =
3 4 01 1 1 1 0
E teremos
A A
M =
Ay Ago
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Teorema A.7. Seja

A B
M =
C D
uma matriz composta por blocos, onde os blocos A, B, C' e D sao matrizes n X n e

CD = DC'. Entao
det M = det (AD — BC')

A demonstracao deste teorema encontra-se em [SILVESTER, 1999].
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Apéndice B

Solucao da Equacao da Onda pelo

Método de Separacao de Variaveis

B.1 Autofuncoes

Para aplicarmos o método de separacao de variaveis, precisaremos utilizar o conceito

de autofuncoes. Assim, falaremos sobre esse conceito, apresentando alguns exemplos.
Exemplo B.1. Vamos tentar encontrar solucoes para a equagcao diferencial
y' +y=0. (B.1)
Podemos observar que a equagao
y(x) = senx

¢ uma solugao desta equagao diferencial, pois derivando diretamente, vemos que y/(z) =
cosx e y'(r) = —senzx.
Da mesma forma, podemos ver que
y(x) = cosx
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¢ uma solugao.

Na verdade, qualquer funcao da forma
y(x) =cicosz + cosenx (B.2)

¢ uma solucao da equacao B.1. Podemos observar isso derivando diretamente.

Se forem fornecidas condi¢oes de contorno, como

y(0) = a,

/(5

podemos determinar os valores das constantes c; e co. Para fazer isso, usamos a equagao

(B.3)

T
B.2 para calcular os valores de y(0) e de y (5) Depois comparamos com os valores
dados pelas condigoes de contorno.

Para x = 0, ficamos com
y(0) = ¢1cos0 + casen0 = a.

Sabemos que cos0 =1 e sen(0 = 0, assim concluimos que ¢; = a.

Para x = g, ficamos com
(5) = arcos (3) +easen(3) =0
—)=cycos (= cosen (=) =0b.
Y\g) =0 g) T2y
s T .
Como cos <§> =0 e sen (§> = 1, concluimos que ¢, = b. Portanto, a funcao
y(x) =acosz + bsenx

é uma solugao da equacao diferencial B.1 que atende as condi¢oes de contorno B.3.

Exemplo B.2. Vamos tentar achar solugoes para a equagao diferencial

y" + \y = 0. (B.4)
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sujeita a condigoes de contorno

y(0) =0,
(B.5)
y(m) =0.
Podemos observar que a fun¢ao y(z) = 0 é uma solugao desta equagao. FEssa

¢ a funcao identicamente nula, que chamamos de solu¢ao trivial. Porém, estamos
interessados em outras solucoes, que nao a trivial.

Além de tentarmos achar solugoes para esta equagao, queremos também determinar
os valores de A para os quais existem solugoes nao triviais.

Vamos precisar analisar separadamente os casos em que A > 0, A=0e A <0, ja
que a forma da solucao é diferente para cada um desses casos.

Caso 1: A >0

Uma solucao para esta equacao é dada por
y(z) = ¢; cos (VAz) 4 ¢y sen (VAz),

o que pode ser verificado derivando diretamente.

Utilizando a primeira condi¢ao de contorno, temos que
y(0) = ¢y sen0 + ca cos0 =0,

dai concluimos que ¢y = 0.

Utilizando a segunda condic¢ao de contorno, ficamos com
y(m) = ¢ sen VAr = 0. (B.6)

Ou seja, precisamos saber os valores de A para os quais sen (\/Xﬂ') = (0. Sabemos

que os valores de sen, sen (27), ..., sen (n7) sdo nulos, para qualquer inteiro n. Assim,
escolhemos os valores de A tais que VA = 1,2, 3, .... Teremos entao
M=1, da=4, .., \3=9, ..., \,=n? .. (B.7)



Observe que a equacao B.6 sera satisfeita para estes valores de A, independente do

valor de ¢;. As solugbes para a equagao B.4 sao dadas por
yi1(x) = senz, yo(x) = sen(2z), ..., yn(x)= sen(nzx), ..., (B.8)

ou pelo produto de qualquer dessas funcoes por uma constante, ja que a solugao inde-
pende da constante c;.
Caso 2: A <0

Uma solucao para este caso é dada por

y(x) = 10V 4 gV

o que pode ser verificado derivando diretamente.

Utilizando a primeira condi¢ao de contorno, temos que
y(0) =c14+c2 =0,

dai concluimos que ¢; = —cs.

Utilizando a segunda condicao de contorno, temos que

y(r) = creV A 4 e VAT = 0,

Como ¢; = —¢o, ficamos com

Cl(e\/j)m i e*\/j)nr) -0

?

1
V=amr o & _
1 (6 emw) =0,

e finalmente

cl(eQ‘H’r —-1)=0.

Como A < 0, temos que €2V~ > 1. Para que o produto acima seja zero, precisa-
remos ter ¢; = 0. Consequentemente, co = —c¢; = 0. Portanto, neste caso, ambas as

constantes serao nulas e teremos somente a solugao trivial.

156



Caso 3: A=0

Neste caso, ficamos somente com a equagcao
y' =0.
Podemos achar a solucao integrando a expressao acima duas vezes. Ficamos com
y(x) =c1 + o
Utilizando a primeira condicao de contorno, temos que
y(0) =c; =0.
Utilizando a segunda condigao de contorno, temos que
y(m) = com =0,

o que implica em ¢y = 0.

Portanto as duas constantes serao nulas e teremos somente a solugao trivial.

Concluimos assim que existem solugoes nao triviais somente no caso em que A > 0.
Essas solugbes sao dadas pelas fungdes B.8 (e pelo produto dessas fungoes por uma
constante), associadas aos valores de A dados pela equagao B.7.

As funcoes dadas pela equacao B.8 sao chamadas autofunc¢oes. Podemos fazer uma
analogia das autofuncoes com os autovetores da Algebra Linear. Lembrando que o
produto de um autovetor por uma constante é ainda é um autovetor. O mesmo ocorre
com as autofuncoes: uma autofuncao multiplicada por uma constante continua sendo
uma autofungdo (como vimos no exemplo). Associado a cada autofungao, temos o

respectivo autovalor A\, de forma anéloga aos autovalores associados a autovetores.

Discussoes sobre autofungoes podem ser encontradas em [BOYCE e DIPRIMA, 2017,

pag.488-493] e em [NAGLE, SAFF e SNIDER, 2012, pag.456].
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Um problema mais geral, anélogo ao que acabamos de estudar, é dado por
y'+ Ay =0, y(0) =0, y(L) =0, (B.9)

em que a Unica diferenca em relagao ao problema dado pelas equagoes B.4 e B.5 é que
a segunda condicao de contorno é imposta em um ponto arbitrario r = L, em vez de
x = m. O processo de soluc¢ao é o mesmo que adotamos, até o passo em que se aplica

a segunda condicao de contorno. Ficamos com a condig¢ao
cysen (VAL) =0

em vez da equagao B.6. Para satisfazermos essa condigao, precisamos ter VAL =

m,2m, 37, .... Assim, os autovalores e as autofuncoes do problema B.9 sao dados por:
n?m? nwx
A = PR yn(z) = sen (T)’ n=123,...

B.2 Séries de Fourier

Apresentaremos agora um conceito de suma importancia. Tratam-se das séries de
fungoes trigonométricas denominadas séries de Fourrier.

Mais adiante, iremos discutir a solucao da equacao da onda pelo método de sepa-
ragao de variaveis. Veremos que, para isso, serd necessario expressar uma funcao como

uma série de fungoes trigonométricas.

“Usando a separacao de variaveis, em geral é preciso que se expresse de-
terminada fungao como uma série trigonométrica. Tais séries sao chamadas

séries de Fourier” [INAGLE, SAFF e SNIDER, 2012, p.454].

As séries de Fourier sao tteis em diversas situagoes:
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“Além de sua associagao ao método de separacao de variaveis e as equa-
¢oes diferenciais parciais, as séries de Fourier sao tteis também de muitas
outras maneiras, como na analise de sistemas mecanicos ou elétricos sob a

agao de forgas externas periddicas” [BOYCE e DIPRIMA, 2017, p.494].

As séries de Fourier serao aplicadas frequentemente para funcoes periodicas.

Definicao B.1. Uma fungao f é dita peridédica com periodo T' > 0 se o dominio de

f contém z + T sempre que contiver x, e se

fla+T) = f(x)
para todo valor de .

Por exemplo, as fungoes sen(x) e cos(z) sado periodicas com periodo 27. As fungoes

2L
sen (@> e cos <@), n=1,2,3,..., sao peridédicas com periodo 7' = —.
L L n
A funcao
fley=2, —-1<az<1,
f(=1)=f(1) =0, (B.10)

[z +2) = f(x)

é periddica com periodo 2. Essa funcao é conhecida como funcao “dente de serra”. Seu
grafico é apresentado na figura B.1.

A definigao a seguir serd importante na nossa analise.

Definigcao B.2. Uma fungao f ¢ dita seccionalmente continua em um intervalo
a < x < b se o intervalo pode ser dividido por um ntmero finito de pontos a = xy <
r1 < ... < x, =bde modo que

1. f é continua em cada subintervalo aberto z; 1 < z < z;.

2. f tende a um limite finito nas extremidades de cada subintervalo, quando apro-

ximadas do interior do subintervalo.
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Figura B.1: Gréfico da funcao periédica conhecida como funcao “dente de serra’.

Apresentaremos uma defini¢ao para a série de Fourier, mas ainda nao iremos esta-

belecer as condigoes para a sua convergéncia.

Definicao B.3. Considere que f seja uma funcao seccionalmente continua no intervalo

[—L, L] e periodica de periodo 2L. A série de Fourier de f é a série trigonométrica

f(z) ~ % + i (an cos (?) + b, sen <nLLx>)’ (B.11)

onde os a,, e b, sao dados pelas férmulas

1 L
a, = —/ f(z)cos (w)da:, n=20,1,2,3, ..., (B.12)
L J_; L

1 [r nmwT
b, = —/ f(z)sen <i>daj, n=123,.., (B.13)
L) ; L
Observe que a férmula para os a,, vale para n iniciando em zero, ou seja, vale para

ag, enquanto a féormula para os b, vale somente para n a partir de 1.
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Exemplo B.3. Calcular a série de Fourier para a fungao “dente de serra™

flx+2) = f(x)

Usando a formula B.12, teremos:

1
an:/ zcos (nrx)dr, n=1,2,3, ...
-1

Usando integracao por partes, teremos

1

+cos(nmx)| =0

[w sen (nmzr)
an = _—
nm .

Usando a féormula B.13, teremos

1
bn:/ xsen (nrx)dx, n=1,23,...

1

Novamente, usando integragao por partes, teremos

Y

by, = [sen (nrz) - M]l —2cos(n)

nm nm

e portanto teremos
2 o0
fla) ~ == ; (%m) sen (?)) n=1,23,..

que pode ser expressa também por
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O resultado a seguir nos garante que a série de Fourier é convergente sob determi-
nadas condigoes. Usaremos a notac¢ao f(c+) para representar o limite de f(z) quando
x — ¢ pela direita; analogamente, f(c—) denota o limite de f(z) quando z — ¢ pela

esquerda.

Teorema B.1. Suponha que f e [’ sao seccionalmente continuas no intervalo —L <
x < L. Suponha, além disso, que f esta definida fora do intervalo —L < x < L, de

modo a ser periodica com periodo 2L. Entao f tem uma série de Fourier

f(z) = % + i (ancos <nLLx> + b, sen (?)),

cujos coeficientes sao dados pelas equacoes B.12 e B.13. A série de Fourier converge
para f(x) em todos os pontos em que f € continua e converge para [f(x+) + f(x—)]/2

em todos os pontos em que f € descontinua.

Por exemplo, a funcao “dente de serra” apresentada através da equacao B.10, tem a
série de Fourier calculada no exemplo B.3. Esta série converge nos pontos em que f é
continua, por exemplo, —1 <z <1lel <z < 3. Nos pontos em que f é descontinua,
a série converge para 0.

O teorema B.1 é apresentado em [BOYCE e DIPRIMA, 2017, pag. 504]. O autor
informa que demonstragoes de convergéncia de uma série de Fourier podem ser en-
contradas em [apud KAPLAN, 2003, capitulo 7| ou em [apud BUCK, 1978, capitulo
6].

Uma fungao f é dita uma fungao par se o seu dominio contém o ponto —x sempre

que contém o ponto x e se

para cada x no dominio de f.
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Por exemplo, as fungoes f(x) = |z|, f(z) = 22 e f(z) = cos(x), com dominio R,
sao pares.
Analogamente, uma funcao f ¢é dita uma fungao impar se o seu dominio contém

0 ponto —x sempre que contém o ponto x e se

f(=x) = = f(z)

para cada x no dominio de f.

Por exemplo, as fungoes f(z) =z, f(x) = 23 e f(x) = sen (z), com dominio R, sdo
impares. A funcao dada pela equacao B.10, chamada func¢ao “dente de serra”, é impar.

Héaverd um interesse especial pelas fungoes pares e impares, pois suas séries de
Fourier serao dadas por formulas especiais.

A série de Fourier de qualquer funcao par serd formada, apenas, pelas fungoes

: " nmx
trigonométricas pares cos (T) e pelo termo constante (ay):

Teorema B.2 (Série de Fourier em cossenos). Considere que f e f' sao seccionalmente
continuas no intervalo —L < x < L e que f é uma fungao periddica par com periodo
2L. Entao f tem a série de Fourrier
o0
f(z) = % + ;an cos (?) (B.14)

e os coeficientes de Fourier de f sao dados por

2 L
an:z/o f(x)cos(?)dm, n=0,1,2,3,... (B.15)

Ja a série de Fourier de qualquer funcao impar sera formada apenas pelas funcoes

. L, h nmwx
trigonomeétricas impares sen T .

Teorema B.3 (Série de Fourier em senos). Considere que f e f' sdo seccionalmente

continuas no intervalo —L < x < L e que f € uma func¢ao periddica impar com periodo
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2L. Entao f tem a série de Fourrier

fla) = ibn sen (”—Zl"> (B.16)

e os coeficientes de Fourier de f sao dados por

o L
bnzz/o f(z)sen (?)dm, n=123,... (B.17)

Em [BOYCE e DIPRIMA, 2017, p.510], podemos encontrar as demonstragoes dos
dois teoremas acima.

Observamos que a funcao apresentada no exemplo B.3 é uma funcao fmpar e por
isso sua série de Fourier contém apenas os termos contendo sen <@> Podemos
também calcular sua série de Fourrier utilizando a férmula B.16.

Em muitas situagoes praticas, teremos uma funcao f definida em um intervalo
0 < z < L e desejaremos calcular a série de Fourier em senos ou em cossenos desta
fungao. Porém, para calcular uma dessas séries, precisaremos de uma fungao periédica
par ou impar. Nesses casos, podemos usar o recurso de estender a funcao f a uma

fungao periodica par ou impar.

“Em muitas situagoes praticas, entretanto, comecga-se com uma fungao
f definida apenas num intervalo da forma 0 < ¢t < L (...). O primeiro
passo € a necessaria extensao de f ao intervalo —L < t < 0. Assegurado

isto, podemos estender f a reta real toda pela condi¢ao de periodicidade

f(t+2L) = f(t)” [EDWARDS e PENNEY, 1995, p.506].
Teremos entao:

Definicao B.4. A extensao par de periodo 2L de f é a funcao fp, definida

flz), se0<xz<L;
fr(z) =
f(=z) se —L<zx<0

e por fp(x +2L) = fp(x) para todo z.
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Teremos também:

Definicao B.5. A extensao impar de periodo 2L de f é a funcao f;, definida

flz), sel<z<L;
fr(z) =< 0, se x =0, L;
—f(—z) se —L<x<0

e por fr(z +2L) = fr(z) para todo z.

B.3 O método de separacao de variaveis

Apresentaremos a seguir a solucao da equacgao da onda pelo método de separagao de
variaveis. Trata-se de um método que vem sendo utilizado ha muito tempo para resol-
ver equagoes diferenciais. Segundo [BOYCE e DIPRIMA, 2017, p. 516]: “O método
de separacao de variaveis é o método sistemético mais antigo, tendo sido usado por
D’Alembert, Daniel Bernoulli e Euler em torno de 1750 em suas investigagoes sobre
ondas e vibragoes”.

Vamos considerar o seguinte problema de valores iniciais e de contorno:

Exemplo B.4. Considere que uma corda encontra-se esticada horizontalmente, com
as extremidades fixas. Pode ser, por exemplo, a corda de um violao ou violino. Essa
corda tem comprimento L. A fungdo u(x,t) ira representar o deslocamento vertical da
corda, na posi¢ao x e no instante de tempo t. Assim, a variavel x pertence ao intervalo
[0, L]. Vamos considerar o tempo entre os instantes 0 e T', assim a variavel ¢ pertence
ao intervalo [0, T7.

Conforme discutimos no inicio deste capitulo, a fun¢ao u(x,t) obedece a equagao

da onda:

OPu(x,t) 2 0*u(z,t)
ot? Ox?

para x € (0,L), t € (0,7 (B.18)
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Como as extremidades da corda estao fixas, teremos as seguintes condigdes de

contorno
u(0,t) =0 para t € (0,77,
(B.19)
u(L,t) =0 para t € (0,7T].
Suponha também que o formato da corda no instante t = 0 é dado pela funcao

f(x). Assim, teremos a seguinte condigao inicial
u(z,0) = f(z) para z € [0, L]. (B.20)

Além disso, consideramos que a corda encontra-se parada no instante t = 0. Assim,
a velocidade da corda seré nula nesse instante, e teremos mais uma condigao inicial

para velocidade:
Ou(z,0)
ot

=0 para z € [0, L]. (B.21)
Podemos observar que a solugao trivial, u(x,t) = 0, satisfaz a equagao diferencial
B.18 e as condigoes de contorno, mas nao satisfaz a condic¢ao inicial B.20, exceto no
caso em que f(x) é identicamente nula. Nosso objetivo sera encontrar outras solugoes,
nao nulas, deste problema, ou seja, solugoes nao triviais.
Para utilizar o método de separacao de varidveis, serd necessario fazermos uma

hipotese bésica sobre a forma da solugdo. A hipdtese é que u(x,t) é um produto de

duas outras fungoes, uma dependendo s6 de x e a outra dependendo s6 de t. Assim,
u(z,t) = X(x)T(t). (B.22)

Vamos simplificar a dedugao omitindo as variaveis independentes = e t. Iremos
considerar que a funcao X depende apenas de x e a funcao 1" depende apenas de t.
Substituindo a fungao u(z,t), dada pela equagdo B.22, na equagao B.18, ficamos

com

AEX'T = XT" (B.23)
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onde X" e T” sao as derivadas em relacdo a variavel independente, seja ela x ou t. A

equagao B.23 é equivalente a
1 1"
X _1r 21
onde as variaveis estao separadas, ou seja, a expressao a esquerda do sinal de igualdade
depende s6 de x e a expressao a direita depende s6 de t.

Observado a equacao B.24, chegamos a uma conclusao importante. Como o lado
direito depende somente de x e o lado esquerdo depende somente de ¢, é necessario
que ambos os lados sejam iguais a uma constante. Caso contrario, um lado poderia
variar independente do outro, e nao haveria igualdade. Para ver isso, suponha que
temos a igualdade f(z) = g(y). Se f(x) ou g(y) nado forem constantes, essas fungoes
poderao variar de forma independente e nao poderiam ser iguais. Assim, precisaremos

ter f(z) = g(y) = ¢, onde ¢ é uma constante.

Pensando desta forma, teremos

Xl/ 1 T//
X T

.Y (B.25)

Escolhemos a constante —\ negativa para facilitar os calculos.

Da equagao B.25, obtemos duas equagoes diferenciais ordinérias:

X"+ AX =0, (B.26)

T" + AT =0, (B.27)
Utilizando a condi¢ao de contorno em x = 0, ficamos com
u(0,t) = X (0)T'(t) = 0.

Se escolhéssemos T'(t) = 0 para todo ¢, teriamos u(x,t) = 0 para todo z e t.

Como estamos procurando solucoes nao triviais, iremos rejeitar essa hipotese. Assim,
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precisaremos ter
X(0) =0. (B.28)
De forma anéloga, teremos
X(L)=0. (B.29)

Observe que a equacao B.26, acompanhada das condi¢oes de contorno B.28 e B.29
compoem o mesmo problema B.9, que vimos no inicio deste capitulo. J& vimos que a

solugao deste problema é dada pelas autofungoes

Xn(x) = sen (?), n=123,...

associadas aos autovalores

A = n=1,23,...

Podemos agora substituir o valor de )\, na equacao B.27, ficando com

An?r?
12

T + T =0,

Esta equagao se enquadra no formato da equacao B.4, para o caso em que A > 0.

A solugao é dada por

t t
T(t) = ky cos (mzc ) + ko sen (mlr;c ) (B.30)

Utilizando a segunda condigao inicial, dada pela equagao B.21, vemos que

ou(z,0)

5 = X(@)T'(0) =0,

dai concluimos que
T'(0) = 0.

Derivando a equagao B.30, ficamos com

nme nmct nme nmct
T'(t) = —ky 7 sen( L ) +I{Z2TCOS( L ),
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assim

t
T'(0) = ko€ cos (mrc ) =0,

donde concluimos que ko = 0.

Assim, ficamos com

nmct
T(t) = ky cos ( 7 >

Concluimos que as fungoes

u(z,t) = sen (”—?) cos (”T) (B.31)

e o produto dessas fungoes por constantes, satisfazem & equagao diferencial B.18, as
condigoes de contorno B.19 e a segunda condigao inicial em B.21.

Vamos entao considerar uma sobreposi¢ao (soma) de fungoes, no formato da equa-
¢ao B.31, multiplicadas por constantes. Teremos, assim:

(e, t) = i by sen (?) cos (mgj), (B.32)

n=1

onde os b, sao constantes.
Para satisfazer a primeira condigao inicial, dada pela equacao B.20, precisaremos

ter
u(z,0) = ;bn sen (?) = f(z),

assim precisamos escolher adequadamente as constantes b,, para que a igualdade se
verifique.

Observe que esta é a mesma expressao para a série de Fourier em senos que apre-
sentamos através da equacgao B.16. Portanto, os coeficientes devem ser o mesmos que
apresentamos para aquela série, através da equacao B.17. S6 precisamos ter o cuidado

de utilizar a fungao f;, a extensao impar de f, com periodo 2L. Assim, teremos

2 [F nmwx
b, = Z/o fr(x)sen <T>das, n=1223,... (B.33)
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Assim, concluimos que a solugao do problema formado pelas equagoes B.18 B.19,

B.20 e B.21 ¢ dada pela equacao B.32, onde os coeficientes sao calculados pela equagao

B.33.
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Apéndice C

Codigos de Programacao

A seguir apresentamos codigos de programacao em linguagem Python para ilustrar os
métodos utilizados no trabalho. Alguns dos programas a seguir foram adaptados a
partir de programas presentes nas referéncias [LANGTANGEN e LINGE, 2016] e

[LANGTANGEN, 2016].

Exemplo C.1. Cédigo de programacao na linguagem Python, para aproximar solugoes

para o problema
com a condi¢ao inicial

utilizando o método de Euler Progressivo.

import numpy as np
import math

import matplotlib.pyplot as plt

def resolver(I, T, dt):
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Resolve numericamente u’(t) = u(t)cos(t) para t em [0,T]
com condigdo inicial u(0)=I,
utilizando o método de Euler Progressivo.
Retorna o vetor u com as solugdes aproximadas
e o vetor t com os instantes de tempo
Nt = int(T/dt) # nGmero de intervalos
T = Nt*dt # ajusta T para acomodar o passo de temp dt
u = np.zeros(Nt+1) # array de valores ul[n]
t = np.linspace(0, T, Nt+1) # malha de tempo
u[0] = I #atribui condigdo inicial
for n in range(0, Nt): # n=0,1,...,Nt-1
uln+1] =ul[n]+dt*ul[n]+*math.cos(t[n])

return u, t

u, t = resolver(l, 8*math.pi, 0.001)

plt.plot(t,u)
plt.grid()
plt.title("Solugdo aproximada para: u’(t) = u(t) cos t")

plt.show()

Exemplo C.2. Moédulo contendo algumas fungoes para solucionar numericamente sis-
temas de equagoes diferenciais ordinarias. Salvamos o moédulo como edosist.py, para

poder importé-lo e utilizar os métodos numéricos em outros programas.

172



import numpy as np

from numpy.linalg import solve

def

def

resolver_ep(I, A, T, dt):
"""Resolve o sistema u’= Axu, u(0)=I, para t em (0,T] com passos
de tamanho dt, utilizando o método de Euler Progressivo"""

Nt = int(T/dt) # numero de intervalos de tempo

T = Ntxdt # ajusto T para se acomodar ao passo de tempo dt
u = np.zeros((Nt+1,len(I))) # matriz com as solucoes aproximadas
t = np.linspace(0, T, Nt+1) # malha temporal

ul0] = I # condicao inicial
for n in range(O, Nt): # n=0,1,...,Nt-1
u[n+1] = ul[n] + dt*x(AGu[n])

return u, t

resolver_er(I, A, T, dt):
"""Resolve o sistema u’= Axu, u(0)=I, para t em (0,T] com passos
de tamanho dt, utilizando o método de Euler Regressivo"""

Id = np.identity(len(I))

Nt = int(T/dt) # numero de intervalos de tempo

T = Ntxdt # ajusto T para se acomodar ao passo de tempo dt

u = np.zeros((Nt+1,len(I))) # matriz com as solucoes aproximadas
t = np.linspace(0, T, Nt+1) # malha temporal

ul0] = I # condicao inicial

for n in range(0, Nt): # n=0,1,...,Nt-1
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ul[n+1] = solve(Id - dtxA, uln])

return u, t

def resolver_trap(I, A, T, dt):
""'"Resolve o sistema u’= Axu, u(0)=I, para t em (0,T] com passos

de tamanho dt, utilizando o método Trapezoidal"""

Id = np.identity(len(I))

M1 = Id - (dt/2) * A

M2 = Id + (dt/2) = A

Nt = int(T/dt) # numero de intervalos de tempo

T = Ntxdt # ajusto T para se acomodar ao passo de tempo dt

u = np.zeros((Nt+1,len(I))) # matriz com as solucoes aproximadas
t = np.linspace(0, T, Nt+1) # malha temporal

ul0] = I # condicao inicial
for n in range(0, Nt): # n=0,1,...,Nt-1
u[n+1] = solve(M1,M2 @ uln])

return u, t

def resolver_pm(Il, I2, A, T, dt):
""'"Resolve o sistema u’= Axu, u(0)=I, para t em (0,T] com passos
de tamanho dt, utilizando o método do ponto médio"""

Nt = int(T/dt) # numero de intervalos de tempo

T = Ntxdt # ajusto T para se acomodar ao passo de tempo dt
u = np.zeros((Nt+1,len(I1))) # matriz com as solucoes aproximadas
t = np.linspace(0, T, Nt+1) # malha temporal
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def

ul[0] I1 # condicao inicial

ull] = I2
for n in range(1, Nt): # n=0,1,...,Nt-1
uln+1] = uln-1] + ((2 * dt) * A) @ uln]

return u, t

resolver_rk_2est(I, A, T, dt):
""'"Resolve o sistema u’= Axu, u(0)=I, para t em (0,T] com passos de
tamanho dt, utilizando um método de Runge Kutta de dois estagios"""

Nt = int(T/dt) # numero de intervalos de tempo

T = Ntxdt # ajusto T para se acomodar ao passo de tempo dt
u = np.zeros((Nt+1,len(I))) # matriz com as solucoes aproximadas
t = np.linspace(0, T, Nt+1) # malha temporal

ul0] = I # condicao inicial
for n in range(0, Nt): # n=0,1,...,Nt-1
uln+1] = uln] + dt*x(A@ (uln] + 0.5%dt*(AQu[n])))

return u, t

Exemplo C.3. Mo6dulo contendo algumas fungoes auxiliares para utiliza¢ao nos pro-

gramas do trabalho. Salvamos o médulo como wutil.py, para poder importéa-lo e utilizar

essas fungoes em outros programas.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

from matplotlib.animation import ArtistAnimation
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def

def

imprimir2D(y,x,tit,arq=None) :

’?’Fungdo para imprimir um grafico em 2 dimensdes’’’
fig, ax = plt.subplots( nrows=1, ncols=1 )
ax.plot(x,y)

plt.grid()

plt.title(tit)

plt.show()

if arq is not None:
fig.savefig(arq, bbox_inches=’tight’)

plt.close(fig)

imprimir3D(u,x,t,tit,arq=None) :
’?’Fungdo para imprimir um grafico em 3 dimensdes’’’

mx,mt = np.meshgrid(x,t)

fig = plt.figure()

ax = fig.add_subplot(1,1,1,projection=3d’)

ax.set_xlabel(’tempo’)

ax.set_ylabel(’espago’)

ax.plot_surface(mt,mx,u, rstride=1, cstride=1,
cmap=’viridis’, edgecolor=’none’)

ax.set_title(tit);

plt.show()
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if arq is not None:
fig.savefig(arq, bbox_inches=’tight’)

plt.close(fig)

Exemplo C.4. Coédigo de programagao para resolver numericamente o sistema de
equacoes diferenciais do exemplo 3.10. Observe que estamos importando os modulos

edosist e util, definidos nos exemplos C.2 e C.3.

import edosist as es

import util as ut

para importar o médulo edosist, definido no exemplo C.2, e 0 médulo util, definido no

exemplo C.3.

import numpy as np
import edosist as es

import util as ut

A = np.array([[-1/10,1/40],[1/10,-1/10]11)

I = np.array([60,0])

dt

I
(@)

.01

u,t = es.resolver_trap(I,A,T,dt)

ut.imprimir2D(u,t,"Solugdo Numérica pelo Método Trapezoidal")
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Exemplo C.5. Coédigo de programagao para resolver numericamente o sistema de
equagoes diferenciais do exemplo 3.11. Observe que estamos importando os moédulos

edosist e util, definidos nos exemplos C.2 e C.3.

import numpy as np
import math
import edosist as es

import util as ut

A = np.array([[0,1],[-1,0]1)

I = np.array([1,0])
T = 4*math.pi
dt = 0.01

#Para o método do ponto médio, precisamos de dois valores iniciais.

#uso o método trapezoidal para calcular o segundo

u,t es.resolver_trap(I,A,dt,dt)

c
ct
1]

es.resolver_pm(I,ul[1],A,T,dt)

ut.imprimir2D(u,t,"Solucdo Numérica pelo Método do Ponto Médio")

Exemplo C.6. Coédigo de programacao na linguagem Python, para aproximar solugoes

para o problema do exemplo 4.1, com a seguinte condicao inicial:

u(z,0) =1—cosx, sex € [2m, 47|

u(z,0) =0, caso contréario
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utilizando o método direto descrito na se¢ao 4.1. Observe que estamos importando o

modulo wtil, definido no exemplo C.3.

import numpy as np
import math

import util as ut

def resolver(I, c, L, dt, C, T):

Resolve numericamente o problema:

u_tt=c~2*%u_xx

no dominio:

x pertence a (0,L) e t pertence a (0,T].

Sujeita as condigbes iniciais:
u(x,0)=I(x) e u_t(x,0)=0
E as condigdes de contorno:

u(0,t)=0 e u(L,t)=0

Recebe o tamanho de passo dt e o nimero de Courant C.

0 espago de malha dx é calculado usando os valores c¢ e C fornecidos.

Nt = int(round(T/dt))
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t = np.linspace(0, Ntxdt, Nt+1l) # Pontos de malha no tempo

dx

dt*c/float (C)

Nx

int (round(L/dx))

x = np.linspace(0, L, Nx+1) # Pontos de malha no espago
C2 = Cxx2 # Variavel auxiliar

# Asseguro que dx e dt sdo compativeis com x e t

dx = x[1] - x[0]

dt = t[1] - t[0]

u = np.zeros((Nt+1,Nx+1)) # matriz para as solucoes aproximadas

# Carrega condicao inicial
for i in range(0,Nx+1):

ul0,i]l = I(k[iD)

# Formula especial para o primeiro passo de tempo
for i in range(1, Nx):
ul1l,i] = ul0,i] + \

0.5%C2 * (ul[0,i-1] - 2%u[0,i] + ul0,i+1])

#condigbes de fronteira no passo 1

ul1,0] = 0; ul1,Nx] =0

for n in range(1, Nt):

# Calcula aproximacoes no instante atual
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for i in range(1, Nx):
ul[n+1,i] = - uln-1,i] + 2*%uln,i] + \

C2x(uln,i-1] - 2*uln,i] + uln,i+1])

# Insere condicoes de fronteira

u[n+1,0] = 0; uln+1,Nx] =0

return u,x,t

#Valores iniciais
def I(x):
if (x>=2*math.pi and x<=4*math.pi):

return l1-math.cos(x)

else:
return 0O
c =2.0
L = 6*math.pi
dt = 0.05
C=20.9
T=23

u,x,t = resolver(I, c, L, dt, C, T)

ut.imprimir3D(u,x,t, ’Equagdo da Onda’)
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Exemplo C.7. Cédigo de programacao na linguagem Python, para calcular os erros
cometidos na solu¢ao numérica da equacao da onda pelo método direto, comparando

com a solucao de d’Alembert.

import numpy as np

import math

def resolver(I, c, L, dt, C, T):

Resolve numericamente o problema:

u_tt=c"2*%u_xx

no dominio:

x pertence a (0,L) e t pertence a (0,T].

Sujeita as condigdes iniciais:
u(x,0)=I(x) e u_t(x,0)=0
E as condigdes de contorno:

u(0,t)=0 e u(L,t)=0

Recebe o tamanho de passo dt e o nimero de Courant C.

0 espago de malha dx é calculado usando os valores c¢ e C fornecidos.

Nt = int(round(T/dt))
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t = np.linspace(0, Ntxdt, Nt+1l) # Pontos de malha no tempo

dx

dt*xabs(c)/float(C)

Nx

int (round(L/dx))

x = np.linspace(0, L, Nx+1) # Pontos de malha no espago
C2 = Cxx2 # Variavel auxiliar

# Asseguro que dx e dt sdo compativeis com x e t

dx = x[1] - x[0]

dt = t[1] - t[0]

u = np.zeros((Nt+1,Nx+1)) # matriz para as solucoes aproximadas

# Carrega condicao inicial
for i in range(0,Nx+1):

ul0,i]l = I(k[iD)

# Formula especial para o primeiro passo de tempo
for i in range(1, Nx):
ul1l,i] = ul0,i] + \

0.5%C2 * (ul[0,i-1] - 2%u[0,i] + ul0,i+1])

#condigbes de fronteira no passo 1

ul1,0] = 0; ul1,Nx] =0

for n in range(1, Nt):

# Calcula aproximacoes no instante atual
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for i in range(1, Nx):
ul[n+1,i] = - uln-1,i] + 2*%uln,i] + \

C2x(uln,i-1] - 2*uln,i] + uln,i+1])

# Insere condicoes de fronteira

u[n+1,0] = 0; uln+1,Nx] =0

return u,x,t

#Valores iniciais
def I(x):
if (x>=2*math.pi and x<=4*math.pi):
return 1-math.cos(x)
else:

return O

#extensdo periddica impar da funcdo f
def epi(f,x,L):
#calculo xc, o valor correspondente a x, dentro do intervalo [-L,L]
XC = X;
while(xc > L):
XC = XC - 2%L
while(xc < -L):
XCc = XC + 2x%L

if(xc >= 0):
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def

return f(xc)
else:

return -f(-xc)

imprime_erros(I, c, L, dt, C, T):

u,x,t = resolver(I, c, L, dt, C, T)

#posigdo final do vetor t, para o Gltimo instante de tempo do
#intervalo [0,T]

n = len(t)-1

print ()
print("Valores no instante t = ¥%.1f" % T, " para k = %.3f" % dt)
print ()

print("x Sol. Analit. Sol. Num. Erro Abs.")

print ( " " )

# para 10 posigdes na malha espacial, distribuidas uniformemente no
#intervalo [0,L]
for pos in range(0, 10):

i = int( pos*(len(x)-1)/9 ) # posigdo i correspondente, na malha

#solugdo analitica na posigdo (n,i), pela formula de d’Alembert

v = 0.5% epi(I,x[i] - c*t[n],L) + 0.5% epi(I,x[i] + cxt[n],L)
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#imprimo as solugdes e os erros
print(°%6.3f° % x[i], ’%+1.4e’ % v, ’%+1l.4e’ % uln,i],

'%1.4e’ % abs(v-uln,i]) )

c=2.0

L = 6*math.pi
C=20.9
T=3
dt = 0.1

imprime_erros(I, c, L, dt, C, T)

dt = 0.01

imprime_erros(I, c, L, dt, C, T)

dt = 0.001

imprime_erros(I, c, L, dt, C, T)

Exemplo C.8. Codigo de programagao para resolver numericamente a equagao 6.1

(equagao da advecgao) acompanhada das seguintes condigdes iniciais:

u(z,0) =1—cosz, sex € 2w, 47|

u(z,0) =0, caso contréario

e condigoes de contorno periddicas. Utilizo o ML com o método Trapezoidal.

import numpy as np
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import math
import util as ut

import edosist as es

def f(x):
if (x>=2*math.pi and x<=4*math.pi):

return 1-math.cos(x)

else:
return O

L =4 % math.pi
T=1.3
v = -5.0
dt = 0.01
dx = abs(dtx*v)
Nx = int(round(L/dx))

x = np.linspace(0, L, Nx+1) # pontos de malha no espago

# Asseguro que dx & compativel com x

dx = x[1] - x[0]

I = np.zeros(Nx)

#preencho os valores iniciais, sem o primeiro valor,
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#que corresponde & densidade na fronteira x=0.

#Ndo utilizo o primeiro valor no cdlculo pois a condigdo de
#fronteira & periddica, e assim os valores das densidades para x=0
#serdo iguais aqueles para a fronteira x=L

for i in range(Nx):

I[i]=f(x[i+1])

A = np.zeros((Nx,Nx))

#preencho a matriz
for i in range(Nx):
Ali, (i+1) % (Nx)]=-v/ (2*dx)

Ali, (i-1)%(Nx) ]=v/(2*dx)

#utilizo o método para problema de valor inicial

u,t = es.resolver_trap(I,A,T,dt)

#obtenho um vetor u0 com os valores da densidade pra a fronteira x=0
#esses valores s&o iguais aos valores para a fronteira x=L,
# que estdo na Gltima coluna de u

u0 = ul:,Nx-1] .reshape(len(u),1)

#para a matriz de resultado concateno u0 com a matriz u

#ou seja, concateno com as densidades na fronteira x=0

#que ndo estava sendo utilizada
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uf = np.concatenate((ul,u),axis=1)

ut.imprimir3D(uf,x,t, ’Equacdo da Advecgdo’)

Exemplo C.9. Cédigo de programagao para resolver numericamente a equagao da
onda utilizando o Método das Linhas (ML). Nesse programa utilizamos o método tra-

pezoidal.

import numpy as np
import math
import edosist as es

import util as ut

#valores iniciais
def f(x):
if (x>=2*math.pi and x<=4*math.pi):

return 1-math.cos(x)

else:
return O
c=2.0
L = 6*math.pi
dt = 0.05
Cc=0.9
T=3

dx = dt*c/float(C)
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Nx = int(round(L/dx))

x = np.linspace(0, L, Nx+1) # Pontos de malha no espago

#0 vetor I conterad os valores iniciais correspondentes a fungdo U_j(t)
#e & fungdo V_j(t), por isso terd dimensdo Nx-1.

I = np.zeros(2*x(Nx-1))

#preencho os valores iniciais, sem os valores para x=0 e x=L,
#pois ndo uso os valores de fronteira no calculo
for i in range(Nx-1):

I[i]=f (x[i+1])

A21 = np.zeros((Nx-1,Nx-1))

#preencho a matriz A21
for i in range(Nx-1):
A21[1,i]=-2%c**2/dx**2
if (141 <= Nx-2): A21[i, (i+1)]=c**2/dx**2

if(i-1 >= 0): A21[1i, (i-1)]=c**2/dx**2

#crio a matriz do problema
zero = np.zeros((Nx-1,Nx-1))
ident = np.identity(Nx-1)

Al

np.concatenate((zero,ident) ,axis=1)

A2

np.concatenate((A21,zero) ,axis=1)
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A = np.concatenate((A1,A2))

#utilizo o método para problema de valor inicial

u,t = es.resolver_trap(I,A,T,dt)

#crio matriz com os valores de fronteira que sdo todos nulos

f = np.zeros(len(t)) .reshape(len(t),1)

#para a matriz de resultado concateno os valores de fronteira
#com as colunas da matriz u que correspondem as fungdes U_j(t)
#ou seja, sem as colunas que correspondem as fungdes V_j(t)

uf = np.concatenate((f,ul:,0:Nx-1],f),axis=1)

ut.imprimir3D(uf,x,t,’Equacdo da Onda’)

Exemplo C.10. Coédigo de programacao na linguagem Python, para aproximar solu-

¢oes para o problema do exemplo 2.10. Estamos considerando L = 107 ¢ T' = 3, além

da seguinte condicao inicial:

1 —cosz, sex € [4rm, 67
u(z,0) =
=0, caso contrario

Neste exemplo utilizamos o primeiro método descrito na segao 4.4.

Além disso, estamos considerando que o meio possui duas camadas. A primeira

camada, para r < 3w, possui velocidade de propagacao da onda de 2.8 e a segunda

camada, para x > 3, possui velocidade de propagagao da onda de 4.5. A fungao ¢(z)

retorna o quadrado dessa velocidade.
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import numpy as np
import math

import util as ut

def resolver(I, fq, L, dx, b, T):

Resolve numericamente o problema:

u_tt=c~2*%u_xx

no dominio:

x pertence a (0,L) e t pertence a (0,T].

Sujeita as condigdes iniciais:
u(x,0)=I(x) e u_t(x,0)=0
E as condigdes de contorno:

u(0,t)=0 e u(L,t)=0

Em um meio com diversas camadas.
fq & a fungdo que devolve o quadrado da velocidade

de propagagdo da onda no ponto Xx.

Recebe o espago de malha dx

b & um parametro para ajustar o passo dt em fungdo de dx.

b deve ser menor ou igual a 1.
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Nx = int(round(L/dx))

i
Il

np.linspace(0, L, Nx+1) # Pontos de malha no espago

Q
I

np.linspace(0, L, Nx+1) #parametros da malha
# Calculo os parametros da malha
for i in range(0,Nx+1):

qlil = fq(x[il)

#calculo o passo de tempo utilizando o parametro b

dt = b*dx/math.sqrt(q.max())

Nt

int (round(T/dt))

t = np.linspace(0, Nt*dt, Nt+1) # Pontos de malha no tempo

# Asseguro que dx e dt sdo compativeis com x e t
dx = x[1] - x[0]

dt

t[1] - t[0]

C2

(dt/dx) **2

u = np.zeros((Nt+1,Nx+1)) # matriz com as solucoes aproximadas
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# Carrega condicao inicial
for i in range(0,Nx+1):

ul0,i] = I(x[i])

# Formula especial para o primeiro passo de tempo
for i in range(1, Nx):
ul1,i] = uf0,i] + \
0.5%C2 * (0.5%(q[i+1]+q[il)*(u[0,i+1]-ul0,1i]) - \

0.5%(q[il+q[i-1])*(ul0,1]-ul0,i-1]))
ul1,0] = 0; ull,Nx] =0
for n in range(1, Nt):
# Calcula aproximacoes no instante atual
for i in range(1l, Nx):
uln+1,i] = - uln-1,1i] + 2*uln,i] + \
C2%(0.5%(q[i+1]+q[i])*(u[n,i+1]-uln,i]) - \

0.5%x(ql[il+ql[i-1])*(uln,il-uln,i-1]1))

# Insere condicoes de fronteira

uln+1,0] = 0; uln+1,Nx] = 0

return u,Xx,t

#Valores iniciais
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def I(x):
if (x>=4*math.pi and x<=6*math.pi):
return 1-math.cos(x)
else:

return O

#Parametros das camadas.

#Retorna o quadrado da velocidade no ponto x

def fq(x):
cl =2.8
c2 =4.5

if (x<=3*math.pi):
return cl**2
else:

return c2*%*2

L = 10*math.pi

dx = 0.05
b=0.9
T=23.0

resolver(I, fq, L, dx, b, T)

o
i
o

I

ut.imprimir3D(u,x,t, ’Equagdo da Onda’)

Exemplo C.11. Cédigo de programacgao na linguagem Python, para aproximar so-
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lugoes para o problema do exemplo 2.10, considerando L = 10w e T" = 3, além da

seguinte condicao inicial:

1 —cosz, sex € [4rm,6m]|
u(z,0) =

=0, caso contrario

Neste exemplo utilizamos o Método das Linhas (ML).

Estamos considerando que o meio possui duas camadas. A primeira camada, para
xr < 3w, possui velocidade de propagacao da onda de 2.8 e a segunda camada, para
x > 3, possui velocidade de propagacao da onda de 4.5. A funcdo ¢(z) retorna o

quadrado dessa velocidade.

import numpy as np
import math
import util as ut

import edosist as es

#valores iniciais
def f(x):
if (x>=4*math.pi and x<=6*math.pi):
return 1-math.cos(x)
else:

return O

#Paradmetros das camadas.
#Retorna o quadrado da velocidade no ponto x
def fq(x):

cl =2.8
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c2 =4.5

if (x<=3*math.pi):
return cl**2

else:

return c2*%*2

L = 10*math.pi

dx = 0.05
b=20.9
T=3.0

Nx = int(round(L/dx))

™
I

np.linspace(0, L, Nx+1) # Pontos de malha no espago

np.linspace(0, L, Nx+1) #parametros da malha

Q
1

# Calculo os parametros da malha
for i in range(0,Nx+1):

qlil = fq(x[i])

#calculo o passo de tempo utilizando o parametro b

dt = bxdx/math.sqrt(q.max())

#0 vetor I conterd os valores iniciais correspondentes a fungdo U_j(t)

#e a fungdo V_j(t), por isso terad dimensio Nx-1.
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I = np.zeros(2*x(Nx-1))

#preencho os valores iniciais, sem os valores para x=0 e x=L,
#pois ndo uso os valores de fronteira no calculo
for i in range(Nx-1):

I[i]=f(x[i+1])

A21 = np.zeros((Nx-1,Nx-1))

#preencho a matriz A21
for i in range(Nx-1):
A21[i,i] = -(qlil+2*q[i+1]+q[i+2])/(2*dx**2)
if (i+1 <= Nx-2): A21[i,(i+1)] = (qli+1]+ql[i+2])/(2*dx**2)

if(i-1 >= 0): A21[i, (i-1)1=(ql[il+ql[i+1])/(2*dx**2)

#crio a matriz do problema
zero = np.zeros((Nx-1,Nx-1))
ident = np.identity(Nx-1)

Al

np.concatenate((zero,ident) ,axis=1)

A2

np.concatenate((A21,zero) ,axis=1)

A = np.concatenate((A1,A2))

#utilizo o método para problema de valor inicial

u,t = es.resolver_trap(I,A,T,dt)
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#crio matriz com os valores de fronteira que sdo todos nulos

f = np.zeros(len(t)) .reshape(len(t),1)

#para a matriz de resultado concateno os valores de fronteira
#com as colunas da matriz u que correspondem as fungdes U_j(t)
#ou seja, sem as colunas que correspondem as fungdes V_j(t)

uf = np.concatenate((f,ul:,0:Nx-1],f),axis=1)

ut.imprimir3D(uf,x,t, ’Equagdo da Onda’)
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