Dos numeros naturais aos numeros reais

Reinaldo Viana da Costa

Dissertacdo de Mestrado do Programa de Mestrado Profissional
em Matemética em Rede Nacional (PROFMAT)

9
z
a
@)
g
v
Ll
o
L
o
<
=
",
o
L
>
2
-

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao







SERVIGO DE POS-GRADUAGAO DO ICMC-USP
Data de Depdsito:

Assinatura:

Reinaldo Viana da Costa

Dos numeros naturais aos numeros reais

Dissertacdo apresentada ao Instituto de
Ciéncias Mateméaticas e de Computagéo - ICMC-
USP, como parte dos requisitos para obtencéo
do titulo de Mestre em Ciéncias — Mestrado
Profissional em Matemaéatica em Rede Nacional.
VERSAO REVISADA

Area de Concentragcdo : Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional

Orientador : Prof. Dr. Hermano de Souza Ribeiro

USP - Sao Carlos
Abril de 2019



Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca Prof. Achille Bassi
e Secéo Tecnica de Informatica, ICMC/USP,
com os dados inseridos pelo(a) autor(a)

Costa, Beinalde Viana

C837n Dos numeres naturais aos numeros reais [/
Beinaldo Viana Costa; orientador Hermano de Souza
Ribeiro. -- S3o0 Carleos, 2018.

113 p.

Dissertacd3c (Mestrado - Programa de Pés-Graduacio
em Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Macional) -- Instituto de Ciéncias Matematicas e de
Computacdo, Universidade de 530 Paulo, 2018.

1. Conjuntos numéricos. 2. Nameros naturais. 3.
Niameros reais. 4. Axiomas de Peano. 5. Cortes de
Dedekind. I. Ribeiro, Hermano de Souza, orient. II.
Titulo.

Bibliotecarios responsaveis pela estrutura de catalogacio da publicagio de acordo com a AACR2:
Glaucia Maria Saia Cristianini - CRB - 8/4938
Juliana de Souza Moraes - CRB - 8/6176



Reinaldo Viana da Costa

From natural numbers to real numbers

Master dissertation submitted to the Institute of
Mathematics and Computer Sciences - ICMC-USP, in
partial fulfillment of requirements for the degree of
Mathematics Professional Master’s Program.

Concentration Area: Professional Master Degree
Program in Mathematics in National Network

Advisor: Prof. Dr. Hermano de Souza Ribeiro

USP - Séo Carlos
April 2019






A minha esposa Inaura, presente
em todos 0s momentos dessa

caminhada.






Agradecimentos

Aos meus pais, Salvador e Benedicta, por me ensinarem 0s primeiros passos dessa
jornada.

Ao meu professor e orientador Prof. Dr. Hermano de Souza Ribeiro, pela dedicacéo na
orientacdo desse trabalho e por todas as aulas que ministrou durante o curso.

A Coordenadora do PROFMAT do ICMC-USP Profa. Dra. Ires Dias, pelo apoio em todos
0s momentos do curso.

A todos os professores e colegas do PROFMAT que, com seus ensinamentos e suas

experiéncias, acrescentaram muito a minha formacao.






RESUMO

COSTA R. V. Dos nimeros naturais aos numeros reais. 2018. 113 p. Dissertagédo (Mestrado em
Ciéncias — Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias

Matematicas e de Computacédo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2018.

Este trabalho apresenta a construcdo dos conjuntos dos nimeros naturais, inteiros, racionais
ereais, buscando contemplar uma mediacé&o entre alunos e professores do ensino médio que
possa contribuir em uma abordagem facilitadora para o processo de ensino e aprendizagem.
A construcdo dos conjuntos numeéricos é feita de modo progressivo, apresentando leis e
propriedades que definem cada um deles. Os capitulos apresentam teoremas que s&o
provados de modo que o leitor possa conseguir, efetivamente, estabelecer um elo entre ateoria

matematica e suas abstracdes iniciais inerentes aos estudantes em formacéao.

Palavras-chave: Conjuntos numéricos, Numeros naturais, Axiomas de Peano, Numeros

inteiros, NUmeros racionais, Nimeros reais, Cortes de Dedekind.






ABSTRACT

COSTA R. V. From natural numbers to real numbers. 2018. 113 p. Dissertacdo (Mestrado em
Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias

Matematicas e de Computacédo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2018.

This work presents the construction of the sets of natural, integer, rational and real numbers,
aiming to contemplate a mediation between high school students and teachers that can
contribute to an easy approach to the teaching and learning processes. The construction of
the numerical sets is done progressively presenting laws and properties that define each one
of them. The chapters present theorems that are proven so that the reader can effectively
establish a link between mathematical theory and its initial abstractions inherent in the

students in formation.

Keywords: Numerical sets, Natural numbers, Peano axioms, Integer numbers, Rational
numbers, Real numbers, Dedekind cuts.
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INTRODUCAO

O trabalho apresenta trés construgdes do conjunto dos nimeros naturais. A primeira e
a mais elementar das construgdes pressupde a existéncia do conjunto dos numeros naturais
{1, 2,3, ..} e pressupde a existéncia das quatro operacdes aritméticas no conjunto dos
nUmeros naturais, observando que a subtracdo e a divisdo nem sempre sdo bem definidas no
conjunto dos nimeros naturais. Além das hipoteses de que a operacéo de adicdo e a operacao
de multiplicacéo para os nimeros naturais possuem as propriedades associativa e comutativa,
bem como a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adigdo; esta construcdo
elementar, adequada para alunos do ensino fundamental, também coloca como axiomas, 0
principio da inducdo matematica e o axioma da tricotomia.

O axioma da tricotomia permite esclarecer a seguinte questdo para o conjunto dos
ndmeros naturais: Se a, b e ¢ fossem nimeros naturaise a+c =b + ¢, como justificar que a
= b? O axioma da tricotomia permite esclarecer também outra questdo: Se a, b e c fossem
nlmeros naturais com ac igual a bc , como justificar que a = b ? O axioma da tricotomia
permite ao leitor interessado a justificativa dessas duas questfes que sdo chamadas a lei do
cancelamento para a operacgdo de adi¢éo e lei do cancelamento para operacao de multiplicacao
de nimeros naturais.

A segunda construcdo, mais sofisticada e talvez adequada para alunos de graduacao
em matematica, é feita a partir dos cinco postulados de Peano, e em um dos quais € introduzido
0 conceito de nimero natural sucessor imediato assim como as suas propriedades. O quinto
axioma de Peano € o principio da inducdo matematica, que € o mesmo principio que aparece
na introducdo mais elementar. Através dos axiomas de Peano, a adi¢do de nimeros naturais €
agora definida e também a operacdo de multiplicacdo de niumeros naturais. Pela utilizacdo do
principio da indugdo matematica, sdo demonstradas as propriedades associativa e comutativa
das operacdes de adicdo e multiplicacdo de numeros naturais bem como a propriedade
distributiva da operacdo de multiplicacdo em relacdo a operacdo de adicdo. Além disso, é
demonstrada a lei da tricotomia cujas consequéncias sdo as leis do cancelamento da adi¢éo da
multiplicacdo para o conjunto dos nimeros naturais.

A terceira construcdo do conjunto dos nimeros naturais é feita a partir do axioma do
infinito. Nos postulados de Peano a existéncia dos nimeros naturais era feita por hipotese.
Agora ndo, 0s numeros naturais sdo construidos e sdo conjuntos. A partir do teorema da

recursdo sao definidas, mais uma vez, as operacdes de adi¢do e multiplicacdo de nimeros



naturais. O conjunto dos nimeros naturais admite uma infinidade de relacfes de ordem total,
mas apenas uma delas é compativel com as operagdes de adi¢do e multiplicacéo.

O capitulo da construgdo dos numeros naturais contempla, ainda, o principio da boa
ordenacdo, o teorema fundamental da aritmética e a propriedade arquimediana do conjunto
dos numeros naturais.

Os  numeros inteiros sdo construidos a partir do conjunto dos numeros naturais

N ={0,1,2,..} Algunsautores ndo consideram o zero como nimero natural, dado que o

namero zero foi definido quase um milénio apds a constru¢do dos ndmeros naturais
{1,2,3,..} A construgdo do conjunto dos numeros inteiros a partir do conjunto dos
ndmeros naturais { 1, 2, 3, ... } é analoga a construcdo feita a partir de N. Os nlimeros
inteiros sdo definidos como classes equivaléncias de uma relagcdo binaria de equivaléncia
definida no conjunto produto cartesiano N x N, ndo importando se o conjunto dos nimeros
naturais inicia com 0 ou inicia com 1. As operacdes de adigdo, de multiplicacdo e mesmo a
relacdo de ordem sdo definidas através dos representantes das classes de equivaléncias,
independentemente dos representantes escolhidos. A lei da tricotomia justifica a lei do
cancelamento da multiplicacdo no conjunto dos nimeros inteiros.

O capitulo da construgdo dos nimeros inteiros apresenta, também, trés principios de
inducdo matematica. A introducdo a construcdo do conjunto dos nimeros inteiros é uma
prévia mais elementar da construcdo do conjunto dos niumeros racionais objeto do capitulo
seguinte.

O conjunto dos nameros racionais € construido a partir do conjunto dos numeros
inteiros. Os nimeros racionais sao classes de equivaléncia de uma relacdo de equivaléncia
definida no conjunto dos nameros inteiros. As operacfes de adicdo, de multiplicacdo e a
relacdo de ordem sdo definidas através dos representantes dos nlmeros racionais que sdo
classes de equivaléncia, independentemente dos representantes escolhidos. A relagdo de
ordem natural no conjunto dos nimeros racionais é compativel com as operac6es de adicdo e
de multiplicacéo, e qualquer outra relagdo de ordem total no conjunto dos nimeros racionais
compativel com as operagdes de adicdo de multiplicagdo coincide com a relagdo de ordem
natural.

O capitulo da construcdo dos nimeros racionais mostra que nem sempre subconjuntos
dos nameros racionais limitados superiormente admitem supremo, isto €, 0 conjunto dos
nameros racionais ndo € um conjunto completo, diferentemente do conjunto dos nimeros reais

construidos no capitulo seguinte.
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Os numeros reais sdo construidos a partir do conjunto dos nimeros racionais com a
definicdo dos cortes de Dedekind. Um numero real € um conjunto de ndmeros racionais
diferente do vazio e do proprio conjunto dos numeros racionais com duas propriedades
adicionais: dado um elemento deste conjunto, todo nimero racional menor do que ele
pertence ao conjunto, e dado um elemento do conjunto, existe sempre um outro elemento do
mesmo conjunto que € o maior do que o elemento dado. Sao definidas as operacdes de adicéo,
multiplicacdo e subtracdo, assim como a relacéo de ordem total. O teorema do completamento
do conjunto dos numeros reais e uma breve digressdo sobre a representacdo decimal infinita

de um namero real finalizam o capitulo.






21

1. O CONJUNTO N DOS NUMEROS NATURAIS

Este capitulo apresenta trés construgcdes para 0s nimeros naturais.

1.1 0 CONJUNTON={1,2,3,..} DOS NUMEROS NATURAIS :
UMA INTRODUCAO ELEMENTAR.

Uma introducdo elementar do conjunto N ={ 1,2, 3, ..} dos nimeros naturais
consiste em axiomatizar a sua existéncia assim como a existéncia das operacdes binarias
internas de adicdo e de multiplicacdo definidas para todos os elementos de N e elencar as
propriedades da adicdo e da multiplicacdo como segue.

OconjuntoN={1,2,3,..} dos nimeros naturais € um conjunto fechado em relacao
as operacOes binérias internas de adicdo e de multiplicacdo no sentido de que dados dois
ndmeros naturais a e b, a soma a + b de a e b nesta ordem e o produto ab de a e b nesta ordem
sd0 numeros naturais e sao validos os seguintes postulados.

Dados os nimeros naturais a , b e ¢, valem as propriedades:

Nl) @a+b)+c=a+(b+c) propriedade associativa da adi¢ao

N2) (ab)c = a(bc) propriedade associativa da multiplicacdo
N3)a+b =Db+ a propriedade comutativa da adi¢do
N4) ab = ba propriedade comutativa da multiplicacao

N5) a(b+c) =ab+ac  propriedade distributiva da operacdo de multiplicacéo
em relacdo a operacdo de adicédo.

N6) Existéncia do elemento neutro para a operacdo de multiplicacdo: o nimero natural
1 tem a propriedade de que para cada numero natural a

la = a.

N7) Axioma da tricotomia: dados nimeros naturais a e b, uma e exatamente uma das
afirmac0es € verdadeira:

Q) a + x = b para algum niimero natural x

(2) a=b

(3) a=Db+yparaalgum niamero natural y

N8) Principio da indu¢do matematica

Seja um subconjunto A de N com as propriedades

1 1eA
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2 SeneAentdon+1€eA
Entilo A=N.
O axioma da tricotomia € uma ferramenta adequada na demonstracdo da lei do

cancelamento da operacdo de adicdo.

TEOREMA 1.1.1 LEI DO CANCELAMENTO DA OPERACAO DE ADICAO
(a) Dados os numeros naturaisa, b e c,
sea+c=Db+centdio a=b
(b) Dados os numeros naturais a, b e c,
sec+ta=c+bentdoa="b
(c) Dados os numeros naturaisa, b e c,

sea+c=c+bhentdoa=h.

Prova (a)
Pelo axioma da tricotomia, apenas uma e somente uma afirmacao abaixo é verdadeira:
(1) Existe um namero natural d talquea=b +d
(2) Existe um nimero natural e tal que d =a + e
(3)a=b
No caso (1), a=b +d para algum namero natural d. Da hipotese,
atc=b+c
por substituicdo
(b+d)+c=b+c
(b+c)+d=b+c
pela associatividade e pela comutatividade da adi¢cdo de nUmeros naturais
Entdo,b+c=b+c
(b+c)+d=b+c
0 que contraria 0 axioma da tricotomia.
Como o caso (2) é analogo ao caso (1), resta a = b.
Os casos (b) e (c) séo provados a partir do caso (a) utilizando a comutatividade da
adicdo de nimeros naturais.
O axioma da tricotomia também é utilizado na demonstracdo da lei do cancelamento

da operagéo de multiplicagéo.
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TEOREMA1.1.2 LEI DO CANCELAMENTO DA OPERAQAO DE
MULTIPLICACAO.

(a) Dados os numeros naturaisa, b e c,

seac =bhc, entdo a=h.

(b) Dados os numeros naturais a, b e c,

se ca =ch, entdo a = b.

Prova (a)

Caso exista um numero natural d tal que a=b + d, e pela hipdtese de que ac = bc, por
substituicdo, segue que:

(b+d)c=bc
e pela distributividade da multiplicacdo em relacdo a adicéo

bc +dc = bc

Entéo bc = bc

bc +dc = bc
0 que contraria 0 axioma da tricotomia.

Como o caso em que b = a + d para algum numero natural d é analogo, resta apenas o
casoa=nh.

A prova de (b) é consequéncia logica da prova de (a) pela comutatividade da

multiplicacdo de nimeros naturais,

Consequéncia: O numero natural 1 € o Unico numero natural com a propriedade de que:
al = a para cada numero natural a.
Caso existam um numero natural X e um ndmero natural a de modo que
ax=a=al,

pela lei do cancelamento da multiplica¢do, x = 1.
12 A RELAQAO DE ORDEM EM N={1,2,3,..}.

Dados o0s numeros naturais m, ndiz-se quemeé menor do quen, e escreve-
se m <n, para significar que existe p € N tal quen = m + p. Neste caso, diz-se, também,
quené maior do queme escreve-sen>mpara exprimir que se temm<n. A

notagdo m < n significa que m < n ou m = n. Por definicdo, tem-se, portanto, m <m + p, para
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quaisquer m, p € N. Em particular, m<m+ 1. Segue-se que 1<n para todo namero
natural n # 1. Esta afirmagdo pode ser provada pelo principio da inducdo matemaética,
definindo A={neN:n=1oun>1}

O ndmero natural a € menor ou igual ao nimero natural b ou o nimero natural b é
maior ou igual ao nimero natural a ( em simbolos, a < b ou b > a ) tem o significado de que

oua=boua<hb.

A relagdo de ordem natural < no conjunto dos numeros naturais goza das seguintes
propriedades ( de verificacdo imediata)

(a) reflexiva: para cada nimero naturala, a<a

(b) antissimétrica: dados os nimeros naturaisae b,sea<beseb<aentdoa=Db

(c) transitiva: dados os numeros naturaisa, b, c,sea<beseb<centdoa <c.

TEOREMA 121 LEIDATRICOTOMIA
Dados os nimeros naturais a e b, uma e uma s6 das seguintes afirmacdes € verdadeira:
() a<hb (2)a=b (3)a>b

Prova: Imediata a partir do axioma da tricotomia.

Os resultados seguintes sédo de demonstragdo imediata.

TEOREMA 1.2.2 COMPATIBILIDADE DA RELACAO DE ORDEM COM A
OPERACAO DE ADICAO E COM A OPERACAO DE MULTIPLICACAO.
Dados 0s nimeros naturaisa, b, c e d.
(@) Sea<bh,entdoa+c<b+c e c+a<c+h.
(b) Sea<besec<d,entdioa+c<b+d.
(c)Sea+tc<b+cousec+ta<c+b,entdoa<h.
(d)Sea+b<c+desec=<a,entiob<d.
(e) Sea<h, entdo ac < bc e ca < cbh.
() Sea<besec<d,entdoac < bd.
(g) Seac <bcouseca<ch,entdoa<bh.

(h) Seab<cdesec<a,entiob<d.

Prova (c)

Da hipdtese ¢ + a < ¢ + b, existe um niimero natural d tal que
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(cta)+d=c+b
ou
c+(a+d)=c+b
pela associatividade da adicdo de numeros naturais e, entéo,
a+td=Db
pela lei do cancelamento da operacao de adigdo e que ¢ a definigdo de a < b.

Prova (g)
Da hipotese ca < cb, segue a existéncia de um namero natural d tal que
catd=cb
casoa=bh, ca=ca

catd=caouca<ca
0 que contraria 0 axioma da tricotomia
caso a > b, existe um namero e tal que
a=b+e
e da igualdade ca + d = cb por substituicdo
c(b+c)+d=cb

ou cb+(ce+d)=cb
0 que resulta que cb=cb
cb<ch

0 que é contraria 0 axioma da tricotomia.

Resta apenas entdo a<b.

TEOREMA 1.2.3  Se a é um nimero natural, entdo ndo existe um namero natural b tal que
a<b<a+l
Prova

Caso exista um numero natural b tal quea<b <a+ 1, como a < b, existe um nimero
natural x tal queb=a+x e, comob <a+ 1, existe um nimeroytalquea+1=Db+y. Assim
a+x+y=a+ 1. Pelalei do cancelamento da adigéo, X + y = 1 0 que significa que x < 1. Isto

é uma contradic¢do. Portanto, ndo existe um namero natural b tal quea<b <a + 1.
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1.3 O CONJUNTO N DOS NUMEROS NATURAIS: UMA
CONSTRUCAO ATRAVES DOS POSTULADOS DE PEANO.

O conjunto de postulados mais conhecido para a construgdo de nimeros naturais foi
publicado pelo matematico italiano Giuseppe Peano em 1889.

Uma redacdo dos cinco postulados de Peano é a seguinte:

Existe o conjunto N dos nimeros naturais com as seguintes propriedades:

P1) 1 € N, isto é, 1 € um ndmero natural.

P2) Para cada nimero natural n, existe e € Unico o nimero natural n* sucessor do
ndmero natural n.

P3) Dados 0s nUmeros naturais m e n com a propriedade de que os sucessores de m e

de n sdo iguais, isto €, se

entéo
m=n
P4) O namero natural 1 ndo é sucessor de nenhum namero natural.
P5) Principio da indu¢do matematica.

Seja A um subconjunto de N com as propriedades

(1) 1€ A
(2) Sen€eA,entdion' €A.
Entdo A = N.

Definigdo 1.3.1

O numero natural 2 é definido como o sucessor do nimero natural 1.
O numero natural 3 é definido como o sucessor do nimero natural 2.
O numero natural 4 é definido como o sucessor do nimero natural 3.

E assim por diante para os demais numeros naturais.
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1.4 A OPERACAO DE ADICAO NO CONJUNTO N DOS
NUMEROS NATURAIS:

A partir dos postulados de Peano, a adicdo de nimeros naturais é, agora, definida e

nao é mais um axioma.

A operacdo de adi¢do no conjunto dos nimeros naturais € uma operacao binaria que
associa a cada par ordenado de niumeros naturais 0 nimero natural soma dos nimeros naturais
do par ordenado dado ( pelo teorema abaixo, a soma de dois numeros naturais € um ndmero

natural).

Para cada numero natural n, o nimero natural soma n + 1 das parcelas n e 1 nesta

ordem ¢é definido como o nimero natural sucessor do nimero natural n, isto é,
n+1=n"

Dados nimeros naturais m e n, definido o nimero natural soma m + n das parcelas m
e n nesta ordem, o nimero natural soma m + n* das parcelas m e n* nesta ordem é definido
como o numero natural sucessor do nimero natural soma das parcelas m e n nesta ordem, isto

e,
m+nt=(m+n)t

TEOREMA 1.4.1 A operacdo binéria interna fechada de adi¢do de nimeros naturais é
bem definida: dados nimeros naturais m e n, existe 0 nimero natural soma m + n das parcelas

m e n nesta ordem.
Prova
Fixado um ndmero natural m, seja A={ n € N: m + n € N }. Entdo,

1) 1€ Aporgue m+ 1=m", o sucessor natural do nimero natural m cuja

existéncia é assegurada pelos postulados de Peano.

2 Hipotese de inducdo: se n € A entdo, por hipdtese, existe 0 nimero natural
soma m + n das parcelas m e n. O objetivo é mostrar que n* € A, ou seja, é provar a

existéncia do nimero natural soma m + ( n*) das parcelas m e n*. Para tanto, por definicédo

m+n"=(m+n)*
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que é o numero natural (m + n)* sucessor do nimero natural soma m + n cuja existéncia

é garantida pela hipotese de inducéo.

TEOREMA 142 PROPRIEDADE ASSOCIATIVA RESTRITA PARA A
OPERACAO DE ADICAO
Dados dois numeros naturais a e b, vale a igualdade:
(a+b)+1=a+((Mb+1)
Prova

Para nimeros naturaisaeb, a+b*=a+(b+1)=(a+b)" =(a+b)+ 1

TEOREMA 1.43 PROPRIEDADE ASSOCIATIVA DA OPERACAO DE ADICAO.
Dados nimeros naturaisa, b e c.
(@+b)+c=a+(b+0c).
Prova
Fixados os nimeros naturais dados a e b, seja
A={neN:(a+b)+n=a+(b+n)}.
Entéo:
i) 1 € A, porgue pelo teorema da associatividade restrita a operacdo de adicao
(a+b)+1=a+(b+1)
ii) Se n € A por hipétese (a + b) + n = a + (b + n)e o objetivo é mostrar que n* € A
=(a+b)+n*=
=(@+b)+(n+1) =
=[@+b)+n]+1=
=la+(b+n]+1=
=a+[(b+n)+1] =
=a+[b+(n+1)]=

=a+(b+n*).

Em conclusdo, se n € A entdo n* € A e, pelo principio da inducdo matematica,

A =N e a propriedade associativa da adi¢ao é valida para 0s numeros naturais.
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TEOREMA 144 PROPRIEDADE COMUTATIVA DA OPERAQAO DE ADIQAO.
Dados dois numeros naturais a e b,
a+b=b+a.
A prova necessita do seguinte lema.
LEMA1.4.1
Dado um namero natural a,
a+1=1+a.
Prova
SejaA={neN:n+1=1+n},
Entdo:
)} 1eA porquel+1=1+1
i) se n € A por hipétese n + 1 =1 + n e o0 objetivo é mostrar que n* € A.
n“+1=
=(n+1)+1=
=(1+n)+1= (porque n € A)
=1+(n+1)=
=1+n".
pela propriedade associativa da operacao de adi¢do pelos nimeros naturais.
Em conclusdo, se n € A entdo n* € A e, pelo principio da inducdo matematica,

A =N e o lema estd demonstrado.

Prova do teorema
Fixado o nimero natural a, sejaA={neN:a +n=n+a}
Entéo:
)} 1€ Aporquepelolemal+a=a+1.
i) se n € A por hipétese a + n =n + a e o0 objetivo é mostrar que n* € A.

a+n"=a+(n+1)=

=(@a+n)+1= (associatividade da adicéo)
=(n+a)+1l= (‘hipotese de inducgéo)
=n+(a+l)= (‘associatividade da adicéo)
=n+(l+a)= (lema)

=(n+1)+a= (associatividade da adicéo)

=n*+a
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Em conclusdo, se n € A entdo n* € A e, pelo principio da indu¢do matematica, A =N

e a propriedade comutativa da adicdo é valida para os numeros naturais.

1.5 A OPERACAO DE MULTIPLICACAO NO CONJUNTO N
DOS NUMEROS NATURAIS:

A partir dos postulados de Peano, a multiplicacdo de dois numeros naturais m e n nesta

ordem ¢ agora definida e ndo € mais um axioma.

A operacdo de multiplicacdo no conjunto dos nimeros naturais € uma operac¢éo binaria
que associa a cada par ordenado de nimeros naturais 0 nimero natural produto dos nimeros
naturais do par ordenado dado ( pelo teorema abaixo, o produto de dois niUmeros naturais €

um namero natural).

Para cada nimero natural n, o produto n - 1dos fatores n e 1 nesta ordem é definido
igual a n, isto &,
n-1=n.
Dados dois nimeros naturais m e n, definido o nimero natural produto dos fatores m
e n nesta ordem, o produto m - n+ dos fatores m e n+ ¢é definido como o numero natural soma
das parcelas: a primeira parcela é o produto dos fatores m e n nesta ordem e a segunda parcela
€ 0 numero natural m, isto é,

m-nt=m-n+m.

TEOREMA 15.1 A operac¢do binaria interna fechada de multiplicacdo de nimeros
naturais é bem definida: dados dois nimeros naturais m e n, existe o0 niamero natural produto

m - n dos fatores m e n nesta ordem.
Prova
Fixado um ndmero natural m seja A={n € N: m-n € N }. Entdo

1) 1 € A porque por definiciom-1=m.



31

2 Hipotese de inducéo: Se n € A, por hipbtese o produto m - n dos fatores m e n

nessa ordem é um nimero natural.

O objetivo é demonstrar que n* € A, ou seja, que o produto m - (n*) é um nlmero

natural. Para tanto, por definicéo,

m-nt=m-n+m.

TEOREMA 152 PROPRIEDADE DISTRIBUTIVA RESTRITA DA OPERACAO
DE MULTIPLICACAO EM RELACAO A OPERACAO DE ADICAO.
Dados dois nimeros naturais a e b
a(b+1)=a-b+a.

Prova

Para nimeros naturaisaeb,ab*=a(b+1)=ab+a.

TEOREMA 1.5.3 EXISTENCIA DO ELEMENTO NEUTRO PARA A OPERACAO
DE MULTIPLICACAO.
Para cada nUmero natural a, 1-a=a.
Prova
SejaA={neN:1-n=n},
Entdo:
Q) leAporquel-1=1.
(i)  sen €A, entdo por hipotese 1 - n =n.

O objetivo é mostrar que n* € A.

In"=1(n+1)=
=1l-n+11= (distributividade restrita)
=n+l= (‘hipdtese de indugéo )
=nt

Em conclusdo, se n € A entdo n* € A e, pelo principio da indugcdo matematica,

A =N e 0 teorema esta provado.
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TEOREMA 154 PROPRIEDADE DISTRIBUTIVA DA OPERA(;AO DE
MULTIPLICACAO EM RELACAO A OPERACAO DE ADICAO.

Dados nimeros naturaisa, bec

(1) a(b+c)=a-b+ac

(2 (b+c)a=b-a+ca

Prova (1)
Fixados os nimeros naturais a e b, seja
A={neN:a(b+n)=a-b+na}.
Entéo:
() leAporquea(b+1)=a-b+a-1
pela propriedade distributiva restrita da operacdo de multiplicacdo em relacdo a operacéo de
adicdo para nUmeros naturais.
(i)  Sen € Aentdo, por hipotese,
a(b +n) = ab + na.
O objetivo é mostrar que n* € A.
a(b+n")=a[b+ (n+1)]

=a[(b+ n)+1] (associatividade da adicao)
za(b+n)+a (distributividade restrita)
=(@b+an)+a (hipotese de inducao)
=ab+(na+a) (associatividade da adicao)
=zab+a(n+1) (distributividade restrita)
=ab+an*.

Em conclusdo, se n € A, entdo n* € A e, pelo principio da inducdo matematica,

A =N e aprovade (1) esta completa.

Prova (2)
Fixados os numeros naturais b e c, seja
B={(b+c)n=bn+cn}
Entdo
()1eBporque(b+c)l=b+c
(ii) Se n € B entdo, por hipotese,

(b+c)n=bn+cn
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O objetivo é mostrar que n* € B.
(b+c)(n")=(bO+c)(n+1)

=(b+c)n+(b+c)=
=(bn+cn)+ (b +c)=
=[(b-n+cn)+b]+c=
=[bn+(cn+b)]+c=
=[bn+(b+cn)]+c=
=[(bn+b)+cn]+c=
=(bn+b)+(cn +c)=
=b(n+1)+c(n+1)=
=bn* +cn".

Em conclusdo, se n € B entdo n* € B ¢, pelo principio da inducdo matematica,

B = N e a prova de (2) estd completa.

TEOREMA 155 PROPRIEDADE ASSOCIATIVA DA OPERACAO DE
MULTIPLICACAO.

Dados nimeros naturaisa, b ec

(ab)c = a(bc).

Prova

Fixados os nimeros naturais a e b, seja

A ={n e N:(ab)n = a(bn)}.
Entdo
(ab)(n+1)=(ab)n+(ab)l propriedade distributiva

=za(bn)+ab= hipétese de inducéo
=za[bn+n] = propriedade distributiva
=a[b(n+1)].

Em conclusdo, sen € A ,entdon + 1 € A e, pelo principio de inducdo matematica,

A =N e a prova do teorema esta completa.

TEOREMA 156 PROPRIEDADE COMUTATIVA DA OPERA(}AO DE
MULTIPLICACAO PARA NUMEROS NATURAIS
Dados nimeros naturais a e b
ab =b-a.
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Prova
Fixado um ndmero natural a, seja
A={neN:an=na}.
Entdo
)} leAporquea-1=1-a=a.
i) se n € A entdo, por hipGtese an = na.

O objetivo é mostrar que n* € A.

+

—an* =
za(n+1)= propriedade distributiva
zan+al= hip6tese de inducédo
—ant+a= propriedade distributiva
=nata=

=(n+1)a= propriedade distributiva
=n"a

Em conclusdo, se n € A entdo n* € A e, pelo principio da indugdo matematica,

A =N. O teorema esta provado.

16  ARELACAO DE ORDEMEM N={1,2,3,..}.

Dados os numeros naturaism, ndiz-se que mé menor do quen, e escreve-
se m < n, para significar que existe p € N tal que n =m + p. Neste caso, diz-se também que n é
maior do que m e escreve-se n > m para exprimir que se tem m < n. A notacdo m < n significa
que m < noum = n. Por defini¢do, tem-se, portanto, m < m + p para quaisquer m, p € N. Em
particular, m<m+ 1. Segue-se também da definicdo que 1<n para todo numero
natural n#1.

O numero natural a € menor ou igual ao numero natural b ou o nimero natural b é
menor ou igual ao numero natural a (em simbolos, a < b ou b > a ) tem o significado de que
oua=boua<h.

A relacdo de ordem natural < no conjunto dos nimeros naturais goza das seguintes
propriedades ( de verificagdo imediata)

(a) reflexiva: para cada nimero naturala, a<a

(b) antissimétrica: dados os numeros naturaisaeb,sea<beseb<aentdoa=Db

(c) transitiva: dados os numeros naturaisa, b, c,sea<beseb<centioa <c.



35

1.7 ALEIDATRICOTOMIA PARA O CONJUNTO DOS
NUMEROS NATURAIS N= {1,2,3,..}.

A lei da tricotomia para o conjunto dos nimeros naturais é demonstrada a partir dos

postulados de Peano através dos seguintes resultados.
TEOREMA 1.7.1 ParacadanumeronaturalneN={1,2,3,..},n*# n.
Prova

SejaA={neN:nt#n}
Entdo

i) 1 € A, porque 1% # 1 (pelos postulados de Peano, 1 ndo é sucessor imediato de
namero natural algum).

i) Se n € A entdo, pela definicdo do conjunto A, n+ # n.
O objetivo é mostrar que n* € A. Cason™ +1=(n+1)" =n + 1 =n" entdo, pelos postulados
de Peano,n+1=n"=n, 0 que contradiz a hip6tese de n € A . Portanto, se n € Aentdon* €

A e, pelo principio da inducdo matematica, A = N e o teorema esta provado.

TEOREMA 1.7.2 Se m e n sdo numeros naturais, entdo m + n # n.
Prova
Fixado um nimero natural m, seja

A={neN:m+n+n}
Entéo
i) 1€ A, porque m"=m + 1 # (1 pelos postulados de Peano, 1 nédo é sucessor imediato
de nimero natural algum).
i) Se n € A entdo, pela definicdo do conjunto A, m + n # n.
O objetivo é mostrar que n* € A. Caso m + n* = (m + n)" = n* entdo, pelos postulados de
Peano, m+n=n, oque contradiza hipbtese de n € A . Portanto, se n € A entdion* € A

e, pelo principio da indugdo matematica, A = N e o0 teorema esta provado.

TEOREMA 1.7.3 Se m e n sdo nimeros naturais entdo m + n # 1.
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Prova

Caso existam dois numeros naturaism e n cujasomam+n=1,entdo 1 <n, pela
definicdo de desigualdade, o que contradiz o resultado de que 1 <n para cada numero

natural n. O teorema esté provado.

TEOREMA 1.7.4  Paracadanimeronaturalne N={1,2,3,..},0un=1ou existe d

eN={1,2,3,..} talquen=1+d.
Prova

Cason=1,n#d+=d+ 1 para cada nimero natural d. Caso exista um nimero natural

dtalquen=1+d=d+, entdo n # 1 pelos postulados de Peano. O teorema esta provado.

TEOREMA 1.7.5 A LEI DA TRICOTOMIA PARA O CONJUNTO DOS
NUMEROS NATURAIS N={1,2,3,..} .

Dados 0s nimeros naturais m e n, uma e uma sé das seguintes afirmacoes é verdadeira:
(H)m<n 2)m=n (3)Ym>n

Prova

Se a afirmacdo (1) é verdadeira, as afirmac@es (2) e (3) séo falsas: de fato, caso exista
um ndmero natural d tal que n =m + d # m, 0 que mostra que a afirmacéo (2) € falsa; caso a
afirmacdo (3) é verdadeira, existe um nimero natural ¢ tal que m =n + ¢, e por substituicéo,

n=n+ (c+d), o que contradiz um dos teoremas anteriores. E assim a afirmacéo (3) € falsa.
Se a afirmacao (3) é verdadeira, as afirmacdes (1) e (2) sdo falsas por analogia.

Se a afirmacdo (2) é verdadeira, as afirmacdes (1) e (3) sdo falsas: de fato, caso a
afirmacdo (1) é verdadeira existe um nimero natural d tal que n=m + d =m, o que contradiz
um dos teoremas anteriores e assim a afirmacédo (1) é falsa assim como a afirmacéo (3) por

analogia é falsa.
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1.8 O CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAISN ={0,1,2,..}:
UMA CONSTRUCAO A PARTIR DO AXIOMA DO INFINITO.

O que é um numero natural ?
NUmeros naturais sdo conjuntos.
O numero natural zero indicado pelo simbolo 0 € definido como o conjunto vazio @

( 0 qual nédo possui elemento algum)

0=0
O namero natural um, indicado pelo simbolo 1, € definido como o conjunto
1=0uU{0} = {0}

(que € um conjunto unitario cujo Unico elemento € o conjunto vazio )
Entéo
1={0}
O numero natural dois, indicado pelo simbolo 2, é definido como o conjunto
2 ={g}u{{0}} = {0, {0}
Entdo
2={0,1}
O namero natural trés, indicado pelo simbolo 3, € definido como o conjunto
3={0.{o}}u{o.{o}p
= {0,{0}.{0, {0}
Entéo
3={0,1,2}
E assim por diante.
A existéncia do conjunto infinito dos naturais N ={0,1,2,3,... } ainda ndo esta
assegurado apesar das definicdes dos nimeros naturais zero, um, dois, trés, ...
Para garantir a existéncia do conjunto N = { 0, 1, 2, ... } dos nUmeros naturais é preciso

0 seguinte axioma do infinito.

Axioma do infinito

Existe um conjunto X com as propriedades
(1) 9eX
(2) sex€X,entdox U {x} € X.
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A listagem de alguns elementos do conjunto X é dada na sequéncia
9 eX
PuU{p}={0} X
{p}u {{0}} € X
Um conjunto X com as propriedades
1) 9 eX

é denominado um conjunto sucessor.

Por definicéo, o conjunto N = {0,1,2, ...} dos numeros naturais é definido como a
intersecdo (ndo vazia pelo axioma de infinito) de todos os conjuntos sucessores. Como
intersecdo de todos 0s conjuntos sucessores, 0 conjunto dos nimeros naturais também é um

conjunto sucessor.
Por definicdo, o nimero natural n* denominado sucessor imediato do ndmero natural

n, é igual a

n* = nu {n}

Em particular, pela definicao,

1=0%
2=1%
3=2%

e assim por diante.

TEOREMA 1.8.1 Para cada nimero natural n, n* = 0

Prova
Se n é um nGmero natural n* = n U {n} e entdo n € n* enquanto que o ndmero

natural zero é o conjunto vazio (que nao possui elemento algum).

TEOREMA 1.8.2 PRINCIPIO ZERO DE INDUCAO MATEMATICA
Seja A um subconjunto do conjunto N ={0,1,2, ...} dos nimeros naturais com as
propriedades:
(1)0e A
(2)sen € A,entiont € A
EntitoA=N={0,1,2,..}.
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Prova

Por hipdtese, A € um conjunto sucessor contidoem N={0,1, 2, ...}. Logo, N por
ser intersecdo de todos 0s conjuntos sucessores, N c A.

SeAcNeN c Asegue A=N.

TEOREMA 1.8.3 Dados nimeros naturais m e n, se 0s sucessores imediatos m*de m e

n*de n sdo iguais, ou seja, se m* = nTentdom E noum = n

Prova
Por definicdo e por hipotese
m"=m U{m}=n U{n}=nt
Comom € m*,m € n*. Entdo ou
m=n
ou
men
NUmeros naturais sdo entdo conjuntos transitivos ( Um conjunto X é um conjunto

transitivo quando e somente quando para cada x € X, {x} c X), pelo teorema a seguir.

TEOREMA 1.8.4 Todo nimero natural n € um conjunto transitivo.

Prova

Pelo principio da indugdo matematica, seja A o subconjunto do conjunto dos nimeros
naturais N={0,1,2,...} constituido pela totalidade dos numeros naturais que sdo
conjuntos transitivos.

Entéo

Q) 0 € A por vacuidade.

(i) Hipdtese de inducdo: Se n € A por hipotese, n € um conjunto transitivo.

O objetivo é mostrar que o sucessor imediato n™ de nimero natural n é um conjunto
transitivo.

m € n

Ent&o pelo teorema anterior ou
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ou
m=n
Se m=n, mé um conjunto transitivo pela hipttese de indugéo, porque n € um conjunto
transitivo.

Sem € n entdo m c n porque n é um conjunto transitivo pela hipotese de inducdo e
assim:
mcncnt
Em conclusdo, se n € A entdo n* € A.
Pelo principio de indugdo matematica
A=N={0,1,2,..}

e, portanto, todo nimero natural € um conjunto transitivo.

TEOREMA 1.8.5 Dados nimeros naturaismen, se m* = n* entiom =n

Prova

Por hipétese m* = n™.

Como
nent=nun
neEm"=mum
e assim ou
n eEm
ou
n=m
Analogamente
m € n
ou
m=n

Na hipétese dequen em e m € n, como m e n sdo conjuntos transitivos,
naocm
mocacn

O que prova a igualdade entre 0s nimeros naturais m e n.
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OconjuntoN={0,1,2, ..} dos nimeros naturais definido como intersecdo nao
vazia de todos 0s conjuntos sucessores satisfaz 0s cinco postulados de Peano P1 a P5 a seguir
como ficou demonstrado nos teoremas anteriores.

P1)0 € N.

P2)Sen € Nention®t € N.

P3) Paracadan € N,n" # 0.

P4) Principio da indugdo matematica.

Seja A um subconjuntode N={0, 1,2, ... } com as propriedades

1) O0eA
(2) SeneA,entdion* € A.
Entio A=N.

P5)Sen,m € Nesen® = m*, ention = m.

TEOREMA 1.8.6 PRIMEIRO PRINCIPIO DE INDUQAO MATEMATICA
Seja A um subconjuntode N={0,1, 2, ...} com as propriedades:
0) 1eA.
(i) SeneAention+1eA,
entio A={1,2,3,4,..}.

Prova
SejaB={neN:n+l1l€e A}cN={0,1,2,..}
Entdo B satisfaz as hipdteses do principio de indu¢do matematica.
(1 0eB porque 0+1=1€A.
(i)  SeneB pordefinicdo de B, n + 1 € A e, pela hipotese (ii) sobre o conjunto
A, (n+1)+1€Aoqueprovaque n+1e B, pela definicdo de B.
EntéloB={0,1,2,..} e A={1,2,3,... }.

TEOREMA 1.8.7 SEGUNDO PRINCIPIO DE INDUCAO MATEMATICA
Seja A um subconjuntode N={0,1, 2, ...} com as propriedades
0] 2€A.
(i) SeneA,ention+1€A.
EntétoA={2,3,4,..}.
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Prova
SejaB={neN:n+2e€ A}cN={0,1,2,..}
Entdo B satisfaz as hip6teses do principio da indu¢do matemaética.
Q) 0eBporque0+2=2€A.
(i) SeneB,entdion+1€B.
EntiloB={0,1,2,..}eA={2,3,4,...}.

TEOREMA 1.8.8 PRINCIPIO DE INDUCAO COMPLETA

Seja A um subconjuntode N={0,1, 2, ...} com as propriedades
0] l1eA.

(i) Sel,2,...,neA,ention+1€A.
EntitoA={1,2,3,..}.

Prova

SejaB={neN:1,2,3,..,neA}.

Entdo B satisfaz as hipdteses do primeiro principio da indu¢do matematica.

Q) 1 € B porque, por definicdo de B, 1 € A.

(i)  SeneB,pordefinicdodeB,1,2,3,...,n € Ae, pelahipotese (ii) do conjunto
A n+leA Comol,2,3,..,n+1€A, peladefiniciodeB, n+1€B.

Pelo primeiro principio da inducdo matematica,

B=A={1,2,3,..}.

TEOREMA 1.89 TEOREMA DA RECURSAO

Sejam X um conjunto, x, € X e f uma fungdo definida no conjunto X com valores em
X. Entéo existe uma Unica funcdo F definida no conjunto N ={ 0,1, 2, ... } dos nimeros
naturais com valores em X com as propriedades:
1) F@0) = xq.
(2)  Paracada numero natural n
F(n™) = f[F(n)].

Prova
A funcgdo F a ser construida definidaem N={0, 1,2, ..} com valores em X é um

subconjunto do produto cartesiano N x X com as propriedades:
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Q) (0,x0) €F.
2 Para cada nimero natural n existe um elemento x € X tal que
(n,x) €F.
(3 se(n,x;)€Fese(n,x,) €F, em que n é um nimero natural e x; e x,
sdo elementos de X, entdo x; = X,.
(4) se(n,x)€Fentdo (n* f(x)) €F.

Prova da existéncia da funcéo F.

Seja U o conjunto de todos os subconjuntos Y c N x X tais que:

0] (0,x0) €Y.

(i) se(n,x)€Y ,entdo (n, f(x)) €Y.

O conjunto U é ndo vazio pois N x X € U e a intersecdo de elementos de U é um
elemento de U.

A funcédo F € definida como a intersecdo de todos os elementos de U e, portanto, F
satisfaz as propriedades (i) e (ii) acima. Resta mostrar que:

(ili)  Para cada numero natural n existe um elemento x € X tal que

(n,x)€EF.

(iv) Se(n,x;) €F ese (n,x,) €F, em que n € um nimero natural e x, e X,
sdo elementos de X, entdo x; = X, .

Seja A o subconjunto do conjunto N={0, 1, 2, ... } dos niUmeros naturais constituido
por todos 0s numeros naturais n com a propriedade de que (n,x) € F para um Unico elemento
x € X . Entéo,

0 nmero natural 0 € Aporque (0, x,) EF ese (0,x,) E Fese (0, x;) € Fcom
Xo # X1, Seja F \{(0,x,)}; assim

() (0,x) €F\{(0,x;)}

@) Se(n,x)eF \{(0,x;)} entdo (n,x) € F, oqueimplica que

(n*,f(x)) €F

ecomon® # 0

(n*,f(x)) # (0, x1)

e, em consequéncia,

(n*,f(x)) € F\{(0, x;)}.

Como F é a intersecéo de todos os subconjuntos Y de U,
Fo FANX{(0,x)},
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0 que é uma contradicdo ao fato de que (0,x,) €F.
Admitindo que n € A (hipbtese de inducdo), o objetivo é mostrar que n™ € A. Ao
assumir a existénciade y € X comy # f (x), tal que (n*,y ) € F, segue que
(n,x) € Fimplicaque (n*,f(x)) € F.
(n*, y) €eFcomy # f(x)
Entdo seja
F{(n", y)}
e assim,
(0,x0) € F {(n*,y)} pois n* # 0.
Para um numero natural m e um elemento z € X com
(m,z) € F(n",y)
implica que
(m,z) € F
0 que implica
(m*,f(z)) € F.
Dois casos a considerar:
@ m*=n*
() m*=n*
Em (a) m* # n™, (m*,f(z)) # (nt,y)
(m*,f(z)) € F\{(n",y)}
Em (b) m* = nTimplicam = ne (m,z) = (n,z) 0 que acarreta
(m*,f(z)) = (n*,{(2))
e, como (n*,f(x)) € F,
f(x) = f(z)
e
(m*,f(z)) = (n*,f(x)) € F(n*,y).
Como F é a intersecédo de todos os subconjuntos Y de U,
F cF (n%,y)}
0 que € uma contradigdo por admitir que
(n*t,y)€F cF (nt,y)} comy # f(x).
Pelo principio da inducdo matematica, A=N={0,1,2, .. }. A construcdo da

funcdo F, com as propriedades (1), (2), (3) e (4) esta completa.
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Prova da unicidade da fungéo F.

Sejam F e G funcdes definidas para todos os nimeros naturais com valores em X
satisfazendo (0, x,) €F, (0, x,) € G e para cada nimero natural n.
F(n*) = f[F(n)]

G(n™) = f[G(n)]
SejaB={neN:F(n)=G(n)}.
Assim,
(i) 0 e B pois F(0) =x, = G(0)
(i) Hipotese de inducéo: se n € B por hipdtese F(n) = G(n) o que implica

F(n") = f[F(n)] = f[G(n)] = G(n™)

equent € B.
Pelo principio da inducdo matematica, B=N={0,1, 2, ... } e as fungdes F e G séo

idénticas.

Observacdo:

Seja f uma funcdo injetora definida para todos os elementos de X com valores em X,
de modo que x, ndo é um elemento do conjunto de valores de f. Entdo a funcéo F do teorema
da recursdo também € injetora no sentido de que se m e n sdo nimeros naturais com F(m) =
F(n), entdo, m=n.

Caso m =0 e caso n = 0 ndo h& o que provar e se n = 0 é tal que F(n) = F(0) entdo n
é 0 sucessor imediato de um nimero natural k ou sejan = k* e

F(0) = xo = F(n) = f(k) = {[F(K)]
0 que é uma contradicdo pois x, ndo é elemento do conjunto de valores de F

Conclusdo: se F(n) = F(0) entdo n = 0.

Admitindo que para nimeros naturais m e n F(m*) = F(n), se n =0, F(m*) = F(0)
entdo m* =0, 0 que é uma contradicdo; se n # 0, n é sucessor imediato de um ndmero natural
k, ou seja n = k* e F(m*) = F(n) = F(k™) = f[ F(m)] = f[ F(k)] e por f ser uma funcéo

injetora, F(m) = F(k). Pela hipétese de inducdo: m=k em* =k* =n.
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1.9 A OPERACAO DE ADICAO NO CONJUNTO DOS
NUMEROS NATURAIS VIA TEOREMA DA RECURSAO

Seja m um numero natural e seja f a funcdo sucessor imediato definida para todos o0s

valores naturais, ou seja, para todo nimero natural n, f(n) = n*.

O teorema da recursdo garante a existéncia e a unicidade de uma funcéo F,, definida

emN =1{0,1,2,3, ...} com valores naturais de modo que Fm (0) =m e

Fm (n*) =[ Fm(n)]* para cada nimero natural n.

A operacdo de adicdo de nimeros naturais € definida como segue: dados nimeros
naturais m e n, a operacao de adi¢do associa ao par ordenado ( m, n) a soma m + n dos
ndmeros naturais m e n nesta ordem que é definida como o nimero natural Fm(n) ou seja, m

+n = Fm (). Em outras palavras, para numeros naturais me n
m+0=Fn(0)=m
m+n*=Fn (n) =[Fm (M]"=(m+n)"

Em particular para cada nimero natural n, o sucessor imediato n* de n é igual a

n* = n + 1 lembrando que, por defini¢do, 1 = 0*.

TEOREMA 1.9.1 PROPRIEDADES DA OPERACAO DE ADICAO

(a) Para cada nimero natural n, n* =1 + n em que o ndmero natural 1 é definido

como 0.
(b) Para cada nimero natural n,0+n=n.
(c) Lei associativa da operac¢do de adicdo: dados os nimeros naturais m, n e k
(m+n)+k=m+(n+Kk).
(d) Lei comutativa da operacao de adicdo: dados os nUmeros naturais m e n,

m+n=n+m.



47

Prova de (a)

SejaA={neN:n*=1+n} Entdo 0 € A porque 0*=1=1+ 0, lembrando que

para cada numero natural m, m + 0 = m. Se n € A entdo, pela definigdo de A,
n“=1+n
e 1+n"=(1+n)"=(""

0 que demonstra que n* € A. Pelo principio da inducdo matemaética, A = N e a prova de (a)

esta completa.

Prova de (b)

SejaA={neN:0+n=n} Entdo 0 € A porque 0 + 0 =0, lembrando que para

cada nimero natural m, m + 0 = m. Se n € A entdo, pela definicdo de A,
0O+n=n
e 0+n"=(0+n) =n",

0 que demonstra que n* € A. Pelo principio da inducdo matematica, A = N e a prova de (b)

esta completa.

Prova de (c)
Fixados os nimeros naturais m e n nesta ordem, seja
Apn={keN:(m+n)+k=m+(n+Kk)}.

Entdo 0 € A, porque (Mm+n)+0=m+n=m+ (n+0), lembrando que para cada
ndmero natural m, m +0 =m. Se k € A, entdo, pela definicdo de A,
(m+n)+k=m+(n+Kk)

(m+n)+kt=[(m+n)+k]'=[m+(n+k)]" =m+(n+k)"=m+(n+k"),
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o0 que demonstra que k* € A,,,. Pelo principio da indugdo matematica, A, = N e a prova

de (c) esta completa.

Prova de (d)

Fixado o nimero natural m, seja Aj,={ne€N:m+n=n+m}Entdo0 € Ay,
porque m + 0 =m =0 + m, lembrando que para cada niUmero naturalm,m+0=me

pelo item (b) 0 + m =m. Se n € A, entdo, pela definicéo de Ay, .

m+n=n+m

m+nt=(m+n)" = (defini¢do de adicdo de nUmeros naturais)
= (n+m)" = (utilizando a igualdade anterior)
=1l+(n+m)= (item (a))
=(1+n)+m= (associatividade da operacédo de adigdo
=n*+m (item (a))

0 que demonstra que n* € A,,. Pelo principio da indugdo matematica, A, = N e a prova de

(d) esta completa.

1.10 A OPERACAO DE MULTIPLICACAO NO CONJUNTO N
DOS NUMEROS NATURAIS VIA TEOREMA DA RECURSAO.

Seja m um numero natural e seja a fungdo g, definida para todos os nimeros

naturais com valores naturais: para cada namero natural n, g, (N) =n+m.
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O teorema da recursédo garante a existéncia e a unicidade de uma funcéo G, definida
para todos 0s nimeros naturais com valores naturais com as propriedades G,,(0) =0 e para

cada nimero natural n, G, (n") = gm ( G (N))

A operacdo de multiplicacdo para nimeros naturais € definida como segue: dados
nUmeros naturais m e n, a operacao de multiplicacdo associa ao par ordenado ( m, n) o
produto mn dos fatores naturais m e n nesta ordem definido como o ndmero natural G, (n).

Em outros termos, m0 = G,,,(0) = 0 e para cada nUmero natural n
Gm(n*) = gn[Gp(n)] = mn + m
ou seja, por definicdo

mn* = G,(n) + m=mn + m

TEOREMA 1.10.1 PROPRIEDADES DA OPERACAO DE MULTIPLICACAO.
(a) Para cada numero natural n, On = 0.
(b) Para cada nimero natural n, 1n = n.

(c) Leis distributivas da operacdo de multiplicacdo em relacdo a operacédo de adicao:

dados os nimeros naturais m, n e k,
cl) m(n+k) =(mn+mk)
c2) (n+k)m= nm+km
(d) Lei associativa da operacao de multiplicacdo: dados os nimeros naturais m, n e k,
(mn)k = m(nk)
(e) Lei comutativa da operacdo de multiplicagdo: dados os numeros naturais me n,
mn = nm
Prova de (a)

SejaA={neN:0n=0} Entdo 0 € A porque 0-0 = 0 lembrando que para cada

namero natural n, N0 = 0. Se n € A entdo pela definigdo de A, On = 0 e por definic¢do
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On*=0n+0=0n=0

0 gque mostra que n*e A . Pelo principio da inducdo matematica, A = N e a prova esta

completa.
Prova de (b)

SejaA={neN:1n=n} Entdo 0 € A porque 1-0 = 0 lembrando que para cada

namero natural n, N0 = 0. Se n € A entdo pela definigdo de A, 1n = n e por defini¢do
Int=1n+1l=n+1=n%,

0 que mostra que n*€ A . Pelo principio da inducdo matematica, A = N e a prova de (b) esta

completa.
Prova de (c1)

Fixados os nimeros naturais m e n nesta ordem, seja
App={keN:m(n+k) = mn+mk }
Entdo 0 € A, porque m(n +0) = mn= mn+ m0 lembrando que para cada
ndmero naturalm, m+0=m em0 = 0.Se k € A, entdo, pela definicdo de Ay,
m(n+k) = mn+mk
m(n+k")=m(n+Kk)" definicdo de adicdo
=m(n+k) +m definigdo de multiplicacédo
=(mn+mk) +m definicdo de A
=mn+ (mk +m)  associatividade da adi¢do
=mn + mk* definicdo de multiplicacédo

0 que demonstra que k* € Ap,,,. Pelo principio da indugdo matematica, A,,,, = N e a prova

de (c1) esta completa.

A prova de c2 é analoga.
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Prova de (d)
Fixados 0s nimeros naturais m e n nesta ordem, seja
Apn={keN:(mn)k=m(nk)}

Entdo 0 € A, porque (mn)0 =0 = m(n0) , lembrando que para cada nimero natural m,

m0 = 0.Se k € A, entdo, pela definicdo de A,

(mn)k = m(nk)

(mn)k* = (mn)k +mn defini¢cdo de multiplicagéo
= m(nk) +mn definicdo de A
=m (nk +n) distributividade da multiplicacdo
= m(nk*) definigdo de multiplicacdo

Prova de (e)

Fixado o nimero natural m, seja Ap,={n €N :mn=nm}, entdo 0 € A,, porque
mO0 =0 = 0m, lembrando que para cada nimero natural m, m0=0e0m =0. Sen € A, entdo,

pela definicdo de A,.
mn =nm
mn*f=mn+1l)=mn+m=nm+m=(n+1)m=n"m

0 que mostra que n* € A,,,. Pelo principio da inducdo matematica, A, = N e a prova de (e)

esta completa.

1.11 A RELACAO NATURAL DE ORDEM NO CONJUNTO
N={0,1,2,..} DOS NUMEROS NATURAIS

Dados numeros naturais m e n o significado de m < n (leia m é menor ou igual a n

ou n é maior ou igual a m) é que:
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m=n ou men.
A relacdo bindriaRcem N={0,1, 2, ... } definida por
R.={(mn):m<n}
é uma relacdo de ordem total em N ou seja R. tem as propriedades:
Reflexiva: para cada numero natural n, n < n (verificagdo imediata)

Antissimétrica: dados os nimeros naturaismen,sem<n e sen<mentilom=n
(sem<nesen<mentdlom=noumENenEmMenNestecasomc nenc mo que

implica novamente que m = n)
Transitiva: dados os nUmeros naturaism,nep,sem <nesen<pentdlom<p
Prova da propriedade transitiva
Com as hipdteses de que m < n e n < p, ha quatro possibilidades a considerar:

(1) menenep oqueresultamenencpequemep
(i) menen=p oqueresultamep
(ili) m=nenep oqueresultamep

(iv. m=nen=poqueresultam=p

Em todos os casos, m < p.

TEOREMA 1.11.1 Dados 0s numeros naturais m e n, se m < n entao existe um Unico

namero natural d tal que n =m +d.
Prova

Sem<n entilooum=nenestecasod=0 ou menem<no que implica que
m"<n.Sem"<nentdooum*=m+1=n eneste caso d =1 oum* € n o que implica que
mt<n.Sem*<nentdlo(M+1)"<n.Se(M+1)"<nentdoou(M+1) " =m+1"=m+2

=nenestecasod=2ou (m+1)" =m + 2 <n. Continuando o processo um numero finito de



53

vezes porgue n é um conjunto finito, esta provado que se m < n entdo existe um Unico nUmero

natural d tal que n =m + d.

TEOREMA 1.11.2 A LEIDATRICOTOMIA

Dados os numeros naturais m e n, uma e somente uma das afirmacdes é verdadeira

() m<n (2)m=n (3 m>n
Prova

Idéntica a demonstracao da lei da tricotomia ( teorema 1.6.5).

As propriedades contidas no teorema seguinte sdo de verificacdo imediata.
TEOREMA 1.11.3 Dados os numeros naturais m, n e p entédo

(@Sem=nentdo m+p=n+pemp=np

(b)Sem<p entiom+n<p+n

(c)Sem<p esen#0entdo mn < pn

(dSem+p<n+pousemp<npentdo m<n

(e) Lei do cancelamento da operacgéo de adicdo: Sem+n=m+pentdion=p

(F) Lei do cancelamento da operacdo de multiplicacdo: Semn=pn e sen#0

entdo m = p.

TEOREMA 1.11.4 A LEI DA INTEGRIDADE DO CONJUNTO DOS NUMEROS
NATURAIS.

Dados 0s numeros naturaism € n,semn =0entdiooum=00oun=0.

Prova

Se m é um ndmero natural diferente de zero entdo como mn = mO pela lei do

cancelamento da operacéo de multiplicaggdon =0 .
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TEOREMA 1.11.5 Para cada nimero natural n, 0 < n
Prova

SejaA={neN:0<n} Entdo 0 € A porque 0 < 0 pela propriedade reflexiva da
relacdo de ordem. Se n € A entéo pela definicdo de A, 0 < n e de n € n+ segue que n < n+;
pela propriedade transitiva da relacdo de ordem, 0 < n+. Pelo principio da inducédo

matematica, A = N e o teorema esté provado.

TEOREMA 1.11.6 Dados 0s nimeros naturais m e n, se n < m ( 0 que significa que n é

menor ou igual a m e n é diferente de m) entdo n+ < m.
Prova

Fixado o numero natural m, seja Ap,={neN:m<n=m+<n} Entdo 0 € A,
porque 0 & A, € equivalente a dizer que m < 0 e que m+ ndo é menor ou igual a 0, o que €
uma contradi¢do: m < 0 significa que m € 0 mas 0 € o conjunto vazio. Se n € A, entdo, pela
definicdo de A,,, m < nimplica m+ <n.Sem < n+entdom € n+,ouseja MEN oum=
n; caso ocorra a igualdade m+ = n+ e no caso m € n segue que m < n, e entdo M+ < n < n+.

Pelo principio da indu¢cdo matematica A, = N e o teorema esta provado.

Para cada enumeracdo do conjunto dos nimeros naturais existe uma relacao de ordem
total no conjunto dos numeros naturais associada a enumeracdo dada, no sentido que m <n
tem o significado de que m precede n na enumeracdo considerada. Por exemplo na
enumeracao2,4,6,8,..,0,...,11,9,7,5,3, 1, 0 nimero natural 8 ¢ menor do que o

ndmero natural 3.

TEOREMA 1.11.7 PRINCIPIO DA BOA ORDENACAQO

Seja A um subconjunto ndo vazio do conjunto N={0,1,2,... } dos numeros
naturais. Entdo existe em A o elemento minimo no sentido de que existe um elemento m € A

tal que para todo elementoae A, m < a.

Prova
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Admitindo-se a existéncia de um subconjunto ndo vazio A do conjunto dos nimeros

naturais que ndo admite a existéncia do elemento minimo, seja
B={neN={0,1,2,..n<aVvVacA}

Entdo A e B sdo subconjuntos disjuntos do conjunto dos numeros naturais e 0 € B
porque 0 < n para todo numero natural n; se n € B, por definicdo de B, n<a Va€eA e
n & A por hipotese (n € A significa que n é o elemento minimo de A). Portanto,n <aVvVa €
A eem consequéncian® <a Va e Amasn* ¢ A (n* € A significa que n+ é o elemento
minimo de A). Assim, se n € B entdo n* € B. Pelo principio da inducdo matematica, B=N e
BN A=@.AssimA =@ o que é uma contradicdo pois A é ndo vazio por hipotese. O principio

da boa ordenacdo para o conjunto N dos nimeros naturais esta provado.

1.12 RELACAO DE DIVISIBILIDADE NO CONJUNTO N DOS
NUMEROS NATURAIS:

O ndmero natural n é um maltiplo do numero natural m, indicado pelo simbolo m | n,
quando e somente quando o nimero natural n for o nimero natural produto do nimero natural
m por algum outro nimero natural ou, equivalentemente, o0 nimero natural m é um divisor
natural do namero n quando e somente quando existir um namero natural p de modo que n €
0 numero natural produto dos fatores m e p, isto €, n = mp

A relacdo de divisibilidade R4 no conjunto dos nimeros naturais € definida por:

Ri={(n,m):3peN:n=mp}

A relacdo de divisibilidade Rq definida em N x N é uma relagdo binaria de ordem
parcial no conjunto dos nimeros naturais por possuir as propriedades reflexiva, antissimétrica
e transitiva e de modo algum é compativel com as operacGes de adi¢do e de multiplicacdo no
conjunto N dos numeros naturais.

A relacdo de divisibilidade Rq € uma relacéo binaria reflexiva porque para cada nimero
natural n n | n em vista de que 1n =n.

A relacdo de divisibilidade Rq € uma relacdo binaria antissimetrica porque dados 0s
ndmeros naturais m e n, se m | nesen | m entdo m = n.

A relagdo de divisibilidade Rq € uma relacdo binaria transitiva porque dados 0s

numeros naturaism,nep,sem|nesen|p ,entdom|p.
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Os numeros naturais primos sdo 0s nimeros naturais p cujos unicos divisores sdo 1 e
p. Os numeros naturais primos séo os 4tomos na relacéo de divisibilidade devido ao teorema

fundamental da aritmética abaixo.

TEOREMA 1.12.1 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA
Todo numero natural n maior ou igual a 2 é produto de numeros primos nao
necessariamente distintos entre n, ou seja, existe um nimero natural r e nUmeros primos pz,

P2, ..., Pr € NUmeros primos e, €z, ..., er, tais que

pi1<p2<..<pr

n=pp22.. pr’r

Prova

A demonstracdo do teorema fundamental da aritmética é baseada no principio da
inducdo matematica completa.

Seja A o subconjunto dos numeros naturais n de modo que n + 1 é produto de numeros
naturais primos ndo necessariamente distintos.

Entéo

(i) 1 € Aporque 1 + 1 =2 & um namero natural primo.

(i)sel,2,..,neAentdon+ 1€ A porque ou n + 2 é um nimero primo € a
demonstracdo estd completa ou n + 2 € um ndmero composto no sentido de que existem
nameros naturais a e b com

n+2=ab
e com
a,be{2,3,..,n+1}

Pela hipotese de inducdo, a e b sdo produtos de numeros naturais primos nao

necessariamente distintos e n + 2 = ab , entdo também é produto de nimeros naturais primos

nao necessariamente distintos.
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TEOREMA 1.12.2 PROPRIEDADE ARQUIMEDIANA DO CONJUNTO DOS
NUMEROS NATURAIS,
Dados o0s numeros naturais m e n, existe um nimero natural k talque km>n e

( k + 1) um ndmero natural tal que (k + 1)m > n.

Prova

Admitindo-se que, para cada numero natural € {1,2,3,..}Im<n,o0
subconjunto A do conjunto dos ndmeros naturais constituido pela totalidade dos
numeros naturais k tal que k > Im é ndo vazio pois n € A e, pelo principio da boa
ordenacdo, admite um minimo no € A e de no > Im para cada nimero natural e segue
queno>mequeno—megA.

O que significa que existe um namero natural lo tal que no—m < lom ou
no < (lo + 1), 0 que é uma contradi¢do ( no > Im para cada numero natural I'). Portanto,
existe um nimero natural k tal que km > n e existe um nimero natural k + 1 tal que

(k+1)m>km=>n.
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2. O CONJUNTO Z DOS NUMEROS INTEIROS .

O conjunto Z dos nimeros inteiros € construido a partir do conjunto N = {0, 1, 2, 3,
4,5, 6, 7,8, ..} dos numeros naturais.

O que é um numero inteiro? NUmeros inteiros sdo subconjuntos ndo vazios do produto
cartesiano N x N, isto €, niUmeros inteiros sdo conjuntos cujos elementos sdo pares ordenados
de numeros naturais. Para ser mais preciso, nimeros inteiros sdo classes de equivaléncia de
uma relacdo binaria de equivaléncia especifica definida no conjunto N x N (uma relacéo
binaria no produto cartesiano N x N é um subconjunto ( N x N ) x ( N x N ) e uma relacédo
binaria de equivaléncia é uma relacao binaria reflexiva, simétrica e transitiva).

A relacdo binaria de equivaléncia (R) sobre o conjunto N x N, cujas classes de

equivaléncia sdo numeros inteiros, é definida por:
R={((a,b),(c,d):a ,b,c,deN:a+d=b+c} c(NxN)x(NxN).

em que a operacdo de adicdo na defini¢do de relacdo binéria é a operacdo de adi¢do nimeros

naturais.

A relacdo binaria R no conjunto N x N é de fato uma relacdo de equivaléncia, por ser
uma relagdo binéria reflexiva, simétrica e transitiva no conjunto N x N.
Os numeros inteiros sdo entdo definidos a seguir.
O ndmero inteiro 0 é a classe de equivaléncia segundo R do elemento
(0,0) € NxN, ou seja:

0={(h,m)eNxN:((n,m),(0,0)eR}
={(n,m)ENXN:n+0=m+0}
={(n,n):neN}
={(0,0),(21,1),(2,2),(3,3),.. }

O numero inteiro 1 é a classe de equivaléncia segundo R do elemento
(1,0)€e NxN,ouseja:

1={(n,m)eNxN:((n,m),(1,0))eR}
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={(h,m)eNxN:n+0=m+1}
={(n+1,n):neEN}
={(1,0);(2,1);(3,2);(4,3),..}

O namero inteiro — 1 ¢ a classe de equivaléncia segundo R do elemento
(0,1)e NxN, ouseja:

-1={(n,m)eNxN:((n,m),(0,1)eR}
={(n,m)eENXxN:n+1=m+0}
={(n,n+1):neN}
={(0,1):(1,2):(2,3);(3,4),..}

O numero inteiro 2 é a classe de equivaléncia segundo R do elemento
(2,0) e NxN, ou seja:

2={(n,m)e NxN:((n,m),(2,0))eR}
={(n,m)e NxN:n+0=m+2}
={(n+2,n):neN}
={(2,0);(3,1);(4,2);(5,3),..}.

Desse modo, 0 nimero inteiro — 2 ¢é a classe de equivaléncia segundo R do

elemento (0,2)e NxN, ouseja:

-2={(n,m)eNxN:((n,m),(0,2))eR}
={(h,m)ENXN:n+2=m+0}
={(n,n+2):neN}
={(0,2);(1,3);(2,4);(3,5),.. }

Generalizando, para cada nimero inteiro m em que um dos representantes segundo R
é o par ordenado de nimeros naturais (a, b ), o numero inteiro —m é definido como a classe
de equivaléncia segundo R do par ordenado de numeros naturais ( b, a ). A definicdo é
independente do representante segundo R escolhido para o nimero inteiro.
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21 A OPERACAO DE ADICAO NO CONJUNTO Z DOS
NUMEROS INTEIROS.

Dados dois nimeros inteiros mie mz , cujos representantes sdo: (a1, b1) e (a2, b2)
em que a1, by, a2, b2 € N, respectivamente, 0 numero inteiro mz + mz, soma das parcelas mi e
mz, € 0 numero inteiro, que é uma classe de equivaléncia segundo R, cujo representante € o
par ordenado (a: + a2, b1 + b2 ) pertencente a N x N. Em que a operacdo de adi¢cdo em cada
elemento do par ordenado é a operacédo de adicdo de nimeros naturais.

A defini¢do da soma mi+ m2 de dois nimeros inteiros m1 e mz é independente da
escolha dos representantes dos nimeros inteiros mi e mo.

De fato, se (a1, b1) e (c1, d1 ) sdo representantes do nimero inteiro my e se (az, b2)

e (c2, d2) sdo representantes do numero inteiro mo.
(art+a,bi1+b2),(c1tc2,di+d2) ER
tendo em vista que:
(ar+a2)+(di+d2)=(b1+b2,c1+c2)
pois, por hipdtese:
((a1,b1),(c1,d1)) €R , ouequivalentemente a1 +d; =bs + s
ou

((a2,b2),(c2,d2)) €R , ouequivalentemente a +d> = bz +ca.

Em conclusdo, o nimero inteiro m1+ m2 soma de dois niimeros inteiros mi e mz esta

bem definido.

TEOREMA 2.1.1 PROPRIEDADE ASSOCIATIVA DA OPERACAO DE ADICAO.
Dados 0s nimeros inteiros mz, mz e ms, entdo (M1 + mz) + mz = ma + (M2 + ma)
Prova
Sejam os pares ordenados de nudmeros naturais ( ai , b1), (a2, b2) e (a3, b3)

representantes dos nUmeros inteiros mi, m2 e ms respectivamente. Entdo um dos
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representantes dos ndmeros inteiros m: + mz2 € mz2 + ms Sdo respectivamente 0s pares
ordenados dos numeros naturais (ar + a2, b1 +b2)e (a2 +as, b2+ bs) ;e um dos
representantes dos numeros inteiros (mi1 + mz) + ms e m1 + (M2 + ma) Sdo respectivamente o0s
pares ordenados dos numeros naturais

((ar+a) +as, (bi+b2)+b3)e(ar+(az+az), bi+(bz2+bs))
e estes pares ordenados de numeros naturais sao iguais pela associatividade da operagdo de
adicdo de nimeros naturais.

A prova da associatividade da operacao de adicdo de numeros inteiros esta completa.

TEOREMA 2.1.2 PROPRIEDADE COMUTATIVA DA OPERACAO DE ADICAO.
Dados 0s numeros inteiros mi1, mz entdo mi + mz=mz + m
Prova
Sejam os pares ordenados de nimeros naturais ( a1, b1) e (a2, b2) representantes dos
ndmeros inteiros mi e mz respectivamente. Entdo um dos representantes dos numeros inteiros
mi1 + m2 e m2 + m1 s8o respectivamente os pares ordenados dos numeros naturais (a: + az,
b1 +bx)e(a +ar, b2+ by);eestes pares ordenados de nimeros naturais sao iguais pela
comutatividade da operagdo de adi¢do de nUmeros naturais.

A prova da comutatividade da operacdo de adicdo de nimeros inteiros esta completa.

TEOREMA 2.1.3 EXISTENCIA DO ELEMENTO NEUTRO DA OPERACAO DE
ADICAO.

Para cada nimero inteirom, m+0=m.
Prova

Seja o par ordenado de numeros naturais (a, b ) um dos representantes segundo R
do nimero inteiro m e seja (0, 0) um dos representantes segundo R do nimero inteiro
zero. Entéo

(a+0,b+0)=(a,b)

O par ordenado de numeros naturais (a+ 0, b+ 0) é um dos representantes do nimero

inteiro m + 0 e o par ordenado de nimeros naturais (a, b ) € um dos representantes do

ndmero inteiro m. Portanto, m + 0 = m.
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TEOREMA 2.1.4 EXISTENCIA DO ELEMENTO INVERSO ADITIVO OU
ELEMENTO SIMETRICO DA OPERACAO DE ADICAO.

Para cada nimero inteiro m , o0 nimero inteiro soma das parcelas inteiras me —m é
igual ao numero inteiro 0.
Prova

Seja o par ordenado ( a, b ) de nimeros naturais um representante segundo R do
namero inteiro m. Entdo o par ordenado ( b, a ) de nimeros naturais € um dos representantes
segundo R do nimero inteiro — m porque o par ordenado de numeros naturais (a+b,a+b)
=(a,b)+(b,a ) éumdos representantes segundo R do numero inteiro soma das parcelas
inteiras m + (—m ) e é também um dos representantes segundo R do nimero inteiro 0. Portanto

m+(-m)=—m+m=0.

2.2 AOPERACAO DE MULTIPLICACAO NO CONJUNTO Z DOS
NUMEROS INTEIROS.

Dados dois numeros inteiros mi1 e mz que sdo classes de equivaléncia segundo R, cujos
representantes sdo os pares ordenados de ndmeros naturais ( a1 , b1 ) e (a2, b2 )
respectivamente, 0 nimero inteiro mz - mz produto dos fatores inteiros mi1 e mz € a classe de

equivaléncia segundo R cujo representante é o par ordenado de nimeros naturais:
(aa2 + biby , aiby + biaz)
em que as operagdes de adicdo e multiplicacdo sao relativas a numeros naturais.

A definicdo do nimero inteiro produto mi - mz dos nimeros inteiros mi e mz é
independente da escolha dos representantes dos numeros inteiros m1 e mz que sao classes de
equivaléncia segundo R.

De fato, sejam os pares ordenados ( a1 , b1 ) e ( c1, di ) de nimeros naturais
representantes do nimero inteiro m: e sejam os pares ordenados (a2, b2) e (¢c2, d2 ) de

nUmeros naturais representantes do numero inteiro mz; como
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{(a1,b1);(c1,di1)}eR,istoé,ar+di=b1+cC1
e como
{(az,b2);(c2,d2)}eR,istoé,az+do=h2+ ¢
logo
{(aia2 + bib2 , aib2 + biaz ) ; (cic2 + didz , €1d2 + dic2 )}
sdo elementos de R, pois
aidz + bibz + c1dz + dico = aih + biaz + cic2 + did2
em vista de que:
(ar+d1) (a2+d2)=(b1+c1) (b2+c2)

(ar+di) (b2+c2)=ar+b2 +ar+cz.

TEOREMA 221 PROPRIEDADE ASSOCIATIVA DA OPERAC}AO DE
MULTIPLICACAO.

Dados 0s numeros inteiros mi, mz e ms, entdo (Mimz)ms = m1(mzms)
Prova

Sejam os pares ordenados de numeros naturais ( ai , b1), (a2, b2) e (a3, b3)
representantes dos numeros inteiros mi, m2 e ms respectivamente. Entdo um dos
representantes dos nimeros inteiros mimz e m2ms séo respectivamente os pares ordenados
dos numeros naturais ( aiaz + bibz , aibz + axb1 ) e (‘azas + bobs , a2bs + ash2 ); e um dos
representantes dos ndmeros inteiros (mimz)ms e mi(mzms) Sdo respectivamente os pares
ordenados dos numeros naturais

((a1a2 + bib2)as + (a1h2 + a2b1)bs , (aiaz + bibz)bs + as(aibz + azbi))

e (a1(azas + babs) + bi(azbs + ashz) , ai(azbs + ashy) + (azbs + ashz)bi)
e estes pares ordenados de numeros naturais séo iguais pelas propriedades das operagdes de
adicdo e de multiplicacdo de numeros naturais.

A prova da associatividade da operacdo de multiplicacdo de numeros inteiros esta

completa.

TEOREMA 222 PROPRIEDADE COMUTATIVA DA OPERACAO DE
MULTIPLICACAO.
Dados 0s nuUmeros inteiros mi, mz entdo mimz = mama

Prova
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Sejam os pares ordenados de nimeros naturais ( ai , b1) e (a2, b2) representantes dos
nameros inteiros m1 e mz respectivamente. Entdo um dos representantes dos nimeros inteiros
mimz e mzmz S&o respectivamente os pares ordenados dos nimeros naturais ( aiaz + biby
aiby + aob1 ) e (‘azay + bobi , axbs + aih, ); e estes pares ordenados de nimeros naturais sao
iguais pela comutatividade das operac6es de adicdo e de multiplicagdo de nUmeros naturais.

A prova da comutatividade da operacdo de multiplicacdo de numeros inteiros esta

completa.

TEOREMA 2.2.3 EXISTENCIA DO ELEMENTO NEUTRO DA OPERA(;AO DE
MULTIPLICACAO.

Para cada nimero inteirom, 1m = m.
Prova

Seja(a,b) um dos representantes segundo R do ndimero inteiro m e seja o par
ordenado de nimeros naturais ( 1, 0 ) um dos representantes segundo R do nimero inteiro
um. Entdo o par ordenado de numeros naturais (a, b ) € um dos representantes segundo R do
namero inteiro produto dos fatores inteiros 1 e m e é também um dos representantes segundo

R do nimero inteiro m. Portanto 1m = m.

TEOREMA 224 PROPRIEDADE DISTRIBUTIVA DA OPERACAO DE
MULTIPLICACAO EM RELACAO A OPERACAO DE ADICAO.
Dados 0s nimeros inteiros mi, mz e ms, entdo (M1 + M2)M3 = M1m3 + Mz2ms
Prova
Sejam os pares ordenados de nameros naturais ( a1 , b1), (a2, b2) e (‘a3 , bs)
representantes dos numeros inteiros mi, m2 e ms respectivamente. Entdo um dos
representantes dos numeros inteiros (mi+mz2), (M +mz)mz , mums, mams e (
mims + mzms) sdo respectivamente os pares ordenados dos nimeros naturais :
(a1 +az, b1 +hy)
((a1 +az2)az+ (b1 + bz )bz, (a1 +az)bz + (by + b2 )az)
(aaz + bibz, aibs + asb1)
(@zas + b2bs , azbs + ashz )
((a1a3 + bibs) + (azas + babs) , (acbs + asb1) + (azbs + ashz))
Um dos representantes do nimero inteiro (mz + mz2)ms € igual a um dos representantes do

namero inteiro ( Mims+ mz2mgs) e assim (M1 + M2)Ms = M1Mm3 + mams.
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A prova da distributividade da operagdo de multiplicacdo em relacdo a operagédo de

adicdo de nimeros inteiros estd completa.

2.3 A OPERACAO DE SUBTRACAO NO CONJUNTO Z DOS
NUMEROS INTEIROS.

Dados dois numeros mz1 e mz que sdo classes de equivaléncia segundo R, cujos
representantes sdo os pares ordenados de ndmeros naturais ( a1 , b1 ) e (a2, b2 )
respectivamente, o nimero inteiro mi1 — mz diferenca dos nimeros inteiros mz e mz € o nimero
inteiro, que € uma classe de equivaléncia segundo R cujo representante é o par ordenado de

ndmeros naturais
(ar+b2 ,a2+b1)
em que a operacdo de adicdo é referente a nUmeros naturais.

A defini¢do do numero inteiro diferenca mi — m2 do ndmero inteiro subtraendo mi e
do numero inteiro minuendo m2 é independente da escolha dos representantes dos nimeros
inteiros m1 e mz.

De fato, sejam os pares ordenados ( a1, b1 ) e ( ¢, di ) de ndmeros naturais
representantes do nimero inteiro my e sejam os pares ordenados (a2, b2) e (¢c2, d2 ) de

nameros naturais representantes do niumero inteiro mz; como:

{(a1,b1);(c1,d1)}ER,istoé, ai+di=bi+c;

e como

{(a2,b2);(c2,d2)}ER,istoé, a+da=h2+c
logo

{(ar+b2 ,a2+b1);(c1+d2 ,c2o+d1)}ER
visto que

(ar+bz)+(cot+di)=(az+h1) +(ca+d2)

PROPRIEDADE: Dados 0s nimeros inteirosmee mz, mi—mz=mz + (—mz).
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2.4 RELACAO DE DIVISIBILIDADE NO CONJUNTO Z DOS
NUMEROS INTEIROS.

O numero inteiro n é um multiplo do nGmero inteiro m, indicado pelo simbolo m | n,
quando e somente quando o nimero natural n é o numero inteiro produto do nimero inteiro
m por algum outro numero inteiro ou equivalentemente, o nimero inteiro m é um divisor
inteiro do nimero n quando e somente quando existir um numero inteiro p de modo que n €

0 nUmero inteiro produto dos fatores m e p, isto é:
n=mp

A relacdo de divisibilidade Rq definida em Z x Z nédo é uma relagdo de ordem parcial
entre nimeros inteiros por possuir apenas as propriedades reflexiva e transitiva; a propriedade
antissimétrica no é valida em Ra poisse m|n em|nentdon =+m.

A relacdo de divisibilidade R4 entre numeros inteiros ndo é compativel com as
operacdes de adicdo e de multiplicacdo no conjunto Z dos nimeros inteiros.

Por exemplo:

2|10

4]12
ndo implica nem que (2 + 4 ) é um divisor de (10 + 12 ) e nem que (2 -4 ) é um divisor de
(10-12).

2.5 A RELACAO NATURAL DE ORDEM NO CONJUNTO Z
DOS NUMEROS INTEIROS.

Seja P 0 subconjunto dos numeros inteiros que sao classes de equivaléncia segundo R
dos pares ordenados de nimeros naturais em que o primeiro elemento do par ordenado é um
namero natural diferente de zero e o segundo elemento do par ordenado é o nimero natural
zero.

O subconjunto P dos nameros inteiros € um subconjunto fechado em relacdo as
operacdes de adicdo e de multiplicacdo de nimeros inteiros no sentido de que: se m € P e se

nePentio(m+n)ePemneP.
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O numero inteiro m é menor do que o nimero inteiro n indicado pela notagdo m<n
ou 0 numero inteiro n é maior do que o nimero inteiro m indicado pela nota¢gdo n > m quando
e somente quando existe um ndmero inteiro p pertencente ao subconjunto P tal que:

n=m+p

Em particular, o ndmero inteiro zero é menor do que qualquer ndamero inteiro
pertencente ao subconjunto P de numeros inteiros.

A sentenga m < noun>mem que m e n sdo numeros inteiros significa que ou m é
igual a n (indicado pelo simbolo m =n) ou que o nimero inteiro m é menor do que o nimero
inteiro n.

A relacédo candnica de desigualdade entre nimeros inteiros é a relagédo binaria de ordem

total R< ¢ Z x Z definida em Z X Z por :

R<={(m,n)EZXZ -m<n}

De fato, R< é uma relacdo binaria de ordem total no conjunto Z dos numeros inteiros
pois satisfaz as propriedades reflexiva, antissimétrica e transitiva.
O conjunto Z dos numeros inteiros € unido disjunta do conjunto P , do conjunto
unitario cujo Unico elemento € o nimero inteiro zero e do conjunto — IP em que
-P={ne€eZ:-neP}

TEOREMA 25.1 LEI DA TRICOTOMIA PARA O CONJUNTO DOS NUMEROS
INTEIROS.

Dados dois nimeros inteiros m e n, uma e somente uma das afirmaces € verdadeira:
(I)m=n (2)m<n (3ym>n.
Prova
Dados os nimeros inteirosmen,oum-n=0oum-ne—-Poum-neP.
Sem-n=0entiom=n.
Se m—n € — P entdo por definicdo m <n.

Se m—n € P entdo por definicdo m > n.
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A relacdo de ordem total R< sobre o conjunto dos nimeros inteiros é uma relagdo
binaria R< sobre Z com as propriedades: reflexiva, antissimétrica e transitiva, e é definida
também da seguinte maneira:

Sejamm,n €Z e(a,b)e(c,d) € NxN, representantes de m e n respectivamente,
tomados em suas respectivas classes de equivaléncia. Por definicéo,

(m,n)€eR< oumR<n quando e somente quandoa+d< b +c.

A definicéo da relacdo de ordem em Z é independente dos representantes da classe de

equivaléncia de m e dos representantes da classe de equivaléncia de n.

TEOREMA 252 COMPATIBILIDADE DA RELACAO DE ORDEM COM A
OPERACAO DE ADICAO.

Dados 0s nimeros inteirosm.n,peq.

(Sem<nentdlom+p<n+p

(ilSem<nesen<pentiom<p.

(ili)Sem<nesep<gentiom+p<n+q.

(iv)Sem<nesep>0entiomp<np.

(vV)Sem<nesep<0entdomp>np.

(viySem+p<n+pentdom<n.

(vii)Semp<npesep>0entiom<n.

(vili)Semp<npesep<Oentiom>n.

Faremos as provas de (vi) e (vii).
Prova de (vi)
m=m+0=m+(p+(-p))=(m+p)+(-p)<(n+p)+(-p)=n(pelahipotese
e pelo item (i)).
Prova de (vii)
Admitindon <me como p >0, np <mp peloitem (iv) o que contradiz a hipétese
mp < np. Admitindo m = n segue que mp = np o0 que contradiz a hipdtese mp < np. Pela lei

da tricotomia para o conjunto dos nimeros inteiros resta a alternativa m < n.



70

O conjunto Z dos ndmeros inteiros

TEOREMA 253 LEIS DO CANCELAMENTO PARA AS OPERACOES
BINARIAS DE ADICAO E DE MULTIPLICACAO NO CONJUNTO Z DOS
NUMEROS INTEIROS.

Dados 0s numeros inteiros m, n e p.
(Sem+p=n+pentdiom=n.

(i)Semp=npesep#0entdiom=n.

Prova de (i)
A prova de (i) € obtida adicionando — p a ambos 0s membros da equacgéo
m+p=n+p
Prova de (ii)
Sem perda de generalidade, admitindo que m < n, duas situagdes ocorrem: ou p >0
oup<0.Casop>0em<nsegue que mp<np.Casop<0em < nsegue que mp > np.

Por hipdtese mp = np e pela lei da tricotomia para o conjunto dos nimeros inteiros m = n.
TEOREMA 2.5.4 A LEI DA INTEGRIDADE DO CONJUNTO DOS NUMEROS
INTEIROS.

Dados os nameros inteirosm e n,semn =0entdooum=0oun =0.

Prova

Se m é um ndmero inteiro diferente de zero entdo como mn = mO pela lei do

cancelamento da operacao de multiplicacdon =0 .

TEOREMA 255 A REGRA DOS SINAIS NO CONJUNTO Z DOS NUMEROS
INTEIROS:

Dados os nimeros inteirosme n
(i) =m)n=m(-n)= —(mn)

(i) =m) (~=n) =mn.

Prova de (i)
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m(-n)+mn=m(—n+n)=m0=0=-(mn)+ mn e, pela lei do cancelamento no
conjunto dos nimeros inteiros para a operagdo de adi¢do, m (—n) =— (mn).
(m)n+mn=(-m+m)n=0b=0=-(mn)+ mn e, pela lei do cancelamento no

conjunto dos nimeros inteiros para a operacao de adi¢ao, (— m )n =— (mn).

Prova de (ii)
myEn+m(-n)=(-m+m)(-n)=0(-n)=0=mn+ m(-n) e, pela lei do
cancelamento no conjunto dos nimeros inteiros para a operagédo de adicéo,

(m)(=n)=mn.

2.6 A INCLUSAO DO CONJUNTO N DOS NUMEROS NATURAIS
AO CONJUNTO Z DOS NUMEROS INTEIROS.

Para cada numero naturalne N={0,1,2,3, ... } ¢ definido o valor j (n) da funcéo
inclusdo natural j no nimero natural n sendo igual ao nimero inteiro classe de equivaléncia
segundo R do par ordenado de nimeros naturais :

(n+1,1) oudo parordenado ( n, 0) com zero sendo considerado um nimero natural.

A funcdo inclusdo natural ou candnica j é uma funcdo cujo dominio € o conjunto N
dos numeros naturais e cujo conjunto de valores é a unido do subconjunto P com o
subconjunto unitario{0}de nimeros inteiros contido no conjunto dos nimeros inteiros Z.

A funcdo inclusdo natural j de N em Z é uma funcédo injetora e tem as seguintes

propriedades: dados dois nimeros naturais m e n,

(D) j(m+n)=j(m)+j(n),
(2) j (mn) = j(m)j(n)

A identificacdo entre 0 nimero natural n e 0 nimero inteiro j(n) e o fato de que a soma
de dois numeros naturais m e n é identificado como a soma dos numeros inteiros j(m) e j(n)
pela propriedade (1) da funcéo j e além disso o fato de que o produto de dois nimeros naturais
m e n é identificado como o produto dos nimeros inteiros j(m) e j(n) pela propriedade (2) da
funcgéo j faz com que o conjunto N dos nimeros naturais seja considerado um subconjunto do

conjunto Z dos nimeros inteiros o que ndo é verdadeiro, jaAque {j(n):ne N } c Z.
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TEOREMA 2.6.1 A UNICIDADE DA ORDENAQAO DO CONJUNTO DOS
NUMEROS INTEIROS.

Seja R uma relacéo binaria de ordem total no conjunto Z dos nimeros inteiros com as
seguintes propriedades:

(1) Lei da compatibilidade da relacdo binéria de ordem total R com a operacao de
adicdo: Dados os numeros inteirosm,nep,

se(m,n)eRentdo (M+p,n+p)eER

(2) Lei da compatibilidade da relacdo binaria de ordem total R com a operacéo de
multiplicacdo: Dados os niUmeros inteirosm, ne p,

se(m,n)eRese(0,p)eRentdo (Mp,np) ER.

3)(0,1)eR.

Entdo R ¢ a relacdo binaria de ordem total canbnica do conjunto Z dos nimeros
inteiros. Além disso, a relacdo binaria de ordem total candnica do conjunto Z dos nimeros
inteiros induz de ordem total canénica do conjunto N dos nimeros naturais.

Prova
Das propriedades (1) e (3) , para cada nimero natural n ,
(n,n+1)=(n+0,n+1)
é um elemento da relagdo binaria de ordem R . Portanto a relacdo de ordem total R no conjunto
dos nameros inteiros induz a relacdo de ordem natural no conjunto dos nimeros naturais: Para
cada numero natural n, (0, n) € R. Reciprocamente, se m é um ndmero inteiro pertencente
a
-P={ne€eZ:-neP}
Entdo m =-n para algum namero natural n diferente de zero: se (0, m)=(0,-n)éum
elementode R,como (0,n)eR,(-n,0)=(-n +0,—-n +n)€R.De
(0,—-n)eRe(-n,0)eR
vem a contradicdo de que n = 0. Estad demonstrado que para cada nimero inteiro m
(0,m)eRseesomenteseme{0,1,2,..}

A unicidade da relacéo de ordem total R no conjunto dos numeros inteiros compativel
com as operacdes de adicdo e multiplicacdo é demonstrada quando: para numeros inteiros
men,se(m,n)eR entio(n—-m)e{0,1,2,..} Defato, se(m,n)€ER entdo
(0,n—-m)=(m+(-m),n+(-m)) €R, oque é equivalente a afirmar que

(n-me{0,1,2,..}
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2.7 TRES PRINCIPI10S DA INDUCAO MATEMATICA NO CONJUNTO
DOS NUMEROS INTEIROS.

TEOREMA 2.7.1 PRIMEIRO PRINCIPIO
Seja A um subconjunto do conjunto Z dos nUmeros inteiros com as seguintes
propriedades:
()0 € A.
(ilseneA,entdlon+1€A.
(iii)sene A,entdlon-1 € A.
Entio A=7Z.

TEOREMA 2.7.2 SEGUNDO PRINCIPIO
Seja A um subconjunto do conjunto Z dos nUmeros inteiros com as seguintes
propriedades:
()0 € A.
(i)sene A,entdion+1€A.
(ili)sen € A,entdo —n € A.
Entio A=7Z.

TEOREMA 2.7.3 TERCEIRO PRINCIPIO
Seja A um subconjunto ndo vazio do conjunto Z dos nimeros inteiros com as seguintes
propriedades:
(i)seneA,ention+1€A.
(i)sen+1€A,entdon €A.
Entio A=7Z.

Prova do primeiro principio
Como0 € A,1=0+1€ A (propriedade (ii))
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O conjunto Z dos ndmeros inteiros

SejaAr={neN:neA} Entdo 1l € Aresen e A entdo n € A o que acarreta que
n+1eApeladefiniciode A, n+1€A.

SejaB={neN:1-neA}cN

Como0 e A, —1=0-1¢€ A (propriedade (iii)) e entdo, pela definicdo do conjunto
B, 1 € B, se n € B entdo pela defini¢do de B, — n € A e pela propriedade (iii)

—(n+1)=-n-1€A
O que implicaquen+1-n €B.

Pelo principio da inducdo matematica no conjunto dos nimeros naturais, com B tem
as propriedades

(hleB

(i)seneBentdion+1€B
segueque B={1,2, 3, ..} eemconsequéncia A contém todos os inversos aditivos de
todos os nimeros naturais.

Pela lei da tricotomia no conjunto Z dos nimeros inteiros, ou um ndmero inteiro é um
namero natural ou é o nimero inteiro zero ou é o negativo de um numero natural.

Em resumo, A =Z

Entio A1 ={1,2,3,... } e, em consequéncia, esta contido em A.



75

3. O CONJUNTO Q DOS NUMEROS RACIONAIS .

A construcdo do conjunto @ dos numeros racionais € obtida a partir da construcao do
conjunto Z dos nimeros inteiros.

O que é um numero racional?

NUmeros racionais sdo subconjuntos néo vazios do produto cartesiano Z X Z " em que
Z" é o conjunto dos nimeros inteiros diferentes de zero. Mais precisamente, 0s nimeros
racionais sdo classes de equivaléncia de uma relacéo binaria de equivaléncia especifica R no
conjunto Z x Z".

A relacdo binéria de equivaléncia R no conjunto Z x Z~ é definida por

R={((a,b),(c,d)) €Z xZ :ad=bc}c(ZXZ )X(ZXZ")
em que a operacao de multiplicacdo envolvida é referente a nUmeros inteiros.

O numero racional zero indicado pelo simbolo 0 é a classe de equivaléncia segundo R

do elemento
(0,1)EZXZ,
ou seja:
0={(0,1),(0,-1),(0,2),(0,-2),(0,3),(0,-3),...}

O numero racional um indicado pelo simbolo 1 é a classe de equivaléncia segundo R
do elemento

(1,1)EZXZ,
ou seja:
1={(1,1),(-1,-1),(2,2),(-2,-2),(3,3),(-3,-3),...}

Dados os niimeros inteiros p € q com q # 0 , o nlimero racional P ¢ definido como a
q

classe de equivaléncia segundo R do par ordenado de numeros inteiros ( p, g ) € 0s outros

representantes do numero racional P 4005 pares ordenados de numeros inteiros (a, b)) com
q

b #0 e com a propriedade de que aq = bp. Sem perda de generalidade, um dos representantes

segundo R do namero racional E é 0 par ordenado de nimeros inteiros (p, q) comq > 0.

Sem perda de generalidade, o nimero racional P ¢ definido como a classe de equivaléncia
q
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segundo R do par ordenado de nimeros inteiros (p,q) comq#0 ¢ p e q sem fatores
primos comuns.

Dado um numero racional m, que é classe de equivaléncia segundo R do par ordenado
de numeros inteiros (a, b ) com b # 0, o nimero racional — m é definido como a classe de
equivaléncia segundo R do par ordenado de nimeros inteiros (—a, b ).

Dado um numero racional m diferente do numero racional zero, que é classe de
equivaléncia segundo R do par ordenado de numeros inteiros (a,b)coma#0eb #0, o
ndmero racional m é definido como a classe de equivaléncia segundo R do par ordenado de

nameros inteiros (b, a).

3.1 A OPERACAO DE ADICAO NO CONJUNTO Q DOS
NUMEROS RACIONAIS:

Dados dois nimeros racionais mi e mz, que sdo classes de equivaléncia segundo R,
cujos representantes sdo respectivamente os pares ordenados de nimeros inteiros (ai,bi)e
(a2, b2) com by e by diferentes do nimero inteiro 0, 0 nimero racional m1 + m2 soma das
parcelas m1 e mz € definido como a classe de equivaléncia segundo R do par ordenado de
ndmeros inteiros:

(a1b2 + azby, bib2)

A definicdo da soma m1 + m2 de dois nimeros racionais mi1 € mz € independente da
escolha dos representantes dos ndmeros racionais mie mz. De fato, sejam (a1, b1) e
(c1, d1) pares ordenados de nimeros inteiros com b1 e di diferentes do ndmero inteiro 0
representantes segundo R do nimero racional m: e sejam (a2, b2) e (cz2, d2 ) pares ordenados
de nimeros inteiros com b, e d diferentes do nimero inteiro O representantes segundo R do
namero racional mz ; como:

{(ai,b1),(c1,d1)}eR
a1d: = bict
e como:
{(az2,b2),(c2,d2)} R
azdz2 = bacs
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segue que:

(ab2 + azb1 ) didz = bib2 (c102 + c2d1)
ou equivalentemente:

{ (a2 + azb1 bib2), (cid2 + cod1,did2) } ER
e que os pares ordenados de numeros inteiros

(aib2 + azb1 bib2) e (cidz + codi, did2)

sdo representantes segundo R do mesmo nimero racional.

TEOREMA 3.1.1 PROPRIEDADE ASSOCIATIVA DA OPERAC;AO DE ADIQAO.

Dados 0s numeros racionais mi, mz e ms, entao

(m1+ mg2) + mz=mz + (M2 + m3)

Prova

Sejam os pares ordenados de nimeros inteiros ( az , b1), (a2, b2) e (as, bs) com by, by
e bs nimeros inteiros ndo nulos, representantes dos ndmeros racionais mi, M2 € M3
respectivamente. Entdo um dos representantes dos nimeros racionais mz + mz e mz + ms séo
respectivamente os pares ordenados dos nimeros inteiros (aibz + azb1, bib2) e (azxbz + asb.
, b2b3) ; e um dos representantes dos numeros inteiros ( m1 + mz2) + m3 € m1 + (M2 + mM3)
sdo respectivamente os pares ordenados dos nimeros inteiros

((aih2 +azby ) bs + az (bib2 ) , (bib2)bs)

e (a1( b2bz) + (‘azbs + asb2)b1, b1 (‘habs))
e estes pares ordenados de nimeros inteiros sdo iguais pelas propriedades das operagdes de
adicdo e de multiplicacdo de numeros inteiros.

A prova da associatividade da operacdo de adicdo de nimeros racionais estd completa.

TEOREMA 3.1.2 PROPRIEDADE COMUTATIVA DA OPERACAO DE ADICAO.
Dados 0s nimeros racionais mie mz , entdo mi + mz = mz + mu
Prova
Sejam os pares ordenados de nimeros inteiros ( a: , b1) e (a2, b2) com by e b, numeros
inteiros ndo nulos, representantes dos nUmeros racionais mi e mz respectivamente. Entdo um
dos representantes dos nimeros racionais mi + mz e mz + mz sdo respectivamente 0s pares

ordenados dos numeros inteiros (aibz + azb1, bib2) e (abi + aibz, bobi); e estes pares
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O conjunto Q dos nimeros racionais

ordenados de nameros inteiros sdo iguais pelas propriedades das operacdes de adi¢do e de
multiplicacdo de nimeros inteiros.

A prova da comutatividade da operacédo de adicdo de nimeros racionais estd completa.

TEOREMA 3.1.3 EXISTENCIA DO ELEMENTO NEUTRO DA OPERAQAO DE
ADICAO.

Para cada nimero racional m, m + 0 =m.
Prova

Seja o par ordenado (a, b)) de nimeros inteiros com b diferente do numero inteiro
zero um dos representantes segundo R do nimero racional m e seja o par ordenado de
numeros inteiros (0, 1) um dos representantes segundo R do nimero racional 0. Entdo o par
ordenado ( a, b ) de nimeros inteiros com b diferente do nimero inteiro zero é um dos
representantes segundo R do nimero racional soma das parcelas racionais m e 0 e é também

um dos representantes segundo R do nimero racional m. Portanto m + 0 = m.

TEOREMA 3.1.4 EXISTENCIA DO ELEMENTO INVERSO ADITIVO OU
ELEMENTO SIMETRICO DA OPERACAO DE ADICAO.

Para cada numero racional m , o nimero racional soma das parcelas inteiras m e — m
é igual ao namero racional 0.
Prova

Seja o par ordenado (a, b ) de nimeros inteiros, com b um namero inteiro maior que
zero, um representante segundo R do nimero racional m. Entdo o par ordenado de nimeros
inteiros (—a, b ) é um dos representantes segundo R do namero racional — m porque o par
ordenado de numeros inteiros (0, b ) é um dos representantes segundo R do nimero racional
soma das parcelas racionais m + (— m ) e é também um dos representantes segundo R do

namero racional 0. Portantom + (-m)=-m+m =0.

3.2 A OPERACAO DE MULTIPLICACAO NO CONJUNTO Q
DOS NUMEROS RACIONAIS

Dados dois numeros racionais mi e mz que séo classes de equivaléncia segundo R,

cujos representantes sdo respectivamente os pares ordenados de numeros inteiros (az , bi1)
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combi#0e (a2, bz2)com bz #0, o nimero racional mimz produto dos fatores mi1 e mz é

definido como a classe de equivaléncia segundo R do par ordenado de nimeros inteiros:

(a1az, bib2 ) com bib2#0

O numero racional produto mimz dos fatores racionais mi1 e mz é independente dos
representantes segundo R dos numeros racionais mie mz. De fato, sejam (a1, b1 ) e (c1, d1)
pares ordenados de numeros inteiros com bid: # O representantes segundo R do numero
racional mi1 e sejam (a2, b2) e (c2, d2 ) pares ordenados de numeros inteiros com bodz # 0

representantes segundo R do nimero racional mz ; como:

{(a1,b1),(c1,d1)}ER
aid: = bicy
e como:
{(az,b2),(c2,d2)}ER
a2d2 = b
0 que implica que ( pela multiplicagdo membro a membro)
aia2d1dz = bibacaco
e que equivale colocar que:
{(aidz2, bib2) = (cic2, did2 )} €ER
com:
bibo#0 did2#0
e que os pares ordenados de nimeros inteiros:
(a2, bib2 ) e (ciC2, didz)
sdo representantes da mesma classe de equivaléncia segundo R e consequentemente do

mesmo numero racional.

Por exemplo, o produto do nimero racional m e do numero racional zero é o nimero
racional zero. Um dos representantes do namero racional zero é o par ordenado (0, 1) de
nameros inteiros e um dos representantes do namero racional m é o par ordenado (a, b ) de
numeros inteiros, comb #0 .

O ndmero racional m - 0 produto dos fatores racionais m e 0 tem como um dos

representantes segundo R, o par ordenado de nameros inteiros (a-0,b-1)=(0,b)eopar
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O conjunto Q dos nimeros racionais

ordenado de numeros inteiros (0, b ) é um dos representantes segundo R do nimero racional

ZEro.

m-0=0.

O ndmero racional m - 1, produto dos numero racional m e do nimero racional 1 é o
namero racional m. Um dos representantes segundo R do nimero racional m é o par ordenado
de numeros inteiros (a, b)) com b # 0 e um dos representantes segundo R do nimero racional
1 é o par ordenado de nimeros inteiros (1, 1) e, por definicdo, (a-1,b-1) é o par ordenado
de numeros inteiros representante do numero racional produto m-1e (a, b ) é um dos

representantes segundo R do ndmero racional m.

m-+1=m.

TEOREMA 3.2.1 PROPRIEDADE ASSOCIATIVA DA OPERACAO DE
MULTIPLICACAO.

Dados 0s nimeros racionais mi, mz e ms, entdo

(mimz2)msz = m1(mams).

Prova

Sejam os pares ordenados de nimeros inteiros ( az , b1), (a2, b2) e (as, bs) com by, by
e bs nimeros inteiros ndo nulos, representantes dos ndmeros racionais mi, M2 € M3
respectivamente. Entdo um dos representantes dos numeros racionais mimz e mams sdo
respectivamente os pares ordenados dos nimeros inteiros (aiaz , bib2) e (azas, b2bs) e um dos
representantes dos nimeros racionais ( mimz)ms e ma(mzms) sdo respectivamente 0s pares
ordenados dos nimeros inteiros

( ( diaz )a3 , (b1b2)b3) e ( a1(8.28.3) , b1(b2b3))

e estes pares ordenados de nimeros inteiros sdo iguais pela associatividade da operagédo de
multiplicacdo de numeros inteiros.

A prova da associatividade da operacdo de multiplicacdo de nimeros racionais esta

completa.
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TEOREMA 3.2.2 PROPRIEDADE COMUTATIVA DA OPERA(;AO DE
MULTIPLICACAO.

Dados 0s numeros racionais mie mz , entdo mimz = mzmy
Prova

Sejam os pares ordenados de nimeros inteiros (a1, b1) e (a2, b2) com by e b, nimeros
inteiros ndo nulos, representantes dos nimeros racionais mi e mz respectivamente. Entdo um
dos representantes dos numeros racionais mimz e mgmi S80 respectivamente 0s pares
ordenados dos numeros inteiros (aiaz , bib2) e (a2a1 , b2b1) e estes pares ordenados de
nameros inteiros sdo iguais pela comutatividade da operacdo de multiplicacdo de nimeros
inteiros.

A prova da comutatividade da operacdo de multiplicacdo de nimeros racionais esta

completa.

TEOREMA 3.2.3 EXISTENCIA DO ELEMENTO NEUTRO DA OPERACAO DE
MULTIPLICACAO.

Para cada nimero racional m, 1Im =m.
Prova

Seja o par ordenado de nameros inteiros (a, b ), com b diferente do numero inteiro
zero, um dos representantes segundo R do ndmero racional m e seja o par ordenado de
nameros inteiros (1, 1) um dos representantes segundo R do ndmero racional um. Entdo o
par ordenado de nameros inteiros (a, b ) € um dos representantes segundo R do nimero
racional produto dos fatores racionais 1 e m e € também um dos representantes segundo R do

ndmero racional m. Portanto 1m = m.

TEOREMA 3.2.4 EXISTENCIA DO ELEMENTO INVERSO MULTIPLICATIVO OU
ELEMENTO RECIPROCO DE UM NUMERO RACIONAL.

Para cada namero racional m diferente do nimero racional zero, o nimero racional
m-1 tem a propriedade de que mm™* =1.
Prova

Seja o par ordenado de numeros inteiros (a, b ), com b um ndmero inteiro maior que
zero e a diferente do nimero inteiro zero, um representante segundo R do nimero racional m.
Entdo, o par ordenado de numeros inteiros ( b, a) é um dos representantes segundo R do

ndmero racional m, pois o par ordenado de ndmeros inteiros (1, 1) é um dos representantes
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O conjunto Q dos nimeros racionais

segundo R do numero racional produto dos fatores racionais mm= e é também um dos

representantes segundo R do nimero racional 1. Portanto, segue que mm* =1,

TEOREMA 3.25 PROPRIEDADE DISTRIBUTIVA DA OPERACAO DE
MULTIPLICACAO EM RELACAO A OPERACAO DE ADICAO.
Dados 0s nameros racionais mi, mz e ms, entdo (M1 + M2)mMs = MMz + M2ms
Prova
Sejam os pares ordenados de numeros inteiros ( a1 , b1), (a2, b2) e (az , bs)
representantes dos numeros racionais mi, mz e ms respectivamente. Entdo um dos
representantes dos nimeros racionais (m:z+mz), (Mi+mz2)ms , mmms, mams e (
mims + mz2m3 ) sdo respectivamente os pares ordenados dos nimeros inteiros com o produto
bibobs diferente de zero:
(aib2 + azb1, bib2)
((azb2 + azb1)as, ('bib2 )bz )
(aia3, bibs)
(azaz, bobs)
((a1a3)b2 + (azaz)b1 , (bib2)bs)
Um dos representantes do nimero racional (m1 + mz)ms é igual a um dos representantes do
namero racional ( mims+ mzms) e assim (M1 + M2)msz = M1ms + M2ms.
A prova da distributividade da operacdo de multiplicacdo em relacdo a operacdo de

adicdo de nimeros racionais esta completa.

3.3 A OPERACAO DE SUBTRACAO NO CONJUNTO Q DOS
NUMEROS RACIONAIS.

Dados dois nimeros racionais mi e mz, 0s quais sdo classes de equivaléncia segundo
R cujos representantes sdo definidos pelas classes de equivaléncia segundo R dos pares
ordenados de nimeros inteiros (ai, b1 ) e (a2, b2 ) com b: e bz diferentes do nimero inteiro
0, 0 namero racional m1 — m2 diferenga dos numeros racionais mi1 e mz é a classe de

equivaléncia segundo R do par ordenado de numeros inteiros:
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(aibz —azby , biby)

O ndmero racional m1 — m2 diferenca dos nimeros racionais mi e mz é independente
da escolha dos representantes dos nimeros racionais a; e az. De fato, sejam os pares ordenados
de ndmeros inteiros (a1, b1 ) e (a1’ , b1’) com b1 #0 e b1’ # 0, representantes do numero
racional mz1, e sejam os pares ordenados de nimeros inteiros (a2, b2 ) e (a2, b2”) com b2 #0
e b2’ #0, representantes do nimero racional mz; como

{(ar,b1), (ar’,b1’)} €R

aib1” = as’by (produto de nimeros inteiros )
e como:

{(az,b2),(a2’,h’)} €R

a2h2” = a2’b2  ( produto de numeros inteiros )
entdo o produto de nimeros inteiros:

aia2b1’b2’ = ar’ax’ biby
0 que significa que:

{(a1a2, bib2), (ar’a2’, b1’b2’)} ER

PROPRIEDADE: Dados 0s nimeros racionais mie mz, mi —mz =mz + (— mz)

34 A OPERACAO DE DIVISAO NO CONJUNTO Q DOS
NUMEROS RACIONAIS.

Dados dois nimeros racionais mi € mz, em que mz € um namero racional ndo nulo, os
quais sdo classes de equivaléncia segundo R com representantes definidos pelos pares
ordenados de numeros inteiros (a1, bi) e (az, b2 ) com by # 0, com b2 # 0, a2 # 0, 0 nUmero

racional quociente resultado da divisdo do nimero racional m1 pelo nimero racional mz # 0,

. . , m , , , . N
indicado pelo simbolo m—l com mz2# 0, é o numero que é a classe de equivaléncia segundo R
2

definida pelo par ordenado de numeros inteiros:

(aibz, a2b1) em que a2by # 0.

, . . m . , .
O numero racional quociente m—1 com mz # 0 resultado da divisdo do nimero racional
2

mz1 pelo nimero racional mz € independente da escolha dos representantes dos ndmeros
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O conjunto Q dos nimeros racionais

racionais mi e my. De fato, sejam os pares ordenados de numeros inteiros (a1, bi)e
(a1’ , b1’) com by #0 e by’ # 0, representantes do nimero racional m1 Sejam 0S pares
ordenados de numeros inteiros (a2, bz ) e (a2’ , b2’) com bz #0 ¢ by’ # 0, representantes do
namero racional a, diferente do nimero racional zero; como

{(a1,b1),(a’,b”)} €R

aib1’ = as’by ( produto de nimeros inteiros )
e como:

{(a2,b2), (a2’ ,b2")} €R

a2h2’” = a2’b2  ( produto de numeros inteiros )
a igualdade ente o produto de nimeros inteiros:

(aib2) (a2’b1’) = (azb1 ) (a2’ ba’)
é logicamente é equivalente a:

{(aib2,ab1), (ar’b2’, a2’b1’)} ER

O inverso multiplicativo do numero racional m diferente do numero racional zero e
- , 1, , . . N ,
indicado também m-1 ou — €0 numero racional quociente resultado da divisdo do namero
racional 1 pelo nimero racional m # 0.

A propriedade fundamental do inverso multiplicativo — do numero racional a diferente

) . : 1 1, .
de zero € que o numero racional produto m - - dos fatores m e — €0 namero racional um.

PROPRIEDADE: Dados 0s nimeros racionais mie mz, % = mimg?t
2
3.5 A INCLUSAO DO CONJUNTO Z DOS NUMEROS INTEIROS
NO CONJUNTO @Q DOS NUMEROS RACIONAIS.

Para cada nimero inteirone Z={...,-3, -2, -1,0,1,2,3, ...}, definimos
o valor J (n) da funcdo inclusdo candnica no namero inteiro n como sendo igual ao nimero

racional classe de equivaléncia segundo R do par ordenado de nimeros inteiros (n, 1).
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A funcdo inclusdo natural ou canénica J € uma funcéo cujo dominio € o conjunto Z
dos numeros inteiros e cujo conjunto de valores é um subconjunto do conjunto Q dos nimeros
racionais.

A funcdo inclusdo canonica J de Z em Q € uma funcéo injetora e tem as seguintes
propriedades dados dois nimeros inteiros m e n.

(1) J(m+n)=J(m)+J(n)

(2) I (mn)=JmM)I(n)

A identificacdo entre o numero inteiro n e o namero racional J(n) e o fato de que a
soma de dois nimeros inteiros m e n é identificado como a soma dos nimeros racionais J(m)
e J(n) além do que o produto de dois nimeros inteiros m e n é identificado como o produto
dos numeros racionais J(m) e J(n) pelas propriedades (1) e (2) da funcdo J faz com que o
conjunto Z dos nimeros inteiros seja considerado um subconjunto do conjunto @ dos nimeros

racionais o que nao é verdadeiro, jaque{J(n):n€Z} c Q.

3.6 A RELACAO NATURAL DE ORDEM NO CONJUNTO Q
DOS NUMEROS RACIONALIS.

Seja IP o subconjunto dos nimeros racionais que sdo classes de equivaléncia segundo
R dos pares ordenados de numeros inteiros em que o primeiro elemento do par ordenado é um
namero natural diferente de zero e o segundo elemento do par ordenado é o nimero natural
zero.

O subconjunto P dos numeros racionais € um subconjunto fechado em relagdo as
operacOes de adicdo e de multiplicacdo de nimeros racionais no sentido de que: se m € P e
senePentio(m+n)ePemnelP.

O namero racional m é menor que o nimero racional n indicado pela notacdo m < n
ou o numero racional n € maior que o numero racional m indicado pela notagdo n > m quando
e somente quando existe um namero racional p pertencente ao subconjunto P tal que:

n=m+p

Em particular, o nimero racional zero € menor do que qualquer nimero racional
pertencente ao subconjunto P de nimeros racionais.

A sentenga m < nou n>mem que m e n sdo numeros racionais significa que ou m é
igual a n ( indicado pelo simbolo m = n ) ou que o nimero racional m € menor do que 0

ndmero racional n.
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O conjunto Q dos nimeros racionais

A relagdo canonica de desigualdade entre nimeros racionais é a relacdo binaria de

ordem total R« € Q x Q definidaem Q x Q por :

R<={(m,n)eQxQ:m<n}

De fato, R< é uma relacdo binaria de ordem total no conjunto @ dos numeros racionais
pois satisfaz as propriedades reflexiva, antissimétrica e transitiva além de ser valida a lei da
tricotomia para nimeros racionais.

O conjunto @ dos nimeros racionais é unido disjunta do conjunto P , do conjunto
unitério cujo Unico elemento é o nimero racional zero e do conjunto — IP em que

—P={neQ:-neP}

TEOREMA 3.6.1  Para cada nimero natural p primo ndo existe nimero racional m tal que

m? = mm = p e ndo existe nimero racional m tal que m® = mm? = p, e assim por diante.

Prova: Seja o par ordenado de nimeros naturais (a, b ) um dos representantes do nimero
racional m > 0. Da igualdade m? = p segue que a? = pb? Na decomposi¢do em fatores primos
do nimero natural a® ocorre um niimero par (possivelmente zero) de fatores primos iguais a p
enquanto que o numero de fatores primos iguais a p do nimero natural pb? é um ndmero

natural impar, o que é uma contradicdo.

TEOREMA 3.6.2 LEI DA TRICOTOMIA PARA O CONJUNTO DOS NUMEROS
RACIONAIS

Dados dois numeros racionais m e n, uma e somente uma das afirmacdes é verdadeira:
(D) m=n (2)m<n (3ym>n.
Prova
Dados os numeros racionaismen,oum-n=0oum-n€—-Poum-neP.
Sem-n=0entdom=n.
Sem—n € — P entdo por definicho m < n.

Se m—n € P entdo por definicdo m > n.
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TEOREMA 3.6.3  Dados os numeros racionaism.n, ped.
(Sem<nenttom+p<n+p
(ilSem<nesen<pentiom<p.
(li)Sem<nesep<gentdiom+p<n+q.
(iv)Sem<nesep>0entiomp<np.
(Vy)Sem<nesep<0entdomp>np.
(viySem+p<n+pentdom<n.
(vii)Semp<npesep>0entiom<n.

(vili)Semp<npesep<Oentiom>n.

Prova de (vi)
m=m+0=m+(p+(-p))=(m+p)+(-p)<(n+p)+(-p)=n(pelahipotese
e pelo item (i)).
Prova de (vii)
Admitindon <mecomo p >0, np <mp peloitem (iv) o que contradiz a hipétese
mp < np. Admitindo m = n segue que mp = np o que contradiz a hipdtese mp < np. Pela lei

da tricotomia para o0 conjunto dos nimeros racionais resta a alternativa m <n.

TEOREMA36.4 LEIS DO CANCELAMENTO PARA AS OPERACOES
BINARIAS DE ADICAO E DE MULTIPLICACAO NO CONJUNTO Q DOS
NUMEROS RACIONAIS.

Dados 0s nimeros racionaism, ne p.
()Sem+p=n+pentdom=n

(iSemp=npesep#0entiom=n

Prova
A prova de (i) é obtida adicionando — p a ambos 0s membros da equagéo
m+p=n+p
e a prova de (ii) é resultado da multiplicacdo pelo elemento inverso de p em ambos 0s

membros da igualdade (ii).
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TEOREMA 3.6.5 A LEI DA INTEGRIDADE DO CONJUNTO Q DOS NUMEROS
RACIONAIS.

Dados os numeros racionaism e n,semn =0entdiooum=00oun=0.

Prova

Se m é um numero racional diferente de zero entdo como mn = mO0 pela lei do
cancelamento da operagdo de multiplicagdo n = 0, ou de outra maneira, se m é um numero
racional diferente de zero basta multiplicar ambos os membros da igualdade mn = 0 pelo

elemento inverso de m.

TEOREMA 3.6.6 A UNICIDADE DA ORDENACAO DO CONJUNTO DOS
NUMEROS RACIONAIS.
Seja R uma relacdo binaria de ordem total no conjunto @ dos nimeros racionais com
as seguintes propriedades:
(1) Lei da compatibilidade da relagdo binaria de ordem total R com a operacéo de
adicdo: Dados 0s numeros racionaism, nep,
se(m,n)eERentdo (M+p,n+p)eER
(2) Lei da compatibilidade da relacdo binaria de ordem total R com a operacdo de
multiplicagdo: Dados 0s nUmeros racionaism,nep,
se(m,n)eRese(0,p)eRentdo (Mp,np) ER.
3)(0,1)eR.
Entdo R é a relacdo binéria de ordem total candnica do conjunto @ dos nimeros
racionais. Além disso, a relacdo binaria de ordem total candnica do conjunto @ dos nimeros

racionais induz de ordem total canbnica do conjunto Z dos nimeros inteiros.

Prova
Para cada numero racional ndo nulomcom (0, m)€e R, (0, m?) € R. De fato, se
(m!,0)eRentdo(1,0)=(mm?, m0) € R, oqueéuma contradicdo a propriedade (3).
Esta demonstrado que: para cada numero racional ndo nulo m,
(0,m)€eRseesomentese (0, m?)eR.
Na sequencia € demonstrado que para cada numero racional ndo nulo m

(0O,m)eRseesomentese meP
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De fato, se m € P entdo um dos representantes do numero racional ndo nulo m é o par
ordenado de nimeros inteiros (a, b ) comae b pertencentesa{1,2,3, ... }ede
(0,a)=(0,bm)eR
segue que
(0,m)=(0b?, bmb?!)eR
Reciprocamente, se m € um ndmero racional ndo nulo tal que (0, m ) € R entdo um dos
representantes de m é o para ordenado de nimeros inteiros (a, b) coma € Z e b pertencente
a{l1l,2,3,..}De(0,m)eRvem(0,a)=(0b,mb)€eR, 0que éequivalente afirmar
quea€ePequemelP.
Resta provar que para nimeros racionaismen,
(m,n)€eRseesomentese(n—-m) € P.
De(m,n)eR,(m+(-m),n+(-m))=(0,n-m) € R o que é equivalente afirmar

que(n-m)eP.
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4. O CONJUNTO R DOS NUMEROS REAIS.

O que sdo numeros reais?

NuUmeros reais sao subconjuntos nao vazios do conjunto dos nimeros racionais.

Um numero real a ¢ definido como um subconjunto a do conjunto Q@ dos nimeros
racionais com as seguintes propriedades:

NDa#0.

io£Q.

liijsex€aecseyeQeétalquey<x,entdioy€a.

IV) Se X € aentdo existey € atal que x <vy.
em que o simbolo de desigualdade < é relativo aos niUmeros racionais.

O namero real zero, indicado pelo simbolo 0, é definido como o conjunto :

0={xeQ:x<0}.

O namero real um, indicado pelo simbolo 1, € definido como o conjunto :
1={xeQ:x<1}.

O ndmero real menos um, indicado pelo simbolo — 1, é definido como o conjunto :
-1={x€eQ:x<-1}.

O numero real cinco tercgos, indicado pelo simbolo 3 € definido como o conjunto :

5 L5
5—{x€@.x<3}.

, N Lo p 3 -
O numero real menos trés sétimos, indicado pelo simbolo — - € definido como o

conjunto :

“={xeQix<-2}
7 ' 77
De agora em diante os numeros reais serdo indicados pelas letras do alfabeto grego:

a,B,..,o.
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41 A OPERACAO DE ADICAO NO CONJUNTO R DOS
NUMEROS REAIS.

A operacdo de adicdo no conjunto R dos numeros reais associa a cada par ordenado
(o, B) de nimeros reais a e B, o nimero real soma a +  dos nimeros reais o e 3 nesta ordem

definido como:
at+tP={x€Q:(Iy€e€a)(IzeP):(x=y+z)}

De fato, a + B , assim definido, € um ndmero real, pois satisfaz as seguintes
propriedades:

i) a+B£0.

Comoa#@eB+0,a+B#0

ia+p£Q.

Comoa#Qep#Q ,existem nimeros racionaisae bcoma e a,b & B ; além disso,
sey€E€a,entdoy<a (Ssea<yey€aentdoa€a )ese zeEP,entdo z < b (seb<z e
ZEp,entdob € ) e, portanto, (y+z) <(a+b). O que foi provado é que:

VyeaVzepB (y+z)<(ath)
Entdo (a + b ) ndo é um elemento de o + B, (Se a + b ¢é um elemento de o + f

existemy€aez € p taisque (a+b)=(y+z),0quecontraria a Gltima desigualdade).

iii) Se X € o + B, entdo existem nimeros racionaisy Eaecz € fcomx=y+z.
Sejawe Q,comw<x=y+z.Entdiow-y<zoquemostraw—y € f.Assim
w=y+(w-y)
comy€eae(w—Yy) €. Portantow € o +
iv) Se X € a + [, entdo existem ndmeros racionaisy € a e z € f com
X=y+z
e, como o ¢ B sdo numeros reais, existem numeros racionais U € a , V € f com
y<u
zZ<v

eassim,sew=u+v,entdo:x<w ewea+f .
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TEOREMA 4.1.1 PROPRIEDADE ASSOCIATIVA DA OPERAQAO DE ADI(;AO.

Dados nameros reais a., B e vy, vale

(atP) +ty=a+(pty)

Prova

Basta verificar que, dadosx € o,y Eez €y, temos X, Y, Z ndmeros racionais € a
propriedade (x +y)+z=x+ (y+z) éverdadeira. Entdo o primeiro membro da igualdade
é um elemento de (o + B ) + v e o segundo membro da igualdade € um elemento de o+ ( B +
v ). Portanto todo elemento de (o + B ) +y é elemento de o + ( B + v ) € a reciproca é

verdadeira.

TEOREMA 4.1.2 PROPRIEDADE COMUTATIVA DA OPERAC}AO DE ADIQAO.
Dados os numeros reais o e 3, vale
a+tp=pf+a
Prova
Umelementoxdea +pétalque x=y+z,comy€aez€pP.Masx=z+y, com
y€aez€pP.PortantoxeB+aea+pfcP+o.

A prova da inclusdo B + a c o + B é analoga.

TEOREMA 4.1.3 EXISTENCIA DO ELEMENTO NEUTRO DA OPERACAO DE
ADICAO.

Para cada numero real a, a soma de o com o nimero real zero € igual a a.

Provaa+0 ca
Se X € a, entdo existe um nimero X1 € o com X < X1 € como ja afirmamos que
X=x1+(xX—X1)
no casoem que x:1 €Ea e ( x —x1 ) <0, equivale a dizer que
( X=X ) €0

Assim temos

XEa+0
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portanto

XCca+0.
Logo

a=o+0 .
LEMA 4.1.1:

Seja o um namero real e seja x um nimero racional positivo. Entdo existem numeros
racionais y e z com y€oe z¢ o emque z ndo é o menor elemento de Q —a tal que

X=Z-Y.

Prova do lema:
Caso x € a:

Se todos 0s nimeros racionais X, 2X, 3X, 4X, ... sdo elementos de o entdo todo nimero
racional w também é elemento de o pela propriedade arquimediana dos nimeros racionais:
w < nx para algum namero natural n. Pelo principio da boa ordenagdo dos nimeros naturais
aplicado ao conjunto néo vazio

A={neN:nx ¢ a}
existe o nimero natural m, elemento minimo de A, tal que mx € ae (m—1)X € o, pois
m>2.
Por definicioz=mx &€ a ey =(m - 1)X € a, z—y = X. Na hip6tese de z ser o menor elemento
de Q — o, existe um nimero racional t de modo quet>y et € a ; por definicdiow=z+t-y

elogpw—-t=z-y=x,comwéoaetea.

Casox € a:

O conjunto P dos nimeros reais estritamente maiores do que o nimero real zero.

P={a€eR:a>0}

€ um subconjunto do conjunto dos numeros reais fechado em relacdo a adicéo:

SeaeP BePentdoa+ P €P. Defato,sea€P ,entdo O caese B €P,entdo

0Ocp,oqueimplicaque Oca+p.
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TEOREMA 4.1.4 EXISTENCIA DO ELEMENTO SIMETRICO DA OPERAQAO DE
ADICAO

Para cada numero real o, a soma de a com o nimero real — o abaixo definido é igual
a zero, em que

—0={XEQ:—X¢&ae—xndoeomenorelementode Q —a }

Prova: se a € um namero real, entdo — e € um numero real.

i) —a # @ porque como o # Q , existe um nimero real y tal que y € a e, sem perda de
generalidade, y ndo € o menor elemento de Q — a ( caso y seja 0 menor elemento de Q — o,
entdo y + 1 ndo é um elemento de o, poissey +1 €aaentdoy € o). Portanto —y é um

elemento de — a, pois— (-y) =y € a e y ndo € o menor elemento de Q — a.

i) —a# Q porque, como o # @, existe um nlimero racional X € o e entdo — X & —a.

(se—x € —aentdo — (— X) = X & o 0 que uma contradi¢ao)

iii) seja x um namero racional pertencente a — a € seja y um numero racional menor
que X;logo—y>-xe—-y&a(se—Yy€Eaentdo— X € apoisSX € —o implicaem—-X & a)e
com certeza—Yy ndo é o menor elemento de Q — o, umavez que —y >—X e —X & a e, portanto,

Yy E—a.

iv) seja x um numero racional pertencente a — a ; entdo — x & a e existe um numero
racional ycomy <-—xey € a ; amédia aritmética z entre 0s nUmeros racionais y e — x satisfaz
y<z<-Xxez#¢aecomcertezando é o menor elemento de Q — o ; portanto o nimero racional

—Z€E—-ocCcom-—z>X.

Prova: se a € um numero real entdo a + (—-a)=0

0ca+(-a)

Seja x um namero racional pertencente ao numero real 0, entdio x <0 e —x > 0.

De acordo com o lema abaixo, existe um numero racional y € o€ um nimero racional
Z & a, em que z ndo € o menor elementode Q —atalque z—y=—-xoux=y+ (—2z)com

YEa e —z€—a.Aprovadainclusdo estd completa.

iMa+(-a)cO
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Um elemento pertencente a o + (— o) € um ndmero racional soma de um numero
racional X € a. e de um numero racional y € —a. Logo -y Zae—-y>X(se—-y<XeX € a

entdo —y € o, 0 que € uma contradicdo). Assim x +y < 0. A prova da inclusdo estd completa.

A lei da tricotomia ¢ valida para o conjunto dos nimeros reais. A saber, se o ¢ um
numero real, entdo uma Unica situacdo das trés situacdes abaixo € verdadeira:
(i) a=0
(ii)o€P
(iii)-a€ P

Prova:

A existéncia de um namero racional estritamente positivo x tal que x € a. implica que
todo nimero racional estritamente negativo ¢ um elemento de o pela definicdo de um nimero
real e nestecaso0 caca € P.

A negacdo da existéncia de um numero racional estritamente positivo x tal que x €
a conduz a duas possibilidades mutuamente exclusivas. A primeira possibilidade ¢ a de que
todos 0s nmeros racionais estritamente negativos sdo elementos de a e neste caso:

a = 0. A segunda possibilidade é a de que existe um nimero racional estritamente negativo X,
tal que x & a e, sem perda de generalidade, X ndo € elemento minimo de Q — a ( caso contrario,

considere X/, > x); assim,~x€ —ae —x>0oqueimplicaqgue0c—-a e—-a€P.

42 A RELACAO DE ORDEM CANONICA NO CONJUNTO DOS
NUMEROS REAIS.

A relacdo de ordem candnica no conjunto dos nameros reais R € definida do seguinte
modo:

Paraa e € R entdo a < B quando e somente quando a # 3 € o C .

Paraa e € R entdo a <3 quando e somente quando ou o = ou a C B

De fato, a relacdo de ordem candnica no conjunto dos nimeros reais é uma relagéo de
ordem por ser uma relacdo binaria reflexiva, antissimetrica e transitiva no conjunto R dos

ndameros reais.
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43 A OPERACAO DE MULTIPLICACAO NO CONJUNTO R DOS
NUMEROS REAIS.

A operacdo de multiplicacdo é definida primeiramente como uma operagdo binaria
interna no conjunto P dos ndmeros reais estritamente positivos: para cada o € P, B € P, 0

numero real af, produto de a.e B é definido como:
aBf={xeEQ:x<0}U{xeEQ:(Fy€a:y>0)(Iz€P:z>0)x=yz}ofEP

Se ae B sdo nimeros reais com o.> 0 e B > 0 entdo aff ¢ um namero real com af > 0.
Prova:

)ap#0
ap # @ pois contém {xe€Q:x<0}

i) af # Q
Sex ¢ aeyé€p, entdo VUEO X>u (casou€Ea ¢ x<u,Xx€Ea)
VVER)(y>vV) (casoveP e y<v,y€EB)
Yu€ea,com u>0
VvepR,comv>0 Xxy>uv.
Portanto, xy & aff, ouseja, of # Q
Caso exista u positivo pertencente a e caso exista vV positivo pertencente a B, tal que
Xy = uv, entdo xy € af. Mas o que foi provado é que para qualquer u positivo pertencente a

a e qualquer v positivo pertencente a B, temos xy > uv.

iii) X € o e seja um ntimero racional u >0 tal que u<x (casou>0,u € ap ). Logo
x>0 com X € of
implica na existéncia de nimeros racionaisy € o, comy>0ez € 3, comz >0 tais que:
X=yz
e uma vez que:

O<u<x

0<=<1
X

Sy<
~Y<Yy.
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Como y € a implica que EyEa e como u = ( Ey)z ezEB,Uu€Ep

iv) Seja x € ap. Caso X < 0, existem numeros racionaisy € o.,comy >0ez € §, com
z>0e
Z=Xy € ap
zZ>X
Caso x > 0, existem nimeros racionais y € acomy>0e z € f com z > 0 tais que :
X =Yz
e, além disso, existem numeros racionais y1 € a.com y1 >Yye z1 € B com z1 > Z , tais que

X=Yyz<Yiz1
V1Z1 € OLB
Finalmente , como 0 c aff entdo off > 0.

Com a defini¢do de modulo de um nimero real o

_(asea =0
jaf = {
—ase a<0

é possivel definir a operacdo de multiplicacdo para a totalidade dos nimeros reais:

Osea=0
op=<lal|fl sea>0ef >0 ousea<0ef <0
I

k—lallBIsea>Oe,8<Oousea<Oe,8>O

A operacdo binéria interna da multiplicacéo definida sobre o conjunto R dos nameros reais é
comutativa e associativa, ou seja:
VaeR VBER VyYER
af = Ba
(aB) y = o (Py)
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e admite a existéncia do elemento neutro para a operacdo de multiplicacdo de cada numero
real a,o-1=oa.

Prova: Paraqualquera € R ,a-1=a

1° caso
Seja a um ndmero real com o > 0. Entdo o - 1 < o. Para provar que oo < o - 1, seja x

eacomx>0 (sex<0,x€a-1pelapropria definicdo de a - 1) e existe um ndmero
. . X X X
racional X1 Eacom X < Xz eassim Xx=x1 (— )Jcomo < — <1 —€Q
x1 x1 x1

X
X1 € a — € 1lx€ean-1l
x1

2°caso a <0
o1=-(la|- 1) =-]a| = a

3°caso a=0 (trivial)

A definicdo do elemento inverso a~! de um nimero real a > 0 é a seguinte:

1 1
a‘lz{er:st}u{er:x>0:;ez o, 7 ndo é o elemento minimo de Q —a }

A definicdo do elemento inverso a1 de um nimero real o < 0 é:

at=—|al?
Prova: Se a é um nimero real e se a> 0, entdo a~1 é um nimero reale a1 > 0.
)a#@,poisconttm {xeQ:x<0}
i) o#Q, poiscomo o > 0 existe um namero racional x comx >0e X € a; assim

1 1 1
— -1 — -1 X 1_

€ a se— € a " entao =X€&a
X ( X (X) )

iii) Sejax € a~! e sejaum nimero real ycom y<x;casoy<0,y€ a 1.

1
Casoy >0, entdo 0 <y < x e por definicdo - ¢ a

€ a

<Im
Vv

X |-
19)

< Ik
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1 1 _ 1 1 1 _ . 11
(caso— € a, — € apois 0<—=< = e = ndo é elemento minimo de Q — o, pois — < —).
y X Xy ¥y X ¥y

Portanto: y € a™!

iv) Sejax € ot
1 i - : .
Sex>0 " € o €como L haoé elemento minimo de @ — o, existe um nimero

racional X1, X1 € a, tal que

1
Xx1< =
X

: , : 1 .
Considerando y um nimero racional entre Xx; e — , OU Seja,
X

1
X1<y< —,
1<y <

T | 1y ] . : 1
( a média aritmética > (x1.+ =) é uma possivel escolha de um niimero racional entre x; e —
X X

. 1 1 1 . 1 -1
eentdo: —€ a~ ! =>x pois (=) =y&a (casoy €a,x1€a)
y y y
Se x < 0, existe um nimero racional y € o' comy > x, jaque a~! contém pelo

menos um namero racional estritamente positivo.

TEOREMA 4.3.1 PROPRIEDADE ASSOCIATIVA DA OPERACAO DE
MULTIPLICACAO.

Dados 0s numeros reais o, B e vy, (o B)y = a (By).

Prova: Casoa>0,3>0ey>0.

Seja X um ndmero racional positivo pertencente a o e seja y um namero racional
positivo pertencente a . Entdo xy é um namero racional pertencente a af3. Se z € um ndmero
racional positivo pertencente a y , entdo (xy)z € um numero racional positivo pertencente a
(aB)y e x(yz) € um namero racional positivo pertencente a a(By). A prova da incluséo (af)y c
a(By) esta concluida.

A inclusdo reversa é analoga.
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TEOREMA 432 PROPRIEDADE COMUTATIVA DA OPERAQAO DE
MULTIPLICACAO.

Dados os nimeros reais a.e B, aff = pa
Prova: Casoa>0ef>0

Seja X um ndmero racional positivo pertencente a a e seja y um namero racional
positivo pertencente a . Entdo xy é um ndmero racional positivo pertencente a aff e Xy = yX
€ um ndmero racional positivo pertencente a Pa. A prova da inclusdo off c Pa esta

demonstrada. A prova da incluséo reversa é analoga.

TEOREMA 4.3.3 EXISTENCIA DO ELEMENTO NEUTRO DA OPERAC;AO DE
MULTIPLICACAO.

Para cada nimero real o, la =«
Prova:

1)acC la

Seja X um numero racional tal que x > 0 e X € a. Entdo existe um nimero racional y

X X
talquey €eaex<you ; < 1. Portanto, x = ; y e X € la, porque Xy € 1 (nUmero real) e

Yy € a.

iloca

Seja z um namero racional tal que z>0e z € la . Entdo existem um namero racional
x >0 tal que x € 1 e um nimero racional y > 0 tal que y € a com z = Xy <y. Portanto, z € a.,

pois z <.

TEOREMA 4.3.4 EXISTENCIA DO ELEMENTO INVERSO DA OPERAQAO DE
MULTIPLICACAO.
Para cada nimeroreal o, - =1 =1

Prova:sea €ER ea>0,entdoo-a t=1

NDa-alcl
Sejaa € R e considere um namero racional x tal que: x >0e X€ a. .

Além disso, considere um niimero racional ytal quey >0y € o™t

1 1 1 1
oqueimplicaque— ¢ a eque —>Xx.(caso—<X,COMOXEa,— Ea )
y y y y

xy<lexyel,vistoque{xeQ:x<0}c1l,
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a-acl

i)lcoa?
Sejax€1.Comox<0,Xx€Ea-a?!

Como 0 < x < 1e, deacordo com o lema anterior, existem nimeros racionais positivos:

. : z 1 . X
y>0ez>0,taisquey€ aez ¢ a, tais que: . =2 ainda podemos assumir que z n&o é o

elemento minimo de Q — a, 0 que significa que :

1 1 -1
x:y(;) com:y€ea e EEa‘l pois (%) = z ¢ o, 0 que implica que:

TEOREMA 4.35 PROPRIEDADE DISTRIBUTIVA DA OPERACAO DE
MULTIPLICACAO EM RELACAO A OPERACAO DE ADICAO.
Para nimeros reais a, 3 e y
a(f+y)=op+ay
Prova
Casol:a>0,>0ey>0

Asinclustes {x€Q:x<0}ca(B+y)e{x€Q:x<0}c ap+ aysao validas.

SexeQ,x>0ex€ea(P+y)entdox =y (z+w) parandmeros racionaisy, zew
comy>0,y€a,z>0,zepf,w>0,wey.Masx=y(z+w)=yz+ywcomyz>0,yz
€ af, yw >0, yw € ay 0 que mostra que X € af3 + ay e que a incluséo

a(B+y)cof+ay
é verdadeira.

Para demonstrar a inclusdo contréria, sejax € Q , x>0 e se X € aff + ay entdo existem
ndmeros racionais u, v,z ew taisqueu>0,v>0,z>0,w>0,U€Ea,VEQ0,ZEPEWE
y com X = uz + vw. No caso em que u < v (0 caso v < u é analogo).

~7<7
v
e pela definicdo de numero real %z € B.

Entdo

x=uz+vwzv[%z+w]
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€ um elemento de o (B + v ) e ainclusdo

oftayca(p+y)
esta demonstrada.

Caso2:0>0,p<0ey>0
Caso2a: p+y>0
ay=a[B+y+IBl1=a[(B+y)+IBI]=a(B+y)+alpl
porque a>0,B+y>0¢e|B|=-pB>0(casol).
a(Pry)=—alpl+ay=af +oy

Caso2b: p+y<0
alfl=aB)=al-p-v)+tvl=a(B+yl+y)=alp+y|+ay
pelo caso 1 e de outra maneira
a(B+y)=—alp+yl=-alBl+ay= o +ay
Os demais casos a considerar sdo analogos

TEOREMA 4.3.6 TEOREMA DO COMPLETAMENTO DO CONJUNTO DOS
NUMEROS REAIS.

Seja A um subconjunto ndo vazio do conjunto dos ndmeros reais limitado
superiormente no sentido de que existe um numero real o tal que paracada e € A, o < .

Entdo existe o nimero real supremo de A.

Prova:
Sejap={x€eQ:(FaceA)(x€ea)}

A prova de que € um namero real é demonstrada em quatro passos.

i) B #@, porque, como A # @ , existe um nimero real X € A e existe um nimero

racional x tal que X € a pois a # @.
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i) p#Q, porque, como o conjunto A é limitado superiormente, existe um nimero
real y tal que paracadaa € A, o<y, istoé, a c y, como y # Q , existe um nimero racional

xtalquex €y ecomoacCy, X € a.

iii) Seja um numero racional x € e seja um namero racional y < x ; por definicdo de
B, existe um numero real a € Acom X € a e a hipétese de que y <x implica em y € a e,

portanto, y € p.

iv) Seja um nimero racional x € B . Por defini¢do de B, existe um nimero real a € A,
tal que x € a e como a é um numero real, existe um numero racional y talquey e a e x <.

Portanto y € f pela definicédo de p.

A demonstracao de que B é o supremo do conjunto A é feita em duas etapas: a primeira
etapa é que paracadaa € A, temos a < B, isto é, € um limitante superior do conjunto A e
a segunda etapa é que se y € um limitante superior do conjunto A, entdo f <y ,pois, para

cada numero real @ € A, temos a < vy, 0 que significa a =y oua cy e, neste caso,f Cvy.

COROLARIO: Seja A um subconjunto ndo vazio do conjunto dos nimeros reais limitado

inferiormente. Entdo existe 0 namero real infimo do conjunto A.

Prova:
Como A é subconjunto do conjunto dos nimeros reais limitado inferiormente, o
subconjunto dos numeros reais:
-A={-a:a€A}
é um subconjunto ndo vazio limitado superiormente e o supremo de — A é o infimo do conjunto
A.

TEOREMA 4.3.7 PROPRIEDADE ARQUIMEDIANA DO CONJUNTO DOS
NUMEROS REAIS.

Dados os niimeros reais o ¢ f com o > 0 , existe um niimero naturaln € { 1, 2, 3, ... }

talquena>Bem+ oa>p.
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Prova:

Admitindo que ndo exista nimero natural n tal que no > 3, isto €, para cada nimero
natural n, na <, entdo

A={no:n=1,2,3,..}

¢ um subconjunto ndo vazio do conjunto dos niimeros reais limitado superiormente por 3 e
que admite como supremo de A um numero real e, em particular, 0 < a < . Além disso,
— o nado ¢ um limitante superior do subconjunto A, o que significa que existe um nimero
natural m tal que mo.> B —a ouf<(m+ l)ancom (m+ 1)a € A, 0 que é uma contradigdo.

Portanto, existe um nimero natural n e existe um numero natural (n + 1), tais que

no >Be(n+lo>na>p.

TEOREMA 438 A DENSIDADE DO CONJUNTO @ DOS NUMEROS
RACIONAIS NO CONJUNTO R DOS NUMEROS REAIS.

, . . , . m
Dados os nimeros reais o ¢ 3 com a < 3, existe um ntimero racional — tal que
n

m , .
o <— < [} em que m e n sdo nlimeros naturais com n # 0.
n

Prova:

Sejam a e B dois numeros reais com o < § ou f — o > 0. Existe um niimero natural n
tal que n(p — o) > 1 pela propriedade arquimediana dos numeros reais ou 1 + no. < nf e
novamente pela propriedade arquimediana dos nimeros reais existe um numero natural | tal
que l =1-1> a e existe um niimero natural k tal que k=k - 1 >—loou—k <la .

Assim, | e n sdo numeros naturais tais que — k <na <|

Existe um ndmero inteiromtalquem-1<oa<m oum <na+1 eassimnoa<m <

no + 1 <np, portanto,

m
o< —<
T <B
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TEOREMA 439 A DENSIDADE DO CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS
E DO CONJUNTO DOS NUMEROS IRRACONAIS.

Dados os nimeros reais a € 3 com o < 3, existe um nimero racional g tal que

a <( < B e existe um ndmero real ndo racional y coma <y <.

Prova:
Caso: >0

Sejam a e B dois nimeros reais tais que Y= B — o > 0. Pela propriedade arquimediana

. . . , 1 . ,
dos numeros reais, existe um nimero natural m; tal que m; = m4 - 1 >— e existe um numero
Y

2
natural m, tal que m, =m,- 1> 5

. . 1 2 _1
Onumeronaturalm:m1+m2etalquem>;em>E>E

Pela propriedade arquimediana dos numeros reais, existe um numero natural k tal que

1 _ 11
—> —_>
k B, pois, p>2—>—.

. 1 . .
OconjuntoA={1€{3,4,..}:1 — > B }¢é um subconjunto do conjunto dos niimeros
naturais ndo vazio (k € A) e, pelo principio da boa ordenacdo dos nimeros naturais, A admite

um minimon € A e assimn— > f§ e como n — 1 € um numero natural maior do que dois e

menor do que 0 minimo n do conjunto A , temos

(-1)—<p

8-

8-
IA

g

1 1 1
Se(n-1)—=<aentio—<y=f-a<p-(n-1)—=p-n

., 1 . o 1 1
jaque B—n—<0, 0 que é uma contradicdo poism>=ouy>—.
m Y m

1 1
Portanto, (n—l);>ae(n—1);<[3 ou

Casop>0
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Sejam a e B dois nimeros reais tais que f >0 ey = P — a > 0. Pela propriedade

arquimediana dos nimeros reais, existe um nimero natural m, tal que m,y > — € existe um

5
. 2
nGmero natural m, tal que m,v2 > .
2 2 2
O numero natural m = m; + m, étalque mvV2>-ouf>—¢x==—.
1 2 q V2 B p wZ o m
Pela propriedade arquimediana dos numeros reais existe um numero natural k tal que

2 : . . .
k \T/n—_ >pB e k>2 o0 que garante que o subconjunto A do conjunto dos numeros naturais

2
A={le{2,3,.}:1 g > B }¢é ndo vazio e pelo principio da boa ordenagdo dos niimeros

naturais, A tem um minimon € A,ouseja, n€{2,3,4,..}

Se(n-1) % <a entdo

y=B-asp-(1-1

pmZ, V2 VT

m m m

. nv2 . . V2
visto que § — P <0, o que ¢ uma contradi¢ao pois y > o

Entdoq=(n-1) % é tal que

a<q<pP.
Se g fosse um namero irracional, isto é, ndo racional,
mq m . , . . .
V2 = i ( — )q seria um ndmero racional produto de fatores racionais.
—_— n —_—

Casop <0
Basta aplicar o caso anterior aos nimeros reais— o e — , em que — o.e — B sd3o ntimeros

reais positivos.
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Ocasoa=0e >0 ¢interessante porque basta considerar o nimero natural n tal que
1 . s . . . ,
nB>1 ou 0< —< B cuja existéncia € assegurada pela propriedade arquimediana dos nimeros

reais.

44 A EQUACAO POLINOMIAL INCOMPLETAX"=a

Para cada numero naturaln e { 1, 2, 3, ... }e para cada numero real a, a equacédo x"
= o tem solucdo real.

Paran=1,aequacdo¢x=a.

Paran=2,3,..., seja a>1,istoé,existe p>0 talque a=1+p e seja A=

{XxXeER:x>0 ,X"<a=1+B}
Entio le Aesex>aentiox">a"=(1+p)">1+np>1+pB=aecassimx & A ; logo
paracadax € A, x <.

Pelo teorema do completamento do conjunto dos nimeros reais, existe y € R tal que y
=sup A.

Casoy" <a, a—1vy">0 e pela propriedade arquimediana do conjunto dos nimeros
reais, existe um nimero naturalme {1, 2, 3, ...., } tal que

m(o—y")=(1+y)" —y"

ou equivalentemente

ns (1+y)"-y"

a—vy m

e entdo

(y+$)n:y”+(q)yn’li+...+(Z) (%)n

e[ () )
VT n\1)Y n m
=v”+(1+ﬁ)”—vnsv”+a—v”=a

1 1 . - . ,
0 que mostra que y + o EAey<vy+ g 0 que é uma contradicdo porque y é o numero real

supremo do conjunto A .
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Casoy" >a,y"—a >0 e pela propriedade arquimediana do conjunto dos numeros
reais, existe um numero naturalme {1,2,3, ..., } tal que
m(y'—oa )=(1+y)" —9"
ou

(1+y)"-y"

n
—o >
Y m

. 1 «
Existe um numero real 6 € A tal que y — - <0 <y, lembrando que 1€ Ae y>1 e, entdo,

> (5 -3) = (D G e () ()
3 [C) vt () G

1
=y =—[(1+y)"-y" 1=y +a-7" =0
Pela lei da tricotomia para o conjunto dos nimeros reais resta apenas a possibilidade

n

Y =a.

. . 1 , .
Casoa € R étalque0<a<1,aequagdo x"= = > 1 é considerada.

45 REPRESENTACAO DECIMAL DOS NUMEROS REAIS

O processo para representacdo decimal de nUmeros reais segue 0s seguintes passos.

Seja a um numero real tal que a > 0 .

1° passo
Seja ap 0 maior numero pertencentea{0,1,2, .. }talqueay <a.
Se ap = a 0 processo termina.

Se a, < a segue 0 2° passo

2° passo

Seja a; 0 maior numero pertencentea{ 0,1, 2, ... }tal que
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aq

Qo+t —=<ua
10

Entdoa, € {0,1,2,...,9 } porque se a, > 10, entdo
+ 850 40>
ap+t—>apt a ap ,
0 10 — 0 1=490
0 que contraria o fato de a; ser o maior nUmero inteiro com a propriedade de que

g
ao+ — <.
10
a1 _ .
Se ao+ E — 0O O processo termina.

a
Seagt 1—(1) < a segue o 3° passo.

3° passo
Seja a, 0 maior numero pertencentea{ 0,1, 2, ... }, tal que

a ap
+—=+—= <
40770 T 102 =
Entdoa, € {0,1,2,..,9 } porque se a, > 10, entdo

a dy a; +ap
a0+_ +—2 an + —
10 10 10

0 que contraria o fato de a, ser 0 maior nimero inteiro com a propriedade de que

a; ap
QPpt—+—=<a..
10 102

a1 az .
Se ag+ — + —= = a0 processo termina.
10 10

a -
Se ay+ 1—(1) < @ Segue o proximo passo.
Caso o processo continue indefinidamente, seja o conjunto

_ _ a az an
A—{qn—a0+5+ﬁ+...+m.nE{O,l,Z,...}}

de ndmeros racionais que € um conjunto limitado superiormente pelo niimero real a. Pelo
teorema do completamento dos nimeros reais, o conjunto A admite como supremo o0 nimero
real B. Abaixo segue a demonstracdo da igualdade entre ae .

CasoB<a, a—p >0 e existe um nimero natural m tal que
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0 que contraria a propriedade maximal de a,,, . Entdo B > a mas 3 ndo pode ser maior do que
o (que ¢ um limitante superior de A)
Conclusdao = a .
Na construcdo da sequéncia dos digitos a; , a,, ... pertencentesa{0,1,...,9 } ndo
ocorre que, a partir de um certo niamero natural N,
a, =9 n=N+1,N+2, ..
Porque caso a,, =9 para cada numero natural n > N ,

a = é a soma do numero racional gy cOm 0 supremo do conjunto

s={ 0, +i:n:N+1,N+2,...}

1on+1 10"m

, . 1
ue é igual a—= porgue + ...+ -
q g 10N porq 1on+1 0™ 10N 107

9 Lt
10n+1[ e 10n—N]
o1 10N
9 10— N 10™ — 102
1on+1 1_i B 9 !
10 10
ou seja
1 dq 2 aN+1
a=p= +—=gyt—+—+ ... a,
B=an 10N ~ 907 10 102 10N —

0 que contraria a propriedade maximal de ay.

Lema 4.4.4 O subconjunto ndo vazio E dos nimeros racionais
E={xeQ:x>0x*<2}
é tal que se x € E, entdo existe y € E com x <y, isto é, 0 subconjunto E dos nimeros racionais

ndo tem supremo no conjunto Q dos nimeros racionais.

Prova
Sex € Eex <1, entdo como 1 € E, o lema esta provado neste caso.

SexeEex>1entdiodex?’<2-2-x>>0¢e

2-x2
r=

= >0 2-X2<2X+1-> 2<(x+1)?
2x+1
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_ 42
e existe um ndmero racional qtalque0<gq<1leqg< S

. Assim,

2-x2

2x+q

q<
2XQ + % <2 —X?
(x+q)<2
0 que mostraque X <X +(
x+geQe(x+q)i<2.
Como consequéncia, esta demonstrado que
VZ={x€Q:x<0}U{x€EQ:x>0x?<2}
Analogamente V3={x€Q:x<0} U{x€Q:x>0x><3}
V5={x€Q:x<0}U{xeQ:x>0x*<5}
V7={x€Q:x<0}U{XEQ:x>0x><7}.
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