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RESUMO

Desde a antiguidade, os jogos estao presentes em diversas civilizacoes, sendo a diversi-
dade dos tipos de jogos incalculavel. Essa dissertacao aborda quatro jogos matematicos,
a saber: Jogo de Nim, Resta Um, Ra Saltadora e Jogo de Wythoff. E feita uma abor-
dagem histérica, exemplificativa e ilustrativa. Logo em seguida, é mostrado, com o rigor
matematico, como funciona o algoritmo vencedor de cada jogo. A utilizacao desses jogos,
como uma ferramenta complementar, para o ensino de conteidos matematicos, proporci-

ona resultados promissores para a aprendizagem.

Palavras-chave: Jogo de Nim. Jogo de Wythoff. Ra Saltadora. Resta Um.



ABSTRACT

Since a long time ago, games are a part of inumerous civilizations, with their diversity
being unmeasurable. This dissertation discusses four mathematical games, namely: Game
of Nim, Peg Solitaire, Conway’s Soldiers and Wythoff’s Game. A historical, exemplary
and illustrative approach is taken. Soon after, it is shown, with mathematical rigor, how
the winning algorithm of each game works. The use of these games, as a complementary

tool, for the teaching of mathematical contents, provides promising results on learning.

Keywords: The Game of Nim. Wythoft’s Game. Conway’s Soldiers. Peg Solitaire.
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1 INTRODUCAO

A palavra jogo vem da etimologia do latim ludus, que se refere a divertimento,
recreacao. Jogos estao presentes desde a antiguidade e nos revelam as caracteristicas
culturais e economicas das sociedades que os desenvolveram, como podemos ver no texto

da professora Maria Angela Barbato Carneiro (2014)

Ao conquistarem a Grécia, os romanos incorporaram sua cultura, assimilando
algumas préticas lidicas como bonecos, utensilios domésticos de barro, labi-
rintos e até mesmo jogos de tabuleiro. Muitos brinquedos foram elaborados
a partir de elementos da natureza, como folhas e frutos, com os quais faziam
bonecos, animais e outros utensilios usados nas praticas cotidianas. Um dos
exemplos mais interessantes foi encontrado em pisos de casas romanas confecci-
onado por mosaicos, formando desenhos de labirintos para entreter as criancas.
Talvez a atividade lidica mais conhecida tenha sido o Jogo das Pedrinhas, ou
Cinco Marias, chamado de astriagalo, nome atribuido aos ossos das patas dos
carneiros, que, por serem quadrados, auxiliavam as jogadas. [Maria Angela
Barbato Carneiro é professora titular e coordenadora do Nicleo de Estudos do
Brincar da PUC-SP,“A magnifica histéria dos jogos”, site Carta Educagao da
Carta Capital].

O interesse pelo tema relativo a jogos surgiu quando percebi que os jogos
despertam o interesse das pessoas para o aprendizado da matematica, ocasiao na qual
o conteido matematico pode ser explanado de forma mais natural, sem parecer uma
obrigacao em aprender conteudos desnecessarios. Os jogos possuem um papel fulcral
no ensino de conteudos, propiciando uma aprendizagem de forma lidica e inconsciente.
Na matematica, essa ferramenta é muito importante para o desenvolvimento de diversos
conteudos, precipuamente, naqueles abstratos e/ou complexos. Em face disso, resolvi pes-
quisar e elaborar um estudo para a comunidade cientifica, para os colegas de magistério
que lecionam matematica e também para os amantes no assunto. Trata-se de uma aborda-
gem em quatro jogos, a saber: Jogo de Nim, Resta Um, Ra Saltadora e Jogo de Wythoff,
onde trazemos o funcionamento, o algoritmo vencedor e a explicacao matematica que
propicia a obtencao da vitéria. Temos como propdsito mostrar a matematica com uma

linguagem simples e clara, despertando o interesse de todos os leitores pela mesma.
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2 JOGO DE NIM

Segundo COSTA(2016, p. 12), o Nim é jogado desde a antiguidade, com
provavel origem na China, onde existe o jogo Tsuan-Shizi - que significa os que “esco-
lhem pedras” - semelhante ao Nim. Existe, ainda, a possibilidade de ter origem inglesa
ou alema, pois Nim em inglés significa “apanhar” e nimm em alemao é “tomar”. Foi
nomeado, em 1901, por Charles Bouton E| em um artigo denominado “Nim, A Game with
a Complete Mathematical Theory” (1901} p.33-39) a respeito da teoria dos jogos. E jo-
gado por dois jogadores e consiste em retirar elementos - palitos, moedas, sementes, etc
- alternadamente. Cada jogador, na sua vez, escolhe uma fila e retira pelo menos uma
peca. Vence o jogo aquele que retirar o ultimo elemento. Vejamos no exemplo ulterior

como o jogo se sucede.

2.1 Exemplo

Podemos escolher quantas filas desejarmos bem como quantos elementos em
cada fila. Facamos, por exemplo, quatro filas com 4, 11, 13 e 15 na 12, 2%, 3* e 4* filas,

respectivamente, conforme a figura 1.

Figura 1 — Um exemplo de jogo de Nim.
1°FLA 0000
2FILA - OOOO00O00O0000
3FILA 0000000000000
2FLA O0O0000000O0000O

Fonte: Proéprio autor.

Vamos ver um exemplo de como o jogo funciona. Para isso, denominemos dois
jogadores de A e B e vejamos o passo-a-passo na figura 2. Atente que a esquerda estao
os movimentos de A e a direita os de B.

Aproveitando esse exemplo, vejamos a estratégia vencedora para o jogo de
Nim. Mas antes, definamos os conceitos de configuracao segura e configuragao insegura,
que sao importantes para o entendimento matematico do jogo. Configuracao segura é
aquela que possui nimero par de poténcias de 2 em todas as colunas. Ja configuragao
insegura é aquela que possui pelo menos uma coluna com ntmero impar de poténcias.
Voltemos a explicacao. Temos os jogadores A - o primeiro a jogar e que sabe a estratégia
da vitéria - e B - o ultimo a jogar e novato no jogo. O jogador A comeca mentalmente
transformando o niimero de elementos em cada fila como soma de poténcias de 2. Observe
qued =22 11 =23 4+21 429,13 =23 422 + 20, 15 = 23 + 22 4+ 21 +- 20 O segundo passo

mental de A é formar grupos por poténcias de 2, tais como na figura 3.

LCharles Leonard Bouton, matemético estadunidense nascido em 1869.
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Figura 2 — Passo-a-passo do jogo entre os jogadores A e B.

vez do jogador A vez do jogador B
1FLA OOO® "FLA 0000
2FiLA OOO0O0O0O0O0O0000 2FILA. OOO0O0O0O0O0O0O000
¥FLA 0000000000000 3*FILA
#FILA O0O000000000O0000O #FILA OO0000000O00O0OO
Aretira 13 pegas da 32 fila B retira 7 pegas da 4° fila
vez do jogador A vez do jogador B
1°FILA O00® 1°FLA OOO®
2FILA. - OOO0O0O0O0O00O00O 2Fita OOO0O0O0O0O0O0000
3?FILA 32 FILA
#FILA O0O000000 42Fita OO0O00000
Aretira 1 pega da 12 fila B retira 11 pecas da 2* fila
vez do jogador A vez do jogador B
1°FLA OO® 12FLA OO®
22 FILA [ 2° FILA
32 FILA 32 FILA
#FILA - OOO000000 4FLA OO0
Aretira 5 pecgas da 42 fila B retira 2 pegas da 12 fila
vez do jogador A vez do jogador B
1 FILA @ 1°FILA @
22 FILA 22 FILA
32 FILA 32 FILA
42FILA. - OO0 42FILA O
Aretira 2 pegas da 42 fila B retira 1 pega da 12 fila

A vence o jogo

12 FILA
2* FILA
32 FILA

42FILA O
Aretira a Ultima peca

Fonte: Proéprio autor.

Perceba que temos 3 elementos no grupo de poténcias de 23, 3 elementos no
grupo de poténcias de 22, 2 elementos no grupo de 2! e 3 elementos no grupo de 2°. Como
aludido acima, temos uma configuracao insegura, pois temos pelo menos uma, no caso
trés, coluna com uma quantidade impar poténcias de 2.

O terceiro passo mental para o jogador A sera sempre escolher a primeira
coluna de poténcias, da esquerda para a direita, que possua quantidade de poténcias
fmpar. Neste exemplo, A escolhe a coluna de poténcias de 23. O préximo passo da
estratégia vencedora para A é fazer com que todas as colunas de poténcias fiquem com
nimero par de elementos, ou seja, atinja uma configuracao segura. Para isso, ele pode
retirar uma poténcia 2%, uma poténcia 2% e uma poténcia 2° da 3* fila, ou seja, ele iré
retirar toda a 3* fila, que contém 13 elementos. O jogador A atingiu seu objetivo, nessa
rodada, pois cada coluna de poténcias possui numero par. Vejamos, na figura 4, como
ficou a situacao apds a jogada. Observe que ha duas poténcias em cada coluna.

Agora é a vez de B. Qualquer retirada que ele fizer deixard pelo menos um
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Figura 3 — Formacao de grupos de poténcias de 2.

12 COLUNA | 22 COLUNA | 32 COLUNA | 42 COLUNA

1 FILA 22

zrua| 2P 2" | 2°
sra| 20| 2P 2°
ernl 20| 20 20 2°

Fonte: Proéprio autor.

Figura 4 — Retirou-se poténcias da 3* fila para que cada coluna
ficasse com nimero par e atingisse uma configuracao segura.

12 COLUNA | 22 COLUNA | 32 COLUNA | 42 COLUNA

12 FILA 22

22 FILA 23 21 20

32 FILA

42 FILA 23 22 21 20

Fonte: Proéprio autor.

grupo de poténcias impar. Isso se deve ao fato de qualquer ntimero inteiro positivo poder
ser decomposto, de forma tinica, em soma de poténcias de 2. Portanto, serao retirados

elementos dos grupos que fizemos. Por exemplo, B retira 7 palitos da 4* fila.

Figura 5 — Jogador B retira 7 pecas da 4* fila e entrega ao jogador
A uma configuragao insegura.

12 COLUNA | 22 COLUNA | 32 COLUNA | 42 COLUNA
12 FILA 22

29 FILA 23 21 20

3 FILA

4 FILA 23

Fonte: Proéprio autor.

Novamente, A fard uma jogada para deixar as colunas com ntimero de elemen-
tos par. Olhando para a figura 5, percebe-se que a primeira coluna, da esquerda para a
direita, que possui niimero fmpar de elementos é a 2%. Logo decompoe-se 22 = 21 +20+1 e,
por conseguinte, preenche-se a 3% e 4* colunas com 2! e 2°, respectivamente, retirando-se
apenas uma peca da primeira fila, veja na figura 6.

Entao B, arbitrariamente, retira os onze elementos da 2 fila, tornando impar

as trés colunas de poténcias e novamente torna a situagao uma configuracao insegura
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Figura 6 — A primeira coluna com nimero impar de elementos é a
22, Por isso, foi decomposta a poténcia 22 da 1? linha em 2', 2° e 1.
Retirou-se uma peca.

12 COLUNA | 22 COLUNA | 32 COLUNA | 42 COLUNA
12 FILA 21 20

29 FILA 23 21 20

3 FILA

4 FILA 23

Fonte: Proéprio autor.

(figura 7).
Figura 7 — B retira todos os elementos da 2* fila.
12 COLUNA | 22 COLUNA | 32 COLUNA | 42 COLUNA
12 FILA 21 20
22 FILA
32 FILA
42 FILA 23

Fonte: Proéprio autor.

Vocé ja sabe: A seguird o mesmo algoritmo. Temos 23 = 2242 +2°+1. Com

isso, ele torna par a 3* e 4* colunas e elimina 5 pegas da 4* fila (figura 8).

Figura 8 — 23 foi decomposto em 22, 21, 20 e 1. Retira 5 pecas e
obtém uma configuracao segura.

12 COLUNA | 22 COLUNA | 32 COLUNA | 42 COLUNA
12 FILA 21 20

22 FILA

32FILA

42 FILA 21 20

Fonte: Proéprio autor.

Nesse momento, B ja percebe que perdera, pois, se ele retirar todos os elemen-
tos de uma fila, A retirard todos da outra e ganhara. Todavia, se ele nao o fizer, A fara
o mesmo algoritmo e a situagao se repetird. Observe, que se B retira 2 elementos da 1?
fila, entdo A retira 2 elementos da 4* fila (figura 9).

Jogo encerrado, pois B retira 1 = 2° de quaisquer das filas e entdao A ganha.
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Figura 9 — E a vez do jogador B que nada poderd fazer para

ganhar.
12 COLUNA | 22 COLUNA | 32 COLUNA | 42 COLUNA
12 FILA 20
22 FILA
32 FILA
42 FILA 20

Fonte: Proéprio autor.

2.2 Construgao da estratégia vencedora

Esse exemplo ilustrou o funcionamento do jogo. Entretanto, precisamos veri-
ficar que, para todas as situagoes, essa estratégia vencedora ¢é eficaz. Diante do exposto
no exemplo anterior, vamos resumir em dois passos o algoritmo de resolucao:

1° Passo) Devemos olhar para a coluna mais a esquerda com um ntmero
impar de casas ocupadas e escolher uma linha cuja casa desta coluna esteja ocupada;

2° Passo) Iremos caminhar da esquerda para a direita. Considere uma casa da
linha escolhida no 1° passo. Se a coluna desta casa tem um nimero par de casas ocupadas,
entao nada se faz nesta casa. Por outro lado, se a coluna desta casa tem um ntimero impar
de casas ocupadas, acrescente pecas nesta casa se ela estiver vazia. Ou retire as pecas
desta casa se ela estiver ocupada. A relacao 2" —1=2""142""24  +224+ 21 120 com
n natural, garante que o segundo passo sempre pode ser realizado, desde que recebamos
do outro jogador uma configuragao insegura.

Com esse algoritmo, fica certo que uma configuracao insegura sera transfor-
mada em uma configuracao segura. Por outro lado, uma configuragao segura é sempre
transformada em uma configuracao insegura, independentemente da jogada realizada, pois
(exatamente) uma das casas de (pelo menos) uma das colunas serd removida.

Vejamos um outro exemplo para mostrarmos o funcionamento do algoritmo.
Seja o seguinte jogo entre os jogadores A e B, onde comega-se com a configuragao inse-
gura e o primeiro jogador sabe a estratégia vencedora. Sejam trés pilhas que possuem,

respectivamente, 29, 25 e 15 pegas, como na figura 10.

Figura 10 — Configuracao inicial.

12 COLUNA | 2 COLUNA | 3% COLUNA | 42 COLUNA | 57 COLUNA
12 FILA 2¢ 2° 2? 2°
2FILA 24 23 2°
3 FILA 23 22 21 20

Fonte: Proéprio autor.
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Pelo 1° Passo do algoritmo, escolhemos a segunda coluna que contém um
numero impar de casas ocupadas e escolhemos a segunda fila (perceba que poderiamos
ter escolhido quaisquer das filas, pois todas possuem a casa ocupada na 2* coluna). Agora
percorremos na segunda fila as colunas da esquerda para a direita. A terceira coluna
possui nimero par de casas ocupadas e, pelo 2° passo, nada se faz. Passamos a quarta
coluna. Esta possui numero impar de casas ocupadas e como a casa na segunda fila
com a quarta coluna estd vazia, entao, de acordo com o 2° passo do algoritmo, devemos
preenché-la. Fazemos isso decompondo o ntimero 23, de forma tnica, do seguinte modo:
23 — 1 = 22 4+ 21 + 29 Portanto, preenchemos a casa da segunda linha e quarta coluna
com o ntimero 2! que estd no segundo membro da aludida relacao. Prosseguimos para a
quinta coluna, a qual possui niimero impar de casas ocupadas. Retiramos, pois, o niimero

20 de pecas. O jogador A, portanto, retirou sete pecas, vejamos na figura 11.

Figura 11 — Configuracao segura apds a jogada de A.

12 COLUNA | 22 COLUNA | 32 COLUNA | 42 COLUNA | 52 COLUNA
19 FILA 24 23 22 20
pra| 24 2'
5 FILA 2° 22 o 20

Fonte: Préprio autor.

Agora B retira todas as quinze pecas da terceira fila, figura 12.

Figura 12 — Retirada de quinze pecas da terceira fila.

12 COLUNA | 2% COLUNA | 32 COLUNA | 42 COLUNA | 52 COLUNA
4 3 2 0
rFA | 2 2 2 2
4 1
2RLA | 2D 2

Fonte: Proprio autor.

O jogador B entrega uma configuracao insegura ao jogador A que aplica o
algoritmo vencedor. O jogador A vai para a segunda coluna e escolhe a primeira fila.
Aplicando o 2° passo do algoritmo na terceira coluna, ele retira o nimero de pecas 2.
Logo em seguida, na quarta coluna ele precisard acrescentar 2! pecas e fara isso mediante
a decomposicao do elemento 23 — 1 = 22 4+ 2!, Na quinta coluna, como h4 um nimero
impar de casas ocupadas e a casa dessa coluna com a primeira linha esta ocupada, retira-se
as 2° pecas. Ao todo o jogador A retirou onze pecas. Segue figura 13.

Agora é a vez de B. Ele retira dezesseis pecas da primeira fila e novamente
desfaz a configuracao segura.

Aplicando o 1° Passo do algoritmo, o jogador A dirige-se a primeira coluna,

escolhe a segunda fila e retira 2% pecas, deixando uma configuracao segura. A essa altura o
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Figura 13 — A retira onze pecas da primeira fila.

12 COLUNA | 22 COLUNA | 32 COLUNA | 42 COLUNA | 52 COLUNA

12 FILA 24 21
22 FILA 24 21

Fonte: Proéprio autor.

Figura 14 — B retira dezesseis pecas da primeira fila.

18 COLUNA | 2% COLUNA | 32 COLUNA | 42 COLUNA | 52 COLUNA

12 FILA 21
22 FILA 24 21

Fonte: Proéprio autor.

jogador B percebe que ja perdeu pois s restard retirar duas pecas da primeira ou segunda
fila e, posteriormente, o jogador A vencerd ao retirar as 2! pecas restantes.

Em sintese, aquele que receber uma configuracao segura a desmanchara e
aquele que receber uma configuracao insegura, se souber da estratégia vencedora, sempre
devolvera uma configuracao segura. Diante do exposto, podemos concluir que se a confi-
guragao inicial for segura, o segundo jogador, se souber a estratégia vencedora, ganhara o
jogo. Por outro lado, se a configuragao inicial for insegura, o primeiro jogador, se souber

a estratégia vencedora, entregara rodada a rodada uma configuracao segura e ganhara o

jogo.
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3 RESTA UM

A origem desse jogo é incerta. Segundo Scussel(2010)), existem duas histérias
conhecidas. Uma remete ao poeta Ovidio, [L que citava em seus escritos a existéncia de um
jogo para uma so pessoa em que se usava um tabuleiro com concavidades e pequenas bolas.
Ja a outra fonte refere-se a um nobre franceés do século XVIII, denominado Pellison, que
fora encarcerado pelo rei Luis XIV na Bastilha. Possui uma variagao de nomes dependendo
da regiao, segundo George(2006) nos Estados Unidos é conhecido como “Peg Solitaire” e,
na Inglaterra, é denominado “Solitaire”. J& na India o nome é “Brainvita”. Ainda possui
outro nome: “Hi-Q”. E nao é s6 no nome que possui variagoes, o jogo apresenta versoes
diferentes na movimentacao das pegas, que pode ser na vertical, horizontal e/ou diagonal,

e também diversos tabuleiros (figura 15).

Figura 15 — Diferentes tipos de tabuleiro para o jogo.

Padrao Assimetrico Alemao Quadrado
=TaTa °

Diamante Triangular Trapézio Hexagonal

Estrela Triangular 2 Coragao Floco de neve
Dé] 5 ‘.T‘OW [o]e]
(o] [o] oo
[o]e[e] ole| 0
[o]e[e]e] ) [o]
[®

Fonte: Proéprio autor.

Todavia, aquela que vamos estudar é a versao classica e mais conhecida. Ela
consiste em um tabuleiro com 33 pequenos orificios formando o desenho de uma cruz, ta-
buleiro padrao também denominado tabuleiro inglés, todos preenchidos com pecas exceto

o orificio central como mostrado na figura 16.

Figura 16 — Tabuleiro padrao ou ingles.

Fonte: Proéprio autor.

'Puiblio Ovidio Naso, poeta romano que viveu de 43 a.C a 17 d.C
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A movimentagao das pegas é lateral ou vertical em que uma peca “pula” (em
linguagem popular fala-se “come”) a outra na diregdo de um espago vazio, conforme as
figuras 17 e 18.

Figura 17 — Movimentos na horizontal
——

oo > | |®

) =l TQTQ\

Fonte: Proéprio autor.

Figura 18 — Movimentos na vertical.

il
0

Fonte: Proéprio autor.

3.1 Exemplo

H4& diversas formas de deixar uma unica peca no tabuleiro. Podemos ver duas
solucoes conforme figuras no Anexo I deste trabalho. Atente que a peca verde “comerd”

a amarela.

3.2 Construgao da estratégia vencedora

Perceba que podemos resolver o jogo a revelia de uma explicacao matematica.
Entretanto, nosso objetivo é explicitar a logica de podermos concluir o jogo em determi-
nadas casas e em outras nao. Se jogarmos o jogo classico que comeca com 32 pecas, e
sendo a Unica casa vazia, a central, poderemos terminar o jogo, com uma peca, nas cinco

seguintes posigoes, apenas, veja a figura 19:

Figura 19 — As cinco posi¢oes possiveis de término do jogo resta
um.

Fonte: Proéprio autor.
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Para provarmos essa afirmacao, usaremos o grupo de Kleinﬂ Trata-se de um
grupo comutativo de quatro elementos a que chamaremos z,y, z, 1 em que xy = z, xz = v,

yz = x e 22 = y? = 22 = 1. Segue quadro representativo na figura 20:

Figura 20 — Tabela contendo o grupo de Klein.

1 X y z
1 1 X y z
X X 1 z y
y y z 1 X
z z y X 1

Fonte: Proéprio autor.

Diante do exposto, podemos preencher o tabuleiro, com os elementos do grupo

de Klein, da seguinte forma (figura 21):

Figura 21 — Tabuleiro de Resta Um preenchido pelos elementos do
Grupo de Klein.

<
N

N

N
x

<
N
X [IN|[<|X|N|I<|X
N|[<|[X|N|<|[X
x

< | X | N|I<|X

Fonte: Proéprio autor.

Veja que o produto dos elementos das casas ocupadas por pecas € y, pois temos
dez trios ocupados contendo z,y,z e x.y.z = 1. Sobrando no centro um trio contendo
as casas r e z ocupadas e entao z.z = y. Em adicao a isso, vejamos que os movimentos

possiveis sao os discriminados na figura 22:

Figura 22 — Movimentos possiveis no jogo.

— —
xly]z] [y]z]x]
— —
2z ]y ] [2]x]y]
— —r
ylxfz] [=2]y]x]

Fonte: Proéprio autor.

Veja que, em quaisquer dos movimentos possiveis, o produto do elemento do
primeiro quadrado com o elemento do segundo quadrado da figura 22 resulta no elemento

do terceiro quadrado. Logo, as movimentacoes do jogo mantém invariante o produto dos

1Felix Christian Klein, matematico aleméao nascido em 1849.
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elementos das casas ocupadas. Diante do exposto, como o produto inicial é y e, ao final de
cada jogada, continuara sendo y. Por conseguinte, vemos que as tnicas possibilidades de
término sao aquelas que possuem y do grupo de Klein, figura 23. Todavia, se tragarmos o
eixo de simetria, entao temos que, por simetria dos movimentos, nao poderemos terminar

0 jogo nas posicoes marcadas de vermelho da figura 24.

Figura 23 — Possibilidades de término ja que os produtos resultam
sempre em y.

©

O | O |

O

Fonte: Proéprio autor.

Figura 24 — Com o eixo de simetria algumas posi¢oes nao sao
possiveis.

eixo de simetria

Fonte: Proprio autor.

Por exemplo, se a peca terminar na posicao da figura 25 ela também poderia
encerrar na posicao simétrica da figura 26 (para isso, basta inverter o sentido dos movi-
mentos horizontais). Entretanto, a posi¢ao da figura 25 é z e, como vimos, a invariancia
deve manter-se com o valor do produto igual a y.

Figura 25 — Posicao z.

eixo de simetria

0

Fonte: Proéprio autor.

Portanto, o fim do jogo s6 pode ocorrer nas posicoes da figura 19.
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Figura 26 — Posicao simétrica a da figura 25, porém a posicao € y.

eixo de simetria

Fonte: Proéprio autor.

3.3 Aplicagoes do jogo em problemas matematicos

Outrossim, vale salientar que a explicacao que foi dada para o tabuleiro padrao
pode ser utilizada caso nos deparemos com um tabuleiro diferente como é o do problema

abaixo El, que utiliza o tabuleiro alemao, vejamos:

O classico jogo do resta um € jogado em um tabuleiro formado por 5 quadrados
3x3, colocados um acima do outro em forma de cruz, como na figura, com a casa central
sem peg¢as, e as restantes com pe¢as. Determine em quais casas podemos terminar o jogo

do resta um.

Figura 27

AR AN A

LA A N

A EN AN

Fonte: http://amatematicapura.blogspot.com.br/2012/08/.

Solugao: O problema trata de Resta Um utilizando o tabuleiro Alemao. A
solugao ¢ analoga aquela que ja explanamos anteriormente para o tabuleiro padrao. Basta
fazer o desenho da figura 28 e observar que vai terminar nas casas contendo y e por sime-

tria teremos que os lugares sao aqueles da figura 19.

Outras aparicoes interessantes para o assunto do jogo Resta Um é em questoes

de olimpiadas, conforme os problemas abaixo. O primeiro El da Olimpiada Brasileira de

1O problema pode ser encontrado no sftio na web http://amatematicapura.blogspot.com.br/2012/08/.
2Localizamos esse problema no livro Crux Mathematicorum, publicado pela Sociedade Canadense de
Matematica.
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Figura 28 — Configuracao semelhante a do tabuleiro padrao.

z|x|y
x|y|z
ylz|x

z|x z|x|yl|z |x

x|y X(ylz|[x]|Yy

ylz|x|yl|lz|x|y]|z]|x
z|x|y
x|y|z
yl|z|x

Fonte: Proéprio autor.

Figura 29 — Posicoes possiveis de conclusao do jogo.

X | N
x

<[~ @< [~

x
N
IN‘<><N*<|

><N|‘<><N‘<><|N‘<

< | X
~ @

Fonte: Proéprio autor.
Matemética (OBM) e o segundo da Olimpiada Internacional de Matematica (IMO):

6* OBM - Olimpiada Brasileira de Matemdtica - 1984 - A figura 1 mostra
o tabuleiro usado no jogo chamado “Resta Um”. O jogo inicia com uma pe¢a em cada
quadrado do tabuleiro exceto no quadrinho central no qual nao hd peca. Seja A, B, C (ou
C, B, A) trés quadrinhos vizinhos em linha horizontal ou coluna vertical. Se A e B estdo
ocupadas e C ndo, entdo a pe¢a em A pode ser pulada para C e a pe¢ca em B removida(veja

figura 2). E possivel concluir o jogo com uma peca na posicao mostrada na figura 37

Figura 30 — Problema da OBM do ano 1984.

Figure 1 Figure 2 Figure 3

Fonte: Proéprio autor.

Solucao: Esse problema é um caso particular do que ja mostramos acima, pois

trata-se de uma posigao que nao é uma daquelas cinco possiveis, que constam na figura 19.

IMO - International Mathematics Olympiad - 1993 - Em um tabuleiro infinito,

um jogo € jogado como seque. No inicio, n® pecas estio arranjadas em um bloco de n por
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n quadrados contiguos, em que uma peca estd em cada quadrado. Um movimento do jogo
¢ o pulo, na direcao horizontal ou vertical, sobre um quadradinho adjacente ocupado para
um quadradinho nao ocupado que estd imediatamente apds ao que estd ocupado. A peca
que foi pulada € retirada. Encontre os valores de n para os quais o jogo pode terminar
com apenas uma peca restante no tabuleiro.

Solucao: Uma estratégia interessante para resolver problemas desse tipo é
comecar com valores pequenos de n. Por exemplo, seja n = 1. Temos 12 = 1 peca e
portanto obtemos éxito. Agora, facamos n = 2. Como mostra a figura 31, terminamos

com, apenas, uma pega (atente que as pecas vermelhas “comerao” as pretas):

Figura 31 — Situacao para n = 2.

> -

Fonte: Proéprio autor.

Portanto, o jogo termina com uma pega. Continuamos, agora com n = 3. Veja
que, para os movimentos na figura 32, termina-se o jogo com duas pecas, onde as pecas
vermelhas “comem” as pretas.

Diante desse exemplo, devemos observar se existe algum padrao e nao é es-
tranho imaginar que para multiplos de 3 possamos achar esse padrao. Perceba que se
colorirmos com trés cores, por exemplo, vermelho, verde e azul, iniciamos o jogo com a
mesma quantidade de pecas em cada cor. Veja a figura 33.

A cada rodada teremos a diminuicao de duas cores e o aumento de uma. Por
exemplo, seja o terno (z,y,z), em que x, y, z sao as quantidades de pegas em casas
vermelhas, verdes e azuis, respectivamente. No inicio, tinhamos o terno (3,3,3). Vejamos
o desenvolver dos ternos a cada rodada: (3,3,3), (4,2,2), (3,3,1), (2,2,2), (3,1,1), (2,0,2),
(1,1,1), (2,0,0). Portanto, vejamos que, a cada movimentagao, cada terno tem elementos
de mesma paridade, logo temos um invariante. Nao poderemos ter uma configuragao com
uma unica pega, pois terfamos um terno em um desses formatos: (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),
0s quais possuem elementos de paridades distintas. Diante do exposto, concluimos que
para n miultiplo de 3, ndao poderemos terminar o jogo com uma tunica pega. Nos resta

verificar o que ocorre para niumeros da forman =3p+1en =3p+ 2, p € N. Ja4 vimos
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Figura 32 — Situagao para n = 3.

o0 e L0
(]
(L) (L)
|:> ... |:> ... "':>
[] @
L)
:> eee :> N0 ::>
:> o0 e :> o (]

Fonte: Proéprio autor.

que paran = 1 e n = 2 é possivel terminar o jogo com uma tnica peca. Como estratégia
utilizaremos uma pecga no formato da letra “L”. Vejamos na figura 34 essa peca e sua
movimentagao.

Vamos utilizar essa peca para solucionarmos o jogo com n = 4. Divide-se o
tabuleiro em um retangulo 1x3 (cor verde), onde a peca em forma de “L” percorre da
esquerda para a direita. Depois o retangulo 3x1 (cor azul), no qual a peca em forma
de “L” percorre de baixo para cima, e, posteriormente, percorre um quadrado 3x3 (cor
rosa) no sentido da direita para esquerda, terminando no quadrado 1x1 (cor vermelha).
Vejamos nas figuras 35 e 36.

Nas figuras 37 e 38 podemos utilizar a pega no formato da letra “L” para
n = 5. Dividimos o tabuleiro com as pegas em um retangulo 2x3 (cor verde), onde a pega
em forma de “L” percorre da esquerda para direita, depois o retangulo 3x2 (cor azul),
em que a peca em forma de “L” vai de baixo para cima, e, posteriormente, percorre um
quadrado 3x3 (cor rosa) no sentido da direita para esquerda. Por ultimo, a pega conclui
o movimento no quadrado 2x2 (cor vermelha)

Diante dos exemplos, realizamos inducao em n para provar que para nimeros
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Figura 33 — Situagao com coloracao verde, vermelha e azul.

U

2SN

y

Fonte: Proéprio autor.

Figura 34 — Peca em formato da letra ”L.”e sua movimentacao.

D 8
o > |8 > =>
0@ ° Ole °

Fonte: Proprio autor.

da forman = 3p+ 1 e n = 3p 4+ 2, com p natural, terminamos o jogo com apenas uma
peca. Suponhamos que seja valido para n = k e provemos que vale para n = k + 3.
Facamos a divisao do tabuleiro conforme a figura 39.

Da mesma forma que nos exemplos anteriores, a peca em formato de “L” ira
percorrer o retangulo k x 3 (cor verde) da esquerda para a direita, o retangulo 3 x k (cor
azul) de baixo para cima e o quadrado 3 x 3 (cor rosa) da direita para a esquerda (figura
40).

Como queriamos demonstrar, chega-se a hipdtese de inducao que é o quadrado
de lado k (cor vermelha). Concluimos que para o jogo com nimero de pegas da forma
n =3p+1en = 3p+2, com p natural, podemos encerrar o jogo com apenas uma peca. E
para o jogo com numero de pecas da forma n = 3p, com p natural, nao podemos terminar

0 jogo com apenas uma pega.



Figura 35 — Divisao do tabuleiro por movimentacao da pega em
forma de “L”para n = 4.

e 0o
«w 000w

w
-~ 000e- -

Fonte: Proéprio autor.

Figura 36 — Movimentacao da peca em forma de “L”para n = 4.
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Fonte: Proéprio autor.
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Figura 37 — Divisao do tabuleiro por movimentacao da pega em

forma de "L”.
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Figura 38 — Movimentagao da peca em forma de "L”.

Fonte: Proéprio autor.
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Fonte: Préprio autor.



29

Figura 39 — Divisao tabuleiro em um quadrado de lado k, um

retangulo k x 3, outro retangulo 3 x k e outro quadrado 3 x 3.
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Fonte: Proéprio autor.

Figura 40 — Agao da peca em formato de ”L”no tabuleiro em um

quadrado de lado k, um retangulo k x 3, outro retangulo 3 x k e

outro quadrado 3 x 3.
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Figura 41 — Continuacao da figura 40.
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Fonte: Proéprio autor.

Figura 42 — Continuacao da figura 41. Chega-se ao quadrado de

lado k.
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Fonte: Proéprio autor.
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4 RA SALTADORA

O jogo Ra Saltadora é conhecido em inglés como Solitaire Army, Conway’s
Army ou ainda Conway’s Soldiers. Foi apresentado por John Conwayﬂ em 1961, conforme
BELL, HIRSCHBERG e GARCfA(QOO?). E um problema que consiste de um tabuleiro
com pecas abaixo de uma linha diviséria com objetivo de chegar o mais longe que se

conseguir acima dessa linha.

Figura 43 — Exemplo de tabuleiro com 12 pecas.

Fonte: Proéprio autor.

Essas pecas se movimentam na horizontal ou vertical onde uma peca pula a
outra contigua (no popular “come” a outra) na dire¢cdo de uma casa vazia e aquela que

foi pulada é retirada. Vejamos nas figuras 44 e 45.

Figura 44 — Movimentos possiveis na horizontal.

—

oo = [ |of
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o | © |oo

Fonte: Proéprio autor.

Figura 45 — Movimentos possiveis na vertical.

Sl
s

Fonte: Proéprio autor.

4.1 Construcao da estratégia vencedora

Quantas pecas devemos usar e como devemos distribui-las abaixo do traco

grosso para que possamos atingir a 1* linha acima do trago grosso? E a 2?7 E as demais?

1John Horton Conway, matemético inglés nascido em 1937.
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Comecemos o experimento. O caso em que temos uma uUnica peca nao ha relevancia
pois nao héd movimentacao possivel. Com duas pegas (figura 46) vemos que existe a

possibilidade de chegar, no maximo, a uma linha acima da linha diviséria.

Figura 46 — Alcance da 1* fila.

Fonte: Proéprio autor.

Podemos continuar acrescentando pecas e tentando atingir filas acima da linha
diviséria. Com 3 pegas nao obtemos éxito independente da posicao em que colocam-se as

pegas. Entretanto, com 4 pegas, dispostas como na figura 47, podemos alcancar a 2* fila.

Figura 47 — Alcance da 2 fila.

=>

Fonte: Proéprio autor.

Continuamos jogando e aumentando o nimero de pecas com a finalidade de
chegar a 3* fila. Para isso, veja que em relagao ao que obteve-se da figura 47 é necessario

subir mais uma linha.

Figura 48 — Da figura 47 é preciso subir mais uma linha.
[ J

0> 0>

Fonte: Préprio autor.

Para isso, uma ideia interessante para ser mais assertivo na colocacao das pecas
¢ mirarmos a configuragao semelhante aquela inicial da figura 47, que ja sabemos atingir
duas filas acima, figura 49.

Portanto, fazendo algumas tentativas colocamos as pecas marcadas de verme-
lho de forma que possa ser viabilizado esse movimento como ilustrado na figura 50.

Seguindo o mesmo pensamento vamos alcancar a 4* fila. Deve-se mirar a
configuracao semelhante aquela inicial da figura 50, a qual ja sabemos que atinge trés

linhas acima, figura 51.
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Figura 49 — Configuracao que atinge duas filas acima.

Fonte: Proéprio autor.

Figura 50 — Alcance da 3* fila.
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Fonte: Proéprio autor.

Fazendo algumas tentativas podemos chegar a configuracao inicial da figura

52, na qual podemos ver o detalhamento para atingir a 4* fila.

Figura 51 — Configuracao que atinge trés filas acima.

Fonte: Proéprio autor.

Prosseguindo com o jogo, veremos agora que nao ha possibilidade de se chegar
a 5* linha acima do trago divisério. Essa afirmagao é embasada na demonstragao proposta
por Conway, a qual se baseia em preencher o tabuleiro com poténcias do inverso do niimero
dureo. Para relembrarmos, o niimero dureo é a raiz positiva da equacio % = x + 1,
z = (1++/5)/2. Entdo, temos ® = 1/xz, e substituindo na equacdo > = z + 1 ficamos

(1/8)?=(1/®)+1.. 1=+ 3> - &> =1—, onde d = (—1 + V/5)/2.

Preenchemos o tabuleiro da forma como esté exposto na figura 53, onde a casa que contém

o numero 1 é a casa que supostamente terifamos alcancado com uma peca.
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Figura 52 — Alcance da 4* fila.
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Fonte: Préprio autor.

Primeiramente vamos somar os ntimeros abaixo da linha diviséria. Vejamos
que cada coluna é preenchida por elementos que formam uma PG infinita, de razao |®| < 1,

logo convergente:

S=(P°+ 40"+ )+ 2P0 + DT+ D) 427 +DF+ DY )+

P° o o7
= 2 2
1—<I>+ (1—<I>)+ (1—@

Como ®2 =1 — ®, substituindo nos denominadores das fracoes, temos:

S )+ ...

o> O o7
S = (@> +2(@) +2(@)... = ®® + 201 4+ 20°... = (O + O + O°) + (P + P+ P0..) =

3 il 3 ot

JR— e — — f— 2:
—1_q)+1_q)—(q)2)+(q)2) O+ P 1.

Concluimos, pois, que se tivermos infinitas casas abaixo da linha diviséria, a soma das
poténcias do nimero ® serd igual a 1, ou seja, um tabuleiro formado por um ntmero finito
de casas possuira essa soma aludida estritamente menor que 1. Guarde essa informacao.
Agora observemos que as movimentagoes possiveis no tabuleiro sao as que constam na
figura 54. Observe a direcao das setas. Vejamos que a soma das casas antes de cada

movimento € igual ou maior que a soma das casas imediatamente apds cada movimento:
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Figura 53 — Configuracao de John Conway.
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Fonte: Proéprio autor.

(1) DN 4 dN > N T,
(1) VT + &N > VT2 pois |B| < 1;
(1ii) @V + Nt = N2 pois PV 4 PN =

=N (P* 4+ @) = V(1 - D+ @) = OV

Figura 54 — Movimentagoes possiveis.
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Por conseguinte, inferimos que se pudéssemos atingir a 5* linha em uma casa

cDN+ q)N ¢N+1

Fonte: Proéprio autor.

que contém o algarismo 1, terfamos como soma, pelo menos, valor igual a 1, todavia,
comecamos 0 jogo com uma soma estritamente menor que 1 e vimos que apos cada movi-
mento mantemos ou diminuimos a soma das casas. Impossivel chegar a 5* linha. A titulo
de curiosidade, utilizaremos a técnica acima para fazermos um teste para a possibilidade
de alcancar a 4* linha que ja vimos ser possivel por tentativa. Temos a situagao da figura
55 com as mesmas condi¢oes do exemplo anterior.

Somando os valores abaixo da linha divisoria:

S=(P*+ P+ P+ .) +2(D° + D+ D7) 4 2P0 + DT+ D4 ) 4
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Figura 55 — Configuracao para atingir a 4* fila.
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Fonte: Proéprio autor.
o H° oo
S = 2 2 e
1—<I>+ (1—<I>>+ (l—CI)>+

Como ®2 = 1 — ®, substituindo nos denominadores das fracoes, temos:

o1 5 o

— B2 3 4 _ 2 3 4 3 4 5 _
S—(@)+2(@)+2(@)..._Cb +20° 420" = (P + P+ D7)+ (P°+ P+ D7) =
P2 P3 P2 3
_ =(=)+ (=) =1+ > 1,pois ® > 0.
o 19 g T@ 1T pots

Observe que, dessa vez, nao existe a impossibilidade de atingirmos a casa contendo o
algarismo 1 na 4* linha (ja vimos ser possivel na figura 52), pois o somatério dos valores

das casas ocupadas no inicio é maior que 1.
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5 JOGO DE WYTHOFF

Segundo HIRSCHFELD-COTTON (2008, p.3), o nome desse jogo remete-se
a Wythoff |I|, o qual publicou uma analise completa no inicio do século XX. Mais tarde,
ainda no século XX, por volta do ano de 1960, Rufus Isaacs H fez uma outra descricao para
esse jogo realizando uma analogia ao movimento da rainha no xadrez. Com isso, o jogo
ganhou também a denominagao “Queen’s Move” ou “Cornering the Queen” - Movimento
da Rainha e Encurralando a Rainha, respectivamente, em portugues. Existem ainda as
denominacoes Wythoft’s Game ou Wythoft’s Nim. Essa tltima nomenclatura deve-se ao
fato de que esse jogo é aparentemente uma variacao do jogo de Nim. As diferencas para
o Nim sao que devemos ter apenas duas colunas de pecas e, para retirar as pecas, além
de podermos escolher uma fila para retirar pegas, podemos retirar um igual nimero de

pecas de ambas as filas. Vamos ao jogo!

5.1 Exemplo

Temos dois jogadores, A e B, e duas pilhas contendo 10 e 13 pegas. Como ja
mencionado, o jogo segue uma sistematica semelhante ao jogo de Nim, onde cada jogador
retira, alternadamente, um nimero qualquer de uma fila ou um mesmo ntimero das duas
filas. Vamos representar o nimero de pegas da seguinte forma (10,13), onde o primeiro
termo do par ordenado é o nimero da primeira fila e o segundo termo do par é o nimero
da segunda fila. O jogador A comeca retirando trés pecas da 1* fila e entao ficamos com
a seguinte configuracao: (7,13). Por sua vez, B retira quatro pegas de cada fila, logo
ficamos com (3,9). Agora A retira duas pegas em cada fila: (1,7) e B retira uma pega em

cada fila: (0,6). A retira seis pegas da 2* fila, resultando em (0,0) e ganha o jogo.

Figura 56 — O jogador A vence o jogo.

vez do jogador A vez do jogador B
1"FLA 0000000000 1°FLA 0000000
2FLA. 0000000000000 — > >riLA 0000000000000
(10,13) (7,13)
vez do jogador A vez do jogador B
?FLA @ OO 1°FILA @
2°FLA 900000000 > 2FlLA 0000000
(3,9) (1,7)
vez do jogador A A vence o jogo
12 FILA 12 FILA
2FLA 000000 > 2°FlLA
(0,6) (0,0)

Fonte: Proéprio autor.

Em adicao a isso e para uma compreensao mais aprofundada, vamos visualizar

"Willem Abraham Wythoff, matemético holandés nascido em 1865.
2Rufus Philip Isaacs, matemético estadunidense nascido em 1914.
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o desenvolvimento do jogo através dos movimentos de uma peca em um tabuleiro, figura
57.

Figura 57 — Semelhan¢a com o movimento de uma rainha do xadrez.

13 —~ea—— i

Fonte: Proéprio autor.

Veja que os movimentos sao nos sentidos para baixo, para esquerda e para
diagonal entre esquerda e baixo. Perceba também que a 1* e 2* filas de pecas estao
representadas, respectivamente, pela horizontal e vertical. Logo, no nosso exemplo, a
“rainha” estd na posic¢ao (10,13). Portanto, podemos representar o jogo entre os jogadores

A e B como na figura 58:

Figura 58 — Representacao de Wythoff em tabuleiro.

13 4= .

9 . . JOGADA DE A

D JOGADA DE B

- = <

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonte: Proéprio autor.

Diante do exposto, ja podemos avangar no desenvolvimento do funcionamento
desse jogo. Para isso, vamos utilizar o conceito de posi¢ao perdedora e posi¢ao vence-

dora. Posicao perdedora é aquela que qualquer que seja o movimento leva a uma posicao
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vencedora e posicao vencedora é aquela que é possivel através de um movimento levar a

uma posigao perdedora. Definimos (0,0) uma posi¢ao perdedora. Por exemplo, posigoes
dos tipos (1,0),(2,0)...,(z,0);(0,1),(0,2),...(0,x); (1,1),(2,2), ..., (x,2) com = natural e

x > 0, sao exemplos de posicoes vencedoras.

Figura 59 — Algumas posigoes vencedoras e perdedoras.

. POSICAO
PERDEDORA

POSICAO
VENCEDORA

[ 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonte: Proéprio autor.

Por inspegao, observamos que (1,2) s6 leva ao adversario uma posi¢ao ven-
cedora, pois se retirarmos uma pega de uma fila resultard em (0,2) que é vencedora e
se retirarmos duas pecas da outra fila, ocasionara (1,0) que também é vencedora e, por
ultimo, se retirarmos uma pega de cada fila levara a (0,1) que novamente é uma posigao
vencedora. Por simetria, (2,1) também é posi¢ao perdedora. Agora perceba que as demais
posicoes que estao na 1* coluna e na 1* linha sao todas vencedoras, pois, por defini¢ao, sao
posicoes que permitem deixar o adversario em uma posicao perdedora. Exemplificando,
temos que (3,1) pode ser levado a (2,1) com a retirada de uma peca da primeira fila. O
mesmo se aplica a 2* coluna e 2% linha. Outro grupo de posicoes que sao vencedoras é o
das diagonais de posigoes (1,2) e (2,1). Por exemplo, (2,3) e (3,4) podem chegar a (1,2)
com a retirada de uma peca em cada fila e duas pecas em cada fila, respectivamente.

Olhando para a figura 60 podemos perceber que as posigoes (3,5) e (5,3) sao
perdedoras, pois abaixo, a esquerda e na diagonal, entre a esquerda e abaixo, temos apenas
posigoes vencedoras (quadrinhos azuis), ou seja, (3,5) e (5,3) s6 levam ao adversario uma
posicao vencedora (lembre-se da definigdo de posigao perdedora). Ademais, o restante
das posicoes da coluna e linha 3 sao todas vencedoras bem como da coluna e linha 5.
Novamente as diagonais de (3,5) e (5,3) também sao vencedoras (sdo todos quadrinhos
azuis).

Para continuarmos encontrando as posigoes perdedoras seguimos a mesma
légica. Olhe para a figura 61 e perceba que (7,4) e (4,7) nos levam apenas para qua-

drinhos azuis sendo, portanto, mais duas posi¢oes perdedoras. Por conseguinte, vemos
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Figura 60 — (1,2) e (2,1) s@o posicoes perdedoras.

POSICAO
PERDEDORA

POSIGAO
VENCEDORA

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonte: Proéprio autor.

Figura 61 — (3,5) e (5,3) s@o posigoes perdedoras.

POSICAO
PERDEDORA

POSICAO
VENCEDORA

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonte: Proéprio autor.

que as demais posicoes das colunas 4 e 7, linhas 4 e 7 e suas respectivas diagonais sao
todas vencedoras (figura 62).

A essa altura ja ficou repetitivo o processo, de forma que o leitor ja deve ter
percebido, por observacao do tabuleiro, que as préximas posigoes perdedoras serao a (6,10)
e (10,6). Veja na figura 63.

Entao, é importante a percepcao da estratégia vencedora para esse jogo. Caso
o jogador comece em uma posi¢ao vencedora, basta que ele coloque o adversario em
uma posicao perdedora e continue repetindo esse processo rodada a rodada até que seja
atingida a posicao (0,0). Por outro lado, se o jogador comecar em uma das posigoes
perdedoras ele nada podera fazer em sua primeira jogada. Entretanto, a partir de sua

segunda jogada basta que ele aplique a mesma estratégia de jogar o adversario em uma
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Figura 62 — (4,7) e (7,4) s@o posicoes perdedoras.

POSICAO
PERDEDORA

POSIGAO
VENCEDORA

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonte: Proéprio autor.

Figura 63 — (6,10) e (10,6) s@o posigdes perdedoras.

POSICAO
PERDEDORA

POSICAO
VENCEDORA

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonte: Proéprio autor.

posicao perdedora. Observe os exemplos: Suponhamos dois jogadores A e B, em que o
jogador A sabe a estratégia e B nao sabe. A comega em uma posigao vencedora: (4,5).
O jogador A vai fazer com que o jogador B fique na posi¢ao perdedora (3,5) tirando
uma peca da primeira fila. Qualquer movimento de B caird em uma posi¢cao vencedora.
Imaginemos que B retire 2 pecas de cada fila, o que leva a (1,3). A agora retira uma pega
da segunda fila, o que leva a configuragao (1,2), que é perdedora. B retira duas pegas da
segunda fila: (1,0). Entéo, A retira a tnica pega faltante e ganha o jogo. Por outro lado,
suponhamos agora que temos a seguinte situagao: A e B irao jogar com a situacao inicial
(4,7) em que A comega. Nesse caso, A estd em uma posigao perdedora e, pela definigao
que ja vimos, qualquer movimento levara a uma posicao vencedora. A retira uma pega da

segunda fila: (4,6). A precisard que o jogador B nao o coloque em uma posi¢ao perdedora
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(salientamos que B no nosso exemplo nao conhece a estratégia vencedora). Imaginemos
que B retire duas pecas da primeira fila: (2,6). Agora A estd em uma posigao vencedora
e, portanto, basta jogar B em uma posi¢ao perdedora e fazer isso rodada a rodada até
atingir (0,0). A retira cinco pegas da segunda fila levando B a posicao (2,1). B entao
retira uma peca da segunda fila e A ficard na posicao (2,0). A retira as duas pegas da

primeira fila e ganha o jogo.

5.2 Construcao da estratégia vencedora

Contudo, ainda precisamos descobrir se tal ideia é correta caso aumentemos o nimero de
pegas do jogo. Sera que podemos aplicar a mesma estratégia para uma configuragao inicial
de (2018, 4333) pecas? Precisaremos do rigor matemético para provar que essa estratégia
é sempre vencedora. Vamos chamar de (x,,¥,) a sequéncia de posi¢oes perdedoras em
que x, é o nimero de pegas na 1* fila e y,, é o nimero de pegas na 2* fila (figura 64). Por

simetria no tabuleiro, iremos considerar apenas a situacao em que z,, < y,.

Figura 64 — Sequéncia de posi¢oes perdedoras.
n 0/1/2]|3|4

X, 0134 6

n

v. 1025710

Fonte: Proéprio autor.

Analisando essa tabela podemos observar alguns padroes interessantes. O
primeiro é que y, = x, + n, por exemplo, 0 =04+ 0,2 =1+ 1,5 =3 + 2 e assim
por diante. O segundo padrao é que cada nimero aparece apenas uma vez. O terceiro
padrao é que o elemento da linha x,, ¢ o menor inteiro positivo que ainda nao foi utilizado.
Por exemplo, na coluna que n = 2, temos x,, = 3 pois nas colunas anteriores apareceram
apenas 0, 1 e 2. Na coluna que n = 3, temos x,, = 4, pois nas colunas anteriores apenas
0, 1, 2, 3 e 5 foram utilizados. Por conseguinte, preenchendo a proxima coluna da tabela
da figura 64, onde n = 5, temos z,, = 8, ja que foram utilizados: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 10.
Para a segunda linha, temos ¥, = 13, pois 3, = 8 + 5. Vejamos a tabela, na figura 65,

com mais colunas preenchidas através desses padroes.

Figura 65 — Mais posicoes perdedoras descobertas através de
padroes observados.
n|0| 1,23 4/5|6/|7 8| 9/[10[11 12|13|14[15

X0 1/3|4]6|8|9 |11][1214]16 |17 |19 21|22 |24

n

Y./ 0] 25| 7]10/13|15 (18| 20|23 26|28 31|34 |36 |39

Fonte: Proéprio autor.

Passando esses dados para uma plano cartesiano, é razoavel pensarmos que
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esses pontos parecem estar em uma reta que passa pela origem, conforme a figura 66:

Figura 66 — Grafico aparente de uma reta.
17

16

; /1

14
13 @

12

11

10

6 =
; .
3 e

2 —@

13%
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Fonte: Proéprio autor.

o

Portanto, os pontos das sequéncias x,, e y,, estao proximos a pontos da forma
(an, Bn), onde « e [ sdo constantes. No entanto, como os nimeros das sequéncias ,, € y,
sao inteiros, é possivel que (x,,y,) = (lan],|6n]), onde | | representa o piso do nimero,
ou seja, a parte inteira do nimero. Para prosseguirmos com nossa explicacao precisamos
introduzir as sequéncias de Beattyﬂ conforme apresentacao de Ezra Brown (2016):

Se « e [ sdo numeros irracionais satisfazendo i—i—% = 1 entao, as sequéncias
la], [2a], [3a],...; e |B], (28], |38],...; incluem todos os niimeros naturais exatamente
uma vez. Primeiro, provemos a unicidade. Suponha que |ka| = [pS] = n. Como a e
sao irracionais, tem-se

(i)n < ka <n+1;

(ii)n < pB <n+ 1.

!Samuel Beatty, mateméatico canadense nascido em 1881. Publicou seu resultado no The American
Mathematical Monthly, problema n°® 3173, em 1926



44

Invertendo (7) e (i¢) e multiplicando por k e p, respectivamente, temos:

1
< =< -
«

Somando (iii) e (iv), obtemos:

i + P < 1< : <1<
n+l n+1 o [ n n n+l n

Perceba que
k+p

n

n<k+p<n+l.

E+p n+1 n

< =—<
n+1 n+1 n

Absurdo em supor que |ka| = |pB] = n, pois a desigualdade anterior diz que o inteiro

k + p esta entre dois inteiros consecutivos. Agora, mostremos que todo natural aparece

nas sequéncias. Dado n € N, existe k € Z, tal que % < é < % Vamos dividir o
: k=1 k (k=1 _k k_ k

intervalo (T, ;) em duas partes: ( — - +1) e (n +1> . Para isso, devemos mostrar que
Bl o b« B F imediato que £~ < £ Como ! < L < £ temos que k < n e
n n+1 n n+1 n n « n’ ’

portanto, k<n—|—1,'.k—i—nk5<n+1+nk k4+nk—m—-1<nk. . kn+1l)—(n+1)<
: . k=1
nk . (k—1)(n+1) <nk. =<k n+1
(i) Se niﬂ < 1 < £ multiplicando por %, temos — <= <

Segue a andlise dos intervalos:

invertendo a inequagdo, temos: n < ka <n+1 .. |ka] =n.

(1) Se 1 <L <k temos: 1 <1 -

k .
n+1? < n+1l ° -

1
B

n+l1—%k 1 n+4+1-—%k
< =< —— ' n<(n+1-kpB<n+1 - |(n+1-k)F] =n.
e R ( )5 I )3,

Em qualquer caso, n faz parte das sequéncias. Ulteriormente a apresentacao das sequéncias
de Beatty e observando na tabela da figura 60 que cada niimero natural sé aparece uma
unica vez, pode-se pensar que as sequéncias de posicoes perdedoras sao sequéncias de
Beatty. Nos resta ainda descobrir se a e 8 sao irracionais. Unindo o que foi exposto,
elencamos trés itens:

(i) 1 1 1

i)—+—==1;

e 5

(12) (2, yn) = (lan], [Bn]);

(191) yp = T, + 1.

Substituindo (i) em (éi7), temos |Sn] = |an] +n . |[fn] — |lan] =n . . (6 —a)n=n

. B —a=1, pois n > 0. Portanto, temos o sistema:
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{ f—a=1
1,01 _
aT5=
Na primeira equagao fazemos [ = a + 1. Substituindo na segunda equagao
temos:
1 1 1 1 1 5}
-+ —— = “.OHL ra = alat+1) Ll —a—1=0".a= +\/_,poisoz>0,
a a+l ala+1)  ala+1) 2

ja que estamos lidando com nimeros positivos. Portanto, mostramos que « é irracional.
Diante do exposto, podemos conjecturar o seguinte:

As posigoes perdedoras (z,,y,), com z,, < y,, sao dadas por (z,,y,) = (|an/|,| (a+
)n]) em que o = %g

Vamos provar por indugao. Suponhamos (z4,y,) = (lag],| (e + 1)g]) valido
para ¢ € {0,1,2,...,k}, com x, < y, e queremos provar que (Tpi1,Ypr1) = (|a(k +
)], (a+1)(k+1)]). Sejat o menor niimero inteiro que nao esta no conjunto {xo, yo, 1, Y1,
s T, yp . Como as sequéncias x,, e y, sao crescentes e &, < Y, S€ Trr1 # t, entdo o
inteiro ¢ nao aparecera entre os termos das sequéncias. Logo zp.; = t. Perceba que o
inteiro |a(k+ 1) ndo aparece entre os k+ 1 termos perdedores das sequéncias z,, e y,, em
virtude da unicidade das sequéncias de Beatty. Se t < |a(k + 1)], como z,, é crescente,
existe um r tal que t = [(a + 1)r] (lembre-se de como é o formato de um nimero da

sequéncia de Beatty) com r > k:
t=(a+Dr]>[(a+1)(k+1)]=|ak+1)]+Ek+1>|ak+1)].

Absurdo, pois haviamos suposto ¢ < |a(k +1)]. Logo t = x4 = |a(k +1)]. Agora,
vejamos o caso de ypi1. Sejal =y — 1. Sel < k+1, fazendo a retirada de —xy 1+ 2y

de ambas as pilhas, temos:

(iCkH — Tk41 + Ty Y41 — Thy1 + 961) = <$l7yk+1 — Tpy1 + ll?l) = (1'17351 =+ l) = (CCl, yz)-

Como | < k + 1, temos que (x;,y;) é uma posigdo perdedora. Absurdo em supor [ <
k41, pois nao podemos sair da posicao perdedora (zy41,yr+1) diretamente para a posigao

perdedora (x;,y;). Suponhamos que [ > k + 1. Entao
l=ypp1 —Thp1 >k + 1 1 > e +E+ 10 g > b+ 1) +E+1 0

Sk > [+ 1) (E+1)).

O jogador que fara a primeira jogada retira pecas da segunda pilha da posicao perdedora
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(Th11, Yrt1) de forma a chegar nessa configuracao (|a(k+1)[,[(a+1)(k+1)]). O oponente

pode fazer trés tipos de jogada, retirando um numero inteiro j de pegas:

(@) (la(k + D], [+ D(E+1)]) = ([e(k + D] =5, [(a + D)(k+ 1))

(@) (la(k + D], [(a+ D+ D)) = (la(k + D, [(a + Dk +1)] = J)
(1) (la(k + D [(a+ Dk + D)) = (la(k +1)] = j, [(e+ Dk +1)] =)

No caso (i), temos que |a(k +1)] — 75 € {xo,%0, 1, Y1, -y T, Y . Se |a(k +
1)] — j = x,, ou y,, basta retirar pegas da segunda pilha de modo a obter x,, + m ou
Ym — m, respectivamente. No caso (ii), se m = k+ 1 — j, podemos retirar pecas de ambas
as pilhas para obter o par (,,,z, + m). J& no caso (iii), temos que |a(k+1)] —j €
{zo, Yo, 1,91, -, Thy Y} Se |a(k +1)| — j = x,, ou y,,, basta retirar algumas pecas
da segunda pilha de modo a obter x,, + m ou y,, — m, respectivamente, na segunda
pilha. Do exposto, vemos que quaisquer dos movimentos (), (ii), (i) retornam posigoes
vencedoras. Logo a posigao (|a(k+1)],|(a+1)(k+1)]) é perdedora. Temos um absurdo
em supor [ > k+1, pois a posicao perdedora (zy41, yx+1) passa diretamente para a posigao
perdedora (|a(k +1)], |(a+ 1)(k +1)]). Portanto, temos que [ =k +1 = yp1 — Tpy1 €

Y1 = [ (@ + 1)(k+ 1)]. Como querfamos demonstrar.
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6 CONCLUSAO

Na pesquisa pelo assunto, percebe-se uma fonte inesgotavel de diferentes tipos
de jogos. Por conseguinte, a sintetizagao desse trabalho teve a intencao de apresentar
quatro jogos bem difundidos no meio matemaético.

Vérios conceitos importantes da matematica podem ser introduzidos através
dos jogos apresentados. Podemos retirar do jogo de Nim a decomposicao tinica de qualquer
numero em soma de poténcias do nimero 2. No jogo Resta Um, utilizamos o conceito de
invariancia bem como o de simetria. Também houve a apresentacao do Grupo de Klein.
O jogo da Ra Saltadora nos mostrou a utilizacao da série geométrica. Por ultimo, nao
menos importante, o jogo de Wythoff nos trouxe o a definicao das sequéncias de Beatty
bem como a inducao matematica, a qual é uma excelente ferramenta de resolucao de

problemas.

Entretanto, recomendamos que o leitor nao encerre seu estudo nos jogos apre-
sentados aqui e procure se deleitar em outros além dos quatro apresentados. Para os
docentes, compartilho o aprendizado que a utilizacao de jogos serve como um apoio para
a iniciacao em assuntos matematicos, mesmo que esses nao sejam de total compreensao
do aprendente. Os jogos prendem a atencao dos alunos bem como instigam a curiosidade

e desenvolvem o raciocinio.
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ANEXO A - SOLUCOES DO JOGO RESTA UM

a0 para o jogo

3

— Uma soluc
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Fonte: Proéprio autor.
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Figura 68 — Outra solugao para o jogo
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Fonte: Proéprio autor.
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