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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar a técnica de resolucao de problemas de geometria
plana chamada coordenadas baricéntricas e mostrar que as solucoes de alguns problemas
tornam-se mais simples com o uso desta técnica. Iniciamos o trabalho com o desenvol-
vimento da teoria béasica desta técnica, desde a definicao de coordenadas baricéntricas
e do calculo das coordenadas baricéntricas de alguns pontos notéaveis do triangulo, pas-
sando pela equagao da reta, formula da distancia entre dois pontos, notagao de Conway e
condicoes de paralelismo e perpendicularidade. Depois disso, aplicamos esta técnica para
resolver alguns problemas, muitos deles oriundos de competicoes olimpicas de Matema-
tica. Finalizamos o trabalho indicando uma possibilidade da inser¢ao deste assunto no

curriculo do ensino médio.

Palavras-chave: Coordenadas baricéntricas. Geometria analitica. Resolu¢ao de proble-

mas de geometria plana.



ABSTRACT

The purpose of this dissertation is to present the plane geometry problem solving tech-
nique known as barycentric coordinates and to show that the solution of some problems
become simpler with the use of this technique. We begin by introducing the basic theory
of this technique, starting with the definition of barycentric coordinates and the compu-
tation of the barycentric coordinates of some special points of a triangle, passing through
the equation of a line, the formula for the distance between two points, Conway’s notation
and the parallelism and perpendicularity conditions. After this, we apply this technique to
solve some problems, many of them coming from Mathematics competitions. We conclude

with an analysis of the possibility of insertion of this subject in the high school curriculum.

Keywords: Barycentric coordinates. Analytic Geometry. Plane geometry problem sol-

ving.
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1 INTRODUCAO

O proposito deste trabalho é apresentar um texto introdutoério sobre coorde-
nadas baricéntricas, com énfase no estudo de alguns pontos notaveis do triangulo e na
representacao da reta, utilizando estas coordenadas. Utilizaremos resultados da geome-
tria plana e analitica durante o texto sem demonstracao formal. Buscaremos mostrar
uma técnica eficaz que pode ser utilizada na resolugao de problemas de geometria plana,
especialmente os que envolvem pontos notaveis do triangulo, bem como problemas de
geometria analitica no tocante a retas, intersecao entre retas e distancia entre pontos.

Este trabalho incidira principalmente sobre as coordenadas baricéntricas refe-
rentes a um tridngulo, relativamente as quais, apresentaremos a sua defini¢ao de acordo
com Figueiredo (2008), exemplificando a sua aplicagdo com a apresentagao das coordena-
das de alguns centros do triangulo.

Referir-nos-emos ao sinal das coordenadas de um ponto, salientando que ele
varia consoante o sentido segundo o qual indicamos os vértices do triangulo de referéncia,
ou de acordo com o a posicao do ponto relativamente a tal tridangulo e salientamos a
facilidade em obter as coordenadas dos tragos de um ponto quando se utiliza este sistema
de coordenadas.

No segundo capitulo, expomos a parte tedrica do trabalho, explorando al-
guns pontos notaveis do triangulo como baricentro, incentro, circuncentro, ortocentro,
ex-incentros, ponto de Nagel, ponto de Gergonne e centro de Spieker. Fazemos a demons-
tracao de como exibir esses pontos utilizando, especialmente, trés estratégias basicas: o
conceito de traco, area com sinal e intersecao de retas.

No terceiro capitulo, abordamos a representacao da equacao da reta em coor-
denadas baricéntricas. Mostramos a representacgao algébrica desta equacao, e enfatizamos
a nocgao de paralelismo e perpendicularismo, além da intersecao entre retas. Finalizamos o
capitulo mostrando uma relacao de como calcular a distancia entre dois pontos que estao
nestas coordenadas.

No quarto capitulo, aplicamos o que foi visto nos capitulos anteriores. Rea-
lizamos a resolucao de alguns exercicios, problemas olimpicos e algumas demonstracoes.
Aqui, percebemos que alguns problemas tornam-se mais simples em coordenadas bari-
céntricas, especialmente porque o caminho a ser percorrido para a solucao é claro. No
entanto, nem todos os problemas que podem ser solucionados através de baricéntricas

tém solucao simples. Para um aprofundamento maior sobre o assunto, recomendamos

(BORTOLOSSI e FIGUEIREDO, 2017).
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2 COORDENADAS BARICENTRICAS

Neste capitulo, apresentaremos a definicao de coordenadas baricéntricas e re-
lacionaremos estas coordenadas com a area com sinal dos subtriangulos formados a partir
de um ponto do plano ligados aos vértices do tridngulo de referéncia. Exibiremos as co-
ordendas baricéntricas de alguns pontos notéaveis do tridngulo como baricentro, incentro,
circuncentro, ortocentro, ex-incentros, ponto de Nagel, ponto de Gergonne e centro de

Spieker.

Definigao 1. Sejam A, B e C os vértices de um triangulo ABC e P um ponto do plano.
Dizemos que u, v e w sao as coordenadas baricéntricas de P em relagdo ao tridngulo ABC
se o ponto P pode ser obtido como média ponderada dos vértices A, B e C com pesos,u, v

e w, respectivamente. Assim,
uA+vB+ wC

u+v+w

Desta forma o ponto P é identificado pelos pesos através da notacao P =

P =

(u:v:w).

Figura 1 — Representagao do ponto P

[

0

(=]
s
(=4
[--]

10

Fonte: O autor
Podemos representar o mesmo ponto P por mais de uma tripla de coordenadas

baricéntricas. Observemos que se P = (u:v:w) e @ = (kukv:kw), com k+# 0, entao

kuA + kvB + kwC  uA+vB+wC
ku + kv + kw  u+tvHtw -

Q= P,

logo P = Q.
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2.1 Area com sinal e coordenadas baricéntricas

Defini¢ao 2. Sejam A, B e C trés pontos do plano e (ABC) a drea euclidiana de um
tridngulo ABC. A drea com sinal Sapc € definida como sendo Sypc =0, se A, B e C
sao colineares, Sapc = +(ABC), se A, B e C estao dispostos no sentido anti-hordrio e
Sapc = —(ABC), se A, B e C estao dispostos no sentido hordrio.

Um ponto P do plano determina trés subtriangulos PBC, PAC e PAB que
satisfazem a relagao Sapc = Sppc + Spca + Spap, obedecendo o conceito de area com
sinal.

Proposicao 1. Sejam A, B e C vértices de um tridngulo de referéncia ABC e P um

ponto qualquer do plano. As coordenadas baricéntricas de P podem ser dadas por

P = (Sppc : Spca : Spag)-

Demonstragao. No tridangulo ABC, sejam A = (v4,y4), B = (xp,yp) ¢ C = (z¢,yc) as

coordenadas dos seus vértices e P = (zp,yp) um ponto qualquer do plano. Sabemos que

rp Tp Yp
TA TA YA

B ITB YB

— = =

Tc Tco Yo

pois a primeira coluna é igual a segunda. Calculando o determinante pela primeira coluna,

temos
ra ya 1 xp yp 1 xp yp 1 xp yp 1
Ip| TB YB 1 —TA| TR YB 1 +JZB TA Ya 1 —Xc| Ta Ya 1 :0,
ro Yo 1 ro Yo 1 ro yo 1 rp yp 1

o que implica em

xa ya 1 rp yp 1 xp yp 1 xp yp 1
zp|lxp yg 1l |—2alxp yp 1 |—2xp|xc yo 1 |—2c| x4 ya 1|=0.
re Yo 1l re Yo 1 ra Ya 1 rp yp 1

Desta forma,

xp(2.54pc) — 24(2.5pBc) — 2B(2.5pca) — xc(2.5pan) = 0,

ou seja,

Sapcrp = Sppcta + Spcarp + Spapxc.



Analogamente,

yp
Yya
YB
Yc

o que nos da

xrp
TA
TB

Ic

Yyp
Ya
YB
Yc

—_ = =

Sapc.yp = Sppc-Ya + Spca-yp + Spap-yc.

Assim, pelas duas relagoes anteriormente descritas temos

SABC-P = Sch.A + SPCA-B + SPAB-C-

Como Sapc = Spec + Spca + Spap, concluimos que

P

_ Sppc. A+ Spca.B + Spap.C

Sppc + Spca + Spap

15

Isso mostra que P é média ponderada dos vértices A, B e C' com pesos Spgc, Spca €

Spap, respectivamente, portanto, P = (Sppc : Spca : Spap). Assim, podemos afirmar

que as coordenadas baricéntricas sao proporcionais as areas com sinal dos subtriangulos

que P forma com os vértices do triangulo de referéncia. Portanto, sendo P = (u : v : w),

entdo (u:v:w)= (Sppc: Spca : Spap).

2.2 Coordenadas baricéntricas do baricentro, incentro e circuncentro

]

Proposigao 2. O baricentro G, também designado por centro de massa, em coordenadas

baricéntricas € representado por G=(1:1:1).

Figura 2: Baricentro G do triangulo ABC'

A

Fonte: O autor
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Demonstragao. Seja G o baricentro do triangulo ABC. Assim, pela Proposicao 1,

G = (Sapc : Scea : Scas)-

Da Geometria Euclidiana, sabemos que o baricentro de um tridngulo divide-o em trés
subtriangulos de mesma area. Deste modo, compreende-se que os tridangulos GBC, GC A
e GAB tém a mesma area. Como Sgpc € nao nula, podemos multiplicar o terno que

define G, pelo inverso do valor de tal area, resultando em

G=(1:1:1).
O]

Proposicao 3. Em coordenadas baricéntricas, o incentro I é representado por I = (a :
b : c),sendo a,b,c as medidas dos respectivos lados |BC|, |AC| e|AB| do tridngulo de

referéncia.

Demonstracao. O Incentro é o ponto de intersecao das bissetrizes internas de um trian-

gulo.

Figura 3 — Incentro I do triangulo ABC

A

Fonte: O autor

Sendo a, b e ¢ as medidas euclidianas dos lados e 7 o raio da circunferéncia
inscrita no tridngulo ABC, temos que as areas dos triangulos I BC, IC' A e [ AB sao dadas
respectivamente por

ar br cr

S = Sea=2 Spap=2
IBC 27 ICA 27 IAB 9

Assim, pela Proposicao 1, podemos concluir que

ar br cr

[:(SIBC:S]CA:SIAB):(?:5:5):((1%):0).
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]

Proposicao 4. Em coordenadas baricéntricas, o circuncentro O € representado por O =
(@®(V*+c?—a?) : b*(a>+c*—c?) : *(a®+b*—c?)). Sendo a,b,c as medidas dos respectivos

lados |BC|, |AC| e |AB| do tridngulo de referéncia.

Figura 4 — Circuncentro do triangulo ABC

Fonte: O autor

Demonstrag¢ao. Observemos na figura, onde R é o raio do circulo circunscrito ao tridangulo
AABC, que

R2sen(2A)
Sopc = ——
B R?2sen(A)cos(A)
N 2
= RZ%sen(A)cos(A).
De maneira anédloga, temos que
R%sen(2B)
Soca = — s

R22sen(B)cos(B)
2

= R2sen(B)cos(B)



18

R2sen(20)
2
R*2sen(C)cos(C')
2

Soap =

= R%sen(C)cos(0).
Dali, concluimos que

O = (Sopc : Soca: Soas)
— (R%sen(A)cos(A) : R*sen(B)cos(B) : R*:sen(C)cos(C)).

Esta é a representacao exata das coordenadas baricéntricas do circuncéntro O, mas como
vimos anteriormente, um mesmo ponto pode ser representado por mais de uma tripla de

coordenadas. Assim, podemos escrever
O = (2Rsen(A)cos(A) : 2Rcos(B)sen(B) : 2Rsen(C)cos(C)).

Da lei dos senos, temos

sen(A) = %%,
. b
sen(B) = 3R
e
sen(C) = %%
Pela lei dos cossenos, podemos escrever
" _a2 + b2 + 02
cos(A) = — e
. a’ — b + 2
COS(B) = T
¢ . a? + B2 — 2
COS(C) = T

Substituindo esses valores na expressao, reescrevemos

-\ 2bc ) 2ac - ¢ 2ab
_ (2 —a?+ b0+ :bQ(a2—bz+02 202(a2+bz—02 ‘
2abc 2abc 2abc
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Multiplicando estas coordenadas por 2abc, temos

O = (a*(—a®> + 0>+ &) : b*(a® = b + ) : F(a® +b* — ).

2.3 Coordenadas baricéntricas dos ex-incentros

Proposicao 5. Sejam a,b e ¢ as medidas dos respectivos lados |BC|, |AC| e |AB| do
triangulo de referéncia e 14, Ig e 1o 0s centros das circunferéncias ex-inscritas, tangentes
aos lados que se opoem a A, B e C, respectivamente. Entao suas coordenadas baricéntricas

sao dadas por [y = (—a:b:c), Ip=(a:—=b:c)elc=(a:b:—c).

Figura 5 — Ex-incentros do triangulo ABC

Fonte: O autor

Demonstracao. Na figura acima, temos trés circulos tangentes aos lados do triangulo
de referéncia ABC. Os circulos sdo chamados circulos ex-inscritos e os centros destes

circulos sao os ex-incentros, cada um relativo a um lado do triangulo, como podemos
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observar. Consideraremos aqui o circulo ex-inscrito tangente ao lado |BC| e calcularemos
as coordenadas baricéntricas do ex-incentro I4. Os outros casos sao analogos.

Sendo 7, o raio desse circulo ex-inscrito, temos que

ar, br, cr,
SIABC = - 5 SIA(JA = 7 € SIAAB = 7
Assim, concluimos que as coordenadas baricéntricas de do ex-incentro I4 sao
dadas por
In = (Sisc: Siica: Siyas)
_ arq brq cra)
B 2 72 2
= (—a:b:c).
Analogamente, Ip = (a: =b:c)eloc=(a:b: —c). O

Podemos observar ainda que tendo em conta que I = (a : b : ¢), a caracteristica
que diferencia I4, Ip e Ic de I é o fato de se situarem em lados opostos das retas |BC/|,

|AC| e |AB|, respectivamente, havendo portanto, apenas alteragao de sinal.

2.4 Area com sinal do tridngulo a partir das coordenadas baricéntricas dos

vértices

Proposigao 6. Sejam P = (up : vp : wp), Q@ = (ug : vg : wg) € R = (ugr : vg : wg) as
coordendas baricéntricas dos pontos P, () e R em relacao ao tridngulo de referéncia ABC.
Se sp, sg € sg sao numeros reais nao nulos que representam a soma das coordenadas

baricéntricas desses pontos, entdo a drea com sinal do triangulo PQR € dada por

up Up Wp
Spgr=—"| ug vg wgQ
UR VR WR
Demonstragao. Sejam P = (up : vp : wp), Q@ = (ug : vg : wg) e R = (ug : vg : wg)
as coordendas baricéntricas dos pontos P, () e R em relacao ao tridangulo de referéncia
AABC esejam sp = up+vp+wp #0, sg =ug+vg+wg #0esp=up+vr+wr #0.
Se P;, A, B e C sao pontos com as respectivas coordenadas cartesianas, P; = (zp,, yp,),

A= (za,ya), B= (zp,ys) e C = (x¢,yc), entdo, para cada i temos

IDZ' = (meyPi) =

)
u; +v; + w;

uA+vB+wC (uiazA + v +wire uya+ viyp + wiyc)
Sp; Sp;

Desta forma, a area com sinal Spgr do triangulo PQR é dada por
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T 1 uprAt+vprptwprc  UPYATVPYBFTWPYC 1
1 P Yp 1 sp sp
_ _ = | wgratvrptwrc  uQYA+vQYB+WQYC
SPQR-—»Q rQ Yq 1| = 50 50 1
xr yr 1 UR$A+U}§$B+"UR$C “R?JA+UIZ3JB+WR?JC 1
R R

Multiplicando-se as linhas 1, 2 e 3 por sp, sg e sg, respectivamente, obtemos

UpTg +vpTp +WpTce UpYa +VpYp + WpYc Sp
UQrA +vQrp + wWoro uUQYA +vQyp + wWQYc S
1| UrTA + VRZB + WRTCc URYA + VRYB + WRYC SR

S = - =
PRR ™5 SPSQSR

up vp wp || Ta ya 1

1
SPQR:—2 ug Vg wg rg ygp 1 |=
SPSQSR
ugp Vg WgR || o yo 1

up Vp Wp up vVYp wWp
S —; uo Vo wo |28 —@ Uo Vo W
PQR Dspsgen | '@ Ve e ABC spsgsp | '@ Ve e

UR VR WR Ur VR WR

Observemos que quando os pontos P, () e R estao balanceados com soma das coordenadas

igual a 1, a area com sinal do tridngulo PQ)R é dada por

up vVUp Wp
SPQR::ASABC ug Vg wWqQ
Ur VR WR

]

Corolario 1. Os pontos P, () e R estao alinhados se, e somente se, Spor = 0, ou seja,

se, e somente se, o determinante da matriz formada pelas coordenadas baricéntricas de
P, Q e R € nulo.

2.5 Tipos de coordenadas baricéntricas

Definicao 3. Sejam A, B e C vértices do tridgulo de referéncia ABC. Se P € um
ponto qualquer do plano de coordenadas baricéntricas P = (u : v : w), suas coordenadas
baricéntricas sao classificadas como exatas, quando u-+v+w = Sapc, isto é, u = Sppc,
v = Spca € w= Spag e homogéneas, quando u+v+w = 1.

Vejamos o seguinte exemplo, tomando-se o o triangulo de vértices A = (2,5),
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B =(2,1) e C = (7,2) como referéncia, e o ponto de coordenadas cartesianas P = (5, 6).

Figura 6 — Representagao das coordenadas baricéntricas de P

6] _aP=(56)
=T

.- \

. /!
A=(2, 5}1 Areade PAB=6, \
/ A\
. \
41 Area de PCA=-T \

Area de ABC =10 /

Area de PBC = 11

Fonte: O autor

A média ponderada Mp dos vértices A, B e C' com pesos u,v e w €

uA +vB +wC
u+ov+w

MP - (5a6> =

= (u+v+w)(5,6) = u(2,5) +0v(2,1) +w(7,2)

= (bu + 5v + bw, 6u + 6v + 6w) = (2u + 2v + Tw, bu + v + 2w),

assim
Su + dv 4+ dw = 2u + 2v + Tw
6u + 6v 4+ 6w = dHu + v + 2w.
3u+ 3v = 2w
u+ 5v = —4w
Tomando w = 1 no sistema encontramos v = %7 eu = %. Logo, P = (% : %7 :
1) sao as coordenadas baricéntricas de P. Observemos que para w = 6, temos que
P = (11: =7 :6) = (Spgc : Spca : Spap) que sdo as coordenadas baricéntricas

exatas de P, bem como para w = %, P = (% ; _3—%1 : %) sao as coordendas baricéntricas
homogéneas de P em relagao ao triangulo de referéncia dado. E sempre possivel obter
as coordenadas baricéntricas de um ponto do plano na forma homogénea, para isso basta

dividir cada componente pela soma das trés coordenadas. Assim, sendo P = (u : v : w),
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com u+v+w # 0, as coordenadas baricéntricas de P na forma homogénea sao dadas por

P= Y ; ! : v ).

vt+v4+w ut+v+w u+v+w

Observemos que

U v w u+v+w

- +
v+v+w ut+v+w ut+v+w utv+w
Quando dois pontos tém a soma das coordenadas baricéntricas iguais, dizemos
que esses pontos estao com as coordenadas baricéntricas balanceadas. Portanto, para

balancearmos dois pontos, basta escrevermos os mesmos na forma homogénea.

2.6 Teorema de Ceva para coordenadas baricéntricas

Definigao 4. Dado um ponto P e um tridngulo de referéncia ABC', os pontos onde as
cevianas do ponto P cortam os lados opostos do triangulo de referéncia, sao denominados
tracos do ponto P.

Percebemos que os tracos sao pontos que estao sobre os lados do tridngulo
de referéncia. Nosso préoximo objetivo é determinar as coordenadas baricéntricas desses
pontos, bem como as coordenadas do ponto P.

Proposicao 7. Seja ABC' um tridungulo de referéncia e X um ponto do plano. O ponto
X pertence ao lado BC' de ABC' se, e somente se, X = (0:|XC|: |BX]).

Figura 7 — Trago sobre BC.

B

Fonte: O autor

Demonstrag¢ao. Seja X um ponto pertencente ao lado BC' do triangulo ABC. Logo,
X = (SxBc : Sxca : Sxap). Como B, X e C sdo colineares, temos que Sypc = 0. Temos

ainda
Sxca B | XC|

Sxap |BX|

Assim, X = (0:|XC|: |BX]).
Reciprocamente, se X = (0 : | XC| : |BX|), entdo Sxpc = 0. Isto mostra que os pontos
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B, X e C sao colineares. Portanto, X pertence ao lado BC. Procedendo de maneira
anéloga, pode-se concluir que o ponto Y pertence ao lado AC' do tridngulo ABC' se, e
somente se, Y = (|CY|:0: |[YA|) e que o ponto Z pertence ao lado AB do tridngulo
ABC se, e somente se, Z = (|ZB| : |AZ] : 0). O

Proposicao 8. Se P tem coordenadas baricéntricas (x : y : z), entdo as coordenadas

baricéntricas dos tragos serao

X=0:y:2), Y=(:0:2), Z=(r:y:0).

Demonstracao. A relacao entre areas dos tridngulos PAB e PCA é igual a razao entre z
e y. Como a area de PAB pode ser definida pela diferenca das areas dos triangulos DAB
com DPB e a area de PC A resulta da diferenga entre a de DC' A com DC'P, temos

c SpAB . Spas — Spra

y  Spca  Spca— Spop’

Por outro lado, a razao entre as areas dos triangulos DAB e DCA é igual a razao entre
as areas dos triangulos DPB e DCP, visto que os triangulos envolvidos em cada razao
tém a mesma altura e os primeiros tridngulos de cada razao tém a mesma base, o mesmo
acontecendo com os segundos. Desta forma, utilizando o fato de a razao entre areas de

triangulos que tém a mesma altura ser igual a razao das suas bases, temos

SpaB _ SpprB _ Spas — Spprs _ |BD)|
Spca  Spcp Spca— Spep  |DC|

Assim, pelas igualdades apresentadas, temos que

E _ SPAB _ ‘BDl
y  Spca |DC|’

logo, X = (0: |DC|:|BD|)=(0:y: 2).

Recorrendo a um raciocinio analogo, percebemos que as coordenadas apresentadas para

os pontos Y e Z, de fato, sdo (x : 0: 2) e (x : y : 0), respectivamente. O

Proposigao 9 (Coordenadas do ponto divisor de uma ceviana). Seja X o trago de um
ponto P sobre o lado BC' do tridngulo de referéncia ABC. Se P divide XA na razaio k,
entio P = (k|BC|: |XC|: |BX]).

Demonstracao. Suponhamos que o ponto P divide a ceviana XA na razao k, isto é,

k= %. Sabemos que P = (Sppc : Spca : Spag), além disso, temos que Spea = | XC|

e Spap = |BX|. Temos

k|BC| |XP||BX|+|XC| |XP||BX| |XP|
IXC| |PA]T |XC] ~ |PAI|XC| T |PA]
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Figura 8 — Ponto divisor da mediana X A.

Fonte: O autor

Assim
k|BC|  Sppx Spap | Sepxc _ Spex +Spxc  Sppc

IXC| ~ Spap Spca  Spca Spca  Spea

Isso mostra que k|BC| = Sppc. Portanto,
P = (SPBC . SPCA : SPAB) = (l{"BC’ : ’XCl . |BXD

Procedendo de maneira analoga, pode-se concluir que se P divide Y B na razao k, entao
P = (|CY]| : k|CA| : |YA|), e que se P divide ZC' na razao k, entao P = (|ZB| : |AZ] :
k|AB|). m

Teorema 1 (Teorema de Ceva). Trés pontos X, Y e Z sao os tragos do ponto P = (x :

y:z) se, e somente se, X, Y e Z sao da forma

X=0:y:2)
Y=(x:0:2),
Z=(x:y:0)

para alguma tripla x,y, 2.

Demonstragao. Suponhamos que X, Y e Z s@o os tragos de P = (z : y : z). Tomando
PBC' como triangulo de referéncia do trago X , temos que Sxpc = 0, Sxcp = |XC| e
Sxpp = |BX|. Logo, X = (0 :|XC| :|BX]|). Considerando que P divide AX na razao
k, temos que P = (z : y : z) = (k|BC| : |XC| : |BX]|). Logo, | XC| =y e |BX| = z;
portanto, X = (0 : y : z). Os demais casos sdo anéalogos.

Se X, YeZsaodaforma X =0:y:2),Y=(x:0:2)e Z=(x:y:0) para alguma
tripla z,y, z, entao

X=0:y:2)=(0:|XC|:|BX]),
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Figura 9 — Coordenadas dos tracos X, Y e Z.

Fonte: O autor

Y=(x:0:2)=(]CY|:0:|YA])
Z=(x:y:0)=(ZB|:|AZ|:0),

pois os tragos X, Y e Z pertencem aos lados do tridngulo de referéncia ABC. Aplicando

Ceva ao triangulo ABC', temos

BX]| [CY| |AZ] _ =
XCI'IVAI1ZB] ~ v

rYy_q.
Zz T

Isso mostra que AX, BY e C'Z sao concorrentes. Portanto, X, Y e Z sao os tragos do
ponto P = (z:y: 2).
m

2.7 Coordenadas Baricéntricas do ortocentro

Proposigao 10. Sejam a,b e ¢ as medidas dos respectivos lados BC', AC' e AB do tridan-
gulo de referéncia e fl, BeC os dangulos deste triangulo. Em coordenadas baricéntricas,
o ortocentro H € representado, em func¢ao da tangente dos dngulos por H = (tgfl ; tgé :

tgé') e em funcao dos lados por

o 1 I T |
S\ @242+ a2 - a2 -2

Demonstracao. Consideremos o triangulo ABC nao retangulo. Sejam h,, h, e h. as

alturas relativas as lados BC, AC' e AB, respectivamente. Pela definicao de tangente,

temos que
p h
tgA = —
. hg
tgB =

|BX]
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N hy
tgC = ——.
oY
Assim, |AZ| = t’;z, |BX| = tZ;%i e |CY] = ;;_é- De maneira analoga encontramos os

valores de |[AY|, |BZ| e |CX]|.

Figura 10 — Ortocentro do triangulo ABC

A hy,

~

Fonte: O autor

Pela Proposigao 8, temos

he  he .
X=|(0:—:—= ] =(0:tgB :tgC),
tgC tgB

Yz(hb 0 hb)z(tgfl:O:tgé’)

tgé’ tgA
e
h h . R
7 = o = (tgA : tgB : 0).
tgB tgA: 0

Pelo Teorema de Ceva, temos que
H = (tgfl tgB - tgé).

Também é possivel exibir as coordenadas baricéntricas do ortocentro em funcao dos lados
|AB| = ¢, |BC| = a e |CA| = b do triAngulo ABC'. Vejamos.
Aplicando o teorema de Pitagoras aos triangulos retangulos XCA e X AB, temos

b = (hy)* + | XC)?
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¢ = (ha)* + (a — | XC|)%

Subtraindo as relagoes acima, obtemos
& — b =a®—2a|XC|,

o que nos da
a4+ b? — 2
| XC| = ———.
2a

Como |BX |+ |XC| = a, temos que

|BX| = a—|XC|
a? 4+ b —c?
e
a? —b? + 2
2a '

= a

De maneira andloga encontramos os valores de |AZ|, |ZB|,|CY |e|Y A|. Deste modo, pela

Proposigao 8 e posteriormente pelo Teorema de Ceva, obtemos

v 0:a2+b2—02:a2—62+c2 _ (o 1 : 1 |
2a 2a a2 —=02+c? a?4+0%2 -2

v — a2—|—62—62'0.—a2+62+02 B 1 0 1
a 2b o 2b S\ a2+ =2 )

7 a2—b2+02.—a2+b2—|—02‘0 B 1 . 1 0
- 2c ' 2¢ ’ a2+ a2 —2 )

Concluimos entao que

o 1 I T
@2+t -+ a2+ -2

]

Observemos que quando o tridngulo de referéncia AABC' é retangulo, as altu-
ras (a altura relativa a hipotenusa e os dois catetos) encontram-se no angulo reto. Neste
caso, H = A = (1:0:0), se o triangulo ¢ retangulo em A, H = B = (0:1:0),sco

triangulo é retangulo em Be H = C = (0:0: 1), se o tridngulo é retangulo em C.

2.8 Coordenadas Baricéntricas do Ponto de Gergonne

Proposicao 11. As cevianas determinadas pelos pontos de tangéncia da circunferéncia
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mscrita sao concorrentes em um ponto cujas coordenadas baricéntricas sao

111
p—a p—b p—c)

Demonstragcao. As cevianas que unem cada vértice de um tridngulo ABC ao ponto de

interseccao do circulo inscrito com o lado oposto, intersectam-se em um ponto. Em
homenagem ao gedmetra fracés Joseph Diaz Gergonne (1771-1859), este ponto é chamado

ponto de Gergonne.

Figura 11 — Pontos de tangéncia do incirculo com os lados do
triangulo ABC

Fonte: O autor

Sabemos que se dois segmentos de reta AZ e AY, por exemplo, sao tangentes
ao circulo nos pontos Z e Y, entao esses segmentos sao congruentes. Pela figura anterior,
onde X, Y e Z sao os pontos de tangéncia do circulo inscrito no triangulo ABC' com
medidas dos lados a = |BC|, b = |CA| e ¢ = |AB|, temos que a = y+ 2z, b=z+z e
¢ = x4y, o que nos leva a concluir que 2z + 2y + 2z = 2p. Assim, x + y + z = p. Logo,
r 4+ a = p, ou seja, |[AZ| = |[YA| = p — a. De forma anéloga, |ZB| = |BX| =p—>be
|IXC|=|CY|=p—c

Como X, Y e Z sao tracos de GG, temos que suas coordenadas baricéntricas
sao

1 1
X=0:p—c:p—0)=|0: ——:
(0:p—c:p=1b) el |

Y=@p—c:0:p—a)=

Z={p—-b:p—a:0)=
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Figura 12 — Ponto de Gergonne G,

Fonte: O autor

Assim, pelo Teorema de Ceva para coordenadas baricéntricas, podemos escrever
1 1 1
G, = ( : : ) )
p—a p=b p-c

2.9 Coordenadas Baricéntricas do Ponto de Nagel

Proposigao 12. As cevianas determinadas pelos pontos de tangéncia das circunferéncias

ex-inscritas sao concorrentes em um ponto cujas coordenadas baricéntricas sao
(p—a:p—>b:p—c).

Demonstracao. As cevianas que unem cada vértice de um tridangulo ABC ao ponto de
interseccao de cada circulo ex-inscrito com o lado oposto, intersectam-se em um ponto.
Este ponto é chamado ponto de Nagel. Consideremos ABC' o tridngulo de referéncia com
medidas euclidianas dos lados iguais a |BC| = a, |CA| = b, e |AB| = ¢, respectivamente,
X, Y e Z os pontos de tangéncia dos ciirculos ex-inscritos com esses lados e X', X" Y’,
Y" Z'. Z" os pontos de tangéncia dos circulos ex-inscritos com os prologamentos dos
lados do triangulo de referéncia.

Da geometria euclidiana, sabemos que
|AX'| = |AX"| = |BY'| = |BY"| = |CZ'| = |CZ"| = p.

Fazendo-se |BX| = |BX'| = m e |CX| = |CX"| = n, temos que
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Figura 13 — Pontos de tangéncia do incirculo com os lados do
triangulo ABC

Fonte: O autor

2p = a+b+c
= (m+n)+b+c
= (b+n)+(c+m)
= |AX'| + |AX"].

Dessa forma, b+n = p e c+m = p. Logo, |BX| =m = p—ce|CX| =n = p—».
Analogamente, |CY|=p—a,|AY|=p—c,|AZ|=p—be |BZ|=p—a.
Assim, X =(0:p—b:p—¢),Y=(p—a:0:p—c)eZ=(p—a:p—0:0).

Pelo Teorema de Ceva para coordenadas baricéntricas, segue-se que

No=(p—a:p—=b:p—c).

2.10 Coordenadas Baricéntricas do Centro de Spieker
Proposicao 13. As bissetrizes internas do tridngulo medial sao concorrentes em um
ponto cujas coordenadas baricéntricas sao (2p —a:2p —b:2p —c).

Demonstracao. O Centro de Spieker é o ponto de encontro das bissetrizes internas do

triangulo medial de um triangulo de referéncia ABC. Como S, é incentro do triangulo



Figura 14 — Ponto de Nagel N,
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Fonte: O autor

medial RST, suas coordenadas podem ser expressas por S, = (

definicao de coordenadas baricéntricas, temos que

a b ¢ a b c
— 4 -+ = = — — =T
<2+ +2>Sp 2R—|—25+

a .
3 -

b
2

: 5). Assim, pela

2 2
ou seja,
(a+b+¢)S, =aR +bS + cT.
Como R, S e T sao pontos médios dos respectivos lados BC, CA e AB, segue
que

s = o729 es(459) oo 25

B C
= (b+c) ~|—(a+c)2 a+b§

|

’)
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Figura 15 — Centro de Spieker S, do triangulo ABC
A

B

Fonte: O autor
Dessa forma, temos

.Sy =(b+c)A+(a+c)B+ (a+b)C.
Sendo 4p =2(a+b+c¢) = (2a+2b+2¢) = (b+¢) + (a+ ¢) + (a + b), podemos escrever

_(b+c)A+(a+c)B+ (a+b)C
P (b+co)+(a+e)+ (a+D)

Assim, percebemos que S, pode ser expresso pelo média ponderada dos vértices do trian-
gulo ABC' com os pesos (b+ c¢), (a + ¢), (a + b). Logo, Pela defini¢ao 1, as coordenadas

baricéntricas do Centro de Spieker sao dadas por

Sp=0b+c:c+a:a+b)=02p—a:2p—>b:2p—c).
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3 EQUACAO DA RETA EM COORDENADAS BARICENTRICAS

Neste capitulo, abordaremos a representacao da equagao da reta, em coordena-
das baricéntricas. Mostraremos a representacao algébrica desta equacao, e destacaremos a
nocao de paralelismo e perpendicularismo, além da intersegao entre retas e distancia entre
dois pontos que estao nestas coordenadas. Para tanto, iniciaremos a se¢ao enfatizando a

Notagao de Conway, que sera ttil no desenvolvimento deste capitulo.

3.1 Notagao de Conway

A notagao a seguir, conhecida como notacao de Conway, permite que as co-
ordenadas baricéntricas de alguns pontos sejam exibidas de uma maneira mais simples.
Além disso, ela sera utilizada na relagdo da distancia entre dois pontos e no estudo da
equacao da reta, especialmente nos casos de perpendicularismo entre retas.

Defini¢ao 5. Sejam S = (ABC) a drea euclidiana de um triangulo ABC' e D = 2S. Se

a e [ sao medidas de dngulos, denotaremos

Sa = 25.cotg(a) = D.cotg(a) e Sap = Sa.55.

Assim, sendo A, B e C' as medidas dos angulos internos do triangulo de referéncia ABC,

temos
A sen(A A .
Sy =2S.cotg(A) =2 .bc sen( ).COS( A) = be.cos(A).
2 sen(A)
Analogamente,

Sp = ac.cos(B) e Sg = ab.cos(C).

Observemos que aplicando a Lei dos Cossenos em um triangulo ABC' com angulos de

medidas A, B e C e lados a = |BC|, b= |AC| e ¢ = |AB|, segue que

a?> = b+ — 2be.cos(A)

= b’ + 2 — 254

— 0%+ & — 2bc.cos(A)

= b2 -+ 62 — 2SA
Assim,

—a? 4+ b+
— 5 ,

e
|
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Da mesma forma,

a? —b> + 2 a®>+b* —
Sp=L0 0 e o= 00

Dai, segue imediatamente que

SB+SC:CL2
SA+SC:b2
Sy+Sp=c?

SB—SC:CZ—[)2
Sc — Sy =a%—c?

SA—SB:b2—CL2

3.2 Equacgao da reta

Teorema 2. Seja ABC um tridngulo de referéncia no plano. Para qualquer reta no

plano, existem constantes p, q e r, nem todas simultaneamente iguais, tais que

l={(x:y:2)/pr+qy+rz=0}

De maneira reciproca, se p, q e r, sao constantes nao simultaneamente iguais, entao o

conunto | = {(x :y: 2)/pr + qy +rz =0} € uma reta.

Demonstra¢ao. Sejam Py = (uy @ vy : wy) e Py = (ug : vg : wy) dois pontos distintos
pertencentes a reta [ e com a soma das coordenadas diferente de zero. Se um ponto
P = (x :y: z) qualquer esta sobre a reta [, entdo P, P; e P, sdo colineares. Desta forma,

¢é nulo o determinante formado por suas coordenadas baricéntricas, ou seja,

T Yy =z
u v, wy | =0,
Uz V2 W2
o que implica em
U1 wr Uy W Uy U
x -y +z =0.
Vg  Wa Uz W2 Uz V2

Desta forma, podemos escrever
pr +qy +rz=0.

Reciprocamente, dada a equagao pr+qy-+rz = 0, com p, q e r nao iguais simultaneamente,

sejam P; = (uy : vy @ wy) e Py = (ug : v9 : wy) dois pontos que a satisfazem, com soma das
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coordenadas diferente de zero. Dado um ponto Py = (u3 : v3 : w3) que também satisfaz a
equagao e com soma das coordenadas diferente de zero, temos que (p, ¢, r) é uma solugao

nao nula do sistema linear homogéneo

p.auy + q.ug + rawpy = 0,
p.Us + q.vy + 1r.we = 0,
p.uz + q.us + raws = 0,

e, portanto,
Uy U1 Wi
Uy Vo Wo | = 0.
uz V3 Ws
Isso mostra que Py, P, e P3 sao colineares. Logo, P; pertence a reta Py Ps. O

Proposicao 14. Sejam Py = (uy : vy : wy) e Py = (ug : vy : wy) pontos cuja soma das

coordenadas € diferente de zero. A reta que passa por Py e Py tem equacdo

r Yy =z
w vy wp; | =0.
Uz V2 W2

Demonstra¢ao. Se P = (x : y : z) é um ponto da reta determinada por P; e P;, com
r+y+ 2z # 0, entao P, P, e P, sao colineares. Logo, o determinante formado pelas

coordenadas baricéntricas desses pontos é nulo. O

Observemos que analisando as equagoes

b1 @1 ™1 P2 G2 T2
pmoqg | =0 e g | =0,
P2 G2 T2 P2 G2 T2
segue-se que
g1 71 pP1 M P11 G
P1 —q1 +r =0
G2 T2 P2 T2 P2 Q2
e
qGi T P11 P1r q1
D2 —q2 + 79 =0.
q2 T2 P2 T2 P2 Q2

Dali, percebemos que o ponto de coordenadas

[ )

satisfaz as equagoes p1x + q1y +r12 = 0 e pox + @y + 122 = 0, sendo, portanto, o ponto

g1 M

q2 T2

P11

P2 T2

P1 @1
P2 Q2
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de intersecao entre essas retas.
Exemplo 1. Dado o tridggulo ABC, determine as equagoes das retas dos lados BC, CA
e AB.

Solugao. Sendo A= (1:0:0), B=(0:1:0)eC =(0:0:1), segue imediadamente da
Proposi¢ao 3.2.1 que os lados BC, CA e AB do triagulo ABC' tém equagoes x =0, y =0

e z = 0, respectivamente. ]

Exemplo 2. Determine a equagio da reta que contém o baricentro G = (1 :1:1) e o

ortocentro H = (Spc : Sca : Sap).

Solugao. Essa reta, conhecida como reta de Euler, tem equagao dada por

1 1 1 1 1 1 )
x -y + z = 0, 0ou seja,
Sca Sap Spc Sas Spc Sca
1 1 1 1 1 1
SA r — Spg y+ Sc z = 0. Desta forma, podemos escrever
SC SB C A SB SA

SA(SB — Sc)l‘ — SB(SA — Sc)y + Sc<SA — SB)Z = 0.

Assim, em coordenadas baricéntricas, a reta de Euler tem equacao dada por

SA(SB — Sc):L‘ + SB(SC — SA)y+ Sc(SA — SB)Z =0.

3.3 Retas paralelas em coordenadas baricéntricas

O conceito de paralelismo em coordenadas baricéntricas, difere daquele que
conhecemos da geometria euclidiana, onde retas paralelas sao aquelas que nao se inter-
sectam. Aqui, faz-se necessario a introducao do conceito de ponto no infinito, para que
possamos reinterpretar o paralelismo de retas.

Definicao 6. Um ponto P é chamado ponto no infinito, se a soma de suas coordenadas
baricéntricas € igual a zero.

Para cada reta do plano, é possivel encontrar um ponto no infinito pertencente

ao conjunto

loo ={(p :yp:2p)/rp +yp+2p =0}

que satisfaz sua equacao. Isso pode ser feito através da equacao da reta ou a partir de
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dois pontos distintos da reta.
Proposicao 15. Se P, = (uy : vy : wy) e Py = (ug : vy : wy) sGo pontos nao no infinito,

distintos e com coordenadas baricéntricas balanceadas, entao

Poozpl—PQZ(Ul—Uinl—UQZ’u)l—’wg)
sao as coordenadas baricéntricas do ponto no infinito na reta Py Ps.

Demonstragao. De fato, como P,, é uma combinagao linear de P, e P,, segue-se imedi-

antamente que

Uy — Uz V13 —V2 W1 — W2
Uy Uy wq =0

U2 V2 W2

Isso mostra que P, satisfaz a equagao da reta que contém P, e P,. Por outro lado,
a soma das coordenadas de P, dada por sp = (u; — us) + (v1 — v2) + (w1 — wy) =
(u +v1 +wy) — (ug + v9 + we) = 0 pois Py e P, estao balanceados. Logo, P, é ponto no
infinito da reta P P;. ]

Proposicao 16. Se uma reta | tem equacao px + qy + rz = 0, entdo o ponto no infinito

dessa reta €
Po=(q—r:r—p:p—q).

Demonstra¢ao. Tomando-se o ponto P = (¢q—r : r—p: p—q), percebemos que P é ponto
dareta pr+qy+rz = 0, pois p(¢q—r)+q(r—p)+r(p—q) = pg—pr+qr—pq+rp—rq = 0. Por
outro lado, a soma das coordenadas baricéntricas de P ¢ dada por sp = ¢g—r—+r—p+p—q =

0. Isso mostra que P é ponto no infinito da reta (. O

Definicao 7. Retas paralelas sao retas distintas que possuem ponto no infinito em comum.
Proposicao 17 (Equacdo da reta paralela). Se P = (u:v:w) el =px+qy+rz=0,

entao a reta l' que passa por P e € paralela a reta |l tem equacao dada por

Y z
U v W =0.

q—7r r—p pP—(¢

Demonstragao. Pela Proposigao 16, a reta [ tem ponto no infinito Py, = (¢ —7:r —p:
p—q). Como [ e I’ sdo paralelas, segue que P,, € I'. Dessa forma, P e P,, satisfazem a

equacao
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o que mostra o resultado. O

3.4 Retas perpendiculares em coordenadas baricéntricas

Proposicao 18. Se P (l) = (f : g : h) € ponto no infinito de uma reta l, entdo P (') =
(9Sp—hSc : hSc—fSa: fSa—gSg) € ponto no infinito de todas as retas !’ perpendiculares

al.

Figura 16 — Perpendicularidade entre retas

l
pr+qy+rz=10

Fonte: O autor

Demonstracao. Observando a figura acima, consideremos alguns fatos importantes:

(a) pr 4+ qy+rz=0 ¢é a equagado da reta [ com Py () = (f:g:h).

(b)Y & intersegao entre as retas y = 0 e pr+qy+rz = 0, logo suas coordenadas sao dadas
por Y = (—r:0:p).

(c)Z é intersecao entre as retas z = 0 e pr+qy+rz = 0, logo suas coordenadas sao dadas
porY = (q:—p:0).

(d)A reta s é paralela a h;, logo possui 0 mesmo ponto no infinito.

(e)A reta r é paralela a h,, logo possui 0 mesmo ponto no infinito.

(f)H é ortocentro de ABC e H' é ortocentro de AZY.

(g)Como Py(l) =(f:g:h)=(q—7r:r—p:p—q), podemos concluir que existe um real
nao nulo k tal que ¢ —r = fk, r —p =gk e p— q = hk.

Das observagoes (d) e (e) temos que
Po(r) = Px(he) = (Sp:Sa:—c®) e  Pul(s) = Pu(hy) = (Sc: —b°: Sa).

Assim, a equacao da reta r que passa por P, (r) e Y é dada por
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o que implica em

r:pSar — (pSp — rc®)y +1rSxz = 0.

A equagaoo da reta s que passa por P (s) e Z é dada por

—b* Sy

Sc Sa
qg O

Se =b?
q -p

T

:O,

o que implica em

s pSazr + qSay + (gb* — pSc)z = 0.

Usaremos *ﬂ Como H' é ponto de interse¢ao entre a retas r e s, segue que

H, _ . pSA TSA . pSA —(pSB — 7‘02)
pSa qb® —pSc pSa qSa
1 S 1 —(pSp —rc?
= | *:—pSa 27“ 4 :pSa (pSp —rc’)
1 gb° —pSc 1 qSa

*

: —qb® +pSc + 1S4 qSa + pSp — rc?)
:—q(Sc + Sa) +pSc +1Sa:qSa+pSg —1(Sa+ Sp))
*:(p—q)Sc—(q—7)Sa:(q—71)Sa— (r —p)Sg).

*

(
=
(
Da observacao (g), temos que

H' = (% : hkSc — fkSu: fkSa — gkSp) = (x : hSe — fSa: fSa — gSk).

Conhecendo as coordenadas baricentricas de H’, é possivel calcular a equagao

da reta I’. Como !’ passa por A e H', sua equacao é dada por

0 0
T
hSc — fSa fSa—9Se

1 0
*x fSa—9gSB

1 0
* hSC - fSA

=0,

ou seja,
(gSB — fSA)y + (hSC — fSA)Z = 0.

'Em substituicio a uma coordenada que sera anulada adiante.
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Desta forma, o ponto no infinito P (l') = (¢ — 7 : 7 —p : p — q) associado a

esta reta é

Poo(l/) = (gSB—fSA—<hSC—fSA)ShSC—fSAZ—(gSB—fSA))
= (gSB—hSCZhSC—fSAZfSA—gSB).

Esse ¢ ponto no infinito da reta I’ e de qualquer outra reta perpendicular a
. O

Proposicao 19 (Equacdo da reta perpendicular). Seja Py(l) = (f : g : h) o ponto no
infinito de uma reta . Se ' passa por P = (u : v : w) e € perndicular a l, entdo sua

equacao € dada por

z
U ) w =0.

gSB - hSC hSC — fSA fSA — gSB

Demonstragao. Pela Proposigao 18, sabemos que P, (I') = (¢S — hSc : hSc — fSa :

fSa—gSB). Como P = (u:v:w) também pertence a l’, sua equagao é dada por

v w =0.
gSB - hSC hSC — fSA fSA — gSB

3.5 Distancia entre dois pontos em coordenadas baricéntricas

Proposicao 20. Se P = (up : vp : wp) € Q = (ug : vg : wg) sao dois pontos do plano

balanceados com soma s, a distdncia euclidiana entre ambos € dada por

Sa.A% 4+ Sp.A? + S0 A2
52

|PQJ* =

onde Ay, =ug —up, A, =vg9 —vp e Ay, = wg — wp.

I

Demonstrac¢ao. Como os pontos P e () estao balanceados com soma s, temos que sP =
upA +vpB 4+ wpC, sQ = ugA +vgB +woC e Ay + A, + A, =5—5=0.

Na figura acima, R é determinado pelas retas tracadas por P e () paralelas
aos lados AB e C'A, respectivamente. Dai Py (AB) = P (RP) e Py (CA) = P (QR),
ou seja, existem reais h e k, ndo nulos, tais que P — R = h(B — A) e |RP| = h.,
R—Q = k(A —-C) e |QR| = kb, pois os pontos estao balanceados com soma s. Desta
forma, temos P — h(B — A) = Q + k(A — C) e, portanto,
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Figura 17 — Distancia entre os ponto P e )

Fonte: O autor

sP —sh(B — A) =sQ + sk(A—C).

Substituindo os valores de sP e s@), obtemos

upA+vpB 4+ wpC — shB + shA = ugA +v9B + woC + skA — skC' e

(up + sh)A+ (vp — sh)B + wpC = (ug + sk)A + voB + (wg — sk)C.

Assim, segue-se que

ug + sk = up + sh ug — up = sh — sk A, = sh — sk A,
vg = vp — sh = { vg —vp=—Sh =< A, = —sh j{k:Aws
wq — sk =wp wg — wp = sk A, = sk s

Pela Lei dos cossenos aplicada ao triangulo ARP(Q), temos

IPQ)? = (he)? + (kb)? — 2(hc)(kb)cos(A)

2 2
— (_ ﬁ0> + (ﬁb) — 2( — ﬁ>cﬁb.cos(121)
s s s s

A2c? N A2 p? N 2A,Aybe.cos(A)

52 52 52

Das Notacoes de Conway sabemos que ¢ = Sy + Sp, b> =S4+ S e Sy =
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be.cos(A). Assim,

A%(SA + SB) + A?U(SA + SC) + Q-Av-Aw-SA
2
Sa(AZ+2.A,A, + qu) + Sp. A2+ So.A2
2
Sa(A, + AL+ SB.SA,?, + So.A2
2
Sa(—A,)? + SBS.A%j + Sc.A2
2
Sa(A)? + SBS.A,%, +Sc.A2

52

1PQI* =

[]

Em coordenadas na forma absoluta, a distancia entre os pontos P e () é dada

por

|PQI” = Sa(A,)* + Sp. A2+ Sc. AL
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4 PROBLEMAS

Nesta secao serao enunciados alguns problemas relacionados ao tema desse
trabalho. Esses problemas foram retirados de provas de olimpiadas de Matemética, de
um artigo publicado na Revista Eureka (GIRAO; CARNEIRO, 2005, p. 29-37) e do
livto Geometria - Colegdo Profmat (MUNIZ NETO, 2013). Nas solugbes apresentadas

tomamos como referencial teérico o conteiido abordado nos capitulos anteriores.

Problema 1. Demonstre que o incentro, o baricentro e o ponto de Nagel sao colineares

para qualquer triangulo.

Figura 18 — Colinearidade do incentro, baricentro e ponto de Nagel

Fonte: O autor

Solugao. Temos G=(1:1:1), I=(a:b:¢) e Ny,=(p—a:p—>b:p—c). Assim,

1 1 1
a b c =
(p—a) (p=0) (p—0)
b c a c a b
— + = 0.
(p—b) (p—0 (p—a) (p—c) (p—a) (p—0)
Isso mostra que os pontos G, [ e N, sao colineares. 0

Problema 2. (OCM 2016) Se P e @Q sio pontos do plano, denotamos por PQ o compri-
mento do segmento PQ). Seja ABC um tridngulo de lados BC = a,CA =b e AB = c.
Denote por I o incentro de ABC' e denote por D, E e F, respectivamente, os pontos onde
o circulo inscrito em ABC' toca os lados BC', CA e AB. Seja X a intersecio das retas

ﬁ e ﬁ Calcule, em funcao de a,b e c, as razoes % e %.
Solugao. Consideraremos X = (uy : vy : wy),

D=0:p—c:p—0b) com sp=a, E=(p—c:0:p—a) com sg=>0,



Figura 19 — Um exemplo geométrico para o problema

A

-—

pP—c

O'

B p—>0 [-]

Fonte: O autor
F=(p-b:p—a:0) com sp=c¢, I=(a:b:c) com s;=a+b+c=2p.

A equacao da reta ﬁ é dada por

Assim,

FE: (p—a)s — (p—b)(p—a)y— (0 — )(p— a)z =0,

o que implica em

FE:(p—a)e—(p—by—(p—c)z=0.

A equacao da reta ﬁ é dada por

Assim,
DI :[e(p— )~ bp— )}z + alp— by — alp— )z =0,
o que implica em
DI (b—c)p— a)r — alp— by — alp — )2 = 0.

Como X = (uy :vx : wx) = ﬁ N ﬁ, entao
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o alp—b) —ap—c) | 2a(p = b)(p — ©),
vx (p—a) —(p—2c) _ YV
‘ (b—c)p—a) —alp—rc) ‘ 2(p —a)(p —b)(p—¢)
Wy — (p—a) —(p—b) _ o »
) ‘(b—c)(p—a) alp — b) | 2(p —a)(p = b)(p - ¢).

Dessa forma,

X =2a(p=0b)(p—c):2(p—a)(p—0b)(p—c):20p—a)(p—b)(p—c)) =(a:p—a:p—a).

Representaremos por Spgr a area de um triangulo de vértices P, (), R. Temos

1 0 0 )
g _ Sapc b p—a 0 _ Sapc(p — a)
X Tty | P b c(b+c)
a p—a p—a
1 0 0 )
< _ Sapc " R Sapc(p — a)
W= Thrap| ¢ PO PTG
p—c 0 p—a
Assim, L
EX  blb+c¢) Sarx  Sapc(p—a)® b
XEF  Sapc(p—a)?Saxe c(b+c) c
Temos também
g a b c g ( )
Sipc = 2;2? 0O p—c p—0b|= —ABC;ps ¢ €
0 0 1
a p—a p—a
S Sasc 0 b . _ Sapca(p —c)
MET b+ o)2p1 - ) 2p(b+ c)
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Assim, .
DI Sipc _ Sapcalp—c) 2plb+c)  b+c
IX  Sxic 2pa Sapca(p —c) a

O

Problema 3. Mostre que o baricentro de um tridngulo divide o segmento de reta definido

pelo incentro e pelo ponto de Nagel na razao

(NG| 2

GI 1

Solu¢ao. Admitindo que o baricentro, o incentro e o ponto de Nagel sao colineares, con-

forme a questao anterior, determinaremos as coordenadas baricéntricas absolutas do ponto
que divide o segmento de reta N,I na razao proposta comparando-as com as coordena-
das baricéntricas do baricentro. Determinando as coordenadas baricéntricas absolutas do

incentro e do ponto de Nagel, temos

I = i:izi e N,= p—a:p—b:p—c.
2p 2p 2p P P D

Desta forma, sendo P o ponto que divide o segmento de reta N,I na razao 2:1, ele tera

as seguintes coordenadas baricéntricas absolutas:

De forma equivalente, temos que

p_(pipip) (11 13
3p 3°'3°3

Desta forma, o ponto P assim definido, tem coordenadas baricéntricas absolutas iguais as
do baricentro, o que mostra que este divide o segmento de reta analisado na proporc¢ao

enunciada. O

Problema 4. Sejam X, Y e Z os pontos onde o incirculo do tridngulo ABC' toca o0s
lados BC, AC' e AB, respectivamente. Mostre que o incentro de ABC' estd sobre a reta
que passa pelos pontos médios de BC' e AX.

Solugao. Consideremos M ponto médio de BC' e N ponto médio de AX. Como B e C' estao

balanceados, temos que M = (0:1:1). As coordenadas de X = (0 : p—c: p—0b) na forma
= —c —b . —c —b

balanceada sao dadas por X = (0 : 2pf(b+c) : 2pf(b+c)). Assim N = (1: 2pf(b+6) : 2pf(b+c)).
Para mostrar que [ = (a : b : ¢) esta sobre a reta M N, basta verificar que
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Figura 20 — Colinearidade dos pontos M, I e N

Fonte: O autor

a b c
0 1 1 = 0.
1 p—c p—b
2p—(b+c)  2p—(b+c)
De fato,
1 1 0 1 0 1 B
a p—c p—b o 1 p—b +c 1 p—c -
2p—(b+c)  2p—(b+c) 2p—(b+c) 2p—(b+c)
A _
a(p—b)  alp—¢ b

2p—(b+c) 2p—(b+c)

ap—b—p+ec)+2p—(b+0)|(b—rc)

2p — (b+c¢)
—alb—c)+ (b—10o)[2p— (b+¢)] _
2p — (b+c)
(b—20o)2p— (b+c) —q] _
2p — (b+¢)
(b—c)2p— (a+ b+ )] _0
2p — (b+¢) '

]

Problema 5. (Banco IMO/97) No tridngulo acutingulo ABC, sejam AD, BE alturas e

AP, BQ bissetrizes internas. Sejam I e O o incentro e o circuncentro do tridngulo ABC,

respectivamente. Prove que os pontos D, E e I sao colineares se e somente se P, () e O

sao colineares.



Figura 21 — Pontos D, E e I nao alinhados

Fonte: O autor

49

Solugao. Coordenadas dos pontos: [ = (a:b:c¢), D=(0:Sc:Sg), E=(Sc:0:54),
P=(0:b:¢),Q=(a:0:¢),e O=(a?S4:b*Sp:2Sc).

Os pontos D, E e I sao colineares se, e somente se

a b c
0 Sc Sp
Sc 0 Sy

| S sl ooss |

0 Sa Sc Sa

0 que ocorre se, e somente se

0 Sc
Se 0

aSsSc + bSpSc — CS% =0< aSs+bSg =cSc.

Figura 22 — Pontos D, E e I alinhados

Fonte: O autor

Da mesma forma,

os pontos P, () e O sao colineares se, e somente se
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0 b c
a c a 0
SRR R ) JRETA Rd DET I I
a c a
CL2SA bQSB C2SC A ¢ 4 B

O que ocorre se, € somente se

a*bcS 4 + ab*cSp — abc*Se =0 < a.S4 + b.Sg = ¢.Sc.

O
Problema 6. Seja I o incentro do triangulo ABC. Prove que as retas de Euler dos
triangulos ABC, ABI, IBC e AIC sao concorrentes.

Figura 23 — Intersegao das retas de Euler

A

oH,
1
1
I
I
|

b
»0

Fonte: O autor

Solugao. As coordenadas baricéntricas do baricentro do triangulo ABI sao dadas por

a b c
1:0: o1 : : = (2 : 2 D).
(1:0:0)+ (0 0)+(a+b+c P a+b+c) (2a+b+c:a+2b+c:c)

As coordenadas baricéntricas do ortocentro podem ser dadas pela intersecao de duas retas

que contenham duas alturas de ABI. Uma das retas é perpedicular a reta z = 0 que passa
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por I(a:b:c). Assim, sua ¢ equagdo é dada por
oy z
a b c = (eSa + bc*)x + (—cSg — ac®)y + (—aS4 + bSg)z = 0.
Sp Sa —Sa—SB
A outra reta é perpendicular a BI e passa por A(1:0:0) e tem equagao dada por
(cSp + ac*)y + (aS4 — cSc)z = 0.
A intersecao destas alturas é o ortocentro de ABI :

((cSp+ac?)(bSp—cSc) : (cSa+bc?)(aSa—cSe) : —(cSp+ac®)(cSa+bc?)) = (b—c:a—c: c)

Portanto, a reta de Euler do triangulo ABI tem equacao dada por

x Yy z
20+b+c¢ a+2b+c ¢ |=clb+c)r—cla+c)y+ (a®—b")z=0.
b—c a—c c

De Maneira similar, encontramos as retas de Euler dos triangulos IBC e AIC que sao,

respectivamente,
b — Az +alct+a)y—alb+a)z=0 e —blc+bx+ (c* —a*)y+bla+b)z=0.

Calculando a interse¢ao entre as retas de Euler dos triangulos ABI e I BC, encontramos

o ponto P de coordenadas

. (a(b+c—a) blatc—b) c(a—i—b—c))’

b+c ’ a+c ’ a+b

que também é ponto da reta de Euler do triangulo AIC. Tomando as coordenadas do
ortocentro de ABC' em funcao dos lados, percebemos que P é ponto da reta de Euler do
triangulo ABC'. De fato,

1 1 1
1 1 1 =0
—a2+b2+62 a2_b2+02 a2+b2_02 .
a(b+c—a) blat+c—b)  clat+b—c)
b+c a+c a+b

]

Problema 7. Em um triangulo ABC, sejam M o ponto médio do lado BC' e sejam H, e

H., respectivamente, os pés das alturas relativas a AC' e AB. Prove que o tridgulo M H,H..
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€ 1sdsceles.

Figura 24 — Triangulo M HyH.

Fonte: O autor

Solugao. As coordenadas baricéntricas dos vértices de M Hy,H, sdo dadas por M = (0 :

1:1)=0:2: Y H=>@+0®-:0:—-a>+b+c) = (Sc:0:854)¢€

H.= (> -0+ : —a*+ 0>+ c*:0) = (Sp : Sa:0). Balanceando os pontos Hy, e H,
temos Hy = (5¢ : 0: 24) e H. = (28 : 34 :0). Pela relagio da distancia entre dois pontos

temos

_ [SaSE Sy Se SaSc . SeS3
\MHb|—\/b4+4+4 b2+b4
b2 1 a?
- JSAS("(b?_bZ) 4
_a
\MH,| = 945 | Sp _ SpSa  SeSh | Sc

Assim, |M H,| = |[M H,|. Isso mostra que o triangulo M H,H, ¢ isosceles. [

Problema 8. Considere o tridngulo ABC. Mostre que os pontos médios entre o ponto de

Nagel N, e cada vértice de ABC' formam um tridngulo congruente ao tridngulo medial.
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Figura 25 — Congruéncia dos triangulos MNP e M,M,M.

Fonte: O autor

Solugao. Sejam M, N e P os respectivos pontos médios dos lados BC, AC' e AB. Assim,
cada lado do triangulo medial é base média de um lado do triangulo ABC'. Desta forma,
as medidas dos lados do triangulo MNP sao dadas por MN = ¢, NP =3 e PM = %
De fato, em coordenadas baricéntricas, M = (0:1:1), N=(1:0:1)e P=(1:1:0),
que balanceados tem as seguintes coordenadas, M = (0 : % : %), N = (% 0 0 %) e

P =(3:1:0). Pelarelagao da distancia entre pontos temos

1 1
IMN| = \/SA.Z+SB.Z+SC.O

. Sa+ Sg
-V

C2

-V
¢

A verificagao da medida dos outros dois lados é feita de maneira analoga.

\V]

Agora, seja N, o ponto de Nagel, cujas cordenadas balanceadas sao dadas por
N = (&2 p=b . =) Sejam M,, M, e M. os pontos médios de N,A, N,B, e N,C,

p ~ p P
respectivamente. Calculando as coordenadas de M,, M, e M, e em seguida balanceando-

2p—a , p—b . p—c __ (p—a . 2p—b , p—c _ (p—a . p=b ., 2p—c
oo pobpey N = (B2 b By o ), = (B2 B2b . 20y,

Pela relagao da distancia entre pontos temos

as temos que M, = (
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(2p—a—p+a) (p—b—2p+0b)? (p—c—p+c)?
M, My| = 4/Sa. + Sp. Sc.
MMy \/ @)? @) )2
B Sa+ S
~ VT
o
= 7
Similarmente encontramos |M,M.| = % e [MyM,| = %. Assim, temos que
INP| = |MyM,| = &, |PM| = |[M,M.| =% e |MN| = |M,M,| = £. Logo, pelo caso LLL
os triangulos MNP e M,M,M,. sao congruentes. O

Problema 9. Prove que o centro do circulo de Spieker € ponto médio de IN,, onde I é

o incentro e N, € o ponto de Nagel.

Figura 26 — Ponto médio de I N,

Fonte: O autor

Solucao. O incentro I tem coordenadas I = (a : b : ¢) e o ponto de Nagel N, tem
coordendas N = (p —a : p—0b : p— ¢). Balanceando ambos os pontos temos que
I'=(3: 2% ) e N = (B2 ’%b : £2¢). Assim, o ponto médio de I'N, ¢ dado por

a b ¢ p—a‘p—b_p—c)

)+ ( = (

20 2p 2p p P p 2p  2p 2p
= 2p—a:2p—>b:2p—c),

2p—a 2p—b 2p-—c

( )

que sao as coordenadas do centro de Spieker. [

Problema 10. Seja ABC um triadngulo retangulo em A e seja B’ o pé da altura relativa
a hipotenusa BC. Sejam ainda I e Iy os incentros dos tridngulos B'AB e B'C'A. Prove

que A € ex-incentro do tridngulo I B'Iy relativo ao lado I 1.
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Solugao. Consideremos I} = A', I, = ('

Figura 27 — Raios dos circulos inscritos em ABB’ e em ACB’

A
fo be
Ta CA=b
AB=¢
3
2 o
m
A I
Fav' 2
r{v2
B : C:
r.'2 B b'
n=— m=—
a a
BC =a

Fonte: O autor

No triangulo ABC, retangulo em A, temos que B’ é o pé da altura h relativa a
hipotenusa BC, A’ é o incentro do triangulo retangulo B’AB e C’ ¢ o incentro do triangulo
retangulo B'C'A.

Sejam BC =a, CA=0b, AB=c¢, AB' = h, BB' =n e B'C = m. Pelas relagoes métricas
no triangulo retangulo sabemos que
h:%, m:E e n:f.
a a a
Sabemos ainda que o raio do circulo inscrito em um triangulo retangulo é a diferenca

entre o semiperimetro e a hipotenusa do mesmo. Assim,

¢ be 2pc . . . & —a)c
2pB’AB:E+E+C:%7 isto implica le%—c:%

€
b? bc 2pb . . . b —a)b
2pB/CA:E+E+b:% lstOImphca 7"2:%—6:%,

Desses resultados, segue imediatamente que

2
riry = (p a) be, ri+re= <p—a a) (2p—a) e ri+rs=(p—a)’

a

No triangulo A’B’C’ temos que
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Figura 28 — Coordendas baricéntricas do vértice A

Fonte: O autor

a = 19V/2,
OF = (V2P + (V) =208+ 19)

= 2(p—a)’

=V = (p—a)V2

1
Sapcr = 57“1 \/57’2\/§

= T1Tra.

Sendo A’, B’ e C" os vértices do tridngulo de referéncia A’B’'C’, todo ponto P
do plano tem coordenadas baricéntricas dadas por P = (Sppicr : Sperar : Sparpr). Assim,

tomando P = A, temos que A= (SPB/C/ : SPC’A’ : SPA’B’); onde

1 be be
Sapcr = =—"r2 . Sapcr = —T2
2 a 2a
1bc be
Saap ==-—r1 . Saap =—n
2 a 2a
be
Sacrar = —(Sapcr + Sanp — Sarper) . Saca = — %(ﬁ +19) — rirg

Dai, as coordenadas baricéntricas de A sao
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A

b (0 )Y s () — 20
5 To . % 7 ] T1T2 ‘20,7“1 = To . T o T1T2bc M

Figura 29 — Ex-incentro relativo a I, 1

1
I A |
| I
| I
y ro.
. \ §i
L\ /7
\\\ o
) #
N
o A
Y /,f'
S 4 C
N e
i f_}V’E
V2
. ¥ - 64
B B

Fonte: O autor

Por outro lado, tomando A’B’C’ como triangulo de referéncia temos a' =
B'C'=713V/2,0 =C'A' = (p—a)V2ed = AB =r2.
Assim, o ex-incentro [ g do triangulo AA'B'C’ relativo ao lado A’C’ é dado por
Tupe = (@ =b : ), o que nos da Tyuper = (12v/2 : —(p — a)V2 : r11v/2) = (ry
—(p—a):r).

Observemos que para A = P devemos ter

( n ) 2a
—a=(r To) — T1T9—.
p 1 2 12bc

De fato,

2a —a —a\? 24
(7’1‘1'7’2)—7"17“2%=(p )(2p—a)—(p ) bc%

a a
7’1IT2 7’;;2
2a p—a

) =g = (P2 ) (@ -0 - (- a2

2a p—a
(ry +72) — T = ( - ) (2p —a—2p+ 2a)
2
(r1 +rg) — rlrg—a =p—a.

be

Isso mostra que que A é ex-incentro do tridngulo [; B’ relativo ao lado I 1. O
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Problema 11. (TCS 2013) Dado um tridngulo escaleno ABC, sejam A’, B', C" os pontos
de intersecao das bissetrizes internas de fl, B, C' com os lados opostos, respectivamente.
Seja A" a intersegao entre BC' e a mediatriz de AA". Defina B” e C" de modo andlogo.

Mostre que A”, B" e C" sao colineares.

Figura 30 — Um exemplo geométrico para o problema

Fonte: O autor

Solucao. A reta AA’ tem equacao

S 8
>~ O

z
0| =0, ouseja, —yc+ zb=0.
c

Assim, Py, = (—c—b:b: ¢) é ponto no infinito da reta AA’. Como a reta perpendicular
a AA" é mediatriz, entao ela passa pelo ponto (b+c: b : ¢), ponto médio da bissetriz AA".

Logo sua equagao é dada por

X Yy z
b+c b c = 0.
bSB — CSC CSC — (—C — b)SA (—C — b)SA — bSB

Como A” pertence a reta x = 0, temos que A” é da forma A” = (0 : var : war). Assim,
0 Oy W A

b+c b c = 0.
bSB — CSC CSC — (—C — b)SA (—C — b)SA — bSB
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Temos entao

— Vyn {(b + C)[(—C — b)SA — bSB] — C(bSB — CSC)}
—+ wyn {(b + C)[CSC — (—C — b)SA] — b(bSB — CSC)} =0

Pelas Notagoes de Conway, podemos escrever

2 2

— {_<b+c——a)<b te)? - (M)[(b Fe)?— )+ c%%)}

D24 2 g2 2 2 2 222
T wan {H#)(%L &) + (HTCW)JF ¢ — 1) — bz(%} —0.
Isto implica em
—van[=(b+ ¢)® + a*®l + wan[V?(b+¢)? = b%a®’] = 0
—van[=[(b+¢)® + a®] + wan[p*(b+c)* —a®] = 0.

Portanto,
A= (0: %[0+ ) = a’] : =c*[(b+ ¢)* = a?)]) = (0: b*(2p — a) : —¢*(2p — a))
De maneira andloga, obtemos
B = (a[(a+c)*— b :0: —[(a+c)> —b?)]) = (a®(2p—b) : 0: —c*(2p — b)) e

C" = (a*[(a+0b)* = : b [(a+b)?*—c:0) = (a*(2p—c): b*(2p —c) : 0)

Calculando o determinante, temos

0 V’(2p —a) —c*(2p—a)
a*(2p — b) 0 —22p—10) | =
a’(2p—c) V*(2p—c) 0

a’b*c?(2p — a)(2p — b)(2p — ¢) — a*b*cA(2p — a)(2p — b)(2p — ¢) = 0.

Isso mostra que A”, B” e C” sao colineares.
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5 CONCLUSAO

Concluimos, através deste estudo, que vérios problemas de Geometria Eucli-
diana podem ser solucionados de forma simples e elegante, utilizando-se o conhecimento
da Geometria Euclidiana combinado com o estudo das coordenadas baricéntricas. Espe-
ramos que este texto introdutoério seja utilizado por discentes, docentes e simpatizantes
da Matematica na aprendizagem da técnica aqui apresentada, especialmente como instru-
mento preparatério para competicoes de Matematica, contribuindo assim para o ensino
desta disciplina.

Sobre as possibilidades de aplicacao deste contetido em sala de aula na edu-
cagao basica, compreendemos que poderia ser inserido aos poucos, a partir da segunda
série do ensino médio, tomando-se por base o curriculo da escola publica. Apesar de nao
estar inserido nos parametros curriculares nacionais - PCN’s nem nas diretrizes curricu-
lares nacionais - DCN’s, muitos requisitos para compreensao desta técnica sao oriundos
da Geometria Euclidiana que é trabalhada na escola desde o Ensino Fundamental.

Por fim, as ferramentas reunidas neste trabalho trazem ao professor suporte
para formagao continuada, além de auxiliar na elaboracao de aulas preparatérias para

competi¢oes matematicas.
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