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RESUMO

E possivel definir diferentes funcdes do tipo valor absoluto em um corpo K, o que influencia a
maneira como se trabalham distancias nesse corpo e, por conseguinte, a ideia de proximidade.
Esse fato provoca consequéncias importantes nas condi¢Ges de convergéncia das sequéncias de
Cauchy, utilizadas na abordagem devida a Cantor para se alcancar o completamento de um
corpo. O presente trabalho tem como objetivo mostrar quais os valores absolutos podem ser
definidos em Q, a fim de que sejam construidos diferentes completamentos do corpo dos
racionais. Tal problema foi solucionado pelo matematico Alexander Markowich Ostrowski,
em um dos teoremas que levam o seu nome. O Teorema de Ostrowski mostra que sO existem
trés familias de valores absolutos ndo equivalentes entre si em Q. Assim, qualquer valor
absoluto nos racionais ou é equivalente ao valor absoluto usual, ou é equivalente a algum valor

absoluto p-adico, ou € o proprio valor absoluto trivial.

Palavras-chave: Corpo. Teorema de Ostrowski. Valores absolutos. Completamento. Ndmeros

p-adicos.



ABSTRACT

It is possible to define different absolute value functions in a field K, which influences the way
in which distances are worked in this body and hence the idea of proximity in this body. This
fact has important consequences in the conditions of convergence of the Cauchy sequences,
used in the approach due to Cantor to reach the completion of a body. The present work aims
to show which absolute values can be defined in Q, to construct different completions of the
rational body. Such a problem was solved by the mathematician Alexander Markowich
Ostrowski, in one of the theorems that bear his name. Ostrowski's Theorem shows that there
are only three families of absolute values not equivalent to each other in Q. Thus, any absolute
value in the rational is either equivalent to the usual absolute value or is equivalent to some

absolute value p-adic or is itself trivial absolute value.

Keywords: Field. Ostrowski's theorem. Absolute values. Completions. P-adic numbers.



Figura 1 - Proposigdo 3.4.22

LISTA DE ILUSTRACOES



2.1
2.2

3.1
3.2

4.1
4.2
4.3
4.4

5.1
5.2

6.1
6.2

SUMARIO

INTRODUGAOQ ..ottt 11
PRELIMINARES ......ooooit ettt 13
(070] g o Jo N U F= T o] 0] o] LT = To 1= SRS 13
FUNGOES ENTIE COMPOS ...ttt bbb 15
VALORES ABSOLUTOS ...ttt 17
Valores absolutos €M UM COMPO.....ccuiiiiiiiiieiieeie e eesee et e e ae e e seeaneesreeeean 17
Metrica induzida por um Valor ABSOIULO. ..........cccevieiiiic e 22
COMPLETAMENTOS ...ttt st e e e e e nnaeeenes 28
O corpo ordenado COMPIETO ......cooviiiiiiiiiiceeee e 28
R LCT0 [V L o = TSP 31
SeqUENCIAS de CAUCKNY .......ccuiiii e 32
COMPIETAMENTOS ...ttt b e bbb 34
UMA INICIACAO AOS NUMEROS p-ADICOS .......c.coveveeeeieeeeeeereeeeeeeerenieniens 40
O conjunto dos NUMEF0S P-AUICOS.........civiiiiriiieiie e 40
O 16MA DB HENSEL ...ttt 43
O TEOREMA DE OSTROWSKI ...ttt 49
Valores absolutos BQUIVAIENTES ..........cceiiiiiiiicie e 49
O te0oremMa de OSTIOWSKI ......cuviieieieieite et st 52
CONSIDERAQ()ES FINAILS e 55

REFERENCIAS ..ot e e et e e e et er e et e et et e e es e e e e e e s e e e e e eenen e 56



11

1 INTRODUCAO

Desde a Antiguidade, os matemaéticos conheciam diversos exemplos de segmentos
incomensuraveis, apresentando medidas que ndao poderiam ser representadas pela razdo de dois
naturais. Na realidade, tratava-se de exemplos de numeros os irracionais. Tais exemplos
refletem a caréncia dos nimeros racionais em atender as necessidades exigidas na abordagem
de diversos problemas. Essa constatagdo esta nas antigas raizes da busca pela compreensdo da
passagem do conjunto dos numeros racionais Q para o conjunto R dos ndmeros reais. Esse
problema nao foi solucionado de forma linear e nem tdo pouco célere. Mais de dois milénios se
passaram até que, em meados do século X1X, a partir das pesquisas, em especial, de Augustin-
Louis Cauchy, Karl Weierstrass, Richard Dedekind e Georg Cantor, se apresentassem caminhos
rigorosos para a construgdo dos reais como extenséo dos racionais.

Os resultados foram de tdo profunda repercussdo e influéncia, que ndo é exagero
afirmar que o grosso da matematica conhecida se alicerca no sistema de numeros reais. Dali,
percebemos a importancia da construcao formal de nimeros de natureza tdo intrigante.

Entretanto, nimeros tdo perturbadores quanto os irracionais ainda estavam por
surgir. Em 1897, Kurt Hensel, interessado no estudo dos nameros algébricos, propés uma
analogia entre o estudo das funcdes racionais e o estudo dos nimeros algébricos. Fixado um
namero inteiro positivo e primo p, existiria para cada nimero racional n uma expansdo em série

de poténcias da forma

oo
n=2ai -pt,ondek,a; €Z,e0 < a; <p.
i=k

Tais numeros foram chamados de p-adicos e apresentavam um problema
desconcertante: A argumentacédo envolvendo convergéncia, nos moldes como vinha sendo feito
até entdo, a partir dos estudos da Analise, ndo fazia sentido para esses nimeros. O motivo dessa
inconsisténcia estava na necessidade de uma nova nocdo de distancia, compativel com a
natureza dos novos nimeros de Hensel. O proprio conceito de limite necessita de uma estrutura
que permita trabalhar com a nocao de proximidade. Esta estrutura é o valor absoluto.

O interessante é que, a partir dessa estrutura, adequada para o trato com os nUmeros
p-adicos, podemos alcangar este novo conjunto numérico como uma extensdo do conjunto Q
dos numeros racionais, a exemplo do que fora feito com o conjunto R dos numeros reais. Esse
processo é conhecido como completamento.

Ao associarmos cada numero racional a um ponto de uma reta, perceberemos que,

sobram pontos da reta. O processo de completamento “tapa esses buracos”, alcancando o
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conjunto dos nimeros reais de maneira a identifica-lo completamente com a reta. O mesmo
pode ser feito para alcangarmos o conjunto Q,, dos nimeros p-adicos, partindo de um valor
absoluto diferente do usualmente utilizado no conjunto dos racionais. Esse valor absoluto
diferente do usual € o valor absoluto p-adico e, a partir dele, chegamos em uma forma de medir
distancias bem conflitante com nosso senso, acostumado ao valor absoluto usual trazendo
assim, como consequéncia propriedades interessantes ao conjunto Q,,.

Uma dessas propriedades reside no carater singular de sua topologia, em que por
exemplo, as bolas s&o conjuntos abertos e fechados em que qualquer um de seus pontos pode
Ser o seu centro, e representa uma das grandes motivagoes para estudar o sistema numerico Q,,.

Surge entdo a questdo principal que perseguimos nesse trabalho: quais os valores
absolutos que podem ser definidos em Q a fim de construirmos diferentes completamentos do
corpo dos racionais? Essa questdo foi respondida em 1916, pelo matematico ucraniano
Alexander Markowich Ostrowski, um aluno de Hensel. Também buscamos apresentar o
conceito de completamento e os caminhos para se alcangar os completamentos de Q.

No capitulo inicial, apresentamos alguns conceitos e resultados que servirdo de base
para os capitulos seguintes. Escolhemos apenas os resultados e conceitos mais importantes,
tendo em vista que muitos outros sdo apresentados também ao longo dos demais capitulos. No
segundo capitulo, fazemos uma breve introducdo a teoria dos valores absolutos, abordando os
principais pontos necessarios para atingirmos nosso objetivo. No terceiro capitulo discorremos
sobre o conceito de completamento e sua relagdo com os valores absolutos. Ja no quarto capitulo
convidamos o leitor a se familiarizar com os p-adicos e para isso, mostramos algumas
propriedades e fatos interessantes a respeito desses nimeros. E finalmente, no quinto capitulo
caracterizamos valores absolutos equivalentes e demonstramos o teorema que responde nosso
guestionamento geral.

Procuramos construir um passeio agradavel através do estudo das possibilidades de
extensdo dos nimeros racionais para corpos completos. O tema ja € intrigante pela sua natureza,
mas além disso, mostra-se bastante frutifero para o desenvolvimento da ciéncia matematica
possibilitando diversas aplicacdes em pesquisas modernas da Teoria dos Nameros, inclusive na

demonstracéo do resultado conhecido como Ultimo Teorema de Fermat.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, serdo apresentadas defini¢fes, resultados e observacbes que
sintetizam os principais conceitos e ideias que utilizaremos em nossos proximos passos.

Buscamos ser bastante sintéticos, relembrando o conceito de anel e de corpo como
estruturas algébricas singulares, dotadas de propriedades com consequéncias interessantes.

Finalizamos abordando o conceito de homomorfismo e subtipos especiais.

2.1 Corpos e suas propriedades

Um dos principais conceitos da algebra moderna certamente é o de corpo. Essa
estrutura sintetiza as propriedades mais interessantes e desejaveis a uma estrutura algébrica e
desempenhara um papel central em nossa caminhada. Por isso iniciamos nossa explanagao

apresentando os conceitos relacionados e a definicdo de corpo.

Definicdo 2.1.1. Um conjunto K, munido de duas operagdes chamadas de adigio e
multiplicagio, e denotado por (K, +),é chamado de anel se atende as seguintes pro-
priedades:
Al.Associatividade da adigédo e da multiplicacao:
x+y)+z=x+W+2)exy)z=x(yz)
A2.Comutatividade da adigé&o.
x+y=y+x
A3.Existéncia de elemento neutro da adigdo (comumente representado por 0) e da multiplicagéo
(comumente representado por 1) distintos um do outro:
x+0=0+x=xex-1=1-x=x
A4 .Existéncia do inverso aditivo.
Vx€EK,I—x€K;x+(—x)=0
Ab5.Distributividade da multiplicacdo em relacdo a adicdo a esquerda e a direita.
xy+z)=W+2)x=xy+xz
Se tomarmos apenas a operacdo de adicdo para os elementos do conjunto K,
atendendo as propriedades acima, (K, +) é um grupo abeliano (comutativo). Entretanto, se vale

a comutatividade também para a multiplicacdo dizemos que (K,-, +) € um anel comutativo com

unidade.

Definicdo 2.1.2. Se K é um anel comutativo, e para todo x,y € K temos x -y =0 =

x =0ouy = 0,dizemos que (K,;,+) é um dominio de integridade.
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Definicédo 2.1.3. Se K é um dominio de integridade, e para todo x € K,x #0, 3x~ 1 €
K tal que x - (x~1) = 1,dizemos que (K,, +) é um corpo.

Um subconjunto S de um anel K é dito um subanel de K se S for um anel com as
operacdes de K. Podemos demonstrar que S € um subanel de K se e somente se 0 € S e para
todos a, b € S temos a — b e ab também pertencentes a S.

Vejamos agora algumas definicdes importantes para nossos proximos passos.
Definicdo 2.1.4. Um subanel I de um anel K é chamado um ideal de K se para todo a €
Ketodox € ltemosax €1 e xa € .

Definicdo 2.1.5. Um ideal I # K (equivalentea 1 ¢ I) do anel K é um ideal primo
de K se para qualquer aeb € K,o fato ab € | implicaa € l oub € I.

Defini¢do 2.1.6. Um ideal M + K do anel K é um ideal maximal se,para qualquer
ideallde K,o fatoM < I implical = M oul =K.

Seja K um anel e I um ideal de K, pode-se mostrar que a relacdo definida por
x~y & x —y € I para elementos de K é uma relacdo de equivaléncia em K. Seja [x] a classe
de equivaléncia dos elementos de K equivalentes a x por ~, temos:

[x]={yeK;y~x}={yeK;x—yel}={yeK;yex+1}

Assim podemos usar a notacdo [x] = x + I e definir o conjunto quociente de K por

I como
K/l ={x+1;x € K}.

Definindo as operages (x + )+ (y+ D =x+y+D e (x+1)-(y+1) =
(xy + 1) em K/I, que independem dos representantes de cada classe (deve ser verificado), é
possivel demonstrar que K /I € um anel comutativo com unidade chamado de anel quociente.

A respeito do anel quociente, deixamos o resultado a seguir, que sera de grande
utilidade para nés.

Proposicdo 2.1.1. Se K é uma anel comutativo com unidade e [ um ideal de K, entio:
(i) K/I é um dominio de integridade se e somente se I é primo.

(i) K/I éum corpo se e somente se I é Maximal.

(ili) Todo ideal maximal de K é primo.

Demonstracao.

Para demonstrar (i), lembramos que K /I é um anel comutativo com unidade [1] =
141 # 0+ [ = [0] evidentemente, pois de outra forma teriamos 1 € I, o que é um absurdo,

pois I é primo. Agora perceba que [ab] = [a][b] = (a+ )(b+ 1) = 0+ I = [0] = I equivale
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adizer que ab € I, que é primo e, portanto, a € I ou b € I.

Para demonstrar a tese (ii), inicialmente, vamos assumir que K/I é um corpo € a
existéncia de um ideal ] tal que I € J € K. Vamos supor [ # J. Entdo existe a € J\I, e assim
[a] # [0]. Como K /I é um corpo, existe [b] € K/I, tal que, [b][a] = [1], de onde temos que
ab — 1 € K. Portanto, existe i € I < J tal que 1 = ab +i. Como a € J, temos que ab € J. E
consequentemente 1 € J, logo /] = K. E assim inferimos que I € maximal.

Reciprocamente, como K /I € um anel comutativo com unidade, basta mostrar que
se I é maximal, entdo cada elemento ndo nulo de K /I tem inverso. Seja [a] € K /I, tal que [a] #
[0], ou sejaa & I. Tomando o ideal aK,temos I < I + aK < K, e como I ¢ maximal temos [ +
aK = K. Logo, existem i € I e k € K tais que 1 =i + ak. Dai concluimos que [1] = [i] +
[ak] = [ak]. Logo a é invertivel.

Para demonstrar a tese (iii), suponhamos a e b € I maximal de K, tais que ab € I.
Sea ¢ I, etomemos o ideal aK. A soma de ideais € um ideal entdo I + aK € um ideal de K.
Umavezquel e Ktemosa =0+ 1la€l+aK.Masa ¢ le,entdiol S I +aK S K.Mas| ¢
maximal, entdo I + aK = K. Logo podemos afirmarque 1 € I + aK. Assimexistemi € I ek €
K tais que 1 = i + ak, que multiplicando por b encontramos b = bi + (ab)k. Sabemos i € I,
entdo ib € I. Também ab € I, entdo abk € I. Logo b = bi + (ab)k € I. Portanto I é ideal

primo.

2.2 Fungdes entre corpos

Uma classe especial de funcdes entre estruturas algébricas (grupos, anéis ou
espacos vetoriais) muito especial € o homomorfismo. Por definicdo, homomorfismo é uma
funcdo que respeita e preserva a propriedades dessas estruturas. Exibiremos aqui a definicédo

relativa ao homomorfismo de anéis.

Definicdo 2.2.7. Sejam A e A’ anéis, uma funcio f:A — A’ é dita um homomorfismo
se valem as propriedades:
L fx+y)=f)+f)
i flxy) = fIf ()

Seja f um homomorfismo, chamamos de nlcleo de f o conjunto representado por
Ker(f) ={a€A;f(a) =0€ A'}.

Abaixo citamos algumas propriedades importantes de um homomorfismo.
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Proposicao 2.2.2. Se f: A - A’ é um homomorfismo de anéis, entéo:
i. 0 € Ker(f),ouseja, f(0)=0;

ii. f(—a) = —f(a);

iii. f(a—b) = f(a) - f(b)

iv. f é injetivo, se e somente se, Ker(f) = {0};

v. Ker(f) é um ideal de 4;

vi. Im(f) € um subanel de A’

Um homomorfismo bijetivo é chamado de isomorfismo e cumpre o papel de ser
uma ferramenta singular que possibilita a analise de uma estrutura por meio de outra.
Chamamos de endomorfismo um homomorfismo f: A - A. E um endomorfismo bijetor de
automorfismo.

Finalizamos esse capitulo com um conceito que seré util logo a frente.

Defini¢do 2.2.8. Uma funcdo f: K - K',onde K e K'sdo corpos, é dita uma imersao se f
satisfaz.
L fx+y)=f)+f)
i fOx) = fOf ()
iii. Ker(f) = {0}.

Perceba que a definicdo acima, em suas duas primeiras exigéncias, estabelece
primeiramente que uma imersao entre corpos se trata de um homomorfismo. Ja a terceira

exigéncia garante que uma imersao € sempre injetiva.
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3 VALORES ABSOLUTOS

No presente capitulo, apresentaremos uma breve introducdo a teoria geral dos
valores absolutos em corpos. O valor absoluto usual do conjunto R dos reais € definido a partir
da ordem usual. No entanto, ao tomarmos o conjunto € dos nimeros complexos, percebemos
um exemplo da possibilidade de extensdo do valor absoluto sem a extenséo da ordem. Assim,
estudar os valores absolutos aplicados em corpos diversos mostra-se uma abordagem bastante
interessante.

Uma utilidade importante dos valores absolutos é que, através deles, podemos
estabelecer a ideia de distancia e, desse modo, a no¢do de proximidade. Tal nocéo é uma pega
chave para a definicdo do conceito de limite, influenciando o conceito de convergéncia de

sequéncias e a defini¢do de uma topologia em um corpo.
3.1 Valores absolutos em um corpo

E possivel definir um valor absoluto como uma fungdo em um corpo ordenado
qualquer. Entretanto, para 0s nossos objetivos nesse trabalho, podemos nos restringir a
definicdo de valor absoluto como uma funcgédo que associa cada elemento de um corpo K a um
namero real ndo negativo.
Definicdo 3.1.9. Seja K um corpo,uma fungio| |:K - R, édita um valor absoluto de
K se atender as seguintes propriedades,para todo x,y € K:
Pl. |x]| =0 x=0
P2. |x -yl = x| - |yl
P3. |x +y| < |x| + |y| (Desigualdade triangular)

As propriedades exigidas na definicdo sdo bastante naturais a partir da nossa
experiéncia com o valor absoluto usual. Esse valor absoluto (citado na introducdo do capitulo),
com K = R, é definido da seguinte forma:

|x|—{x' sex =0
—X, sex <0

Pode ser dito que esse valor absoluto induz um valor absoluto em @, pela incluséao
do corpo dos racionais em R. E 0 mesmo também pode ser dito do valor absoluto usual do
conjunto dos nimeros complexos C (para (a, b) € C, temos |(a, b)|: = Va? + b?), em relagéo
ao conjunto dos numeros reais R. Assim 0s trés casos sao compreendidos como o valor absoluto
usual. A partir de agora usaremos a notagdo | | para representa-lo. O simbolo co é comum

para diferencia-lo de outros valores absolutos. Aqui esse costume também sera adotado.
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Um fato interessante é que para um valor absoluto qualquer | | em um corpo K
arbitrario, para todo r € R com 0 < r < 1 a fungdo definida por | |" também é um valor
absoluto em K. Com efeito, | |" satisfaz as propriedades P1 e P2, ja que | | é um valor
absoluto. J& a propriedade P3 é consequéncia do fato de para a e b reais positivos vale
(a+b)" <a" +b" 1 Fazendoa = |x| e b = |y| segue que |x + y|" < (|x]| + |yD" < |x|" +
|y|” provando a validade de P3 para| |".

A proposicéo abaixo mostra algumas propriedades dos valores absolutos.
Proposicdo 3.1.3. Sejaa fungio | |:K — R, umvalor absoluto do corpo K, entdo
sdo validas as propriedades abaixo :

i. 1] =1;

ii. |—x| = |x|, paratodo x € K;

iii. |x71| = |x|™%, para todo x € K, com x # 0;

iv. x| —|y| < |x —y| < |x| + |y| para todo x,y € K;

V.o lxg +xp + x| < xq] + x| + -+ | x|, para todo x4, x5, ..., x, € K.
Demonstracao.

Para demonstrar i, basta perceber que |1| = |1 - 1| = |1] - |1/, e dividindo ambos os
lados por |1| obtemos que |1| = 1.

Para demonstrar ii, primeiramente é necessario mostrar que 1 = |1| = [(—1) -
(=] = |-1| - |-1] = |-1]?, e aplicando a raiz quadrada, obtemos |—1| = 1. Portanto |—x| =
|(=Dx| = [(=DI-|x| =1 |x]| = |x|.

Ja para provar iii. basta observar que 1 = |1]| = |x - x~| = |x| - |x~1], e dividindo
ambos os membros por |x|, obtemos x| = |x| 1.

A propriedade iv. é consequéncia da desigualdade triangular. Primeiro veja que
x| =|x—y+yl <|x—1y|+|y|, e somando —|y| a ambos os lados da desigualdade segue a
primeira desigualdade. A segunda desigualdade é imediata a partir da desigualdade triangular,
combinada com a propriedade ii.

Finalmente a propriedade v é obtida por inducéo sobre n. Paran = 1, a afirmacéo
é verdadeira. Assumindo valida paran — 1, temos:

|y + x5 + o+ x| S g + x5 + o+ x|+ ] S 2] + 2] + o+ 2]

_ (a+b)*
T aX+p¥’

! De fato f(x)

com a e b reais positivos, é estritamente crescente no intervalo ]0,1], e para valores de

x nesse intervalo temos % <fx) <1
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Um exemplo bem simples, mas que pode ser definido para qualquer corpo K, é 0

valor absoluto definido da forma abaixo, que é chamado de valor absoluto trivial.

lxl_{l, sex+0
— L0, sex =20

Seja K um corpo qualquer, a validade de P1 para esse valor absoluto é diretamente
verificada pela definicdo. Paraxey € K,sex =0ouy =0, tem-se |[x-y| = 0 = [x]| - |y|. Ja
se ambos forem ndo nulos temos |x - y| = 1 = |x| - |y|. E assim esta provada P2. Se x = y =
0 a propriedade P3 é evidente. Se x # 0 ou y # 0 basta observar que |[x+y|<1=
max{|x|, [y} < |x| + [y].

Podemos observar que todo valor absoluto de um corpo K determina um
homomorfismo do grupo multiplicativo K* no grupo R7 dos reais estritamente positivos.
Também é possivel mostrar que o Unico valor absoluto que podemos definir em um corpo finito
é o valor absoluto trivial.

Um conceito que possui uma relacédo interessante com um tipo especial de valores
absolutos que trataremos daqui a pouco é o conceito de valorizages de um corpo. Ndo nos
aprofundaremos no estudo das valorizacGes, pois isso extrapolaria os objetivos deste trabalho,
mas citaremos sua defini¢do formal no intuito de enfatizar a importancia deste conceito.
Definicdo 3.1.10. Uma valorizagio v em um corpo K é uma fungio v: K - R U {0} que
satisfaz as seguintes condicdes:

V1.v(x) = w0 © x = 0;

V2.v(x +y) = min{v(x),v(y)}, para todo x,y € K;

V3.v(xy) = v(x) + v(y),para todo x,y € K.

Onde convencionamos x + o0 = 00, c0 + 00 =00 e a < ©,para todo a € R.

Note que a valorizacdo se comporta de forma semelhante ao logaritmo,
transformando produtos em somas. Tomaremos aqui um exemplo de valorizagdo que sera de
grande importancia para o desenvolvimento de nosso trabalho: a valorizacdo p-adica.
Definicdo 3.1.11. (Valorizagdo p-adica) Dado um p primo, a valorizacdo p — adica
de um ntimero racional é definida como o inteiro dado por:

vp(x) = max{n € Z,:p"|x}sex € Z"
%p(@) = 1p(@) = vp(B) seq =7 €@
vp(0) =

Perceba que a valorizagdo p-adica € uma fungdo v,: Q — Z U {oo}. Podemos

observar que para um inteiro x tem-se que, x = p”»® - x’ onde p t x’, e claramente p|x <
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v, (x) > 0. Por exemplo v5(40) = 1 e v,(40) = 3 ja que 40 = 23 - 5, e ainda v, (g) = —2.

Na verdade, sendo 2 o conjunto dos nimeros primos, pelo teorema fundamental da aritmética
todo inteiro positivo x (para 0s negativos basta acrescentar o sinal) pode ser escrito da forma:
X = Hpvp@c)
pEP

A proposicao abaixo mostra que a valorizagdo p-adica atende a definicdo geral de
valorizag&o de um corpo.
Proposicédo 3.1.4. Para m,n € Q sdo validas as seguintes propriedades da valorizagao
p — adica:
(). vy(m-n) =v,(m) + v,(n)
(ii). v,(m + n) = min{v,(m), v,(n)}
Demonstracgao.

Para o0 caso de m = 0 ou n = 0, basta observar as convencdes x + co = oo, 0 +

oo = oo, onde oo > x para todo x € Z.

Excluindo-se os casos anteriores, sendo m = % en= g pode-se afirmar que:

H vg(ac)
v, <Hq ?qvq(bd) =, l_lqvq(ac) — v, l_lqvq(bd)
qEP q

qEP qeEP

vp,(m-n) = (Z;)

No entanto ac = [T,ep g% @*+7a(9, logo:

vp(m-n) = vy(a) + v,(c) — v,(b) —v,(d) = v, (%) + v, (2) =v,(m) + v,(n)
E assim fica demonstrada (i).
Para demonstrar (ii) inicialmente para m,n € Z, pode-se afirmar que p"»™|m e
p»™|n. Seja | = min{v,(m), v,(n)} sabe-se que p'|m e p'|n, logo p'|m + n. O que garante
que v,(m + n) = | = min{v,(m), v,(n)}.

Param,n € Q tem-se:

a c ad + bc
vp(m+n)—vp(b E)=vp( d )=vp(ad+bc)—vp(bd)

Como ad, cb € Z, e ja provamos que (ii) vale para inteiros, podemos afirmar que:
v,(m+n) =wvy(ad + bc) — v,(bd)
> min{v, (ad), v,(bc)} — v, (bd)
= min{vp (ad) — v, (bd), v, (bc) — vp(bd)}
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= min {Up (%) ' Vp (2)}
= min{v, (m), v,(n)}

E assim fica demonstrado (ii).
[ |

Em analogia ao que vimos para inteiros, para um racional x = %, também podemos

representa-lo por x = p¥»™ %, tal que p + a’ - b’. Outro fato importante é que a valorizacéo p-

adica independe da representacdo em forma de fragdo, pois v, (g) = v,(ac) —v,(bc) =
vp(a) + v,(c) —vp(b) —vp(c) =1, (%)
Definicdo 3.1.12. (Valor Absoluto p-adico) A funcdo | [,:Q—->R,, onde p

€ um namero primo, e definida por:

a
p @ sex = p® £ 0talquep ta-b
lep = b .

0,sex=0

é um valor absoluto em Q, e é chamado de valor absoluto p — adico.

De fato | |, satisfaz as propriedades de valor absoluto. Como para todo x # 0,
x|, = p~%®™ > 0, tem-se que |x|, = 0se, e somente se, x = 0. Se x = 0 ou y = 0 entdio

|x-yl, =0= x|, |yl,. Agora se x#0 e y # 0 pode-se escrever x = pvp(x)% ey=

pvp(Y) 2, comp t abcd. Portanto |x - 3’|p = pvp(x) % . pvp(Y)g ) = p—vp(x)—vp(J’) = |x|p . |}’|p-

Finalmente basta mostrar que | - |, atende a desigualdade triangular. Para isso é conveniente
dividir a argumentagéo em casos:

Caso1.Sex = 0ouy = 0, entdo |x + y|, = |x|, + [y],.

Caso 2.Sex +y = 0, entdo |x + y|, = |0], = 0 < x|, + |yl,.

Caso 3. Se nenhum dos casos anteriores ocorrem, entdo é possivel escrever x = p¥»™ % ey =

pvr®) 2 com p + abcd. Sem perda de generalidade, supondo v, (x) < v, (y) tem-se:

pvp(x)(ad + pvp(y)—vp(X)bc)
bd

<p ™ = |xl, < |xlp + Iyl
p

lx +yl, =
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3.2 Métrica induzida por um Valor Absoluto

Mostraremos aqui como os valores absolutos possibilitam uma nocdo de distancia
em um corpo K. Assim apresentamos a seguir o conceito matematico relacionado a ideia de
distancia.

Definicdo 3.2.13. (Métrica) Seja A um conjunto nio vazio, uma métrica ou distancia
sobre A é uma funcao d: A X A = R, tal que para todo x,y ¢ z € A valem as seguintes
propriedades:

Dld(x,y)=0=x=y

D2.d(x,y) = d(y,x)

D3.d(x,y) < d(x,2) + d(z,y)

Um par (K, d) com K um conjunto ndo vazio e d uma métrica em K é denominado
de espaco métrico. No conjunto dos nimeros reais, a distancia entre dois de seus elementos €
dada por d(x,y) = |y — x|. E a métrica chamada de usual. Esse é o exemplo mais familiar,
que é compativel com a reta como representacdo geomeétrica do conjunto R dos nimeros reais.
Na verdade, se (K, d) é um espaco métrico e A um subconjunto de K, (4, d), é também um
espaco metrico. Assim a métrica de A se diz induzida por K, o que permite determinar diversos
exemplos de espacos métricos. Para isso basta considerar diversos subconjuntos de um espaco
métrico, como por exemplo (Q,| |w).

Proposicdo 3.2.5. (Métrica induzida por valor absoluto). Seja K um corpo e | | um valor
absoluto em K, a fungio d: K X K = R, definida por d(x,y) = |y — x| é uma métrica
de K.

Demonstracgao.

A propriedade D1 de fato é valida pois:

dlx,y)=0e|ly—x|=0y—x=0sy=x

Umavez que d(x,y) = |y — x| = |x — y| = d(y, x) fica demonstrada D2.

Finalmente para mostrar a propriedade D3, basta perceber que:
dx,y)=ly—xl=ly—-z+@@-x)|<|ly—z|l+|z—x| =d(x,2) +d(z,y)
[ ]
Evidentemente diferentes valores absolutos podem gerar nogOes diferentes de
distancia, e algumas diferem bastante da nog&o usual vista anteriormente. Uma caracteristica
importante para analisar as possibilidades desse comportamento diferenciado € registrada na

definicéo a seguir que define o tipo especial de valor absoluto que citamos anteriormente.
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Definicdo 3.2.14. (Valor Absoluto Arquimediano) Um valor absoluto de um corpo K
é dito nao — arquimediano se para todo x,y € K vale a versao forte da desigualdade
triangular:

lx + y| < max{|x], [y|}.
Do contrario, dizemos que o valor absoluto é arquimediano.

Pelo que foi mostrado anteriormente um exemplo de valor absoluto néo-
arquimediano é o valor absoluto trivial, enquanto o valor absoluto usual é arquimediano, pois
|1+ 2| =3 > max{|1],]2]} = 2.

Perceba que essa exigéncia realmente é mais forte que a desigualdade triangular.
Com efeito, veja que |x + y| < max{|x|, |y} < max{|x]|, |y|} + min{|x]|, |v|} =|x| + |yI.
Proposicao 3.2.6. Para todo p primo, | Ip é um valor absoluto nao — arquimediano
sobre Q.

Demonstracgao.
Pela proposicéo 2.1.4. (i), pode-se afirmar que: v, (x + y) = min{v, (x), v, (y)}.
Portanto:
lx + yl, = p~r ) < pmminlpCIB O = max{p=®, p=r )} = max{|xl, [yl,)
|

O resultado a seguir ilustra 0 quanto a no¢do de métrica induzida por um valor
absoluto ndo-arquimediano pode se afastar da ideia intuitiva a respeito de distancia. Também
ha consequéncias importantes na no¢do de topologia em um corpo que apresentaremos logo
adiante.

Proposi¢do 3.2.7. (Principio do triangulo isosceles). Seja K um corpoe | | um valor
absoluto ndo — arquimediano em K. Sejam x,y € K, entdo ou |x| = |y| ou |x — y| = |x]|
ou |x —y| =yl
Demonstracao.

Como |x — y| < max{|x|, |—y|} = max{|x|, |y|}, supondo |x| < |y| infere-se que
|x —y| < |y|. Poroutro lado |y| = |y — x + x| < max{|y — x|, |x|}. Como por hip6tese |x| <
lyl, seque [y| < |y — x| = |x —y|. E portanto |y| = |x — y].

Caso a hip6tese assumida for |y| < |x|, analogamente infere-se que |x| = |x — y]|.

Ou seja, se |x| # |y| entdo |x — y| = max{|y|, |x|}.

Para o Gltimo caso |x| = |y| é imediato.
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Uma métrica d induzida por um valor absoluto ndo-arquimediano é chamada de
métrica ndo-arquimediana, e um conjunto K com uma métrica assim é dito espaco métrico ndo
arquimediano. Desta forma, tomando a desigualdade triangular para x,y ¢ z € K, assumindo
ly| < |x| < |z|, tem-se que:

d(x,y) = |x —y| = x|
d(x,z) = |x — z| = |z|
d(y,z) = |y — z| = |z|

A ilustracdo acima esclarece o motivo da designagdo de “Principio do tridangulo
isosceles”, ja que, a partir dessa analise, percebe-se que, geometricamente, todo triangulo em
um espaco métrico com uma métrica ndo-arquimediana é isdsceles e, se ndo for equilétero, o
lado de medida diferente é o menor dos trés.

Conforme o que foi dito, fica demonstrado que seja (K, d) um espago métrico, em
que d é uma métrica ndo-arquimediana vale a seguinte propriedade:

Vx,y €K,d(x, z) <max{d(x,y),d(y, z)}.
Outra curiosidade sobre valores absolutos ndo-arquimedianos, que vale a pena ser

citada, é o fato de que todo elemento de uma bola aberta € centro dessa bola.

Definicdo 3.2.15. (Bola Aberta). Sejam K um corpo e | - | um valor absoluto em K, x, €
K e r € R}. O conjunto B(x,,1) ={x € K:|x — xy| <r}échamado de bola aberta de
centro xo eraior.

Proposicéo 3.2.8. Seja K um corpo, | - | um valor absoluto ndo-arquimediano em K e B(x,, 1)

uma bola aberta em K. Entdo qualquer y, € B(x,,1) € centro de B(x,, 7). Ou seja B(x,, 1) =

B(yo, 7).
Demonstracgao.

Como estamos tratando com um valor absoluto ndo-arquimediano, temos:

lyo — x| = yo — xo + xo — x| = max{|yo — xol, |x — xo1}
Logo, se x € B(x,,r) e sabendo que y, € B(x,, 1), pode-se afirmar que:
lyo —x| <7

O que mostra que B(y,,7) 2 B(xg,1).

Analogamente, mostra-se que B(xy,7) 2 B(yo,7), € assim que B(y, 1) =
B(xy,1).

A proposicéo a seguir estabelece uma relacéo entre as valorizagfes em um corpo K
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e os valores absolutos ndo-arquimedianos desse mesmo corpo K.

Proposicdo 3.2.9. Existe uma correspondéncia bijetora entre as valorizagbes v de
um corpo K e os valores absolutos ndo — arquimedianos em K
Demonstracao.

Seja v uma valorizagdo em K. VVamos considerar a fungdo | |: K — R definida por
lx| = e=?™ | convencionando que e~* = 0.

Agora provaremos que | | € um valor absoluto ndo-arquimediano em K. Primeiro
observamos que |x] = 0 @ e "™ = 0 & v(x) = o0 & x = 0. A propriedade P2 dos valores
absolutos é evidenciada, pois |xy| = e V&) = =W+ = p-vE)—v() = V(v =
|x||y|. Finalmente basta provar a desigualdade triangular forte. Para isso, vamos observar que:

|x + y| = g v(x+y)
< e~Min(r(Or»))
= emax{-v(x),~v(y)}
= max{e "™, eV}
= max{|x|, |y[}

Assim mostramos que, para cada valorizagdo em K, existe um valor absoluto n&o-
arquimediano em K.

Agora seja | | um valor absoluto ndo-arquimediano em K. Convencionando que
—1In 0 = oo, considere a fungdo v: K - R U {oo}, definida por v(x) = —In|x]|.

Vamos mostrar que v é uma valorizacdo em K. De fato v(x) = 0 & —Inx =
o < x =0. Agora sejam x,y € K tais xy # 0, entdo v(xy) = —In|xy| = —In|x||y| =
—In|x| — In|y| = v(x) + v(y). Pelas convencdes adotadas, o resultado também ¢é valido para
o0 caso xy = 0. Finalmente se x + y = 0, temos v(x + y) = v(0) = o > min{v(x), v(y)}. Se
x=0ey#0temos v(0+ y) = v(y) = min{oo, v(y)} = min{v(0), v(y)}. Agorase x # 0,
y#0ex+y+0,entdo:

v(x+y) =-—In|x+y|
=In|x + y| ™t
> In(max{|x|, [y|)~*
= In(min{|x| ™", [y|™*})
= min{ln|x|™%,In|y|™1}

= min{—In|x|, — 1n|)’|}
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= min{v(x), v(y)}
Logo para cada valor absoluto ndo-arquimediano em K existe uma valorizagdo em

K, de onde segue o resultado.
|

Encerramos essa se¢do com o resultado a seguir. Nesta proposicao, oferecemos uma

caracterizacdo dos valores absolutos ndo-arquimedianos.

Proposicdo 3.2.10. Seja K umcorpoe A c K o subanel geradopor1 (ondeléo
elemento neutro da multiplicagio em K)e | | é um valor absoluto em K, entdo as
afirmacdes seguintes sdo equivalentes:
(). lal <1 paracada a € A.
(ii). O conjunto {|a|:a € A} é limitado.
(iii). | | é um valor absoluto nio arquimediano.
(iv). Para todo nimerorealn > 0, a funcdo | |™ é um valor absoluto em K.
Demonstracao.

Primeiramente percebe-se que a implicacéo (i) = (ii) é imediata.

Agora suponha (ii) e tome C > 0 em R de tal modo que

|a| < C paratodo a € A.

Sejam x,y elementos de K. Para cada n €N, vale expansdo (x + y)" =

y|
X

lx +y* = |x|" |1 +
> ()
N ][ C)

<1t Y c|(2) | pois [(P)] <

i=0

= |x|*

<l + Dy maxfil, P )

n
=|x|"C(n+1) max{lll, |%| }

= C(n + 1) max{|x|™, |y|"}
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Agora extraindo a raiz n-ésima e fazendo n — oo:
|x + y| < max{|x|, |y[}.
De onde fica provada (iii).
Agora, supondo (iii) pode-se escrever
|x + yI" < max{|x|, [y[}" = max{|x|", |y|"}.

De onde infere-se que a desigualdade triangular forte vale para | |™. J& as duas
primeiras propriedades dos valores absolutos séo diretas.

Finalmente a implicacdo (iv) =(i) sera provada por inducéo. Suponha (iv), ou seja,
que | |™éum valor absoluto para qualquer n € R. A implicagdo € validaparaa = 1 pois |1| =
|1]™ =1 < 1. Agora assumindo que para algum a € A temos |a| < 1, consequentemente
|a|™ < 1. Pela desigualdade triangular, para a + 1 infere-se que |a + 1|™ < |a|™ + [1|™. E pela
hipotese de inducédo

la+1"<1+1=2
Tomando a raiz n-ésima e o limite com n — oo obtém-se o resultado |a + 1| < 1.

Logo paratodo a € A tem-se que |a| < 1 e assim esta provado (i).
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4 COMPLETAMENTOS

Nesse capitulo apresentaremos o conceito de completamento de um corpo com
valor absoluto. Esse conceito € extremamente relevante para nosso objetivo uma vez que o
Teorema de Ostrowski guarda uma relagdo importante com os completamentos do conjunto Q
dos nimeros racionais.

Definiremos corpo ordenado e corpo completo e explicaremos o debate que ocorreu
ao longo da histéria do desenvolvimento da matematica envolvendo esses conceitos.
Apresentaremos dois caminhos para completar um espaco métrico: cortes de Dedekind e o
completamento candnico de Cantor. Nesse sentido, faz-se necessario, discorrermos sobre as
sequéncias de Cauchy, que representam importante ferramenta para alcancarmos e

compreendermos nosso objetivo.
4.1 O corpo ordenado completo

Afirmamos que um corpo K é um corpo ordenado quando existe um subconjunto

P c K que apresenta as seguintes propriedades:
Pl. SexePeyeP,entdox+y€EPexyE€P;
P2. Se x € K, entdo ocorre apenas uma das trés op¢des: ou x € P, ou —x € P,ou x = 0.

O conjunto P é chamado de conjunto dos elementos positivos de K. Representando
por —P o conjunto {—x: x € P}, percebemos que K = P U (—P) U {0}, em que claramente 0s
trés conjuntos sdo dois a dois disjuntos. A partir dessa propriedade, podemos definir uma
relacdo de ordem total em um corpo ordenado K, afirmando que x = y sempre que x —y €
P U {0}. E usamos a notagdo x > y sempreque x —y € P.

Proposicéo 4.1.11. O corpo (Q, +,")é ordenado.

Demonstracgao.

De fato, basta tomar P = {s EQp-qE N}. Para mostrar P1, tomemos x,y € P.

Como qq'(pq’' + qp') € N, temos que x + y € P.

Para demonstrar P2, basta perceber que, se p/q € Q, temos trés opgdes: oup - q €
N (o que implicaque p/q € P),oup -q = 0 (oque implicaemp =0ep/q=0),0up-q &N
(o que implicaem —p/q € P).

Proposicdo 4.1.12. Para todo corpo ordenado K,se a € K e a # 0, entdo a® € P.
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Demonstracao.
S6 restam duas opgdes. Se a € P, entdo a-a = a? € P. Se —a € P, entdo a? =
(—a)-(—a) € P.
[ |
Assim percebemos que o conjunto € dos numeros complexos ndo € ordenado, uma
vez que, pela proposicdo acima, i2 € P c C, em que P é o conjunto dos complexos positivos.
Mas i? = —1, e assim teriamos —1 € P. Por outro lado, pela mesma proposicéo, (—=1)2 =1 €
P também, o que é um absurdo, pois teriamos 1 e —1 € P, contrariando a propriedade P2 de P.
Outra consequéncia imediata € que, para 1 € K, sempre teremos 1 € P pois 1 =
1%2. Logo 1 > 0, pois 1 — 0 = 1. Também podemos afirmar que 1+...+1 > 0, ou seja, K
apresenta caracteristica 02. Dai percebemos que, em um corpo ordenado K, tem-se, 1 > 0, 1 +
1>1,1+1+1>1+1,eassim sucessivamente. Assim identificamos uma copia isomorfa
de N em qualquer corpo ordenado K. Para isso, seja 1’ a unidade de K, basta tomar f:N - K,
definida por f(1) =1"e f(n+1) = f(n)+1". O conjunto N’ = f(N) serd essa copia
(observe que N’ c P). Considerando o conjunto —N' = {—n;n € N'}, o conjunto (—N") U
{0} U N’ é uma cépia isomorfa de Z. Dadas essas identificacdes, costuma-se convencionar N c

Z c K. Desta forma sejam m,n € Z, com n # 0, existe n~! € K, e tomando o conjunto

formado porm - n~! = % € K, identificamos uma copia de Q em K. E facil perceber que essa

ultima copia é um subcorpo de K. Gragas aos isomorfismos citados, dado um corpo ordenado
K, € comum convencionar as inclusbesN c Zc Q c K .

Resta entdo alcancarmos um corpo muito especial: o corpo R dos nimeros reais.
As defini¢Oes abaixo nos ajudam nessa misséo se optarmos por um caminho inspirado nas ideias
de Richard Dedekind (1831-1916).

Seja X c K, onde K é um corpo ordenado. Dizemos que y € K é uma cota superior
de X se para todo x € X temos y > x e afirmamos que X é limitado superiormente. Analoga-
mente, se y < x para todo x € X, y é dita cota inferior e X é dito limitado inferiormente.
Definicdo 4.1.16. Seja K um corpo ordenado, e X C K, é um subconjunto limitado su-

periormente de K. O elemento x € K é o supremo de X, e é designado por sup X se:
S1. x é cota superior de X

S2.y é uma cota superior de X,entdao x <y

2 Um corpo em que qualquer soma sucessiva do elemento neutro da multiplicagdo (1 + 1 + --- + 1) ndo tem

como resultado o elemento neutro da adigéo (0).



30

Definicdo 4.1.17. Seja K um corpo ordenado, e X € K é um subconjunto limitado in-
feriormente de K. O elemento x € K é o infimo de X, e é designado por infX se:
I1. x é cota inferior de X

12. y é uma cota inferior de X,entdo x > y.

Inspirado na matematica da Grécia antiga, Dedekind assume a reta como modelo
de conjunto com as propriedades desejaveis ao conjunto dos reais. Assumindo uma associagdo
entre 0s racionais e 0s pontos de uma reta, ele percebeu que sobram pontos da reta. Para
“completar” esse conjunto, Dedekind concebe o conceito de “corte”. Por esse conceito,
estabelece-se que o conjunto dos ndmeros racionais pode ser “cortado” em duas partes niao

vazias, disjuntas e complementares do conjunto @ dos nimeros racionais.

Definicdo 4.1.18. Entenderemos por corte todo par (A, A,) de conjuntos ndo vazios
dos nimeros racionais, cuja unidao é o proéprio Q, e tais que todo elemento de A, é

menor que todo elemento de A,.

Como exemplo, tomemos A; = {x € Q;x > 1} e A, = Q\A;. Evidentemente o
namero racional que define o corte € o nimero racional 1, mas também existem cortes que ndo
sdo determinados por niimeros racionais. O exemplo mais comum é 4, = {x € Q%; x? > 2}e
A; = Q\A,. Arigor, devemos mostrar que, se existe um numero racional que define este corte,
ele dever ser tal, que seu quadrado é igual a 2. Entretanto pelo lema abaixo, vemos que tal
elemento n&o existe nos racionais.

Proposicdo 4.1.13. (Lema de Pitagoras) Nao existe um racional x, tal que x? = 2.
Demonstracgao.

Tomando z € Q, sabemos que existe a representacao irredutivel de z = % onde m

e n sdo primos entre si e n # 0. Assumindo que z? = 2 temos m? = 2n?.
De onde podemos afirmar que m? é par e consequentemente m é par. Fazendo m =
2k, temos:
4k? = 2n?  2k? =n?,
Logo, percebemos que n? também é par, e consequentemente n também é par. O

que é um absurdo, pois m e n Sdo primos entre si.
]

Dedekind estabelece que sempre que encontrarmos um corte como o ultimo
apresentado, devemos assumir a existéncia de um namero ndo racional que determina esse

corte, e inclui-lo sempre como maior elemento de A; (ou de forma equivalente, como menor
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elemento de A,). Esse processo “completaria” o conjunto Q dos racionais, criando o conjunto
R dos niimeros reais. E possivel provar que, a partir dessa abordagem, 0 novo conjunto conserva
a ordem e as operacOes do corpo dos racionais e portanto R € um corpo ordenado “completo”.

Uma forma de estabelecer a completude dos numeros reais € expressa pelo

postulado que segue.

Postulado 4.1.19. Existe um corpo ordenado completo R, chamado corpo dos nimeros
reais,no qual,todo subconjunto nao vazio e limitado superiormente de R, possui
supremo em R.

Finalizaremos esta secdo com a demonstracdo de uma importante propriedade de

um corpo ordenado completo, a propriedade arquimediana.

Defini¢do 4.1.20. Um corpo ordenado K é dito arquimediano quando a ordem defi-
nida em K satisfaz a propriedade de Arquimedes: "Quaisquer que sejama > 0e b
> 0 em K, entdo existe um numero naturaln tal que b <n-a"

Proposicédo 4.1.14. Todo corpo ordenado completo é arquimediano.

Demonstracao.

Seja K um corpo ordenado completo. Vamos tomar o conjunto S = {na € K;n €
N},onde0<a<b, eab€EK.

Como K possui caracteristica 0, o produto na faz sentido, e S é ndo vazio, pois para
n=1temos1-a = a € S. Porabsurdo, vamos assumir que b > na, paratodo n natural. Dessa
forma b é uma cota superior de S e assim S admite s = sup S. Evidentemente s — a < s, € como
s é a menor das cotas superiores de S, existe n’ € N, tal que s —a <n'-a < s, 0 que implica
em s <a(n'+ 1), o que € um absurdo, pois (n"+1)€N e a(n"+1) €S. Logo K é

arquimediano.

4.2 Sequéncias

Uma sequéncia, ou sucesséo {xy, x,, ... }, em um corpo K é uma funcéo x: N — K.
E comum representarmos o valor de x(n) € K, paran € N, por x,, que chamamos de n-ésimo
termo da sequéncia e representar a sequéncia por (x,),.

Se o corpo K ¢ dotado de um valor absoluto, podemos definir uma métricaem K, e
assim tratar da convergéncia de sequéncias de elementos de K.

Definicdo 4.2.21. Seja K um corpo com valor absoluto| | uma sequéncia (a,), de
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elementos de K,é dita convergente para um elemento a € K, se para todo € > 0
existe ny € N tal que |a, — a| < €,para todo n > n,.
Nesse caso dizemos que o elemento a € o limite da sequéncia e representamos por

a =lima,.
4.3 Sequéncias de Cauchy

Uma familia especial de sequéncias, que desempenharé papel singular em nossa
jornada, é definida abaixo.
Definicdo 4.3.22. A sequéncia (a,), em K, é dita uma sequéncia de Cauchy (com
respeito a| |, definido em K) se para todo nimero real € > 0, existe n, € N tal
que |a,, — a,| < €, para todo n > ny e m > n, naturais.

Evidentemente toda sequéncia convergente € uma sequéncia de Cauchy. Com efeito

basta perceber que, se a = lim a,,, existe um natural n, parao qual |a,, — a| < gpara todon >
ny. Assim, se tomarmos n e m maiores que ny, temos |a, — a,| = la, —a — (a, — a)| <
la, —al + |la, —al < §+ % = €. Ja a reciproca dessa afirmacdo € um fato que merece uma
discussdo mais aprofundada, pois define o conceito de corpo completo.

Definicdo 4.3.23. Um corpo K,com valor absoluto | |, é dito completo se toda sequen-

cia de Cauchy em K converge para um elemento de K.

Pode ser mostrado que, no caso de K ser um corpo ordenado, assumindo 0s
conceitos de cotas superiores, cotas inferiores, supremo e infimo para sequéncias, nos termos
dos conjuntos de elementos que formam essas sequéncias, a definicdo acima é equivalente ao
postulado de completeza.

Representaremos por S(K) o conjunto de todas as sequéncias de elementos de K e
definimos a soma de sequéncias (a,), + (by), = (a, + by), € 0 produto de sequéncias
(a)n - (bp)n = (apby), para toda (a,),, (bn)n € S(K). Definimos também o conjunto
Sc(K) de todas as sequéncias de Cauchy em K. Dizemos que a sequéncia (a,), € S¢(K) €
uma sequéncia nulaselima, =0 € K.

Relembramos abaixo alguns resultados interessantes da Anéalise Real relacionados
as sequéncias de Cauchy no conjunto @ dos numeros racionais, mas sdo resultados validos
também para um corpo K qualquer, com valor absoluto | |.

Proposicdo 4.3.15. Toda sequéncia de Cauchy, com respeitoa| |,emK é limitada.

Proposicdo 4.3.16. Se (a,),, € uma sequéncia de Cauchy em K, com respeitoa| |,
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entédo (|a,|), é um sequéncia de Cauchy em R.

Proposicao 4.3.17. As sequéncias de Cauchy em K, com respeito a| |, formamum
anel comutativo com unidade.

Proposicao 4.3.18.0 conjunto Sy(K) das sequéncias nulas de K formam um ideal no
anel S.(K) das sequéncias de Cauchy.

Ao analisarmos as condi¢bes de convergéncia de uma sequéncia, em um espaco
métrico completo, basta testar se a sequéncia é de Cauchy. O que em alguns casos é vantajoso,
pois trabalhamos apenas com os termos da propria sequéncia. Evidentemente a condicéo de
convergéncia depende da métrica utilizada.

Abaixo definimos uma relagdo em S;(K) importante para nossos proximos passos.
Definicédo 4.3.24. Se (a,),, e (b)), sdo duas sequéncias de Cauchy quaisquer, entio
(ap)n~(by), se, e somente se, (a, — b,), € uma sequéncia nula.

Proposicdo 4.3.19. A relagdao ~ definida acima é uma relagio de equivaléncia em
Sc(K) compativel com as operagdes de adigdo e multiplicagio em S;(K).
Demonstracao.

De fato, a relacdo definida e reflexiva. Com efeito, para toda (a,), em S;(K)
podemaos definir a sequéncia (a,, — a,) = (0), que é uma sequéncia nula. Logo (a,)n~(a,)n.

Para (a,), € (b,), sequéncias de Cauchy tais que (a,),~(b,), temos (a,, — by)n
nula.  Assim temos lim(a, — b,) = 0 = lim—(b,, — a,) = 0 = lim(b, — a,) =0, e
portanto (b,,),,~(a,),. O que mostra que ~ é simétrica.

Dadas (a,)n, (bn)n € (c,)n Sequéncias de Cauchy, tais que (ay),~(b,)n €
(by)n~(cp)y € portanto lim(a, — b,) = 0 e lim(b,, — c,) = 0. Como as sequéncias nulas
formam um ideal no anel das sequéncias de Cauchy, temos (a, —c,) = ((a, — by) +

(b, — Cn))n é uma sequéncia nula. E assim fica evidente que ~ é transitiva.

Pelo exposto acima, evidenciamos que ~ € uma relacdo de equivalénciaem S.(K).
Finalmente, sejam (a,),, (b,)n, € (c,), sequéncias de Cauchy, tais que
(an)n~(by)y. Primeiramente (a,),~(b,), implicaem (a, — b)), = (@, — by + ¢y — Cpdn =
(a, — cp)n — (b, — )5 ser uma sequéncia nula e assim temos (a, — ¢,)n~(by — Cp)n-

Analogamente temos ((a, — bn)(cn))n = (a,c, — b,c;) uma sequéncia nula e portanto

(ancn)n"'(bncn)n'
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4.4 Completamentos

Comecaremos por definir o conceito de completamento de um corpo com valor

absoluto.

Definicéo 4.4.25. (Completamento) Um completamento de K,com respeito ao valor

absoluto| |éopar (I?, IAI), consistindo em uma extensio K de K, e o valor absoluto

| |emK, satisfazendo as seguintes propriedades.
(). | | éumaextensdode| |

(ii). K é denso em K, com respeito a 1.

(iii). K é completo com relagdo a | |.

Por exemplo, o conjunto R dos reais é um completamento do conjunto @ dos
racionais. Nao vamos nos deter na demonstracéo desse fato que ja nos é familiar. No entanto,
no teorema seguinte, generalizamos a construcdo de um completamento de um espaco métrico,
pois na verdade todo corpo com valor absoluto pode ser completado, seguindo passos gerais.
Proposicéo 4.4.20. (Teorema do completamento) Todo corpo com valor absoluto pode
ser completado.

Demonstracgao.

Ja vimos que o conjunto das sequéncias nulas em K, Sy(K) € um ideal no anel das

sequéncias de Cauchy, assim, vamos considerar o anel quociente
K = S:.(K)/So(K).

Afirmamos que K é um corpo. Tomando um elemento no nulo [a,] € K (lembre-
se que [a,] € uma classe de equivaléncia das sequéncias de Cauchy, cuja diferenca resulta em
uma sequéncia nula) e (a,), € S.(K) um representante de [a,,] podemos afirmar que existe € >
0 e ny € N tais que

la,| =€,V n>n,.
Caso contrario haveria uma subsequéncia de (a,,),, convergindo para zero €, consequentemente,
a propria (a,), seria convergente para zero, o que sabemos ndo ser verdade. Assim a, # 0

para todo n > n,. Portanto, existe uma sequéncia de elementos b,, € K tais que

1
b, =—,Vn>n,.

an

Como para m,n > n, temos
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am — an lam — anl _ lam — ayl _ lay — ayl

B Ian”aml N €€ B €2

b= bl = |

AnQm
podemos afirmar que (b,,),, € uma sequéncia de Cauchy. Tomando [b,] € K como a classe de
equivaléncia de (b,),, temos (a,b, — 1), € So(K), ou seja (a,by),~(1),, onde 1 €K e
portanto [a,][b,] = 1 € K.

Agora devemos mostrar que |A| € uma extensdo de | |. Para isso precisamos

definir | |. Sejam (a,), € S.(K) um representante da classe [(a,),] € K, como a sequéncia
(lan),, € de Cauchy em R entdo ela converge para um numero real (pois R é completo).
Definimos
I[(@n)n]l = lim|a,|

Se (b,), € outro representante da classe [(a,),], temos que (a, — b,,),, € uma
sequéncia nula e assim (|la,, — b,|),, € uma sequéncia nula em R, da mesma forma que
(la,| = |byl),. IS0 garante que lim|a,| = lim|b,|, e que | | independe do representante da
classe. Claramente a fungéo | |: K - R definida acima é um valor absoluto em K.

Podemos definir uma imersdo de K em K com o homomorfismo 1: K — K que
associa a € K a classe de equivaléncia da sequéncia constante 1(a) = [(a,, = a),](que é de
Cauchy). Claramente 1 € injetivo, um vez que i(a) = 1(b) = [(a, = a),] = [(b, = b),], que

por sua vez implica em ((an =a)— (b, = b))n ser uma sequéncia nula, que s6 acontece se

a = b. Assim | | é claramente uma extensdo de | |, onde

|[a,]| = lim|a,, = a| = |al.

Agora vamos mostrar que K (ou na verdade 1(K)) é denso em K com respeito a
| |. Precisamos mostrar que um elemento de K pode ser aproximado arbitrariamente por um
elemento de K com respeito a | |. Com efeito seja [(a,),] € K e (a,),, um representante de
[(a;,),]. Como (a,,), é de Cauchy, para cada € > 0 arbitrario existe n,, tal que param,n > n,

naturais temos |a, — a;,| < €. Tomemos a, ., fixo, e a classe de equivaléncia [(a,),] —

1(an,+1). Pela definicao de || apresentada anteriormente, temos

EE——

|[(an)n] - l(an0+1)| = rlli_r};)'an - an0+1| <E,
pois (a,), € de Cauchy. E assim se se n, — oo, 0 lado direito da igualdade acima vai para zero,

mostrando que podemos aproximar i(a,,+1) de [(ay),] tanto quanto quisermos, ou seja

[(an)n] = nliinoo l(an0+1)'
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Isso, pelo homomorfismo ¢ € o mesmo que

[(an)n] = lim an0+1-
no—)OO

Agora s nos resta provar que K é completo em relagéo a . Seja ([(a;)n])n uma
sequéncia de Cauchy em K (agora tratamos com sequéncias de classes de equivaléncia, de
sequéncias de Cauchy em K) com respeito a ||, devemos mostrar que ela converge com
respeito a ] para algum elemento de K. No intuito de evitar possiveis confusdes e facilitar o
acompanhamento do raciocinio, vamos inserir a notacéo da classe de equivaléncia de sequéncias
de Cauchy [(a,),] = @, de sequéncias equivalentes a (a,),. Assim a sequéncia de Cauchy em
K ([(a).]Dn = (@,),. Atencio para o fato de que os termos de (d,), sdo classes de
equivaléncia ax = [(ak),]. Podemos entender da seguinte forma

a, = [{ai, a3, a3, a3, a3, ...}]

[{af,a3, a3, af, ai, ...}]

ay

[{af, ag; Clg, az, ag, }]

QD
w
Il

a = [{af, ak, ak, af, ak, .. }]

Como para todo k a sequéncia (ak),, é de Cauchy, podemos afirmar que para cada
uma das sequéncias (ou para todo k), dado € = 1/k, existe um n;, € N de forma que para todos
0s naturais m,n > n, temos |ak — ak | < 1/k.

Mostraremos que a sequéncia (aﬁk)k é de Cauchy em K. Para isso, dado € > 0,
3
basta escolhermos k natural tal que — <€
€

Sabendo que a sequéncia de classes (d,), em K é de Cauchy existe k, > k, tal

que para todo p, q > k, temos

18y = 8] <=
ke

Mas por definigdo temos

— 1
PPN T P_ . q
|ay — 84| = ,{E{}Jan ay| < k.

A partir desse limite, podemos afirmar que para n > n* suficientemente grande
temos |ah — al| < 1/k.. Assim para p, ¢ maiores que k, € n > max{n*,n,,n,}, ttemos

p q p p p q q q 1
|anp —anql < |anp —an| +|ab —al| + |an—anq| <o+

1 1 3
—+-<—<eE€
ke q ke
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Logo a sequéncia (ai‘lk)k é de Cauchy em K.

Agora mostraremos que a classe da sequéncia (ai‘lk)k de Cauchy € o limite da
sequéncia (d,), em K. Representando [(al‘lk)k] = @, afirmamos que gi_r)rololan/—\&l = 0. Com
efeito temos

lim |d, — &| = lim lim |lag — a,’§k| < Tllim lim (|a} — a2n| + |aﬁn — a,’ikD.

n—oo n—-oo k—oo —00 k—> 00

Como as sequéncias (ay)y e (a,’}k)k sdo de Cauchy, temos que

lim |@, — a| < lim lim |a} —aR | + lim lim|a —ak |=0+0=0.
n—-oo n—oo k—oo n n—oo k—oo n k

Assim finalizamos a demonstracdo do teorema.

Nos termos da demonstracéo anterior, podemos afirmar que K é um completamento
de K, o que representamos pelo par (1? 1), onde, como vimos, 1: K = K é uma transformac&o
isométrica® de K em K.

A demonstracdo apresentada exibe as etapas gerais para alcangcarmos um
completamento de qualquer corpo com valor absoluto. No caso dos nUmeros reais,
estabelecemos que duas sequéncias (ay), € (b,), de Cauchy em Q séo equivalentes, se a
sequéncia (a, — b,), for nula, o que define uma relacdo de equivaléncia ~ no anel das
sequéncias de Cauchy em Q. Em seguida provamos que R = Q/~ é um completamento de Q.
Vale observar que a completude de R é utilizada na demonstracéo do teorema geral anterior.

Provada a existéncia, uma questao que segue naturalmente é se o completamento é
unico. Para analisarmos essa questdo, vejamos os resultados seguintes.

Proposicdo 4.4.21. Seja (K,,d;) um espago métrico, X c K; denso em K; e uma iso-
metria f: X - K,, onde (K,,d,) é um espago métrico completo, f estende-se de forma
unica para uma isometria g: K; - K,.

Demonstracgao.

Como X é denso em K;, para todo x € K; existe uma sequéncia (x,), em X
convergindo para x. Como (x,,), € convergente, podemos afirmar que é de Cauchy em K;, o

que por sua vez, ja que f é uma isometria, implica em (f(xn))n ser uma sequéncia de Cauchy
em K,. E como, por hipétese, K, € completo, podemos afirmar que (f(xn))n converge para um

g(x) € K,. Mesmo que (y,,),, Seja outra sequéncia em X convergindo para 0 mesmo x em Kj,

3 Uma fungdo que preserva distancias, ou seja, |x — y| = |t(x) — ()|, para todos x,y € K.
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sabemos que &1590 dy(x,yn) =0=4d, (rlll_r)xgo f(x")'rlli_{?o f(yn)), pois f é uma isometria. 1sso
implica em gi_{gof(xn) = Aljgo f (). Assim temos uma funcdo g: K; — K, bem definida, tal
que
g(x) = lim f(xy).
Evidentemente para x € X basta tomar a sequéncia constante (x, = x),, € assim
temos g (x) = lim f (x, = x) = f(x).
Afirmamos também que g € uma isometria, pois tomando x,y € K;, duas
sequéncias (x,)n, (V) em X convergindo respectivamente para x e y, temos
d2(9 (0, 9) = d, (lim f(x,), lim f(3))
= lim dy(f (xa), £ )
= 111_{{)10 dy (X, Yn)
= d,(lim x,,, lim y,,)
=di(x,y)
Para finalizar a demonstracdo, vamos assumir que exista outra isometria A com as
mesmas propriedades mostradas para g, mas ai teriamos
h(x) = h(limx,) = lim h(x,) = lim f(x;,) = g(x),
0 que mostra que g € uma extensao de f e finaliza a demonstragéo.
[ |
Proposicéo 4.4.22. Seja (K l) um completamento do espago métrico K,sejatl’ uma
isometria de K em um outro espaco métrico completo K', entdo ha uma Unica
isometriaj:K - K' tal quejo1=1.
Demonstracgao.
Afirmamos que essa isometria é a extensdo de i’ o171, De fato i/ o171 é uma
isometria por ser a composicao de duas isometrias. Entretanto, pela proposicéo anterior 1’ o 171,
estende-se de forma Unica para uma isometria j: K — K', que satisfaz j o1 = 1.
|
Assim, supondo a existéncia de (K,t) e (K, 1"), dois completamentos de um mesmo
espaco métrico K, é imediato pela proposicdo anterior que existe uma Gnica isometria j: K —
K' tal que jo1 =1 (analogamente existe uma Unica isometria j: K’ — K tal que j' o1’ = 1).

Isso nos diz que a menos de isometrias (que sdo homomorfismos) o completamento de um
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espacgo métrico é unico.

=)

1(K)

K

Figura 1 - Proposi¢cdo 4.4.22.

No entanto, ha ainda um aspecto a ser contemplado na discussdo sobre
completamentos. Vimos que a convergéncia das sequéncias de Cauchy, em um espago métrico,
define as classes de equivaléncia que compdem seu completamento. No entanto, a convergéncia
dessas sequéncias depende de como trabalhamos distancias nesse espaco métrico. Ou seja,
depende das condicGes impostas pelo valor absoluto considerado nesse espagco métrico. Assim,
para 0 proximo capitulo, apresentaremos um exemplo de um completamento de @ utilizando

um valor absoluto diferente do usual, o valor absoluto p-adico, apresentado no capitulo anterior.
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5 UMA INICIACAO AOS NUMEROS p-ADICOS

O presente capitulo apresenta uma introducdo ao mundo dos nimeros p-adicos.
Para aquele leitor que esta sendo iniciado no trato com esse sistema numeérico, sera aproveitada
a sua familiarizacdo com expans@es de um nimero por poténcias de uma inteiro positivo p >
2, 0U seja, expansdes em base p. Esse ponto de partida cumpre o papel de ser bastante intuitivo,
considerando que um numero p-adico x pode ser representado pela sequéncia de digitos
[...asaza,a,a0a_1a_; ... ax],, € que, para 0s numeros inteiros ndo negativos, essa sequéncia
coincide com os coeficientes da expanséo de n em base p, com p primo. Assim o conjunto Q,

dos nimeros p-adicos é constituido pelos numeros da forma

x =Zai-pi,ondek,ai €Ze0<a;<p.
i=k
Os resultados apresentados aqui podem ser encontrados com maior detalhamento
em GOUVEA, 1993, KOBLITZ, 1984 e BACHMAN, 1964.

5.1 O conjunto dos numeros p-adicos

Uma funcéo racional f(X) sobre um corpo K € o quociente entre dois polinémios
sobre esse mesmo corpo. Assim, uma fungao racional sobre o corpo C dos nimeros complexos

¢é definida como:

P(X)
Q(x)

Uma funcéo racional sobre C sempre pode ser expandida em torno de um complexo

fx) = ,com P, Q € C[X]

« através das chamadas séries de Laurent

[ee]

FO0 =) aX - a).

k
Sendo k um inteiro e a convergéncia garantida em uma regido do plano complexo. A série assim

obtida reflete o comportamento da fungdo f quando X se aproxima de «, isto €, localmente em
.

O corpo das fungGes racionais C(X) e o corpo Q dos numeros racionais guardam
entre si muitas semelhancas. Ambos sdo um corpo de fracbes de um dominio de ideias
principais, no qual todos os ideais primos e ndo nulos s&o maximais. Em 1897 Kurt Hensel
propds uma analogia entre o estudo das funcdes racionais e o estudo dos numeros algebricos.

Hensel percebeu que os elementos (X — a) sdo elementos irredutiveis (como 0s primos em Z)
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no anel de polinbmios complexos C[X] e dessa forma, fixado um ndmero inteiro positivo e

primo p, existiria para cada numero racional x uma expansdo em série de poténcias da forma

o
x =Zai-pi,ondek,ai €Ze0<aq <p
i=k

Hensel denominou os ndmeros definidos da forma acima de nimeros p-adicos.
Inicialmente esses numeros ndo foram bem aceitos, pois apresentavam uma natureza duvidosa
em relacdo a convergéncia. Por exemplo, tomemos o problema simplério de determinar o
conjunto solucdo da equagdo x = 1 + 3x, inspirado em uma ilustragcdo de OLIVEIRA, 20009.
Percebendo que essa expressdo nos aponta que o valor de x € o mesmo que 1 + 3x, seria até
natural que um estudante propenso a experimentar novos caminhos de resolucdo imaginasse a
possibilidade de substituir uma expressdo por outra, e assim encontrar x = 1 4+ 3(1 + 3x).
Seguindo despretensiosamente esse método iterativo, apos k — 1 substituic@es, ficaria com:

x=14+3+3%2+3%+ + 3kx,

Perceba que na préatica, esse estudante estd buscando a solugdo desejada,
enxergando equacdo da forma x,,; = 1 + 3x,, ou seja, aplicando-lhe um olhar recursivo. Se
¢ assim, observando o padrao, seria compreensivel que se experimente x, = 1, obtendo

x=1+3
x, =1+3+3?

n
Xy, = Z 34
i=0

Esse processo poderia ser repetido indefinidamente. Tomando entdo o limite, a

solugdo encontrada seria x = Y52, 3'. Em seguida, lembrando que, para determinadas séries,

P 1 .- . . ~
temos }:i2,a' = e substituindo a = 3, esse mesmo estudante determinaria a solugéo x =

_ 1

1
1-3 2'
E evidente que a soma da série geométrica utilizada é valida apenas para um ndimero
positivo a < 1. Entéo teria havido uma confusdo, por parte do matematico aventureiro que
pensou em resolver o problema de uma forma diferente da usual? O espantoso é que, apesar da
abordagem, um tanto singular, a resposta esta correta.
A compreensdo da situacdo acima passa por avaliar como podemos medir
distancias. Ao considerar a convergéncia da série geométrica, assumimos que estamos somando

um numero cada vez menor a medida que caminhamos infinitamente. Assim nossa caminhada
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esta tendendo a alcancar algum ponto especifico, que € o limite da série. Mas se a razdo for um
nimero maior que 1, estamos dando passos cada vez maiores. No entanto, essa percepcao
depende de como enxergamos distancias. Por exemplo, na situacdo descrita anteriormente, se
assumirmos o valor absoluto 3-adico, percebemos que cada parcela somada possui um valor
absoluto menor que a parcela anterior pois |3"|; = 1/3™. Desta forma o “tamanho” das
parcelas tende a zero.

Assim, para reestabelecer uma nocdo de convergéncia de forma adequada para os
numeros p-adicos, precisamos adotar o valor absoluto p-adico. Foi o que fez 0 matematico
hangaro Josef Kurschak, em 1993, dando aos nimeros de Hensel o0 mesmo tratamento rigoroso
dado aos reais por Cantor, construindo, a partir dos nimeros racionais, o0 corpo Q,, dos nimeros
p-adicos.

A definicdo de sequéncias de Cauchy e de convergéncia de sequéncias apresentadas
no capitulo anterior continuam valendo aqui. O resultado abaixo nos traz uma observacédo
interessante no caso de um valor absoluto arquimediano.

Proposi¢do 5.1.23. Uma sequéncia (x,), em Q em relacdo a um valor absoluto nio ar-
quimediano | |, é uma sequéncia de Cauchy, se e somente se,lim|x,,; — x,| = 0.
Demonstracgao.

A implicacdo é imediata, pois se assumirmos (x,,),, de Cauchy, entdo para todo € >
0 existe um natural n, tal que, para todos os naturais n > n, e m > ngy, temos |x, — x,,| < €.
Em particular basta tomar m = n + 1, de onde segue a tese.

Reciprocamente basta notarmos que, param = n + r > n, temos:

|%m = Xn| = [Xn4r = Xnar—1 + Xnaro1 — Xppr—2 + 0+ g — X5l
E assim, como | | é ndo arquimediano temos
1% — x| < max{|Xpsr — Xnir—al, oy [Xns1 — xnl}
[ ]

Para um dado primo p, definimos também o conjunto Z, dos inteiros p-adicos como
sendo o conjunto dos elementos de x € Q, tais que, x = X2, a; - pt,ondea; EZe0 < q; <
p. Isso significa que, na expansdo de base p de inteiros p-adicos, s6 aparecem poténcias de p
com expoentes positivos ou nulos. Perceba que para x € Z, a representacdo de x = Y% a;p,
para n € N e p primo é exatamente a expansdo de x pela base p, assim como usualmente
fazemos no sistema de numeracdo decimal, cuja base é 10. Se assumirmos que para i > n temos

a;>n = 0, temos x = '3 a;p’, e assim podemos considerar todo Z c Ly.
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Agora observe que para x € Z, temos

[0e]

Zai-pi

i=0

x|, = < max{laolp, la; - ply, laz - p?1p, e} =1

14
E como para x € Q,, temos x = Y2, a; - p’,ondekea; € Z e 0 < a; < p, s6 acontece de

|x|, < 1 se tivermos a; = 0, para todo i < 0, podemos afirmar que |x|, < 1 implicaem x €
Z,. Assim também podemos definir Z,, = {x € Q,; |x|,, < 1}. E possivel verificar que Z, ¢
um subanel de Q,,.

A definicdo de nimeros p-adicos dada, nos termos apresentados anteriormente,
estabelece que x € Z,, € o limite da sequéncia (x,),, onde essa sequéncia ¢ dada pelas solugdes
do sistema de congruéncias x;;, = x;(mod p'*1), parai = 0,1,2,3,...com x, = ag + a;p +
-+ a,p™ como é ilustrado abaixo:

X1 = Xy (mod p)

x, = x; (mod p?)
Xp = xp—1 (mod p')

Afirmamos que (x,), € de Cauchy em relacdo ao valor absoluto | |,. De fato
1%p41 — Xnlp = lyp™* ', < p~ ™Y que converge para zero quando n — oo. Logo pela

proposicdo 5.1.23 temos que (x;,,),, € uma sequéncia de Cauchy em Q.

5.2 O lema de Hensel

A proposicéao abaixo, conhecida como Lema de Hensel, estabelece como podemos
determinar uma sequéncia como a apresentada na secdo anterior para cada numero racional,

como mostraremos em seguida.

Proposicdo 5.2.24. (Lema de Hensel) Seja f(x) € Z,[x] e seja f'(x) € Z,[x] sua derivada
formal com p primo. Seja a € Zy, e 1, tal que:
I.  f(a) = 0(modp')
Il. p°éamaior poténcia de p que divide f'(a), com 0 < 2s <,
Entdo existe uma sequéncia (a,),sy,, tal que:

j— — r—S
Ay, = @, €0ryq = ar(mod p™ )



44

f(a,) = 0(mod p") para todor =,
Em particular, se existe um inteiro a tal que f(a) = 0(mod p) mas f'(a) #
0(mod p) entdo f(x) = 0(mod p*) admite solucio para todo k € N.

Demonstracgao.
Seja um r' > r, por inducdo, vamos assumir o resultado valido para todo r tal que
1, < r < r'. Serd provado que também é valido para r’ + 1.
Pela hipotese de inducdo, podemos afirmar que pr’|f(arr), 0 que equivale a dizer
que existe k € Z tal que f(a,’) =k - p" e que f’(a,’) = qp?, com q inteiro ndo divisivel por p.
Precisa-se determinar a,,, = a,» + t - p” %, para t inteiro, que satisfaca:
i, f(ay4,) = 0(mod p™ *1)
i f'(ayr41) = 0(mod p*)
iii. f'(a,r4,) # 0(mod p**1)

Assim temos:
n
flapn) =) bi@y)
i=0
n .
- Z b(a, +t- Pr’_s)l
i=0
n i .
i=0 j=0
n n
=) bila) + ) biic (@it pt')
i=0 i=1
i

+3p, ZC) (a,)i-it) - pir'=s)

n
=2 j=2

= f(a,) + f’(ar/)tp(r"s) + Zn: b; Zl: (;) (a,)i it .pj(T'—s)
i=2  \j=0

Pela hipbtese de 0 < 2s < 1y < r' tem-se que 2(r' — s) = r’ + 1, 0 que garante que
a terceira parcela acima é maltipla de p™ *1. Logo:
flayi) =fla)+f'(ay) -t pl'=)(mod p™'*+1)
=k- pr’ +q- ps t- p(r'—s)(mod pr’+1)
=k-p" +qt- pr’(mod pr'“)
=p" (k + qt)(mod pr’“)
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Assim basta determinar t para o qual k + gt = 0(mod p). O que é possivel ja que g
é invertivel (mod p).

Para fechar a demonstracdo, da mesma forma mostrada acima, basta perceber que
f'(ars1) = f'(ar) = q - p*(mod p*).

f'(ar+1) = 0(mod p*)
f'(@r+1) # 0(mod p™*1)

Para finalizar, basta observar que se 1, = 1 a Unica possibilidade é s = 0, que
garante o caso particular.

|

Observe que a constante a € Z,, exigida nas hipéteses do lema, consiste em uma
aproximacao p-adica de uma das raizes do polindmio f. J& a sequéncia (a,) é constituida por
aproximagdes cada vez melhores desta raiz. Seja x,, esta raiz, como se pode suspeitar, lim a,, =
Xg-

Como exemplo, vamos expressar —1/2 em sua forma 3-adica. Para isso vamos
tomar o polindbmio f(x) = 2x + 1, pois f (1) = 0(mod 3) e f'(1) # 0(mod 3) de acordo com
0 Lema de Hensel, e buscar a sequéncia (x;,),.

2x = —1(mod3) = x, =1
2x=—1(mod3?)=>x;,=4=1+3

2x = —1(mod33) = x, =13 =1+ 3 + 32

2x = —1(mod3*) > x3;=40=1+3+32+3°

Portanto —1/2 é um inteiro 3-adico da forma 1+ 3+3%+3*+.- que
representaremos por [...111]; como uma expansao pela base 3. Compare com o resultado do
inicio do capitulo.

Em geral, tomando o polinémio f(x) = bx +acoma € Z*, b € Z} e (a,b) = 1,
a congruéncia bx + a = 0(mod p) possui solucdo se, e somente se, (b,p) = 1. Assumindo
que p seja primo, basta que b ndo seja multiplo de p. Dessa forma temos f'(x) = b %
0(mod p). Logo, nessas condicdes, a raiz de f, x, = —a/b possui uma representacao p-adica
que pode ser alcancada da forma garantida pelo lema de Hensel.

Caso seja de nosso interesse determinar o p-adico correspondente a um racional
gue ndo atenda as exigéncias anteriores, ainda é possivel fazé-lo. Por exemplo, a fim de
determinarmos o correspondente ao racional 5/9 em Q;, de fato 9x — 5 # 0(mod 3).

Entretanto perceba que 9 € uma poténcia da base de nosso interesse, e dividir pela poténcia da
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base é muito simples. Como o representante 3-adico de 5 = [12]; ede 9 = [100]; por analogia

A - . . . . 5 _ _
a nossa experiéncia no sistema decimal podemos inferir que e 2:372+371=

oIN
w |

[0,12]5, que ndo é um inteiro 3-adico, mas um racional 3-adico.

Tomemos agora, como exemplo, o polinémio f(x) = x? — 7, para determinar a
representacdo 3-adica de uma de suas raizes. As exigéncias do lema sdo satisfeitas, pois f(1) =
—6 =0(mod3)e f'(1) =2 % 0(mod 3).

x2=7(mod3) > x,=1

x2=7(mod3?) =>x;,=4=1+3

x?2=7(mod3%®) =>x,=13=1+3+32

x2=7(mod3*) =>x;,=13=1+3+3240-33
x?=7(mod3%°)=>x,=175=1+3+32+0-33+2-3%

x? = 7(mod 3'1) = x,;, = 148.891
=1+3+4+32+0-33+2-3*4+2-37+38+3%°+2.310
Ou seja, 7 € um quadrado perfeito em Zs, e assim:
V7 =[...21120020111]5
As operacOes de adicdo e multiplicacdo entre nimeros p-adicos funcionardo de
forma analoga as operacgdes usuais com expansdes de base 10 ja conhecidas. Podemos inclusive

verificar o resultado anterior.

21120020111
X 21120020111
21120020111
2 1120020111
2 1 120020111
00 0 0O OOOOOOOO
.1 20 0 1 01102 2 2
0O 0 00 0 0O OOOOODPO
0O 0 0 OO O O O0OCOOOO
12 00 10 1102272

0O 0 0 0OOO OO OOOOOOOOO0ODZ21

Como /7 néo é racional, percebemos que Q é uma parte propria de Q5. Em geral
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seja a um inteiro que ndo é um quadrado perfeito em Q e p # 2 (para p = 2 a condi¢do da
derivada no Lema de Hensel ndo seria atendida) um primo que n&o divide a. Se a congruéncia
x% = a(mod p) possui solugdo, tomando a sequéncia (x,,),, definida por x2 = a(mod p™*?),
que ja vimos ser de Cauchy, teriamos |x2 — al, = Iyp"“Ip < p~ (™1 que converge para zero
quando n — oo, O que nos mostra que, caso exista, limx,, = va, que por hipGtese nio é
racional. Outro exemplo interessante é que, através do polinémio f(x) = x? + 1,parap = 5,
podemos determinar a raiz quadrada de -1 em Qs.
Para p = 2 podemos buscar o 2-adico correspondente & raiz cubica de 3. De acordo

com o Lema de Hensel, podemos tomar o polindmio f(x) = x3 — 3, pois (1) = 0(mod 2) e
f'(1) £ 0(mod 2), assim temos a seguinte sequéncia

x3=3(mod2) 2> x,=1

x3=3mod2?)=>x;,=3=1+2

x3=3mod23)=>x,=3=1+2+0

x3=3mod2*) > x3=11=1+2+0+ 23

x3=3mod2°)=>x,=27=1+2+0+2%+2%

x3=3(mod2%) = x5 =59=1+2+0+23+2%+2°

x3=3(mod27’) > x, =123 =1+2+0+ 2% + 2%+ 25+ 2°

De onde temos que 3 € um cubo perfeito em Q. e uma de suas raizes é representada
por [...1111011],.

Diante do que foi apresentado aqui, percebemos que Q € incompleto em relacdo ao
valor absoluto p-adico, ja que encontramos sequéncias de Cauchy de racionais convergentes a
elementos que ndo pertencem a Q com respeitoa |  |,,.

Denotemos S, (Q) o anel das sequéncias de Cauchy com elementos em Q em
relagdo ao valor absoluto p-adico | |, e por So,(Q), 0 ideal das sequéncia nulas com relacéo
al |p.

Proposi¢éo 5.2.25. 0 ideal So,, (Q)éum ideal maxial de Sc, (Q).

Demonstracao.

Seja (a,), € Sc, (Q) ndo nula e I o ideal gerado por (a,,),,. Precisamos mostrar que
I é necessariamente o préprio anel Sc, (Q). Para isso basta mostrar que a sequéncia constante

(a, = 1)n, correspondente ao elemento neutro da multiplicagdo em S (Q).
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Como (ay), é de Cauchy, existem € > 0 e um natural n,, tais que |a,|, = € para

todo n > n,. Em particular temos a, # 0 para todo n > n,, 0 que nos permite definir a
sequéncia (b,,),, tal que b,, = 1/a, se n > n,.
Afirmamos que (b,,),, é de Cauchy ja que (a,), € de Cauchy e
1 _ 1 lan — anq| _ lan_1 — ayl
Ane1 Al ~ lagllans| — €2 .

Assim (a,b, — 1), € So, (Q), e portanto 1~[(a,b,),] € I, 0 que encerra a prova.

|bn+1 - bnl =

Podemos construir o completamento de Q em relagédo a | |, definindo Q, =
Sc,(Q)/S0,(@). O resultado anterior garante que Q, = Sc, (Q)/So,(Q) é um corpo. Perceba
que podemos definir (como feito anteriormente) uma imerséo : de Q em Q,, de forma que para
x € Q temos associada a classe de equivaléncia 1(x) = [(a, = x),] € Q, onde 1(Q) € denso
em Q,. Para [(a,),] € Q, é possivel mostrar que I[(EnTn]l = lim|a,|, é uma extensdo do
valor absoluto p-adico em Q,. Assim podemos mostrar que @, € um completamento de Q,

usando os mesmos moldes da demonstracdo do completamento candnico de Cantor.



49
6 O TEOREMA DE OSTROWSKI

No segundo capitulo, apresentamos uma introducao a teoria dos valores absolutos.
Agora, compreendido o que significa completamento e a relacdo desse conceito com os valores
absolutos, iniciamos a etapa final de nossa caminhada, em que apresentamos a resposta a
questéo central deste trabalho: quais os valores absolutos que podem ser definidos em Q a fim
de construirmos diferentes completamentos para o corpo dos racionais?

Comegaremos por definir equivaléncia entre valores absolutos, conceito de grande

importancia para a introducdo do resultado que fecha nosso trabalho, o teorema de Ostrowski.
6.1 Valores absolutos equivalentes

No segundo capitulo, vimos que todo valor absoluto | | de um corpo K define uma
métrica d(x,y) = |x — y| em K, e desta forma definimos bola aberta como todo conjunto do
tipo B(xy, 1) = {x € K:|x — x4| < r} com r € R%. Entenderemos um subconjunto aberto de
K como qualquer reunido de bolas abertas em K. Dois valores absolutos distintos em K definem
métricas diferentes de K.* No entanto, valores absolutos distintos podem determinar a mesma
familia de subconjuntos abertos de K, ou seja, a mesma topologia em K.

Representaremos a topologia induzida pelo valor absoluto | | por T} .

Definicdo 6.1.26. Dois valores absolutos | |, e| |, emK, sdo ditos equivalentes se, e
somente se,definem os mesmos subconjuntos abertos em K,ou seja,as mesmas
topologias e assim temosT| |, =T |

1 2"

Como exemplo tomemos o valor absoluto usual | |, em R e o valor absoluto
| |.=+/] lw .Javimosno segundo capituloque| [, éum valorabsoluto, entdo s6 nos resta
testar a condicdo T} | =T, |,. De fato |x —al. < r é quivalente a |[x — a|,, < r?, logo 0

| |o €] |.determinam as mesmas bolas abertas, portanto a mesma topologia.
Lembramos agora o conceito de topologia discreta que se refere a topologia de um

conjunto K em que todo subconjunto de K sdo abertos, e K ¢ dito espaco topoldgico discreto.

Proposicéo 6.1.26. Seja T | a topologia induzida pelo valor absoluto | | em K,
T, | édiscreta em K se, e somente se, | | é owvalor absoluto trivial.
Demonstracao.

Se T, | e discreta, entdo o conjunto {0} € aberto. Logo existe e > 0 tal que,

B(0,€) = {0}, ou seja |a| < € se, e somente se, a = 0. Agora seja x € K*, entdo existe x~? tal

40 valor absoluto pode ser resgatado da métrica, ja que |x| = d(x, 0).
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que x - x~1 =1 = |x||x~|. Vamos supor que |x| # 1, entdo |x| < 1 ou |x| > 1. Se |x| < 1,
para algum n € N temos |x|" < €, entdo x™ = 0, 0 que é um absurdo. Agora se |x| > 1, temos
|x~1| < 1 e assim temos para algum n € N temos (x~1)™ = 0, outro absurdo. Portanto, para

todo x € K* temos |x| = 1, eassim| | sé pode ser o valor absoluto trivial.

Osex=y
lsex+y

Reciprocamente se | | é o valor absoluto trivial de K entéo [x — y| = {
para todo x,y € K. Logo, para todo x € K, temos {x} = B(x, €) que é aberto. E para qualquer
E € K temos E = U,cg{x} aberto, ou seja, todo subconjunto de K é aberto, e assim podemos
afirmar que T, | é discreta.

|

Uma consequéncia direta do resultado acima é que o valor absoluto trivial ndo é
equivalente a qualquer outro valor absoluto, uma vez que apenas ele determina a topologia
discreta.

Finalizamos esta secdo com o resultado abaixo, que traz a caracterizacdo de valores

absolutos equivalentes.

Proposicdo 6.1.27. Sejam | |, e| |, dois valores absolutos em K,nao triviais, as se-
guintes afirmacdes sdo equivalentes.
(). Existep € R}, talque,| |, =1 15

(ii). T |,=T |,eportanto| |ie]| |, sdo equivalentes;
(iii). Seja (a,), em K, entdo lima, = 0,com respeitoa| |;,se e somente se,lima, =
0 comrespeitoa| |,;

(iv). |x|; < 1seesomente se |x|, < 1,paratodo x € K;
Demonstracao.

Primeiramente vamos supor (i) e provar (ii). Assumindo que | |, =| 1|5, para
algum real positivo p, temos que para qualquer bola aberta B (x,,7), por | |,

B(xy,7) ={x €EK;|x — xol1 <71}

={x€K;|x—xO|’2)<r}
1
={xEK; |x—x0|2<rp}

O que garante (ii).
Agora vamos assumir (ii) e demonstrar (iii). Se lima,, = 0 com respeitoa | |;, €

porque dado € > 0, existe n, tal que paratodo n > n, temos |a,|; < €. Tomemos a bola aberta
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B(0,e) por| |4
B(0,¢) = {x € K; x|, < €}.
Lembramos que B(0,e) c A abertode 7} . Como| |[;e]| [, sdo equivalentes

A também ¢é aberto de T} |,. Logo para algum e’ > rr;ax{lanlz}, para todo, n > n, temos a,, €
n>ny

B(0,e") = {x € K; |x|, < €'} c A. Assim como € é arbitrario (mas guarda uma relacdo com €")
podemos concluir que lima, = 0 com respeito a | |,. Como a reciproca é analoga, basta
substituir | |, por| |,, de onde segue a tese (iii).

Agora vamos assumir (iii) e provar (iv). Seja a € K, para o qual |a|; < 1, temos
que |a™|; = 0, logo, por hipotese temos que |a™|; = 0 & |a™|, = 0 = |a|, < 1.

Finalmente vamos assumir (iv) e demonstrar (i). Se existir p € R}, tal que para todo

x € K tenhamos |x|, = |x|?, Gnico valor possivel de p, que ndo pode depender do valor de x, é

_ log|x|;
log|x|,

Assim, sem perda de generalidade, tomemos x,y € K, com |x|; > 1e|y|; > 1,¢e

loglx|; _ loglyls
loglx|, ~ loglyly'

por absurdo vamos assumir que e como os logaritmos sdo numeros reais

.- log|x log|x . . .
pOSItIVOS podemos escrever ﬁ < ﬁ. Podemos assumir que existe um racional m/n, tal
1 2

que
log|x| m log|x]|
oy, < n < gl
Assim podemos fazer duas inferéncias:
n
e < loglalt < loglylf = Ialf < if = |5 <1
e
m _loglxl, "
7 <Toghy, <= loglYIE' <loglxl3 = IylF' < xlf <= 1< | 75|
O que é um absurdo, pois contraria nossa hipotese. Logo segue a tese.
|
Outra consequéncia do ponto (iv) desse teorema é estabelecida no resultado
seguinte.
Proposicdo 6.1.28. Sejam | |, e | |, dois valores absolutos em K, nio triviais,

equivalentes, entido |al; = 1 se e somente se |a|, = 1,para todo x € K.

Demonstracgao.
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Paraa € K temos por (iv) que |a|; > 1 & |al, > 1.Ese |a|; < 1temos [1/al|; >
1 & [1/al, > 1 0 que garante que |a|, < 1. Logo chegamos a concluséo de que
lal; >1 e lal, >1elal; <1 al, <1
De onde, fica demonstrado que |a|; = 1 & |al, = 1.
|
A partir desse resultado temos um exemplo de valores absolutos ndo equivalentes.

Quaisquer valores absolutos p-adicos | |, e | |, em Q com p # q primos, ndo serdo

equivalentes, pois |p|, = p~! # 1 = |pl,.
6.2 O teorema de Ostrowski

Quase vinte anos depois de Hensel apresentar os nimeros p-adicos, em 1916,
Alexander Markowich Ostrowski, um aluno de Hensel, lanca luz sobre as bases por traz desta
ideia. Em um de seus teoremas mais conhecidos, 0 matematico ucraniano demonstra que todo
valor absoluto néo trivial em @ ou € uma poténcia do valor absoluto trivial, ou € uma poténcia
de um valor absoluto p-adico, para algum primo p. Portanto, um completamento de @ com
respeito a algum valor absoluto ndo trivial, ou € R ou é Q,, para algum primo p. A seguir
apresentamos o Teorema de Ostrowski, de acordo com CONRAD.
Proposigdo 6.2.29. (Teorema de Ostrowski) Todo valor absoluto nao trivial em Q é
equivalente a um dos valores absolutos | |, onde p € um nimero primo ou p = .
Demonstracgao.

Lembramos que um valor absoluto em Q, dadas as propriedades do valor absoluto,
é completamente determinado pelos valores que assumem para n € Z,. Assim, precisamos
mostrar que dado um valor absoluto | | qualquer em @, temos t > 0 tal que |n| = |n|% ou
In| = |n|% para algum primo p, com n € Z, . No entanto basta mostrar isso paran € Z,.

Se| |énado trivial, certamente paraalgum n € Z, temos [n| > 1 paraalgum n >
2 (se for arquimediano) ou |n| < 1 para todo n > 2 (se for ndo arquimediano pela proposicéo
3.2.10). Assim vamos dividir a demonstracdo em duas partes, referentes a esses dois casos.

Para demonstrar o primeiro caso, primeiramente vamos mostrar que se |n| > 1
paraalgumn > 2 entdo |n| > 1 paratodo n = 2. Faremos isso provando a contrapositiva desta
afirmacdo: se |ny| < 1 paraalgumn, = 2 entdo |n| < 1 paratodon > 2. Com esse fim, vamos
escrever n na base ny:

n=ay+ang+ -+ agng,
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onde a; = 0 e 0 < a; < ng, de onde nd < n < nd*!. Certamente também temos que |a;| =
1+1+--+1] <|1]+|1] + -+ |1| = a; < n,. Entdo aplicando o valor absoluto, e usando
o fato de que |ny| < 1 temos
In| =lag+ ang + a;ng? + -+ + agny”|

< lagl + laglInel + - + laxlIng|*

< ng + nglngl + -+ + nglngl*

=no(1 + Ingl + -+ [ng %)

<ng(1+1+--+1)

d+1vezes
=ny(d + 1).
Masden§ <n < n§**temoslog,, n§ < log,,n queéequivalentead < log,,n
e d+1<log,,(n)+1que combinando com o resultado anterior nos diz que |n| <
no(d + 1) < ng[log,,(n) + 1]. Substituindo n por n? na ultima inequagdo, encontramos

In|% < nyld - logn,(n) + 1]. Finalmente aplicando raiz ficamos com

In| < d\/no[d logy, (n) + 1]

Como n,ny > 1, temos log,,(n) > 0 e fazendo d — oo percebe-se que |n| <1

para todo n.

Agora podemos voltar para a demonstracdo do primeiro caso de que se |n| > 1
paraalgumn > 2entdo| | =] |% em Q. E podemos supor m e n inteiros maiores do que 2,
e, portanto |m| > 1 e |n| > 1. Sempre podemos escolher k > 0, tal que m* < n < m*** onde
k é a parte inteira de log,, n. Assim escrevendo n na base m e repetindo o processo da etapa
anterior, e usando o fato |m| > 1, encontramos

In] <m@ + |m|+ -+ |m|)

|m|k+1 -1

7 Iml -1
|m|**? m|m|

<m = |m|¥
lm|—1 Im] lm|—1

Como k < log,, n temos
il < AL ok,
|m| —1

que ¢ valida para n arbitrario, logo podemos substituir n por um n/, e ficar com
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m|m|
lm| —1

Tomando a j-ésima raiz em ambos os lados, e fazendo j — oo temos

|m|jlogmn.

In|/ <

m|m|

j—oo
|m|_1|M|logmn = |n| <1 |m]|'osm™,

In| <

Como |n| e |m| sdo numeros reais, sabemos que existem s = log,|m| e t =
log, |n| positivos (pois n e m sdo maiores do que 1) e assim |n| = nt e |[m| = m®. Fazendo a
substituicio na expressdo acima, temos nt < mS1°8m™ = ns Logot < s

Mas os papéis de m e n em toda a argumentacdo sdo simétricos, entdo poderiamos
trocar as posicdes de m e n, fazermos as mesmas substituicdes que fizemos por ultimo e
encontrarmos |m| < [n|'%8n™ = mS < ntlogmn =t = s < ¢.

Portanto s = t e |n| = n' e |m| = mt. O que demonstra que

In| = nt = |n|%, paratodon € Z,.

Agora iniciamos a segunda parte da demonstracao, em que afirmamos que se |n| <
lparatodon > 2entdo| |=| [} em Q, paraalgum p primo.

Para algum inteiron > 2 temos |n| # 1 eassim 0 < |n| < 1. Tomemos p 0 menor
desses numeros. Sendo assim temos 0 < [p| <1 e, 0 < 1/p <1 e podemos escrever |p| =
(1/p)* onde t = logy,|p| > 0. Vamos mostrar que |n| = |n|}, para todo n > 1.

Certamente que p é primo, pois se por contradi¢cdo assumimos p = a - b, com a e
b inteiros positivos menores do que p, pela minimalidade de p teriamos |a| = |b| = 1, e assim
|p| = |lallb]| = 1-1 =1, 0 que é absurdo.

Mostraremos agora que para cada inteiro positivo m ndo divisivel por p tem-se
Im| = 1. Usando a divisdo euclidiana, vamos supor m = pq +r, com 0 < r < p. De onde
temos r = m — pq. Aplicando o médulo temos |r| = |m — pq| < max{(lm| < 1), (|p| <
D(lq] < 1D} =max{(lm| < 1),(|pllql < 1)} < 1. Entretanto, como p é o menor tal que
|p| < 1, temos |r| = 1 e, portanto, s6 nos resta que |m| = 1.

Agora, se n é um inteiro divisivel por p, entdo existe « > 1 tal que n = p*n’, onde

n' nédo é divisivel por p (portanto, |n'| = 1). E lembrando que |p| = (1/p)¢, temos

In| = [p0| = [plIn'| = Ip?| = Ip|® = [(%)l B [G)l

a
E como [n], = (%) , temos |n| = |n%.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Na demonstracdo do Teorema de Ostrowski, claramente usamos a separagao
complementar e disjunta de valores absolutos em arquimedianos e ndo arquimedianos, 0 que
pela definicdo apresentada no segundo capitulo percebemos ser possivel. Utilizamos também
algumas propriedades da caracterizagéo dos valores absolutos néo arquimedianos de uma forma
sucinta.

Pelas proposigdes 2.1.28 (iv) e 2.1.29 percebemos que se dois valores absolutos
| |"e| |*em Q sdo equivalentes, e um deles é ndo arquimediano, digamos | |, entdo para
x € Z% temos o |x|" < 1. Mas, pela equivaléncia dos dois, isto implica |x|* < 1, 0 que pela
proposicdo 3.2.10 (i) garante que | |* é também ndo arquimediano. Assim dois valores
absolutos equivalentes, ou sdo ambos arquimedianos, ou sdo ambos ndo arquimedianos.

Assim temos a resposta de Ostrowski para questionamento central que motiva esse
trabalho: quais os valores absolutos que podem ser definidos em @ a fim de construirmos
diferentes completamentos do corpo dos racionais? O Teorema de Ostrowski nos mostra que
sO existem trés familias de valores absolutos ndo equivalentes entre si em Q. Assim qualquer
valor absoluto nos racionais ou é equivalente ao valor absoluto usual, ou é equivalente a algum

valor absoluto p-adico, ou é o valor absoluto trivial.
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