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Resumo

Uma equacao diofantina linear é uma equagao algébrica linear, com a restri¢ao
adicional de que as suas variaveis sao nimeros inteiros. Neste trabalho tratamos das
equagoes diofantinas lineares de n varidveis e suas solugoes. Além disso, mostraremos
aplicacoes destas equagoes na resolucao de alguns problemas relacinados com os niimeros

inteiros.

Palavras chave: Maximo divisor comum; Algoritmo de Euclides; Equacoes diofantinas;

Resolucao de problemas.



Abstract

The linear diophantine equation is a linear algebraic equation, with the additional
restriction that your variables are integers. In this work we will deal with linear diophan-
tine equations of n variables and their solutions. Moreover, we’ll show applications of

these equations in solving of the some problems related with integers.

Key words: Greatest common divisor; Euclidean algorithm; Diophantine equa-

tions; Solve problems.
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Introducao

Dentre as atribui¢oes de um professor, esté, a de explorar o ensino de matema-
tica em situgoes cotidianas, que incentivem o aluno a desenvolver seu pensamento, com
problemas que permitam ao mesmo elaborar uma forma particular de pensar. Encontrar
uma solucgao e compara-la com solugoes ja existentes, é uma delas.

Neste trabalho apresentaremos um método para encontrar solugoes de equagoes,
chamadas de equagoes diofantinas linares, que foram estudadas por Diofanto, e em sua ho-
menagem receberam o nome de equagdes diofantinas, conforme cita GALEAO [2009/2010]
e UFCG [2012].

Diofante foi um matematico e filésofo grego, teve uma influéncia maior sobre a
teoria moderna dos nimeros do que qualquer outro algebrista grego nao geométrico. Um
inovador com notagoes, o primeiro a usar simbolos na resolucao de problemas algébricos.
Criador de um método para encontrar solugoes para determinadas equagoes algébricas.

Os detalhes da vida deste matemético grego sao completamente desconhecidos
havendo-se conservado suas obras que, transmitidas pelos eruditos arabes, chegaram a
Europa gragas a sua tradugao para o latim, no século XVI.

Sabe-se que viveu na "Idade de Prata"(250-350a.C.) da Universidade de Alexan-
dria, que foi o centro da atividade matemaética, dos dias de Euclides (morreu por volta de
300 a.C.) aos de Hipatia (morreu em 415 a.C.). Alexandria era um centro muito cosmo-
polita, e a mateméatica que se originou dali nao era toda de mesmo tipo, conforme consta
em BOYER [2003].

A principal obra de Diofante foi um grande tratado chamado Arithmetica (250-
275 a.C.), uma publicagdo em 13 livros, dos quais sete desapareceram, sem davida a maior
obra da Antiguidade sobre o tema. Um classico da ciéncia alexandrina sobre teoria dos
ntmeros, caracterizado pelo alto grau de habilidade matematica e de engenhosidade, des-

vinculado da matemaética grega convencional e voltado para a resolucao exata de equagoes
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indeterminadas.

Arithmetica é considerado o primeiro manual de algebra que usa simbolos para
indicar incognitas e poténcias, e resolve as equacoes indeterminadas, hoje denominadas
equagoes diofantinas.

Também sao de sua autoria os livros: Ntumeros poligonais, Porismos e Moriastica,
um trabalho sobre fragoes, introduzindo assim o emprego dos nimeros fracionarios.

Diofante viveu e morreu em Alexandria e a historia conservou poucos dados
biograficos dele. Um pouco que se conhece a seu respeito encontra-se num epigrama

que figura no seu timulo e que esta escrito sob a forma de um enigma Matemaético:

“Caminhante!

Aqui jazem os restos de Diofante.

Os nameros podem mostrar, oh maravilha, a duracao da sua vida, cuja sexta
parte constou da encantadora infancia.

Tinha passado mais uma duodécima parte da sua vida quando lhe apareceu a
barba.

A partir dai, a sétima parte da sua existéncia passou-a num matrimonio sem
filhos.

Passou um quinquénio mais quando o fez feliz o nascimento do seu primogénito.

Este entregou o seu corpo e a sua encantadora existéncia a terra, tendo vivido
metade do que seu pai viveu.

Quanto a Diofante desceu a sepultura com profunda magoa, tendo sobrevivido
apenas quatro anos a seu filho.

Diz-me, caminhante, quantos anos viveu Diofante até que a morte lhe chegou.”

Segundo esse enigma, considerando os anos vividos por Diofante como D, temos:

D
+ o+ T+ F+4=D

D D
6 12 7

e como seu filho viveu a metade de sua vida, vem:

D
F=—
2
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dai, substituindo F' na primeira equacao, segue que,

24+ 24244=D
que resulta em D = 84.

Disso concluimos que Diofante viveu 84 anos.

Uma interessante aplicagdo do conceito de maximo divisor comum (mdc) e do
algoritmo da divisao é observado na resolucao das equacgoes diofantinas lineares.

Apesar do aluno do ensino fundamental ter em seu contetido programaético a
definicao e aplicacdo do mdec, muitos alunos terminam o ensino basico sem conhecer
solugoes de equagoes diofantinas lineares bésicas.

Tendo analisado alguns livros de matematica para o ensino basico, tais como,
DANTE [2012], RIBEIRO [2010], GOULART [2008] e PAIVA [2004], observamos a de-
ficiéncia de tal contetdo, entao propomos este trabalho, que mostra algumas aplicacoes
dessas equagoes em problemas relacionados com o nosso cotidiano. Em POMMER  [2008],
Pommer propoe o estudo das equagoes diofantinas lineares com duas varidveis. Neste,
propomos, uma complementacao, mostrando, solugoes de equagoes com mais variaveis.

Mostraremos neste trabalho, como resolver no conjunto dos niimeros inteiros as
equacoes diofantinas lineares com mais de duas varidveis e indutivamente estenderemos o
conceito para n variaveis.

Para cumprir com o objetivo supracitado, desenvolvemos este trabalho da seguinte
forma:

No capitulo 1, apresentaremos ferramentas bésicas usadas para a resolugao das
equagoes diofantinas lineares.

No capitulo 2, mostraremos como encontrar solucoes de equagoes diofantinas
lineares com n variaveis.

No capitulo 3, aplicaremos os conhecimentos e técnicas, apresentadas nos capitu-

los anteriores, na interpretagao e resolucao de problemas que envolvem nimeros inteiros.
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Capitulo 1

Algumas Propriedades dos Numeros

Inteiros

Para compreender de forma clara o objeto de estudo deste trabalho, que sao as
equacoes diofantinas lineares e suas aplicagoes, ¢ importante entender os pré-requisitos
que apresentaremos a seguir, pois para resolver qualquer tipo de equacao, é fundamental
ter habilidade na aplicacao das técnicas de resolucao.

Tendo analisado LIMA [2006], SANTOS [1998] e MUNIZ NETO [2012] e tomando

como base tais bibliografias, apresentaremos algumas propriedades.

1.1 Conjuntos Numeéricos: Naturais e Inteiros

Vamos considerar o conjunto dos niimeros naturais como sendo,
N={0,1,2,3,4,5,6,7,8,...}
ou seja, o conjunto dos niimeros inteiros positivos incluindo o zero, e
N*=N-{0} ={1,2,3,4,5,6,7,8,...}

o conjunto dos niimeros inteiros positivos.
Uma demonstracao da construgao dos niimeros naturais, encontra-se em HEFEZ

[2011].
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Vamos considerar o conjunto dos niimeros inteiros como sendo,
7 ={0,4+1,4£2 43, +4,+5 46, ...}.

ou seja, o conjunto formado pelos ntimeros naturais e os niimeros inteiros negativos.

Consideremos também:
7" ={£1,42,+£3,4+4,£5 46, ...... }
que representa os niimeros inteiros nao nulos,
Z,=11,2,3,4,5,6,...},
que representa os niimeros inteiros positivos, e
Z_=H{..—6,-5—-4,-3 -2 —1},

que representa os niimeros inteiros negativos.

1.2 Divisibilidade

Definigao 1.1 Dados a, b € Z, com b # 0, dizemos que b divide a, e escrevemos b | a,

se ezistir ¢ € Z tal que a = be. Caso b nao divida a, escrevemos bt a.

Seja b um inteiro nao nulo. Se b dividir a, dizemos que b é um divisor de a, que
a é divisivel por b ou ainda que a é um miultiplo de b. Se b | a e b > 0, entdao b é um

divisor positivo de a. Note que todo inteiro nao nulo é um divisor de si mesmo e de 0.

1.3 Principio da Boa Ordem

Todo subconjunto nao-vazio de nimeros inteiros positivos possui um elemento
minimo. Em outras palavras:
Seja S um subconjunto de N. Dizemos que um ntmero inteiro a é um menor

elemento de S quando sao satisfeitas as seguintes propriedades:
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(i) a €S,
(ii) Vne S, a<n.

E imediato verificar que, se S possui um menor elemento, este é tinico. De fato,

se a e a’ sao menores elementos de S, entao a < a’ e a’ < a, o que implica que a = a'.

1.4 Divisao Euclidiana

Euclides, em FElementos, utiliza, mesmo sem demonstrar, o fato de que é sempre

possivel efetuar a divisao de a por b, com resto. Logo vamos esclarecer este fato.

Teorema 1.1 Se a e b sao dois inteiros, com b > 0, entao existem inteiros q e r unicos,
tais que

a=>bqg+1r com0<r<hb.

Prova Considere o conjunto S = {a — bt : t € Z}. Seja S = {a — bt : t € Z e a — bt > 0},
ou seja, o conjunto de inteiros nao negativos de S. Note que se a > 0, entao para t = 0
segue que a € S. Sea< 0, entao para t = a obtemos a —ba € S e a —ba = a(1 —b) > 0,
ou seja, novamente a € S. Logo S # @. Pelo Principio da Boa Ordem, S tem um
elemento minimo r € S tal que r > 0 e a—bg=r paraalgum g € Z. Afirmamos que
r < b, de fato, suponha que r > b, fosse maior ou igual que b, entao terfamos 0 < r —b =
a—bg—b=a—-blqg+1) € S por outro ladoa—b(g+1)=a—bg—b<a—bqg=r,oque
contradiz a escolha de r ser o elemento minimo de S , portanto a = bg+1r com 0 < r < b.
Para provar a unicidade dos inteiros ¢ e r, vamos supor que existem inteiros ¢; e ry tais
que

a=>bg+ricom0<r <b

entao

b +ri=bg+r=r—r=0bg—bqy =blqg—q) =b| (r —r).

Como —b < —r < 0e0 < r; <btemos que —b < ry —r < b, logo os miltiplos e b
que estao entre —b e b ¢ 0. Portanto (r; — r) = 0, ou seja r; = r. Consequentemente

b(g —q1) =0 com b # 0, assim (¢ — ¢1) = 0, ou ainda ¢ = ¢. O
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Corolario 1.2 Se a e b sao dois inteiros, com b # 0, entao existem inteiros q e r unicos
tais que

a=0bqg+r com0<r<|b.

Prova Nada temos a provar se b > 0. Caso b < 0, entao |[b| > 0, pelo Teorema 1.1,

existem inteiros ¢; e 7 Unicos tais que

a=|blg+r; com 0 <r <lb.

Como |b| = —b, segue que

a=0b(—q)+r com0<r <|b

ou seja, existem e s@o unicos os inteiros ¢ = (—q;) e r = 1y tais que

a=>bg+rcom0<r<lb.

O

Nas condigoes do teorema acima, os niimeros ¢ e r sao chamados, respectivamente,
de quociente e de resto da divisao de a por b.
A demonstracao do teorema fornece um algoritmo para calcular o quociente e o

resto da divisao de um niimero por outro, por subtragoes sucessivas.

1.5 Maximo Divisor Comum

Definicao 1.2 Chama-se divisor comum de dois inteiros a e b, todo inteiro d # 0, tal

qued|aed]|b.

Desta defini¢do segue que para a, b, m e n inteiros com d | a e d | b, entdo

d| am+ bn.
Exemplo 1 Os numeros 1, 3, 5 e 15 sao divisores comuns de 30 e 45.

A defini¢do que se segue, segundo HEFEZ [2011], é a definigao dada por Euclides

nos Flementos e se constitui em um dos pilares da sua aritmética.
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Definicao 1.3 Sejam a e b inteiros nao simultaneamente nulos. Chama-se mdzximo di-

visor comum de a e b o inteiro d > 0 que satisfaz as condicoes:

(i) d é um divisor comum de a e de b, e
(ii) d € divisivel por todo divisor comum de a e b.

A condigao (ii) acima pode ser reenunciada como se segue:
0e? , o e ~
(ii) Se ¢ ¢ um divisor comum de a e b, entao c | d.

Portanto, se d ¢ um mdc de a e b, e ¢ é um divisor comum desses niimeros, entao
¢ < d. Isto nos mostra que o maximo divisor comum de dois niimeros é efetivamente o
maior dentre todos os divisores comuns desses ntmeros.

Em particular, isto nos mostra que, se d e d’ sao dois mdc de um mesmo par de
nimeros, entao d < d' e d < d, e, consequentemente, d = d’. Ou seja, o mdc de dois
nimeros, quando existe, é Gnico.

O mdc de a e b, quando existe é denotado por (a,b), e como o mde de a e b ndo
depende da ordem em que a e b sdo tomados, temos que (a,b) = (b,a). Se d é mdzximo
divisor comum entre a e b, entao d também é mdximo divisor comum entre a e —b, —a e
b, e ainda, entre —a e —b.

Esta definicao de mdc para inteiros a e b vale também para uma quantidade finita

de inteiros aq, as, as, ..., a,, como por exemplo o mdc entre trés nimeros

mdc(ay, as, az) = mde(mdc(ay, as), az) = mdc(ay, mdc(asg, az)).

1.5.1 Lema de Euclides

Lema 1.3 Sejam a, b, n € Z. Se existe mdc(a,b —na), entdo o mdc(a,b) existe e

mdc(a,b) = mde(a, b — na).

Prova Seja d = mdc(a,b — na). Como d | a e d | (b — na), segue que d divide
b =0b— na—+ na. Logo, d é um divisor comum de a e b. Suponha agora que ¢ seja um
divisor comum de a e b; logo, ¢ é um divisor comum de a e b — na e portanto, ¢ | d. Isso

prova que d = mdc(a,b). O
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1.6 Algoritmo de Euclides

Sejam a e b inteiros, ndo nulos silmutaneamente. Queremos determinar o mdc (a, b) =

(a,b). Note que:

(i) se a # 0, entdo mdc (a,0) = |al

(ii) se a # 0, entao mdc (a,a) = |al
(iii) se b | a, entao mdc (a,b) = |b|

Além disso, mdc(a,b) = mdc(|al,|b|), logo para determinar mdec (a,b), basta
considerar a e b inteiros positivos distintos, ou seja, a > b e bt a. Assim pelo Algoritmo
da Divisao

a=bg +ry com0<ry <b.
Temos duas possibilidades:
(1) r1 | b, entdo ry = mdc (b,r1) = mdc (b,a — bg,) = mdc (b,a) = mdc (a,b)

(2) 71 1b, entdo podemos efetuar a divisdo de b por 7

b=r1qs + 19 com 0 < 1y < 17.

Novamente temos duas possibilidades:

(3) ro | ri, entdo ro = mde (ry,79) = mde (r1,b — r1q2) = mde (r1,b) = mde (a — bgy,b) =

mdc (a,b)

(4) rotry, entdo podemos efetuar a divisao de r; por ry

r1 =T9q3 + 13 com 0 < r3 < ro.

Continuando desta forma, este procedimento nao pode continuar indefinidamente,
pois se isso ocorresse teriamos uma sequéncia infinita de inteiros positivos b > r; >
Tg > T3 > Tg > s , que nao possui um menor elemento, o que nao é possivel

pelo Principio da Boa Ordem. Logo para algum n, temos que 7, | 7,_1, ou seja,
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Tne1 =0 e

rn =mdc (rp_1,7n) = mdc(rp_9,rp_1) = -+ = mdc(ry,rs) = mde (b,r) = mdc (a,b).

Na pratica usamos o algoritmo efetuando cada divisao e colocando os nimeros

envolvidos nos respectivos diagramas da seguinte forma:

(i) a=bgy +rycom0<r; <b

q1

1

(i) b=1r1gs +1re com 0 < ro < ry.

q1 | g2

| T2

(il) r2 =7Tn1qn+rncom 0 <7, <7y 1€7Ty 1="nni1+ Tne1 com r, g = 0.

g1 1 92 | G3 | 44 | --- | dn—1 dn | Gn+1
a | b |ri|re|rs| .| Thea| Thet | Tn
T1 ] T3 T4 Ts ven Tn

O algoritmo de Euclides para o calculo do mdzimo divisor comum (mdc) entre
dois niimeros inteiros positivos, consiste em efetuar sucessivas divisoes, até que se encontre
resto igual a zero, onde o valor do ultimo divisor, representa o valor do mdc procurado.

Para calcular o mdc(a, b) devemos primeiramente analisar os valores de a e b, com

a,b € Z.,, podemos supor a < b.

Teorema 1.4 O mdzrimo divisor comum de inteiros a e b, nao nulos simultaneamente,
se escreve como combinagao linear de a e b, seja mdc(a,b) = am+bn para alguns inteiros

men.
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Prova Sabemos que

a = bgr+ricom0<r <b
b = rigg+rycom0<ry<r
ri = roq3+rz3com 0 < rg<ry
Tk—2 — Tk—1Qr + T, CcOmM 0 <7 < Te-1
Th-1 = TrQry1 + e com 0 <rpyy <71y

Das equagoes anteriores obtemos r; como combinacao linear de r,_1 € 75_o:

Th—2 = Th—1qk + T €ntao 1y = Tp_2 — TL_1qk-

Da equagao ry_3 = Tp_oqr_1+7k_1 Segue que rg_1 = Tx_3—Tr_2qk_1, dai, obtemos

ri como combinagao linear de r,_o e r_3:

Tk = Tk—2— (ka:a - 7"#2%4)%

e = Tr—2(14+ @eo1qr) — (Tk—3)qk-

Em seguida escrevemos 7, como combinacao linear de r;_3 e r,_4. Continuando

desta forma teriamos 7, como combinacao linear de 75 e 11, de 71 e b e finalmente de b e

a. O

Lema 1.5 Se a, b e ¢ sao inteiros, com a | bc e mdc (a,b) =1, entdo a | c .

Prova Como mdc(a,b) = 1, existem inteiros m e n tais que 1 = am + bn, isto implica

que ¢ = amc + bnc . Note que a | amc e por hipotese a | be, entdo a | c. O

Exemplo 2 FEncontre o mdximo divisor comum entre 72 e 46.
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Solugao Utilizando o algoritmo de Euclides para calcular mdc(72,46), vem:

72146 |26 20 |6 |2

26 |20 6 | 2
entao,
26 = 72 —46.1
20 = 46 —26.1
6 = 26—20.1
2 = 20—-6.3
dat,

2 =20—6.3 = 20— (26—20.1).3 = 20.4—26.3 = 20.4—26.3 = (46—26.1).4—26.3 =
46.4 — 26.7 = 46.4 — (T2 — 46.1).7 = 46.11 — 72.7 = 72.(=7) + 46.11

Logo, mdc(72, 46)=2.

1.7 Equacao Diofantina Linear com Duas Variaveis

Esse tipo de equagao com duas variaveis, se apresenta da seguinte forma:
ax + by = ¢ com a,b,c € Z onde a e b sao inteiros nao nulos simultaneamente.

Para determinar uma solugao da equacgao ax + by = ¢ , devemos procurar inteiros
Xo € Yo, com xg € Yo € Z, que fagcam com que axg + byy = ¢ seja verdadeira.

Se (zo,Y0) € Z x Z ¢é solugao, vale a igualdade azg + byy = ¢. Se d = mdc(a,b)
entdo d | a e d | blogo d | (azxo+ byy), ou seja, d | ¢. Como d = mdc(a,b) entdo
d = axy + byo, para um conveniente (xg,yo) € Z x Z. Mas da hipotese que d | ¢ segue
que ¢ = dt, para algum t € Z. Assim, ¢ = dt = (axy + byo)t = axot + byot, 0 que mostra
que (xot, yot) é solugdo da equagao. Entao podemos formalizar estes resultados seguinte

forma.

Proposicao 1.6 Uma equacio diofantina ax + by = ¢, em que a # 0 ou b # 0, admite

solugao se, e somente se, d = mdc(a,b) divide c.
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Se (o, Yo) € uma solugao particular da equagao ax +by = c e (z/,y) uma solugao

qualquer desta equacao, entao
axr + by = c = axy+ by

disso temos que

(20 = ()

Suponha ainda que d = mdc(a, b) | ¢, entao existem inteiros r e s tais que a = dr

e b= ds, com mdc(r,s) = 1, assim,

/

r(z' —x0) = s(yo — v')

logo 7 | s(yo — ¢'), entao r | (yo — y') e portanto yo — ' = rt para algum ¢ € Z . Donde
f = yo—rt =y — =t
Y =Y =% a

Observando agora que

obtemos

b
x :xo—i—st:xo—i—at

b a
entao, para todo t € Z, o par (xo + Et’ Yo — 3t> é solucao da equacgao dada.

Proposicao 1.7 Seja (z9,yo) uma solugao particular da equagao diofantina ax + by = c,

em que a # 0 e b# 0. Entao qualquer solugcao dessa equacao € dada pelo par de inteiros

b a
S:{($0+C—it, yo—at)/tEZ}

onde d = mdc (a,b).
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Corolario 1.8 Se d = mdc(a,b) = 1 e (x9,y0) € Z X Z é uma solugio particular da
equagao diofantina linear ax + by = ¢, entdo todas as outras solugoes desta equagdo sao

dadas por
S={(zo+0bt, yo—at)/ t€Z}.

Exemplo 3 Vejamos como achar as solugoes de 172z + 20y = 1000.

Solugcao Dividindo os coeficientes da equagao 172x + 20y = 1000 por 4, obtemos a
equagao equivalente, 43x + by = 250. Como o mdc(43,5) = 1, esta ultima equagdo possui
solucao, portanto a equacao dada também.

Notemos que se (xg,%0) € solug¢do de 43x 4+ 5y = 1, entao o par (250xq, 250y,) €
solucao de 43z + 5y = 250. Entao vejamos como achar uma solugao de 43z + 5y = 1.

Usando o algoritmo de Euclides para o cdculo de mdc temos,

81112
43151321
3121
logo,
3 = 43-58
2 = 5-31
1 = 3-21
dat,

1=3-21=3-(5—3.1) = 3.2—5 = (43—5.8).2—5 = 43.2—5.17 = 43.2+5.(—17)

portanto, (zo,vo) = (2, —17). Logo (250x¢, 250y,) = (500, —4250) € uma solu¢ao particu-
lar da equacao dada.

Consequentemente sua solu¢ao geral é expressa da sequinte forma:

r=>500+5t e y=-—4250—-43t com t € Z.
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Exemplo 4 Vejamos como encontrar as solugoes de bx — 2y = 2.

Solugao Como o mde(5,2) =1 a equagdo possui solugao.
Ja sabemos que se (xg ,yo) € solu¢io de bx — 2y = 1, entao o par (2zq ,2yo) €
solucao de bxr — 2y = 2.

Aplicando o algoritmo de Euclides para o cdlculo do mdc temos:

212
51211
1
disso vem,
1= 51-22

portanto, (xo,yo) = (1,2). Logo (2x9,2yo) = (2,4) € uma solu¢ao particular da equagdo

dada, e sua solucao geral é expressa da sequinte forma:

r=2-2t e y=4—5t comteZ.

Exemplo 5 Encontrar as solugoes de —26x + 39y = 65.

Solugcao Dividindo os coeficientes da equagdo —26x + 39y = 65 por 13, obtemos a
equacao equivalente —2x + 3y = 5.

Como o mdc(2,3) = 1, esta ultima equagdo possui solugdo, e portanto a equa¢ao
dada também.

Agora, devemos encontrar (zo ,vyo), solugao de —2x + 3y = 1, que gera o par
(5z0 ,bYo), solugdo da equagio original.

Aplicando o algoritmo de Fuclides para o cdiculo de mdc temos:
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desse modo,

1 = 31-21

1 = -21+4+31

dat, como (xg ,yo) = (1,1). Logo (5zo ,5y0) = (5,5) € uma solugdo particular da equagio

dada, e sua solugcao geral se apresenta assim:

r=5+3t € y=>5+2t comt e 7.

25



Capitulo 2

Equacoes Diofantinas Lineares com

mais de duas Variavies

Neste capitulo, tomando como base HEFEZ [2011] e DOMINGUES [1991], mos-
traremos como encontrar uma solugao particular e a solugao geral de equagoes diofantinas

lineares com mais de duas varidveis.

2.1 Equacao Diofantina Linear com Trés Variaveis

Consideremos agora a equagao aix + asy + azz = b, onde cada a; , com ¢ =1, 2,
3, sejam inteiros nao nulos simultaneamente.

A mesma argumentacao usada para provar a Proposigao 1.6 garante que essa
equagao admite solugoes se, d = mdc(ay, as, az) divide b.

No capitulo 1, em Maximo Divisor Comum, consta que é possivel calcular o
mdc de uma quantidade finita de ntmeros, entdo, primeiro analisaremos o mdc(ay, as) =
d; e a partir deste, o mdc(dy, az) = d.

Se d; = mdc(aq, as), entdo existem ki, ko € Z para os quais ark; + asks = d;. E

como d = mdc(dy, az), entao existem k, zy € Z de maneira que d = dik + azzo . Logo:
d = (alk:l —|— 0,2]62)]{? —I— aszyg — al(klk) + CLQ(]CQI{J) —|— aszg.
Fazendo kik = xg e kok = 19, entao:

airo + asyo + azzo = d.
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Assim, se a1z + asy + azz = b admite solucao e como b = dq, para algum ¢ € 7Z,

entao,

a1(zoq) + a2(yoq) + as(z0q) =dg =10

0 que mostra que (Zoq, Yoq, 20q) € uma de suas solugoes particulares.

2.1.1 Solucao Geral da Equacgao Diofantina Linear de Trés Varia-
veis

Para encontrar a solugao geral de uma equagao diofantina linear de trés variaveis,

utilizaremos os seguintes passos:

(i) Por meio de uma substitui¢do, reduziremos a equagao original a uma equagao com

duas variaveis e resolveremos essa equagao.

(ii) A partir dessa solugdo, retornaremos na substituicao feita inicialmente e resolveremos

mais uma equagao com duas variaveis. Obtendo assim a solugao geral.

Considere a equacao ajx+asy~+azz = b, com ay, as e az nao nulos simultneamente.
Se a equagao possui solugao entao d = mdc(ay, ag,az) | b.

Reduzindo essa equagao para duas variaveis, considerando aix + asy = p, temos
p +azz = b
que possui solucao, pois mdc(1,a3) =1 e 1| b, e tem como solugao geral,
a 1
Si=1(po+ -t 20— —t [t €Z
dy dy
e como o mdc(1,az) = 1, segue que

S, = {(po + asty , 20 — tl) / t1 € Z}

Dai, a partir dessa solucao geral encontrada, escolheremos um valor conveniente

para ty, que satisfaca:

dy = mdc(ay, az) | (po + asty)
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e daremos continuidade para encontrar a solucao geral da equacao ayx + asy = p =
po + asty, e a partir dessa, a solugao geral da equagao original.

Agora, basta analisar a equacao gerada pela substituicao feita,
a1x + agy = p = po + asty

que tem como solucao geral,

a a
822{($0+d—zt2,yo—d—;tg)/tQEZ}.

Logo, a solugao geral da equagao original é

S = $0+%t2uyo—ﬂt2,zo—t1 [tiet, €Z
do do

que é gerada a partir de um valor apropriado, atribuido ao parametro t; no processo de
descoberta dessa solucao.
Com isso, podemos afirmar que, a cada t; apropriado sera gerado um novo con-

junto solugao.

Exemplo 6 Vejamos como encontrar uma solucao particular de 100x + 72y + 90z = 6.

Solugao Como o mdc(100,72,90) =2 e 2 | 6 , entdo a equag¢ao possui solugao.
Consideremos agora a equagao dada na forma equivalente, 50x + 36y + 45z = 3.

Usando o algoritmo de Euclides para o cdculo do mde(50,36) temos:

50 136 |14 8|6 |2
1418 16 |2

entao,

14 = 50—36.1

8§ = 36—14.2
6 = 14-8.1
2 = 8-6.1



dat,
2=8-61=8—(14—8.1)=82—14 = (36— 14.2).2 — 14 = 36.2 — 14.5 =
36.2 — (50 — 36.1).5 = —50.5 + 36.7 = 50.(—5) + 36.7

Aplicando novamente o algoritmo de Euclides para o mdc(2,45), vem:

22 | 2
451 2 |1

entao,

1=45—-2.22 e como 2=050.(—5)+ 36.7 seque que:

1 = 45— 1[50 .(=5) +36.7].22
1 = 451+ 50.110 + 36.(—154)

1 = 50.110 + 36.(—154) + 45.1

Dai, o terno (110, —154,1) € solugao de 50x+36y—+45z = 1, logo (3¢, 3yo, 320) =

(330, —462,3) € uma solugao particular da equagao dada.

Exemplo 7 Encontre a solug¢ao geral da equacao 100x + 72y + 90z = 6.

Solugcao Como foi visto no exemplo 6, a equacao possui solugao. Vamos agora por
partes, encontrar sua solu¢do geral, considerando sua forma equivalente, 50x+36y+45z =
3.

Seja p = 50x + 36y, que gera a equagao, p + 45z = 3 (1), que também possui
solugdo, pois mde(1,45) =1 e 1| 3.

Entao, consequimos encontrar uma solu¢ao particular para a equagao (1), fa-

zendo:

1 = 1.(—44)+45.1

3 = 1.(-132)+45.3
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que nos leva a solugao geral de (1) como:

Sl - {(—132 +45t1, 3 - tl) / tl S Z}

Para encontrar a solugao geral da equagao original, devemos agora encontrar a
solugao geral da equagdo 50z + 36y = p = —132 + 45t (2).

Para que essa equagao possua solugdo, o mde(50,36) = 2 deve dividir —132+45t;.

Tendo satisfeita a condi¢ao acima, basta encontrar a solucao geral, assim:

Pelo algoritmo de Fuclides para o mdc, vem:

50 136 114 8|6 |2
14,8 |6 |2

disso, seque que,

14 = 50—-36.1

8§ = 36—14.2
6 = 14-8.1
2 = 8-6.1

dat,
2=8-61=8—-(14—-81)=82-14.1=(36—-14.2).2 — 14.1 = 36.2 — 14.5 =
36.2 — (50 — 36.1).5 = 36.7 — 50.5 = 50.(—5) + 36.7

logo, como

2 = 50.(=5)+36.7
—132 4 45¢ — 132 + 45t — 132 + 45t
<—2+ 1).2 = 50.(=5). (—; 1>+36.7. (—; 1)

660 — 225¢ —924 + 315¢
—1) 1 36. (—+ 1)

—132 + 45t = .
32 + 45ty 50( 5 5

temos que a solucao geral de (2) €

660 — 225t 36 —924 + 315t 50
82:{(Tl+?t2, %—?Zb)/tl GtQGZ}.
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Com 1sso, podemos concluir que a solucao geral da equacao diofantina linear de

trés varidvels é:

660 — 2251 924 + 3151
S = {(—1+18t2, T 3—t1>/t1 etzeZ}-

2.2 Equacao Diofantina Linear com Quatro Variaveis

Consideremos agora a equagao aix + asy + asz + asw = b, onde cada a; , com
1 =1, 2, 3, 4, sejam inteiros, nao nulos simultaneamente.

A mesma argumentagao usada para provar a Proposigao 1.6 garante que essa
equagao admite solugdes se, d = mdc(ay, az, az, ay) divide b.

De forma analoga ao que foi mostrado para equacao diofantina de trés variaveis,
faremos para a de quatro variaveis. Veja.

Se dy = mdc(ay,ay), entdo existem ky, ko € Z para os quais a1ky + agks = dp. E
como dy = mdc(dy, ag), entao existem ks, ky € Z de maneira que dy = diks + asky .

Além disso d = mdc(ds, ay), entdo existem k e wy € Z, para os quais dok + agwy =

d. Logo,

= dok + aswy

= (diks + askq)k + agwy

di(ksk) + az(ksk) + aswy

= [arky + asko] (ksk) + as(ksk) + aqwy

= ay(k1ksk) + ag(koksk) + as(ksk) + agwy

ST Y Y
Il

Fazendo kiksk = xq, koksk = yo e ksk = 2. Obtemos:

a1xo + a2%Yo + aszo + a Wy = d

assim, se a1x + asy + azz + ag,w = b admite solugao e como b = dg, para algum q € 7Z,

entao:

a1(zoq) + a2(yoq) + as(20q) + as(woq) = dg =5
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o que mostra que (zoq, Yoq, 204, Woq) ¢ uma de suas solugdes particulares.

2.2.1 Solucao Geral da Equacao Diofantina Linear de Quatro Va-
riaveis

Para encontar a solugao geral de uma equagao diofantina linear de quatro varia-
veis, procederemos de forma analoga ao que foi feito para encontrar a solucao geral de uma
equagao diofantina linear de trés variaveis, s6 que temos que introduzir mais substitui¢oes
de parametros .

Seja a equacao a,x + asy + asz + agw = b, com aq, as, as, ay, inteiros nao nulos
simultaneamente.

Se a equagao possui solugao entao d = mde(ay ,az, a3, a4 ) | b.

Reduzindo essa equacao para duas varidveis, considerando a;x + asy + azz = p/,
obtemos:

p +aw=">b

que possui solucao, pois mde(1,a4) =1 e 1/midb , e tem como solugao geral
/ Qy 1
S1 = po+ -t ,wo— —t1 |/t €Z
dq dq
e como o mdc(1,ay) = 1, segue que
Sl = {(p6 + aqtq , Wy — tl)/ t] € Z}

Dai, a partir dessa solucao geral encontrada, escolheremos um valor conveniente
para ty, que satisfaca

dy = mdc(ay, az,a3) | (py + asty)

e daremos continuidade para encontrar a solugao geral da equacao
a1r + agy +azz = p' = py + agty.

Para isso, faremos uma nova substituicao, considerando a,z + asy = p”.
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Analisando a equagao gerada pela substituicao feita, temos
/! /
D+ a3z = py + asly
que assim como a anterior, possui solu¢ao, pois mde(1, az) = 1, e tem como solugao geral,

a 1
52:{(p/0/+d—2t2 ,Zo—d—2t2>/t2€Z},

e como o mdc(1,a3) = 1, segue que

S2 = {(po +asty , 20 — t3) / t2 € Z}.

Agora, basta encontrar a solugao geral da equagao ayz + axy = p” = py + asta,

escolhendo um valor conveniente para t,, que satisfaca,
ds = mdc(ay,az) | (py + asts).
Assim, a solugao geral da equagao
a1 + azy = py + asty

é dada por:

S3 = $0+%t3;y0—ﬂt3 [ts €Ly .
ds ds

Entao, a solucao geral da equagao original é:

a a
S = $0+—2t3ay0——1t3,Zo—t27w0—t1 [ti, ta e t3€Zy,
ds ds

que a cada valor conveniente atribuido aos parametros t; e t9, gera uma nova solugao
geral, pois o valor de z, é obtido através do valor atribuido ao parametro ¢;, no processo
de descoberta da solucao geral da equacao gerada pela primeira substituicao feita na
equacao original, além do valor atribuido ao parametro ¢,, assim como os valores de x e y
sao obtidos a partir do valor atribuido anteriormente a t; e um valor conveniente atribuido
a t9, no processo de descoberta da solugao geral da nova equagao gerada pela segunda

substituicao.
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Com isso podemos concluir que o niimero de parametros na solucao geral de uma
equagao diofantina linear se d& da seguinte forma:

¢ Se a equagao possui duas variaveis, a solugao geral estard em fungao de um
parametro;

¢ Se a equacgao possui trés variaveis, a solugao geral estard em funcao de dois
parametros;

{ Se a equagao possui quatro variaveis, a solugao geral estarda em fungao de trés
parametros;

Assim, indutivamente, uma equacao diofantina linear com n variaveis, terd sua

solugao geral em funcao de n — 1 parametros.

Exemplo 8 Vejamos como encontrar a solu¢ao geral de 120z + 65y + 90z + 45w = 25.

Solugao Como o mde(120,65,90,45) =5 e 5| 25, entdo a equagio possui solugao.

Dividindo a equagao dada por 5 obtemos a equagao equivalente, 24x+ 13y + 182+
Jw = 5.

Considerando p = 24x + 13y + 18z temos que p+ 9w =5 (1), que possui solugao,
pois mde(1,9) =1 e 1] 5.

Devemos agora encontrar a solugao geral de (1).

Como o mde(1,9) =1, podemos fazer:

1 = 1.(-8)+9.1

5 = 1.(—40)+95

Disso temos que (po,wo) = (—40,5) € uma solugao particular de (1) e

Sl - {(—40+9t1, 5 —tl) / tl € Z}

representa a solugao geral de (1).
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Voltando para a primeira substituicao, temos:

2dx + 13y 4+ 182z = p = —40+ 9

que possui solucao qualquer que seja o valor de ti, pois

mdc(24,13,18) =1 e 1| (=40 + 9t ).

Para continuar nossa busca pela solugao geral, devemos fazer uma nova substi-
tuicao. Entao, seja p' = 24z + 13y.
Dessa sequnda substitui¢do, seque que p' + 182 = —40 + 9ty (2), que também

possui solu¢ao qualquer que seja o valor de ty pois,

mde(1,18) =1 e 1| (—40 + 9¢;).

Agora, devemos encontrar a solugao geral de (2).

Ja sabemos que mdc(1,18) = 1, entdo podemos fazer:

1 = 1.(=17)+18.1
—40+9t; = 1.(=17).(—40 + 9¢;) + 18.1.(—40 + 9¢,)

—40+9t; = 1.(680 — 153t;) + 18.(—40 + 9¢;)

disso concluimos que (py, 20) = (680 — 153t1, —40 + 9t1) e a solugdo geral de (2) é

Sy = {(680 — 153t; + 18ty, —40+0t, —ts) / 1 e ts € Z}.

Apds ter encontrado as solugoes de (1) e (2), basta agora encontrar a solu¢@o

geral de
24x + 13y =p' = 680 — 153t; + 18ty (3)
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que possui solugcao qualquer que sejam os valores de ty e ty, pois

mde(24,13) =1 e 1| (680 — 153t; + 18t,).

Utilizando o algoritmo de Fuclides para mdc vem:

111152
2413|112 |1
1172 |1

disso, seque que

11 = 24-13.1
2 = 13-11.1

1 = 11 — 25

logo,
1=1-25=11- (13 - 11.1).5 = 11.6 — 13,5 = (24 — 13.1).6 — 13.5 =
24.6 —13.11 = 24.6 + 13.(—11)

entao,

1 = 24.6+13.(—11)
680 — 153, + 18t, = 24.6.(680 — 153t; + 18t5) + 13.(—11).(680 — 153t, + 18t5)

680 — 153, + 18, = 24.(4080 — 918¢; + 108ts) + 13.(—7480 + 1683¢; — 198t5)

disso, obtemos (xg, yo) = (4080 — 918t; + 108y, 7480 + 1683t; — 198ts) e a solugao geral
de (3) é

Ss = {(4080 — 918¢t; + 108ty + 13t5, —7480 + 1683t; — 198ty — 24t3) / t1, to e t3 € Z}.

Com isso obtemos a solu¢ao geral para a equagao 120x 4+ 65y + 90z + 4bw = 25,
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que € expressa por

S = {(4080 — 918ty + 108t + 13t3, —7480 + 1683t; — 198ty — 24t5, —40 + 9ty — t9,5 —t1)/

tl, t2 (& t3 € Z}

Tomando t, = 3, to =2 e t3 =1, obtemos:

w = 2
z = —40493—-2 = —15
y = —7480+ 1683.3 —198.2 —24.1 = —2851

r = 4080 —918.3+108.2+13.1 = 1555

ou seja, (1555, —2851, —15, 2) é uma solugao particular de 120z 465y +90z + 45w = 25.
Logo, a cada valor atribuido aos parametros ti, to e t3, serd gerada uma nova

solugao particular para a equagao diofantina linear de quatro varidveis dada.

2.3 Equacao Diofantina Linear com n Variaveis

Consideremos agora a equagao a1y + Goxs + a3x3 + ... + Ap_1Tp_1 + AT, = b,
onde cada a; , com ¢ =1, 2, 3,...,n, sejam inteiros nao nulos simultaneamente.

A mesma argumentacao usada para provar a Proposigao 1.6 garante que essa
equacao admite solugoes se, d = mdc(ay, as, as, ..., a,) divide b.

Se dy = mdc(ay,ay), entao existem ky e ko € Z para os quais ajky + asks = dj.
E como dy = mdc(dy, as), entao existem ks, ky € Z de maneira que dy = diks + agky.

Procedendo de forma andloga n — 1 vezes, chegaremos em d = mdc(d,,_1,ay),

entao,

a1 (210q) + a2(T209) + a3(30) + oo+ A1 (T(n-1)09) + an(Tneq) = dg = b

para algum ¢ € Z, o que mostra que

(xloQa L2049, T304, .-y T(n-1)09, anQ)
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¢ uma de suas solucoes particulares.

2.3.1 Solucao Geral da Equacao Diofantina Linear de n Variaveis

Para encontrar a solucao geral de uma equacao diofantina linear de n variaveis,
a1r1 + asxrs + azxrs + ... + ap_1xp,_1 + ayxr, = b, onde cada a;, com 1 = 1, 2, 3,...,n,
sejam inteiros nao nulos simultaneamente, devemos utilizar o processo de reduzi-la a uma
equacao diofantina linear de duas variaveis. Para isso, faremos uma substituicao de n — 1
variaveis, por uma outra varidvel qualquer, diferente das ja existentes. Feito isso, basta
encontrar a solucao geral desta nova equagao gerada.

Aplicando esse processo repetidas vezes, encontraremos todos os valores de x;,
comi =1, 2, 3,...,n, assim como desenvolvido para encontrar a solugao geral das equacoes
diofantinas lineares de trés e quatro variaveis.

Entao, a solucao geral de uma equacao diofantina linear de n varidveis, se apre-

senta da seguinte forma:

Qa a
S= {<$10+d—2tn_1, l’go—d—ltn_l, $30—tn_2, e xno—tl)/tiGZ,com 1=1,2,3, ...,n—l}

n—1 n—1

sendo d,,—1 = mdc(ay, ay).

Exemplo 9 Encontre a solucao geral de 32z — 60y — 24z 4+ 42w + 14u = 12.

Solugao Como o mdc(32,60,24,42,14) =2 e 2| 12, entdo a equagdo possui solugao.
Dividindo a equagao dada por 2 obtemos a equagao equivalente, 16x — 30y — 122+
21w + Tu = 6.
Seja p = 16x — 30y — 12z + 21w, dai, p+Tu =6 (1), também possui solugao, pois
mde(1,7) =1e1]6.

Entao,

1 = 1.(-6)+7.1

6 = 1.(—36)+7.6
logo, (—36,6) € uma solucao particular de (1), que nos leva a solugao geral

Si={(-36+T7t ,6—t) / t, € Z}.
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Para continuarmos nossa busca pela solugao geral, faremos

16z — 30y — 122 4+ 21w = p = —36 + 7t;

que possui solugao, qualquer que seja o valor para ty , pois mde(16,30,12,21) = 1.
Considerando p' = 16x — 30y — 12z, obtemos p’ + 21w = —36 + Tty (2) e como o
mde(1,21) = 1, qualquer que seja o valor de ty teremos o mde(1,21) dividindo —36 + Tt;.

Entao, podemos fazer

1 = 1.(=20)+21.1
36+ Tt = 1.(—20).(—36 4 Tt1) + 21.1.(—36 + 7t1)

—36+ Tt = 1.(720 — 140ty) + 21.(—36 + 7#;)

que possui (720 — 140t;, —36 + Tt1) como uma solugao particular e

Sy = {(720 — 140t, + 21ty, =36 + Tty —t3) / t1 ety € Z}

como solugao geral de (2).

Seja agora,

162 — 30y — 122 = p’ = 720 — 140t; + 21t

que possui solugao atribuindo um valor para te, de forma que 720 — 140t; + 21ty seja
divisivel por 2 = mdc(16, 30, 12).

Tomando p" = 16z — 30y, obtemos p" — 12z = 720 — 140t; + 21ty (3). Assim
como anteriormente, qualquer que seja o valor de ty teremos o mdc(1,12) dividindo

720 — 140t, + 21ts, logo,

1 = 1.13-121
720 — 1408, + 21ty = 1.13.(720 — 140t; + 21t5) — 12.1.(720 — 140t; + 21t,)

720 — 1401, 4+ 21t = 1.(9360 — 18201, + 273t,) — 12.(720 — 140t; + 21t,)
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que possui como uma solugdao particular (9360 — 1820ty + 273t9, 720 — 140t; + 21t5) e

Ss = {(9360 — 1820t; + 273ty — 12t5, 720 — 140ty + 21ty — t3) / t1 , t2 e t3 € Z}

como solugao geral de (3).

Finalmente, seja

16z — 30y = p" = 9360 — 1820t; + 273t — 12t; (/)

e como mdc(16,30) = 2 devemos escolher um valor conveniente para t3 que fa¢a com que
2 diwvida 9360 — 1820t; + 273ty — 12t5.

Utilizando o algoritmo de Euclides para o mdc, vem:

1117
30 116|142
14 | 2

entao,

14 = 30-16.1

2 = 16—-14.1

dat,

2=16—-141=2=16—-(30—-16.1).1 = 16.2 — 30.1

com 15850, temos

2 = 16.2-30.1
9 (9360 — 1820t; 4 273ty — 12153) 169 (9360 — 1820t; + 273t — 12t3)

2 2
a0l (9360 — 1820t12—i— 273ty — 12t3>

9360 — 1820ty + 273ty — 12t3 = 16.(9360 — 1820t; + 273ty — 12t3) —
_a0 (9360 — 1820t; + 273ty — 12t3>
' 2
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que possui como solugao particular

9360 — 1820t + 273ty — 12t
(9360 — 1820¢1 + 273, — 12t3, 1; 2 3)

360—1820t, +273t, —12t3— ?t4, ——tq|/t1,t2, t3, 14 € Z}

S {(9 30, 9360—1820¢; +273t,— 1213 16)
4:
2 2

como solugao geral de (4).

Assim, podemos concluir que

9360 — 1820ty + 273ty — 12t5
2
720 — 140t1 + 21t2 — tg, —36 + 7t1 — tg, 6 — tl)/tl,tQ,tg €t4 € Z}

S = { <9360 — 1820t; 4 273ty — 12t5 — 154, — 84,

€ a solugao geral da equacao 32x — 60y — 24z + 42w + 14u = 12.

Agora, a partir da solucao geral obtida, € possivel encontrar uma solugao parti-
cular qualquer para a equacao.

Tomando t, =7, to =4, t3 =2 ety = 11, obtemos

u = —1

w = —36+77-4=9

z = 720-140.74+214 -2 = —178
9360 — 1820.7 + 273.4 — 12.2

y = 5 —8.11=—1244

r = 9360 — 1820.7 +273.4 — 12.2 — 15.11 = —2477

ou seja,

S = {(—2477, —1244, —178,9, —1)}

que € uma solugao particular da equagao dada, logo

32.(—2477) — 60.(—1244) — 24.(—178) + 42.9 + 14.(—1) = 12.
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Exemplo 10 Encontre a solucao geral para 45x — 15y — 27z + 36w + 16u — 8v = 43.

Solugcao Temos que o mde(45,15,27,36,16,8) = 1 e 1 | 43, entdo a equagao possui
solucao.

Fazendo uma substituicao de cinco varidveis por uma, daremos inicio no processo
de descoberta da solugcao geral da referida equacao.

Considerando p = 45z — 15y — 27z + 36w + 16u, obtemos p — 8v = 43 (1), que
também possui solugao, pois mde(1,8) =1 e 1] 43.

Do fato de se ter mdc(1,8) = 1, podemos fazer:

1 = 1.9-281

43 = 1.387—8.43

e disso, encontramos (po,vo) = (387,43), que representa uma solug¢ao particular de (1) e

S, = {(387 — 8t1, 43 — tl)/ t] € Z}

como solugao geral de (1).

Voltando para a primeira substituicao, temos:

4bx — 1by — 27z 4 36w + 16u = p = 387 — 8t

que possui solugdo qualquer que seja o valor de ty, pois mdc(45,15,27,36,16) = 1 | 43.

Com uma nova substituicio de quatro varidveis por uma, considerando p' = 45z —
15y — 27z + 36w, obtemos p' + 16u = 387 — 8t (2), que também possui solugao pois
mde(1,16) = 1| (387 — 8ty).

Entao, como mdc(1,16) = 1 seque que

1 = 1.(-15)+16.1
387 — 8t; = 1.(—15).(387 — 8t;) + 16.1.(387 — 8t1)

387 —8t; = 1.(—5805 + 120t,) + 16.(387 — 8ty)
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entao, (py,ug) = (—5805 + 120t1, 387 — 8t1) e a solugio geral de (2) é

Sz = {(—5805 + 120t1 + 16t2, 387 — 8t1 — tg)/ tl (& tQ € Z}

Voltando para a sequnda substituicao, temos:

452 — 15y — 272 + 36w = p’ = —5805 + 120¢; + 16t,

e para que a equacao acima possua solugao, devemos atribuir valores a ty e ty, de forma
que

mdc(45,15,27,36) = 3 | (—=5805 + 120t; + 16t,).

Para continuar nossa busca pela solugao geral, faremos uma substituicao de trés
varidveis por uma, considerando p” = 45z — 15y — 27z.

Dessa substitui¢io, obtemos p” + 36w = —5805 + 120t; + 16t5 (3), que possui
solugao pois mde(1,36) = 3 | (—5805 + 120t; + 16t3) qualquer que sejam os valores de t;
e ts.

Dar,

1 = 1.(-35)+36.1
—5805 + 120, 4+ 16t, = 1.(—35).(—5805 + 120t + 16t5) 4 36.1.(—5805 + 120t + 16t,)

—5805 + 120t; + 16t = 1.(203175 — 4200t; — 560t5) + 16.(—5805 + 120¢; + 16t2)

que resulta em, (py,wo) = (203175 — 4200t; — 560t2, —5805 + 120t; + 16t3) e gera

Ss = {(203175 — 4200t; — 560t; + 36t5, —5805 + 120t; + 16ty — t3)/ t1, ty e t3 € Z}

como solugao geral de (3).

Agora, devemos voltar na terceira substituicao feita, ou seja,

451 — 15y — 27z = p = 203175 — 4200t; — 560t + 36t3

e para que essa equacao possua solucao, devemos atribuir valores convenientes a ti, toy €
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ts, de forma que
mde(45,15,27) = 3| (203175 — 4200t — 560ty + 36t3).

Com a substituicao de duas varidveis por uma, considerando p” = 45z — 15y,
obtemos p"' — 27z = 203175 — 4200t; — 560t, + 36t3 (4), que possui solug¢ao qualquer que
sejam os valores de ty, ty e ts, pois mdc(1,27) = 1| (203175 — 4200t; — 560t + 36t3).

Resolvendo (4), vem:

1 = 128-27.1
203175 — 4200t; — 560ty 4+ 36t3 = 1.28.(203175 — 4200t; — 560¢t2 + 36t3) —
—27.1.(203175 — 4200t; — 560t5 + 36t3)
203175 — 4200t; — 560t5 4+ 36t3 = 1.(5688900 — 117600¢; — 15680t, + 1008t3) —

—27.1.(203175 — 4200t; — 560t + 36t3)

que gera (py', 20) = (5688900 — 117600¢; — 15680t 4 1008t3, 203175 — 4200t — 560t, 4 36t3)

e tem como solugao geral para (4),

S4={(5688900—117600t; — 15680t + 10083 —27t4, 203175 —4200t; —560to+36t3 —t4) /11, t2,

t3 ety € Z}
Finalmente, basta voltar para a quarta substituicao e resolver a equacao, ou seja,
451 — 15y = p" = 5688900 — 117600t; — 15680t, + 1008t3 — 27ty  (5)

€ para que essa equacao possua solu¢ao, devemos atribuir valores convenientes a ty, ta, t3

e ty, de forma que
mde(45,15) = 15 | (5688900 — 117600¢; — 15680ty + 1008t — 27ty).

Do fato de se ter mde(45,15) = 15, seque que
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15=45.1-15.2

15 (5688900 — 117600¢; — 156802 + 1008t3 — 27t4) B
. E =

451 <5688900 — 117600t; — 15680ty + 1008t5 — 27254)
=451, = —

159 <5688900 — 117600t — 15680ty + 1008t5 — 27t4>
o 15

5688900 — 117600t; — 15680ty + 1008t5 — 27ty =

ty + ——t3 — —t4

3136 336 9
) )

= 45. <379260 — 7840t —

ty + ——t3 — —t
2 5 3 54

272 2 1
—15. <758520 — 15680, — 627 67 5 )

Com isso, obtemos (x¢,yo) como sendo

3136 336 9 6272 672 18
(379260 — 7840t; — 5 o + ?tg — 5154, 758520 — 15680¢; — 3 to + ?t;g — €t4>

3136 336 9 15 6272 672
S5:{(379260—7840t1— 3 t2+?t3—gt4—ﬁt5,758520—15680751— 3 t2+?t3—
1815 4525 tal ti,to, ts, tyets € Z
——tly—— al que e .
5 4 15 5 q 1,02,13,14 €15

como solugao geral de (5).
Logo, a solugao geral para a equagao original €

3136 336 9 6272 672 18
S:{(379260—7840t1— 5 t2+?t3—5t4—t5, 758520 —15680t; — 3 t2+?t3—€t4—
—3ts5,203175—4200t, —560t2+36t3—t4, —5805+4120t1 4165 —t3, 387 —8t1 —to,43—11)

tal que ty,ta,t3,t4 e ts € Z}.

Para encontrar uma solucao particular, basta atribuir valores convenientes aos
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pardmetros, entao, set; =1,1, =3, t3=—1, t4, = —4 et5 = 2, temos:

ou seja,

42

387 — 8.1 — 3 = 376

—5805 + 120.1 + 16.3 — (—1) = 636

203175 — 4200.1 — 560.3 + 36.(—1) — (—4) = 197263
6272 . 672 18

758520 — 15680.1 — —5= 3+ —~.(~1) = —.(~4) — 3.2 = 736442

1
379260-—7840J,—-§?§§£3+-§§§.@—1)—-g.c—4)—- = 368222

S = {(42, 376,636, 197263, 736442, 368222) }.
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Capitulo 3

Resolucao de Problemas

Sabemos que a interpretagao e resolucao de problemas é recorrente na éarea de
exatas e apos uma observagdo em POMMER [2008], onde sdao apresentados problemas
envolvendo duas variaveis, em POMMER [2012] e em HEFEZ [2009], fizemos a construgao
desse capitulo.

Analisando o fato de que atualmente, com a aplicacao das provas do ENEM, a
interpretacao de problemas tem sido de fundamental importancia para um bom desempe-
nho, juntamente com os conhecimentos cientificos adquiridos durante a vida estudantil.
Além disso, uma de uma boa visao de mundo e atualidades. Sendo assim, entendemos
que é de grande valia a abordagem dessa questao.

Como a interpretacao e resolucao de problemas estd presente em situagoes do
nosso cotidiano, deve ser trabalhada efetivamente com os alunos da educagao basica,
mostrando ao aluno a aplicagao de tais conhecimentos nessas situagoes, por esse motivo,
além de simplesmente mostrar como resolver equagoes diofantinas lineares, também re-
solveremos problemas cuja interpretacao matematica gera uma equacao diofantina linear.

Neste capitulo, aplicaremos os conceitos mostrados nos capitulos anteriores, con-

siderados pré-requisitos, na interpretacao e resolugao dos seguintes problemas.

Problema 1 Um parque de diversoes cobra R$ 1,00 a entrada de criancas e R$ 3,00 a
entrada de adultos. Para que a arrecadacao de um dia seja R$ 200,00; qual o menor
niumero de pessoas, entre adultos e criancas, que poderiam estar no parque nesse dia?

Quantas criancas? Quantos adultos?
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Solucao Considerando o nimero de criangas sendo x e o numero de adultos como ¥y, a
interpretacao matemdtica do problema gera a equacao lx 4 3y = 200, que € uma equacao
diofantina linear com duas varidveis. Agora, para encontrar a solucdo desse problema
basta resolver a equagao diofantina gerada.

Como o mde(1,3) =1 e 1200 a equagdo possui solugao, dat,

1=1.(-2)+3.1

entao

200 = 1.(—400) + 3.200

logo, todos os possiveis valores para x ey se apresentam da sequinte forma:

r=—-400+3t e y=200—1t comt € Z.

Como x ey representam nimeros de pessoas, eles devem ser numeros naturais,

sendo assim, devemos fazer:

—400+3t>0e 200—-¢t >0

que geram o intervalo,

134 <t < 200.

Além disso, devemos encontrar o menor nimero de pessoas e para que iSso 0corra,
t deve assumir o menor valor no intervalo, que € 134.

Entao, com base nesses dados, seque que,

r=—-400+43.134 =2 e y =200 — 134 = 66.

Entao, o menor nimero de pessoas que esteve no parque nesse dia foi 68 pessoas,

sendo 2 criancas e 66 adultos.
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Problema 2 Uma certa quantidade de macas € dividida em 37 montes de igual nimero.
Apds serem retiradas 17 frutas, as restantes sao acondicionadas em 79 caizas, cada uma
com a mesma quantidade. Quantas macas foram colocadas em cada caiza? Quantas

macas tinha cada monte?

Solugcao Considerando que o niumero total de macas € x e o numero de macas em cada

monte € y, temos:

3 Y

que representa a primeira equagao do problema.
Analisando a sequnda informacao do problema, onde, x representa o nimero de
macds e z representa o numero de magas em cada caira, vem:

33—17_
— =

79

que representa a sequnda equacgao do problema.

Das duas equacgoes, vem:

37y — 17 = 79z

que € uma equacgao diofantina linear de duas varidveis, dai, para encontrar a solu¢do do
problema, basta resolver a equagdao diofantina gerada.

Organizando a equacao 3Ty — 17 = 79z, obtemos 37y — 79z = 17, e como
mdc(37,79) =1 e 1| 17 a equagao possui solugao, agora devemos encontrd-la.

Utilizando o algoritmo de Fuclides, temos:

217122
9137|5121
51 2|1
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que gera:

5 = 79372
2 = 37— 5.7
1 = 5—- 22

logo,
1=5-22=5-2(37-5.7) = 5.15—-2.37 = (79—-37.2).15—2.37 = 79.15—37.32 =
37.(—32) — 79.(—15)

dat,
1 = 37.(-32)—79.(—15)

17 = 37.(=32.17) — 79.(—15.17)
17 = 37.(—544) — 79.(—255)

que tem como solugao geral:

y=-544—-79t e 2=-255—-37t com teZ.

Mas como o problema trata sobre macgas, entao, y e z devem ser nimeros naturais,

sendo assim,

—0544 =79t >0 e —255—-37t >0

que sao equivalentes a,

t< -7

logo, o menor nimero de macas em cada monte, y, € obtido com t = —7, que € o maior

valor possivel para t, dai

y=—544—T79.(=7) =9, 2 =—255-237.(-7) =4 e x=237.9=333.

Entao, foram colocadas 4 magas em cada caixa e em cada monte havia 9 magas,

no minimo.
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Fazendo uma andlise ao problema, podemos fazer a sequinte analogia:

y=9+79% e z=4+37 com teN

que nos dda o numero de macas em cada monte e o numero de magas em cada caixa,

respectivamente.

Problema 3 Deseja-se sacar R$ 1000,00 em notas de R$ 2,00, R$ 5,00 e R$ 10,00.

Apresente um método para encontrar formas distintas de efetuar esse saque?

Solugcao De acordo com o problema podemos gerar a sequinte equagao diofantina:
2z + 5y + 10z = 1000, onde x representa o niumero de notas de 2, y o nimero de notas
de 5 e z o numero de notas de 10, onde € obrigatorio o saque de pelo menos uma nota de
cada tipo.
Para responder a pergunta basta encontrar a solucao geral da equacao gerada.
Como mdc(2,5,10) =1 e 1| 1000, seque que o problema possui solugao.
Fazendo 2x + 5y = p, temos, p 4+ 10z = 1000 e como mdc(1,10) = 1, podemos

fazer:

1 = 1.(-9)+10.1

1000 = 1.(—=9000) + 10.1000

dat,
p = —9000 + 10t; e z = 1000 — t1, e como p e z devem ser niumeros inteiros

positivos, devemos ter,

—9000 + 10¢; > 0 < 10¢; > 9000 < t; > 900

1000 —¢t; > 0 & —t; > —1000 < ¢, < 1000

que gera, 900 < t; < 1000 com t; € Z.
Para encontrar x e y devemos escolher um valor conveniente para ty, de forma

que 0 mdc(2,5) divida p.
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Como o mde(2,5) =1, entdo t; pode assumir qualquer valor no intervalo.
Seja t; = 901, entao, 2x + 5y = p = —9000 4 10¢; = —9000 4 10.901 = 10.

Utilizando o algoritmo de Euclides para o mdc(2,5), temos:

212
51211
1
entao,
1 = 51-22
1 = 2(-2)+5.1
10 = 2.(-20)+5.10
dat,

xr=—2045t; ey =10— 2ty e como x e y devem ser niumeros inteiros positivos,
devemos ter,

2045t >0 5t >20< ¢t >4

100—-2t; >0 —2t1 > —-10&t; <5

que gera, 4 <ty <5, logo, para t; = 901, nao hd ty € Z que satisfaga, ou seja, nenhuma
forma de efetuar o saque.
Agora, seja t; = 902, entao, 2z + 5y = p = —9000+ 10¢; = —9000 + 10.902 = 20.

Como ja foi mostrado, temos que

1=2.(-2)+5.1

entao,

20 = 2.(—40) + 5.20

dat,

xr = —404 5ty ey = 20 — 2ty e como x e y devem ser niumeros inteiros positivos,
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devemos ter 8 < ty < 10, que resulta em to = 9, que representa uma maneira de efetuar
0 saque.
Para t; = 903, temos, 2z + 5y = p = —9000 + 10¢; = —9000 + 10.903 = 30, que

pode ser representada assim,

1 = 2(-2)+5.1

30 = 2.(—60) +5.30

dat,

x = —0604 5ty ey =30—2ty e como x ey devem ser nimeros inteiros positivos,
seque que, 12 < ty < 15, ou seja, duas maneiras de efetuar o saque.

Tomando qualquer valor para t; no referido intervalo, teremos também uma de-
terminada quantidade de ty, com isso encontraremos todas as maneiras de efetuar o saque.

Com t; = 950, temos, 2z + by = p = —9000 + 10t; = —9000 + 10.950 = 500, da,

1 = 2.(-2)+5.1

500 = 2.(—1000) + 5.500

que gera,

xr = —1000 + 5ty e y = 500 — 2ty e como x e y devem ser numeros inteiros
positivos, devemos ter 200 < ty < 250, ou seja, 250 — 200 — 1 = 49 maneiras de efetuar o
saque.

Com base no que foi mostrado acima, podemos concluir que existem vdrias ma-
neiras diferentes de se efetuar o saque. Para encontrar todas essas maneiras, devemos
analisar os intervalos de ty e ti, e para fazer esta andlise de forma mais eficiente, basta
colocarmos ty em funcgao de ty , pois a partir da escolha de um valor conveniente para tq,
encontraremos o intervalo apropriado para ts.

Para encontrar to em funcao de ti, faremos 2x + 5y = p = —9000 + 10t;.

Utilizando o algoritmo de Fuclides, temos:
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que gera

1 = 51-22
1 = 2.(-2)+51
—9000 + 10t; = 2.(—2)(—9000 + 10¢,) + 5.1.(—=9000 + 10¢,)

—9000 + 10t; = 2.(18000 — 20¢) + 5.(—9000 + 10¢,)

dat,
x = 18000 — 20t; 4+ 5ty e y = —9000 + 10t; — 2ty e como x ey devem ser numeros

inteiros positivos, devemos ter:

18000 — 20t; + 5ty > 0 <=t > 4t; — 3600

—9000 + 10t; — 2t9 > 0 <ty < H5t; — 4500

ou seja,

4t — 3600 < ty < Ht; — 4500

que representa o intervalo procurado, pois gera, juntamente com o intervalo de ty, cada
uma das diferentes maneiras de efetuar o saque.

Facamos alguns testes.

Se t; = 901, temos

4t — 3600 <ty < 5t — 4500

4.901 — 3600 <t < 5.901 — 4500
4 <ty<h

ou seja, para ty = 901 nao existe ty, gerando assim, nenhuma maneira de efetuar o saque,

tal como foi mostrado anteriormente.
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Seja agora, t; = 902, dai,

4ty — 3600 < ty < 5t — 4500

4.902 — 3600 < ty < 5.902 — 4500
8 <ty <10

ou seja, para t; = 902, temos 10 — 8 — 1 = 1 maneira de efetuar o saque.

Se t; = 950, vem,

4ty — 3600 < ty < Ht; — 4500

4.950 — 3600 < t2 < 5.950 — 4500
200 <t < 250

ou seja, para t; = 950, temos 250 — 200 — 1 = 49 maneiras de efetuar o saque.

Com isso, fica provado que o intervalo encontrado para ty nos dd de forma efici-
ente, todas as possiveis maneiras de efetuar o saque, baseados no intervalo de ty, ou seja,

o método apresentado € verdadeiro.

Problema 4 Deseja-se sacar R$ 40,00 em notas de R$ 2,00, R$ 5,00 ou R$ 10,00. De

quantas maneiras € possivel efetuar esse saque?

Solugcao Podemos perceber que este problema € semelhante ao exemplo anterior, com a
diferenca que neste, podemos considerar também, saques com notas apenas de um tipo ou
saques com notas de dois tipos.

Como jd foi mostrado, a equagao diofantina gerada é: 2x + by + 10z = 40, onde
x representa o numero de notas de 2, y o numero de notas de 5 e z o niumero de notas
de 10.

Para responder a pergunta basta encontrar a solugcao geral da equacao gerada.

Aproveitando os cdlculos desenvolvidos no exemplo anterior, temos:
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2z + b5y = p, dai, p+ 10z = 40 e como mdc(1,10) = 1, podemos fazer:

1 = 1.(-9)+10.1

40 = 1.(—360) + 10.40

entao,
p=—360+4+10t; e z =40—1; e como p e z devem ser nimeros naturais, devemos
ter,

—360 + 10¢; > 0 & 10¢; > 360 < ¢, > 36

que gera 36 < t; <40 com t, € Z.

Para encontrar os valores para x ey , faremos:

2 4+ 5y = p = —360 + 10¢;

e como o mdc(2,5) = 1, qualquer que seja o valor de t; sempre teremos 1 diwvidindo

p = —360 4+ 10¢,, entao,

1 = 2.(-2)+5.1
—360 + 10t; = 2.(—2).(—=360 4 10t;) + 5.1.(—360 + 10t)

—360 4+ 10, = 2.(720 — 20t;) + 5.(—360 + 10t;)
dat,

x =720 — 20t; + 5ty e y = —360 + 10t; — 2ty e como x e y devem ser numeros

naturais, devemos ter

720 — 201 + 5ty > 0 <=ty > 4t — 144
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que gera, 4t; — 144 <ty < bty — 180 com ty, € Z.

Entao, para encontrar todas as possiveis formas de efetuar o saque faremos as

escolhas para t no intervalo [36,40].

1. Se ty = 36, temos que, 4.36 — 144 =0 <ty < 5.36 — 180 = 0, ou seja, to = 0, que
representa uma maneira de efetuar o saque.
Para encontrar a configuracao desse saque, basta substituirmos os valores encontra-
dos para ty ety em x, y e z, assim,
z2=40—1t, =40—-36 =4
y = —360 + 10t; — 2t, = —360 4+ 10.36 — 2.0 =0
x =720 — 20ty + bty = 720 — 20.36 + 5.0 =0

ou seja, o saque serd feito somente com quatro notas de dez.

2. Set; =37, temos que, 4.37—144 = 4 < t, < 5.37—180 = 5, ou seja, duas maneiras

de efetuar o saque.

Nesse caso, para encontrar essa configuracdo, procederemos como ao anterior, mas,

devendo analisar, to =4 e ty = 5;

I) parat, =37 ety =4

z2=40—-t =40-37=3

y = —360 + 10t; — 2t, = —360 4 10.37 — 2.4 = 2

x =720 — 20t + bty = 720 — 20.374+54 =0

ou seja, o saque serd feito apenas com duas notas de cinco e trés notas de dez;
IT) parat; =37 ety =5

2=40—-t =40-37=3

y = —360 + 10t; — 2t, = —360 4+ 10.37 — 2.5 =0

x =720 — 20t + bty =720 — 20.374+55=5

entdo, o saque serd feito apenas com cinco notas de dois e trés notas de dez.

3. Se t; = 38, temos que, 4.38 — 144 = 8 < t5 < 5.38 — 180 = 10, ou seja, trés

maneiras de efetuar o saque.
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Nesse caso, analisaremos, to =8, to =9 ety = 10;

I) parat; =38 ety =8
z2=40—1t, =40 —-38=2
y = —360 + 10t; — 2t = —360 + 10.38 — 2.8 =4
x =720 — 20t; + 5ty = 720 — 20.38 + 5.8 =0
ou seja, o saque serd feito apenas com quatro notas de cinco e duas notas de
dez;
II) parat, =38 ety =9
z2=40—1t =40 —-38=2
y = —360 + 10t; — 2ty = —360 + 10.38 — 2.9 =2
x =720 — 20t; + 5ty = 720 — 20.38+5.9=5

entdo, o saque serd feito com cinco notas de dois, duas notas de cinco e duas

notas de dez;
IIT) para t; =38 ety = 10
z2=40—t =40—-38=2
y = —360 + 10t; — 2t = —360 4+ 10.38 — 2.10 =0
x =720 — 20ty + bty = 720 — 20.38 4+ 5.10 = 10

neste, o saque serd feito apenas com dez notas de dois e duas notas de dez.

4. Se t; = 39, temos que, 4.39 — 144 = 12 < t5 < 5.39 — 180 = 15, ou seja, quatro

maneiras de efetuar o saque;

I) parat; =39 ety =12

z2=40—-t=40-39=1

y = —360 + 10t; — 2t = —360 + 10.39 — 2.12 =

x =720 — 20ty + 5ty =720 — 20.39 + 5.12 =0

ou seja, o saque serd feito apenas com seis notas de cinco e uma nota de dez;
IT) parat; =39 ety =13

z2=40—-1t=40-39=1

y = —360 + 10t; — 2t, = —360 + 10.39 — 2.13 =4
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x =720 — 20t + 5ty = 720 — 20.39 4+ 5.13 =5

entao, o saque serd feito com cinco notas de dois, quatro notas de cinco e uma

nota de dez;
IIT) parat; =39 ety =14
z2=40—-t,=40-39=1
y = —360 + 10t; — 2ty = —360 + 10.39 — 2.14 = 2
x =720 — 20t; + 5ty = 720 — 20.39+5.14 =0

neste, o saque serd feito com dez notas de dois, duas notas de cinco e uma

nota de dez;
IV) parat; =39 ety =15
2=40—-t =40-39=1
y = —360 + 10t; — 2ty = —360 + 10.39 — 2.15=0
x =720 — 20t; + 5ty = 720 — 20.39 + 5.15 = 15

neste, o saque serd feito apenas com quinze notas de dois e uma nota de dez.

5. Se t; = 40, temos que, 4.40 — 144 = 16 < t, < 5.40 — 180 = 20, ou seja, cinco

maneiras de efetuar o saque;

I) parat; =40 ety =16

z2=40—t =40—-40=0

y = —360 + 10t; — 2t, = —360 + 10.40 — 2.16 = 8

x =720 — 20t; + 5t = 720 — 20.40 4+ 5.16 =0

ou seja, o saque serd feito somente com oito notas de cinco;
IT) paraty = 40 ety =17

2=40—t =40-40=0

y = —360 + 10t; — 2t = —360 4 10.40 — 2.17 =6

x =720 — 20t + bty =720 — 2040+ 5.17=5

entao, o saque serd feito apenas com cinco notas de dois e seis notas de cinco;
ITII) parat; = 40 ety = 18

z2=40—-t =40-40=0
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y = —360 + 10t; — 2t5 = —360 4 10.40 — 2.18 =4

x =720 — 20ty + bty = 720 — 20.40 4+ 5.18 = 10

neste, o saque serd feito apenas com dez notas de dois e quatro notas de cinco;
IV) para t; = 40 et =19

z2=40—t =40—-40=0

y = —360 + 10t; — 2t, = —360 4 10.40 — 2.19 = 2

x =720 — 20t; + 5t = 720 — 20.40 + 5.19 = 15

neste, o saque serd feito apenas com quinze notas de dois e duas notas de cinco;
V) para t; = 40 e ty = 20

2=40—t =40—-40=0

y = —360 + 10t; — 2t = —360 4 10.40 — 2.20 =0

x =720 — 20ty + bty = 720 — 20.40 4+ 5.20 = 20

neste, o saque serd feito somente com vinte notas de dois.

Logo, somando todas as possibilades mostradas, podemos concluir que € possivel

efetuar o saque de quinze maneiras diferentes.

Problema 5 Com pacotes de papel higiénico contendo 8 unidades, de sabonete, 16 unida-
des, de pasta de dente, 12 unidades e de shampoo, 4 unidades. Quantas maneiras distintas
existem, para montar quites com 56 unidades, que contenham pelo menos um pacote de

cada item?

Solucao Observando o problema, vem:

8r + 16y + 122 4+ 4w = 56

onde, x representa o nimero de pacotes de papel higiénico, y o niumero de pacotes de

sabonete, z o numero de pacotes de pasta de dente e w o nimero de pacotes de shampoo.
Para resolve-lo, primeiramente devemos analisar se o mesmo possui solu¢ao.
Como mdc(8,16,12,4) = 4 e 4 | 56, o problema possui solu¢do, devemos agora,

encontrd-la, calculando sua solugao geral.
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Seja, 8z + 16y + 122 = p/, entdo, p’' + 4w = 56, como mdec(1,4) =1 e 1 | 56,

podemos fazer:

1 = 1.(=3)+41

56 = 1.(—168) + 4.56

dat,

p = —168+4t; ew = 56—t; e como p' e w devem ser niimeros inteiros positivos,
devemos ter 42 < t; < 56 com t; € Z.

FEscolhendo um valor conveniente para ty, de modo que mdc(8,16,12) divida p',

teremos:

8r + 16y + 122 = p' = —168 + 4t

fazendo uma nova substituicao em 8x+16y+12z = —168-+4t,, considerando 8x+16y = p”,

vem,

p’ + 12z = —168 + 4t

e como mdc(1,12) =1 e 1 | (=168 + 4t1) , qualquer que seja o valor de t; no intervalo

encontrado, podemos continuar nossa busca pela solugao, assim:

1 = 1.(=11)+121
—168 +4t; = 1.(=11)(—168 + 4t;) + 12.1.(—168 + 4t,)

—168 +4t; = 1.(1848 — 44ty) + 12.(—168 + 4t;)

logo, p" = (1848 —44t1) + 12ty e z = (—168+4t1) —ty e como p” e z devem ser inteiros

positivos, devemos ter:

—1848 + 44t 11
(1848 —44t1 )+ 12ty > 0 < 12, > —1848+44l; <ty > % St > —154+—h

(—168 +4t;) —ty > 0 & —ty > —(—168 + 4t1) &ty < —168 + 4t

11
gerando, —154 + ?tl <ty < —168 + 4t com ty € Z.
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Dando continuidade, devemos agora, escolher um wvalor conveniente para ty de

forma que mdc(8,16) divida p”, sendo assim, faremos,
8x + 16y = p” = 1848 — 44t + 121,
dat, como mdc(8,16) = 8, vem:

8 = 8.(=1)+16.1

(1848 — 44t + 12t2>

1848 — 44¢, + 12¢ 1848 — 44¢, + 12¢
< 8.(—1)( s 2)+16.1( Lt 2)

8 8

11 3 11 3

logo, teremos:

11 3 16 11 3
= 2314+ —t; — =t —ts = =231 4+ —t;1 — =t 2t
x 31 + 5 1 22—|— 3 3 31+ 5 1 22"‘ 3

=231 11t—|—3t t
Y= 21 22 3

com x ey numeros inteiros positivos, entao, devemos proceder assim:

11 3 11 3 231 11 3
—231 + —t; — =t 2t 2t 231 — —t —t t — — —t —t
3+21 22+ 3> 0< 23 > 23 21+22<=> 3 > 5 41+42

11 3 11 3 11 3
231 — —t —to — t —t — 1231 — —t¢ —t t 231 — —t —t
3 21—0—22 3> 04 —t3 > <3 21+22)<:>3<3 21+22

231 11 3 11 3
gerando, - Ztl + Ztg <ty <231 — ?tl + Etg com ts € 7.

Depois de ter analisado todas as restrigoes de ti, to e tz, encontramos:

42 < t; < 56
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11
—154 + ?tl <ty < —168 + 4t

231 1115 +3t <3 <231 Ht —|—3t
9 AN 5 1T 5t

com ty, ty ety € 7.

Para responder a pergunta do problema, procederemos da sequinte forma:

11
1. Set; =43, temos —154 + 3.43 = 3,6667 < ty < —168 4+ 4.43 = 4, logo como nao

existe ty € 7 neste caso, entao t; = 43 nao gera formas de montar o quite.

11
2. Se ty = 44, temos —154 + 3.44 = 17,3333 < ty < —168 + 4.44 = 8 logo nao existe

ty € Z , assim como ao anterior, t; = 44 nao gera formas de montar o quite.

11
3. Se t; = 45, temos —154 + 3.45 =11 <ty < =168 +4.45 = 12 e como nao existe

ty € Z , assim como aos anteriores, t1 = 45 nao gera formas de montar o quite.

4. Se ty = 46, temos —154 + %.46 = 14,667 < ty < —168 + 4.46 = 6, ou seja,
to = 15, para encontrar t3, primeiramente devemos analisar se mdc(8,16) = 8
divide 1848 — 44t + 12t5, caso divida, continuaremos o processo, caso nao divida,
concluimos o processo, sem encontrar formas de montar o quite para os respectivos
valores de ty e ty. Como 1848 —44.46+12.15 = 4 e 8 1 4 seque que t; = 46 nao gera

formas de montar o quite.

11
5. Se t1 = 47, temos —154 + 3.47 = 18,333 < ty < —168 + 4.47 = 20, ou seja,

to = 19, para encontrar ts, procederemos como no anterior:

1848 — 44.47 + 12.19 = 8 e como 8 | 8, continuaremos o processo para encontrar

valor de t3, caso exista, entao,

231 11 3 11 3
2L s %= 231 — — A7+ 219 =1
5~ AT 19=0,5 <t <231 — AT+ 19

e como nao existe tz € 7, t1 = 47 nao gera formas de montar o quite.

11
6. Set; =48, temos —154 + 3.48 =22 <ty < —168+4.48 =24, ou seja, ty = 23,
dat

63



10.

1848 — 44.48 + 12.23 = 12 e como 8 1 12 seque que t; = 48 ndao gera formas de

montar o quite.

11
Se t; = 49, temos —154 + 3.49 = 25,667 < ty < —168 + 4.49 = 28, analisando

cada caso, vem:

para ty = 26, obtemos 1848 —44.49+12.26 = 4 e como 8 1 4 nao € possivel encontrar
valor para ts,
para ty = 27, obtemos 1848 — 44.49 4+ 12.27 = 16 e como 8 | 16, seque que,

231 11 3 11 3
-5 Z.49+ 1.27 =1<t3 <231 — ?.49+ 5.27 = 2, que nao gera valor para ts,

entao, para t; = 49, nao encontramos formas de montar o quite.

11
Se t; = 50, temos —154 + 3.50 = 29,333 < ty < —168 + 4.50 = 32, analisando
cada caso, vem:

para to = 30, obtemos 1848 — 44.50 4+ 12.30 = 8 e como 8 | 8 seque que,

231 11 3 11 3
5 - Z.50 + 1.30 =0,5 <t3 <231 — 7.50 + 5.30 =1, que nao gera ts,

para ty = 31, obtemos 1848 — 44.50 + 12.31 = 20 e como 8 1 20 néao € possivel

encontrar valor para ts, entao, t; = 50 nao gera formas de montar o quite.

11 .
Se t; = 51, temos —154 + §.51 =33 < ty < —168 + 4.51 = 36, analisando cada
caso, vem:

para ty = 34, obtemos 1848 —44.51+12.34 = 12 e como 8 1 8 nao € possivel encontrar

valor para ts,
para to = 35, obtemos 1848 — 44.51 4+ 12.35 = 24 e como 8 | 24 seque que,

231 11 3 11 3
-5 - 1.51 + 1.35 =1,5 <13 <231 — 7.51 + 5.35 =3, que gera t3 = 2,

entao, para t; = 51, temos uma forma de montar o quite.

11
Se t; = 52, temos —154 + §.52 = 36,667 < ty < —168 + 4.52 = 40, analisando

cada caso, vem:

para ty = 37, obtemos 1848 —44.52+12.37 = 4 e como 8 1 4 nao € possivel encontrar

valor para ts,
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11.

12.

15.

para to = 38, obtemos 1848 — 44.52 4+ 12.38 = 16 e como 8 | 16 seque que,

231 11 3
524

11 3
5 1 1.38 =1<t3 <23l — 7.52—1— 5.38 = 2, que nao gera valor para t3,

para ty = 39, obtemos 1848 — 44.52 + 12.39 = 28 e como 8 1 28 ndo € possivel

encontrar valor para tz, entdo, t; = 52 nao gera formas de montar o quite.

11
Se t; = 53, temos —154 + §.53 = 40,333 < ty < —168 + 4.53 = 44, analisando
cada caso, vem:
para ty = 41, obtemos 1848 — 44.53 + 12.41 = 8 e como 8 | 8 seque que,

231 11 3 11 3
-5 Z.53+ 1.41 =0,b<t3 <231 — ?.534— 5.41 =1, que nao gera valor de t3,

para ty = 42, obtemos 1848 — 44.53 + 12.42 = 20 e como 8 1 20 nao € possivel
encontrar valor para ts,
para ty = 43, obtemos 1848 — 44.53 + 12.43 = 32 e como 8 | 32 seque que,

231 11 3 11 3
- - Z.53+ 1.43 =2 <ty <23l — 7.53—1— 5.43 =4, ou seja, t3 = 3, entao, para

t1 = 53, temos uma forma de montar o quite.

11
Se t; = 54, temos —154 + ?.54 =44 < ty < —168 + 4.54 = 48, analisando cada

caso, vem:.

para to = 45, obtemos 1848 — 44.54 + 12.45 = 12 e como 8 1 12 nao é possivel
encontrar valor para ts,
para ty = 46, obtemos 1848 — 44.54 4+ 12.46 = 24 e como 8 | 24 seque que,

231 11 3
R

11 3 :
5 1 1.46—1,5<t3<231—?.54+§.46—3, ou seja, t3 = 2,

para ty = 47, obtemos 1848 — 44.54 + 12.47 = 36 e como 8 1 36 ndo € possivel

encontrar valor para tz, entdo, para t; = 54, temos uma forma de montar o quite.
11 .

Se t; = 55, temos —154 + 3.55 = 47,667 < ty < —168 + 4.55 = 52, analisando

cada caso, vem:

para ty = 48, obtemos 1848 —44.55+12.48 = 4 e como 8 1 4 nao € possivel encontrar

valor para ts,
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para to = 49, obtemos 1848 — 44.55 4+ 12.49 = 16 e como 8 | 16 seque que,

231 11 3 11 3

5 1 55—1—4 9 <tz <23 5 55+2 9 , que nao gera valor para ts,

para ty = 50, obtemos 1848 — 44.55 + 12.50 = 28 e como 8 1 28 ndo € possivel

encontrar valor para ts,

para ty = 51, obtemos 1848 — 44.55 4+ 12.51 = 40 e como 8 | 40 seque que,

231 11 3 11 3 , .
— — —05+4+-.51=2,5<t3 <231 — 7.55+ 5.51 =5, ou seja, dois valores para

2 4 4
t3, entao, para ty = 55, temos duas formas de montar o quite.

Agora, basta somar todas as possibilidades acima para encontrar o total de ma-

neiras, M, de montar o quite.

Assim:

M=0+0+0+0+0+04+04+04+14+0+1+1+2=5

logo, hd 5 maneiras diferentes de montar o quite.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos como ¢é possivel encontrar solugoes de uma equacao
diofantina linear que contenha um ntmero qualquer de variaveis, e também, mostramos
que é possivel a aplicacao desse tipo de equacao em situacgoes do nosso cotidiano. Dessa
forma, trabalhamos objetivamente o conceito mais geral de mdximo divisor comum e do
algoritmo euclidiano e que os mesmos nao se resumem apenas em descobrir qual é o
maior divisor entre niimeros inteiros, mas também, que sua aplicabilidade, auxiliada pelo
algoritmo de Euclides, possui uma significativa importancia no processo de resolugao das
equacgoes diofantinas lineares.

Explicamos também que uma equacao diofiantina linear em duas variaveis azx +
by = ¢ pode ser resolvida pelo algoritmo euclidiano. Vimos também que estas equagoes
tem solugao quando d = mdc(a,b) | c¢. Para encontrar uma solugao da equagao diofantina
linear de n variaveis a,xy + asxs + azrs+ ...+ ap_12,_1 + anT, = ¢, novamente precisamos
verificar se d = mdc(ay, ag, ag, ..., an_1,a,) | ¢ e indutivamente reduzimos a equagao a uma
equagao de n — 1 variaveis.

Além disso, este é um material que pode ser desenvolvido a partir das ultimas
séries do ensino fundamental, sendo as aplicacoes das equagoes diofantinas lineares com
duas variaveis no fundamental e as aplicagoes das equacoes diofantinas lineares com trés
variaveis no ensino médio. Tais aplicagoes, também vem sendo exploradas pelos profes-
sores do Programa de Mestrado Profissional - PROFMAT e do Programa de Iniciagao
Cientifica da OBMEP.

Nas escolas piublicas cabe ao professor explora-lo da forma que lhe pareca mais
conveniente, sempre buscando instigar a curiosidade de cada aluno em sua forma de
aplicacdo. Em nossa bibliografia encontra-se alguns livros, tais como HEFEZ [2011],
HEFEZ [2009] e DOMINGUES [1991], que podem contribuir com este tema tao rico em

aplicagoes envolvendo os niimeros inteiros.
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O PROFMAT, atinge as metas contidas em SBM [2013], pois possibilita ao pro-
fessor se qualificar, oportunizando ao mesmo aprofundar seus conhecimentos e melhorar a
qualidade de suas aulas, que é algo constantemente solicitado dos professores da educacao

bésica.
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