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RESUMO

O presente trabalho tem o objetivo de contextualizar o estudo de aplicagdo da sequéncia
de Fibonacci. Especificamente, trataremos do problema da bisseccao de areas de figuras
planas através de caminhos poligonais com pontos obtidos através da sequéncia de
Fibonacci. Finalmente, apresentaremos uma proposta de aula investigativa com

aplicacdes dos resultados apresentados utilizando o sofiware Geogebra.

Palavras-chave: Area de figuras planas, Sequéncias, Caminhos poligonais, Divisao de
areas, Aplicagoes.



ABSTRACT

The present work has the objective to contextualize the study of one more of the many
applications of Fibonacci sequence. Specifically, we will address the problem of sexing
of areas of plane figures through polygonal paths with points obtained through the
Fibonacci sequence. Finally, we will present a proposal for investigative classrooms

with applications of the results presented using the software Geogebra.

Key words: Area of plane figures, Sequences, Polygonal paths, Division of areas,
Applications.
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Capitulo 1

Introducao

Atualmente tem-se percebido uma grande dificuldade em atrelar os contetidos
matematicos ao cotidiano e estimular os alunos para as aulas. Diante disso percebe-se
que demonstrar mais uma das varias aplicacdes da Sequéncia de Fibonacci pode
despertar os jovens para um olhar investigativo e curioso, quebrando as barreiras
existentes no ensino/aprendizagem de Matematica, Barco (1987).

Dentre as muitas atribuicdes de um professor, estd, a de explorar o ensino da
matematica em situagdes que envolvam novos conceitos vistos agora com uma
roupagem nova, que incentivem o aluno a desenvolver seu pensamento de forma mais
abrangente, Facco (2003). Todavia, por experiéncias do autor lecionando aulas para o
Ensino Médio e por contato com outros professores do mesmo nivel de ensino, observa-
se prevalecer, ainda, a abordagem das sequéncias de Fibonacci desvinculada as suas
aplicacoes, limitada a analisar as propriedades dessas sequéncias sem um contexto que
justifique esse estudo. Essa pratica gera frustracdo e desinteresse por parte do aluno ao

estudar o conteudo.

Na busca de uma nova alternativa de abordagem desse assunto, houve o
desenvolvimento do presente trabalho. O objetivo ¢ propor aos professores do Ensino
Médio suporte tedrico e um plano de aula que engloba a bissec¢dao de areas de figuras

planas através de caminhos poligonais.

Com o uso do software Geogebra podemos evidenciar tal propriedade de forma
dinamica e pratica. Para garantir ao docente um suporte tedrico para o desenvolvimento
da pratica proposta e de outras similares, o trabalho traz uma revisdo de conteudos
fundamentais de dominio do professor para o direcionamento adequado da atividade.
Esses conceitos sdo as areas de figuras planas, sequéncias e caminhos poligonais. Com
esse trabalho ha o desejo de incentivar outras praticas contextualizadas na abordagem
das sequéncias de Fibonacci, aumentando assim e interesse nesse conteudo, fato que se

tornou a motivacao principal para o desenvolvimento do presente trabalho.
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Quanto ao embasamento tedrico, area de figuras planas elementares tais como o
retangulo, o tridngulo e o trapézio e suas propriedades ¢ o assunto do segundo capitulo.
No terceiro capitulo apresentaremos as sequéncias numéricas de um modo geral e mais
adiante a sequéncia de Fibonacci, contetido de suma importancia no embasamento do
nosso trabalho. No quarto capitulo apresentaremos o conceito de caminho poligonal e
um exemplo de aplicagdo do mesmo na divisdo da area de um retangulo. No quinto
capitulo trataremos da bissec¢do de areas de figuras planas através de caminhos

poligonais conforme mencionado no capitulo 2 e objetivo principal do nosso trabalho.

No tltimo capitulo, ha a proposta de aula investigativa para alunos do Ensino
Meédio sobre a bissec¢ao de areas planas. Na aula, propomos para o aluno a construgdo,
a experimentagdo, a verificagdo e a justificativa dos resultados. Para o suporte dessa

atividade utilizamos o software Geogebra, de facil aquisi¢do e utilizagcdo dos alunos.

Com esse trabalho ha um desejo de despertar em outros professores a criacao de
atividades semelhantes ou complementares a proposta, dando prioridade ao ensino da
Matematica contextualizada de forma a estimular a aprendizagem de modo prazeroso e

significativo.
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Capitulo 2

Area de figuras planas

Como ja& mencionado na introdug¢do, nosso trabalho entrelaca conceitos de
geometria e aritmética de nUmeros inteiros. Neste capitulo abordaremos alguns
conceitos elementares que serdo utilizados na parte principal do trabalho.
Comecaremos, na primeira se¢ao, com area de figuras planas.

Segundo Facco (2003), uma figura plana ¢ uma regido plana fechada por curvas.
Na geometria, as formas mais conhecidas de figuras planas sdo: circulo, quadrado,
triangulo, retdngulo, trapézio, hexagono, pentagono, paralelogramo e losango.

Os célculos relacionados a areas de figuras planas regulares sdo de certa forma
realizados facilmente, devido as formulas matemadticas existentes. No caso de figuras
como o triangulo, quadrado, retangulo, trapézios, losangos, paralelogramo entre outras,
basta relacionarmos as formulas a figura e realizar os célculos necessarios. Algumas
situagdes exigem ferramentas auxiliares na obtengdo de areas, como exemplo as regides
existentes sob uma curva. Para tais situacdes utilizamos os calculos envolvendo as
nogdes de integragdes desenvolvidas por Isaac Newton e Leibniz.

Nem sempre podemos representar algebricamente uma curva no plano através de
uma lei de formagao chamada funcdo. A integral de uma funcao foi criada no intuito de
determinar areas sob uma curva no plano cartesiano. Os célculos envolvendo integrais

possuem diversas aplicagdes na Matematica e na Fisica. Observe a ilustracao a seguir:
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Figura 1 — Area da regido demarcada (A) da fun¢io matematica f na variavel x, no
intervalo (a, b).
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Para calcular a area da regido demarcada (A) utilizamos a integracao da fungao f
na variavel x, entre o intervalo a e b, mas isso ¢ um estudo mais aprimorado que nao
engloba o nosso trabalho. Para mais informagdes sobre o assunto veja por exemplo

Leithold (1994).

Denotamos por P o conjunto de todos os poligonos de um plano. Um poligono ¢
convexo se estd sempre contido em um dos semiplanos determinados pelas retas que

contém os seus lados.

Na figura 2 o poligono ¢ convexo e na figura 3 o poligono ¢ ndo convexo.

A1

A5
A2

Figura 2 — Poligono convexo.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

B2

Figura 3 — Poligono nao convexo.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

2.1 Postulado da unidade de areas
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Para cada figura plana, convexa ou ndo, podemos associar um nimero real

positivo, chamado de area da figura.

Por defini¢do a area de uma figura plana € um ntimero real positivo associado a

esta regido de forma que:

Para todo poligono convexo 4, existe uma unica aplicacao us: 4 — ]0, +oo [ tal

que:

(i) us(A)>0,YVAE P,

(1) Para todo poligono A; e A, de P, us(A; U Az) = us(Ai)+us(Az) se AiNA=0
(propriedade aditiva);

(111) Se uma 4rea A, estd contida em outra area A», entdo a drea de A, ¢ menor do

que (ou igual) a area de A..

Definicao. Chama-se medida da area A, e a indicaremos por m(A;) ao numero real
positivo associado a A, tal que a aplicacdo m(A;) = us(A.).
Apresentaremos as areas das figuras planas que mais utilizaremos no nosso

trabalho.

Areas de Figuras Planas
Area de um poligono ¢ a reunido do poligono com o seu interior. A figura a

seguir mostra uma regiao retangular.

Figura 4 — Regido retangular.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
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Na figura a seguir temos uma regido delimitada por um quadrado de lado medindo wu.

u

Figura 5 — Regido quadrada de lado medindo u.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Considere o retangulo de dimensées Su e 3u, figura 6.

u u u u u

Figura 6 — Regido retangular de dimensdes Su e 3u.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

A area dessa regido ¢ igual a 15.
Figuras planas congruentes

Duas figuras planas sdo denominadas congruentes se t€ém a mesma area. Assim,

na figura 7, os tridngulos sao congruentes e dai, area 7'1 = area 72.

Figura 7 — Figuras planas congruentes.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.



A figura 8, a seguir apresenta duas figuras congruentes:

Ty Ty

figura 1 figura 2

Figura 8 — Figuras congruentes.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

De fato, como
areasgq.. 1 = area T'1 + &rea T2 € areajgu, > = area T'1 + area 72

Entao areasgu 1 = areasgur »

Na figura, o quadrado de lado a tem area a”.

a

Figura 9 — Quadrado de lado medindo a.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Observacoes:

17
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1) Quando nos referirmos a area de um quadrado, de um triangulo, etc., estamos nos

referindo a area da respectiva figura plana;

2) Em um retangulo, dois lados adjacentes constituem a base e a altura do retangulo.

Area de um retingulo

Teorema 1: A area de um retangulo € o produto da base pela sua altura.

Demonstracao:

Considere um retangulo de base a, altura b e area Ag, figura 10.

b

a Ar

Figura 10 — Retangulo de base medindo a e altura b.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Vamos considerar os quadrados de lados medindo a, b e a + b, figurall.

a b
a a’? AR a
b Ar b> |b
a b

Figura 11 — Quadrados de lados de medidas a, b e a + b.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Dado o retangulo R, de base b e altura a, construiremos o quadrado Q, de lado a

+ b, 0 qual contém 2 copias de R e mais dois quadrados, um de lado a e outro de lado b,
figura 11.

Como
Ao=(a +b)’=a*+2ab + b*
Temos pelos postulados de areas que:



19
@+ Ar+ Ar + b* = (a + by
Ou seja, a* +24r + b*=a* + 2ab + b*
Entao 4x = ab.
O
Teorema 2: Todo paralelogramo ¢é equivalente a um retangulo de base e altura
respectivamente congruentes as do paralelogramo.

Demonstracao:
Considere o paralelogramo ABCD da figura 12.
A b D
| |
| |
'h |
| |
| |
| |
. i |
B E C F

Figura 12 — Paralelogramo ABCD.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Pelos vértices 4 e D, tragcam-se perpendiculares AE e DF a reta suporte do
lado BC.

Devemos provar que os triangulos ABE ¢ DCF sao congruentes. Como 48 = CD
pois sdo os lados opostos de um paralelogramo e AE = DF logo AEB=DFC.

Entdo a 4rea do paralelogramo ABCD ¢ congruente a area do retangulo
AEFD, ja que as areas sdo iguais. O

A b D

~
e ——)

mel_ S
[

Figura 13 — Retangulo AEFD.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Denotando por b e & as medidas da base e altura comuns, temos
Ap=Agr. Como Ag =b - h (Teorema 1) entdo Ap="5b - h.
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Portanto, a area de um paralelogramo ¢ igual ao produto da base pela
altura.
Area de um tridngulo
Teorema 3: A area de um tridngulo ¢ igual a metade do produto da base pela
altura.
Demonstracao:
Considere o tridangulo ABC de base b e altura 4, figura 14.

A

h

B Elb C

Figura 14 — Triangulo ABC.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Trace AD e CD, respectivamente, paralelas aos lados BC e 4B, figura 15, dai
temos o paralelogramo ABCD.

Figura 15 — Paralelogramo ABCD.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Como A ABC = A CDA, pois AD = BC, AB = CD e AC comum.
Entdo Ar=A4p2 =5 . h/2

Area de um trapézio

Teorema 4: A area de um trapézio ¢ igual a metade do produto da medida da
altura pela soma das medidas das bases.

Demonstracio:

Considere o trapézio ABCD de bases medindo b, e b, e altura medindo h, figura
16.
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[
D b2 C

Figura 16 — Trapézio ABCD.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Podemos dividir este trapézio em dois tridngulos que sdo: A ADC e A ABC
de mesma altura h, figura 17.

A A b, B

Figura 17 — Triangulos ADC e ABC.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

EntaO Atrapézio = b2 . h/2 + b] . h/2
Ou seja, Atrapézi(): (b1 + bz)h/2

Estas figuras elementares serdo utilizadas mais adiante no desenvolvimento do

nosso trabalho.



22

Capitulo 3

Sequéencias

Como ja mencionado no capitulo 2, nosso trabalho entrelaca conceitos de
geometria e artimética de numeros inteiros. Neste capitulo abordaremos alguns
conceitos elementares que serdo utilizados na parte principal do trabalho.
Comecaremos, na proxima se¢do, com sequéncias e mais especificamente a sequéncia
definida pelos nimeros de Fibonacci que determinard o caminho poligonal que iréd fazer
a bisse¢do da area de uma figura plana.

Neste capitulo, trataremos inicialmente das sequéncias numéricas de forma geral

e, posteriormente da sequéncia de Fibonacci.

Em muitas situagdes da vida didria aparece a ideia de sequéncia ou sucessdo.
Assim, por exemplo, temos:

® a sequéncia finita representada pelos dias da semana (domingo, segunda, ...,
sabado);

e a sequéncia finita representada pelos meses do ano (janeiro, fevereiro, ...,
dezembro);

® asequéncia infinita representada pelos numeros naturais (0, 1, 2, 3,4, ...).

Em todas essas situagdes observamos uma certa ordem nos elementos da
sequéncia. Esses elementos sdo também chamados termos da sequéncia. Na sequéncia
dos meses do ano, temos:

1° termo: janeiro, 2° termo: fevereiro, ..., 12° termo: dezembro.

Os elementos sdo representados por letras latinas mintsculas indexadas pela
ordem em que aparece na sequéncia.

Se representarmos o 1° termo por a; (1é-se a indice um, ou a um), o 2° termo por
a,, 0 3° por as, e assim por diante, até¢ o termo de ordem n, ou enésimo termo (a,), essa
sequéncia pode ser representada por:
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(ai, a2, a3, ..., an)
Neste exemplo, temos:
® a,=janeiro;
e a;=julho;
® a0 = outubro;
® a;; =dezembro.
Definicao.

Uma sequéncia numérica ¢ uma fun¢do cujo dominio é o conjunto numérico N.
Os ntimeros do contradominio sao indicados por ai, a,, as, ..., an.

S: A— B, onde A € N.

Exemplos.

1°) A sequéncia dos numeros impares positivos ¢ infinita: (1, 3,5, 7,9, ...), na qual a, =

l,a,=3,a3=5,a,=7,as=9, etc;

2°) A sequéncia dos quatro primeiros multiplos de 5 ¢ finita: (0, 5, 10, 15). Nesse caso,

a=0,a,=5,a3=10cas=15;
3°) A sequéncia dos nimeros quadrados perfeitos ¢ infinita: (1, 4, 9, 16, 25, ...);

4°) A sequéncia do niamero de dias dos 12 meses de um ano bissexto ¢ finita: (31, 29,
31, 30, 31, 30, 31, 31, 30, 31, 30, 31). Esse exemplo mostra ainda que os termos de uma

sequéncia sdo sdo necessariamente distintos;
5°) Asequéncia 17, 12,7, 2, -3, -8 ¢ uma sequéncia finita de 6 termos.
Determinacio de uma sequéncia

Algumas sequéncias sdao dadas por regras ou leis matematicas chamadas leis de

Jformagdo, que possibilitam explicitar todos os seus termos.

A sequéncia a, = 2n — 1, n € N*, ¢ dada por:
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e paran=1l=a=2.1-1=1;
® paran=2=>a,=2.2-1=3;
¢ paran=3=>a=2.3-1=35;
o paran=4=>a=2.4-1=7;etc.
Portanto, a sequéncia ¢ (1, 3, 5, 7, ...), ou seja, a dos nimeros naturais impares.
Outras sequéncias infinitas que nao conhecemos as leis de formagao.
Exemplos.
1°) A sequéncia dos numeros primos: (2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ...);

2°) A sequéncia dos numeros naturais nas casas decimais no numero 7 (1, 4, 1, 5, 9,

)

Exemplo.

Vamos determinar o termo a,, chamado fermo geral, na sequéncia dos nuimeros

quadrados perfeitos (1, 4, 9, 16, 25, ...).
Observamos que:

e n=1=2a,=1=12

n=2=a=4=2°

n=3=a=9=32

n=4=a=16=42

® paraum n qualquer = a, =n?

Logo, a, = n? é o termo geral da sequéncia, com n € N*,
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3.1 Sequéncia de Fibonacci

Leonardo de Pisa (1170-1250) nasceu no centro comercial italiano de Pisa. Seu
pai, Guilelmo, era funcionario da alfandega em Bugia, atual Argélia, e foi quem ensinou
a seu filho os simbolos numéricos inventados pelos hindus e pelos arabes. Somente no
século XIX o nome Fibonacci (filho de Bonaccio) lhe foi atribuido e assim ¢ conhecido
até hoje.

Mais tarde Leonardo tornou-se comerciante e escreveu: ~Gostei tanto das
instrugcdes que continuei a estudar matematica durante viagens de negdcios ao Egito,
Siria, Grécia, Sicilia e Provenga, e gostei de debater com os estudiosos desses lugares,”
Eves (2004).

Sua principal obra foi Liber Abaci (livro de dbaco), publicado em 1202, mas ao
contrario do que o titulo sugere, nao se trata de um livro sobre dbaco e sim um texto
aritmético escrito utilizando os simbolos e métodos hindus e arabicos.

Fibonacci foi o primeiro matematico europeu a utilizar a barra para
representacao de fragdes da mesma forma como € usado hoje.

Um dos problemas apresentados no Liber Abaci, trata de um modelo idealizado
de reproducdo de coelhos, apresentado na segunda parte do capitulo 15.

Segundo Barco (1987), a sequéncia de Fibonacci torna-se interessante pela
frequéncia e variedade de suas apari¢cdes na natureza e na arte, por exemplo, o nimero
de pequenas flores que formam o miolo do girassol ¢ um dos niimeros da sequéncia de
Fibonacci e alguns poetas romanos, como Virgilio, escreveram poemas nos quais a
métrica estd definida conforme a regra da sequéncia de Fibonacci. Apesar das notdrias
contribuicdes de Fibonacci para a matematica nas mais diversas areas, ele ¢ hoje, no
entanto, mais conhecido pela chamada sequéncia de Fibonacci, apresentada no Liber
Abaci como resposta para um problema envolvendo o crescimento de uma populagdo de
coelhos. Vejamos o problema proposto por Fibonacci. Quantos casais de coelhos teriam

ao final de 1 ano se:

* No primeiro més temos um coelho macho e um coelho fémea. Estes dois coelhos
acabaram de nascer. * Um coelho s6 atinge a maturidade sexual ao final de um més. « O
periodo de gestagdo de um coelho dura um més. ¢ Ao atingirem a maturidade sexual, a

fémea ird dar a luz todos os meses. * A mae ira dar a luz todos os meses um coelho
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macho ou um coelho fémea. * Os coelhos nunca morrem. Este problema pode ser

representado segundo a tabela abaixo:

Meés Casais Maduros Casais Novos
01 1 0
02 1 1
03 2 1
04 3 2
05 5 3
06 8 5
07 13 8
08 21 13
09 34 21
10 55 34
11 89 55
12 144 89

Este modelo de crescimento do ntimero de casais de coelhos ¢ utilizado para

apresentar uma sequéncia numérica conhecida como Sequéncia de Fibonacci.
Denotando por f, o nimero de casais de coelhos ao fim do n-ésimo més, tem-se

que:

1

fi
f=1
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fGi=fLtfi=1+1=2

fi=fi+f=2+1=3

fi=fitfs=3+2=5

fo=fstfi=5+3=8

fi=fstfs;=8+5=13

E assim por diante. Isto &,
f)=01,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, . .fi=f, 1 t fi2,..),n € N,n>2,
Assim a solu¢do para o problema anterior é:

(1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144).

Fibonacci em suas observagdes percebeu que cada termo da sequéncia a partir
do terceiro termo € obtido através da soma dos dois termos antecessores. A sequéncia

supracitada sera essencial para nosso objetivo final.

Para escrever formalmente a lei que gera esta sequéncia, serd utilizada a

definigdo a seguir.
Definindo a Sequéncia de Fibonacci

Na matematica, os numeros de Fibonacci sio uma sequéncia ou sucessao

definida como recursiva pela formula:
fi=fi1tfio,comn>2efi=1f,=1.
Os primeiros nimeros de Fibonacci sdo:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233, . . ., fia, fur, £y - ..

Essa relagao define, por recorréncia, uma sequéncia de nuimeros naturais,
chamada Sequéncia de Fibonacci, cujos termos sdo chamados de Numeros de

Fibonacci.
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Os Numeros de Fibonacci apresentam propriedades aritméticas notaveis que so,
até hoje, objeto de investigacdo. Existe at¢ uma revista intitulada The Fibonacci
Quarterly, criada em 1963, dedicada a pesquisa em torno desses nimeros. Mas o que
mais nos impressiona ¢ o fato de que esses nimeros aparecem na geometria, na Teoria
dos Numeros, na genética, assim como surgem, inesperadamente, em fendmenos
aparentemente desconexos, tais como, na distribui¢do das sementes dentro de um

girassol, na arvore genealdgica de um zangao e na relagdo com o Numero de Ouro.
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Capitulo 4

Caminhos Poligonais

Neste capitulo trataremos da classificacdo de caminho poligonal definido pelos nlimeros
de Fibonacci. Antes de mostrarmos esse conceito, buscamos gradativamente construir os
principais topicos envolvidos.

4.1 O plano cartesiano

Dois eixos orientados (X e Y) sdo dispostos ortogonalmente, dando origem a
divisdo do plano em quatro partes, cada uma das quais denominada quadrante. Os
quatro quadrantes sao numerados no sentido anti-horario, como mostra a figura 18, os
eixos ¢ a intersecao entre eles sao denominados, respectivamente, eixo das abscissas
(X), eixo das ordenadas (Y) e origem (O) do sistema de coordenadas.

Um par ordenado de nimeros ¢ o conjunto formado por dois nimeros em certa
ordem. Usa-se a notagao (x, y) para indicar o par ordenado em que x € a abscissae y ¢ a

ordenada. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1. (1, 3) € o par ordenado em que a abscissa € 1 e a ordenada ¢ 3.
Exemplo 2. (3, 1) € o par ordenado em que a abscissa ¢ 3 e a ordenada ¢ 1.

Note que os pares (1, 3) e (3, 1) diferem entre si pela ordem de seus elementos.

A cada ponto P do plano cartesiano corresponde um par ordenado (x, y) de
numeros reais e, inversamente, cada par (X, y) tem como seu correspondente um ponto
P do plano; escrevemos P(x, y) para indicar esses fatos.

A reta que divide ao meio os quadrantes impares ¢ chamada primeira bissetriz e
a que divide os quadrantes pares ¢ a segunda bissetriz.

Também sdo mostrados os sinais das coordenadas em cada quadrante.

Coordenadas no plano
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A escolha de um sistema de coordenadas no plano II permite estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre IT e R2% Temos que R? é o conjunto dos pares
ordenados (x, y) de numeros reais. A cada ponto P do plano II corresponde um par
ordenado (x, y) € R2 Os ntimeros x ¢ y sdo as coordenadas do ponto P relativamente
ao sistema OXY: x € a abcissa e y € a ordenada de P. As coordenadas x, y do ponto P sdo

definidas do seguinte modo:

Se P estiver sobre o eixo OX, o par ordenado que lhe corresponde € (x, 0), onde
x € a coordenada de P no eixo OX. Se P estiver sobre o eixo QY, a ele corresponde o par
(0, v), onde y ¢ a coordenada de P nesse eixo. Se P ndo estd em qualquer dos eixos,
tracamos por P uma paralela ao eixo OY, a qual corta OX no ponto de coordenada x e
uma paralela ao eixo OX, a qual corta OY no ponto de coordenada y. Entdo x serd a
abcissa e y a ordenada do ponto P. Noutras palavras, (x, y) € R? ¢ o par ordenado de

nimeros reais que corresponde ao ponto P.

Um sistema de coordenadas (cartesianas) no plano IT consiste num par de eixos
perpendiculares OX e OY contidos nesse plano, com a mesma origem O. Chama-se OX

o eixo das abcissas € OY € o eixo das ordenadas. O sistema ¢ indicado com a notagao

OXY.

6dY
P
b ¥ L e e B T -
|
|
|
|
|
ch [
|
|
|
|
s 0 1X X
] S 0 2 4 6
|
|
|
|
| P :
> - - - P

Figura 18 — Sistema de coordenadas OXY.
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
O ponto O, origem do sistema de coordenadas, tem abcissa e ordenada ambas

iguais a zero. Assim, a ele corresponde (0, 0) € R2.

Se x ¢ a abcissa e y ¢ a ordenada do ponto P, o ponto P’ de coordenadas (x, 0)
chama-se a proje¢do de P sobre o eixo OX enquanto o ponto P”, de coordenadas (0, y) ¢

chamado a projegdo de P sobre o eixo OY.
4.2 Segmento de reta

Defini¢cdo. Dados dois pontos distintos, a reunido do conjunto desses dois pontos

com o conjunto dos pontos que estdo compreendidos entre eles ¢ um segmento de reta.

Assim, dados A e B, A # B, o segmento de reta AB encontra-se representado na
figura 19 e pode ser escrito como AB = {A, B} U {X | X estd compreendido entre A e
B}.

=9
vs]

Figura 19 — Segmento de reta AB.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
Os pontos A4 e B sao as extremidades do segmento AB e os pontos que estdo

compreendidos entre 4 e B sdo pontos internos do segmento AB.

Se os pontos 4 e B coincidem (4 = B), dizemos que o segmento AB é o

segmento nulo.
Segmentos consecutivos

Dois segmentos de reta sdo consecutivos quando uma extremidade de um deles ¢
também extremidade do outro (uma extremidade de um coincide com uma extremidade
do outro. Um segmento orientado ¢ determinado por um par ordenado de pontos, o
primeiro chamado origem do segmento, o outro chamado extremidade. Um segmento

AB ¢ dito orientado quando hd uma distingdo entre os pontos A e B que o determinam,
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sendo um deles chamado origem e o outro de extremidade do segmento orientado. Se o
ponto A ¢ a origem de um segmento orientado € o ponto B ¢ a sua extremidade,
denotamos esse segmento por AB e dizemos que o sentido da orientagdo de AB ¢ de A
para B. Se, por outro lado, B for a origem e A a extremidade, denotamos o segmento
orientado por BA e dizemos que o sentido da orientagio ¢ de B para A. E
geometricamente indicado por uma seta que caracteriza visualmente o sentido do

segmento conforme figura abaixo.

Figura 20 — Segmento orientado AB.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Exemplos de segmentos consecutivos. A figura a seguir apresenta trés pares de

segmentos consecutivos: AB e BC, MN e NP, RS e ST.

Figura 21 — Segmentos de reta consecutivos.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Segmentos colineares
Dois segmentos de reta sao colineares quando possuem a mesma direcao.
Exemplos.

Os segmentos 4B ¢ CD, MN e NP, RT e TS, da figura 22 sao colineares sendo AB e CD

ndo consecutivos.
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Figura 22 — Segmentos colineares.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Segmentos adjacentes

Dois segmentos consecutivos € colineares sao adjacentes quando possuem em

comum apenas uma extremidade (ndo t€ém pontos internos comuns).
Exemplos.

Os segmentos MN e NP, figura 23, sdo adjacentes (sdo consecutivos colineares, tendo

somente N comum isto ¢, MN N NP = {N}).

=e¢
Ze
e
e
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Figura 23 — Segmentos adjacentes.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
Ja os segmentos RS e ST ndo sdo adjacentes (sdo consecutivos colineares e além de S

tém outros pontos comuns, ou seja, RS n ST = ST).
4.3 Caminho Poligonal

Definicao. Um caminho poligonal ¢ uma sucessao de segmentos consecutivos e
nao-colineares, dois a dois. Denotamos um caminho poligonal fornecendo a sequéncia
dos pontos extremos dos segmentos que o formam, ou seja, o caminho poligonal P(P,P,

.. PniP, corresponde a reunido dos segmentos PoP,, P\P,, ..., P,.1P,. Na figura a seguir

temos o caminho poligonal PoP,P,P;:
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Figura 24 — Caminho poligonal.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
Um caminho poligonal PoP,P;...P, serd chamado crescente, se as abscissas e as

ordenadas dos vértices dos pontos Py, Pi, P, ... formarem sequéncias crescentes, ou
seja, Pi(Xi,yi) € Pi+1(Xi+1,yi+1) para 120, Xi<Xi+1 € Yi<Vi+1.
Na figura a seguir o caminho poligonal PoP;...Ps € crescente.

y

Figura 25 — Caminho poligonal crescente e ndo decrescente.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Um caminho poligonal PoP,P....P, sera chamado ndo decrescente se as abscissas
e as ordenadas dos vértices dos pontos Py, Py, P,,..., P, formarem sequéncias nao
decrescentes, Pi(xi,yi) € Pivi(Xis1,yin) para i>0, xi<Xir1 € Yi<yit1.

Na figura 25 o caminho poligonal QoQ;...Q7 € ndo decrescente.

Exemplo 1.

Consideremos um caminho poligonal passando por dois vértices opostos de um
retdngulo. Em um exemplo particular figura 26. O caminho comega na origem, (0, 0) e
passa, por segmentos consecutivos de linha reta, através dos pontos (5,8), (8,13) e
(13,21), dividindo assim o retangulo em duas regides que sdo rotuladas por 4 (acima) e

B (abaixo).
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Figura 26 — Caminho passando pelos vértices opostos de um retangulo.
Fonte: Mathematical Reflections.

Vocés acham que héd algo interessante sobre as areas dessas regides? Tome

alguns minutos para calcular

cada uma de suas areas.

Surpreso? Vamos ao calculo.

A area A que compreeende o tridngulo A; de vértices (0, 0), (0, 8) e (5, 8), o
trapézio A, de vértices (0, 8), (5, 8), (8, 13) e (0, 13) e o trapézio A; de vértices (0, 13),

(8, 13), (13, 21) e (0, 21) e que apds utilizar as féormulas para o calculo de areas de

figuras planas vista no capitulo 2, temos

A drea A = Area A, +

que €,

Area A, + Area A;

A area A= 5x8/2 + (5+8)x5/2 + (8+13)x8/2 =20 + 32,5 + 84 = 136,5.

A é4rea B que compreende o trapézio B, de vértices (0, 0), (13, 0), (13, 8) e (5, 8),

o trapézio B, de vértices (5, 8), (13, 8), (13, 13) e (8, 13) e o tridngulo B de vértices

(8,13), (13,13) e (13,21) e que apds utilizar as formulas para o calculo de areas de

figuras planas vista no capitulo 2, temos:
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A 4rea B = Area B, + Area B, + Area B;

que &,

A area B = (8+13)x8/2 + (5+8)x5/2 + 5x8/2 = 84 + 32,5+ 20 = 136,5.

Logo as areas sdo iguais.

Vocé acha que tinhamos que escolher as coordenadas dos pontos de "quebra" de
forma especial para as areas A e B? Vocé ja pode ter notado que as coordenadas dos
pontos de quebra (exceto para a origem) sdo, de fato, retirados dos numeros de
Fibonacci consecutivos 5, 8, 13, 21.

Em seguida mostraremos gradativamente a divisao das primeiras figuras planas
até a deducao da formula e das hipdteses necessarias para a conclusao da sua aplicagao.

A figura a seguir apresenta o retangulo de areas A, A,, Bi e Ba:

(13, 21)

(8, 13)

(5. 8)

(0, 0)

Figura 27 — Retangulo de areas A1, A,, B: e B..
Fonte: Mathematical Reflections.

Segundo Hilton (1993), podemos ver muito mais do que apenas a prova deste
caso em particular. Na verdade, o que torna as areas dos quadrados A;, B, iguais, ¢ as
areas dos quadrados A,, B: iguais, ndo ¢ o fato de que os numeros que escolhemos
serem numeros de Fibonacci, mas simplesmente o fato de que os nlimeros de Fibonacci
F., n>1, sdo nimeros positivos que satisfazem a relacdo geral de recorréncia fi=

fn+l +fn
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Ainda segundo Hilton (1993), se comecarmos na origem e passarmos ao longo
de segmentos de reta através de Pi(f,, fur1), Pa(fori, foi2), € Pi(fire, fir3), temos um
caminho que divide o retangulo em duas regides de areas iguais. A figura 27, com os

pontos devidamente rotulados, serve como exemplo dessa afirma¢do muito mais geral.
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Capitulo 5
Bisseccao de areas através de

caminhos poligonais

Como ja mencionado no capitulo 4, nosso trabalho entrelaca conceitos de
geometria e sequéncias. Neste capitulo aplicaremos alguns conceitos elementares que
foram apresentados na parte principal do trabalho na bissec¢do de areas através de
caminhos poligonais.

Neste capitulo trataremos desta importante aplicacdo que se refere a bisse¢@o de
areas através de uma caminho poligonal definido pelos nimeros de Fibonacci. Antes de
demonstrarmos tal aplicagdo, buscamos gradativamente construir e relembrar os
principais conceitos envolvidos, para que assim se possa ter argumentos suficientes para
mais esta importante aplicagdo da sequéncia de Fibonacci. O objetivo aqui ¢ dar uma
prova geométrica elementar de seu resultado citado e, em seguida, dar uma prova
algébrica elementar de uma versao generalizada deste resultado.

E vélido relembrar que um caminho poligonal PoP,Ps...Pm:i onde Pi(xiyi) ¢ ndo
decresecente se Pi(xi,yi) € Piti(Xit1,yir1) para i>0, xi<xi:; € yi<yi:1, conforme apresentado
na pagina 37.

A figura a seguir apresenta o caminho poligonal PoP,P....Pni:

s

m+1




Figura 28 — Caminho poligonal PoPP,...Pp:1. *
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Note, pela figura acima, que para todo m natural podemos formar um retangulo
no plano com os vértices nos pontos (0,0), (Xm+1,0), (Xm+1,Ym+1) €(0,ym+1). Aqui, (Xm+1,0) €
(0,ym+1) sd@0 as projecdes do ponto Pn: nos eixos coordenados. Denotaremos o
retangulo PoXwPunYm por Ry, E, além disso, o caminho poligonal divide o retingulo em
duas regides, que denotaremos por Am e Bm, onde A, ¢ a regido determinada pelos
pontos Py, Py, Pa,...,; Pmi1, (Xm+1,0) € B, a regido formada pelos Po, Pi, P, ..., P,
(0,yme+1).

A figura a seguir apresenta a area A,=Area(PoPP...PnX.):

Figura 29 — A,,=Area(PoP,P:...PnX»).
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

A figura a seguir apresenta a area B,=Area(PoP.P...P,Y,):

Figura 30 — B,,=Area(PoP,P;...PnYy).
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
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Definicdo: Uma divisdo de drea através de um k-caminho (k > 2) ¢ um caminho
poligonal ndo decrescente PoP,P....Py: tal que para todo n > 0, temos que a area da
regido An ¢ igual a area da regido Bn. Aqui Ane By tem significado igual ao apresentado
acima.

A seguir apresentaremos um exemplo de uma divisdo de area através de um k-
caminho:
Exemplo: Considere os pontos Py(0,0), Pi(1,1), P2(2,1), P3(2,3), P4(9,3) e P5s(9,5) ¢ a

representacdo dada pela figura 31:

Figura 31 — Caminho poligonal.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Observe que Py(0,0), X5(9,0), Ys(0,5) e Ps(9,5) sdo vértices de um retangulo.

A figura a seguir apresenta a Area As:

v
6

Y5 P5

/ /| XS
) 2 ) 6 8 10




Figura 32 — Area As.

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Em seguida a figura 33 apresenta a Area Bs:
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Figura 33 — Area Bs.

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Observe que a area As=area Bs que ¢ igual a 22,5. Entretanto A; e B; tém areas

diferentes. Isto segue que a poligonal nao ¢ um 2-caminho.

Para cadan € N, n> 1, devemos provar que: o caminho poligonal FoF F,...Fa.

divide o retangulo FoXon+1Fan+1 Yo+ em duas regides de areas iguais. A figura 32 ilustra

esta divisdo de area proposta paran € N, n=0, 1, 2.

Exemplo: Considere o caminho poligonal Fy, Fi, ..

. Fs,

FO(0,0), Fl(fo,f1)=(1,l), Fz(f1,f2)=(1,2), F3(f2,f3)=(2,3), F4(f3,f4)=(3,5), Fs(f4,f5)=(5,8).

Observe que os pontos sao obtidos utilizando os numeros da sequéncia de Fibonacci f,,

para n natural.
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Figura 34 — Divisao do retangulo FoXsn1Foni1 Yo €m duas regides de mesma area.
Fonte: Elaborado pelo préprio autor.

Observe que As=Bs, As;=Bs;, A;=B,. Pela definicdo de divisdo de area por k-
caminho, o exemplo acima sugere que o caminho poligonal dado por pontos obtidos
pela sequéncia de Fibonacci ¢ candidato a um 2-caminho! Veremos adiante que este fato

¢é realmente verdadeiro.

Teorema S (Caracterizacao de k-caminhos poligonais): Um caminho ndo decrescente

PoP;...Py € um k caminho se, e somente se,

Xok+1  Ynke1 X(n+1)k y(n+1)k

det +...+det =0, paratodon=0.

Xnk+2 ynk+2

X(n+1)k+1 y(n+1)k+1

Demonstracao:

Considere um caminho poligonal ndo decrescente P, Py, ..., Pp.
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m+1

m+1

Figura 35 — Caminho poligonal PoPP:...Pni1.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Observe que os pontos P, € Pni1 € suas projecdes Xim, Xm+1, Ym, Yme1 produzem
dois trapézios. Denotando por C,, a area do trapézio PuPm+1Xmi1Xme por Dna area do

trapézio YmPwPm+1Ymi1, temos que
c= b )

2Cn=Xm+1Ym+1 + Xm+1Vm= Xm Vint1 - Xm Vim

2C0 = Xme1Vm+1-Xm Y+ Xm+1 Yim— Xm Ym+1

2Cm = Xm+1ym+]— Xm ym— (Xm ym+] - Xm+1ym)

2C"m:xm+1ym+1_'xm ym_det
‘xm+1 ym+l

. ym)

1
szg(ym+l_ym)(xm+l+xm)

2Dm = Vm+1Xm+1 +ym+1 Xm—Ym Xm+1-Ym Xm

2Dm = Vm+1Xm+1=Ym Xm +ym+] Xm=Ym Xm+1
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2Dm:ym+lxm+1_ymxm+det

Xn  Yn
Xm+1 ym +1
E igualando as duas areas, temos que:

2C,, = 2Dy, ou seja,

X V4
Xm+1ym+1_xmym_det(x g i

X
):ym+lxm+1_ymxm+det i Im )
Xm+1 ym+1

m+1 ym+1

E cancelando os termos semelhantes, temos:

—det| Xm Im ):det X Im )
Xm+1 ym+1 Xm+1 ym+1

Logo,

2det| *m Im )ZO:>det . ):0.
Xm+1 .ym+1 Xm+1 ym+1

Corolario: Considere a poligonal Fo, Fy, ..., Fn, ..., onde Fy(0,0) e Fu(f..1, fo), para todo

n >1. Entdo a poligonal ¢ um 2-caminho.
Demonstracio:

Pelo Teorema 5, devemos mostrar que

X2n+1 y2n+1

det +det

X2n+2 y2n+2 X2n+3 y2n+3

X2n+2 y2n+2) :0

Usando que a poligonal nos da x,, = fi..; € ym = f, devemos mostrar que

det( f2n f2n+1
f2n+1 f2n+2

+d€t( f2n+1 f2n+2) :O,VnZ]_.
f2n+2 f2n+3

Como fi=fritfuz, temos que fu=fumirfonss © fonss=fme2tfos. Calculando os

determinantes temos



f2n f2n+1
f2n+l f2n+2
= (ﬂmz —f2n+1)ﬁn+2 - (f}nﬂ)z - mn+2)2+m;z+1)mlz+2 +f2n+1)

= (f;n+2)2_ﬁn+1ﬁn+27 051#1)2_ (f}nJrZ)Z + OSnJrl)Z +ﬁn+]ﬁn+2
=0.

det +det

f2n+1 f2n+2):f2nf2n+2_(f2n+1

2n+2 f2n+3

Portanto Fy, Fi, ..., Fi, € um 2-caminho.

|

f2n+2

2
+f2n+1 f2n+3
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Capitulo 6
Aplicacoes

Como ja mencionado no capitulo 5, nosso trabalho entrelaca conceitos de
geometria e aritmética de nUmeros inteiros. Neste capitulo abordaremos alguns
conceitos elementares que serdo utilizados na parte principal do trabalho.
Comecaremos, na primeira se¢ao, com as aplicagdes.

Um dos elementos que utilizaremos com bastante frequéncia serd o de area de
figuras planas.

Diremos que um caminho poligonal determinado pelos numeros de Fibonacci
divide uma regiao plana se, a medida da area de cada regido tiver o mesmo valor.

Neste capitulo abordaremos o conceito de divisdo de areas de figuras planas
através de caminhos poligonais e de que forma podemos fazer a aplicacdo do mesmo
nas séries iniciais do ensino médio.

6.1 Dividir retingulos em figuras de mesma area

A divisdao de figuras em partes com igual 4area apresenta um contexto
interessante a ser trabalhado na sala de aula, pois desta forma podera ser estudado
importante conceito matematico que € o de bissec¢do de areas de figuras planas.

6.2 Planejamento: Area de Figuras Planas

Sintese

Uma das grandes caréncias do Ensino de Matematica na Escola Basica ¢ a
formacdo de alunos com a capacidade dedutiva ou légica para conseguir, através da
observacao, desenvolver uma linha de raciocinio de forma a construir suas associacoes,
o que poderiamos simplificar como a “férmula final” e por ndo ter compreendido o
processo de formacdo de tais, acabam recorrendo a “decoreba” para aplica-las ao
exercicio das avaliagdes. E assim, quando a memoria falhar — pela falta de exercicio da
questdao — e for novamente exigido o conhecimento deste conceito, eles ndo sabem nem

por onde comecar. Deste modo, o Ensino da Matematica promove a capacidade de
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observacdo, interpretagdo e raciocinio, de modo a poder recorrer a sua propria

capacidade de raciocinio para conseguir desenvolver e alcancar a solugao final.

A partir desta perspectiva, proponho um método de explanacdo dos conteudos de
matematica de forma a proporcionar o aluno conseguir construir ¢ compreender de
modo que possa deduzir as formulas intuitivamente. Assim sendo, sugiro um modelo de
aula sobre “Area de Figuras Planas” e “Bisseccdo de Areas de Figuras Planas” para
alunos do 9° ano do Ensino Fundamental. A finalidade deste ¢ estimular e desenvolver
no aluno, maiores associagdes e capacidades para lidar com 4reas de figuras
geométricas.

Proposta

O primeiro tema (Area) deve ser dividido em pelo menos 2 aulas para nio
sobrecarregar o aluno, e permiti-lo ter tempo para formar as associagdes necessarias
sobre area; para entdo, apoés, trés aulas sobre bissec¢do de areas de figuras planas. Caso
seja uma turma mais avangada no conteudo, e este queira ser transmitido mais como
uma curiosidade, ou algo extra, entdo ¢ possivel ministrar tudo em menos tempo, no
ritmo que o entendimento dos alunos corresponderem.

Proponho em dividir da seguinte maneira:

1* Aula: Area de Figuras Planas

2% Aula: Exercicios Especiais

3* Aula: Bisseccdo de Areas de Figuras Planas

4* Aula: Bissecc¢ao de Quadrados

5 Aula: Bissecgao de Retangulos
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A figura a seguir representa a divisdo do retangulo através do caminho poligonal

FoFll

Figura 36 — Divisdo do retangulo através do caminho poligonal FoF;.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
A partir da visualizagdo da sec¢do da area do quadrado em 2 areas iguais, assim,
verificar que o caminho poligonal FoF; determinado pelos numeros de Fibonacci divide

o quadrado em duas regides de mesma area.
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A seguir, a figura 38 representa a divisdo do retangulo através do caminho

poligonal FoF F,F;:

F3

2.5~

1.5 4. ™

Figura 37 — Divisdo do retangulo através do caminho poligonal FoF F,Fs.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
A partir do retangulo da figura acima, verificar através do calculo de areas de
figuras geométricas planas como tridngulos e trapézios que, o caminho poligonal
FoF F,F; determinado pelos nimeros de Fibonacci divide este retangulo em duas regides

de mesma area.
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F5

Figura 38 — Divisao do retangulo através do caminho poligonal FoFF,F;F,Fs.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
A partir do retangulo da figura acima, verificar através do calculo de areas de
figuras geométricas planas como retdngulos, triangulos e trapézios que, o caminho
poligonal FoF F,F;F4Fs determinado pelos niimeros de Fibonacci divide este retangulo

em duas regides de mesma area.
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