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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo utilizar congruéncia modular aplicada aos polindmios.
Iremos utiliza-14 para a obten¢do do resto da divisdo entre dois polindmios e para o
critério de irredutibilidade de Eisenstein. Serd apresentada a congruéncia polinomial
como uma base importante para o trabalho e o conceito de irredutibilidade polinomial.
Apresentaremos as aplicagdes com a finalidade de estimular o uso pelos professores do
ensino médio.

Palavras-chave: Polindmios, Congruéncia Polinomial, Critério de Irredutibilidade.



ABSTRACT

This work aims to use modular congruence for the polynomials. We will use the formula
to get the rest of the separation between two principles and Eisenstein’s irreducibility
criterion. They will be a polynomial congruence as an important basis for the work and
the concept of polynomial irreducibility. Applications for the purpose of stimulating use
by high school teachers.

Key words: Polynomials, Polynomial Congruence, Irreducibility Criteria.
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Capitulo 1

Introducao

Segundo [9], a congruéncia é o instrumento adequado quando se quer dar relevancia
ao resto da divisdo euclidiana. Iremos utilizar exatamente essa ideia para obter o resto
da divisdo entre polindmios. As congruéncias foram introduzidas e estudadas por Gauss,
no seu famoso "Disqusitiones Arithmeticae", publicado em 1801. As no¢des introduzidas
por Gauss e suas notagdes foram rapidamente absorvidas e adotadas pelos matematicos
da época e sdo ainda até o momento presente. O estudo de congruéncias lineares pode
vir a facilitar muito a vida de um estudante, diante do desafio de resolver questdes en-
volvendo Teoria dos Ntumeros e principalmente os polindmios. Seguindo este raciocinio,
apresentaremos ainda, uma importante aplicacdo de congruéncia para a verificacdo de
irredutibilidade de um polindmio.

Tal assunto é de alta relevancia e o nosso ptblico alvo sdo os professores que lecionam
no ensino médio e licenciandos em matematica. Na literatura o que encontramos a dis-
posicdo sdo livros abordando o assunto de modo mais abrangente, saindo do foco de um
aluno de ensino médio.

No capitulo 2, apresentamos os conceitos bésicos envolvendo relagdes e operacdes
bindrias, priorizando as defini¢des, propriedades e uma referéncia a estrutura de anel e
de corpo. Em seguida, teremos a aritmética modular ou aritmética dos restos, que foi
desenvolvida por Argand Gauss e é um excelente instrumento da teoria dos ntiimeros,
envolvendo o conceito de congruéncia e operador médulo no conjunto dos nimeros
inteiros. Finalizando o segundo capitulo, apresentamos o conceito de Anéis de Polindmios
do mesmo modo como é estudado pelos alunos no ensino médio. Logo, temos a base para
o entendimento das aplicagdes mostradas posteriormente e para o desenvolvimento dos
capitulos subsequentes.

No capitulo 3, iremos abordar, em particular, a Congruéncia Polinomial médulo
um numero inteiro m e médulo um polindmio d(x) ndo natural. Estes conceitos sdo
fundamentais para o presente trabalho, pois se trata de uma aplicagdo de congruéncia a
polindmios. Apresentamos o grau e as solugdes de uma Congruéncia Polinomial médulo

m assim como a possibilidade de haver o médulo composto.
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O capitulo 4 traz o objeto de nosso estudo, isto é, a aplicacdo de congruéncias em
polindmios para determinagdo do resto da divisdo de um polindmio p(x) por um polindmio
d(x). Podemos assim utilizar a Aritmética Modular de forma mais abrangente, tornando
mais simples a obten¢ao de restos sem recorrer a dispositivos exaustivos e que demandam
um tempo maior. Utilizamos, como exemplo, a resolugdo de questdes de concursos de
nivel médio para acesso ao curso superior. Em seguida, abordaremos mais uma aplicagao
de congruéncia para verificar a irredutibilidade de um polindmio, em especifico, o Critério
de Irredutibilidade de Eisenstein, que possui como aplicagdo a congruéncia médulo p, onde
p é nimero primo e utilizamos alguns exemplos para a aplicacdo do critério.

O capitulo 5 é destinado a implementa¢do computacional da aplicagdo de congruén-
cia para obter o resto da divisdo entre dois polindmios e do Critério de Irredutibilidade
de Eisenstein. Procuramos uma forma mais interativa, objetiva e de fécil visualiza¢do do
objeto de estudo.

Por fim, no dltimo capitulo, chegamos a conclusdo com as consideragdes finais,
pensando que por meio deste trabalho, o professor de matematica do ensino basico possa
ser motivado a inserir o ensino de congruéncias em seu planejamento, em particular no

contetido de polindmios e mostrar as aplicagdes em sala de aula.



Capitulo 2

Conceitos Basicos

Neste capitulo, estudaremos duas estruturas fundamentais: anéis e corpos. Dentro
desse contexto, abordaremos alguns resultados que sdo pré-requisitos necessérios para o

desenvolvimento dos demais capitulos.

2.1 Conjuntos, Relacdes e Operacoes Binarias

O estudo da teoria dos conjuntos foi iniciado por Georg Cantor (1845-1918), com uma
série de artigos publicados a partir de 1874.

Por volta de 1870, quando estudava o problema de representagdo das fung¢des reais, sua
atengdo se voltou para uma questdo com a qual seu espirito tinha uma afinidade natural
muito grande: a natureza do infinito. Esse foi o ponto de partida da criacdo da teoria
dos conjuntos, que possui uma linguagem utilizada nas defini¢des de vérios elementos

matematicos.

2.1.1 Conjuntos

Entenderemos por conjunto uma colecdo qualquer de objetos que chamaremos de ele-
mentos do conjunto. Por exemplo, o conjunto de alunos de uma sala de aula, o conjunto
das vogais do alfabeto e o conjunto de atletas de um time de futebol. Em um conjunto
é preciso ter uma regra clara que o define. Usaremos letras maitsculas para simbolizar
conjuntos e mintsculas para simbolizar elementos. Podemos descrever um conjunto por
meio de palavras, regras, chaves e pelo diagrama de Venn.

Se x é um elemento do conjunto A, escrevemos x € A e leremos "x pertence a A". Caso
contrario, escrevemos x ¢ A e leremos "x ndo pertence a A.

Podemos citar os exemplos de conjuntos numéricos cldssicos, para os quais usare-
mos a seguinte nomenclatura: IN (nimeros naturais), Z (niimeros inteiros), Q (ntimeros

racionais), R (ntimeros reais) e C (nimeros complexos).



10

Um conjunto sem elementos, ¢ chamado de conjunto vazio e serd denotado pelo simbolo
@. Podemos citar como exemplo o conjunto A = {x € R | x¥* = —1}, ou seja, ndo hd ntimeros
reais que tornam a igualdade verdadeira, portanto o conjunto A ndo possui elementos,
logo A = @.

Quando todo elemento de um conjunto A também é elemento de um conjunto B
dizemos que A estd contido em B ou A é subconjunto de B e denotamos por A C B.
Consideraremos o conjunto vazio @ contido em qualquer conjunto. Assim, todo conjunto
ndo vazio tem pelo menos dois subconjuntos, o conjunto vazio e ele mesmo.

Dois conjuntos A e B sdo iguais se possuem os mesmos elementos. Assim, temos
claramente que A = B se, e somente se, A C Be B C A. Se o conjunto A néo esta contido no
conjunto B, usaremos a notagdo A ¢ B.

Em relagdo aos conjuntos numéricos temos: Nc Z cQ c R c C.

O conjunto dos elementos que pertencem simultaneamente a um conjunto A e a um

conjunto B serd denotado por

ANB={x:x€A exe€ B}eéchamado de intersecio de A e B.
O conjunto dos elementos que pertencem a um conjunto A ou a um conjunto B serd
denotado por
AUB={x:x€ A ou x € B} e é chamado de uniio de A e B.

Claramente temos, quaisquer que sejam os conjuntos A e B, as seguintes propriedades:

AN =0, AUo=A
(ANB)cA, AC(AUB).

Se A C B também dizemos que B contém A e denotamos por B D A.

2.1.2 Produto cartesiano e Relac¢ao de Equivaléncia

Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Definimos produto cartesiano dos conjuntos A e B

como segue:

AXB={(ab)|lacAebeB}

onde,

(a1,b1) = (az,b;) © a; = ay e by = bs.

Se B = A, denotamos por A% o produto A X A.
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Uma relacdo de equivaléncia em um conjunto A é um conjunto S de pares ordenados

de elementos de A de modo que:
1. (a,a) € S para todo a € A (reflexividade).
2. (a,b) € S implica (b,a) € S (simetria).
3. (a,b) €S, (b,c) € S implica (g,c) € S (transitividade).

O conjunto dos elementos a € A, tais que a Sb, para pelo menos um elemento b € B, é
chamado dominio da relagdo e é denotado por D(S). E o conjunto dos elementos b € B, tais
que, para pelo menos um elemento a € A, verifica-se a S b, é chamado de conjunto imagem
da relagdo e é denotado por Im(S).

Por exemplo, S = {(a,a) : a € A} define a relacdo de igualdade no conjunto A, que é
evidentemente uma relagdo de equivaléncia em A.

Se A = R entdo a interpretagio geométrica nos diz que o subconjunto S do plano RR?
contém a reta y = x e é simétrico em relacdo a essa mesma reta, diagonal dos 1° e 3°
quadrantes do plano.

Por exemplo, se A é o conjunto de retas do plano, paralelismo define uma relacdo S
entre pares de elementos do conjunto A.

Exemplo 2.1.1 Em matemdtica, objetos diferentes em um contexto podem ser vistos como iguais
em outro.

Temos que P=1i'=i?==-1, == i*=1,1"=1ii=-1,7 =i, = 1. Temos
que para efeito de achar poténcias da unidade imagindria i, os niimeros sdo iguais se tiverem o
mesmo resto na divisdo por 4, ou seja, quando escrevemos aqui 1 = 5, o niimero 1 ndo é igual ao
niimero 5 como niimeros inteiros, mas se olharmos como poténcia de i, possui a mesma imagem,
portanto, segundo esse critério, podemos dizer que 1 é equivalente a 5. Assim, estamos dizendo
que a poténcia i com expoente 1 é igqual a poténcia i com expoente 5. Se existir uma fungdo que
relaciona o conjunto dos inteiros positivos com o conjunto dos niimeros complexos, que leva um
niimero inteiro positivo na poténcia i deste inteiro, alguns elementos possuem a mesma imagem,
entdo para efeito de poténcia, os elementos sdo diferentes, mas como consequéncia sao iguais.

O que é necessario fazer para que estas distingdes fiquem claras, é uma generaliza-
¢do apropriada da nogdo de igualdade, isto é, nds necessitamos de mecanismo formal
para especificar quando duas quantidades sdo iguais ou ndo numa certa colocac¢do. Tais
mecanismos sdo as relacdes de equivaléncia.

Quando uma relagdo S em um conjunto A for de equivaléncia, vamos, em geral, usar a
notacdo ~ em vez de S.

Seja ~ uma relacdo de equivaléncia em um conjunto A e seja x € A, vamos definir
agora o que chamamos por classe de equivaléncia x do elemento x em relacdo a ~, a qual

denotaremos porx = {a € A:a ~ x}.



12

Exemplo 2.1.2 Sejan A=7Z={...,-k,...,-1,0,1,...,m,...} e seja n um niimero inteiro arbi-
trariamente fixado.

Vamos definir uma relagdo de equivaléncia em Z. do sequinte modo: x,x’ € Z,x ~x' & x —x’
é um muiltiplo inteiro de n.

Observe que ~ é uma relagio de equivaléncia em Z. X Z.. De fato:

i) ~ é uma relagdo reflexiva, pois temos que x —x = 0 = n - 0 para todo x € Z, logo x ~ x.

ii) ~ é uma relagdo simétrica, pois temos que x — x" = n - ky, entdo x’ — x = n - (=ky) para todo

x, X' € Z,logo x’ ~ x se, e somente se, x ~ x’.

iii) ~ é uma relagdo transitiva, pois se x ~ x’ e X' ~ x”, entdo temos que x —x" =n-ky e
X' =x"=n-kylogox—x"+(x" —x")=n-ky +n-kyeportantox’ —x"" =n- (ky + kz) ou
seja, x' — x"" é miiltiplo de n, logo x’ ~ x”'.

Logo, ~ define uma relagdo de equivaléncia em Z. Essa relagdo de equivaléncia recebe o nome
de congruéncia médulo n e é geralmente indicada por = (mod n).

Assim, x,x" € Z, x = x'(mod n) se, e somente se, x—x" é um miiltiplo inteiro de n. Vamos agora
calcular a classe x, relativamente a = (modn). Sex € Z, x ={a € Z :a = x(modn)} entdo a €
X se,esomentese,a —x = k-n,k € Z se,esomentese,a = x +k-n, k € Z. Dai seque que:
x={x+kn:keZ}

Observe que se n = 0 temos que x = {x} e que = (mod 0) nada mais é do que a relagdo de
igualdade em Z, e nesse caso existe um niimero infinito de classes x = {x} em Z. Sen > 0a

relagdo = (mod n) nos fornece exatamente n classes distintas quais sejam 0,1,...,n — 1.
Assim, por exemplo, = (mod 3) nos fornece exatamente as classes 0, 1,2 que sdo as classes dos

niimeros que deixam respectivamente restos 0, 1 e 2 na divisdo por 3.

Exemplo 2.1.3 Seja o conjunto dos niimeros inteiros em relagdo aos niimeros que sio congruentes
modulo 5 nele definido. Determinamos as classes de equivaléncia em que todos os elementos possuem
o mesmo resto. Classe dos elementos que deixam resto zero.

0={xeZ; x=0mod5} ={0, +5, +10, £15,...}

l={xeZ; x=1mod5 =1{...,-9, -4, 1,6,11,...}
2={xeZ; x=2mod5) ={...,-8,-3,2,7,12,...}
3={xeZ; x=3mod5) ={...,-7,-2,3,8,13,...}
4={xeZ x=4mod5 =1{...,-6,-1,4,9,14,...}
5={xeZ;x=5mod5 =1{0, +5, +10, +15,...} =0

Podemos perceber que a classe 5 é equivalente a classe 0, jd que ambas possuem os mesmos
elementos. Nota-se que as cinco classes descritas, descrevem todo o conjunto dos inteiros.

Agora vamos definir a nogdo de conjunto quociente.
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Seja ~ umarelacdo de equivaléncia em um conjunto A, chamamos de conjunto quociente
de A a relagdo de equivaléncia ~ e denotamos por A/. ao conjunto de todas as classes de
equivaléncia relativamente a relacdo ~.

Assim,

Al.={x:x €A}

Na relacdo = (modn), n > 0 em Z temos Z=(modn) = {6, T, 2,... ,m} que também sera
representado por Z, = 0,1,2,...,n—1).

Uma particdo de um conjunto A é uma cole¢do de subconjuntos ndo vazios disjuntos
de A cuja unido é A. No exemplo 2.1.3, temos que uma particdo do conjunto sera Z =
oulu2u3u4

Em especial, os elementos do conjunto Z,, acima formam um sistema completo de
restos modulo m, pois tomando quaisquer dois elementos distintos de Z,, como classe de
equivaléncia, a intersegdo entre eles é o conjunto vazio e a unido de todos eles formam o
conjunto Z. No caso em que os elementos forem iguais, a interse¢do é ele mesmo, ou seja,

o proprio elemento.

Teorema 2.1.1 As classes de equivaléncia de um conjunto A formam uma partigio de A. Recip-
rocamente, para toda partigido P de um conjunto A, existe uma relagdo de equivaléncia em A cujas
classes de equivaléncia sio os elementos de P.

Demonstragido. Seja = uma relacdo de equivaléncia em A. Para todoa € A temosa € a
pela propriedade reflexiva. Assim, 2 # @ e a unido de todas as classes de equivaléncia de
A é A. Assumindo que a = b, iremos supor que c € 4, assim a = c. Sabendo quea =be
que = é simétrica, entdo b = a. Como = é transitiva, b = c. Assim, c € b e isso mostra que
a C b. De forma andloga, para todo b € A temos b € b pela propriedade reflexiva. Assim,
b # @ e a unido de todas as classes de equivaléncia de A é A. Assumindo que b = a, iremos
supor que ¢ € b, assim b = c. Sabendo que b = a e que = é simétrica, entdo a = b. Como = é
transitiva, a = c¢. Assim, ¢ € a4 e isso mostra que bca. Logoa = b.

Vamos agora provar que duas classes de equivaléncia distintas sdo disjuntas. Com
efeito, suponha que 7 e b possuem um elemento ¢ em comum. Isso implica que ¢ = a e
¢ = b. Pela propriedade transitiva a = b e, portanto, a = b. Se A = AiUA, U...UA, e
AiNA;=@,entdoa ~ bparatodoa,be A;ei,j=1,2,...,n. O

Exemplo 2.1.4 Pelo exemplo 2.1.3, temos que Z. = [0] U [1]U ... U [m —1].

2.1.3 Operacdo bindria de um conjunto

Seja A um conjunto ndo vazio, uma operagao bindria interna em A, *, é uma fungdo do

produto cartesiano A X A em A.
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Notagao:
1 AXA— A

(X, y) F— x*y

comx€A yeAe(xry) €A

Exemplo 2.1.5 (x,y) = x — y é uma operagdo interna em Z., ou seja, * : ZZX Z. — Z.
(x,y)r—x—ycomxeZ,yeZe(x—-y) €.

Exemplo 2.1.6 (x,y) — x — y ndo é uma operagdo interna em IN.
(x,y) = x —y com x € N, y € IN e nem sempre (x — y) € IN, pois se x — y < 0 temos que
(x-y)¢IN

Uma operacdo bindria * é comutativa, associativa, distributiva em relacdo a soma,
possui elemento neutro e possui elemento simetrizavel. Se um conjunto ndo vazio possui
duas operagdes bindrias e satisfaz essas propriedades, é chamado de anel.

Usualmente, os simbolos (+) e (e) significam respectivamente opera¢des de soma e
multiplicacdo usuais em referéncia a adi¢do e a multiplicagdo de nameros inteiros, que sdo
as primeiras operagdes bindrias conhecidas.

Com as operagdes usuais, o conjunto Z é um anel por satisfazer as duas operagdes
bindrias mencionadas acima. Iremos assumir como verdade as propriedades aritméticas
sem as demonstracdes.

Um anel é chamado de corpo se, e somente se, todo elemento ndo-nulo é invertivel, ou
sejaVx€A,x#0,dye A, talquex-y=y-x=1

Podemos considerar agora o conjunto S

S=ZxZ\0)={@b);a,beZeb+0)

Para (a,b), (c,d) € S, definimos

(a,b)~(,d)a-d=b-c.

A relacdo bindria acima é uma relagdo de equivaléncia em S.

Demonstrac¢do. De fato, para todo (a,b) € S, temosa -b = b -a, logo (a,b) ~ (a,b).

Suponhamos que (a,b) ~ (c,d). Entdo,a-d =b-ced-a=a-d=b-c =c-b. Logo,
(c,d) ~ (a,b).

Suponhamos que (a,b) ~ (c,d) e (c,d) ~ (e, f). Entdio () a-d =b-ce(Il)c-f =d-e.
Multiplicando a igualdade (I) por f e aigualdade (II) por b, obtemosa-d-f = b-c-f = b-d-e.
Pelas propriedades da multiplicacdo em Z, temos d - (a- f) =d-(b-e). Comod # 0, pela lei
do cancelamento em Z, temos a - f = b - e. Portanto, (a,b) ~ (e, f). O
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Consideremos o conjunto quociente Q = S/ ~. Entdo,

Q = Z x Z\{0}/ ~= {(a,b); (a,b) € Z x Z\{0}}.

a A . . . .
Denotamos por — a classe de equivaléncia de (4, ), isto é, - = (a,b). Dessa maneira,

b

SR

=@b)=(d=-<@b)~(d —a-d=b-c

Ula

Q={%;a,beleb¢0},onde %z%se,esomentese,a-d:b.c.

a .
Chamamos o elemento — € Q de fracdo e os elementos a e b # 0 em Z, respectivamente,

de numerador e denominador da fracdo. Podemos dar a Q uma estrutura de corpo.

2.2 Aritmética dos numeros inteiros

Segundo [7], no conjunto dos niimeros naturais, a diferenga entre a e b s6 esta definida
se a > b. Mas hd questdes envolvendo a ideia de subtracdo de ntimeros naturais em
que o minuendo é menor que o subtraendo, por exemplo, gastar mais do que se tem.
Para enfrentar essas questdes, foi preciso ampliar o conjunto do niimeros naturais, com a
adjuncao de novos nimeros, os niimeros negativos, introduzidos a principio para possibilitar
uma resposta a uma subtracdo qualquer de dois elementos de IN. Esse acontecimento gerou
naturalmente a necessidade de estender as operagdes e relacdo de ordem de IN ao novo
conjunto, formado pelos ntimeros naturais e os nimeros negativos.

Aideia intuitiva é que, por exemplo, todas as "diferengas" 0-1, 1-2, 2—-3, 3—4,...deal-
guma maneira sdo "equivalentes'e representam o mesmo "ntimero", um novo nimero que
veio a ser indicado com o tempo por —1. De maneira analoga, introduzem-se os niimeros
-2, =3,....Obtidos esses novos nimeros, é preciso ainda incorpora-los consistentemente

ao conjunto dos ntimeros naturais.

i) Estender para o novo conjunto numérico, ou seja, Z = {...,-3, -2, -1,0,1, +1,
+2, +3, ...}, as operacgdes de adigdo e multiplicacdo de nimeros naturais. Isso sig-
nifica, por exemplo, dar uma definicdo de adi¢do no novo conjunto que, quando
aplicada ao subconjunto dos ntimeros naturais (parte do novo conjunto), leve aos
mesmos resultados que a adigdo de ntiimeros naturais. Por exemplo, como 2 + 3 =
B-1)+(4-1)=@B+4)-(1+1)=7-2=25, érazoavel esperar que (-2) + (-3) =
(1-3)+(1-4) = (1+1)—(3+4) = 2—-7 = -5 (notar que 2—-7 é uma das "diferengas"que
definem —5).

ii) Estender para Z a ideia de "menor"e "maior"a partir das (e coerentemente com as)

ideias correspondentes em IN. Feito isso, podemos, por fim, nos referir a Z como o
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sistema (ou campo) dos nimeros inteiros.

Obviamente, essas considera¢des visam apenas dar uma ideia despretensiosa da cons-
trugdo dos ntimeros inteiros. Esse desenvolvimento, que, quando feito com rigor e for-

malismo, é bastante trabalhoso e até tedioso.

2.2.1 Divisibilidade em Z

Diz-se que o ntimero inteiro a é divisor do ntimero inteiro b, ou que o ntimero b é
divisivel por a se é possivel encontrar ¢ € Z tal que b = ac. Nesse caso, pode-se dizer
também que b é maltiplo de a. Para indicar que a divide b, usaremos a notagdo a | b.

Por exemplo, -2 divide 6 porque 6 = (=2)(=3). Sea | b e a # 0, 0o nimero inteiro c tal
que b = ac serd indicado por b/a e chamado quociente de b por a.

A relacdo entre elementos de Z, definida por x | y, possui as seguintes propriedades:

i) a | a (reflexividade)

De fato,a =a- 1.

ii) Sea,b>0,a|beb|a,entioa = b.

Por hipétese, b =a-ciea=b-c,. Sea =0 =0), entdo b = 0(a = 0). Suponhamos,
pois, a,b > 0. Como a = acic,, segue que ci1c; = 1. Mas c; e ¢, sdo inteiros e, portanto,
essa igualdade s6 é possivel parac; = ¢; = 1. De onde a = b.

iii) Sea|beb|c, entdoa| c. (transitividade)

iv) Sea|bea|c, entdoa | (bx + cy), quaisquer que sejam os inteiros x e y.

Por hipétese, b = ad; e ¢ = ad,. Dai, bx = a(xd;) e cy = a(yd,). Somando membro a
membro essas igualdades, obtemos:

bx + cy = a(xdy) + a(ydy) = a(xdy + yds,).

Entdo, devido a defini¢do dada, a | (bx + cy).
Dessa propriedade, segue em particular que:
eSea|bea|c,entioa|(b+c)eal|(b-rc).

e Sea | b, entdo a | bx, qualquer que seja o inteiro x.

v) Sea|bec|d, entdoac | bd.

Por hipétese, b = ar e d = cs para convenientes inteiros r e s. Multiplicando-se
membro a membro essas igualdades, obtém-se bd = (ac)(rs).De onde ac | bd.
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Uma propriedade caracteristica dos ntimeros inteiros é a de ser vazio o conjunto
{x € Z; 0 <x <1}. Isto implica que se c € Z é tal que c > 0, entdo c > 1.
Da propriedade acima decorre a Propriedade Arquimediana de Z, ou seja, se a, b € Z,
com b # 0, entdo existe n € Z tal que nb > a.
De fato, como |b| > 0, temos que |b| > 1, logo

(lal + 1)l > lal + 1 > |a] > a.

Na desigualdade acima tomamosn =|a|+1,se b>0 e n=—(la|+1), se b <0.

Mesmo quando um niimero inteiro 4 ndo divide o ndmero inteiro b, Euclides, nos seus
Elementos, utiliza, sem enunciar explicitamente, o fato de que é sempre possivel efetuar a
divisdo de b por a, com resto. Este resultado, é um importante instrumento na obra de

Euclides e apresentamos a demonstragdo abaixo.

Teorema 2.2.1 Sejam a e b dois niimeros inteiros com a # 0. Existem dois 1inicos niimeros inteiros
q e r tais que
b=a-q+r, com 0<r<lal

Demonstra¢ao. Considere o conjunto
S={x=b-ay, ye Z}n(INU{0}).

Existéncia: Pela Propriedade Arquimediana, existe n € Z tal que n(—a) > —b,logo b—na > 0,
0 que mostra que S é ndo vazio. O conjunto S é limitado inferiormente por 0, logo, pelo
principio da boa ordenacdo, temos que S possui um menor elemento . Suponhamos entao
que r = b —aq. Sabemos que r > 0. Vamos mostrar que r < |a|. Suponhamos por absurdo
que r > |a|. Portanto, existe s € IN U {0} tal que r = |a| + s, logo 0 < s < r. Mas isto contradiz
o fato de r ser o menor elemento de S, poiss =b—- (gt 1)a €S, coms <r.

Unicidade: Suponha queb = aq+r =aq'+r’,ondeq, ', 1, ¥ € Z,0<r<|al e 0 <7 <|al.
Assim, temos que —|a| < —r < ' —r < |a|. Logo, |[r' — 1| < |al.

Por outro lado, a(g — q') = v — r, 0 que implica que

lallg —q'l =¥ —r| < lal,

o que s6 é possivel se g = g’ e consequentemente, r = 7’.
O

Nas condig¢des do teorema acima, os ntiimeros g e r sdo chamados, respectivamente, de
quociente e de resto da divisdo de b por a.

Da divisdo euclidiana, temos que o resto da divisdo de b por a é zero se, e somente se,
a divide b.
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Exemplo 2.2.1 O quociente e o resto da divisdo de 25 por 6 sdo g = 4 er = 1. O quociente e o
resto da divisdo de =25 por 6 sdoq = —=5er = 5.

Maximo divisor comum

Diremos que um ntimero natural d ¢ um maximo divisor comum (mdc) de dois nimeros

inteiros a e b, ndo simultaneamente nulos, se possuir as seguintes propriedades:
i) d é um divisor comum dea e deb, e
ii) d é divisivel por todo divisor comum de a e b.
d=mdc(a,b) = d|aed]|b.
Lema 2.2.1 Sejama, b, n € Z. Se existe mdc(a, b — na), entdo mdc(a, b) existe e
mdc(a,b) = mdc(a, b — na).

Demonstragido. Seja d = mdc(a,b — na). Como d | aed | (b— na), segue que d divide
b =b—na+na. Logo, d é um divisor comum de a e b. Suponha agora que ¢ seja um divisor
comum de a e b. Logo, c é um divisor comum de a e b — na e, portanto, ¢ | d. isso prova que
d = mdc(a, D). O

Algoritmo de Euclides

A seguir, apresentaremos a prova construtiva da existéncia do mdc da por Euclides (Os
Elementos, Livro VII, Proposicdo 2). O método, chamado de Algoritmo de Euclides, é um
primor do ponto de vista computacional e pouco conseguiu-se aperfeicoa-lo em mais de
dois milénios. Dados a, b € IN, podemos supora < b. Sea = 1oua = b, ouaindaa | b,
sabemos que mdc(a,b) = a. Suponhamos, entdo, que 1 < a < be quea 1 b. Logo, pela

divisdo euclidiana, podemos escrever
b=ag+r, comO0<r <a.
Temos duas possibilidades:
a) 1 | a, e, em tal caso, pelo Lema 2.2.1,
r1 = mdc(a, r1) = mdc(a, b — q1a) = mdc(a, b),

e termina o algoritmo, ou
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b) r1 1 a, e, em tal caso, podemos efetuar a divisdo de a por r;, obtendo
Aa=7r14p+1, comO0<r<r.

Novamente, temos duas possibilidades:

a’) ry| ri, e, em tal caso, novamente pelo Lema 2.2.1,
1t = mdc(ry, 12) = mdc(ry,a — gor1) = mdc(ry,a) = mde(b — q1a,a) = mdc(b,a) = mdc(a, b),

e paramos, pois termina o algoritmo, ou

b’) 2 1 11, e, em tal caso, podemos efetuar a divisdo de r; por r,, obtendo

r=ryz+r; com0<r3 <.

Este procedimento ndo pode continuar indefinidamente, pois teriamos uma sequéncia
de ntimeros naturaisa > r; > r, > - -+ que ndo possui menor elemento, o que néo é possivel
pela Propriedade da Boa Ordenagdo. Logo, para algum n, temos que r,, | 7,1, 0 que implica
que mdc(a, b) = 1.

O algoritmo acima pode ser sintetizado e realizado na pratica, como mostramos a
seguir. Inicialmente, efetuamos a divisdo b = aq; + r1 e colocamos os ntiimeros envolvidos

no seguinte diagrama:

q1
b|a

&1

A seguir, continuamos efetuando a divisdo a = 114, + r, e colocamos 0s nimeros

envolvidos no diagrama

qi1 | 92
bla|n
|7

Prosseguindo, enquanto for possivel, teremos

qu 92|93 | | n-1| Yn In+1
bla|r|r|-|1rwa| "1 |1, =mdca,b)

i | T2 | V3 | Vg |- 47
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Exemplo 2.2.2 Calcule o mdc de 23732 e 180.

131 1 | 5|23
23732 1180|152 | 28 | 12 | 4
152 |28 112 |4 |0

Observe que, no exemplo acima, o Algoritmo de Euclides nos fornece

4=28-2-12

12=152-5-28

28 =180—-1-152

152 = 23732 - 131 - 180.

Donde se segue que

4=28-2-12=28-2-(152-5-28)=11-28-2-152=11-(180-1-152)-2-152 =
11-180-13-152 =11-180 - 13- (23732 — 131 - 180) = 1714 - 180 — 13 - 23732.

Temos, entdo, que
mdc(23732,180) =4 = 1714 - 180 + (-13) - 23732.

Conseguimos entdo, através do uso do Algoritmo de Euclides de trds para frente,
escrever 4 = mdc(23732,180) como miltiplo de 180 mais um multiplo de 23732.

O Algoritmo de Euclides nos fornece, portanto, um meio prético de escrever o mdc de
dois ntiimeros como soma de dois multiplos dos ntimeros em questao.

Na divisdo de um inteiro n por 2 ha duas possibilidades: o resto ser 0 ou 1. No primeiro
caso, o numero é divisivel por 2 e é chamado nimero par. Consequentemente, os nimeros
pares apresentam-se sob a forma 2t, em que f é um inteiro. Se o resto for 1, o nimero pode
ser expresso por 1 = 2t + 1, para algum inteiro t, e é chamado ntiimero impar. No caso da
divisdo de um inteiro 1 por 3, os restos possiveis sdao 0, 1, ou 2 e, portanto, n = 3t,n = 3t +1

oun = 3t + 2, exclusivamente. E assim por diante [7].

2.2.2 Equacgdes Diofantinas

Segundo [7], Diofanto de Alexandria viveu, provavelmente, no século III d.C. De
sua produgdo matemdtica conhecem-se apenas os fragmentos de uma obra que trata de
nimeros poligonais e a extremamente original e criativa Arithmetica, gragas a qual ele é as
vezes considerado o pai da algébra.

Devido a Arithmetica, hoje sdo chamadas equagdes diofantinas todas as equagdes poli-
nomiais (ndo importa o nimero de incoégnitas) com coeficientes inteiros, sempre que seu

estudo seja feito tomando como universo das varidveis o conjunto dos nimeros inteiros.
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As equagoes Diofantinas, de forma geral, podem ser escritas como

n
Z ax; = c.

i=1

Temos em especial as equagdes diofantinas lineares em duas incégnitas do tipo:

ax +by=c
em que 4 e b sdo inteiros ndo nulos. Uma solu¢do da equagdo acima é o par (xo, o) de
inteiros tais que a sentenga
axyg+ by =c

é verdadeira.

Proposicdo 2.2.1 Uma equagio diofantina linear ax + by = c tem solugdo se, e somente se,
d = mdc(a,b) é um divisor de c.

Demonstrac¢io. (=) Se (xy, o) € uma solugdo, vale a igualdade
axy + byy = c.

Comod|aed|b,entdod | c, devido a propriedade da divisibilidade.
(&) Como d = mdc(a, b), entdo, podem-se determinar xo, iy € Z tais que ax, + by, = d.
Mas, por hipétese, d | c e, portanto, ¢ = dg para algum inteiro 4. De onde,

c =dq = (axo + byo)q = a(x0q) + b(yoq).

0 que mostra que o par (xog, Yoq) € solugdo da equagdo considerada.
O

E importante observar que, se (xo, yo) é uma solugdo de ax + by = ¢, coma,b > 0, entdo
(=x0, Yo), (X0, —Y0), € (—x0, —Yo) sdo solugdes respectivamente de (—a)x+by = ¢, ax+(-b)y = c
e (—a)x + (=by =c.

Exemplo 2.2.3 Encontrar uma solugdo da equagdo diofantina 26x+31y = 2. Como mdc(26,31) =
1, entdo a equagdo tem solugdo. Usaremos o método das divisdes sucessivas para exprimir o mdximo
divisor comum de 26 e 31 por meio de uma identidade de Bezout:

31=26-1+5
26=5-5+1

5=1-5.
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Assim:

1=26-5-5=26-(31-26-1)-5=26-6+31-(-5).

Entdo, (xo,Y0) = (6,=5) e, portanto, o par (2 -6,2 - (=5)) = (12,-10) é uma solucdo da
equagdo dada. Consequentemente (—12,-10), (12,10) e (=12, 10) sdo solugdes, respectivamente,
de (—26)x + 31y =2, 26x — 31y =2 e (—26)x + (-31)y = 2.

Proposicao 2.2.2 Sea equagio diofantina ax+by = ¢ tem uma solugdo (xo, yo), entdo tem infinitas
solugdes e o conjunto destas é

S = {(xo + (b/d)t, yo — (a/d)t) | t € Z)

em que d = mdc(a, ).

Demonstracdo. Mostremos primeiro que todo par (xo + (b/d)t, yo — (a/d)t) é solugdo da
equacgdo considerada. De fato,
a(xo + (b/d)t) + b(yo — (a/d)t) = axo + byo + [(ab — ba)/d]t = axy + by =
pois (xo, Yo) € solugdo, por hipétese.

De outra parte, seja (x’, y’) uma solugdo genérica da equagdo. Entao:

ax" + by’ =c = axy + by,

a(x" = x0) = b(yo - y).

Mas, como d é divisor de a e de b, entdo a = dr e b = ds, para convenientes inteiros r e s,
primos entre si. Logo,

dr(x’ — xo) = ds(yo — y')

e, portanto:

r(x" = x0) = s(yo — y').

Essa igualdade mostra que r divide s(yo — y’'). Mas, como r e s sdo primos entre si, entao
r divide yo — y’. Logo:

Yoy =1t

para algum t € Z. Considerando-se que r = a/d, entdo
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Y =yo— (a/d)t

observando-se agora que, em consequéncia,

r(x" —xo) = s(yo — y') = srt

obtém-se:

X' =xo+ (b/d)t.

O

E interessante e talvez surpreendente observar que o fato de uma equagio diofantina
ax + by = c ter infinitas solu¢des (quando tem uma) significa, geometricamente, que a reta
de equacdo ax + by = c possui uma infinidade de pontos de coordenadas inteiras do plano

cartesiano.

Exemplo 2.2.4 Determinar todas as solugoes da equagdo diofantina 43x + 5y = 250.

Como mdc(43,5) = 1, que obviamente divide 250, a equacdo tem solucdes. E importante lembrar
que, se (Xo, Yo) € solugdo de 43x + 5y = 1, entdo (250x,,250v) € solugdo da equacdo dada. Por
divisdes sucessivas, podemos achar uma solugdo da equagio 43x + 5y = 1. Assim

43=5-8+3
5=3-1+2
3=2-1+1.

seque que

1=3-2-1=3-(5-3:1)-1=3-2+5-(-1)=(43-5-8)-2+5-(-1) =43-2+5-(-17)
e, portanto, uma solugdo de 43x + 5y = 1 é (2,-17). Logo, uma solugio de 43x + 5y = 250 é
(500, —4250). De onde a solugdo geral da equagdo pode ser expressa por

(500 + 5t, —4250 — 43t).
Exemplo 2.2.5 A equagio 9x + 12y = 1 ndo admite solugio, pois (9,12) =3 e 3 1 1.
Exemplo 2.2.6 Resolva a equagio 28x+90y = 22. Inicialmente, temos que calcular o mdc(28, 90).

314(1]|2
90 (28642
614 2|0
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Visto que mdc(28,90) = 2 e 2 | 22 a equagio admite solucdes. Usando o algoritmo de trds para
frente, temos.
90=3-2846—6=90-3-28
28=4-6+4—4=28-4-6
6=1-44+2—52=6-1-4.
Segque que
2=6-1-(28-4-6)=(-1)-28+5-6
=(-1)-28+5-(90-3-28)
=(-16)-28 +5-90.

Logo, 2 = (=16) - 28 + 5 - 90. Multiplicando ambos os membros desta igualdade por 11, temos
22 = (-176) - 28 + 55 - 99.

Portanto, uma solugdo particular da equagdo é dada por (xo, yo) = (—176,55). Logo, a solugio geral
é
x=-176+1t-45 e y=55-t-14, teZ.

A equacdo ax +by = n foiresolvida pelo matematico hindu do século VII, Brahmagupta.
Muitas outras equag¢des Diofantinas foram estudadas. Algumas, por exemplo, as que
consideramos aqui neste estudo, resolvem-se utilizando métodos elementares, outras re-
querem métodos mais sofisticados. Uma equagdo estudada desde a antiguidade é a
equacao pitagorica:

2ty =22

Esta equagdo possui infinitas solugdes e existem férmulas que permitem gerar todas

elas. Pierre de Fermat afirmou, sem dar uma demonstragado, que a equagao

n n n

x"+yt=2"

para n > 2 ndo admitia solu¢des em inteiros positivos. A esta afirmacdo chama-se de o
Ultimo Teorema de Fermat.

Exemplo 2.2.7 Equagio Diofantina x> = 117y> = 5
Vamos mostrar que esta equagdo nio possui solugoes inteiras. De fato, suponhamos, por absurdo,

que xo, Yo seja uma solugdo inteira da equagdo. Entdo

x3 = 5mod 9

jd que 117 = 0mod 9.

Mas, sendo xy congruentea 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7ou 8 mddulo 9, segue por contas elementares
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que x; é congruente a 0, 1ou 8, médulo 9. Logo, a congruéncia x; = 5mod 9 nio possui solugdo, o

que fornece uma contradigdo.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Fermat) Sejam a um niimero natural e p um niimero primo tal que

mdc(a,p) = 1. Com essas condigdes, pode-se afirmar que a”* = 1 mod p.
Considere o conjunto A =a,24,3a,4a,...,(p — 1)a.
Lema 2.2.2 Todos os elementos de A sdo incongruentes entre si (médulo p), dois a dois.

Demonstra¢do. Suponha que existam dois elementos distintos de A tais que sejam con-
gruentes entre si na divisdo por p. Logo, k.a —t.a = 0modp = k—t = Omodp , pois se tem
que o mdc(a, p) = 1. Assim, k = t mod p, mas como sdo menores que p, temos que k = t, mas
isso é absurdo, pois por hipétese k # t.

Logo, se A tem (p — 1) elementos e todos sdo incongruentes entre si na divisdo por p,
temos que em A existem todos os possivel restos (diferentes de zero) na divisdo por p. A
multiplicacdo de todos os elementos de A é congruente a multiplicagdo de todos os restos

respectivos na congruéncia moédulo p.

a-(2a)-(3a).(4a)---(p—-1)-a=1-2-3---(p—1) = modp.

@t (1-2-3---(p=1)=1-2-3---(p—1) =modp como1-2-3---(p — 1) é primo com

p, podemos simplificar os termos comuns de ambos os lados da congruéncia e, assim

@' = 1modp.

Colorario 2.2.1 Sejam a um niimero natural e p um niimero primo, temos que:

a’ = amodp,

que é o resultado direto do Teorema de Fermat.

2.2.3 Congruéncias Lineares (Congruéncia médulo m)

A congruéncia médulo m é uma congruéncia no anel dos inteiros. Apresentaremos
agora, as defini¢des e demonstra¢des de propriedades sobre a congruéncia médulo m,

assim como algumas aplicagdes.
Exemplo 2.2.8 Observe que

a) 12 = rmod 5, logo r = 2, pois € resto da divisdo de 12 por 5. Logo 12 = 2mod 5.
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b) 17 = 11 mod 6, pois os restos das divisoes de 17 por 6 e de 11 por 6 sio os mesmos e iguais a 5.

c) 13 # 7mod 5, pois os restos das divisoes de 13 por 5 e de 7 por 5 sio 3 e 2 respectivamente.

Proposicdo 2.2.3 Sejam a, b, c € Z com m > 0. Entdo, a = bmod m se, e somente se, m divide
b-a.

Demonstrac¢ao. Pelo algoritmo de divisdo, podemos escrever

a=mq+rieb=mgp+rn

onde 0 <r; <me0 <r, <m. Sem perda de generalidade, podemos supor que r; < ;.

Podemos escrever entao
b—a=m.(q—q)+12—11.

Logo, m divide b — a se, e somente se, m divide r, — r1. Por ser 0 < r, — r; < m, segue que
m divide b — a se, e somente se r, — r; = 0, ou seja, se, e somente se 1, = r7.

O

Proposicdo 2.2.4 Sejam a, b, c,d inteiros quaisquer e seja m um niimero inteiro maior do que 1.
Sea=bmodmec=dmodm,entioa+c=0b+dmodm.

Demonstra¢ao. Se a = bmod m e ¢ = d mod m, entdo m divide b — a e m divide d — c. Logo,
m divide

b-a)+d-c)={b+d) - (a+c)

mostrando que (b £ d) = (a + c) mod m.
Concluimos, entdo, que as congruéncias de mesmo médulo somam-se e se subtraem
membro a membro tal qual as igualdades.
O

Colorario 2.2.2 Sejam dois niimeros inteiros tais que a = bmod m. Logo, sendo c outro niimero
inteiro, tem-se que (a £ c) = (b £ c) mod m,

Demonstra¢ao. Como ¢ = ¢ mod m, pela Proposicdo 2.2.4, temos que (a + ¢) = (b £ c) mod m.
O

Proposicdo 2.2.5 Sejam a, b, c,d inteiros quaisquer e seja m um niimero inteiro maior do que 1.
Sea=bmodmec=dmodm,entioa-c=0b-dmodm.
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Demonstracao.
Sea=bmodmec=dmodm,entdo m dividea — b e m divide ¢ — d.
Comoa-c—b-d=a-(c—d)+d-(a—-D>),
segue que m dividea-c—b-d,entdoa-c=b-dmodm.
O

Colordrio 2.2.3 Sejam dois niimeros inteiros tais que a = bmod m. Logo, sendo c outro niimero
inteiro, tem-se que (a - c) = (b - c)modm,

Demonstra¢ao. Como ¢ = cmod m, pela Proposic¢do 2..2.5, temos que (a - ¢) = (b - ¢) mod m.
O

Exemplo 2.2.9 Calcular o resto da divisio de 5" + 7" + 11! + 13" por 9.
Solucdo:
5131 + 7131 + 11131 + 13131 = (_4)131 + (_2)131 + (2)131 + (4)131 = OmOd 9,

logo o resto da divisdo da expressdo numeérica por 9 serd 0.

Exemplo 2.2.10 Determinar qual é o algarismo das unidades na representagio decimal do niimero
N = (2222255555 + 5555522222)33333 + (3333377777 + 7777733333)44444.
Solugdo:

N = ((22222%)13888. 222223 4 5555522222)33333 4 ((333332)%8888. 33333 4 (77777%)16666. 77777))*4dd

Basta fazer a congruéncia médulo 10 e teremos:
22222 = 2mod 10, 55555 = 5mod 10, 33333 = 3mod 10, e 77777 = 7 mod 10.
Logo,
N = ((24)13888 . 03 4 52222233333 | ((32)38888 . 3 | (72)16666 . 77))ddddd
Temos que
2* = 6mod 10

522222 = 51104 10
32 = —1mod 10
72 = —1mod 10

N = ((6)13888 . 8 + 5)33333 + ((_1)38888 .34+ (_1)16666 . 7))44444

61388 = 6 mod 10

N=(6-8+5+(1-3+1.7)*

6-8 =8mod10
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N = (8 + 5)33333 + (3 + 7)44444 — (13)33333 + (10)44444
13 = 3mod 10

10 = 0mod 10

N = (3)33333 + (0)44444
N = 333333 — (32)16666 .3 = (_1)16666 .3=1-3=3.

Logo, o algarismo das unidades de N é igual a 3.

Exemplo 2.2.11 Qual o resto da divisdo de 1389%° por 17 ?

1389 = 12mod 17

121 = 1mod 17

(12194 = 1% 1m0d 17

12872 = 1 mod 17

122 = 144 = 8 mod 17

(12** = 8 = 13mod 17

12* = 13mod 17

138987°6 = 128756 = 128752 . 124 =1 .13 = 13 mod 17.

98756

Logo, o resto da divisdo de 138 por 17 serd igual a 13.

2.3 Polindémios
Seja F um corpo, um polindmio na varidvel x sobre F é uma expressao da forma:

1

p(x) = apx" + a,.1x" + - +ax +ag

onde g; € F para qualquerien € IN.
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O conjunto de todos os polindmios na varidvel x com coeficientes em um corpo F é

n—1

denotado por F[x], isto é, quando escrevemos p(x) = a,x" +a,.1x" " +---+a1x +ay e dizemos

que p(x) € F[x], temos que os elementos 4; € F sdo chamados de coeficientes do polindmio.

Sabemos que uma fungdo p : R + R é chamada de funcdo polinomial se existirem
A, a1, .. .,q, € Rtais que p(x) =ap +a1x +--- +a,x",Vx € R.

A correspondéncia que associa a cada polindmio P(X) a funcdo polinomial p(x), ou seja,
PX)=ap+mX+--+a,X" — p(x) = ap +ax +--- +a,x" é uma fungdo sobrejetiva por
definicdo e injetiva porque fungdes polinomiais sdo iguais se, e somente se possuem 0s
mesmos coeficientes, portanto os polindmios no dominio serdo iguais. Dessa forma, esta
correspondéncia de que cada polindmio associa a fun¢do polinomial é uma bije¢do. Por
este motivo, ndo faremos distingdo entre o polindmio P(X) e a fun¢do polinomial p(x).

Ao utilizar a notagdo p(x) para polindmio, queremos dizer que p(x) indica que p é um
elemento do anel, mas por abuso de notagdo também ira representar a fungdo polinomial,

ouseja, aimagem da fungdo polinomial que leva o elemento no corpo através do polindmio.

"‘1+-~+a1x+a0

Observacgdes 2.3.1 1. Dizemos que dois polindomios p(x) = a,x" + a,_1x
e g(x) = by x" + b1 X"t 4+ -+« + byx + by sobre E sio iguais se, e somente se, a; = b; em

EVieN.

2. Se p(x) = 0x" + 0x"' + - -+ + Ox + 0, indicaremos p(x) por 0 e o chamamos de o polindmio

n—1

identicamente nulo sobre F. Assim, um polindmio p(x) = a,x" + a,.1x"" 4+ --- +a1x + ap

sobre F é identicamente nulo se, e somente se,a; =0 € F,Yi € IN.

1

3. Sea € F, indicaremos por a ao polindmio p(x) = a,x" +a,.1x" +---+mx+apondeay = a,

ea; =0V i>1. Chamamos ao polinomio p(x) = a,a € F de um polinémio constante a.

n—1

4. Sep(x) = ayx" +a, X" +---+ax +agétal quea, # 0ea; =0V j > n dizemos quen é o

grau do polindmio p(x), e nesse caso indicamos por dp(x) = n.

5. O grau do polinémio 0 ndo estd definido e d pode ser interpretada como uma fungdo do
conjunto de todos os polindmios diferentes de zero no conjunto IN.

Assim,

d:Flx]-0— N
p(x) — dp(x) = grau de p(x).

Podemos definir as operagdes de soma e produto no conjunto F(x). Sejam dois elementos
do conjunto F(x),

px)=ax"+---+ax+ay e gx)=bx"+---+bix+by.
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definimos

p(x) + g(x) = cx* + -+ cpondec; = (a; + b)) € F, e
p(x) - g(x) = cexf + -+ + ¢o onde

co = agby, c1 = agby + a1by, co = apghy + a;by + axby, . . .,
Ck = aoby + a1be_y + -+ + a1y + agbg, k € IN.

A arimética de F[x] é semelhante a de Z, pois os conjuntos sdo fechados em relagao as
operacOes de soma e de multiplicagdo. Além disso, ambos ndo possuem inverso multi-
plicativo.

A aritmética de F[x] é semelhante a de Z, ndo apenas pelas propriedades e por pos-
suirem conjuntos fechados em relagdo as operagdes de soma e de multiplicagdo, mas sdo
semelhantes na estrutura, ou seja, os dois possuem estrutura euclidiana parecida.

Podemos observar que a defini¢do acima de produto provém da regra x".x" = x""" e da
propriedade distributiva. Convencionam-se também as regras x’ = 1 e x' = x.

Verificamos, facilmente, que F[x], +, - ¢ um dominio de Integridade em que o polindémio
0 é o0 elemento neutro de F[x] e o polindmio constante 1 é a unidade de F[x].

Se identificarmos os elementos a € F com os polindmios constantes p(x) = 4, podemos
pensar em F[x] contendo o corpo F.

Segue imediatamente das defini¢des que a fungdo grau Jd possui as seguintes pro-

priedades:

(1) I(p(x)+g(x)) < max{dp(x), dg(x)}, quaisquer que sejam os polindmios ndo nulos p(x), g(x) €
F[x] tais que p(x) + g(x) # 0.

(i) J(p(x) - g(x)) = dp(x) + dg(x), quaisquer que sejam os polindmios nao nulos p(x), g(x) €
Flx].

Se um polindmio p(x) # 0 possui um inverso multiplicativo em F[x], entdo existe
g(x) # 0 em F[x] tal que p(x) - g(x) = 1. Pela propriedade (ii) acima, segue que p(x) =a # 0
é um polindmio constante. Portanto, os tinicos polindmios invertiveis em F[x] sdo os

polindmios constantes ndo nulos.

Exemplo 2.3.1 a) O polindmio p(x) = 2x> — 7x + 11 tem coeficientes racionais com as = 2,a, =
0,a1 = =7 e ay = 11, ou seja, p(x) € Q[x]. Podemos dizer que p(x) € R[x] ou p(x) € Cl[x],
poisQCc R cC.

b) O polindmio g(x) = (1 + i)x* — 5x* — 3ix + 7 tem coeficientes complexos com a; = 1 = i,a3 =
0,a, = =5,ay = =3ieap =7, ou seja, q(x) € C[x].

Podemos dizer que q(x) ¢ R[x].
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2.3.1 Divisao de Polindmios

A Divisdo de polindmios é uma das mais importantes ferramentas de célculo ja de-
senvolvidas. Para efetuarmos a divisdo, utilizaremos o algoritmo da divisdo de Euclides.
Podemos citar que no conjunto dos nimeros inteiros, finalizamos a divisdo, quando o
resto vier a ser menor do que o divisor. O que difere na divisdo de polindomios, é que a

finalizacdo acontece, quando o grau do resto for menor do que o grau do divisor.

Teorema 2.3.1 Algoritmo da Divisio
Sejam p(x), g(x) € F[x] e g(x) # 0, entdo existem tinicos q(x), r(x) € F[x] tais que

p(x) = q(x) - g(x) + r(x)
onde ou r(x) = 0 ou dr(x) < dg(x).

Demonstra¢io. Sejam p(x) = ap + mx + -+ +a,x" e g(x) = by + bix + - - + by, X" , (dg(x) = m)
Primeiro vamos verificar a existéncia:
Se p(x) = 0, basta tomar g(x) = 7(x) = 0. Suponhamos p(x) # 0. Assim, grau p = n. Se
n < m, basta tomar g(x) = 0 e r(x) = p(x). Assim, podemos assumir n > m.

Agora, seja p1(x) o polindmio definido por

p(x) = anb,;lx”_m - g(x) + p1(x).

E facil observarmos que dp; < dp: Vamos demonstrar o teorema por indugio sobre
ap =n.

Sen=0,n>m= m=0e, portanto, p(x) = ap # 0, g(x) = by # 0, temos p(x) = apb;'g(x)
e basta tomar g(x) = apb;" e r(x) = 0.

Pela igualdade p;(x) = p(x) — a,b;,!x" " g(x) e dp1x < Ip(x) = n temos pela hipétese de
inducdo que: d4;(x), r1(x) tais que:

p1(x) = q1(x) - g(x) + r1(x)

onde r1(x) = 0 ou dry(x) < dg(x). Dai segue imediatamente que: p(x) = (7:1(x) +
a,b, x"™)g(x) + r1(x) e, portanto, tomando g(x) = g;(x) + a,b,'x" ™ e r1(x) = r(x) provamos
a existéncia dos polindmios g(x) e r(x) tais que p(x) = g(x) - g(x) + r(x), e r(x) = 0 ou
ar(x) < dg(x).

Agora vamos provar a unicidade. Sejam g1(x), g2(x), r1(x) e r2(x) tais que:

p(x) = q1(x) - g(x) + r1(x) = ga(x) - g(x) + 7r2(x)
onde ri(x) = 0 ou dri(x) < dg(x),i = 1,2. Dai segue: (q1(x) — g2(x)) - g(x) = ra(x) — r1(x).
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Mas se g1(x) # g2(x) o grau do polindmio do lado esquerdo da igualdade acima é maior
ou igual a dg(x), enquanto que o grau Jd(r,(x) — r1(x)) < dg(x), o que é uma contradigao.
Logo, g1(x) = g2(x) e dai segue r1(x) = p(x) — q1(x)g(x) = p(x) — g2(x)g(x) = r2(x),verificando
o resultado.

O

A demonstracdo acima é valida somente para corpo, justamente pelo fato de precisar-
mos dos inversos para os cdlculos no algoritmo da divisdo de polindmios. Esta divisdo
pode ocorrer em outros conjuntos desde que seja possivel encontrar os inversos dos termos
de maior grau, temos uma divisdo tnica. Nao conseguimos, por exemplo, dividir dois
polindmios com coeficientes inteiros, no sentido da divisdo euclidiana, porque podemos
ndo ter os coeficientes, pois os inversos podem ndo ser nimeros inteiros, mas se todos

possuirem inversos, entdo a divisdo é possivel.

Observacdo 2.3.1 Se todos os polindmios tiverem como coeficientes 1 e —1, conseguimos efetuar
a divisdo devido a existéncia dos inversos, como, por exemplo, o polindmio x* + x + 1 dividido por
x+1

A necessidade de que a estrutura algébrica seja um corpo para se ter o algoritmo da divisdo se
dd pela existéncia dos inversos dos coeficientes. Para "abaixar”o grau do polindmio, é preciso do
inverso do termo de maior grau do divisor b,_1. Se o termo de maior grau for 1, apenas dividimos e
ndo precisariamos do inverso.

Caso ndo seja corpo, a divisdo pode existir para alguns casos, desde que seja possivel encaixar
nas hipéteses da demonstragdo, logo serd possivel a realizagio da divisio.

Se o polinémio for monico, conseguimos dividir por qualquer polindmio monico e ndo precisare-

1mos supor que é corpo.

2.3.2 Raizes de func¢des polinomiais

Asraizes polinomiais possuem grande importancia para a decomposigdo de um polindmio
e para a construcao de graficos de fun¢des polinomiais, afinal, com essas raizes podemos
encontrar os pontos onde a fungdo intersecta o eixo das abscissas.

Se p(x) = ap + mx + --- + a,x" é um polindmio ndo nulo em F(x) e @ € F é tal que
p(a) =ap+ma+---+a,a" =0 € F, dizemos que a é uma raiz de p(x) em F.

Se dg =1, entdo dr < 1, ou seja, dr = 0, logo o resto r é uma constante ou r = 0 mod g(x).

Teorema 2.3.2 [Teorema do resto]. Se F é um corpo, a € F e p(x) € F[x], entdo p(a) é o resto da

divisdo de p por x — a.

Demonstracdo. Se o quociente e o resto da divisdo de p por x —a em F[x] sdo, respectiva-

mente, g e r, entdo:

p(x) = (x —a) - q(x) + r(x).



33

em que d(r) < d(x —a) =1 our =0, pelo teorema 2.3.1. Substituindo-se a varidvel por a na
equagdo acima, temos

p(a) = (a —a) - qa) + r(a) = r(a).
e, como r é um polindmio constante, entdo r(a) = r. De onde, r = p(a). O

Convém observar que o quociente g pode ser um elemento de F[x] em que seu grau
é uma unidade a menos que o do divisor de p. De fato, como r = 0 ou d(r) = 0, entdo
dp) =d((x—a)-q) = d(x—a)+d(q) = 1+9(q) e, portanto d(g) = d(p) — 1. Ademais, p e qtém
o mesmo coeficiente dominante. Pelo principio de identidade de polindmios, observa-se
que, o coeficiente dominante de p é igual ao produto do coeficiente dominante de (x — a),
que é igual a 1, pelo coeficiente dominante de g, uma vez que r é uma constante.

Um polindmio pode ter coeficientes em um corpo F e ndo possuir raizes neste corpo.
Podemos provar uma proposi¢do que limita o ntimeros dessas raizes em um corpo.

Seja F um corpo. Se L O F é um corpo, dizemos que L é uma extensdo de F. Observe

que o polinémio x* + 1 ndo possui raizes em IR, mas possui duas rafzes em C O R

Proposicao 2.3.1 Seja F um corpo e seja p(x) = ap + a1x + - - - + a,x" um polindmio ndo nulo em
F(x) de grau n, entdo o niimero de raizes de p(x) em F é no mdximo igual a dp(x) = n.

Demonstragio. Se p(x) ndo possui raizes em F a proposicdo estd provada.

Suponhamos que « € F seja uma raiz de p(x).

Como g(x) = x — a € F[x], podemos usar o algoritmo da divisao.

Assim, Jq(x), r(x) € F[x] tais que: p(x) = q(x) - (x — a) + r(x) onde r(x) = 0 ou dr(x) <
dg(x) = 1. Assim, r(x) = by é um polindmio constante e temos p(x) = q(x)(x — a) + by. Como
p(a) = 0 segue que 0 = 0 + by, ou seja, r(x) = by = 0 e p(x) = g(x) - (x — @) onde dg(x) =n —1.

Agora, como ndo existem divisores de zero em um corpo, segue que se € F é uma
raiz qualquer de f, entdo f(B) = ( —a) - q(p) = 0 implica f = a ou f é também uma raiz de
q(x) € F[x]. Assim, as raizes de f sdo a e as raizes de g(x) sdo .

Vamos usar indugdo sobre dp = n.

Ora se n = 0, p ndo possui raizes em F e, nesse caso, ja vimos que nada hd a demonstrar.

Agora, por indugdo dg(x) < dp(x) = n, q(x) possui no maximo dg(x) = n — 1 raizes em F
e, portanto, p(x) possui no maximo n raizes em F.

O

Observagao 2.3.2 Seja p um polindmio de grau n, ou seja, dp = n com n + 1 raizes. Temos, entdo,
que p pode ser escrito como n + 1 polindmios de grau 1, mas o grau do polindmio produto é a soma
dos graus dos fatores, entdo p possui grau n + 1, o que é um absurdo, logo o polindmio p ndo pode

ter mais que n raizes.

Observe que o polinémio x* — 2 ndo possui raizes em Q, possui apenas uma raiz em R

e possui 3 raizes em C, ou seja, o polindmio x° — 2 se fatora em C|x].
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2.3.3 Multiplicidade de uma raiz

As raizes de um polindmio podem ser todas distintas ou ndo. O niimero de vezes que
uma mesma raiz aparece, indica a sua multiplicidade.

Seja um polindmio p(x) € F[x], « € F, e um inteiro s > 1. Dizemos que a é uma raiz de
p(x) de multiplicidade s se (x — a)° divide p(x), mas (x — @)°*! nao divide p(x).

As raizes de multiplicidade 1 sdo ditas raizes simples e as de multiplicidade > 2 sdo

ditas raizes multiplas.

Teorema 2.3.3 Seja F um corpo, p(x) € F[x], « € F, e seja s > 1 um inteiro. Entdo as afirmacoes
seguintes sio equivalentes:

(i) a éuma raiz de p(x) de multiplicidade s.
(ii) Existe um polindmio q(x) € F[x] tal que p(x) = (x — a)’q(x) com g(a) # O.

Demonstracgio. (i) = (ii). Temos que p(x) € F[x], e a € F. Entdo p(a) = 0 se, e somente se
existe um polindmio q(x) € F[x] tal que p(x) = (x — a) - g(x).

)**! ndo divide p(x). Suponha que (x — a)**!

(i) = (i). Devemos mostrar que (x — «
divida p(x). Temos entdo (x — a)’q(x) = p(x) = (x — a)*"'h(x) para algum h(x) € F[x],
logo (x — a)’[q(x) = (x — a)h(x)] = 0. Como (x — a)’ é um polindbmio monico, obtemos
q(x) = (x — a)h(x) e, portanto, g(a) = 0, o que contradiz nossa hipotese.

O

Se a1 é uma raiz de p(x) de multiplicidade s; e se @, é um raiz de p(x) de multiplicidade
s», entdo a soma das multiplicidades das raizes é igual ao grau do polindmio p(x), ou seja,

Ip(x) = 51+ S,.

Exemplo 2.3.2 Vamos determinar as raizes do polinomio p(x) = x® +x* —5x + 3 € Q[x].

Podemos verificar que 1 é uma raiz de p(x):

p1)=1+1-5+3=0.

Assim, x — 1 divide p(x) e temos p(x) = (x — 1).q(x), onde q(x) = x* + 2x — 3 € Q[x].
Podemos notar que 1 também é raiz de q(x):

g)=1+2-3=0.

De fato, q(x) = (x — 1).(x + 3) e, portanto,

p(x) = (x — 12(x +3)

Logo —3 também é raiz de p(x). Neste caso, p(x) tem 3 raizes em Q, onde 1 é uma raiz miiltipla.

Temos que (x — 1)* divide p(x) = x° + x* — 5x + 3 em Q[x], mas (x — 1)° ndo divide p(x).
Portanto, 1 é raiz de multiplicidade 2, enquanto —3 é raiz simples de p(x).
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Teorema 2.3.4 [Teorema Fundamental da Algebra]
Todo polindmio p(x) € C[x] de grau n > 1 possui pelo menos uma raiz complexa distinta.

Segundo [3], 0 Teorema Fundamental da Algebra, provado por Gauss em sua tese de
doutorado em 1798, garante que ndo ocorre com polindmios com coeficientes complexos
o fato de polindmios com coeficientes em um corpo F ndo possuir raizes neste corpo F.

O famoso Teorema Fundamental da Algebra garante que C é algebricamente fechado.
Este Teorema possui uma longa histéria de muitas demonstragdes, nenhuma delas porém
se faz com métodos puramente algébricos, devendo-se sempre usar métodos da analise.
Vamos ao longo do texto admitir este resultado cuja demonstra¢do encontra-se nas seguintes
referéncias: W. K. Clifford, Mathematical Papers 1968 ou L. H. Jacy Monteiro, Elementos
de Algebras - IMPA 1969.

Exemplo 2.3.3 a) O polindmio p(x) = x* — 5 em Q[x] ndo tem raizes em Q, mas possui raizes
V5 — V5 em R[x].
p(x) = x* = 5 € Fx], com F = Q e raizes de p(x) em K = R
b) O polindmio p(x) = x* + 1 em R[x] ndo possui raizes em R, mas possui raizes em C que sdo os
complexos i e —i.
p(x) = x* + 1 € F[x], com F = R e raizes de p(x) em K = C.
O Teorema Fundamental da Algebra diz que, ao considerarmos um polindmio em F[x]

com F C C, este polindmio tem raizes em C. Mas é claro que este polindmio pode ter raizes

em um corpo contido em C, como, por exemplo:

p(x) = (2 + 1)(x* - 2) € Q[x] possuiraizes + V2e RcCe +ieC.
Com o Teorema Fundamental da Algebra, podemos afirmar que um polindmio p(x) €

C[x] de graun > 1 contém todas as suas raizes em C.

De fato, tomando uma raiz z € C de p(x) temos p(x) = (x — z)g(x), com g(x) € C. Se
dq(x) > 1, entdo g(x) possui raiz em C e repetimos o processo.

Teorema 2.3.5 Seja p(x) = a,x" + --- + a;x + ag um polindmio em R[x] (coeficientes reais). Se o
niimero complexo z = o + pi € C é uma raiz de p(x), entdo seu conjugado z = o — pi também é raiz

de p(x).

Demonstragdo. Consideremos p(x) = a,x" + --- + a1x + a9 € R[x] e suponhamos que

z = a + fi € C seja uma raiz de p(x). Desse modo,

p(z) =a,z" +---+az+ay=0.
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Podemos observar, inicialmente, que como 4; € R temos a; = a;,¥i = 1,...,n. Vamos

calcular p(z)

p() =a,z" +- - +mz+ag

p(z)=a,z' +---+a;z+a

p(z) =a,z"+---+az+ay =0

Portanto, z = o — fi também é raiz de p(x).
O

Para ndo cometer erros, devemos atentar para o fato dos coeficientes dos polindmios

serem reais. Por exemplo, o polinomio.

Exemplo 2.3.4 O polindmio p(x) = x* + 2ix + 3 possui o mimero complexo z = i como raiz, pois:

p(i) =i +2i-i+3=-1-2+3=0

mas o conjugado z = —i ndo é raiz de p(x), jd que:

p(—i) = ()2 +2i(-) +3=-1+2+3=4#0.

Isto aconteceu devido ao polindmio p(x) ndo ter coeficientes reais.
Colordrio 2.3.1 Todo polindmio p(x) € R[x] de grau impar possui pelo menos uma raiz real.

Demonstra¢iao. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, p(x) tem uma raiz em C. Como
as raizes complexas aparecem em pares ( raiz z e raiz conjugada z ) e como p(x) tem grau
impar, ndo é possivel que todas as raizes de p(x) sejam complexas da forma a + i € C, com

B # 0. Portanto, pelo menos uma das raizes deve ser real.

2.3.4 Fatoracio Unica

A fatoragdo é uma ferramenta essencial para muitas aplicagdes. No conjunto inteiros,
temos diversos problemas envolvendo nimeros primos e criptografia. A fatorac¢do poli-
nomial é de extrema importancia na resolucdo de equagdes de grau maior que um. Basica-
mente, o objetivo consiste em transformar um polindmio em multiplicagdo de polindmios
de grau menor.

Se u € F - {0} e se p1(x),...,pm(x) sdo polindmios irredutiveis sobre F vamos usar a
expressdo p(x) = u - p1(x)...pm(x) de tal modo que incluiremos na mesma possibilidade
p(x) = uno caso de m = 0.
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Teorema 2.3.6 Seja F um corpo, entdo todo polindmio p(x) € F[x] — {0} pode ser escrito na forma,

p(x) = u-pi(x)...pum(x)

onde u € F — {0} e p1(x), p2(x), . .., pm(x) sdo polindmios irredutiveis sobre F.(ndo necessaria-
mente distintos). Destaca-se, ainda, que essa expressio é 1inica a menos da constante u e da ordem
dos polindmios p1(x), ..., pm(x).

Demonstracido. Seja p(x) € F(x) — {0}. Vamos provar por inducdo sobre dp(x) = n. Se
n = 0,p(x) = u é uma constante ndo nula. Assim, podemos assumir dp(x) =n > 1.

Vamos supor pela hipétese de indugdo que todo polindmio ndo nulo de grau menor
que n pode ser escrito na expressdo desejada, e vamos demonstrar que p(x) também pode
ser escrito naquela expressdo.

Suponhamos, por absurdo, que p(x) ndo possa ser escrito como produto de polindmios
irredutiveis. Entdo, p(x) é um polindmio redutivel sobre F.

Assim,

existe g(x), h(x) € F[x], 1 < dg(x) <n, 1 <Jh(x) <n

tais que p(x) = g(x) - h(x).

Agora, por inducao, temos

gX)=a-pi(x)...p(x),a € F={0} e pi(x),...,p(x)

polindmios irredutiveis sobre F. Analogamente,

h(x)=b- pr+1(x) .. -pm(x)r be F-{0} e pr+1(x)/ e /Pm(x)

polindmios irredutiveis sobre F.

Assim, p(x) = u - p1(x)...pu(x), onde u = ab € F — {0} e p1(x),...,pm(x) polindmios
irredutiveis sobre F.

Vamos agora demonstrar a unicidade da expressao.

Suponhamos
p(x) = u-p1(x)...pu(x) =1 - pi(x)...pi(x)
onde u,u’ € F—{0} e p1(x),...pu(x), p1(x),...p.(x) sdo polindmios irredutiveis sobre F.
Assim, temos,
p1(0) [ Py () ... pL(x)
e dai segue que Ju; € F — {0} tal que p;(x) = u; - p1(x) (nesse caso dizemos que p;(x) e
p1(x) sdo associados em F[x]).
Abaixo, o teorema segue por inducdo sobre m.
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Se m = 1 e pi(x) irredutivel, temos que necessariamente s = 1 e pi(x) e pi(x) sdo
associados em F[x].

Suponhamos m > 1. De pi(x) = u; - p1(x) e sendo F[x] um dominio temos que:

u-pa(x)...pu(x) =u" - u; - pi(x) . pica(X) - pisa(x) . ps(x)

e dai segue pela hip6tese de indugdo que m —1 = s — 1 (isto é, m = s) e mais cada
p}(x) estd associado com algum p;(x) através de uma constante. A partir dessas conclusdes,
termina-se a demonstracdo do teorema.

O

2.3.5 Irredutibilidade de polindmios em um corpo F

Podemos fazer um paralelo e dizer que os polindmios irredutiveis correspondem aos in-
teiros primos. No decorrer do texto, perceberemos que a irredutibilidade de um polindmio,
depende do ambiente onde ele é considerado.

Um polindmio ndo-nulo p(x) é dito irredutivel em F[x] se:

i) d(p(x)) >0

ii) Quando escrevemos p(x) como produto p(x) = d(x)h(x), onde d(x), h(x) € F[x], entdo,
necessariamente, temos d(d(x)) = 0 ou d(h(x)) = 0.

Um polindmio ndo constante que ndo é irredutivel serd chamado de redutivel. Logo,
se um polindmio p(x) de grau maior ou igual a 1 é redutivel sobre F, entdo ele pode ser
escrito como um produto

p(x) = d(x)h(x), com d(x), h(x) € F[x] e d(d(x)) > 0 e d(h(x)) > 0.

Podemos perceber que, independente do corpo F, qualquer polindmio p(x) de grau 1
em F[x] é irredutivel sobre F.

Assim, escrevemos:

p(x) = d(x).h(x), com d(x), h(x) € F[x].

Logo

d(p(x)) = Ad(x)h(x)) = Ad(x)) + I(h(x))

Como Jd(p(x)) = 1, temos

d(d(x)) = 0 e d(h(x)) = 1 ou d(d(x)) = 1 e d(h(x)) = 0.

Dado um polindmio p(x) = x* — 5x* + 1 pertencente a Q[x], queremos testar a redutibi-
lidade de p(x) em Q[x], entdo basta testarmos a redutibilidade de p(x) em Z[x], conforme

o Lema de Gauss. Como p(x) é um polindmio do quarto grau, as fatora¢des possiveis
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pelo grau seriam quatro fatores do primeiro grau, ou dois fatores do primeiro grau e um
fator do segundo grau, ou um fator do primeiro grau e um fator do terceiro grau ou,
ainda, dois fatores de segundo grau. Temos que as trés primeiras possibilidades dizem
respeito a existéncia de pelo menos uma raiz racional ( teorema do fator ). Através do teste
da raiz racional, os possiveis candidatos as raizes de p(x) em Q[x] seriam 1 e —1. Como
p(l) = =3 # 0 e p(=1) = =3 # 0, entdo p(x) ndo possui raizes racionais, logo a conclusdo é
que ndo ird possuir fatores de primeiro grau. A tnica possibilidade de fatoracdo para p(x)
seria, entdo, na forma de dois fatores do segundo grau.

p(x) = (a2x* + ayx + ag)(bpx* + byx + by), comag, ay, by, by € Z.
Como p(x) é um polindmio monico, ou seja, o coeficiente do termo de maior grau é
unitario, temos entdo que a, = b, = 1.

Assim, temos:

p(x) = (a2% + a1x + ag)(bax? + bix + by).
=x* + 01x% + box? + mx® + aybix® + arbox + apx® + aghix + agby.
= x4 + (al + bl)x3 + (110 + alb1 + bo)x2 + (a1b0 + aobl)x + ﬂobo = X4 — 5X2 +1.

Pela igualdade de polinémios, obtemos:

a1 +b1=0
ap+ a;by + by = =5
a1bg +agb; =0
agby = 1.

Como agby = 1 em Z, temos entdo que ap = by = 1 ouay = by = =1, e como a; + b; =0,
temos que by = —a;.

Substituindo na equacgdo ay + a;1b; + by = =5, concluimos que

1+ al(—al) +1=-5
—(m)?*+1+1=-5
(@)*-1-1=5

(m)*-2=5
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@) =7

ou

~1+ay(-m)-1=-5

—(@)?*-1-1=-5
(@) +1+1=5
(511)2 +2=5
(a1)* = 3.

Como ndo existem inteiros cujos quadrados sdo 7 ou 3, ficamos impossibilitados de
fatorar p(x) em Z][x].

Como o polindmio p(x) é irredutivel em Z[x], logo também serd em Q[x]. (Lema de
Gauss que serd enunciado e demonstrado no capitulo 4 - Proposicdo 4.2.1).

No estudo dos ntimeros inteiros Z, alguns ntimeros naturais maiores que um ndo
podem ser escritos como produto de dois naturais, simultaneamente maiores que um, e
estes eram denominados de nimeros primos. No conjunto de F[x], temos polindmios que
correspondem aos nimeros primos em Z, ou seja, polindmios ndo-nulos de grau maior
que zero e que ndo podem ser escritos como produto de dois polindmios de graus maiores
que zero em F[x].

Exemplo 2.3.5 O polinomio x* + 1 é irredutivel em R[x], mas é redutivel em C|[x].
Temos que x* +1 = (x — i) - (x + 1), (x —i) € C[x] e (x + i) € C[x].

Proposicao 2.3.2 Se p(x) € F[x] é polinomio de grau n > 2 e possui pelo menos uma raiz em F,
entdo p(x) é redutivel em F[x].

Demonstrac¢do. Se a € F é raiz de p(x), entdo temos que x —a divide p(x), ou seja, podemos
escrever

p(x) = (x — a)d(x),onde d(x) € F[x].

p(x) tem grau n

(x —a) tem grau 1

d(x) tem graun —1

Comon > 2,entdon —1 > 1 e, assim, vamos ter p(x) redutivel em F[x].
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Teorema 2.3.7 Se p € F[x] — {0}, dp < 3, entdo p é redutivel em F[x] se, e somente se, p possui
raizes em F.

Demonstra¢do. Se dp = 1, entdo p possui uma raiz.
Se dp = 2, entdo temos duas raizes reais ou duas raizes complexas (a + biea — bi ).
Se d = 3, entdo p pode ser escrito como produto de um polindémio de grau 2 por um
polindmio de grau 1. Logo, em todos os casos temos raizes.
O

Teorema 2.3.8 Um polindmio p(x) em C[x] é irredutivel sobre C se, e somente se, p(x) tem grau 1.

Demonstragido. Claro que se dp(x) = 1, temos p(x) irredutivel sobre C. Reciprocamente,
se p(x) é irredutivel sobre C e de grau n, entdo n ndo pode ser > 1, pois se for, serd um
produto com mais de um fator e, assim, sera redutivel sobre C. Esta contradi¢do garante
n=1.

O

Exemplo 2.3.6 Dividir o polinomio p(x) = 2x* + 3x* + x — 4 por d(x) = x> — 2x* + x — 1 em R[x].
Podemos notar que

n=0d(p(x)) =4
m=d(d(x)) =3
a, =2
by =1
Logo,
Z—:l = 2x
assim,

Z—”x”‘md(x) =2x* —4x® + 222 — 2x

e, portanto,

h(x) = p(x) — Z—nx”_md(x) =4 +x*+3x -4

m
e continuando o processo das divisdes sucessivas, até que tenhamos o grau de h(x) menor que o
grau de d(x), temos g(x) = 2x + 4 e r(x) = 9x* — x.



Capitulo 3

Congruéncia Polinomial

Segundo [2], sobre o anel de polindmios, podemos definir a mesma estrutura modu-
lar utilizando a divisdo euclidiana, porque a partir dela temos os restos e as classes de
equivaléncia. Utilizando-se da mesma ideia, iremos encontrar os restos da divisdo de

3223

polindmios, assim como utilizamos para encontrar o resto da divisdo de 3°~ por 7. A ideia

é transportar os exemplos de divisibilidade envolvendo poténcia utilizando congruéncia
para congruéncia de polindmios, pois os polindmios possuem estrutura aritmética pare-
cida com a dos ntmero inteiros, como a divisdo euclidiana, a fatoragdo tnica e a divisdo
com resto tnico. Logo, podemos trazer para a mesma ideia de congruéncia, utilizando a
congruéncia de polindmios em vez de congruéncia de inteiros, mas utilizando a mesma

definicao.

3.1 Congruéncia Polinomial médulo m. [2]

Chama-se congruéncia polinomial com uma incégnita toda congruéncia da forma geral:

p(x) = 0 mod m. (3.1)
onde p(x) é um polindmio de grau n > 1 com coeficientes inteiros:

1

p(x) = a X" + a,xX" + -+ mx +ap

e m é um inteiro positivo, médulo da congruéncia (3.1)

Para n = 1, temos a congruéncia linear com uma incégnita:
p(x) = mx + ap = 0 mod m.

A congruéncia linear acima é equivalente a uma Equacdo Diofantina Linear em duas

42
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varidveis, ou seja,
mx+ag=0modm = a1x = —agmodm — ;X —mY = —ag = mY — a1 X = ay.

Se o grau de p(x) € maior do que 1, entdo a congruéncia

1

A, X"+ a, X"+ -+ ax +ag = 0modm

equivale a Equagdo Diofantina néo linear a,X" + Ay X+ X+ mY = a.

3.1.1 Grau de uma congruéncia polinomial

A congruéncia polinomial (3.1) diz-se de grau dp(x) se, e somente se a,, é coeficiente de

maior poténcia de x que é incongruente a 0 médulo m:
agy, # 0modm.
Se o grau dp < n, com n sendo o grau de p(x), isto significa que
Agps1 = Agps2 = ... = a, = Omod m.

Em particular, se a, # 0mod m, entdo a congruéncia polinomial (3.1) é de grau n. No
caso em que todos os coeficientes do polindmio p(x) sdo congruentes a 0 médulo m,
entdo diz-se que o grau de congruéncia polinomial (3.1) é indefinido. Logo, o grau da
congruéncia polinomial (3.1) depende do seu médulo m e nem sempre coincide com o

grau do polindmio p(x), que é sempre 1, qualquer que seja o médulo m.

Exemplo 3.1.1 Dado o polinémio p(x) = 30x* — 60x° + 12x* — 6x + 3

Iremos verificar o coeficiente de maior poténcia de x que é incongruente a 0 médulo m. Esta
poténcia define o grau da congruéncia polinomial.

A congruéncia polinomial

p(x) = 0mod 12 é de grau 4, pois 30 # 0mod 12 e como 30 é o coeficiente do monomio que
possui expoente 4, a congruéncia possui grau igual a 4.

p(x) = 0mod7 é de grau 4, pois 30 £ 0mod7 e como 30 é o coeficiente do mondmio que possui
expoente 4, a congruéncia possui grau igual a 4.

p(x) = 0mod5 éde grau 2, pois 30 = O0mod5, 60 = O0mod5, 12 # O0mod5 e como 12 é o
coeficiente do mondmio que possui expoente 2, a congruéncia possui grau igual a 2.

p(x) = 0mod6 éde grau0, pois 30 = 0mod6, 60 = 0mod6, 12 = 0mod6, 6 = 0mod 6
e3 % 0mod6 e como 3 é o coeficiente do mondmio que possui expoente 0, ou seja, é o termo
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independente, entiio a congruéncia possui grau igual a 0.
p(x) = 0mod 3 é indefinido, pois 30 = 0mod 3, 60 = 0mod3, 12 = Omod3, 6 = Omod3 e
3 # 0mod 3 e como ndo temos coeficientes dos monomios incongruentes a zero moédulo 3, entio o

grau é indefinido.

3.1.2 Solucdes de uma congruéncia polinomial

Todo inteiro a tal que p(a) = 0 mod m diz-se uma solugdo da congruéncia polinomial (3.1).
Se a é uma solugdo da congruéncia polinomial (3.1), entdo p(a) = O0mod m e se a = bmod m,
entdo p(b) = O0modm, logo b também é uma solucdo da congruéncia polinomial (3.1).

Assim, por transitividade, temos que p(a) = p(b) mod m.

p(a) = 0modm e p(b) = 0mod m

implica p(a) = p(b) mod m.

Por convencao geral, sempre que se fala de solucdes distintas de congruéncia polinomial
(3.1), deve-se entender que se trata de solugdes incongruentes médulo m. Sejam a uma
solugdo qualquer da congruéncia polinomial (3.1)e S =1y, 1, ..., r,, um sistema completo
de restos moédulo m, entdo o inteiro a é congruente médulo m a um tnico elemento de 7;

do conjunto S: a = r;mod m, o que implica:
p(ri) = p(a) = 0mod m

isto é, r; é solugdo da congruéncia polinomial (3.1). Portanto, as solu¢des desta congruén-
cia sdo os elementos r; do conjunto S tais que p(r;) = Omod m. Em particular, como o
conjunto Sp = 0,1,2,...,m —1 é um sistema completo de restos médulo m, segue-se que
todas as solugdes da congruéncia polinomial (3.1) sdo elementos deste conjunto Sy e, por
conseguinte, esta congruéncia pode ter, quando muito, m solugdes.

Consideremos, por exemplo, a congruéncia polinomial:
p(x) =x" +x+1=0mod7.

O conjunto Sy = 0,1, 2,3,4,5,6 é um sistema completo de restos médulo 7, ja que m varia
deOam—1.
p(0)=0"+0+1=1%0mod7
p(1)=1°+1+1=3%0mod7
p(2) =2°+2+1=35=0mod?7

p(3) =3 +3+1=247 £ 0mod7



45

p(4) =4 +4+1=1029 = 0mod7
p(5) =5 +5+1=23131% 0mod7
p6) =6>+6+1=7783 % 0mod 7.

Como 2 e 4 sdo os tnicos valores do conjunto S tais que
p(2) = 0mod7

p4) = 0mod7

segue-se que a congruéncia polinomial considerada apresenta apenas duas solugdes:
x=2mod7 e x =4mod7.

Logo, as duas solugdes da congruéncia polinomial sdo elementos r; do conjunto Sy tais
que p(r;) = 0 mod m.
E facil perceber que as solucdes da congruéncia polinomial p(x) médulo m sdo valores

de x = amod m tais que p(a) sejam multiplos de m.

3.1.3 Congruéncias polinomiais com médulo composto

Para resolver a congruéncia polinomial, utilizaremos, de forma geral, o Teorema Chinés
do Resto para encontrar as solugdes. Teremos, assim, uma das aplicagdes de congruéncia

modular com médulo composto nos polindmios.

Teorema 3.1.1 Seja m um inteiro positivo tal que m = mymy---my , onde my,my, ..., My SA0
inteiros positivos primos entre si dois a dois. Entdo, o inteiro a é uma solugio da congruéncia
polinomial:

1

p(x) = a,x" + a1 x" + - +a1x +ap = 0mod m (3.2)

se, e somente se a é uma solugdo do sequinte sistema de k congruéncias polinomiais:

p(x) = 0mod m,
p(x) = 0mod my

p(x) = 0 mod my,

(4)

Demonstragdo. = Suponhamos que o inteiro 2 € uma solucdo da congruéncia polinomial
(4). Entao:
p(a) = 0modm e m | p(a).
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E comom; | m,parai=1,2,...,k, segue-se que
m; | p(a) e p(a) =0modm;, i=1,2,...,k

isto é, o inteiro a é uma solugdo do sistema (3.1). &= Reciprocamente, suponhamos que o

inteiro a é uma solucdo do sistema (3.1). Entao:
pa) =0modm;,i=1,2,...,k
isto é, p(a) é uma solugdo do sistema:

x = 0mod my

x = 0mod m;

x = 0mod my.

Logo, pelo "Teorema Chinés do resto":
p(a) = 0mod (mymy . . . my)

isto é, o inteiro 4 é uma solugdo da congruéncia polinomial (3.2).
O

Consoante a este teorema, a resolugdo da congruéncia polinomial (3) no caso em que o

modulo m admite a fatoracdo canoOnica é:
m=pipy...py
reduz-se a resolu¢do de congruéncias polinomiais da forma:
p(x) = 0mod p*
isto é, congruéncias polinomiais cujo médulo é uma poténcia de um ntimero primo.
Exemplo 3.1.2 Como exemplo, podemos resolver a congruéncia polinomial:
p(x) = x> +19x* — x + 23 = 0 mod 42.

Resolugdo: Por ser 42 = 2 -3 -7, temos as trés congruéncias polinomiais:

p(x) = 0mod 2
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p(x) = 0mod 3
p(x) = 0mod7
cujas solugoes respectivas sao:

x = 1mod?2, pois p(1) = (1> + 19 - (1)* — (1) + 23 = 42 = 0mod 2
x = —1mod3, pois p(-1) = (=1)* +19 - (=1)> = (=1) + 23 = 42 = 0mod 3
x = 1mod 3, pois p(1) = (1> +19 - (1)> — (1) + 23 = 42 = 0mod 3

= —1mod?7, pois p(-=1) = (=1)°> + 19 - (=1)* = (=1) + 23 = 42 = 0mod 7
x =1mod7, pois p(1) = (1> +19- (1)> — (1) + 23 = 42 = 0mod 7
x =2mod7, pois p(2) = (2> +19 - (2)> — (2) + 23 = 105 = 0 mod 7.

Logo, a congruéncia polinomial dada tem 6 solugdes incongruentes modulo 42 dadas pelos 6

sistemas de congruéncias lineares:

x =amod?2
x = bmod3

x =cmod7

ondea€{l},be{-1,1},ce{-1,1,2}.

Utilizando o "Teorema Chinés do resto”, obtemos:

21x; = 1mod 2, logo, x1 =1
14x; = 1mod 3, logo, x, = -1
6x3 = 1mod7, logo, x5 = —1.

x=21-x1-a-14-x-b—6-x3-cmod(2-3-7)
x=21-(1)-a+14-(-1)-b+6-(-1)-cmod(2-3-7)
x=21-a-14-b—-6-cmod(2-3-7)
x = 21a — 14b — 6¢ mod 42.

Com uma possibilidade para a, duas possibilidades para b e trés possibilidades para c.
Portanto, as 1 -2 -3 = 6 solugdes da congruéncias polinomial p(x) sio:

x=21-(1)—14-(-1)=6-(-1) =21 + 14 + 6 = 41 mod 42
x=21-(1)-14-(-1)—6-(1) =21 + 14 — 6 = 29 mod 42
x=21-(1)=14-(-1) = 6-(2) =21 + 14 — 12 = 23 mod 42
x=21-(1)-14-(1)—-6-(-1) =21 — 14 + 6 = 13 mod 42
x=21-(1)-14-(1)-6-(1) =21 - 14— 6 = 1 mod 42

x=21-(1)-14-(1)=6-(2) =21 — 14 — 12 = —5mod 42.
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3.2 Congruéncia Polinomial médulo d(x)

A associacdo da divisao euclidiana a notacdo em médulo é bastante ttil com os nimeros
inteiros e aplicavel também para os polindmios, simplificando bastante a resolu¢ao dos
problemas.

A grande vantagem da aplicagdo da congruéncia é substituir as poténcias grandes de x
por outros termos que sdo exatamente o resto da divisdo dessa poténcia pelo médulo em
questao.

Sejam os polindmios:

1

p(x) = ayx" + a,.1 X" + - +ax +ag

A(x) = byX™ + by X"+ -+ bix + by

1

q(x) = gax® + g1 X + -+ g1x + o

comms<nea=mn-—rm.
Como dr(x) < dd(x)e0 < a <n,entdo0 < dr(x) <n -1

Pelo algoritmo da divisdo de polindmios, temos:

p(x) = d(x) - q(x) + r(x).

Como d(x) | (p(x) — r(x)), entdo p(x) = r(x) mod d(x).

Logo p(x) — r(x) = 0 mod d(x).

Mas p(x) — r(x) = d(x) - g(x), assim d(x) - g(x) = 0mod d(x), ou seja,
d(x) = 0mod d(x) ou q(x) = O mod d(x).

Como d(x) 1 q(x), entdo g(x) # 0mod d(x), logo concluimos que
d(x) = 0mod d(x).

As congruéncias p(x) = r(x) mod d(x) e d(x) = 0mod d(x) serdo aplicadas para determi-

nagdo do resto da divisdo de dois polindmios.

1

a, X" + a,1 X" + -+ mx + ag = r(x) mod d(x)

by X™ + by X"t 4 -+ byx + by = 0mod d(x).



Capitulo 4

Aplicacoes de Congruéncias em

polin6mios

Podemos propor uma oficina de resolugdo de problemas com a finalidade de trabalhar
as aplica¢des de congruéncias para a determinagdo do resto da divisdo de polindmios e
para verificagdo da irredutibilidade de um polindmio. Assim, iremos utilizar os exem-
plos a seguir, mostrando, primeiramente, como é resolvido pelo método tradicional e,

posteriormente, com o uso da congruéncia.

4.1 Determinacao do resto da divisao de polinémios

Exemplo 4.1.1 Determine o resto da divisdo do polinomio p(x) = x* — 3x” + x® — 10x° + 5x* —
2x® + x% — 3x + 4 pelo polindmio d(x) = x* — 1.

a) Primeiro Método de Resolugio: Divisdo de Euclides.

Realizando a divisdo pelo método da chave, obtemos:

49
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2 —3x" +x0—10x° +5x* =203 + x> —3x+4 | xr—1
—x® +x° x®—3x° +2x* —13x° + 7x* = 15x + 8
—3x7 +2x° — 10x°
+3x7 —3x°
+2x° — 13x° + 5x*
—2x° + 2x*
—13x° + 7x* - 24°
+13x° —13x°
+7x* = 15x% + &2
—7x* + 7x°
—15x° + 8x* — 3x
+15x° —15x
+8x% — 18x + 4
— 8x? + 8
—18x + 12

Obtendo os elementos do quociente, temos

1 1 1 1 1

x8-—2 =", —3x7-—2 = —3x°, 2x6-—2 =22t —13x5-—2 = —13x3, 7x4-—2 =7x%,
X X x X X

~15°. % =—-15x, 8x° i 8

resto r(x) = —18x + 12 e o quociente x° — 3x° + 2x* — 13x> + 7x* — 15x + 8.
Logo,
p(x) = (6 = 1)(x® = 3x° + 2x* = 13x° + 7x* — 15x + 8) + (—18x + 12).

b) Segundo Método de Resolugio: Fatoragdo do divisor e escrevendo o resto na forma (ax + b).
Utilizando a fatoragio, temos que d(x) = x* =1 = (x — 1)(x + 1).
Assim,
dividimos o polindmio p(x) por x — 1 e o resto serd p(1) = —6 pelo teorema do resto.
Dividimos o polindmio p(x) por x + 1 e o resto serd p(—1) = 30 pelo teorema do resto.

Logo, o resto do polindmio p(x) por (x — 1).(x + 1) serd da forma r(x) = ax + b, ou seja, um
polinémio de primeiro grau.

Como (x — 1).(x + 1) = x* — 1, entdo pela divisio euclidiana, temos:
p(x) = (X = 1).9(x) + r(x), ou seja, p(x) = (x* = 1).9(x) + (ax + b).
Entdo,

p(1) = (1> = 1).9(1) + a.(1) + b = -6,

logo,a +b = —6.



51

p(=1) = (=17 = 1)g(~1) + a.(~1) + b = 30,

logo, —a +b = 30.

Resolvendo o sistema acima, temosa = —18 e b = 12.
Assim, o resto é r(x) = —18x + 12.

Niéo conseguimos aplicar este método, por exemplo, para um divisor igual a x* + 1, pois é
impossivel fatorar como produto de termos do primeiro grau, ou seja, é irredutivel sobre os
inteiros.

Conforme o item 3.2, utilizaremos a congruéncia médulo d(x) para a resolugdo do método a
sequir.

¢) Terceiro Método de Resolugio: Aplicacio da congruéncia polinomial.
Como x*> —1 = 0mod (x* — 1), onde (x** = 1) ¢ N
entdo x* = 1 mod (x* — 1).

Logo

x® = 3x7 +x° —10x° + 5x* = 2x° + x> = 3x + 4

= (x®)* = 3(x*)°x + (x*)® = 10(x*)*x + 5(x*)* = 2(x*)x + x* —3x + 4
= (1)* = 3(1)% + (1> = 10(1)*x + 5(1)* = 2(1)x + 1 = 3x + 4
=1-3x+1-10x+5-2x+1-3x+4

= —18x + 12 mod (x* — 1).

Assim, o resto da divisdo de p(x) por d(x) é igual a r(x) = —18x + 12.

Exemplo 4.1.2 (UNICAMP): Determine o resto da divisio de x'® + x + 1 por x* — 1.
Como x* — 1 = 0mod (x* — 1)
entdo x* = 1 mod (x* — 1).
2)50

Logox100+x+1:(x +x+1=1"+x+1=x+2mod (x* - 1).

O resto da divisdo é iqual a x + 2.

Exemplo 4.1.3 (UNIUBE): Encontre o resto r(x) da divisdo de p(x) = x*™ por q(x) = x* — 1.
Temos que x*™' = rmod (x* — 1).
Como x* = 1mod (x* - 1).

2001 2)1000x = 11000

Logo x™™" = (x x = xmod (x* = 1).

O resto da divisdo de p(x) por q(x) é igual a x.

Exemplo 4.1.4 (UEL): Na divisdo de x° +2x* — 3x> + x* = 3x + 2 por x* + x + 1, determine o resto.
x> +x+1=0mod(x*+x+1).
x> +x = —1mod (x> + x + 1).

x* = —x — 1mod (x* + x + 1).
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x> = —(x + 1) mod (x* + x + 1).
1mod (x* + x + 1).

I
x* = xmod (x* + x + 1).

x° = —x — 1mod (x> + x + 1).

Logo

X424 =30+ —3x+2=—-x—-1+2x-31-x—-1-3x+2=-3x—3mod (x> + x + 1).
O resto da divisio é igual a —=3x — 3.

Exemplo 4.1.5 (UFPI): Se o polindmio x° — 2x* + ax® + bx* — 2x + 1 for divisivel pelo polinomio
x? = 2x + 1, entdo determine o valor de a + b.

Temos que

x*> = 2x + 1= 0mod (x> = 2x + 1).

x* = 2x — 1mod (x* = 2x + 1).

x® = 3x —2mod (x* —2x + 1).

x* = 4x — 3mod (x* = 2x + 1).

x° = 5x —4mod (x* = 2x + 1).

X =2x +ax® +bx* —2x+1=5x—-4-2(4x-3)+aBx —2) +b2x - 1) —2x + 1

=bx—-4-8x+6+3ax—-2a+2bx—b—-2x+1=0Ba+2b—-5)x+(-2a—-b+3)

Como o resto éigual a (3a+2b—>5)x +(—2a—b+3) e como o polindmio é divisivel por x* —2x+1,
entdo (3a +2b—5)x +(—2a—b+3) =0x + 0.

3a+2b-5=0
-2a-b+3=0

Resolvendo o sistema temosa=1eb =1.

Logo o valor da soma a + b é igual a 2.

Exemplo 4.1.6 Determine o resto de p(x) = x° + x + 1 por g(x) = x*> — 1.
x> —1=0mod (x> —1).
x® = 1mod (x> - 1).
Logox’ +x+1=x*+x+1=x21+x+1=x*+x+1mod (x> -1).
O resto da divisio de p(x) por ¢(x) é igual a x* + x + 1.

Exemplo 4.1.7 (UNITAU) Encontre o valor de b para o qual o polindmio
p(x) = 15x'° + bx" + 1 seja divisivel por x — 1.
x—1=0mod(x-1),
x = 1mod (x —1).
Logo x'® = 1" mod (x — 1) e x" = 1® mod (x — 1), entdo
15x° + bx® +1=151+b1+1=16 +bmod (x — 1).
Como p(x) é divisivel por x — 1, entdo temos que o resto é igual a zero, logo 16 +b = 0, b = —16.



53

Exemplo 4.1.8 (Colégio Naval) Determine o resto da divisdo de p(x) = x'* + x'° + 1 por d(x) =
x>+ 1.

x> +1=0mod(x>+1).

x® = —1mod (x> + 1).

Logo x™ +x0 +1 =x®x+x +1 = () 2x + (°)’x + 1.

CYx + (PPx+1=(-DPx+(-1)x+1=x—x+1=1mod (X +1).

O resto da divisdo de p(x) por d(x) serd igual a 1.

3)42 3)3

Atividades propostas:
Espera-se que os alunos resolvam os exercicios seguintes utilizando a congruéncia

polinomial.

Exercicio 4.1.1 (IME/2015): Encontre o resto da divisio do polinomio p(x) = x* — x* — 6x** +
5x* —16x° + 3x% por d(x) = x> = 3x* — x + 3.

Exercicio 4.1.2 (ITA/2016): Determine o resto da divisio de (1 + x + x*)* por (1 + x)3.

999 + x888 + x777

Exercicio 4.1.3 (IME): Provar que p(x) = x +---+x' +1 é divistvel pelo polindmio

dx) =2 + 28+ 2"+ + 2t + 1.

4.2 Critério de Irredutibilidade de Eisenstein

Podemos constatar no capitulo anterior, que a irredutibilidade, utilizando a definigao,
é muito trabalhosa e dispendiosa em relacdo ao tempo (como apresentado na introdugéo
de irredutibilidade). Segundo [5], para discutir, por exemplo, a irredutibilidade de um
polindmio do décimo quinto grau, teriam varias combinagdes possiveis em relagdo ao
grau, para a fatoragdo do polindmio.

Os critérios de irredutibilidade sdo eficientes e precisos a fim de simplificar nossa tarefa
e assim chegar, de forma 4gil, ao objetivo. Nao podemos aplicar o critério de Eisenstein
a todos os polindmios que sao irredutiveis sobre os ntimeros racionais, mas é possivel a
verificacdo da irredutibilidade em casos importantes, com pouco esfor¢o. O Critério de

Eisenstein é aplicado diretamente ou através de uma transformacgao do polindmio original.

Proposicdo 4.2.1 (Lema de Gauss)

Se p(x) € Z[x] é um polindmio irredutivel sobre Z|[x], entdo p(x) também é irredutivel sobre
Qlx].
Demonstragido. Um polinomio f(x) € Z[x] é primitivo se 0 MDC de seus coeficientes é igual a 1.
O produto de dois polindmios primitivos f(x) e g(x) € Z[x] também é primitivo:

Supondo que tal produto ndo seja primitivo, entdo existe um niimero primo p que divide todos os
coeficientes de f(x).g(x), portanto este produto serd nulo em Zp[x], logo um dos polindémios deverd
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ser nulo em Zp[x]. Se f(x) é nulo, entdo todos os seus coeficientes serdo divisiveis por p, dessa
forma, teriamos um absurdo; g(x) também ndo pode ser nulo. Assim, um produto de polindmios
primitivos deve ser primitivo.

Supondo que p(x) possa ser fatorado sobre Q[x], onde p(x) = q(x).h(x), sendo my; o MMC dos
denominadores dos coeficientes em q(x), temos my.q(x) primitivo.

Sendo my 0 MMC dos denominadores dos coeficientes em h(x), temos m,.h(x) primitivo.

Entdo:

mymap(x) = myg(x)mah(x).

O lado direito serd primitivo o que implica que o lado esquerdo também serd primitivo. Isso sé
serd possivel se my e my sdo £1 o que faz com que a fatoragdo inicial jd fosse em Z[x].

Teorema 4.2.1 (Critério de Irredutibilidade de Eisenstein)
Seja f(x) = a,x" + a,1xX"" + - + a1x' + ag € Z[x] um polindmio de grau n > 1. Suponha que
exista um niimero primo p tal que:

i) a, £ 0modp.
ii) a; =0modppara0<i<n-1.
iii) ao # 0modp*.

Entdo f(x) é irredutivel em Z|[x].

Demonstra¢do. Suponha, por absurdo, que f ndo seja irredutivele que f = g.h; g, h € Z[x]

Escrevendo os polindmios g e h na forma estendida

g(x) = bx" + by x 1wt + e Zx], r>1

h(x) = cax® + X P+ +oxt+cp€Z[x],s>1,b,cs #0ers <n.

De (iii), temos que by e ¢y ndo podem ser ambos divisiveis por p. Supomos, sem perda
de generalidade, que p divide apenas co, tome:

m = MIN{k |k €{0,1,2,...,s}} tal que ¢y # O0modp, logo m > 1, pois ¢y = 0mod p. Note
quen >s=m.

Também, pode-se verificar que a,, = bocy, + bcy—1 + - -+ + by,—ic; para algum i entre 0 e m.
Como by e ¢,, ndo sdo divisiveis por p, entdo c,,1,...,c; sdo divisiveis por p. Temos que
A, = bymodp e a, # modp, segue de (i) e de (ii) que m = n, o que implica que s = n*,
absurdo.

O

Segue da definicdo de congruéncia que a = bmodp, ou seja, p | (b — a), entdo outra
maneira de enunciar o Critério de Eisenstein seria:

n—1

Seja f(x) = a,x" + a,.1x" " + - + a1x" + a9 € Z[x] um polindmio de grau n > 1. Suponha

que exista um ntimero primo p tal que:
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i) pta,
ii) pla;Vie{0,1,...,n -1}
iii) p* 1 ao.
Entdo f(x) é irredutivel em Z[x].

Exemplo 4.2.1 Mostre que p(x) = x* — 2x* + 8x + 2 € Z[x] é irredutivel em Q[x]. Completando
o polindmio, p(x) fica 1x* + 0x> — 2x* + 8x + 2.
Seja p = 2, entdo temos que:

1# 0mod?2, ouseja, 2 11
0 =0mod?2, ou seja, 2 | 0
—2 =0mod?2, ou seja, 2 | =2
8 = 0mod?2, ou seja, 2| 8
2 =0mod?2, ou seja, 2 |2
2 £ 0mod 2%, ou seja, 2% £ 2.

Logo, p(x) é irredutivel em Z][x]. (Teorema 4.2.1)
Se p(x) € Z|[x] é irredutivel sobre Z|[x], entdo p(x) é irredutivel sobre Q[x]. (Gauss)

Exemplo 4.2.2 Prove que p(x) = x% 4 2x + 10 é irredutivel em Q[x].
Completando o polindmio, p(x) fica x* + 0x* + 2x + 10.
Tomando p = 2 primo, temos que:

1% 0mod?2, ouseja, 2 11
0 = 0mod?2, ou seja, 2 | 0
2 =0mod?2, ou seja, 2| 2
10 = 0mod 2, ou seja, 2 | 10
10 2 0mod 22, ou seja, 2% 4 10.

Assim, pelo critério de Eisenstein, p(x) é irredutivel sobre os racionais.

Exemplo 4.2.3 Demonstre que a raiz quadrada de todo niimero primo é irracional.

Seja p um mimero primo qualquer e considere o polindmio p(x) = x> — p. Agora observe que
p ndo é divisor de a; = 1, mas sim de a; = 0 e de ay = —p, além disso, p* ndo divide ay = —p. O
critério de Eisenstein nos assegura que o polindmio p(x) é irredutivel em Q[x]. Isto implica que
p(x) ndo tem raizes racionais, portanto /p € irracional.

Observe que x> —p = (x + \p)(x — \p).
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Exemplo 4.2.4 Aplicagio apds translagio p(x + a).

Quando o critério de Eisenstein ndo se aplica para nenhum niimero primo, entdo hd a possibili-
dade de aplicd-lo para algum niimero primo apds a substituicio de x por x + a no polindmio p(x),
onde a é um niimero inteiro.Se o polindmio obtido p(x + a) for irredutivel, entdo concluimos que o
polindmio original p(x) também serd irredutivel.

Considere, por exemplo, um polindmio p(x) = x*+x+2, em que o coeficiente de x ndo é divisivel
por nenhum primo, portando o critério de Eisenstein ndo se aplica. Substituindo x por x + 3,
obtemos o polindmio x* + 7x + 14, que satisfaz o critério de Eisenstein para o niimero primop = 7.
Como esta substituicdo é um automorfismo do anel Q[x], o fato de se obter um polindmio irredutivel
implica que o polindomio original é irredutivel.

Podemos dizer também que o polindmio p(x) é monico de grau 2, logo sé poderia ser redutivel
se tivesse uma raiz inteira, o que na verdade ndo possui, no entanto, o uso da substituicdo para a
aplicagdo do critério de Eisenstein é uma maneira de estender a sua utilidade.

Exemplo 4.2.5 Aplicagdo invertendo a ordem dos coeficientes de p(x)

Outra possibilidade para transformar um polindmio de modo a satisfazer o critério, que pode ser
combinada com a aplicacdo de um deslocamento, é inverter a ordem de seus coeficientes, contanto
que o seu termo constante seja diferente de zero ( afinal, se nio fosse o polindmio jd seria divisivel
por x). Isto pode ser feito porque esses polindmios sio redutiveis em R[x] se , e somente se, eles sio
redutiveis em R[x,x™'] ( para qualquer dominio de integridade R), e neste anel a substituicio de
x por x~* inverte a ordem dos coeficientes ( de forma simétrica em relagio ao coeficiente constante,
mas uma subsequente mudanga no expoente corresponde a multiplicagdo por uma unidade). Como
um exemplo, 2x° — 4x* — 3 satisfaz o critério para p = 2, depois de inverter os seus coeficientes e
(sendo primitivo) é , portanto, irredutivel em Z|[x].

Exemplo 4.2.6 Aplicagio nos polindmios ciclotomicos

Podemos usar o critério de Eisenstein também para verificar a irredutibilidade de polindmios
ciclotomicos para niimeros primos p. Um polindmio ciclotdmico é obtido dividindo o polindmio
x? — 1 pelo fator x — 1, correspondente a sua raiz igual a 1 ( mas se p > 2, a unidade é sua iinica

raiz racional).

xP -1
x—1

=X+ x+ L

Como os coeficientes sdo iguais a 1, ndo podemos aplicar o critério de Eisenstein diretamente,
mas fazendo a substituicdo de x por x + 1, o critério serd aplicado para o niimero primo p.

(S0 SN (N N W S 1A O 12
. =X +p_1x + +2x+1.

Assim, os coeficientes ndo-lideres sdo divisiveis por p, utilizando da propriedade dos coeficientes
binomiais, e o coeficiente constante sendo igual a p, ndo sendo, portanto, divistvel por p*. Podemos
também utilizar da identidade (a + b)’ = a” + b’ ( baseada nas mesmas propriedades dos coeficientes
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binomiais, dando origem ao endomorfismo de Frobenius), para calcular a reducdo médulo p do
quociente de polindmios.
x+1 -1 ¥+1"-1 &

= = (modp).
. " L =X (modp)

Desta forma, os coeficientes ndo-lideres do quociente sio todos divisiveis por p, restando a
verificagdo do termo constante igual a p do quociente, fazendo a substituigdo de x por 1 ( em vez de
x + 1) na forma expandida x*™' + -+ - + x + 1.



Capitulo 5

Implementacao Computacional

A seguir, utilizaremos o GeoGebra como uma interface para a intera¢do entre o usudrio
e o tema Congruéncia Polinomial proposto neste trabalho. O GeoGebra é um software
gratuito de matemética dinamica desenvolvido para o ensino e aprendizagem nos varios
niveis de ensino, que aborda Geometria, Algebra e Célculo. A principal fungéo da imple-
mentacdo é retornar o resto R(X) da divisdo entre dois polindmios quaisquer P(X) e D(X),
tal que P(X) = R(X) mod D(X).

Devemos, primeiramente, inserir os valores dos coeficientes e das poténcias de x do
dividendo P(X) ( limitado a 11 coeficientes ). Em seguida, inserimos os valores dos
coeficientes e das poténcias de x do divisor D(X) ( limitado a 11 coeficientes ). Nesse
momento, é importante lembrar que os coeficientes dos dois polindmios devem ser inteiros
e dD(X) < dP(X). Apés a inser¢do, teremos a visualizagdo do resto R(X) da divisdo entre os
dois polindmios, obtendo assim uma interatividade entre o aluno e o contetido proposto

através do programa.

58
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Figura 5.1: Congruéncia Polinomial ( dP(X) =26 e dD(X) =3)

o polinomic.ggb = =
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
| A ' I £9 . . a= Crmem
. /{_ ! 0'\7 @7 \e /] '4.7 xf ABC7 4'1_ .-I-'—, Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) ? ]
b Janela de Alge | » Janela de Visualizagio x
= Fungio  ~ |Insira o polinémio do dividendo ( coeficientes inteiros ) P(X):
3 Dix) = = g 2 7 3 2 0 0 0 0
=0 px) = POO =11 X + [ + |6 K + |5 X + |18 X + 3 X + o X + 0 X + [0 K + 0 KX + 0
0 r(x) =
Naimero
Insira o polinémio do divisor ( coefientes inteiros ):
3 2 1 0 0 0 0 0 0 0
Dpg =1 X + 3 X + 1 X + 0 X + 10 K + 0 X + 0 X + 0 X 0 X + 0 K + 3
Resto da divisdo de P(X) por D(X):
4
P(X) = R(X) mod D(X)
X8 - X5 -6X** + 5x* - 16x° + 3x*+ 0x% + 0x° + 0x° + 0x° = 6x*-17x -3 mod ( x* - 3x® - X"+ 0x° + 0x° + 0x° + Ox° + Ox° + Ox° + 0x° + 3)
P(X) =(6x2-17x - 3) mod D(X)
Resto: R(X)=6x*-17x-3
< >
Entrada: 1)
Geogebra - Leonardo (2019)
. A . . .
Figura 5.2: Congruéncia Polinomial (dP(X) =4 e dD(X) =2)
o polinomio.ggb - oIEN
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
A . In ™ . y as Wover
‘ . i /{, L r\'T 07 ‘\'/7 4 xf ABC7 4'1 ‘-I*? Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) ) &
b Janela de Alge | » Janela de Visualizagio x
= Fungge  ~ |Insira o polinémio do dividendo ( coeficientes inteiros ) P(X):
~0 Dix) = 4 3 2 1 0 0 0 0 0 0
0 plx) = POO = [1 + |5 ¢ + 4 X s X o ¢ + 0 X + 0 X + 0 X + 0 K e K + |8
5 i(x) =
= Nimero
Insira o polinémio do divisor ( coefientes inteiros ):
2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
DEy= |1 X + |5 X o + 0 X sl K + 0 X + 0 X L0 X + 0 X + 0 X + 8
Resto da divisao de P(X) por D(X):
4
P(X) = R(X) mod D(X)

X%+ 5x7 -4x2 + X"+ 0x° + 0x° + 0x° + Ox® + Ox% + Ox® + 6 = 141x - 234 mod ( x? - 5x" + 0x° + Ox® + 0x° + Ox® + Ox°® + Ox°® + Ox® + 0x° + 6 )
P(X) =(141x - 234) mod D(X)

Resto: R(X)=141x -234

Entrada:

Geogebra - Leonardo (2019)

A seguir, utilizaremos uma planilha eletronica também como uma interface para a
interacdo entre o usudrio e o tema Critério de Irredutibilidade de Eisenstein proposto
neste trabalho. A planilha utilizada pode ser o software Microsoft Office Excel ou o
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BrOffice Calc, que é um sofwtare livre. A principal funcdo da implementagao é verificar se
um polindmio é irredutivel pelo Critério de Irredutibilidade de Eisentein. Primeiramente,
na planilha 1, inserimos na primeira linha da tabela, os coeficientes do polinémio p(x)
em cada célula, com limitacdo de 10 coeficientes e, na planilha 2, teremos o polindmio
completo sendo apresentado. Em seguida, na segunda linha da tabela, inserimos cada
poténcia de x dos respectivos coeficientes do polindmio p(x). Desse modo, ocorre a busca
pelo nimero primo p que satisfaz todas as condi¢des do Critério de Eisenstein e, caso ele
exista, serd apresentado no campo "Numero primo p que satisfaz". Caso ndo exista, serd
apresentado o nimero zero e a frase "N&o existe ntimero primo que satisfaz os critérios de
irredutiblidade de Eisenstein".

Na tabela a direita, temos a verificagdo de todas as condi¢des necessdrias para satisfazer
o Critério de Eisentein com o niimero primo p encontrado.

Finalmente, serd apresentado como resultado a frase "p(x) é irredutivel em Q[x] pelo
critério de irredutibilidade de Eisenstein", caso seja encontrado o niimero primo p que
satisfaga todas as condigdes ou o resultado sera a frase "Inconclusivo”, caso ndo seja
encontrado o niimero primo p que obedeca as condi¢des. Importante ainda ressaltar que

a implementagao funciona para buscar ntimeros primos existentes no intervalo até 1000.

Figura 5.3: Critério de Irredutibilidade de Eisenstein ( condigdes satisfeitas )
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Figura 5.4: Polindmio (dp(x) =9)
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Figura 5.5: Critério de Irredutibilidade de Eisenstein ( condigdes ndo satisfeitas )
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Figura 5.6: Polindmio (dp(x) =9)
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Capitulo 6

Considerac¢oes Finais

No contexto escolar, a proposta diddtica é da expansdo do estudo de congruéncias na
educagdo basica, em especifico nas séries finais do ensino médio, ja que o assunto é visto
apenas em cursos de nivel superior e na preparagdo para as olimpiadas de matematica.

A proposta é de utilizacdo da congruéncia como mecanismo que facilita a resolucdo
de problemas relacionados aos polindmios, ou seja, congruéncia médulo d(x), onde d(x) é
um polindmio na varidvel x. Por observacao, é facil verificar que ha diversos trabalhos so-
bre aplica¢des de congruéncias, citando por exemplo: Critérios de divisibilidade, Cédigo
de barras, Sistemas de identificagdo (cpf, cartdo de crédito), Criptografia, Calendario e
Equacoes Diofantinas. Todas estas cita¢des sdo referentes a utiliza¢do da congruéncia moé-
dulo m, onde m é um ntimero natural diferente de zero. O intuito é mostrar a abrangéncia
da congruéncia nesta parte da 4lgebra que é vista pelos alunos como um contetdo bas-
tante abstrato, sendo interessante uma abordagem nos livros didaticos para ser ensinado
nas séries finais. Importante ressaltar que o aluno perceba a relacdo existente entre os
contetidos matematicos estudados e ndo como temas isolados sem comunicacao.

A demonstragdo das aplicagdes da matemdtica é fundamental para motivar nos
alunos a habilidade de interpretacdo, de investigagdo e de capacidade critica valorizando
a disciplina como um todo. Fica a sugestdo para todos os professores do ensino médio,
a criacdo de oficinas e minicursos com a finalidade de estabelecer metodologias para o

estudo de congruéncias aplicado a dlgebra.
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