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RESUMO

NUMEROS METALICOS

AUTORA: Adriane Vaz Huber
ORIENTADOR: Edson Sidney Figueiredo

Este trabalho € um estudo bibliografico com base em livros, artigos e dissertacdes
que tratam sobre os numeros metalicos. O objetivo é estudar os nimeros metalicos
com o uso de equacdes quadréticas, relacbes de recorréncia, representacdes em
fracBes continuas, construcbes geométricas e sequéncias por radicais. Para tanto,
fizemos inicialmente um estudo histérico sobre o nimero de ouro e sequéncias de
Fibonacci. Estudamos as relagbes de recorréncia de segunda ordem e fracoes
continuas simples, para apés, com a definicdo de niumeros metalicos, relaciona-los
com esses conceitos. Também fizemos a relacdo dos numeros metélicos com as
construcbes geométricas e com as sequéncias de radicais continuos e sugerimos
possibilidades de aplicac6es na Educacédo Basica.

Palavras-chave: Numeros Metdlicos. Equacdes Quadraticas. Relacdes de
Recorréncia. Fragdes Continuas. Construgcdes Geométricas. Sequéncias de
Radicais Continuos.



ABSTRACT

METALLIC NUMBERS

AUTHOR: Adriane Vaz Huber
ADVISOR: Edson Sidney Figueiredo

This work is a bibliographic study based on books, articles and dissertations dealing
with metallic numbers. The objective is to study the metallic numbers with the use of
quadratic equations, recurrence relations, representations in continuous fractions,
geometric constructions and sequences by radicals. To do so, we did initially a
historical study on the gold number and Fibonacci sequences. We study the relations
of second order recurrence and continuous fractions simples, after which, with the
definition of metallic numbers, we relate them to these concepts. We also did the
relation of the metallic numbers with the geometric constructions and with the
sequences of continuous radicals and we suggest possibilities of applications in the
Basic Education.

Keywords: Metallic Numbers. Quadratic Equations. Recurrence Relations.
Continuous Fractions. Geometric Constructions. Sequences of Continuous Radicals.
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1 INTRODUCAO

Esta dissertacdo é um estudo bibliografico e seu principal objetivo é servir de
fonte de inspiracdo para enriquecer as aulas dos professores da Educacéo Basica, e
também ser referéncia de pesquisa para estudantes que nao se satisfazem somente
com o gque é apresentado na escola.

Apresentamos aspectos historicos da origem do numero de ouro e sua
relacdo com a sequéncia de Fibonacci. O numero de ouro, por ter recebido o nome
de um metal, serviu de inspiracdo para a nomenclatura de outros numeros, 0s quais
chamamos no trabalho de numeros metalicos.

Para isso utilizamos como principais referéncias Boyer (1974), Eves (1992),
Eves (2011), Flood e Wilson (2013), Spinadel (2003) e Livio (2008).

A mateméatica sempre exerceu um fascinio e atracdo sobre os povos desde
suas origens, ndo somente pela necessidade de seu uso comercial como também
pela sua aplicacdo nas construcdes, artes, jogos e viagens. Um tema que tem tido
grandes aplicacbes em varias areas e motivado pesquisas é a sequéncia de
Fibonacci e sua relagdo com a proporcao aurea.

A proporcao aurea, também chamada de nimero de ouro ou razdo 4urea, €
uma constante real irracional representada pela letra grega ¢(Fi). Segundo Livio
(2008), foi o matemético americano Mark Barr quem deu o nome de Fi a razéo
aurea, em homenagem a Fidias, escultor grego que viveu entre 490 e 430 a.C.

Obtemos a propor¢ao aurea quando dividimos uma reta em dois segmentos
(Figura 1.1), de maneira que o segmento mais longo da reta dividida pelo segmento
menor seja igual a reta completa dividida pelo segmento mais longo.

Figura 1.1 — Proporcao aurea

Fonte: A autora.

A proporcao aurea é definida algebricamente como:
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a+b a
a b Y
Dai:
a+b
. ¢
1+E:¢
1+l=¢
®
p+1=¢?
p:—p—1=0.

Resolvemos a equacdo quadratica ¢? — ¢ — 1 = 0 e encontramos como Unica

solugéo positiva ¢ = %g gue vale aproximadamente 1,618.

Ja o retangulo aureo é um retangulo cujo comprimento do seu lado maior
dividido pelo comprimento do seu lado menor € igual ao nimero de ouro (Figura
1.2).

Figura 1.2 — Retangulo aureo

S

Fonte: A autora.

Conforme Mendes (2007), o primeiro registro sobre o numero de ouro
aparece na obra Os Elementos, de Euclides (300 a.C). No entanto, existe um

documento ainda mais antigo chamado Papiro de Rhind* ou Ahmes (Figura 1.2) que

1 O papiro foi adquirido por Alexander Henry Rhind, de Aberdeen (Escécia), em 1858 em Luxor, Egito.
O Museu britanico incorporou-0 ao seu patriménio em 1865, permanecendo em seu acervo até os
dias atuais.
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mede 5,5 m de comprimento por 0,32 m de largura, datado aproximadamente de
1650 a.C. onde encontramos um texto matemético na forma de manual pratico que
contém 85 problemas copiados em escrita hieratica pelo escriba Ahmes de um
trabalho anterior referindo-se a uma razdo sagrada que se acredita ser o nimero

aureo.

Figura 1.2 — Papiro de Rhind

Fonte: http://www.matematica.br/historia/prhind.html. Acesso em: 7 jan. 2019.

A razdo aurea aparece no simbolo da Escola Pitagérica, que era um
pentagrama, o qual é uma figura formada pela a unido das diagonais de um
pentagono regular. No pentagrama as medidas das diagonais estdo em razao aurea
com as medidas dos lados do pentagono, além disso, os segmentos do pentagrama
formados pela intersec¢cdo dessas diagonais também estdo em razédo aurea (Figura
1.3).


http://www.matematica.br/historia/prhind.html
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Figura 1.3 — Pentagrama
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Fonte: A autora.

No final do século XllI e inicio do século Xlll viveu Leonardo de Pisa também
chamado de Leonardo Fibonacci? e sua famosa sequéncia estd diretamente
relacionada com a proporcao aurea. Fibonacci foi um dos grandes matematicos da
Idade Média, nascido em Pisa, filho de um comerciante italiano que tinha negdcios
no norte da Africa. Sendo assim ele teve contato com os métodos matematicos
orientais e arabes tendo viajado para o Egito, Siria e Grécia para aperfeicoar seu
aprendizado. Foi considerado “0 matematico mais talentoso da Idade Meédia”
segundo Eves (2011, p.292). ApGs seu retorno das viagens, publicou seu primeiro
livro, Liber Abaci o qual chegou-nos em sua segunda verséao, de 1228 (Eves, 2011),
tratando de aritmética e algebra elementares tais como: métodos de célculos com
inteiros e fracdes, célculo de raizes quadradas e cubicas e resolucdo de equacdes
lineares.

Dentre todos os problemas tratados no Liber Abaci, 0 mais famoso é o que
trata sobre a reproducéo dos coelhos, que é o seguinte: um casal de coelhos torna-

se produtivo a partir do segundo més de vida. Depois desse tempo, produz um novo

20 ano de seu nascimento é um ponto de discérdia para alguns autores: de acordo com Eves (2011),
Leonardo Fibonacci nasceu em 1175 e morreu em 1250. J& para Boyer (1974), ele viveu de 1180 a
1250. No entanto, para Flood e Wilson (2013), a data do seu nascimento seria 1170 e de sua morte,
1240.
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casal de coelhos a cada més, que supostamente também é fértil a partir do segundo
més. Comecando esse ciclo reprodutivo com um Unico casal de coelhos, quantos
casais de coelhos existirdo ao final do primeiro ano?

A solucao do problema consiste em analisarmos o0 processo de reproducao a
cada més. No inicio do primeiro més temos um casal de coelhos jovem. Decorrido o
primeiro més, esse casal ja esta adulto e, portanto, fértil. No segundo més, esse
primeiro casal gera outro, ficando com dois pares. No terceiro més, o casal adulto
procria outra vez, enquanto que o casal de filhotes se torna fértil. Logo, ficamos com
trés pares de coelhos. No quarto més, cada um dos dois casais gera um novo casal
e 0 terceiro casal se torna adulto e fértil. Entdo, nesse momento, temos cinco pares
de coelhos. Seguindo esse raciocinio, nos meses subsequentes, o nimero de pares
de coelhos sera oito, treze e assim sucessivamente, como podemos observar na

Figura 1.3:

Figura 1.3 — Reproducao dos coelhos

Numero de Pares

S :
g 1

b2 b? ¥ ey

Rr b P R s

Ver Ber Do b? Bed Ba?

Fonte: https://sites.google.com/site/leonardofibonacci7/o-problema-dos-coelhos. Acesso em: 5 jan.
20109.



https://sites.google.com/site/leonardofibonacci7/o-problema-dos-coelhos
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Observamos que a cada més (depois dos dois primeiros) o nimero de pares
de coelhos é a soma dos dois anteriores. A solucao do problema da reproducéo dos
coelhos é o0 12° numero, isto é, 144. Essa sequéncia de niumeros € denominada
sequéncia de Fibonacci:

(1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, 144, 233,377,610,987,1597, 2584, ).

Essa sequéncia de nameros ¢ infinita e a divisdo de qualquer par de numeros
sucessivos tende para um valor compreendido entre 1,5 e 2. Quanto mais o0s
nameros vao crescendo, mais essa razao se aproxima do numero de ouro, ¢.

Na determinacéo do limite da sequéncia de Fibonacci, precisamos resolver a
equacdo @? — @ —1 =0. No nosso estudo, tratamos dos numeros metdlicos, em
que, o numero de ouro é um deles e que sao definidos segundo Spinadel (2003)
como sendo o conjunto das solucdes positivas da equacao

x2—px—q=0,
onde p e g sdo pertencentes ao conjunto dos niumeros naturais (N).

Convém observar que o numero de ouro é obtido quandop=1eqg=1,eno
decorrer do trabalho, discutiremos as solucfes das equacfes quadraticas do tipo
x?—px—q=0,comp,q € N.

Os numeros metalicos aparecem em aplicacdes tais como 0s quase-cristais e
na economia. Podemos encontrar em Vinagre (2016), que 0S quase-cristais
apresentam simetrias de rotacdo que se encontram associadas aos numeros
metalicos, e, em Spinadel (2003), notamos que 0 numero de ouro possui ligacao
com a aplicacéo do conceito de caos na economia.

Esse trabalho é um estudo sobre os niumeros metalicos e foi organizado em
seis capitulos e referéncias.

Neste primeiro capitulo, Introducdo, apresentamos uma sintese historica
sobre o numero de ouro e a sequéncia de Fibonacci, os objetivos e a estruturacéo
do trabalho.

No capitulo 2, Relagdes de Recorréncia, estudamos as recorréncias lineares
homogéneas de segunda ordem com coeficientes constantes.

No capitulo 3, Fracdes Continuas, destinamos ao estudo das fracdes
continuas simples.

No capitulo 4, Niomeros Metalicos, tratamos sobre os nimeros metélicos —

ouro, prata, bronze, cobre, niquel e platina — e sua equagéo quadratica respectiva; a
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seguir associamos 0s mesmos as relacdes de recorréncia, fragbes continuas,
construcBes geométricas e sequéncias de radicais continuos.

No capitulo 5, Sugestdo para a Educacdo Basica, apresentamos uma
proposta de aplicacdo em sala de aula, bem como, ferramentas para estudo com
enfoque para apresentacao a estudantes da Educacao Basica.

No capitulo 6, Consideracdes Finais, realizamos uma reflexdo sobre o estudo
dos numeros metalicos e sua abrangéncia matematica que encaminha
possibilidades para novos questionamentos e pesquisas.

Nas Referéncias listamos os livros, artigos e dissertacées que fundamentam
esta pesquisa.
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2 RELACOES DE RECORRENCIA

Apresentamos, neste capitulo, o conceito de sequéncias definidas
recursivamente, e em particular, as recorréncias lineares de segunda ordem
homogéneas, com coeficientes constantes, por ser parte relevante do nosso estudo.

Para isso, utilizamos como principais referéncias as obras de Morgado e
Carvalho (2015) e de Lipschutz e Lipson (2004), Flood e Wilson (2013) e o artigo de
Spinadel (2003).

2.1 SEQUENCIAS NUMERICAS

Definicdo 2.1.1. Uma sequéncia numérica € uma funcédo f: N — R, que associa a

cada n € N um numero real a,, denominado n-ésimo termo.

Representamos uma sequéncia como (a4, a,,as, -, a,-1,a,) Se for finita, ou
seja, quando a sequéncia tiver um nuamero limitado de termos. Caso contrario, a
representacdo utilizada sera (aq,a,, as, -, Ap_1, Ap, Aptq, *** )-

Algumas sequéncias podem ser determinadas com a utilizacdo de uma
férmula matematica que associa cada termo com sua posi¢ao, ou seja, associa cada
n a um determinado valor a,, como as progressdes aritméticas e as progressdes

geomeétricas.

Definicdo 2.1.2. Uma progressdo aritmética (PA) é uma sequéncia, tal que é
constante a diferenca a,,; — a,, para todo n € N. Essa constante é denominada de
razdo r, isto € r =a,,; —a,, a qual, dado o primeiro termo a,, nos permite
determinar todos os termos, bastando, a partir do segundo, adicionar a razéo r.
Ent&o, generalizando, podemos escrever:
a, =a,+r
az=a,+r=a,+r+r=a; +2r
ag=az+r=a;+2r+r=a,+3r

s =aa+r=a;+3r+r=a, +4r

ap,=ap1+r=a,+(m—-2)r+r=a;,+ (- Dr.

Enfim, a expresséao
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a,=a;+(mn—Dr

€ chamada de férmula do termo geral da progressao aritmética.

Exemplo 2.1.1. Os numeros naturais (1,2,3,4,---) formam uma PA cuja razé&o é igual

al.

Exemplo 2.1.2. A sequéncia G g%) € uma PA que possui razdo iguala 1l e o

N W

primeiro termo é

N |-

Definicdo 2.1.3. Uma progressao geométrica (PG) € uma sequéncia de termos nao

nulos, tal que é constante o quociente aZ“, para todon € N. Essa constante &
n

denominada de razdo q, isto € g = % Dado o primeiro termo, podemos determinar
n

todos os outros, bastando, a partir do segundo, multiplicar a razdo g ao termo
anterior.
Entdo, generalizando, podemos escrever:
a; =a1°q
a3 =0"q=0ay"q*q=a,"q*
a,=az3'q=a,q° q=a,"q°
U =0y_1 q=0a; q" * q=a; q""
Concluindo, a expressao
anp = Qg * qn—l

€ chamada de férmula do termo geral da progressao geométrica.

Exemplo 2.1.3. A sequéncia dos ndmeros (2,10, 50,250, :--) formam uma PG cujo

primeiro termo é 2 e arazdo € igual a 5.

Exemplo 2.1.4. Os numeros (2,6,18,54,...) formam uma PG que possui primeiro

termo igual a 2 e arazao é 3.

Observamos que apesar das sequéncias dos exemplos 2.1.1 e 2.1.2

possuirem o0 mesmo valor para a razéo, elas sao diferentes, pois 0s primeiros termos
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séo distintos. Ja no caso dos exemplos 2.1.3 e 2.1.4, ambas possuem 0 mesmo
valor para o primeiro termo, mas a razdo é diferente, o que determina sequéncias
distintas.

Vale ressaltarmos que as progressdes aritméticas e as progressdes
geométricas sdo determinadas em funcdo dos seus termos anteriores (condicédo
inicial a; e razdo). Veremos, a seguir, que essas progressdes sdo exemplos de

sequéncias que podem ser definidas recursivamente, isto €, por relagbes de

recorréncia.

2.2 RELACOES DE RECORRENCIA

Definicdo 2.2.1. Uma recorréncia é uma relacéo entre os termos sucessivos de uma
sequéncia. Assim, usando uma formula de recorréncia, € possivel obter o proximo
termo da sequéncia usando o(s) valor(es) do(s) termo(s) anterior(es). Podemos nos
referir como sequéncia definida recursivamente, relacdo de recorréncia ou apenas

recorréncia.

Exemplo 2.2.1. As progressfes aritméticas e as progressées geométricas, citadas
na secao 2.1, sao exemplos comuns de recorréncia. As progressdes aritméticas de
razdo r e primeiro termo a; podem ser definidas recursivamente por a,, = a,_, + 1,

e as progressdes geométricas de razdo g e primeiro termo a, por a, = a,_;q.

Definicdo 2.2.2. E chamada de recorréncia homogénea a rela¢do na qual cada
termo depende exclusivamente dos anteriores. No entanto, se a relacdo de
recorréncia também depender de um termo independente da sequéncia, além do(s)

valor(es) do(s) termo(s) anterior(es), ela € chamada de recorréncia ndo-homogénea.

Definicdo 2.2.3. Chamamos de relacéo de recorréncia linear quando a relacdo que

associa cada termo aos termos anteriores é linear.

Definigdo 2.2.4. A relacdo de recorréncia € de primeira ordem quando cada termo é

obtido a partir do seu antecessor imediato, ou seja,

A+ f(M)a, = g(n),
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onde f(n) eg(n) sdo fungbes en€e N. Se f(n) =0 a relagdo ndo é uma

recorréncia, logo f(n) # 0.

Exemplo 2.2.2. Sejam as recorréncias:

(i) ant1 +V3a, = 0;

(i) apyq + na, = n?;

(iii) ap41 + 2a3 = 0.
Identificamos (i) e (iii) como homogéneas, pois g(n) = 0. Ja na recorréncia (ii),
g(n) = n?, portanto trata-se de uma recorréncia ndo homogénea. Na recorréncia (iii),

notamos que o termo 2a? torna a relacéo nao linear.

E importante destacar que, para obtermos uma sequéncia bem definida por
intermédio de uma relacdo de recorréncia, necessitamos de condi¢des iniciais, a
partir do qual serdo determinados o0s termos posteriores. Condi¢cdes iniciais
diferentes podem determinar sequéncias diferentes como observado anteriormente
(exemplos 2.1.1. e 2.1.2).

2.3 RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

Definicdo 2.3.1. A relagéo de recorréncia é de segunda ordem quando cada termo

da sequéncia é obtido por uma relacédo dos dois antecessores imediatos.

Uma recorréncia linear de segunda ordem € do tipo
Uiz + f(M)any + g(n)a, = h(n),

onde f(n) -, g(n) e h(n) séo funcdes, com g(n) # 0, pois se g(n) = 0 a recorréncia
seria de primeira ordem.

Como trabalharemos somente com as recorréncias homogéneas, temos
h(n) = 0. Caso contrario, a recorréncia seria ndo homogénea.

Entdo, quando f(n) e g(n) forem constantes, ou seja, f(n) =pe g(n) =q e
com h(n) = 0, escrevemos, genericamente, a relagdo de recorréncia homogénea de
segunda ordem com coeficientes constantes, com g # 0, como

Antz +Pany, +qa, = 0.
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Definicdo 2.3.2. A cada relagdo de recorréncia da forma a,,, + pa,,1 +qa, =0
podemos associar uma equacgdo quadratica r2 + pr + g = 0 chamada de equacéo

caracteristica. Observamos que 0 néo é raiz da equacéo caracteristica, pois q # 0.

Exemplo 2.3.1. A equacdo carateristica da recorréncia a,,, — 5a,4,1 +6a, =0 é
r2—5r+6=0.

Definig&o 2.3.3. E chamada de soluc&o da recorréncia a expressao que nos permite
encontrar cada termo a, da recorréncia dependendo somente de n, ou seja, nédo
dependa dos termos anteriores. Resolver a recorréncia significa encontrar essa

expressao.

O teorema seguinte relaciona as raizes da equacado caracteristica com a

solucéo da recorréncia.

Teorema 2.3.1. Se r; e r, sdo raizes da equacgdo r?+pr+q =0, entdo a, =
Cir{* + C,r)t, € a solugéo da relacdo da recorréncia a4, + pay,+, +qa, =0, com C;

e C, constantes.

Demonstracdo: Primeiramente vamos substituir a, = Cyr{* + C,13t em a,,, +
pa,+1 + qa, = 0, e a seguir agruparemos 0s termos convenientemente.
Entdo, utilizando a hipotese de que 7, e r, sdo raizes da equacgdo 72 + pr +
q = 0. Obtemos assim:
Cir™™ 2 + G2 + p(Cur™ + G ) + q(Curt + Cor) =
CL{™? +pr{*t + qrl) + G (132 + pritt 4+ qrg) =
Cur*(rf +pry + @) + Gyt (7 +pry + ) =
Cir{'-04+Cry'-0=0

Logo, a, = C;r{* + C,r3' é solugdo.

Exemplo 2.3.2. A relacdo de recorréncia a, 4, — 7a,4+1 + 10a,, = 0 possui equacao

caracteristica r2 — 7r + 10 = 0. As raizes da equacdo sdo 2 e 5. Entdo, de acordo
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com o teorema 2.3.1, todas as sequéncias da forma, a,, = ;2" + C,5", onde C; e C,

sao constantes, sdo solucdes dessa relacéo de recorréncia.

Convém questionarmos se dadas as solucbes da equacdo caracteristica
podemos obter dessa forma todas as solucdes da recorréncia. A resposta € sim,

conforme teorema a seguir.

Teorema 2.3.2. Ser, e, com nr,+# r, € r,r, #0, sdo raizes da equacgdo
caracteristica r2 + pr + ¢ = 0, entdo todas as solucdes da relacdo de recorréncia

Anyz +Pany, +qa, = 0sdo daforma a, = C;r* + C,r3t com C; e C, constantes.

Demonstracdo: Seja b, uma solugdo qualquer de a,,,+pa,s1 +qa, =0.
Primeiramente escrevemos b; e b, de forma adequada, isto é, tentaremos
determinar C; e C, tais que b,, seja da forma C,r{* + C,r}'-.
A segquir, determinamos igualdades para b, e b,, formando um sistema de
equacdes onde as constantes C; e C, sejam as solucdes:

{Clrl + Czrz = bl
C1T12 + Czrzz = bz

Assim, obtemos

_ byr; — b,
o r(r, —1)
e
_ b,—biry
2 rp(r — 1)

Observamos que essas solugdes séo possiveis, poisr, # 1, e ry, 1, # 0.

Agora, seja d,, = b,, — C;r{* — C,r}'. Vamos provar que d,, = 0 para todo n.

Assim, escrevemos:

dnt2 + i1 +qdy
= bpyp — G2 — Corg*? + p(byyqy — Cir™ = Crf*) + q(by — Gyt — Co13Y)
= (bnsz + Py + qby) — Cir*(f + pry + @) — Cor3' (17 + pry + ).

Entdo, by, + pbyy1 + qb, = 0, pois b, € solucdo de a,,, + pa,.1 +qa, = 0;
jArt+pri+q=0er?+pr,+q=0, porquer; e r, sdo raizesde r?+pr+q = 0.

Logo, dp+z + pdn+1 +qdn = 0.

Agora, como C;7; + C,r, = by € Cy1¢ + C,r2 = by, temos d, =d, =0 .
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Por fim, se d,;, +pdys1+qd, =0 € d; =d, =0 entdo d, =0, para n

qualquer.

Exemplo 2.3.3. Vamos resolver a recorréncia a,;, +3a,., —4a, =0, com
condicbes iniciaisa; =2 e a, = 1.

A equacdo caracteristica € r?2+3r—4 =0 com raizes 1 e —4. Logo as
solugbes sdo as sequéncias da forma a, = C;1" + C,(—4)", isto é, a, =C; +
C,(—4)™, com C; e C, constantes.

Escrevemos entao:

{al =C+C(—4)t=2 {61 —4C, =2
a,=C +C(—4)? =1 C,+16C, =1

Resolvemos o sistema e obtemos C; = % eC, = —%-.

Entdo, a solucdo da relacdo de recorréncia a,,, + 3a,4+; —4a, =0, com
condicoes iniciaisa; =2ea, =1¢€

_9 1. ,\n
an =7 20( 4",

A sequéncia definida recursivamente em que cada elemento subsequente € a
soma dos dois anteriores, ou seja,
Foy2 = Fpia + By
ou ainda
Foyo =Fpy1 —F, =0

com F, =1eF, =1 é chamada de sequéncia de Fibonacci.

Veremos a seguir, exemplos de sequéncias de Fibonacci em que sé&o
considerados diferentes valores para F; e F, e utilizaremos o teorema 2.3.2 para

obter o termo geral de cada sequéncia.

Exemplo 2.3.4. Vamos obter a solu¢do da sequéncia de Fibonacci
Foy2 = Fpp1 —F =0

com condic¢des iniciais F; =1e F, = 1.
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1+\/— 1- \/—

A equacdo caracteristica é r> —r — 1 =0 e as raizes sdo e —. Entéo
~ ~ _ 1+V5 1-V5
as solucdes sdo da forma F, = C; ( . ) +C, ( . )
Podemos escrever:
e e (1F V5\' N 1-+5
1= *~1 2 2 2
2 2
| 1++5 1-+5
kFZ = Cl + 2 =
2
Resolvemos o sistema e obtemos os coeficientes C; = % eC, = —% .

Entdo, a solucédo geral da relacdo de recorréncia F,,., — F,,; — E, = 0, com

condicles iniciais F; =1eF,=1¢é
V5 <1+\/§>" V5 <1—\/§>"

5 2 |/ 5\ 2

E, =

chamada férmula de Binet®.
Listamos os primeiros termos dessa sequéncia, com n € N, e encontramos a
sequéncia de numeros
(1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, 144, 233,377,610,987, 1597, 2584, -+ )

gue € a sequéncia de Fibonacci.

Exemplo 2.3.5. Vamos obter agora a solu¢do da recorréncia F,,, — F,41 — F, =0,
mas com condic¢des iniciais F; =1 e F, = 3.

Vimos, no exemplo 2.3.4, que a equacdo caracteristica é r2 —r—1 =0, as

raizes sao 1+‘F e —\/— e as solugbes sao da forma F, = C; (Hf) + C, ( 2‘/—) .

Calculamos com as condig¢des iniciais dadas:

_(144B) 1-v5\'
e85 (5

2

'kF2=CI<1+T\/§) +cz<1_2\/§> =3

Resolvemos o sistema e obtemos C; =1e C, = 1.

Logo, a solucdo da recorréncia F,,, — F,.1 — F, = 0, com condi¢des iniciais
Fl = 1 e Fz = 3 é

3 Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856) foi um matematico francés.


https://pt.wikipedia.org/wiki/1786
https://pt.wikipedia.org/wiki/1856
https://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tico
https://pt.wikipedia.org/wiki/Fran%C3%A7a

24

_ 1+v5\" 1-5\"
ne (55) ()

Assim, listamos os primeiros termos: (1,3,4,7,11,18,29,47,---).

Essa sucessdo de nimeros é chamada de sequéncia de Lucas®.

Definicdo 2.3.4. Chamamos de sequéncia de Fibonacci generalizada (SFG) as
sequéncias em que cada elemento subsequente € uma combinacéo linear dos dois
anteriores, ou seja,
Gniz = PGpsq1 + qGy.
Ou, equivalentemente,
Gniz = PGn+1 —qG, =0
sendo p e g numeros naturais.

Nos exemplos 2.3.6 e 2.3.7 veremos exemplos de sequéncias de Fibonacci

generalizadas com suas solucdes.

Exemplo 2.3.6. Seja a SFG G,,;, — pGpy1 —qG, =0 com p=2 e g=1, isto €,
Gpio — 2Gp41 — Gy, = 0 € condicdes iniciais G; =1e G, = 1.
A equacao caracteristicaér? —2r—1=0e asraizessdo1++v2 e 1—+/2.
As solugdes sdo da forma G, = ¢, (1+v2)" + ¢, (1-+2)".
Escrevemos:
G =0 (1+V2) +¢,(1-V2) =
G =0 (14V2) +6 (1-v2) =

O sistema é resolvido e obtemos os coeficientes C; = ——€ C, =

Entdo, a solucdo geral da relacéo de recorréncia G,,, — 2G,+1 — G, = 0, com
condi¢bes iniciaisG; =1e G, =1¢
_V2-1
)
Vamos escrever 0s primeiros termos dessa sequéncia, chamada sequéncia
de Pell®: (1,1,3,7,17,41,99,239,---).

(1+v2) -2 (g

4 O nome é devido a Edouard Lucas (1842-1891), que foi um matematico francés, que estudou as
sequéncias de Fibonacci.
5 O nome dessa sequéncia € atribuido ao matematico inglés John Pell (1611 - 1685).


http://webpages.fc.ul.pt/~ommartins/seminario/fibonacci/web15.htm
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Exemplo 2.3.7. ASFG,comp=1eq=2 é Gp.y —Gpy1 —2G, =0. A equacgao
caracteristica é r> —r—2 =0 e as raizes sdo 2 e -—2. Se as condi¢des iniciais
forem G; = 1 e G, = 1, obtemos as solu¢des do tipo:
Gp=Cy (2)"+C, (=2)"
Ent&o, escrevemos:
{Gl =C(D'+C(-2)r=1
G,=C,(2)*+C,(-2)*=1
e obtemos os coeficientes C; = % eC,=— %
Logo, a solucdo geral da relagéo de recorréncia G,;, — G,41 — 2G,, = 0, com
condicdes iniciais G, =1e G, =1¢é
Gu=3 (2)"—5 (1™
Os primeiros termos dessa sequéncia, comn € Ne G, = G, = 1 sao:
(1,1,3,5,11,21,43,85, ---).

Essa sequéncia é conhecida como sequéncia de Jacobsthal®.
2.4 LIMITE DE UMA SEQUENCIA

Definicdo 2.4.1. Dada uma sequéncia (a,), comn € N. Se, quando n cresce, a, se
torna cada vez mais proximo de um numero real L, diz-se que a sequéncia (a,) tem
limite L (ou converge para L) e se escreve:

lima, = L.
n—->oo

Exemplo 2.3.8. Seja a sequéncia (a,) = (%) comn € N.

Calculamos os termos:

1
a1:I:1
1
a2=5=0,5
1
as == = 0,333
a4=_=0,25

SErnst Erich Jacobsthal (1882 —1965) foi um matematico alem&o, especialista em Teoria dos
Numeros.
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1
A9 = E = 0,1
A100 — W = 0,01
Q100 — m = 0,001

< . . P . 1
Observamos, que a medida que n cresce, a,, tende para zero, isto &, lim — = 0.

n-oon
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3 FRACOES CONTINUAS

Iniciamos este capitulo com os conceitos de nimeros racionais e de niumeros
irracionais. Apresentamos, na sequéncia, o estudo das fracdes continuas simples,
pois estdo incluidas no objeto da nossa pesquisa.

Usaremos como referéncias as obras de Santos (1998), Beskin (1987), os
artigos de Spinadel (2003) e de Sanches e Saloméao (2003).

3.1 NUMEROS RACIONAIS E NUMEROS IRRACIONAIS

Definicdo 3.1.1. Um numero racional € uma fracdo da forma s-, onde p e g sao

nameros inteiros (Z) e g # 0.

Efetuando a divisdo de p por g, encontramos a representacao decimal de g.

- 11 . . ~ . .
Exemplo 3.1.1. O namero ~ € um ndmero racional e sua representacao decimal é

2,75.

Definicdo 3.1.2. Um namero irracional € um nimero que nao pode ser representado

como a razao de dois inteiros.

O conjunto formado com a unido dos ndumeros racionais e os irracionais é

chamado de conjunto dos numeros reais, denotado pelo simbolo R.

Exemplo 3.1.2. Os numeros m,v/5,Y7,1++/3 e 1—7\/6 sdo exemplos de ndmeros

irracionais.

3.2 FRACOES CONTINUAS SIMPLES

Definigdo 3.2.1. As fracdes continuas simples sédo expressfes da forma
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onde a; é um inteiro qualquer e a,,as -+ Sao inteiros positivos. Os termos

a,, a,, as, -+ sdo chamados de quocientes parciais da fracdo continua.

Definicdo 3.2.2. A fragdo continua que possuir uma quantidade finita de quocientes
parciais € denominada de fracdo continua simples finita. Se a quantidade de

qguocientes parciais for infinita, ela € chamada de fragdo continua simples infinita.

A fracdo continua simples finita é escrita como:

1
a, + 1 1
Gt 1
a4+—1

a; +

. a_n

e € representada na forma [a, ; a,, a3, a, ..., a,], OU S€ja,

a1+ 1 = [al;a2la3la4"':an]'

a, + 11

an

Jéa a fracdo continua simples infinita do tipo:

é representada como [a,; a,, as, ag, ... |, OU Seja,
1
a; + 1 = [ay; az,a3,a4,-].
Gyt ——7
as +

Observamos que o termo a; € separado por ponto e virgula para evidenciar a

parte inteira do nimero representado.

. , . 11
Exemplo 3.2.1. Para ilustrarmos, tomamos o numero racional e

Dividimos 11 por 4 e encontramos o quociente igual a 2 (= a;) e como resto,

3. Ou seja,



11 3
77
Podemos escrever, convenientemente, a expresséo acima como:
11 1
T =2+ 1
3
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Agora dividimos g obtendo quociente igual a 1 e resto também € igual a 1, ou

sejaa, = 1.
Reescrevendo a expressao obtemos:
11 1

=24+ —-
4 1
1+§

Percebemos que repetimos o procedimento até a obtencao de um resto nulo,

obtendoa; =2,a, =1ea; = 3.

Logo, a representacao de % na forma de fragdo continua simples é [2; 1,3].

Exemplo 3.2.2. Nesse exemplo mostraremos a expansdo em fracdo continua

simples do numero irracional © = 3,14159265358 ---.
Podemos escrever:
m=3+0,14159265358 ---

Reescrevemos convenientemente

1

1
0,14159265358 ---

n=3+

Resolvemos a divisédo
1
0,14159265358 ---
1
7,06251330593 ---

Procedemos de forma analoga, encontramos
N 1
7 +0,06251330593 -

1

1
7+ 1

0,06251330593 ---

1

1
15,99659440668 ---

m=3+

m=3

m=3+

n=3+

7+
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Sucessivamente, repetimos o procedimento, obtendo:
a, =3,a,=7,a3=15,a, =1,a5 =292,a5 =1,a, = l,a3=1,a9 = 2, .

Logo, w = [3; 7,15,1,292,1,1,1,2, .

Definicdo 3.2.3. Uma fragdo continua simples é periddica se a sequéncia de valores

a; apresenta um periodo que se repete.

Notacdo: [a;;a,, as, ', k—1,0k Axs1r > Axen-1l, Sendo a,, =a, € 0s valores
Ay, k41, " Ar4n—q fOrmam o periodo.

Um caso particular ocorre quando toda a expansdo da fracdo continua

simples ser o periodo, ou seja, [ay;a, as, -+, a,-1]. Nesse caso a fracdo continua é

chamada de puramente periddica.

Exemplo 3.2.3. Sejam os numeros escritos com sua notacéo em fragdes continuas
simples periddica:

() V5= (254444, ] =[2;4];

(i) V5 + 2 =[4; 4,44, ] = [4].
Observamos que (i) € um exemplo de fracdo continua simples periédica, enquanto

que (ii) é o caso de fracdo continua simples puramente periddica.

De acordo com o que foi visto nos exemplos, perguntamos: dado um namero
representado em fracbes continuas, como distinguir se ele € um nimero racional ou
irracional? O teorema a seguir nos responde essa pergunta, mas antes

apresentamos o Principio da Boa Ordem.

Lema 3.2.1 (Principio da Boa Ordem). Todo subconjunto ndo vazio dos numeros

naturais possui um menor elemento.
Teorema 3.2.1. Todo numero racional pode ser representado sob a forma de uma

fracdo continua simples finita. Reciprocamente, qualquer fragdo continua simples

finita representa um namero racional.

Demonstracao: Sejas um racional qualquer.
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Podemos escrever, utilizando o raciocinio dos exemplos 3.2.1 e 3.2.2 e a
notagcao apresentada:
T
q q

onde, onde 0 <r; < q. Notamos que se r; =0, s € um numero inteiro. Logo o
procedimento termina e a representacao de § em fracdo continua é [a,].

Mas, sendo r; # 0, escrevemos:

128 1
5—a1+z
n

e repetimos procedimento descrito anteriormente, dividindo q por ry.

Entao obtemos

p 1
_:a1+ rZ
q a2+r_
1
com 0<r,<n,e
1
B=a1+ 1
q a2+r_1
T2

Assim repetimos o procedimento até a obtencdo de n, = 0 para algum n, o
que sempre ocorre, pois 0 < - <13 <1, <13 < q € uma sequéncia decrescente de
inteiros positivos.

Caso contrario, teriamos uma sequéncia de nimeros naturais ¢ > r, > 1, > -
gue ndo possui menor elemento, o que nao é possivel pela Principio da Boa Ordem.

Logo, escrevemos as sucessivas divisdes descritas acima, obtemos as

expressoes:

p r

-=a +—, 0<n <q
q q

p 2

—=a, +—, 0<nrn<n
a; r

1 T3

_:a3+_, 0ST'3<T'2
s s

Thn—> 0

= =a,+ , 1, =0
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Esse processo termina depois de um numero finito de divisdes, com a
expressao em que o resto r;, = 0.

Por fim, a representacdo do ndmero racional Z em fracdo continua simples é
finita.

Logo

p
—=a + 1 = [a;; a5, a3, a4+, ay).
a2 + 1
a3 +

1
a, + 1
'.. + —_—
an

Para demonstrarmos a reciproca, basta efetuarmos as somas, até obtermos o
namero racional, ou seja, sendo a expansao finita, basta fazermos o procedimento

inverso, assim obtendo um numero racional.

Teorema 3.2.2. A representacado em fracdo continua simples do racional positivo g,
com p > q é dada por [a;;a,,+,a,], Se, € somente se a representacdo de %, em

fracdo continua for [0; a,, a,, -, a,].

Demonstracdo: Seja g um numero racional positivo tal que §= [ay;ay, -+, a,], com

p > q , sua expansao em fracdo continua simples, ou seja,

a, + 1
an
Invertemos ambos os membros, obtemos:
q 1
P g+ 1_1
a+" a,

Dai, adicionamos o numero zero no segundo membro da igualdade

q 1

O que resulta em
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q
; = [0' aq, aZ""!an]-

Semelhantemente, demonstra-se a reciproca.

Para ilustrar, vejamos o exemplo 3.2.4.

Exemplo 3.2.4. Vimos no exemplo 3.2.1 a representacdo em fracdo continua do
- 11 . P
nimero —, isto €:
11

— =1[2; 1,3].
- =12 13]

Agora veremos como fica a representacdo em fracdo continua do inverso

P . 4
desse numero, ou seja, ’ER

4_0 4_0 1_0 1 —0 1 —0 1 —0 1
FE T e ¥ i A Bl R H i A
— 2+ 2+75 2+ 2+—
4 4 4 4 1
3 1+3

Logo, a representacdo de % na forma de fragdo continua simples é [0; 2, 1,3].

Definicdo 3.2.4. As fracdes

az+" + ;1

a,_1+—
n—1 an

sdo chamadas de primeiro, segundo, terceiro,..., n-€Simo convergentes,
respectivamente, da fracdo continua simples finita
las; az, as, -, ayl.

Percebemos que 0 n-ésimo convergente é a propria fracdo continua, isto &,
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Ch =aq + 1 = [ay; ap, a3, , ay].
a, + 1
a3+.'- +

an-1 + a_n

Os convergentes da fracao continua simples infinita

1
1

= [a1}a2; a3,a4,---]
az; +———
3 a4_|_ .

sao calculados da mesma forma que no caso das fracfes continuas simples finita.

Exemplo 3.2.5. Seja mw = 3,14159265358 -

Temos « = [3;7,15,1,292,1,1,1,2, -+ ], € 0S convergentes sao:

o =2 =[3]=3

q1
P, 1 22
C)=—= [3' 7] =3+4+—-—=—=3,142857142 ---
q2 7 7
333
=2 _[3,715] =3+ — = =3,141509433 -
s 742 106
1 355
cr == [3;7151] =3 + T— = — = 3,14159292 -
0 74 1 113
15 + 1

Vale ressaltarmos que o0s convergentes apresentam boas aproximacdes
racionais para 0S numeros irracionais, ao serem representados por fraces

continuas.

Podemos observar que sendo n um ndmero natural, vn ou é um nimero
inteiro ou € um numero irracional. Logo, se n ndo for um quadrado perfeito, isto €, o
quadrado de um nimero natural, entdo v/n serd um nimero irracional. Nesse caso,
vn ndo podera ter uma expansdo decimal periddica. A seguir um resultado que

comprova esse fato, mas antes enunciaremos o lema 3.2.2.

Lema 3.2.2. Sejam a,b e ¢ numeros inteiros, tais que a|bc e mdc(a,b) = 1, entdo

alc.

Teorema 3.2.3. Se n ndo for quadrado perfeito, comn € N, entdo /n é irracional.
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Demonstracdo: Suponhamos que \/ﬁzg, onde x,y sao inteiros e y # 0, com

mdc(x,y) = 1.
Entao,
y2n = x2
Como mdc(x,y) = mdc(x,y?) = 1 e além disso x|x2, concluimos que x|y*n e
segue pelo lema 3.2.2 que x|n.
Portanto existe a inteiro tal que ax = n, e substituindo na equacéo y?n = x?
teremos
y?ax = x?
y?a =x
Isto €, x € um multiplo de y, caracterizando um absurdo, pois mdc(x,y) = 1.

Exemplo 3.2.6. Vamos determinar a representacdo em fracdo continua de vn-, n €
N, tal que n ndo é um quadrado perfeito. Para nos motivarmos, vamos tomar
particularmente, n = 35, isto €,
V35 = 5,91607978309 --
V35 =5+ 0,91607978309 ---

V35 =5+ T
0,91607978309 -
V35 =5+ 1,09160797830 ---
1
V35 =5+ 1+ 0,09160797830 ---
1
V35 =5+ T
1+
1
0,09160797830 -
1
V35 =5+ T
1+ 1591607978300 -

Continuando o processo sucessivamente, encontramos:
a, =5a=1a=10,a, =1,a5 = 10,a4 = 1,a;, = 10,a3 = 1,a4 = 10, -

Logo, V35 =[5;1,10,1,10,1,10,1,10,---]=[5;1,10].
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No exemplo 3.2.6, percebemos que o0 procedimento repete 0S mesmos
resultados, isto é, obtemos um ciclo periddico. As fragBes continuas fornecem uma
representacdo periédica para o ndmero irracional v/35, o que permite descrevé-lo
com um numero finito de nimeros naturais.

Sera que isso é uma caracteristica desse numero em particular? Em que tipos
de numeros isso ira ocorrer? Antes de respondermos a esse questionamento, uma

definicao.

Definicdo 3.2.5. Chamamos irracional quadratico um numero irracional x que é raiz
da equacdo quadrética ax? + bx + ¢ = 0, onde a, b, ¢ S&o inteiros e b? — 4ac > 0 néo

€ um quadrado perfeito.

O seguinte teorema responde 0 questionamento anterior. Pela primeira vez,
em 1770, Lagrange (1736-1813) o demonstrou.

Teorema 3.2.3 (Lagrange): Todo irracional quadratico é representado mediante
uma fragdo continua periddica.

A reciproca desse teorema é verdadeira e, em 1737, foi demonstrada por
Euler (1707-1783).
Teorema 3.2.4 (Euler): Uma fracdo continua é periédica se o numero for um

irracional quadratico.

As demonstracbes dos teoremas 3.2.3 e 3.2.4 necessitariam de outros
resultados sobre as convergentes nas fracdes continuas, que podem ser

encontradas em Beskin (1987).
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4 NUMEROS METALICOS

Neste capitulo apresentamos 0s numeros metalicos, que representam uma
generalizagcdo de seu componente mais famoso: o numero de ouro, ¢, e suas
associacfes com férmulas de recorréncias e fragcdes continuas.

Para isso utilizamos como principais referéncias as obras de Morgado e
Carvalho (2015), Santos (1998) e os artigos de Spinadel (2003) e Vinagre (2016).

Definicdo 4.1. Chamamos de numeros metalicos as solu¢cfes positivas da equacgao

quadratica x? —px —q =0,com peq € N.

Analisando a definicdo 4.1, constatamos que:
i) Dados p,q € N, p?+4q >0, a equacdo x> — px — q = 0 terd duas raizes reais

_ p=Vp?+4q _ pHVp?taq,
X = € X =

i) Como p? + 4g > p?, concluimos que Y < 0, e portanto > 0.

p—Vp3+ p+Vp2+4q
2 2

Assim, podemos afirmar que, para quaisquer p,q € N, x? —px —q = 0 tem

uma Unica solucéo positiva dada por

PP+

2
que é o Unico nimero metalico associado a equacéo x2 —px —q = 0.
p ; " +yD2+4 .
Representar-se-4 0 nimero metdlico x = W por a,,, € 0 conjunto

formado por todos esses numeros metalicos por M, isto €,

- P+Vp?+4q
NL'{Obﬂ *Opq = > p,q EN }

Como citado anteriormente, alguns dos elementos de M tém nome de metais,
entre os quais se encontra o mais famoso de todos eles, 0 nimero de ouro, ¢.
O numero de ouro é obtido quando p=1e g=1, ouseja, x2—x—1=0,0

1+v5
que resulta em ¢=0; 1= 2\/—

No quadro 4.1 apresentamos alguns elementos famosos do conjunto M, com
0S respectivos coeficientes p e g, a solugdo positiva da equacédo e o seu valor

aproximado (com oito casas decimais).
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Quadro 4.1 — Alguns nimeros metalicos

Nomedo | p | q | Simbolo Equacéo Solucéo Valor
Numero Quadratica Positiva aproximado
Nimerode | 1 | 1 =01, x2—x—1=0 1++5 1,61803399
Ouro 2
Numerode | 2 | 1 021 x2=2x—1=0 142 2,41421356
Prata
Nomerode | 3 | 1 031 x?2=3x—1=0| 3++13 3,30277564
Bronze 2
NUumerode | 1 | 2 012 x2—x—-2=0 2 2
Cobre
Numerode | 1 | 3 0y 3 x2—x—-3=0 1++/13 2,30277564
Niquel 2
Nimerode | 2 | 2 0y x2—2x—2=0 1++3 2,73205081
Platina

Fonte: Adaptacéo de Vinagre (2016, p.15).

Conforme podemos perceber no quadro 4.1 alguns numeros metélicos sao
inteiros e outros irracionais. Pergunta-se: que condicfes devem ser impostas, para
que um numero metalico seja inteiro? O teorema a seguir nos responde esse

guestionamento.

Teorema 4.1. Sejam p, g dois nimeros naturais. Se p? + 4g € um nimero quadrado

perfeito, entdo p + /p? + 4q € mdltiplo de 2.

Demonstracdo: Suponhamos que p?+ 4q seja um ndmero quadrado perfeito.
Entdo, existe r € N, tal que 72 = p? + 4q.
Dai,
r?2 =p? +4q
r? —p? =4q
(r—p)(r+p)=4q
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4 2
rp=o=2(20)
r—p r—p

ou seja, r + p € miltiplo de 2. Masr +p = p + {/p? + 4q.

Portanto, p + /p? + 4q é multiplo de 2.

Exemplo 4.1:

() Sejap=1e q=6, portanto p* + 4q = 25. Logo 0 ndmero metalico o; ¢ € um
ndmero inteiro. De fato, x* — x — 6 = 0 tem solug&o positiva x = 3, ou seja, 0, ¢ = 3.
(i) Seja p =2 e q =3, portanto p* + 4q = 16. Logo 0 nimero metalico g,3 € um

ndmero inteiro. De fato, x? — 2x — 3 = 0 tem solug&o positiva x = 3, ou seja g, 5 = 3.

Sera que existem numeros metélicos racionais ndo inteiros? O teorema a

seguir afirma que nao.

Teorema 4.2. Todo nimero metalico € um irracional quadratico ou um inteiro maior

que 1.

Demonstracdo: Sejam p,q € N. Logo, p?+4q € N e apenas um dos dois casos
pode acontecer:
(i) p?+ 4q ndo é um quadrado perfeito;
(i) p?+ 4q é um quadrado perfeito.
Para o caso (i), p? + 4q ndo é um quadrado perfeito. Entdo m é um

ndmero irracional, e por consequéncia, p +./p?+4q também é um numero

. . . +VDp2+4 +Vp2+4q . ~ .
irracional, assim como =22—=%. Como g, , = ®~=— ¢ a solugéo positiva de uma

equacao quadratica de coeficientes naturais e € um numero irracional, temos que

0p,q € UM irracional.

Para o caso (ii), p? + 4qg é um quadrado perfeito e, de acordo com o teorema

2
4.1, p ++/p? + 4q é um miiltiplo de 2, ou seja, o, , = YL ”’2+4q é um inteiro. Também

7

pelo mesmo teorema, € maior que 1, pois 0s menores valores de p e g que

satisfazem o caso (i)sdop =1 eq = 2,de onde o, = 2.
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4.1 NUMEROS METALICOS E AS RELACOES DE RECORRENCIA

Os numeros metalicos estdo relacionados com relagbes de recorréncia.
Vimos, na secdo 2.3, as chamadas sequéncias de Fibonacci generalizadas (SFG),
ou seja, sequéncias da forma

Gn+z = PGn+1 —qGn =0
sendo p e g numeros naturais.

A equacdo caracteristica das SFG é x? —px —q =0, ou seja, a equacao
guadratica que define os niumeros metalicos € a equacao caracteristica das SFG.

Analisamos os casos de p e g relacionados aos numeros metalicos mais

famosos, com condicdes iniciais G; = G, = 1 e encontramos as seguintes formulas:
a) Numero de ouro:

A relacdo de recorréncia G,4, — pGny1 — qG, =0 quando p =1 e g =1 com
condic¢@es iniciais G; = G, = 1, € a sequéncia de Fibonacci F,,,, — F,.; — E, = 0 com
condic¢des iniciais F; = F, = 1.

De acordo com o exemplo 2.3.4 a solugdo geral é:

; _§<1+\/§)H_§<1—\/§>n

"5 2 5 2
Os primeiros termos dessa sequéncia, comn € Ne F; = F, = 1 séo:
(1,1,2,3,5,8,13,21, ).

b) Numero de prata:

Quando p=2 e g=1 obtemos a recorréncia G,,, —2Gp41 — G, = 0.
Aplicando as condic¢des iniciais G; = G, =1, observamos que é a relacdo de
recorréncia do exemplo 2.3.6 (sequéncia de Pell).

A solucéo geral encontrada é:

G_(x/f—l V241
no 2

>(1+ﬁ)"—< . )(1_@".

Os primeiros termos dessa sequéncia, comn € Ne G, = G, = 1 sao:
(1,1,3,7,17,41,99,239, ---).
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c) NuUmero de bronze:

Quando p=3 e g=1 obtemos a recorréncia G,y —3G,41 — G, = 0.

Aplicando as condig¢fes iniciais G; = G, = 1 encontramos a solucao geral:

; =(4\/1_3—13)(3+\/1_3)n_<4\/ﬁ+13> <3—\/1_3>"

13 2 13 2

Os primeiros termos dessa sequéncia, comn € Ne G, = G, = 1 sao:
(1,1,4,13,43,142,469,1549, ---).

d) NUmero de cobre:

Quando p=1 e g=2 obtemos a recorréncia Gpiy — Gpy1 — 2G, =0.
Aplicando as condig¢des iniciais G; = G, = 1 encontramos a solugéo geral, conforme
exemplo 2.3.7.

Gu=2 (2)"—5 (1™

Os primeiros termos dessa sequéncia, que € a sequéncia de Jacobsthal, com
n € NeG, =G, =1sao:

(1,1,3,5,11,21,43,85, ---).

e) Numero de niquel:

Quando p=1 e g=3 obtemos a recorréncia G,,, — Gpi1 — 3G, = 0.

Aplicando as condicdes iniciais G; = G, = 1 encontramos a solucao geral:

V13 <1+¢1‘3)”_4ﬁ<1-d1‘3>"

13 2 13 2
Os primeiros termos dessa sequéncia, comn € Ne G, = G, = 1 sao:
(1,1,4,7,19,40,97,217, ---).

f)  Numero de platina:

Quando p=2 e qg=2 obtemos a recorréncia G,,;, — 2Gp+1 — 2G, = 0.

Aplicando as condig¢es iniciais G; = G, = 1 encontramos a solugao geral:
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) aeay - () -y

Os primeiros termos dessa sequéncia, comn € Ne G, = G, = 1 sao:
(1,1,4,10,28,76,208,568, ).

G,F(@

No Quadro 4.1.1 anotamos as formulas de recorréncia e 0s oito primeiros
termos de suas sequéncias numéricas dos nameros de ouro, prata, bronze, niquel e

platina.

Quadro 4.1.1 — Sequéncias relacionadas aos nimeros metéalicos

Nome do Numero | Férmula de Recorréncia Sequéncia Numérica
a;=a,=1eneN (8 primeiros)
Numero de ouro Aniz = Apyq + ap (1,1,2,3,5,8,13,21, )
Numero de prata Aniz = 20,41 + ay (1,1,3,7,17,41,99,239, ---)
Numero de bronze Aniz = 3a,41 + ay (1,1,4,13,43,142,469,1549, ---)
NUmero de cobre Aniz = Anyq + 2a, (1,1,3,5,11,21,43,85,-++)
NGmero de niquel Qi = Aneq + 3a, (1,1,4,7,19,40,97,217, --+)
NUmero de platina Aniz = 2an41 + 2a, (1,1,4,10,28,76,208,568, :--)

Fonte: A autora.

Exemplo 4.1.1: Observando a relacdo de recorréncia da sequéncia de Fibonacci, ja
apresentada nesse estudo, F,,, — F,+1 — F, = 0, com condicdes iniciais F; = F, =1,
obtemos

(1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233,377,610,987, --- ).

_ . P F,
Ao efetuarmos as divisdes entre os termos F, e F,,_,-, isto é: = . comn €N,

n—1

n > 2, obtemos:

F, 1
B_2_,
F, 1

F, 3
—==-=15
Fy 2



] =-=1,66666"
F, 3
F, 8
F-5" 1,6
B _B_ 6s
Fg¢ 8 ’
Continuando o processo:
] = “ = 1,615384 -
F, 13
5 = 3 = 1,695970 ---
Fg 21
Fio, 55
T3 1,61764 ---
89 _ 1,618181 -
Fio, 55 ’
Percebemos que cada vez mais se aproximam de ¢ :12‘5 = 1,6180339887 -
ou seja,
lim b = @.
n-0 fp_q

Ao observarmos o exemplo 4.1.1, as sequéncias de Fibonacci generalizadas

Gniz = PGpiq +qGy,
com p,q € N, e supondo que

. Gn+2
lim

n-o Gpyq

existe e é igual a um numero real x, podemos escrever:

G G
n+2:p+q n :p+Gq
n-—1

Gn+1 Gn+1

G
lim —*2 = lim p+
n-o Gp4q n—-oo Gn—l
q
X=p+-=
Py
isto e,

x2—px—q=0

43
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cuja solugdo positiva é

p++/p*+4q

X = 2

Assim, temos como resultado o teorema 4.1.1.

Teorema 4.1.1. Dada uma sequéncia de Fibonacci generalizada
Gniz = PGps1 +qGy
comp > 0, p? + 4q > 0, existe 0 lim % e € um numero real positivo o, ;.

n—-oo bn41

Logo, ampliamos a seguinte relagdo entre os termos das SFG:

i Gntz _ PP H4q
2

n-o Gpyq

Op,q

A técnica usada na prova desse teorema foge dos assuntos abordados nos

escopos dessa dissertagcdo, mas pode ser encontrada em Spinadel (2003).

4.2 NUMEROS METALICOS E AS FRACOES CONTINUAS

A representacdo de um numero por fracbes continuas também pode ser
aplicada para os numeros metélicos.

Vejamos a seguir como se representam os numeros metalicos mais famosos
citados anteriormente.

Usaremos a equacdo x2—px—q =0, com p e q € N, e, substituindo os

valores adequados de p e g correspondente a cada nimero metalico.

a) Numero de ouro:

2 2 x#0;dividindo por x 1
x*—x—1=0=>x“=x+1 »x=1+—=1+1—+1
X
Sl —m14 !
14— 14—
1+ 1+—7
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E, sabendo que a solucéo positivade x? —x —1 =0 € x= %ﬁ entao:
1++5 1
@=0.,= =1+——=[1;1,1,] = [1]
) 2 1
1+—
1+

Logo, ¢=[1] é a representacéo do nimero de ouro escrita em fragdo continua

simples periddica.

b) NUmero de prata:

x#0;dividindo por x 1 1
x> —-2x—-1=0=>x?=2x+1 »x=2+;=2+—1
2+
S =24 !
S S
2+ 2+—7
2+

E, sabendo que a solucéo positivade x2 —2x —1=0é x = 1+ /2, entdo:

1
o =1+V2= 2+ ————= 1+V2=1[222]1=[2]
2+ - 1
2+—5
2+
Logo, g;, = [2] € a representagdo do nimero de prata escrita em fracdo

continua simples periddica.

c) Numero de bronze:

x#0;dividindo por x 1 1
x> —-3x—-1=0=x*=3x+1 b x =3+—-—=3+——
x 342
X
S34— 1 —=34 :

3+ 3+—7

3+
_3+V13

E, usando o fato que a solugéo positivade x> —3x—1=0¢ x = "
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3+4/13 1 3++/13
0-3’1 == 3+ = = [3, 3,3,] = [3]

3+ —
e

Logo, g3, = [3] é a representacdo do nimero de bronze escrita em fracdo

continua simples periddica.
d) NuUmero de cobre:

A equacdo quadratica do nimero de cobre é x2 —x —2 =0 e sua solucéo
positiva, x = 2.

Logo a expressédo em fragéo continua do nimero de cobre serd o, , = [2;0].

e) Numero de niquel:

O numero de niquel possui a equacdo quadratica x? — x — 3 = 0 cuja solucgéo

.- . 1+v13
positiva & x = ——.
~ .. ~ 2yt - z 3+v13
A solucéo positiva da equacédo quadratica do niamero de bronze € x = ——.
. 3+v13 1+v13
Associando esses resultados, escrevemos: x = — 1= .

Também desse fato, podemos relacionar o resultado da fracdo continua
periodica:

1+V13 3++V13 1 1
7 - g =¥t ——g 1= =2
34+ ——— 34+ ———
3+——7 3+——
3+T 3+T

01,3 =

=12;3,3,--]1 =[2; 3]
Logo, 0, 5 = [2;3] é a representagéo do nimero de niquel em fragéo continua
simples periddica.

f)  Numero de platina:

x#0;dividindo por x

2
X2 -2x—-2=0=x%2=2x+2 ’x=2+;=2+

N R —
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=2+ =2+ ! =2+ ! =2+ !
T ARTS S U WU
> 24+= 2+ ——
2+
=2+ ! = =2+ !
T T
2+} 1+T
2
E, usando o fato que a solucéo positiva de x> —2x—2=0 é x=1++/3,
obtemos:
1 -
03p=1+V3=24+—"F—=1[21212,]=[212]
2+—5
1+

Logo, a,, = [2;1,2] é a representacdo do numero de platina expressa em

fracdo continua simples periddica.

No Quadro 4.2.2 anotamos a representacdo em fracdes continuas dos

nameros de ouro, prata, bronze, cobre, niquel e platina.

Quadro 4.2.2— Alguns numeros metalicos e sua representacdo em fracdo continua

Nome do Numero | Fracdo Continua
Numero de ouro [1]
NUmero de prata [2]
Numero de bronze [3]
Numero de cobre [2,0]
Ndmero de niquel [2,3]
Numero de platina [2;1,2]

Fonte: A autora.
De acordo com os teoremas 3.2.3 (Lagrange) e 3.2.4 (Euler), todo numero

metalico o, ,, por ser uma raiz de uma equacao quadratica, possui uma expansao
em fracdo continua periodica, mas para alguns nameros metalicos, seus periodos

sao previsiveis, como podemos constatar no seguinte teorema.
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Teorema 4.2.1. Seja g, , um nimero metalico:

() Seq=1,entdoa,; = [pl;

(i) Sep = gq,entdo oy, = [p; 1,p];

(i) Sep=1eq=n*—-n,com n €N, n> 2, entdo oy, = [n] = [n; 0];
(iv) Sep=1eq=n*—-n+1,com n €N, entdo g, , = [n; 2n — 1],

(v) Sep=1eqg=n*+n—1,com n €N, entdo oy, = [n; 1,2n — 1.

Demonstracao:
(i) Seja 0g,, um nimero metélico. Entéo, o,, é a raiz positiva de x> —px — 1 = 0.
Dai,
x2—px—1=0

x2=px+1
x=p+_
L1
x=p+t—rg
b+
Continuando o processo, indefinidamente, isto €,
N 1
X=p
1
p+——3—
p+—7g
p+
Logo, x = [p], ou seja,
Op1 = [ﬁ]

(i) Seja g,, um ndmero metélico. Entéo, o,, é a raiz positiva de x> — px —p = 0.
Dai
x2—px—p=0
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Entdo, continuando o processo e substituindo recursivamente x=p+§,

temos
1 1 1
b+ 1+= 1+——
X p+£
p X
1 1 1
x=p+—1:>x=p+ 1 :>~x=p+—1
1+—— 1+——— 1+——
1 1 1
Pt+x P+j p+—7g
P pT5 1+
p
Continuando o processo, indefinidamente, isto €,
N 1
X=p
1+ 11
pt——1 —
1+ ———
p+t—7g
14+

Logo, x = [p; 1,p], ou seja,
Opp = [p; ﬁ]

(i) Se g = n? —n, entdo a solucdo da equacdo quadratica x> —x —q =0 do

numero metalico sera da forma

1+y1+4 1+/1+4(n?>—-n
B AL & T I

x 2 2

1+vV4n2 — 4n+ 1 1+./@2n—-1)2
= >x = =

= 2 2

X=n
Ou seja, x € um numero natural.

O numero metalico nesse caso sera:

(ivy Se p=1 e gqg=n?-n+1 e substituindo g na equacdo x> —x—qg=0

escrevemaos:
x?—x—(Mm?*-n+1)=0.

Reorganizando a equacgéo, obtemos:
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x> —n?*—(x—-—n)=1
Fatorando a diferenca de quadrados:
x—n)(x+n)—(x—n)=1.
Colocando x —n em evidéncia:
x—nm)x+n-1)=1.

Entao:
_ 1
S ar—
1
xX=n+————
n—1+x
Agora usaremos recursivamente esse resultado:
1
x=n+ 1
n-l+nt o=y
1
x=n+ 1
2n 1+n—1+x
1
x=n+ 1
2n—1+
n—1+n+n_1+x
1
x=n+ 1
Zn_1+ﬁjT:7
Repetindo indefinidamente o processo, obtemos
1
xX=n-+ 1
=it =1
Observamos gue neste caso o numero metalico sera
x = [n;2n—1],
ou seja,

014 = [n;2n —1].

(v) O numero metalico é solugédo da equagdo x> —x — (n? +n—1) = 0.
Reorganizando essa equacéao, ficamos com:
x*—n*—(x+n)=-1
Queremos colocar x —n em evidéncia, assim convenientemente somaremos

em ambos os lados 2n, ficando com:



x?—-n?-(x-n)=2n-1
x—-n)x+n)—(x—-n)=2n-1
x—n)(x+n—-1)=2n-1

2n—1
X—n=———
x+n—1
_ 2n—1
X n_x—n+2n—1
_ 1
Xy T+ on—1
2n—1
1
X—M=—x—n
1+_F:T
.
X=n+——x—n
Tt om=1
Substituindo a expresséao
_ 2n—1
X n_Zn—1+x—n
em
.
Xx=n X —n
T om=1
obtemos:
1 _ 1
XxX=n+ o —1 —n+1+ 1
1+2n—1+x—n 2Zn—14+x—n
2n—1
Repetindo o processo indefinidamente teremos:
N 1
XxX=n
1+ 1 1
1+ 1
L T ey

Portanto, neste caso, o nUmero metalico serd x = [n; 1,2n — 1], ou seja,

014 = [n;1,2n —1].

51
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Constatamos que no teorema 4.2.1 o caso (i) representa os nimeros de ouro,
prata e bronze, o caso (ii) representa o nimero de platina, o caso (iii) representa o
namero de cobre e 0 caso (iv) representa o numero de niquel.
4.3 NUMEROS METALICOS E AS CONSTRUCOES GEOMETRICAS

Motivados pela construcdo do retangulo aureo, nos questionamos como

construir retangulos que possuem propriedades semelhantes a do retangulo aureo.

Antes, porém, definiremos o retangulo g, , — metalico.

Definicdo 4.3.1 Um retangulo € chamado de retangulo o, ,— metalico se a razéo

entre dois de seus lados adjacentes for igual ao nimero metalico o, ,.

Iremos agora descrever a construcdo geométrica de seis retangulos com o0s

numeros metalicos mais famosos.

a) Retangulo de Ouro:

Vamos construir um retangulo aureo a partir de seu menor lado AD =a
(Figura 4.3.1).

Figura 4.3.1 — Retangulo de ouro

B C F
a) ” = ~ ~
I ~
' AN
' \
A
.rI N
/ \
0 \
; \
/ \
a l: \‘
a \/5 i Y
/ A
2 H \

/ \

:I !

\

I’ a )

p— ! p—
7/
2 ‘ 2
L
A G D E

Fonte: A autora.
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Para isso construimos CD = AD perpendicularmente a AE. Com centro em G,
ponto médio de AD, tragamos o arco CE, onde E pertence a AD e D é interno a AE.
Por E subimos uma perpendicular intersectando o prolongamento de BCem G.

Aplicamos o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo GDC e assim

obtemos GC = aT\/g Como GC = GE,

AB  a
Simplificando,

AE 5+1

B 2

Logo ABFE é um retangulo de ouro.
Mostraremos agora, que o quadrilatero CDEF também é um retangulo de ouro.
=7 _ a5 a_ a(V5-1)

Temos que o segmento EF = a e DE = - —;=—, ea razao entre eles é
EF a
DE a(vV5-1)
2
Simplificando,
EF V541
DE 2 7

Logo CDEF é um retangulo de ouro.
E repetindo esse processo infinitamente, teremos sucessivos novos

retangulos de ouro a partir do primeiro.

Observamos que ao removermos um quadrado cujo lado seja igual a largura
do retangulo de ouro, o retangulo remanescente ainda € um retangulo de ouro. Esse
resultado sera provado no teorema 4.3.1.

b) Retangulo de Prata:

Para a construgcdo geométrica do retangulo prateado, iniciamos com um

quadrado de lado a (Figura 4.3.2).



Figura 4.3.2 — Retangulo de prata
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Fonte: A autora.

Em seguida, construimos um novo quadrado de lado a adjacente ao primeiro.

Com centro em D tracamos o arco FH, onde H pertence a AE e E é interno a AE. Pér

H subimos uma perpendicular intersectando o prolongamento de CF em G. Pelo
teorema de Pitagoras, DF = av/2. Assim, DH = DF.
Entéo,

AH a+av2
= :
Simplificando obtemos

a

AH

— =1+ \/E = 0'2'1.
AB
Logo ABGH é um retangulo de prata.

Observamos que ao removermos dois quadrados cujo lado seja igual a
(teorema 4.3.1).

largura do retangulo, o retdngulo remanescente ainda € um retangulo de prata

c) Retangulo de Bronze:

Para a construcdo geométrica do retdngulo de bronze, iniciamos com um
guadrado de lado a (Figura 4.3.3).



Figura 4.3.3 — Retangulo de bronze
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Fonte: A autora.

Em seguida, construimos um novo quadrado de lado a adjacente a direita do

primeiro, e, entdo um terceiro quadrado de lado a adjacente a direita do segundo.
Com centro em K, ponto médio de DE, tracamos o arco GI, onde I pertence a AHeH

é interno a AH. Por I subimos uma perpendicular intersectando o prolongamento de

(ﬁ})em].

Pelo teorema de Pitagoras,

Assim, KG = KI. Entao,

Simplificando obtemos

— av13
KG = :
2
_ av13 a
Al _ 2 +a+7
AB a
Al  3++13
—_— = =031-.
AB 2 31

Logo ABJI é um retangulo de bronze.

De forma anéloga ao ocorrido nos dois retangulos anteriores, ao removermos

trés quadrados cujo lado seja igual a largura do retangulo, o retangulo remanescente

ainda é um retangulo de bronze (teorema 4.3.1).
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d) Retangulo de Cobre:

Para a construcdo geométrica do retangulo de cobre, bastam dois quadrados

adjacentes de lado a (Figura 4.3.4).

Figura 4.3.4 — Retangulo de cobre

B C

A D E
Fonte: A autora.

Os dois quadrados formam um retangulo.

Entao,
AE  2a
AB @
Simplificando obtemos
i =2 = 0y,.
AB '

Logo ABFE é um retangulo de cobre.

e) Retéangulo de Niquel:

Para a construgdo geométrica do retangulo de niquel, iniciamos com um

quadrado de lado a (Figura 4.3.5).



Figura 4.3.5 — Retangulo de niquel
B
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P
’/
a -7 a
— /’ —
2 - 2 a
A | D
Fonte: a autora.

Em seguida, construimos um novo quadrado de lado a adjacente ao primeiro

BF em G.

Pelo teorema de Pitagoras,

TALE]
2
Assim, IH = TF.
Entéo,
w_ 0t
AB a
Simplificando obtemos
Al 1+V13

AB 2
Logo ABGH é um retangulo de niquel.

Notamos que ao removermos do retangulo de niquel dois quadrados de lado
a, 0 retangulo remanescente ndo € um retangulo de niquel (teorema 4.3.1).

Com centro em I, ponto médio de AD, tracamos o arco FH, onde H pertence a AEeE

é interno a AH. Por H subimos uma perpendicular intersectando o prolongamento de



f) Retangulo de Platina:
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Para a construcdo geométrica do retangulo de platina, iniciamos com um

quadrado de lado a (Figura 4.3.6).

Figura 4.3.6 — Retangulo de platina

B C

Fonte: A autora.

Em seguida, construimos um novo quadrado de lado a adjacente ao primeiro.
Com centro em D tragamos o arco FH, onde H pertence a AE e E é interno a AE. Por
H subimos uma perpendicular intersectando o prolongamento de BF em G. Pelo
teorema de Pitagoras, DF = av2. Assim, DH = DF. Com centro em D tracamos o
arco Gl, onde H pertence a AH e H é interno a AH. Por I subimos uma perpendicular

intersectando o prolongamento de BG em J. Pelo teorema de Pitagoras, DG = av/3.
Assim, DG = DI. Entao,

Al a+aV3
AB a
Simplificando obtemos
AH
— =1+ \/§ = 0'2'2.
AB

Logo ABJI é um retangulo de platina.



59

Percebemos também que do mesmo modo que o retangulo de niquel, ao
removermos dois quadrados de lado a, o retdangulo remanescente ndo é um

retangulo de platina (teorema 4.3.1).

Portanto, nos cabe aqui a seguinte pergunta: Dado um retangulo o,, —

metélico, quais que retirados n quadrados de lado a, a parte remanescente

permanece ainda um retangulo o, , — metalico?

A seguir, apresentamos o teorema 4.3.1. que elucida esse problema.

Teorema 4.3.1. Se removermos p quadrados do retangulo o, , — metalico cujo lado
seja igual a largura do retangulo, o retangulo remanescente ainda sera um retangulo
0,4 — Metdlico, se, e somente se, o retangulo for o, ; — metalico, isto &, forem os

nameros metalicos cuja representacdo em fragcdes continuas é [p].

Demonstracdo: Consideramos um retangulo de lado menor a e lado maior y € R*,
tal que:
O<pa<y<((p+1a.

Queremos encontrar y satisfazendo a seguinte relacao:
ya a
a ya-pa

isto é:
1
Yy =7
Yy —Dp
isto vale se, e somente se,
y:—vyp =1,
ou seja, se, e somente se,
p+4p*t+4
y = 2 .

Portanto o retangulo é g, ;.
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4.4 NUMEROS METALICOS E AS SEQUENCIAS DE RADICIAIS CONTINUOS

Consideramos a sequéncia (a,), a, >0 para todo n € N definida

recursivamente por

a1 - 1
, paratodo p,g € N,
v = e PR 0000
assim,
a1 = 1

2 =49 +DP

a
as = [q+Dpq+p

a4:\/Q+P‘/Q+P\/CI+P

Admitindo que o lim a,, exista e como lim a,,; = lim a,, podemos perceber
n—-oo n—-oo n—-oo

que as solucdes positivas da sequéncia a,,; = /q + pa,, S0 0os nimeros metalicos

O-p,q'
De fato, supondo que
lim a,,; = lim a, =L,
oo -0
e substituindo na sequéncia a,,; = /q + pa,, obtemos

L=\q+pL=>1*=q+pL=>1*-pL—q=0

Ou seja, a equagdo L? —pL—q =0 é a equacdo quadratica dos nimeros

metalicos gy, 4.

Desta forma



Opg= |q+P q+qu+p«/q+p«/T

No quadro 4.4.1 foram representados 0os nameros metalicos mais famosos

com radicais continuos infinitos.
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Quadro 4.4.1- Alguns numeros metalicos e a representacdo com radicais continuos

Nome do NUmero

Representacdo com Radicais Continuos

NUmero de ouro

p=0,= |1+ 1+’1+/1+%7

NUmero de prata

142 1+2\/1+2 /1+2\/T

NUumero de bronze

1+3 1+3J1+3/1+3\/T

Numero de cobre

Numero de niquel

3+ 3+/3+/3+JT

Numero de platina

Oy0 = 2+22+2J2+2P+2%T

Fonte: A autora.
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Apresentamos nesse capitulo os nimeros metalicos 0s quais representam
uma generalizacdo do numero de ouro de modo que podemos ampliar conceitos e
resultados por possuirem propriedades matematicas comuns.

Mostramos as possibilidades de relacionar os numeros metalicos com as
relacbes de recorréncia, as fracdes continuas, as construcbes geométricas e as

sequéncias de radicais.
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5 SUGESTAO PARA A EDUCACAO BASICA

Na Educacdo Basica, os numeros metalicos podem ser apresentados aos
estudantes como tema para uma aula investigativa. Sugerimos o ensino das
equacdes quadraticas com o uso dos numeros metalicos.

Nossa proposta de ensino é seguir a ideia e roteiro dessa dissertacao.

Comecaremos com o historico do numero de ouro, a apresentacdo da
proporcéo e do retangulo aureo’. Com a proporcdo aurea obteremos uma equacéo
quadratica, cuja solucdo positiva € o numero de ouro. Na sequéncia, proporemos 0
problema dos coelhos e assim definiremos a sequéncia de Fibonacci (relagdo de
recorréncia). O resultado pode ser estruturado com o uso de planilhas ou tabelas, e,
calculando a razéo entre os termos poderemos discutir aproximacdes do namero de
ouro (fracdo continua simples). E ainda, a representacdo (e aproximacdo) do
namero de ouro com o uso de sequéncias de radicais continuos.

A seguir, construiremos o retangulo de ouro, onde algebricamente
encontramos uma resposta de natureza geométrica. Poderemos aqui propor 0 uso
de régua e compasso ou o aplicativo GeoGebra?.

Terminaremos com a constatacao de que as atividades interagem.

Depois, para a definicAo dos numeros metalicos, apresentaremos a equacao
genérica x? — px — q = 0 com 0s coeficientes dos nimeros de ouro, prata, bronze,
cobre, niquel e platina. Poderemos também considerar que uma nova populacéo de
coelhos cresce como as SFG, e entdo propormos aos estudantes que identifiguem
0s numeros de casais de coelhos nos primeiros anos dessa populacdo. A partir dai,
solicitar aos estudantes que eles escrevam uma relacdo de recorréncia com esses
dados.

A ideia é dividir a turma em cinco grupos: um grupo com cada numero
metalico apresentado remanescente, para repetir as atividades que foram feitas com

0 namero de ouro, e posterior apresentacéo para a turma.

" Pode-se exibir o video Pato Donald - Proporgéo Aurea:
https://www.youtube.com/watch?v=58dmCj0wuKwé&feature=player embedded

8 O software GeoGebra é um aplicativo de acesso livre e gratuito, e pode ser encontrado no endereco
eletrbnico http.www.geogebra.org, inclusive o mesmo pode ser utilizado online, e, ainda possui
versdes para para iOS, Android, Windows, Mac, Chromebook e Linux.


https://www.youtube.com/watch?v=58dmCj0wuKw&feature=player_embedded
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Vimos nesse trabalho que a ideia do nimero de ouro € muito antiga. Por ter
sido referido em varias civilizagGes, obras de arte, em arquitetura, na masica, na
literatura, no cinema, na natureza e no universo, entre outros, podemos trazer para a
realidade de estudantes. A partir do conceito do numero de ouro, conseguimos
ampliar as possibilidades de direcionamento para aplicacdo de conteudos na sala de
aula da Educacao Bésica, utilizando também outros numeros metalicos.

Ha uma vasta dimensdo de conhecimentos matematicos que podem ser
abordados com o referencial teérico dos nimeros metalicos, tais como: nameros
inteiros, racionais e irracionais; razfes e proporcdes; equacdes quadraticas;
sequéncias e foérmulas de recorréncia, fracbes continuas simples; sequéncias de
radicais continuos e constru¢des geométricas.

A ideia das aproximacdes de numeros irracionais por nimeros racionais pode
ser apresentada para os estudantes de uma nova maneira, tornando o contetdo
mais interessante e atraente.

Os estudos das fragBes continuas simples é um tépico, que geralmente, nédo é
visto em disciplinas de cursos de graduacao e pés-graduacdo em Matematica, e por
iISSO serviu para aprimorar esse trabalho.

A dissertacdo ndo se estruturou apenas em consultas de livros e periddicos,
mas também de reflexdes e descobertas que desencadearam resultados.

O trabalho aborda uma maneira de expor o conceito dos nimeros metéalicos
abrindo possibilidades para novos questionamentos, tanto de estudos académicos
guanto de atividades em sala de aula, expandido e motivando novas pesquisas.

Podemos ver outras propriedades dos numeros metalicos em Spinadel
(2003), tal como, eles serem o0s Unicos numeros irracionais quadraticos positivos que
geram uma SFG (com propriedades aditivas) que, simultaneamente, é uma
progressao geomeétrica.

Por fim, o estudo dos numeros metélicos, suas aplicacbes e seu vasto
universo possibilitou um aprofundamento teérico abrangente e de entrelacamento de
varias areas da matematica, como por exemplo, a Teoria dos Numeros, a
Geometria, e a Matematica Discreta, contribuindo assim para uma nova perspectiva

de abordagem com os estudantes.
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