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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo dos quadrilateros de forma diferenciada, mo-
tivadora e aprofundada. Iniciamos com defini¢oes e teoremas de um quadriladtero qual-
quer e dos quadrilateros notaveis. Na sequéncia, apresentamos uma série de construcgoes
geométricas com a utilizacao dos instrumentos régua, compasso e o software GeoGebra
que contribui com a interpretacao matematica. No capitulo dois aprimoramos o conceito
geral de area bem como as relacoes para o calculo da area de um quadrilatero convexo e
dos quadrildateros notdaveis. Com o objetivo de aprofundar os estudos, realizamos varias
demonstracoes de relacoes geométricas envolvendo diversas definigoes e teoremas. Rea-
lizamos um estudo dos quadrilateros inscritos e circunscrito, bem como a demonstracao
da féormula de Brahmagupta, formula esta utilizada para o cdlculo da area de um qua-
drilatero inscrito e pouco ou nada discutida nas salas de aula do ensino médio. Para
aplicar a teoria apresentada no decorrer do trabalho, elaboramos uma lista de problemas
resolvidos que servirao como material de apoio para o professor de matematica e poderao
ser aplicados aos alunos com objetivo de ampliar a criatividade, desenvolver o raciocinio
logico e aplicar as relagoes demonstradas. Este objetivo visa contribuir com o processo
de ensino e aprendizagem da matematica que ainda hoje é tao criticado pelo alto indice

de reprovacoes e fracasso escolar.

Palavras chave: Ensino e aprendizagem; Geometria Euclidiana Plana; Quadrilateros;

GeoGebra.



Abstract

This work presents a research about the quadrilaterals of different form, motivated
and profound. We began with definitions and theorems on any quadrilateral and of the
main class of quadrilaterals. After that, we present a series of geometric constructions with
the use of instruments such as ruler, compass and the software GeoGebra that contributes
to the mathematical interpretation. In chapter two we have improved the general concept
of area and ending with the relations to calculation of a convex quadrilateral area and
with the main class of quadrilaterals. With the objective to profound the studies, we have
done different statements of the Brahmagupta formula which is used to the calculation of
quadrilateral area inscribed and little or nothing discussed in the classroom. To apply the
theory presented along the work, we elaborated a list of solved problems that will serve
as support material to the Mathematics teacher and may be applied to students with
objective to expand creativity, to develop logical reasoning and to apply the demonstrating
relations. This objective intends to contribute with the Mathematics teaching and learning

process that is still criticized by the level of educational failure.

Keywords: Teaching and learning; Euclidian Plane Geometry; Quadrilaterals; GeoGe-

bra.
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Introducao

A vida da humanidade mudou de forma substantiva devido as transformacdes con-
sequentes do processo de internacionalizacao da economia e de novas concepgoes politicas
no cendario mundial. Tudo isso interfere de forma muito manifesta no cotidiano e na orga-
nizacao da sociedade. Ao falar sobre educacao, neste contexto, percebemos que ela tem
um papel fundamental, tanto como opcao técnica sintonizada com todas essas mudancas
radicais que acontecem no mundo do trabalho e necessitam de novas e diferenciadas de-
mandas, mas principalmente como uma alternativa para a construcao de uma sociedade
democratica, solidaria e com justica social (FREIRE,2001).

As escolas brasileiras, mesmo com muitas mudancas e avang¢os conceituais, conti-
nuam impregnadas pelo modelo de escolarizacao do século XIX e a maioria das instituigoes
ainda permanece fundamentada sobre o instrucionismo da era industrial, ao avaliar seus
alunos com base na reproducao, e reprovar atitudes e acoes criativas. As institui¢oes que
assim se apresentam estao em déficit com a sociedade, pois desta forma nao estao tendo
éxito na missao de atender as demandas sociais do nosso tempo.

Sendo assim, é preciso que urgentemente se introduzam mudancas no ensino da
matematica. Necessitamos de um novo pensar, haja vista os resultados da avaliacao do
Programa Internacional de Avaliacao de Alunos - PISA (INEP,2013), no qual observamos
que os estudantes brasileiros melhoraram o desempenho, todavia continuam nas ultimas
colocacoes da lista dos paises avaliados. Podemos, portanto, tomar estes resultados como
pressuposto para dizer que é imprescindivel repensar todos os fatores que envolvem o
ensino aprendizagem da matemaética.

De fato, nao obstante todo o esfor¢o pessoal e coletivo dos educadores, todo
esforco de iniciativas isoladas e por vezes tao fragmentadas, na busca de melhoria do
ensino, de novas posturas pedagogicas, percebemos a evidéncia de um ensino anacronico,

perverso, que muito pouco se tem feito para mudar ou, pelo menos, amenizar esse quadro

14



educacional cadtico, que teima em caminhar na contramao da historia de uma educacao
de qualidade.

De forma geral, o ensino e aprendizagem no Brasil estao aquém do ideario ima-
ginado. Ha uma clara compreensao de que é preciso que se promova a aprendizagem, que
se estimule este ensino deficitario e, caso nada seja feito, o fracasso se perpetuara.

Se por um lado, ha evidéncias claras do anacronismo do processo ensino e apren-
dizagem, como um todo, imaginamos, entao como estara o ensino da disciplina de ma-
tematica nas escolas? (RANGEL,1992) afirma que “a Matemadtica, no contexto da pro-
blematica do fracasso escolar, destaca-se entre as outras disciplinas por seus altos indices
de reprovagao, por colaborar sobremaneira para a evasao observada em todo o sistema
educacional brasileiro”.

Percebemos que o ensino da matematica ainda esta pautado em respostas prontas,
férmulas acabadas, o que contrapoem Freire (FREIRE,2005) “... ensinar nao é transmitir

conhecimento, mas criar possibilidades para a sua producgao ou a sua construcao”.

De acordo com o Regimento do PROFMAT: Artigo I, Capitulo I (SBM,2013):

O Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacio-
nal (PROFMAT) tem como objetivo proporcionar forma¢ao ma-
temdtica aprofundada, relevante e articulada com o exercicio da
docéncia no Ensino Bdsico, visando fornecer ao egresso qualificacao
certificada para o exercicio da profissao do professor de Matemdtica.

(Grifo nosso)

Diante disso, este trabalho desenvolve uma proposta diferenciada e aprofundada
como alternativa no estudo dos quadrilateros no Ensino Médio, através da demonstracao
de relagoes, demonstracoes essas quase nao encontradas nos livros didaticos, construcgoes
geométricas e resolucao de problemas como papéis motivadores das aulas de Matematica,
pois tanto o professor quanto o aluno terao maiores oportunidades de compreender a
utilizagao dos conceitos, propriedades e teoremas relacionados ao estudo dos quadrilateros.

De acordo com Freire (FREIRE,2005) “ensinar exige alegria e esperanga”. Por-
tanto, objetivamos demonstrar as relagoes utilizadas para resolucao de problemas, ao pro-
por atividades que envolvem conceitos, propriedades, teoremas e construgoes que podem
se destacar como ferramenta de mediagao pedagdgica para a aprendizagem significativa
dos conteidos matematicos no Ensino Médio e despertar nos educandos, a curiosidade e

a criatividade matematica e, principalmente, gerar prazer na aprendizagem com base no
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conhecimento profundo.

Nas construgoes geométricas foram empregados dois instrumentos importantes
para a compreensao matematica. A construcao com régua e compasso e a utilizacao do
software GeoGebra (HOHENWATER,2012), trabalhados nas disciplinas MA-13 e MA-
36, respectivamente, do PROFMAT. Utilizamos também o GeoGebra na construcao das
figuras ilustrativas das demonstragoes. O interesse por este software se deu apds as aulas
de recursos computacionais do mestrado profissional em matemaética.

O estudo dos quadrilateros pode ser desenvolvido em todas as séries do Ensino
Médio, desde que observados alguns pré-requisitos. O aluno precisa ter dominio dos
conceitos, propriedades e teoremas dos triangulos, semelhanca de triangulos, base média
triangular, area do triangulo dada a medida de seus lados e o angulo entre eles, Teorema
de Pitagoras, Lei dos Senos e Cossenos, paralelismo e congruéncia de poligonos.

Para aplicagao da proposta de demonstragoes nao ha necessidade de equipamentos
espantosos. O professor deverd ter conhecimento minimo de informética e ter disponivel
um laboratorio basico de informatica. Nao ha necessidade de computador individual, pois
o trabalho pode ser desenvolvido em dupla ou trio. Além do conteudo aprofundado, o
professor tera espaco para trabalhar o compartilhamento de conhecimentos. O software é
de acesso livre e facil instalacao.

Este trabalho foi dividido em quatro capitulos. No primeiro capitulo exibimos
defini¢oes de quadrilateros, conceitos, propriedades e teoremas nos quadrilateros notaveis.
Além disso, apresentamos uma série de construgoes geométricas com a utilizacao de régua
e compasso e do GeoGebra com objetivo de melhorar a compreensao dos conceitos ma-
tematicos através do raciocinio 16gico e da curiosidade, como diz Freire (FREIRE,2005)
“Ensinar exige curiosidade”.

No segundo capitulo objetivamos demonstrar as férmulas usadas para o calculo
de area dos quadrilateros convexos. E, no mesmo capitulo, calculamos a area dos qua-
drilateros notdveis. E muito interessante para o aluno saber por que a area de um qua-
drado de lado [ é dada por [?, informacdo esta nao passada nas escolas de educacio
basica. Ainda, sao apresentadas as definicoes de quadrilateros baseados em Coxeter
(COXETER,1967), inovadoras em relacao as trabalhadas nas atuais salas de aula.

No terceiro capitulo enfatizamos os quadrilateros inscritos e circunscritos, bem

como a férmula de Brahmagupta.
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A seguir, no quarto capitulo, apresentamos uma série de problemas resolvidos que
podem, posteriormente, servir para que os alunos resolvam com o objetivo de observar a
aplicabilidade dos seus conhecimentos pods-discussao dos estudos dos quadrilateros.

Para ter éxito nessas atividades, preferencialmente, o professor devera ter dis-
ponibilidade para preparacao das aulas. E necessario, no minimo, 4 aulas semanais por
turma, para que dé tempo suficiente para discutir entre os alunos e, em seguida, o professor

mediador adentrar ao processo de resolucao.
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Capitulo 1

Estudo basico sobre quadrilateros

Neste capitulo serao apresentados defini¢oes, propriedades e teoremas dos qua-
drilateros convexos, bem como construgoes geométricas com a utilizacao de régua e com-

passo e software GeoGebra.

1.1 Definicao

Sejam A, B, C' e D quatro pontos de um mesmo plano, todos distintos e trés nao
colineares. Se os segmentos AB, BC, CD, e DA interceptam-se apenas nas extremidades,

a reuniao desses quatro segmentos é um quadrilatero, segundo (DOLCE,2005).

Figura 1.1: Quadrilatero e suas partes

A Figura 1.1 apresenta um quadrilatero convexo ABC' D, onde AB, BC, CD, e

18



DA séo os lados e DAB, ABC’, BCD e CDA sao angulos e AC' e BD sao as diagonais.
Ainda na Figura 1.1, M NOP é um quadrilatero concavo, onde NP e OM sao as
diagonais.
A soma das medidas dos angulos internos de cada quadrilatero, ABC'D e MNOP
é 360°. Intencionamos verificar se esta propriedade é valida para todos os quadrilateros.
Com o uso do GeoGebra, desenhe quadrilateros quaisquer, marque os angulos e
determine a soma dos angulos internos de cada quadrilatero. Veja Figura 1.2. A medida

encontrada sempre sera 360°.

D C

Figura 1.2: Soma dos angulos internos de um quarilatero

Demonstracao: Ao tracar as diagonais AC, FFH e JL, percebemos que estas dividem os
quadrilateros ABCD, EFGH e IJKL, respectivamente, em dois triangulos. Como a
soma dos angulos internos de um triangulo é 180°, concluimos que a soma dos angulos

internos de um quadrilatero é sempre 360°.
O

1.2 Quadrilateros notaveis

O objetivo desta secao é esplanar sobre os quadrildteros notaveis bem como teo-
remas relacionados a esses. Para as defini¢goes e teoremas, tomamos com base o livro de
Geometria I de Morgado, Wagner e Jorge (MORGADO et al.,1990) e o livro Fundamentos
de Matemaética Elementar de Dolce e Pompeo (DOLCE,2005).
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1.2.1 Trapézio

Definicao 1.1 Um quadrildtero plano convexo é um trapézio se, e somente se possui dois

lados paralelos.

A B

Figura 1.3: Trapézio: definicao

Em outras palavras, se AB//DC ou AD//CB, entao ABC'D é um trapézio,
como ilustra na Figura 1.3. No trapézio, os lados paralelos sao chamados bases.

Existem trés formas de trapézio:

Trapézio isésceles: Lados nao paralelos sao congruentes.

Seja ABC'D um quadrilatero em que AB//DC, entao ABCD é um trapézio.
Se AD = BC, entao ABC'D é um trapézio isésceles. Temos ainda que se AB//DC e
AD = BC, entao DAB=CBA e ADC = BCD.

Exemplo:

D

A

Figura 1.4: Trapézio isosceles

Trapézio escaleno: Lados nao paralelos nao sao congruentes.
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Seja o trapézio ABC'D, se AD # BC', entao ABC'D é um trapézio escaleno.

Exemplo:

D

DA = 2.24

A

Figura 1.5: Trapézio escaleno

Trapézio retangulo: Possui dois angulos retos.
Seja ABDC um trapézio cujas bases sao AB e C'D e cuja medida dos angulos
BAD = ADC = 90°, entdo ABCD é um trapézio retangulo.

Exemplo:

908

90°

Figura 1.6: Trapézio retangulo

Teorema 1.1 Em qualquer trapézio ABCD de bases AB e CD tem-se que A+ D =
B+C=180°

Demonstra¢ao: Se AB e CD é base do trapézio ABCD, entao AB//CD, logo AD é
transversal = A + D = 180° (angulos colaterais) e BC' é outra transversal = B+C=

180°. Portanto, A+ D = B + C = 180°.
O
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D.

Teorema 1.2 Em todo trapézio isosceles de bases AB e C'D tem-se que A=BeC

Figura 1.7: Demostracao do teorema 1.2

Demonstracao: No trapézio ABCD, Figura 1.7, tracamos os segmentos AF e BF, tal
que ambos sejam perpendiculares a base DC'. FEntao, os triangulos ADE e BCF sao
retangulos e, AE tem a mesma medida de BF, os angulos AED = CFB =90° ¢ AD =
BC'. Logo, AADE = ABFC pelo caso especial de semelhanca dos triangulos retangulos.

Assim, D = C. Além disso, temos que A e B sao suplementares dos angulos De C,

A A

respectivamente. Portanto, A = B.
O

1.2.1.1 Base média dos trapézios

Teorema 1.3 Se um segmento tem extremidade nos pontos médios dos lados ndao para-

lelos de um trapézio, entao:
I) ele é paralelo as bases;

II) ele é igual a semi-soma das bases.

Seja um trapézio de bases AB e C'D, Figura 1.8.
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Do
93]

Figura 1.8: Base média do trapézio 1

Hipotese: AM = DM; BN =CN
Tese: I) MN//AB//CD

AB+CD
2

II) MN =

A B

Figura 1.9: Base média do trapézio 2

Demonstracao: Conforme Figura 1.9, sejam ABC'D um trapézio, E o ponto de interseccao
das retas DN e AB e CB a transversal em relaciio as paralelas AB//CD, entdo EBN =
NCD (angulos alternos). Temos também que BNE = CND (o.p.v) e CN = BN. Logo,
AEBN = ADCN (caso ALA) = DN = NE e BE=CD eno AADE, AM =MD e
DN = NE.

Portanto, pela base média triangular:

I) MN/JAE = MN//AB//CD:;
AE AB + BE _ AB+CD

U)MNZT — MN:T — MN 5
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1.2.1.2 Mediana de Euler

Definicao 1.2 Mediana de Euler é o segmento gerado pela interse¢ao da base média
com as diagonais do trapézio e, também une os pontos médios das diagonais de um qua-

drilatero.

Teorema 1.4 Um segmento que tem extremidade no ponto médio das diagonais de um

trapézio € igual a metade da diferenca entre as bases (maior e menor).

Figura 1.10: Mediana de Euler

Demonstracao: Seja ABC'D um trapézio, cujas diagonais sao AC e BD, Figura 1.10.

Sejam M e N os pontos médios de AC' e BD, respectivamente. Pela base média triangular
DC DC

temos que OM = — © NP = — Segue-se que OM = NP. Além disso, OP =

OM + MN + NP. Entao:

D D
OP:—C+MN+—C. (1.1)
2 2
Pela base média do trapézio :
D AB
op-PCT 4B (1.2)
2
Por 1.1 e 1.2 temos:
D
—C+MN+DO: DC + AB
2 2 2
= DOEAD e
D AB —2D
MN — C+ : C
AB—D
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1.2.2 Paralelogramo

Definicao 1.3 Um quadrildtero plano convexo é um paralelogramo se, e somente se, pos-

sui lados opostos paralelos.

1 16570 63.430

116.57°
B

63.43°

Figura 1.11: Paralelogramo

Ou seja, ABC'D é um paralelogramo <= AB//CD e AD//BC. A Figura 1.11

ilustra um paralelogramo.

Teorema 1.5 Todo quadrildtero convexo que possui angulos opostos congruentes € para-
lelogramo.

Hipétese: A = C’, B=D

Tese: ABCD é paralelogramo.
Demonstragao: Seja ABC'D um quadrilatero convexo qualquer, entao A+B+C+D=
360°e A+ B=C+D= 2 (A+B)=360°= A+ B =180 e C + D = 180°. Logo,
AD//BC e AB//CD. Portanto, ABC'D é paralelogramo.

O

Teorema 1.6 Todo quadrildtero convexo que possui lados opostos congruentes é parale-

logramo.
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D m C

A m B

Figura 1.12: Quadrilatero convexo com lados opostos congruentes

Hipétese: AB=CD e BC = DA.

Tese: ABC'D é paralelogramo.
Demonstracao: Seja AC a diagonal de um quadrilatero convexo ABC D, ilustrado pela
Figura 1.12. Por hipétese, AB = CD e BC = DA e AC é lado comum dos AABC
e AADC. Entéo, pelo caso LLL, temos que AABC = AADC. Logo, BCA = DAC =

AD//BC e BAC = DCA = AB//CD. Portanto,ABC'D é paralelogramo.
U

Teorema 1.7 Todo quadrildtero convero em que as diagonais interceptam-se mnos res-

pectivos pontos médios € paralelogramo.

Figura 1.13:

Hipotese: ACN BD =M e AM = MC, BM = MD.
Tese: ABCD ¢ paralelogramo.
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Demonstracao: Seja ABC'D um quadrilatero convexo, Figura 1.13. Apresenta-se, por
hipétese, que AM = MC, BM = DM e como DMA = CMB (0.p.v) segue-se que,
AAMD = ABMC e ADMC = AAMB pelo caso LAL. Logo, ABD = CDB =

AB//CD e DAC = ACB = AD//BC. Portanto, ABC'D ¢ paralelogramo.
U

1.2.3 Retangulo

Definicao 1.4 Um quadrilatero plano convexo é um retangulo se, e somente, possui 0s

quatro angulos congruentes.

Exemplo:

90° 90°

90° 90°

Figura 1.14: Retangulo

A

Em outras palavras, ABC'D é um retangulo <= A=B=C=D

Teorema 1.8 Um paralelogramo é retangulo se, e so se possui diagonais congruentes.

90° 0°

90° 0°
A B

Figura 1.15: Retangulo com diagonais congruentes
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Demonstra¢ao: Se ABC' D é um paralelogramo retangulo, ver Figura 1.15, entao AB//CD
e AD//BC, AB = CD e AD = BC, BAD = BCD = 90°. Logo, ABAD = ABCD
pelo caso LAL. Portanto, AC = BD. Reciprocamente, suponhamos que ABC'D é um
paralelogramo tal que AC' = BD. Como AB =CD e AD = BC e AD é lado comum
dos ADAB e AADC, entio ADAB = AADC pelo caso LLL. Logo, DAB = ADC.
Como ABC'D é um paralelogramo, DAB + ADC = 180° ¢ ABC + BC'D = 180°. Assim,

DAB = ADC = 90° ¢ ABC = DCB = 90°. Entao, ABC'D é um retangulo.
O

Teorema 1.9 Todo retangulo é um paralelogramo.

Demonstracdo: Seja ABC'D um retangulo. Entdo A = B = C = D = 90°, segue-se que

AB//CD e BC//AD. Logo, ABCD é um paralelogramo.
O

1.2.4 Quadrado

Definicao 1.5 Um quadrildatero plano convexo é um quadrado se, e somente se, possui

0s quatro lados congruentes e os quatro angulos congruentes.

Exemplo:

90° 90°

90° 90°

Figura 1.16: Quadrado

Ou, ABCD é um quadrado < AB=BC=CD=DAe A=B=C=D.
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1.2.5 Losango

Definicao 1.6 Um quadrildatero plano convexo é losango se, e somente se, possui 08 qua-

tro lados congruentes.

Exemplo:

B

Figura 1.17: Losango

Ou, ABCD é losango <= AB=BC =CD = DA

Teorema 1.10 Um paralelogramo é um losango se, e somente se, suas diagonais $ao

perpendiculares.

90¢

B

Figura 1.18: Paralelogramo com diagonais perpendiculares

Hipdtese: um paralelogramo é um losango.

Tese: suas diagonais sao perpendiculares.
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Demonstracao: Seja ABCD, Figura 1.18, um paralelogramo que é um losango. Entao,
AB = BC = CD = DA e suas diagonais interceptam-se em seus pontos médios. Seja P o
ponto de intersegao das diagonais. Entao, ABPC = ADPC ( pelo caso LLL). Segue-se
que CPB = CPD e como CPB+CPD = 180, temos que CPB = CPD = 90°. Portanto,
AC 1 BD.

Hipdtese: diagonais de um paralelogramo sao perpendiculares.

Tese: o parapelogramo é um losango.
Demonstracao: Seja ABC'D um paralelogramo cujas diagonais AC' e BD sao perpen-
diculares. Seja P o ponto de intersecao das diagonais. Entao, AP = CP e BP = DP.
Segue-se que ACPB = ACPD ( pelo caso LAL). Logo, BC = CD. Como ABCD é
um paralelogramo, AB = CD e BC' = AD. Entao, AB = BC = C'D = DA. Portanto,

ABCD ¢ um losango.
O

Teorema 1.11 Todo losango é um paralelogramo.

Demonstracao: Seja ABC'D um losango. Entao, AB = BC'=CD = DA. Ao considerar
a diagonal AC, temos que AABC = AADC (pelo caso LLL) e que AABC e AADC sao
isésceles. Entdao, BAC = DCA = ACB = CAD. Logo, AB//CD e BC//AD. Portanto,

ABCD é um paralelogramo.
O

1.3 Construcoes geométricas

Cabe a esta secao mostrar algumas construcoes geométricas com o uso de régua
e compasso e outras, o software GeoGebra. A utilizacao da régua e compasso é uma
aplicacao da aprendizagem das aulas de geometria do curso PROFMAT- MA13, enquanto
o GeoGebra é aplicacao da aprendizagem obtida nas aulas de recursos computacionais -
MA3G6.

A construcao geométrica possibilita uma melhor compreensao dos conceitos ma-

tematicos, bem como a aplicacao de teoremas e propriedades da geometria. Como diz
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Ribeiro, (RIBEIRO,2009):

Por meio da construcao interativa de figuras e objetos, po-
demos melhorar a compreensao dos alunos através da visualizacao,
percepcao dinamica de propriedade, estimulo heuristico a descoberta

e obtencao de conclusoes “validadas” na experimentacao.

O GeoGebra é um software de acesso livre de Geometria Dinamica desenvolvido
por Markus Hohenwater da Universidade de Salzburg, Austria.

O software permite uma abordagem de diversos contetidos, de forma dinamica, em
todos os niveis da Educacao Matematica. Neste trabalho, ele foi utilizado para desenhar
as figuras ilustrativas e tera uma abordagem nas construcoes geométricas.

Além dos conhecimentos relativos a aprendizagem no curso de mestrado, usa-
mos como referéncia os autores Maziero (MAZIERO,2011), Gerénomo, Barros, e Franco,
(GER@NOMO et al.,2010), Ribeiro (RIBEIRO,2009) e Neto (NETO,2009).

Em toda construcao desta secao sera apresentada uma figura ilustrativa.

1.3.1 Construcao 1: Paralelogramo

Construcao de um paralelogramo ABC D, dadas as medidas de dois lados conse-
cutivos.
Uma possivel construgao:

Sejam m; e my as medidas respectivas dos lados AB e AD. Sem perda de

generalidade, podemos tomar m; > mso

1) Construa as circunferéncias A e ¢, de centro D e raio m; e centro B e raio ma,

respectivamente. Seja C' o ponto de intersecao das circunferéncias A e .

2) Construa as circunferéncias A\; e @1, de centro D e raio my e centro B e raio my,

respectivamente. Seja A o ponto de intersegao das circunferéncias A\; e ;.

ABCD é um paralelogramo.
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Figura 1.19: Construgao de uma paralelogramo

1.3.2 Construcgao 2: Paralelogramo

Construcao de um paralelogramo ABC'D usando o GeoGebra.

Uma possivel construc¢ao:

1) Marque trés pontos quaisquer e nomeie A, B e C, respectivamente;
2) Trace os segmentos AB e BC;

3) Trace uma reta s, paralela a BC' que passa pelo ponto A;

4) Trace uma reta r, paralela a AB que passa pelo ponto C;

5) Marque o ponto D de intersecao das retas s e r.

ABCD é um paralelogramo.

32



€7 paralelogramo para construgdo.ggb

| () S

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opgbes Femamentas Janela Ajuda

Janela de Algebra
= Objetos Livres
L@ A={2,1)
@ B=(5.63,1)

L@ C={6,3)
= Objetos Dependentes
@ D={2.37,3)
-3 a=3.63
..@ 8,=3.83
@ b:0x +3.63y =10.92
3 b,=2.04
~@ =204
@ ¢, =363
P d:2x-0.3Ty=3.64
3 d,=2.04
@ =3.63
@ g=204
@ h=3.63
@ i=204
- @ pol1=7.28

Entrada

]

[J(S(=] [Janela de Visualizagdo

Mover
| Armaste ou selecione um ou mais objetes (Esc)

@

[d
[O]E[E]

Figura 1.20: Construcao de uma paralelogramo

1.3.3 Construcao 3: Retangulo

Construgao de um retangulo ABCD.

Uma possivel construgao:

1) Trace um segmento ADB;

2) Trace por A, uma reta s, perpendicular a AB;

3) Trace por B, uma reta t, perpendicular a AB;

4) Com centro em A e raio qualquer, trace uma circunferéncia ;

5) Marque o ponto D de interse¢do ¢ N s;

6) Com o mesmo raio e centro em B, trace a circunferéncia p;

7) Marque o ponto C' de intersecao p N t;

8) ABCD é um retangulo.
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Figura 1.21: Construcao de um retangulo

1.3.4 Construcao 4: Losango

Construgao de um losango dada uma diagonal AC.

Uma possivel construgao:
1) Desenhe a diagonal AC;
2) Construa uma circunferéncia p de centro A e raio maior que AC/2
3) Construa uma circunferéncia p' de mesmo raio que y e centro C

4) Marque os pontos B e D, interse¢ao de p e p'. A reta BD é mediatriz do segmento
AC,

5) ABCD é um losango.
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Figura 1.22: Construcao de um losango

1.3.5 Construcao 5: Losango

Construcao de um losango usando o GeoGebra.

Uma possivel construcao:
1) Trace um segmento AB;
2) Trace a mediatriz do segmento AB;
3) Marque a intersegao I do segmento AB e a mediatriz;
4) Trace uma circunferéncia de centro I e raio qualquer;
5) Marce os pontos C' e D, interse¢ao da mediatriz e a circunferéncia;
6) Trace os segmentos AC,CB, BD e DA,;

ABCD é um losango.
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£ losango construgio.ggh

oo S

Arquivo Editar Exibir Disposicies OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Janela de Algebra (=)&) |Janela de Visualizagio
= Objetos Livres
3 A=-(4,408)

Mover
Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

& B=(6.46, 2.04)

= Objetos Dependentes

@ C=(2.75,0.07)

3 D=(7.71,6.05)

3 1=(5.23, 3.06)

@ a=32

3 a=42

@ b:-2.46x +2.04y = -6.62
@ b,=42

D c:(x—523)2+(y—3.0602 =15
3oy =42

@ d-42

5 4,-42

@ e=42

@ =42

@ g=42

@ pol1=12.42

@ a=90°

a m »

Entrada

Figura 1.23: Construcao de um losango

1.3.6 Construcao 6: Quadrado

Construcao de um quadrado usando o GeoGebra.

Uma possivel construcao:
1) Trace um segmento AB;
2) Trace a mediatriz do segmento AB;
3) Marque a intersegao I do segmento AB e a mediatriz;

4) Trace uma circunferéncia de centro I e raio I A;

5) Trace os pontos C' e D, intersegao da mediatriz e a circunferéncia;

6) Trace os segmentos AC,CB, BD e DA.

ABCD é um quadrado.
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uadrado construgao.ggb
4 530.9g

oo S

Arquivo Editar Exibir Disposicies OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Janela de Algebra (=)&) |Janela de Visualizagio
= Objetos Livres
3 A=(4,2)
@ B=(7,4)
= Objetos Dependentes
@ C=(6.5,1.5)
J D=(45,45)
3 1=(55,3)
@ a=3861
3 8,=2.55
@ b:-3x-2y=-225
@ b, =2.55

P ec:(x—55)7+(y—37=3.25
@ :1:2.55
@ d-255
@ 4,-255
@ e=255
@ =255
@ g=255
@ pol1=6.5
@ a=90°
@ p=90°
@ y=90°
@ 6=90°

Mover
Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

Entrada

Figura 1.24: Construcao de um quadrado

1.3.7 Construcao 7: Quadrado

Construcao de um quadrado a partir de um lado AB.

Uma possivel construcao:

1) Construa um segmento de medida AB;

2) Construa uma reta m, perpendicular ao segmento AB e passando por A;

|
=6

3) Construa as circuferéncias A e ¢ de centro A e B, respectivamente, e raio AB;

4) Construa uma reta r, perpendicular ao segmento AB e passando por B;

5) Chame de C' a intersegao ¢ Nr;
6) Construa a reta t, perpendicular a r, e passando por C;
7) Chame de D a intersecao de m e t.

ABCD ¢é um quadrado.
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Figura 1.25: Construcao de um quadrado
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Capitulo
Area dos quadrilateros convexos

Este capitulo tem como objetivo demonstrar as relagoes usadas para o calculo da
area dos quadrilateros convexos.

Antes de definir a area de um quadrilatero serao apresentadas algumas definigoes
que ajudam na compreensao dos teoremas, bem como a area de uma regiao plana.

Segundo Pinho, Batista e Carvalho (PINHO et al.,2010), “O conceito de drea so

¢ admissivel para regioes do plano delimitadas por uma curva fechada”.

Defini¢ao 2.1 Uma curva parametrizada x = x(t) € fechada se para a <t < b, tem-se

que x(a) = x(b), isto €, as extremidades coincidem.

Exemplo:
) Curva fechada simples ) Curva fechada nao simples

Figura 2.1: Curvas fechadas

Definicao 2.2 Uma curva fechada simples € uma curva que possui uma unica interse¢ao,

as extremidades.

Pelo teorema 77 segue-se que ha duas regioes no plano, uma interior e outra exterior. A

area de uma regiao plana esta submetida a regiao interior de uma curva fechada simples.
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Intuitivamente, a area dessa regiao é um numero real positivo a ela associado, que serve

para quantificar o espaco ocupado pela mesma. Mais precisamente devemos ter:

Definicao 2.3 Seja o uma regiao plana, delimitada por uma curva fechada simples. A

drea de a € um nimero real positivo denotado por («), satisfazendo as sequintes condigoes:

a) Se a; = ay entao (aq) = (az), isto é, duas figuras congruentes possuem a mesma

area;

b) Se duas regides, ay e o, se intersectam, nmo mdximo, pela sua fronteira, entdo

(an Uag) = (aq) + (). Logo, a drea é uma grandeza aditiva;

c) Sejam a1 e ay regives e (a1)e (az) suas respectivas dreas. Se oy C g, entdo

() < (az);
d) Um quadrado de lado igual a 1 possui drea igual a 1.

Observagao: A condigao c¢) da defini¢ao 2.3, poderia ser suprimida, tendo em
vista que pode ser demostrada usando as demais:

Pela condicdo a), a1 = as = (1) = (). Se ay & g, entdao oy = asU (g —an).
Por fim, por b), temos: (1) = (a2) + (a1 — az) = (1) < ()

Apoés definir a area de uma regiao plana é possivel realizar o estudo da area dos

quadrilateros.

2.1 Area dos quadrilateros notaveis

Esta secao tera como foco a demonstracao das relagoes da area dos quadrilateros
notaveis. Iniciard pela drea do quadrado e na sequéncia a area do retangulo. A outras

relacoes serao obtidas a partir do quadrado e do retangulo.

2.1.1 Area do quadrado

Teorema 2.1 A drea de um quadrado de lado | € dada por A; = 1%

Demonstracao: Tomando um quadrado cujo lado é um ntmero inteiro n, sao necessarios
n? quadrado de 4rea 1 para cobrir inteiramente o quadrado de lado n. Como a area é

aditiva podemos garantir que o quadrado de lado n possui drea n?, conforme Figura 2.2
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n

Figura 2.2: Area de um quadrado de lado n

Quando o valor do lado a de um quadrado nao é um numero inteiro, mas é um
nimero racional, basta escolher uma nova unidade de comprimento [, tal que 1 = n.l e
a = m.l. Portanto:

(2.1)

n.l

a=1.1

Figura 2.3: Os segmentos de comprimentos [, 1 e a

O quadrado de lado 1 possui uma &rea igual a n* vezes a drea do quadrado de

lado I. Denotando por A; a area do quadrado de lado [, temos:

1
1=n%A = A = o (2.2)

O quadrado de lado a possui 4rea igual a m? vezes a area do quadrado de lado [.

Denotanto por S a drea do quadrado de lado a, temos que S = m?.4;. Substituindo 2.2
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em S, temos:

S=—m2 L m (2.3)
n? n?
Elevando 2.1 ao quadrado, temos:
2
a2 = % (2.4)
Comparando 2.3 e 2.4, concluimos que:
2
m 2
5= =

Para o caso em que o nimero a é um numetro irracional. Considere os quadrados

1

deladosxke@eyke@,comkEN,talquexk<l<ykeyk—xk<E.

Yk

T

Figura 2.4: Quadrados de lados xy, [ e y;

12 Parte: Se x;, < [, entdo x7 < [?

Demonstragao: Se xp < | (multiplicando por zy), temos xy.xp < .7} € entdo:

r} < l.xyp (2.5)
Da mesma forma se xp < [ (multiplicando por [), temos z.l < [.l e entao:

Tl < 12 (2.6)

Por 2.5 e 2.6, temos por fim:
x; < I (2.7)
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22 Parte: Se [ < yy, entdo I <y

Demonstragao: Se | < y;, (multiplicando por ), temos I.I < y.l e entao:

I <yl (2.8)
Da mesma forma se | < y; (multiplicando por yy), temos yx.l < yg.yx € entao:

Yl < yi (2.9)

Por 2.8 e 2.9, temos por fim:
< (2.10)

Por 2.7 e 2.10, temos:

i <P <y}

Seja A; a area do quadrado de lado [. Pela condigao ¢ da defini¢ao 2.3, temos que

wi<Az<yi

ENTC) |
el

Figura 2.5:

’Al - 12‘ < yi — 13, mas,
yr =z = (Y — 2) (Y + 21) = (ye — %) (ye — 24 + 223)
| A — | < (ye — ) (Y — Tp + 273)

1

Como y, — x < z

1/1
’Al — l2‘ < Z (E + 2xk>; mas, p <[, entao 2x; < 2l

1 /1
|A = 1P| < P (E+2l> , para todo k € N (2.11)
A partir de 2.11, sabemos que |Al — 12‘ = 0, pois do contrario, teriamos que |Al — ZQ‘ =

1/1
a > 0. Sabemos que existe k € N, tal que: z <E + 2l> < g, de fato:

o

)
o
|
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1+2l_a<0
k2 k2

2+ 4lk —ak? <0
f(k) = ak® —4lk —2 > 0

f 20 + VA2 + 2a
1 =
o MEVIGE + 80 A+ AP +20) 24 VAP + 2 . “
B 2a N 2a N a
i 21 — 412 + 2a
2 =
a

k:g kl

Figura 2.6: Esbogo do grafico de f(k)

Observando o esbogo do grafico de f(k), vemos que nao ha necessidade de estudar
o sinal de ks, pois ki € positivo e qualquer valor maior que k; satisfaz a inequacao. Entao,

basta tomar:

k>21—|—\/4l2+2a
a
Por fim,
1/1 20+ 4l2 4+ 2
a:‘(Al)—l2}<E<E+2l)<%, vk > * - + a,ouseja:

a< g (absurdo)

Logo, Al—l2| =0 = A, =1°

Portanto, a 4rea de um quadrado de lado [ é igual a [%.
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Para facilitar a notacao, doravante, sendo A;...A, um poligono com vértices
Ay, ..y A, e aq...a, um poligono com lados ay, ..., a,, denotaremos por (A, ..., A,) e

(ay,...,a,) suas respectivas dreas.

2.1.2 Area do retangulo

Teorema 2.2 A drea do retangulo de lados a e b € igual a a.b.

b

a

a b

Figura 2.7: Area do retangulo

Demonstracao: Seja o quadrado ABCD de lados iguais a a + b, Figura 2.7. A area do
quadrado € igual a soma das areas do quadrado de lado a, do quadrado de lado b, e duas
vezes a area do retangulo de lados a e b que serd denotada por A(a,b). Entao, a area do

quadrado ABC'D é dada por:
(a+b)? = a® 4+ b* + 2A(a,b) (2.12)

Por outro lado,

(a+b)? =a*+b*+2.a.b (2.13)

Ao compararmos as equagoes 2.12 e 2.13, temos que:

A(a,b) = a.b.
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2.1.3 Area do paralelogramo

Teorema 2.3 A drea de um paralelogramo € igual ao produto da base pela altura.

£
w)
o

O

—_———— = ——— —{
A

vy)

A a

Figura 2.8: Area do paralelogramo

Demonstracao: Seja o paralelogramo ABCD de base AB e altura BP, Figura 2.8. Pelos
pontos A e B, tracam-se duas perpendiculares a AB até encontrarem C'D. Assim formarao
o retangulo ABP() de area A = a.b. Os triangulos AAQD e ABPC sao congruentes,
pois possuem hipotenusas congruentes (AD e BC' sao lados paralelos do paralelogramo

ABCD) e catetos congruentes. Logo, (ABCD) = (ABPQ) = a.b.
U

2.1.4 Area do trapézio

Teorema 2.4 A drea do trapézio € igual ao produto da média aritmética de suas bases

pela sua altura.

[ —— )

(0]

. ———— -

ot —————
Fhmmm——————

Figura 2.9: Area do trapézio

46



Demonstracao: Seja o trapézio ABCD de bases a, b e altura h, Figura 2.9. Sendo
E e F, pontos médios dos lado AD e B, respectivamente, temos que EF é base
média do trapézio. Tracamos DG,CH, AG' e BH', tais que DG,CH, AG' ¢ BH' sejam
perpendiculares a EF. Segue-se que FA = ED , pois E é o ponto médio de AD,;
AG'E = EGD = 90°; DEG = AEG' (op.v.). Entio, ADEG = AEG'A (pelo caso
LAA). De forma andloga, AEHF = AFH'B.

Posteriormente tracamos H'C’ perpendicular a AB e prolongamos EF, tal que
D'C" = DC e AB, tal que BH' = GH. Pela base média, temos que DC'//EF//AB, DG =
GM e CH = HN. Entao, DC = D'C'e GH = BH'. Segue-se que os quadrildteros GHC D
e BH'C'D' sdo retangulos (quatro angulos retos) congruentes. Portanto, (ABCD) =

(AH'C'G') = (a+ b)g _ (“ ; b) h.

O

2.1.5 Area do losango

Teorema 2.5 A drea do losango € igual a metade do produto dos comprimentos de suas

diagonazis.

= D @)
A C
M B N

Figura 2.10: Area do losango

Demonstragao: Seja o losango ABCD, cujas diagonais sao AC' e BD, Figura 2.10. Ao
tracar retas paralelas as diagonais pelos vértices do losango forma-se o retangulo M NOP,
cuja area é o dobro da area do losango. Entao:

(MNOP) = AC.BD

(MNOP) =2(ABCD)
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AC.BD = 2(ABCD)

(ABCD) AC.BD

2.2 Teorema de Varignon

O objetivo desta secao é apresentar a demonstracao do Teorema de Varignon.
Como no primeiro capitulo dessa dissertacao, definimos, segundo Dolce e Pompeo, apenas
os quadrilateros convexos (duas diagonais internas) e concavos (uma diagonal interna) e o
Teorema ¢é valido para outro quadrilatero, chamado por Coxeter e Greitzer, de quadrilatero
cruzado ( duas diagonais externas). Entao, faremos estudo dos quadrildteros convexos,
reentrantes e cruzados baseados nesses autores.

Para compreender esta nova concepcao de quadrilateros, definimos poligonos,
também baseados em Coxeter e Greitzer.

Segundo Coxeter e Greitzer (COXETER,1967), um poligono pode ser definido
como consistindo de um nimero de pontos (chamados vértices), ciclicamente ordenados
em um plano, e igual nimero de segmentos de linhas que ligam vértices consecutivos, nao
possuindo trés pontos sucessivos colineares.

O poligono recebe o nome de acordo o nimero de vértices e o nimero de lados:
no caso de n vértices, n-gono. Assim, temos um pentdgono (n = 5), hexdgono (n = 6) e
assim por diante. A excegao ocorre quando n = 3 e n = 4, nestes dois casos, o poligono é
chamando de triangulo e quadrilatero, respectivamente.

Como o objetivo do trabalho é fazer um estudo dos quadrilateros, apresentaremos
nesta secao definicoes, propriedades e teoremas sobre quadrildteros baseados nos autores

ora citados.

Definicao 2.4 Dois lados de um quadrildtero sao adjacentes quando eles tém vértices em

comum, caso contrdrio, sio ditos opostos;(COXETER,1967)

Definicao 2.5 Dois vértices sao adjacentes quando eles pertencem a um mesmo lado,

caso contrdrio sao ditos opostos;

Definicao 2.6 A linha que junta um par de vértices opostos € chamada de diagonal;
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Os quadrilateros ABC' D abaixo tém lados AB, BC,CD e DA e diagonais AC' e
BD.

A C

(a) Quadrildtero convexo (b) Quadrildtero reen- (¢) Quadrildtero cruzado
trante

Figura 2.11: Quadrilateros - definigao de Coxeter

A Figura 2.11 representa trés tipos de quadrilateros:

Figura 2.11(a): Quadrildtero convexo - as duas diagonais sao internas;

Figura 2.11(b): Quadrildtero reentrante - possui uma diagonal interna e outra
externa;

Figura 2.11(c): Quadrildtero cruzado - as duas diagonais sdo externas.

A area de um quadrilatero convexo é definida pela soma das areas dos dois

triangulos em que foram compostos pelas diagonais.

o PE— lc

P (ABCD) = (ABC)+ (CDA)
I e i — (BCD)+ (DAB).
A —

Figura 2.12: Area do quadrildtero convexo

Essa férmula pode ser extendida para os quadrilateros reentrantes. A area dos
triangulos ¢é considerada negativa ou positiva de acordo a ordem de nomeacgao dos vértices

no sentido anti-horario e horario, respectivamente.

(ABC) = (BCA) = (CAB) = —(CBA).
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Entao, a drea do quadrilatero representado pela Figura 2.11(b) é dada por:

(ABCD) = (BCD)+ (DAB)
— (ABC)+ (CDA).

Como (ABC) = —(CBA), entao:
(ABCD) = (CDA) — (CBA).

A C

Figura 2.13: Area do quadrilatero reentrante

A area do quadrilatero cruzado é dada pela diferenca entre a area dos dois

triangulos pequenos, dos quais o quadrilatero é composto, ou seja:

(ABCD) = (BCD)+ (DAB)
— (ABC)+ (CDA).

Como (ABC) = —(CBA), entao:

R 2 C
(ABCD) = (CDA) — (CBA). (2.14)

Figura 2.14: Area do quadrildtero cruzado I

Considerando a Figura 2.15, seja M a intersegao dos lados AB e C'D. A partir
disso, podemos conceber uma interessante caracterizagao da area do quadrilatero cruzado.

Usando a equacao 2.14, temos:

(ABCD) = (CDA)— (CBA)
— [(CMA)+ (MDA)] — [(CBM) + (CMA)]
— (MDA) — (CBM)
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A C

Figura 2.15: Area do quadrilatero cruzado II

Teorema 2.6 (Varignon') A figura formada pelos pontos médios de um quadrildtero

ABCD € um paralelogramo e sua drea € a metade da drea do quadrildtero.

A seguir faremos a demonstracao do teorema que serda dividida em trés casos
(tipos de quadrilateros): convexos, reentrantes e cruzados.
Demonstracao: quadrilatero convexo

Para esta demonstracao seguiremos as notacoes da Figura 2.16.

Figura 2.16: Teorema de Varignon - Quadrildtero convexo

Parte 1

'Pierre Varingnon nasceu em Caen - Franca, foi educado no Colégio Jesuitas e estudou na Universidade
de Caen, onde recebeu seu MA em 1682. Em 1688, Varignon tornou-se professor de matemaética e sua
principal contribuicao foi a estdtica grafica e mecanica. Foi também um dos primeiros estudiosos a

desenvolver dindamica analitica. Em 1702, aplicou o cédlculo para relégios impulsionados por uma mola
(Wikipedia,2012c).
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Ao tracar a diagonal AC, pela base média triangular temos que PQ//AC e
SR//AC = PQ//SR. De forma andloga, ao tragar a diagonal BD, temos que PS//BD
e QR//BD — PS//QR.

Portanto, PQ RS é um paralelogramo.

Parte II

(ABC) = AC.H

2
(ABC) = %.AC.H

Pela base triangular AC' = 2PQ e H = 2h

(ABC) = %.213@.2/1

(ABC) = %.PQ.hA

ame) - (P21

(ABC) = (PQB)4
1
(PBQ) = (ABC)
De forma anéloga temos que :

(PSA) = %(BDA)

1
4

(RQC) = L(DBC)

(SDR) = - (ACD)

Entao:
(PORS) — (ABCD)—[(PBQ) + (SRD)+ (RQC) + (PSA)|
_ (ABCD) - E(ABC) 4 i(AC’D) 4 }l(DBC) 4 i(BDA)}

—_

— (ABCD) - {- (ABC) + (ACD)] + £ [(DBO) + (BDA)]}

W

- (ABCD)—%(ABCD) (ABCD)

1

4
1
S(ABCD)

Demonstracao: quadrilatero reentrante
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D

Figura 2.17: Teorema de Varignon - Quadrildtero reentrante

Parte I
Seja ABC'D um quadrildtero reentrante (Figura 2.17), em que os pontos médio
dos lados AB, BC,C'D e DA sao respectivamente M, N,O e P.

Ao tracarmos a diagonal AC, pela base média triangular temos que:

MN/JAC
= MN//PO
PO//AC
De forma analoga, ao tracarmos a diagonal BD, temos que:
NO//BD
— NO//MP
MP//BD

Portanto, M NOP ¢é um paralelogramo.
Parte 11
Analogamente a demonstracao do primeiro caso deste teorema (quadrilateros con-

vexos), pela Figura 2.17 segue:

(AMP) — }L(ABD)
(MBN) = E(ABC’)
(POD) = %(A(JD)

(CNO) = i(CBD)
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(BDNO) = (CBD) — }l(CBD) = E(CBD)
Entao:

(MNOP) = (ABD)—(AMP)—(MBN)—(POD)—Z(CBD)

= (ABD) - {(ABD) ~ {(ABC) - {(ACD) — (CBD)
3 1 3

— (ABD) - {(ABCD) - S(CBD)

= 2[(ABD) - (CBD)| - {(ABCD)
3 1 1

= Z(ABCD) — Z(ABCD) = é(ABCD)

Demonstracao: quadrildtero cruzado

B D

Figura 2.18: Teorema de Varignon - Quadrilatero cruzado

Parte I
Seja ABC' D um quadrilatero cruzado, em que os pontos médio dos lados AB, BC,CD
e DA sao respectivamente P,Y, R e X, como mostra na Figura 2.18.

Ao tracarmos as diagonais AC' e BD, pela base média triangular temos que:

PY//AC }

— PY//XR e
XR//AC
YR//BD

— YR//PX
PX//BD

Portanto, PY RX é um paralelogramo.
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Parte II
(PYRX) = (ABCD) — (AXRC) — (APX) — (PBY) — (YBDR)
De forma anédloga a demonstra¢ao do primeiro caso deste teorema (quadrilateros

convexos), temos:

(AXRC) = Z(ADC)

(APX) = E(ABD)

(PBY) = i(AB(J)

(YBDR) = z(BDC)

Entao:

(PYRX) = (ABCD) — Z(ADO) - }I(ABD) - i(ABO) _3(BDC)

4
1 1 1 1 1

ADC)=7(ADC)=$(ABD)=1(ABC)~5(BDC)~(BDC)

(

ADC) + @HXD} VADOy+uuun+1M%D+(BDCq
4

= (ABCD)-=

1
5
— (ABCD)— {(

(ABCD) [ (ADC) + (BDO) ] (ABCD) + (ABCD)}
2 4
_ (4BCD) {ADC + BDC} (ABCD)
2 2
_ (ABCD) [ADC +(BDC)}
- 2 2

Mas como:

(ABCD) = (ABW) + (BDW) + (DCW) + (CAW)
(ADC) = (CAW) + (DCW)

(BDC) = (BDW) + (DCW)

Segue que:

(ABW)+(BDW)+(DCW)+(CAW)  [(CAW)+(DCW)+(BDW)+(DCW)
2 2
(ABW) — (DCW)
2
(ABCD)
2

(PYRX) =
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Teorema 2.7 Uma diagonal divide um quadrilatero em dois triangulos de dreas iguais

se, e somente se, ela intersecta a outra diagonal no ponto médio.

A
I
I
90]
E J
B D
H 901
I
I
I
C
Figura 2.19:

Demonstracao: A partir da Figura 2.19, suponhamos que BD divida ABC'D em dois
triangulos de édreas iguais e BD ¢é a base comum dos triangulos BAD e BCD, entao
AH = JC. Os éngulos HFA = CFJ (o.p.v.); AHF = CJF = 90°. Logo, AHAF =
AJCF pelo caso LAA. Portanto, AF = FC e F é o ponto médio de AC.
Reciprocamente, suponhamos que F' é o ponto médio de AC, entao AF = FC.
Os angulos HFA = CFJ (o.p.v.) e AHF = CJF = 90°. Logo, AHAF = AJCF pelo
caso LAA. Entao, AH = JC. Como BD é lado comum dos triangulos ABAD e ABCD
e as alturas AH e JC sao congruentes, os triangulos ABAD e ABCD tém as mesmas

areas.

U

2.3 Area de um quadrilatero convexo qualquer.

O teorema 2.8 ilustra uma férmula geral que serve para o calculo da area de
qualquer quadrilatero convexo, desde que se conheca a medida dos seus lado e dois angulos

opostos.

Teorema 2.8 Dado um quadrildtero convexro ABCD. Denotando seus lados AB, BC,C D
e DA por a,b,c e d, respectivamente e diagonal AC e AD por x ey, respectivamente.

Sendo 2s = a+ b+ c+d, sua drea K € dada por:

K?=(s—a)(s—b)(s — ¢)(s — d) — abcd. cos® . (2.15)
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Demonstracao: Chamando A+ C = 2ae, Ky a area do AABD e Ky a area do ABCD,

segue-se que:
K, = %.ad.senfl e Ky = %.bc.sené’
Entao: K = K1 + K,
K = %.ad.senfl +%.bc.sené’

2K = ad.senA + be. senC

) y? = b* + ¢ — 2be. cos C )
Pela lei dos cossenos, segue-se que: _, ou seja:
P =a’>+d? —2ad.cos A

a2+ d? — 2ad.cos A = b2 + 2 — 2be. cos O
a2+ d® — b2 — 2 =2ad.cos A — 2bc. cos C

1 N A
§(a2 +d* —b* — ¢*) = ad.cos A — be. cos C
Elevando 2.16 ao quadrado, temos:
(2K)? = (ad. senA + be. senC')?
4K? = a’d®. sen® A + 2.abed. senA.senC + b2c?. sen’C
4K? = a®d.(1 — cos? A) + 2.abed. senA. senC' + b*c2.(1 — cos® C)
4K? = a®d® — a>d? cos® A + 2.abed. senA.senC + b2c® — b*? cos® C

Elevando 2.17 ao quadrado, temos:

1\’ A A
(5) (a® +d* — b* — *)? = (ad.cos A — bc. cos C')?

1 ~ ~ ~ A
Z(a2 +d* = b* — *)? = a’d? cos® A — 2.abed. cos A. cos C' + b*c? cos® C

Somando 2.18 e 2.19, membro a membro, temos:

o7

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)



4K? + }l(at2 +d* b - ) = a’d® + b — a*d® cos? A+ a?d? cos® A+
+2.abed. senA. senC' — 2.abed. cos A. cos C—
—b?? cos? C' 4 b2 cos® C
a’d* + b*c* — 2abcd(cos A.cosC — senA. Sené) = 4K?% + i(a2 +d* — b* — ?)?
a’d® + b*c® — 2abcd(cosfl + C’) =4K? + }L(GQ +d* — b = ?)?
a’d® + b*c* — 2abed. cos 2a = 4K? + i(aQ +d? = b =)
4(a®d* + b*c®) — 4.2abcd. cos 20 = 4.4K* + 4&(@2 +d? =V —?)?
4(a*d? 4 b*c?) — 8.abed. cos 2a = 16 K? + (a* + d* — b* — ¢?)?
4a?d® + 4b*c* — 8.abed.(2cos® a — 1) — (a® + d* — b* — ¢*)* = 16K
4a*d® + 4b*c® + 8.abed — 16abed cos® a — (a® + d* — b* — ¢*)? = 16K>
(2ad + 2bc)* — (a® + d* — b* — ¢*)? — 16abed. cos® a = 16K
(2ad + 2bc + a® + d* — b* — ¢*)(2ad + 2bc — a® — d* + b* + ¢*) — 16.abed. cos® a = 16 K>
[(a® + 2ad + d*)— (b° — 2bc + *)[(b* + 2bc + ¢*)—(a® — 2ad + d*)|—16abed. cos®a=16K>
[((a+d)* = (b—¢)?)[(b+¢)* = (a — d)*] — 16abcd. cos® o = 16K
[(a+d+b—c)a+d—b+e)(b+c+a—d)(b+c—a+d)]—16abed. cos’a=16K>
(a+b+c+d—2c)(a+b+c+d—-2b)[(a+b+c+d—-2d)(a+b+c+d—2a)]—
—16abcd. cos® o = 16 K>
(25 — 2¢)(2s — 2b)(2s — 2d)(2s — 2a) — 16abcd. cos® o = 16K
2.(s —¢).2.(s = b).2.(s — d).2.(s — a) — 16abcd. cos* a = 16 K>
16(s — a)(s — b)(s — ¢)(s — d) — 16abed. cos* a = 16 K>
K? = (s —a)(s —b)(s — ¢)(s — d) — abed cos® o

Observacao: Para esta demonstracao, tomamos os angulos opostos A e C. Mas, a férmula

nao se altera ao usar os angulos opostos B e D. De fato, ao tomarmos A+ C' = 2, temos
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A+ C At C L L
que a = —; . Logo, cosa = cos (%) Se A+ C = 2a, entao B+ D + 2a = 360°
B+D
e ;r = (180° — a)
B+D
cos” ( ;— ) = cos® (180° — )
= (cos(180° — ))?
= (—cosa)’
= cos’a

Portanto, a féormula é valida ao tomarmos quaisquer pares de angulos opostos do

quadrilatero convexo.

29



Capitulo 3

Quadrilateros inscritiveis e

circunscritivels na circunferéncia

Conforme Coxeter e Gretzer (COXETER,1967), dado quatro comprimentos a, b, ¢
e d, tais que cada um é menor que a soma dos outros trés pode-se formar um quadrilatero

convexo, tal que os vértices do quadrilatero tangenciam uma circunferéncia.

PO
POP

Figura 3.1: Formas de inscrever um quadrilatero de lados a, b, c e d
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Ao observarmos a Figura 3.1, é notério que o quadrilatero adbc foi obtido a
partir da separagao do quadrilatero abcd ao longo da diagonal [, juntando-o novamente,
depois de invertido o Aald. Repetimos o processo, agora separando o quadrildtero adbc
ao longo da diagonal m. Juntando o Abmd, depois de invertido, obtemos o quadrilatero
abdc. Separando abdc pela diagonal n e invertendo Aabn obtemos adch. Na sequéncia,
separamos em [ e giramos Aadl, formamos acbd e por fim, separamos em m, giramos
Abdm e obtemos acdb.

E f4cil observar que ao dar sequéncia no processo de separacao ao longo de uma
diagonal e inverter o triangulo, obter-se-4 um quadrilatero, ora citado acima. Logo, ha
seis possibilidades de quadrilateros inscritos na mesma circunferéncia: abed, abde, acbd,
acdb, adbc e adcb.

Ainda é possivel perceber que em cada quadrilatero existem pares de angulos
congruentes, formados por uma diagonal e um lado. Esta congruéncia é garantida pelo
fato de serem angulos de um arco capaz. Por exemplo, o angulo formado pelo lado a e
pela diagonal n e o angulo formado pelo lado ¢ e a diagonal [, sao congruentes, pois ambos
sao iguais ao arco b.

A partir disso, temos que Aald = Aadl e Aabn # Aamc, o que leva a concluir
que abed e adbe tém uma diagonal congruente e outra nao congruente. De forma analoga,
abed tem uma diagonal congruente a adbe e outra a abed. Apartir da Figura 3.1(d), as
diagonais se repetem. Este fato permite concluir que, embora haja seis possibilidades de
quadrilateros inscritos no mesmo circulo, existem apenas trés diagonais disitintas, [,m e
n.

Pelo Teorema de Ptolomeu': “se um quadrildtero é inscrito numa circunferéncia, a
soma dos produtos de dois lados opostos é igual ao produto das diagonais.” (COXETER,1967).

Entao, nas Figuras 3.1(a), 3.1(b) e 3.1(c), respectivamente, obtemos:

n.l=ca+bd (3.1)
m.l =a.b+cd (3.2)
m.n = b.c+ a.d (3.3)

!Claudio Ptolemeu ou Ptolomeu foi um cientista grego que viveu em Alexandria - Egito
(Wikipedia,2012b). Foi reconhecido pelos trabalhos desenvolvidos em matemdtica, astrologia, astro-
nomia, geografia e cartografia. Escreveu também Harmonica - um tratado sobre teoria matemdtica da
musica.
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Teorema 3.1 Um quadrildtero € inscritivel em uma circunferéncia se, e somente se, 0s

seus angulos opostos forem suplementares.

Hipotese: ABC'D é um quadrilatero inscritivel.
Tese: os angulos opostos sao suplementares.
Demonstrac¢ao: Suponhamos que ABCD, Figura 3.2, seja um quadrilatero inscritivel em

uma circunferéncia.

A

Figura 3.2: Quadrilatero inscritivel

BCD . BAD . BCD BAD  360°

fo, A = = At+C = -
Entao, e C 5 Logo, A+ C 5 + 5 5

= 180°.

De forma analoga, temos que B+ D = 180°.

Hipodtese: os angulos opostos de um quadrilatero ABC'D sao suplementares.

Tese: ABCD ¢ inscritivel em alguma circunferéncia.

Suponhamos que A+C = B+ D = 180° e também que a circunferéncia passa por
A, B e D. Intencionamos provar que C' pertence a circunferéncia. Digamos por absurdo,
que C' nao pertence a circunferéncia, entao C' é interior ou exterior a ela.

Suponhamos C' interior. Figura 3.3(a)
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P.

D

P
=)
C 1
]
]
D B B / A
A

(a) (b)

Figura 3.3:

Entao, ao prolongarmos o lado DC, este intersecta a circunferéncia no ponto

O quadrilatero ABPD é inscritivel, e pela primeira parte deste teorema, temos que

A+ P = 180°. Mas, o angulo BCD é externo em relagao ao BCP do ABCP. Segue que:

o

> P.

Por outro lado, A+C=A+P = 180°, que resulta em C = R 0 que é uma

contradi¢do. De forma andloga, quando C' é exterior. Figura 3.3(b), chegamos numa

contradicao. Portanto, ABC'D é inscritivel numa circunferéncia.

Teorema 3.2 Um trapézio € inscritivel se, e somente se, ele for isosceles.

Figura 3.4: Trapézio inscritivel
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Demonstracao: Seja ABC'D um trapézio isésceles de base AB e C'D, Figura 3.4. Entao,
DAB + BCD = ABC + ADC = 180°. Portanto, ABCD é inscritivel.

Suponha-se agora que ABC'D seja inscritivel, entao DAB + BCD = ABC +
ADC = 180°, onde A e C sdo vértices opostos. Mas, BAD+ADC = ABC+BCD = 180°.
Logo, DAB = ABC e ADC = DCB. Portanto, ABCD é um trapézio isésceles.

Teorema 3.3 Um quadrildatero é circunscritivel se, e somente se, as somas das medidas

dos lados opostos sao iguais.

Hipotese: um quadrilatero ABC'D é circunscritivel.

Tese: a soma das medidas dos lados opostos sao iguais.

2R
N

Figura 3.5: Quadrilatero circunscritivel

Demonstracao: Suponhamos ABCD um quadrildtero circunscritivel e sejam M, N, P e
(@ , respectivamente, os pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita no quadrilatero

com os lados AB, BC,CD e DA, (ver Figura 3.5). Entao:

AM = AQ
BM = BN
CP =CN
DP = DQ

Somando as igualdades temos:
AM + BM +CP + DP = AQ + BN +CN + DQ
(AM + BM) 4+ (CP+ DP) = (BN + CN) + (AQ + DQ)
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AB+CD =BC+ AD

Hipdtese: a soma das medidas dos lados opostos de um quadrilatero ABC'D sao
iguais.

Tese: ABC'D é circunscritivel a uma circunferéncia.

Suponhamos que ABC'D seja um quadrilatero tal que AB + CD = BC + AD.
Intencionamos provar que ele é circunscritivel a uma circunferéncia.

Seja  uma circunferéncia inscrita tangente aos trés lados AB, AD e BC do
quadrilatero. Devemos provar que o quarto lado, C'D, também ¢é tangente a ¢.

Digamos por absurdo que C'D nao é tangente a . Entao C'D é exterior a cir-
cunferéncia, ou C'D intersepta a circunferéncia em dois pontos.

Suponhamos que C'D nao intercepta a circunferéncia, conforme ilustrado na Fi-
gura 3.6. Seja E o ponto de AD tal que C'E seja tangente a circunferéncia no ponto P.

Note que E esta entre A e D e, portanto AE + ED = AD.

D

A M —B

Figura 3.6: Quadrilatero circunscritivel

Entao, temos que BC'+ AF = AB + CE. Somando ED aos dois membros,
obtemos:

BC+ AE+ ED =AB+CE+ ED, ou

BC+AD=AB+CE+ED>AB+CD

Pela desigualdade triangular no ACED, segue-se que CD < CE + ED.

Entao, chegamos a uma contradicao com a hipétese. O caso em que C'D intercepta

a circunferéncia em dois pontos, prova-se de forma analoga.

O
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Teorema 3.4 Quaisquer quatro comprimentos desiguais, cada um menor que a soma dos
outros treés, servirao como lados de trés diferentes quadrildteros inscritos, tendo todos a

mesma drea.

Demonstracao: Pela passagem da Figura 3.1(a) para a Figura 3.1(b), temos que:
Adal = Aadl = (dal) = (adl)
Abcl = Abcl = (bel) = (bel)
Logo, (abed) = (adbe).
Pela passagem da Figura 3.1(b) para a Figura 3.1(c), temos que:
Abmd = Abdm = (bmd) = (bdm)
Aamec = Aame = (amc) = (amc)
Logo, (bcad) = (cabd).
Portanto, (adbc) = (abdc) = (cabd).

Corolario 3.5 A drea de um quadrildtero inscrito € uma fungao simétrica dos quatro

lados.

Teorema 3.6 Se um quadrildtero inscrito, tem lados a,b,c e d e semi-perimetro s, sua
area K ¢ dada por:

K*=(s—a)(s—b)(s—c)(s—d). (3.4)

A férmula 3.4 é conhecida como féormula de Brahmagupta?, usada para calcular

area de um quadrilatero inscrito e pode ser vista como uma extensao da férmula de Heron.

2Brahmagupta foi um matemético e astrénomo da india (Wikipedia,2012a). Devido suas contribuicoes,
é considerado o pai da aritmética, da algebra e da analise numérica. Em geometria, o resultado mais
famoso de Brahmagupta é a férmula para o cdlculo de drea dos quadrilateros inscritos numa circunferéncia.
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E

Figura 3.7: abed é um quadrilatero inscrito.

Demonstracao: Como abcd é um quadrilatero inscrito, entao seus angulos opostos sao
suplementares. Logo, E + F = 180°. Temos ainda que, cos F' = —cos F/ e senf' = senk.
Pela Lei dos cossenos, segue-se:
a4+ b —2abcos E =n’e & +d*> —2cdcos F = n?, entdo:
a®> +b* —2abcos E = ¢® + d* — 2cd cos F
a? +b* —2abcos E = c¢* + d* +2cdcos E
a>+0* - —d* =2abcos E + 2cdcos E

2(ab+cd)cos E = a®> +b* — ¢ — d° (3.5)

Sejam K; e Ky as areas dos AGFH e AGEH, respectivamente, entao:
1 1
K, = §a.b. senf' = ia.b. senk

1
Ky = éc.d. senk

Seja K a area do quadrilatero abed, entao:

1 1
K=K +Ky,= §a.b. senk/ + §c.d. senk

1
K = §(ab+cd) senE (x4)



4K = 2(ab + cd) senE (3.6)

Elevando ao quadrado 3.5 e 3.6, temos:

4(ab+ cd)? cos® E = (a* + b* — & — d°)? (3.7)

4(ab+ cd)?sen’E = 16 K> (3.8)

Somando 3.7 e 3.8, temos:
4(ab+ cd)?*(cos® E + sen’E) = (a* 4+ V* — ¢ — d*)* 4 16K>
4(ab+ ed)? = (a® +b* — & — d*)* + 16K>
4(ab+ cd)* — (a® +b* — * — alQ)2 = 16K>
(2ab + 2cd)? — (a® +b* — ¢ — d*)? = 16K
[2ab + 2cd — (a® +b* — & — d2)] [2ab + 2cd + (a® +b° — ¢ — d°)] = 16K”
[2ab + 2cd — a® — V* + ¢ + d?)] [2ab + 2cd + o® + b* — & — d?] = 16K”
(& +2cd + d°) — (a® — 2ab+b%)] [(a® + 2ab + b*) — (¢® — 2cd + d°)] = 16K
[(c+ d)* — (a—1b)?] [(a+b)* = (c—d)*] =16K>
{[(c+d)+(a=0)][(c+d) = (a=0)]} {[(a+b)+(c—d)] [(a+b) —(c—d)]} = 16K>
[(c+d+a—b)(c+d—a+b)[(a+b+c—d).(a+b—c+d)]=16K"
[(a+b+c+d—2b)(a+b+c+d—2a)] [(a+b+c+d—2d)(a+b+c+d—2c)| =16 K>
[(25 — 2b)(2s — 2a)] [(2s — 2d)(25 — 2¢)] = 16 K>
2(s — b)2(s — a)2(s — d)2(s — ¢) = 16 K>

16(s — b)(s — a)(s —d)(s — c) = 16K>

K?*=(s—a)(s —b)(s —c)(s —d)
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Capitulo 4

Aplicacoes da teoria

“As aplicagoes sao parte ancilar da Matemdtica. Sao a
conexao entre a abstracao e a realidade. Para um grande niumero
de alunos, sao o lado mais atraente das aulas, o despertador que os
acorda, o estimulo que o incita a pensar” (LIMA,2001, p. 184)

A resolucao de problemas é uma metodologia que deve merecer aten¢ao no ensino
da matematica. Como pratica da disciplina Resolugao de Problemas - MA21 do curso de
verao do Profmat, percebemos que esta metodologia tem grande poder motivador, pois
envolve situagoes novas e diferentes atitudes e conhecimentos.

Para a compreensao de problemas nao é suficiente apenas a decodificacao das
palavras, da linguagem e dos simbolos apresentados, mas é imprescindivel assumir a busca
da sua solugao, e superar dificuldades e obstaculos apresentados.

Os problemas propostos tém como objetivo principal aplicar os conceitos e te-
oremas apresentados nesta dissertacao. Além disso, para uma resolugao com éxito é
necessaria a aplicacao de outros conhecimentos nao transcritos aqui, uma vez que nao
fazem parte diretamente dos estudos dos quadrilateros, tais como: angulos, propriedade
dos triangulos, semelhanca de triangulos, base média triangular, Teorema de Pitagoras,

paralelismo, lei dos senos e dos cossenos,dentre outros.

Problema 1 (CARDOSO,2010) Num retangulo ABC'D, temos que M € o ponto médio
do lado CD e o triangulo ABM ¢€ equildatero. Se P € o ponto de interse¢ao da diagonal

BD com AM e a medida do segmento AB € igual a 96. Determine medida do segmento

AP.
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D M C
P N

Sb— —————————————————— L ——————— »T

A H B

Figura 4.1: Problema 1

Uma possivel resolucao:

Como ABCD é retangulo e AB = 96, AD também é igual a 96, AB//CD e
BC'//AD e todos os seus angulos sao retos. M é o ponto médio do lado C'D, entao
DM = CM = 48.

Usando o Teorema de Pitagoras nos triangulos ABCM e AABC' temos que:

96* = 48 + CB”

9216 = 2304 + CB?

CB* = 9216 — 2304

CB? = 6912

CB = 48V3

AC? = 96% + (48V/3)?
AC?* = 16128

AC = 48V7

Sejam S e T os pontos médios dos lados AD e BC, respectivamente. Ao tracar
o segmento ST, temos que QL é base média do AABM e o AQLM é equilatero. Logo,
QL = ATB = 48. M H é mediana do AABC, entao M R é mediana do AQLM. Segue-se
que QR = 24. Chamando o angulo ABD = a, temos que ABD = CDB = a (angulos
alternos), entao DPM = 120° — a. Logo, QPR = 120° — a (0.p.v.). Como AQLM ¢é

equilatero, o angulo PQR = 60°. Sendo assim, Q}A%P = a. Como as diagonais de um
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retangulo sao congruentes e se encontram nos seus pontos médios, AR = BR = 24/7.
Portanto, AARB ¢é isosceles de base AB. Segue que BAR = a. BAR = RCD = a (
angulos alternos). Entao, CNM = 120° — a. Logo, os triangulos QPR e CNM sao
semelhantes (caso AA). Os triangulos DPM e M NC' sao congruentes (caso LAA), entao
PM = MN. Chamando PQ = x, tem-se que PM = MN = 48 — x e pela razao de
semelhanca nos triangulos QPR e M NC' segue-se:

% oz

48 48 —=x
1152 = 48z 4 24x
T2x = 1152

r =16

AP =AQ+ QP =48+
Portanto AP = 64

Problema 2 (CARDOSO,2010) Um trapézio, sio dadas as bases AB = 20cm e
CD = 12¢m. Considere os pontos P e Q médios das diagonais AC e BD, respectiva-
mente e , depois os pontos R e S, médios dos lados BC' e AD, respectivamente. Calcule

os segmentos PR, RQ) e RS.

Figura 4.2: Problema 2

Uma possivel resolucao:
Como S e R sao pontos médios dos lados BC' e AD, respectivamente, RS é base

AB+CD 20+12
médio do trapézio ABCD. Logo, RS = —i2_ = —;

= 16cm.
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Como P e () sao pontos médios de AC e BD, respectivamente, P() é a mediana

AB—-CD 20 — 12
de Euler. Logo, PQ = ( ) = = 4cm.

2 2
D
Por outro lado, QR é base média do ABCD, entao QR = CT =6

PQ =4e QR = 6. Dai, segue-se que PR = 10cm.

Problema 3 (CARDOSO,2010) Seja ABCD um paralelogramo, onde M ¢é o ponto
médio de AB e N o ponto médio de BC. As bissetrizes internas de A e B cortam-se em I
e as bissetrizes internas de B e C' cortam-se em P. Sabendo que IM = 2cm e PN = 5cm,

calcular a medida dos lados do paralelogramo.

Figura 4.3: Problema 3

Uma possivel resolucao:

Seja ABC'D é um paralelogramo (Figura 4.3) entdo, AB//CD e BC//AD. Seja
E o ponto de intersegao da bissetriz de A com o lado BC. Trace por E, EJ//AB. Seja 2a
e 2bamedida de A e B, respectivamente. AFE e BI sao bissetrizes de Ae B=— BAE =
EAJ = ae ABJ = EBJ = b. Seja AFE uma transversal em relacio EJ//AB —
AEB = JAE = a (Angulos alternos). Entdao, BAE = BEA = a = AAEB & isésceles
de base AE = AB = BE. Pelo AAEB, tem-se que 2a + 2b = 180° = a + b = 90°.

Se a+b = 90°, entdao, BIE = 90°. Segue-se que Al é altura e mediana do AAEB.
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Temos ainda que:

BAJ + ABJ + BJA = 180°

2a+ b+ BJA = 180°

Como 2a +2b=180° = BJA=1b

Segue-se, ABJA é isosceles de base BJ — AJ = AB.

Logo, JA=AB = BE =FEJ.

Como JA=AB =BE =FEJ, AE 1 BJ el é o ponto médio das diagonais AE
e BI. Concluimos entao que, ABE.J é um losango.

Seja S e M os pontos médio de AJ e AB, respectivamente, entao IS = SA =
AM = MT = AMIS é losango. Entao, AM = 2cm e AB = 4cem.

De forma ansloga, temos que D'P e A’P sao bissetrizes, alturas e medianas dos
triangulos A'CD" e BD'A’, respectivamente. Temos ainda que os triangulos A'D'C
e BD'A' sao isésceles de bases A'C' e BD', respectivamente. Entao, A'B = BC =
CD' = D'A’. Segue -se que A’BC'D’ é losango. Seja T' e N pontos médios de CD' e CB,
respectivamente. Entao, PT = PN =TC = CN = 5cm. Logo, CB = 10cm.

Portanto, AB = CD = 4cm e BC' = AD = 10cm.

Problema 4 (NETO,2012) Uma reta r ¢é exterior a um paralelogramo ABCD. As
distancias dos vértices dos angulos A, B e C' até r sao respectivemente, 2cm, 4cm e 10cm.

Qual € a distancia do ponto D até r?

Ell
S
:a-g—h

Figura 4.4: Problema 4
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Uma possivel resolucao:
Primeiro vamos tracar BS//r e LA//r.
Como ABCD é paralelogramo, BC = AD e CBP = DAQ.
Ainda temos que BPC' = AQD = 90°.
Entao, ABPC = AAQD (pelo caso LAA). Logo, PC' = QD = 6cm.
Pelo enunciado, AA" =2 e como LA//r, AA' = QD' =2
Portanto, DD’ = DQ + QD' =6 + 2 = 8cm.

Problema 5 (MOREIRA,2009) No quadrildtero convezo ABC'D sao dados 0s angulos
BAC = 30°, CAD = 20°, ABD =50° ¢ DBC = 30°. Seja P o ponto de intersecao das
diagonais AC e BD, prove que PC = PD.

Figura 4.5: Problema 5

Uma possivel resolucao:
O AABD ¢ isosceles de base AB, pois, DAB = ABD = 50°, entao AD = BD.
Construa uma cicunferéncia de centro D e raio AD = BD.
Prolongando AC' até intersectar a circunferéncia em FE, formamos o segmento
AFE.
Como EAB = 30° é inscrito na circunferéncia, temos que BDE = 60°, pois um

angulo inscrito € metade do angulo central correpondente (DOLCE,2005). BD = DE =
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raio = ABDFE ¢ isosceles de base BE. Entao, DBE = DEB = 60°. Logo, ABDFE ¢
equilatero.

Como DBC = C’BE, BM ¢ bissetriz relativa ao lado DE. Mas, o triangulo
BDEFE é equilatero, entao BM é bissetriz, mediana e altura relativa ao lado DE. Segue-se
que DC = CF, isto implica que ACDE ¢é isésceles de base DE e AD = DE = raio da
circunferéncia, entdao 0 AADE é isésceles de base AE. Assim, AED = 20° e EDC = 20°.
Logo, PDC = 60° — 20° = 40°.

O angulo PCD é externo ao ACDE = PC°. Concluimos que o ACPD ¢é
isosceles de base C'D. Portanto, PC'= PD.

Problema 6 (COXETER,1967) Prove que o perimetro do paralelogramo de Varignon

¢ igual a soma das diagonais do quadrildtero original.

D O

B

Figura 4.6: Problema 6

Uma possivel resolucao:

Para este problema, consideraremos somente o quadrilatero convexo.

Como M, N, O e P sao pontos médio dos lados AB, BC, CD e DA, respecti-
vamente, entao M N, NO,OP e PM sao bases médias dos triangulos ABC, BCD,CDA
e DAB, respectivamente. Logo, pela base média triangular M N = %AC’, PO = %AC’,

NO = %BD e PM = %BD.

1 1 1 1
Portanto, MN + NO + OP + PM = §AC—|— EACW— EBD—i— §BD = AC+ BD.

Problema 7 (Avaliagago PROFMAT 2012) O losango ABCD tem lado 3 e angulo

A =60°. Ospontos M, N, P e pertencem aos lados AB, BC,CD e DA, respectivamente
e sao tais que AM = BN = CP = D@ = 1.
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a) Justifique, de forma breve, porque o quadrilatero MNOP é um paralelogramoy
b) Calcule a drea do quadrilatero M N PQ;

¢) Calcule a distancia entre os pontos M e P.

B

Figura 4.7: Problema 7

Solucdo a): Como ABCD é losango, temos que AB = BC = CD = DA,
mas, AM = BN = CP = DQ =1, entao MB = NC = PD = QA = 2. Ainda por ser
losango, BAD = BCD e ABC = ADC. Logo, AAMQ = APCN ¢ AQDP = ANBM
(caso LAL). Segue-se que PN = QM e PQ) = M N. Assim, o quadrilatero M N PQ) possui
dois pares de lados opostos congruentes. Portanto, é paralelogramo.

Solugao b):

(MNPQ)=(ABCD) - (MQA) — (MNB) — (NPC) — (PQD)
3.3.sen60°  9v/3

ABCD) = 2.
(ABCD) 5 :
MQA) = 1.2.sen60 _ \/_§
2 2
Como os angulos de 60° e 120° possuem o mesmo seno, (MQA) = (MNB) =
(VPC) = (PQD) = 2
9v3 3 3
Entao, (MNPQ) = —\2/_ — 4.% = 5.%

Solugao c):
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Figura 4.8: Problema 7

Seja R o ponto médio de PD (ver Figura 4.8), entdo DR = RP =1, AM//DR
e AM = DR =1. Logo, AD//MRe AD= MR = 3.

Considerando DR transversal em relacao as paralelas AD e MP, temos que
MRP = ADP = 120°.

Assim, pela lei dos cossenos, segue-se:

MP? =3%+1%2-2.3.1.cos 120°
MP? =10 —2.3.1. (;)
MP?=10+3=13

MP =13

Problema 8 (COXETER,1967) Prove que num trapézio isosceles de bases b e ¢, lado

obliqguo a, altura h e diagonal d vale a igualdade d* = a® + be.
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d

h h

DI {) CI

Figura 4.9: Problema 8

Uma possivel resolugao:
A Figura 4.9 ilustra informagoes apresentadas na resolucao deste problema. Sejam

DD'" e CC" as perpendiculares a AB que passam por D e C, respectivamente.

b
No AAD'D temos que: a®> = h?® + ( C>

2
b? — 2be + ¢
2:h2
a +—4
b? — 2bc + ¢
h2: P
e (1)

b_o\2
No AAC’'C, temos que: d? = h% + (c + —C>

2
+0\?
d2:h2+<c )
2

2_h2+02+2bc—|—b2

d 4

Substituindo A?, temos:
5 9 <—b2—|—2bc—02) ? + 2bc + b?
d°=a*+ + —

4 4
4bc
d2: 2 i
a” + 1
d?> = a® + be

Problema 9 (COXETER,1967) Seja P um ponto qualquer no plano de um retangulo
ABCD. Prove que PA* — PB* + PC* — PD = 0.
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A M B

Figura 4.10: Problema 9

Uma possivel resolucao:

Pelo enunciado do problema, temos que:
PA* - PB*+ PC* — PD =0 = PA*+ PC” = PB*+ PD?

Como ABCD é um retangulo, CD//AB. Considere um segmento MN L AB e
MN 1 DC que passa pelo ponto P. Pelo Teorema de Pitagoras temos as igualdades:

PA* = PM?* + AM? (4.1)
PC? = PN? 4+ CN? (4.2)
PD? = PN? + ND? (4.3)
PB? = PM?* + BM? (4.4)
Somando 4.1 e 4.2 (membro a membro):
PA? + PC* = PM? + AM? + PN? + CN? (4.5)
Somando 4.3 e 4.4 (membro a membro):
PD? + PB* = PN? + ND? + PM?* + BM* (4.6)

Temos ainda que CN = BM e ND = AM
Entao, por 4.5 e 4.6:
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PA?> + PC? = PM? + PN? + ND? + CN?
PD?+ PB? = PM?*+ PN? + ND? + CN?

— PA%? + PC? = PD? + PB?

Portanto, PA? — PB* + PC? — PD = ()

Problema 10 (NETO,2012) ABCD ¢ um retangulo de lados AB = 32cm e BC =
20cm. Os Pontos E e F sao, respectivamente, os pontos médios dos lados AB e AD.

Calcule a drea do quadrildtero AECF .

D C
10

F

10

A 16 E 16 B

Figura 4.11: Problema 10

Uma possivel resolucao:

16.20
(EBC) = —— = 160cm?

2.1
(CFD) = ¥ = 160cm?

(ABCD) = 32.20 = 640cm?
(AECF) = (ABCD) — (EBC) — (CFD)
(AEFC) = 640 — 160 — 160 = 320cm?.

Problema 11 (MORGADO et al.,2002) Seja ABCD um quadrildtero convezxo qual-
quer de diagonais AC =p e BD = q, sendo a o angulo formado por elas. Seja K a drea

do quadrildtero, prove que K = P4- senc
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B

Figura 4.12: Problema 11

Uma possivel resolucao:

Sejam DJ =z e BL = y, perpendiculares a AC que passam pelos pontos D e B,

respectivamente.

AC.DJ  pzx

(ACD) = 5 =5

_AC.LB  py

(ABC) = 5 =5

K = (ACD) + (ABC)
_pr o py
k=515
1
K= §p(x +v) (4.7)

Ao tracar DD'//AC, tem-se que BDD' = o (angulos correspondentes). Assim,

+y _ q
seno sen90°

pela Lei dos Senos:

T+ Yy = q.senw

Substituindo 4.8 em 4.7, obtemos:

1
K= §pq. sena

Problema 12 (COXETER,1967) Seja K a drea de um quadrildtero de lados a,b,c e
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d, inscrito num circulo e circunscrito sobre outro circulo. Prove que K* = a.b.c.d.

Uma possivel resolucao:
Seja o quadrilatero ABC'D de lados a, b, ¢ e d, inscrito e circunscrito no circulo.
Como ABCD é circunscrito, entdao a +c = b+ d.

A partir dai, seguem as seguintes igualdades:

a—b=d-c
b—c=a—d
d—a=c—b
c—d=b—-a

ABCD também é inscrito, entdao sua area K pode ser dada pela féormula de

1
Brahmagupta, ou seja, K? = (s — a)(s — b)(s — ¢)(s — d), sendo s = g(a +b+c+d).

(s—a):%(—a+b+c+d):%(d—a+b+c):%(c— b+b+c):%.2c:c (4.9)
(s—b):%(a—b+c+d):%(a—b+c+d):%(d—c+c+d):%.2d:d (4.10)
(s—c):%(a—l—b—c+d):%(b—c+a+d):%(a—d—i—a—i—d):%.Qa:a (4.11)
(s—d):%(a—irb—irc—d):%(c—d+a+d):%(b—a+a+b):%.26:b (4.12)

Substituindo 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12 na férmula de Brahmagupta, obtemos:
K*=(s—a)(s—b)(s—c)(s —d)

K? = c.d.a.b = abcd.

Para a resolucao dos problemas 13 e 14 serao considerados os dados das Figuras

3.1(a), 3.1(b) e 3.1(c).

Problema 13 (COXETER,1967) Seja K a drea de cada quadrildtero das Figuras 3.1(a),

3.1(b) e 3.1(c). Prove que
_ lmmn

K = .
4R

Uma possivel resolucao:
Seja K a area do quadrilatero inscrito, de lados a, b, c e d.

Pela Figura 3.1(a), segue-se que:

d
K, = % = sen(a + 0)

b
Ky =5 = sen(y + )
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Ki+Ky,y=K

b
K3 = % = sen(y + 0)

d
Ky = % = sen(a + )
Kst+ Ky =K
Pela Figura 3.1(b), segue que:

K5 = bd _ sen(d + )

2
KGZ%C: sen(a + )
Ki+ Kg=K

Segue ainda que:

l B [ B n B n B m B m _op
sen(a+60)  sen(y+pB) sen(y+6) sen(a+pB)  sen(f+53)  sen(atry)
Entao:

[

K, = ad—

1 ad4R
Ky = ch——
2= YR
n

K3 =ab—

*~ IR
n

K4 CdIR
m

K- = bd—

= bR
m

Ko = ac—

6 CLC4R

Somando as expressoes membro a membro:

[ l n n m m
K1+K2+K3+K4+K5+K6—adE—i‘CbE—FabE—i‘CdE—i‘de—i‘aCE

1
3K = iR [l(ad + cb) + n(ab + cd) + m(bd + ac)]

Pelo Teorema de Ptolomeu (equagoes 3.1, 3.2 e 3.3):
nl=ca+bd, ml=ab+cd e mn=ad+ cb

1
3K = —(Imn + nml + mnl)

4R
3lmn
3K =
4R
Imn
K="
4R
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Problema 14 (COXETER,1967) Seja K a drea de um quadrildtero convexo de lados
a,b,c e d inscrito num circulo de raio R. Prove que:

be + ad)(ca + bd)(ab + cd)

K2 — (
16 R?

Uma possivel resolugao:

Pelo Teorema de Ptolomeu (equagoes 3.1, 3.2 e 3.3):

lm.mn
Pel 1 13, K =
elo problema 13, e
Substituindo ml por 3.2 em K, temos:
b+ cd).
K = % (elevando ao quadrado)
b+ cd)*.n?
K2 — (CL
16 R?
2 (ab + cd)(ab + cd).n.n
B 16 R?

Por 3.2, cd = ml — ab

(ab + cd)(ab+ ml — ab).n.n

2 _
h= 16R2

o (ab+cd)m.ln.n
A= 16 R?

o (ab+cd)nlmn
A= 16 R?

Substituindo nl e mn, respectivamente por 3.1 e 3.3 em K?, temos:

(ab+ cd)(ca + be)(be + ad)

K*=
16R?

Problema 15 (HOBSON et al.,1918) Seja K a drea de um quadrildtero de lados

a,b,c ed, circunscrito em um circulo. Prove que

~

K = Vabed sen (A;C> .

Uma possivel resolucao:
Para resolver este problema, sera considerado a férmula da area de um qua-
drildtero convexo demonstrada na segao 2.3, bem como as informagoes usadas na de-

monstragao.

K? = (s—a)(s —b)(s — ¢)(s — d) — abcd. cos® o (4.13)
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O quadrilatero de lados a, b, ¢ e d, é circunscrito em um circulo, portanto

a+c=b+d (4.14)

Sabemos também que:
2s=a+b+c+d (4.15)
A4+ C=2a (4.16)

Substituindo 4.15 em 4.13, vem:

9 a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d
K=\ SR 2 ¢ 2

b+c+d—a\/a+c+d—b\/a+b+d—c\/a+b+c—d 9
= 5 5 5 5 —abcd cos” a

Ao aplicar a igualdade 4.14, segue que:

2 :(a+c—;c—a)(b+d—;—d—b)(a—ich;a—c)(lH—d—QH)—d) "~ abedcos o

)

= abed — abed cos? o

= abed (1 — cos? a)

d) — abed cos’a

= abed sen’a
At C
Ou seja, temos que K = Vabedsena. Sabendo que o = i

, chegamos por

fim que:

K = Vabed sen <A;C> .
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Consideracoes finais

Esta dissertagao propos-se a contribuir com o processo de ensino e aprendizagem
da Matematica do Ensino Médio de forma diferenciada, motivadora e aprofundada.

E necessdrio transformar as aulas e promover uma mudanca no aprender e ensinar
a matematica, pois, a sociedade moderna valoriza a criatividade e a iniciativa junto ao
dominio do conteido. E imprescindivel que as escolas despertem em seus alunos tais
potenciais, ao propor atividades que visem aprofundar os conhecimentos e que instiguem
ao pensamento, a busca de alternativas para resolugoes e a aplicacao da teoria.

De acordo Elon L. Lima (LIMA,2001), “Sao praticamente inesgotdveis as possi-
bilidades de enriquecer os livros didaticos - e consequentemente as aulas...”. Diante disso,
este trabalho é de suma valia, porque podera contribuir tanto para o professor quanto para
o aluno, pois algumas relagoes apresentadas nao sao trabalhadas na sala de aula, outras
poucas valorizadas e ainda dificilmente encontram-se nos livros didaticos. Por exemplo,
a demonstracao da drea do quadrado de lado [ é igual a [?, as relacdes utilizadas para
o calculo da area de um quadrilatero inscrito, circunscrito e ao mesmo tempo inscrito e
circunscrito e a relagao da area de um quadrilatero convexo qualquer.

Além disso, esta dissertagao destacou a necessidade de conhecer, entender, mani-
pular e aplicar as defini¢oes e teoremas sobre os quadrilateros. Tais situacoes colaboram
com o desempenho dos alunos, pois desenvolvem a capacidade de andlise, o espirito critico,
a criatividade e agilidade com argumentos fundamentados.

Apés o fechamento desta proposta foi possivel percebermos que o ensino da ma-
tematica nao esta impossivel de mudar. Para que haja mudancas, os professores devem fa-
zer um movimento no pensamento e inquirir para si mesmo: o que quero ensinar/aprender;
quais razoes que me levam a querer ensinar/aprender; como quero ensinar /aprender; para
qué quero ensinar/aprender; o que quero com o ensino e a aprendizagem matematica.

Ficam essas reflexoes a cada um dos atores que atuam no palco do ensino da matematica.
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