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RESUMO

SILVA, Carlos Roberto Alves Da. Exponenciais e Logaritmos: temas a favor da
interdisciplinaridade. 2019. 94 f. Dissertacdo (Mestrado) — Colégio Pedro, Pr6 — Reitoria
de Pos-Graduacdo, Pesquisa, Extensédo e Cultura, Programa de Mestrado Profissional em
Matemética em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2019.

Este trabalho propfe varias aplicagbes de FuncGes Exponenciais e Logaritmicas em
diversas areas do conhecimento, com o objetivo de promover a interdisciplinaridade entre
esses contetdos matematicos com outros saberes, como: naturais, cientificos,
geograficos, entre outros. Para isso, como motivacao, inicialmente apresentamos uma
introducdo histdrica, mostrando como surgiram os Logaritmos e qual a sua importancia
em determinada época. Também fazemos um estudo sobre a Teoria que envolve as
FuncGes Exponenciais e Logaritmicas. Por fim, s8o apresentadas atividades
interdisciplinares que poderao ser utilizadas pelo professor com os alunos em sala de aula.

Palavras chaves: Logaritmos; historia; interdisciplinaridade.



ABSTRACT

SILVA, Carlos Roberto Alves Da. Exponential and Logarithms: themes in favor of
interdisciplinarity. 2019. 94 f. Dissertation (Master degree) - Pedro College, Pro-Rector's
Office for Graduate Studies, Research, Extension and Culture, Professional Master's
Program in Mathematics in National Network, Rio de Janeiro, 2019.

This work proposes several applications of Exponential and Logarithmic Functions in
several areas of knowledge, with the objective of promoting the interdisciplinarity
between these mathematical contents with other knowledge, such as: natural, scientific,
geographic, among others. For this, as a motivation, we first present a historical
introduction, showing how the Logarithms arose and what their importance in a given
epoch. We also study the theory involving the Exponential and Logarithmic Functions.
Finally, we present interdisciplinary activities that can be used by the teacher with the
students in the classroom.

Keywords: Logarithms; story; interdisciplinarity.
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1 INTRODUCAO: POR QUE ESTUDAR FUNGCOES EXPONENCIAIS E
LOGARITMICAS?

N&o raro em sala de aula nos depararmos com perguntas dos alunos sobre a
utilidade de determinados conteudos. Perceber que o estudo de Func¢Bes Exponenciais e
Logaritmicas tem aplicagdes em outras &reas de conhecimento pode, de certa forma,
encoraja-los a aprender o assunto em questdo, que passa a ter um novo significado para
eles. Gostariamos de enfatizar que a matematica € um saber abstrato, portanto as
aplicacBes que serdo realizadas nesta dissertagdo ndo possuem a intencdo de reduzi-la a
finalidade utilitarista e sim, fazer problematizac6es para as quais € necessario um estudo
sobre alguns conteudos de disciplinas de outras areas, afim de modelar e explicar
fendmenos.

Baseado nestas ideias propomos um trabalho voltado para questdo
interdisciplinar, onde seréo apresentadas diversas atividades que proporcionam relacionar
Fungbes Exponenciais e Logaritmicas com outros saberes. Os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN) sinalizam a importancia da interdisciplinaridade.

Na perspectiva escolar, a interdisciplinaridade ndo tem a pretensdo de criar
novas disciplinas ou saberes, mas de utilizar os conhecimentos de vérias

disciplinas para resolver um problema concreto ou compreender um
determinado fendmeno sob diferentes pontos de vista. (BRASIL, 2000, p.21).

Embora saibamos da importancia de se fazer a interacdo entre as Disciplinas em
sala de aula, muitas vezes ndo a utilizamos por conta de diversos fatores como a
dificuldade de comunicagdo com professores de outras &reas; tempo disponivel para
preparar aulas contextualizadas; tempo para a elaboracdo de atividades interessantes, o
que requer pesquisa e estudo por parte do professor. Nesse sentido, cada atividade
proposta, no pendltimo capitulo deste trabalho, vem acompanhada de uma introducéo
necessaria a compreensao de cada assunto tratado.

Enquanto estudante do Ensino Médio eu e meus colegas de Classe sentiamos
dificuldades no aprendizado de Exponenciais e Logaritmos. Muitas vezes esses conteldos
eram apresentados dissociados de qualquer aplicacdo préatica e quando aconteciam, ndo
eram compativeis com fendmenos que ocorriam na natureza. Por diversas vezes, as
duvidas ou curiosidades surgiam, e percebiamos o papel isolado da Matematica na busca
de compreender e dar respostas para determinados fendmenos. Havia-se a necessidade de

se entender um pouco mais sobre assuntos de outras Disciplinas envolvidas na
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modelagem desses fendmenos. Portanto, pensamos em utilizar as Exponenciais e 0s
Logaritmos ndo apenas para efetuar calculos, mas como ferramentas de auxilio as demais
Disciplinas para modelar fenbmenos, mostrando que 0s nimeros, na maioria dos casos,
expressam apenas a ideia quantitativa, sendo necessario avaliar juntamente com outros
saberes a explicacdo daquele determinado fendémeno na natureza. Sendo assim,
gostariamos de mostrar para os alunos a igual importancia que todas as disciplinas
possuem e que todas precisam estar em harmonia para que ocorra a interdisciplinaridade
da maneira esperada.

A nossa contribuicdo para este trabalho é com relacéo a estrutura de apresentacdo
do texto que pode servir como auxilio para o aprendizado do tema proposto. Salientamos,
gue um dos objetivos especificos é que esta tese possa ser utilizada pelos professores de
matematica do Ensino Médio, e que de alguma forma estes profissionais da educacao
possam utiliza-la em suas respectivas salas de aula.

No Capitulo 2 discutiremos sobre a Histéria dos Logaritmos, em que
apresentaremos 0s motivos pelos quais essa ferramenta foi criada. Para isso recorreremos
a uma abordagem a trigonometria como ferramenta utilizada antes do surgimento dos
Logaritmos. Veremos também que eles surgiram ndo para substituir, mas sim para
auxiliar nos resultados que ja se haviam obtidos da trigonometria. Falaremos sobre a
definicdo de Logaritmos dada por John Napier, mostrando que este matematico ndo foi o
unico a trabalhar com esta ferramenta, porém ao que tudo indica, foi um dos primeiros a
publicar e descrevé-la em meados no século XVII. Destinaremos este capitulo a
professores de matematica, a alunos do Ensino Médio e de maneira geral a quem esteja
interessado em saber o que impulsionou 0s matematicos da época a criarem 0S
Logaritmos.

No Capitulo 3 apresentaremos as definicbes de FuncBes Exponenciais e
Logaritmicas, onde o a Fungdo Logaritmica sera abordada sob trés pontos de vista: como
a inversa da Funcdo Exponencial; como a unica funcdo que transforma produtos em
somas e como area abaixo do grafico de uma hipérbole. Deixaremos este capitulo como
leitura para os professores de matematica do Ensino Médio que desejem se aprofundar no
estudo teorico acerca do tema de nossa dissertacéo.

No Capitulo 4 mostraremos que as fungdes exponenciais modelam diversos tipos
de problema de varidveis continuas ou discretas. Comentaremos também sobre os
cuidados que devem ser tomados em analisar o0 modelo discreto, pois definiremos esta

expressao em dominio inteiro. Portanto, € necessario fazer a extensdo para um dominio



13

real. Sendo assim, utilizaremos trés ferramentas para realizar tal extensdo. Mostraremos
também que independentemente do método utilizado, continuo ou discreto, iremos obter
0s mesmos resultados ao desenvolver determinados problemas, a diferenca é a base da
poténcia a ser utilizada. Destinaremos este capitulo para professores do Ensino Médio e
alunos de ensino superior que queiram estudar sobre a utilizagcdo da base da poténcia na
modelagem de problemas gque envolvem crescimentos ou decrescimentos proporcionais.

No Capitulo 5 sdo apresentadas propostas de atividades a serem realizadas com
os alunos afim de que se promova a interdisciplinaridade entre os conteudos matematicos
e outros saberes naturais e cientificos. As atividades tratardo sobre: Crescimento ou
Decrescimento Populacional, Concentracdo em Misturas, Potencial Hidrogenidnico (pH),
Método do Carbono 14, Escala Richter, Resfriamento de um Corpo, Intensidade Sonora,
Pressdo Atmosférica e Frequéncia das notas Musicais. Este capitulo resume parte do
objetivo de nosso trabalho, que é de propor aplicacfes que o professor de matematica do
Ensino Médio possa utilizar com os alunos em sala de aula. Podemos ressaltar que
existem duas tematicas implicitas associadas ao desenvolvimento das atividades citadas
anteriormente, uma refere-se a problematizacdes que envolvem Crescimentos ou
Decrescimentos Proporcionais e outra a Mudanga de Escalas.

As consideraces finais sdo apresentadas no Capitulo 6.

Além desses capitulos, esse Trabalho possui dois apéndices que serdo necessarios
para a melhor compreensao de alguns resultados apresentados ao longo desta dissertacao.

De maneira geral este trabalho é destinado a professores e alunos do Ensino Médio
e a qualquer pessoa interessada em estudar Fungfes Exponenciais e Logaritmicas.
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2 UMA IDEIA DE LONGA DATA: A DE TRANSFORMAR PRODUTOS EM
SOMA

Neste capitulo vamos apresentar algumas discussdes historicas sobre logaritmos
baseado nos trabalhos de Roque e Carvalho (2012) e Lima (2009), com a finalidade de
refletir a respeito das motivacgdes iniciais do uso e estudo de logaritmos na Historia da
Matematica. Salientamos que nossas maiores contribuicdes neste capitulo se devem a
organizacdo e apresentacdo das ideias com alguns exemplos nossos, assim como na
direcdo de uma discussao articulada entre os trabalhos citados anteriormente.

Faremos uma abordagem histdrica sobre os logaritmos mostrando a importancia
do advento desta ferramenta para época e como eram utilizados inicialmente pelos
matematicos na resolucdo de problemas, cujo o objetivo era fazer calculos para
determinar a posicdo ou o movimento dos astros, tais calculos sdo chamados
astronémicos e envolvem produtos e divisdes de nimeros muito grandes, por isso era
comum 0s matematicos da época utilizarem técnicas algébricas e geométricas para
transformar o produto de dois nimeros em soma, simplificando as contas a serem
realizadas. Entdo, utilizaremos esta abordagem como motivacdo para compreendermos
como os logaritmos foram ferramentas essenciais para dissolucao de varios problemas na
astronomia.

Acreditamos que a compreensdo historica de logaritmos pode trazer a clareza em
relacdo as demandas matematicas de determinada época, justificando este contetido como
uma ideia matematica relevante a ser estudada em determinado periodo. Entendemos que
abordar historicamente os logaritmos pode contribuir para uma abordagem inicial de
logaritmos em sala de aula, que nos faz apresentar, no Capitulo 5 algumas atividades que
se assemelhem a como este contetido era utilizado para efeitos de facilitacdo de calculos.
(ROQUE; CARVALHO, 2012).

A seguir mostraremos como alguns matematicos ja utilizavam a trigonometria

para transformar produtos em somas.

2.1 Transformagcdes de produtos em soma utilizando a trigonometria

Nesta se¢cdo vamos mostrar como 0s matematicos, utilizavam a trigonometria para
resolucdo de problemas gerados a partir da astronomia antes da criagcdo dos logaritmos.
Para isso, faremos um estudo dialogado entre aspectos que nds consideramos importantes

em consonancia com os trabalhos de Roque e Carvalho (2012) e Lima (2009).
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A trigonometria recebeu contribui¢bes importantes de matematicos de vérias
culturas: grega, hindu, mulgumana, entre outras. Ela surgiu devido as necessidades
advindas da astronomia, a fim de prever as efemérides celestes (ROQUE; CARVALHO,
2012), medir distancias a serem utilizadas na navegacéo e na geografia. Como um dos
modelos astrondmicos antigos se baseava na cupula celeste (ou esfera celeste) (SAGAN,
1980), afim de se poder calcular a posi¢cdo de astros no espaco sideral usava-se
trigonometria esférica, que lida com triangulos esféricos. Para tanto eram necessarios
conhecimentos da trigonometria plana. Especificamente, muitos problemas se reduziam
a medir o comprimento ou um angulo de um dado triangulo. Era comum na época se
utilizar tabuas, como auxilio para resolver contas, otimizando o tempo em solucionar
problemas, e elas eram de suma importancia; podemos comparar 0 seu método processual
com o que as calculadoras e computadores fazem hoje em dia. Mas, por que ficar fazendo
milhares de célculos e os deixando arquivados nestas tabuas?

A resposta é simples. A resolucdo de um determinado problema pode recair na
solucdo de outro cujo resultado ja fora arquivado anteriormente (colocado na tdbua). Uma
vez feita uma operacdo ndo ha necessidade de refazé-la. Portanto, quando existe uma
tdbua, se torna mais pratico resolver um problema com os valores ja encontrados e
arquivados. Tem-se a ideia que as tabuas trigonomeétricas eram conhecidas desde o tempo
de Ptolomeu, (ROQUE; CARVALHO, 2012).

Na época existiam pessoas responsaveis por fazer diversos célculos e anexa-los
nas tabuas. Essa profissdo era valorizada e podemos imaginar alguns motivos pelos quais
era dado tanta importancia para estes profissionais. Um deles esta relacionado com o
cuidado que se deveria tomar para fazer estes calculos, as contas teriam que ter uma
precisdo acurada, um erro poderia causar varios inconvenientes, principalmente quando
estes calculos estavam relacionados a resolugédo de problemas astron6micos ou até mesmo
para determinar a posi¢cdo de um barco, ou o tempo de deslocamento para ir de um lugar
para o outro.

Era comum se utilizar nimeros de ordem de grandeza muito grandes para se
evitar 0 uso de nameros decimais porém, cada matematico utilizava uma base que era
mais conveniente a ser utilizado dentro de cada contexto. Por exemplo, a escolha do raio
no ciclo trigonomeétrico era arbitréaria, pois a finalidade de cada um dos matematicos nao
era necessariamente a mesma. Por exemplo, Arquimedes e Ptolomeu, que efetuavam
calculos com fracdes, utilizavam as fragfes sexagesimais babil6nicas, devido a facilidade
que elas introduziam em seus célculos, (ROQUE; CARVALHO, 2012), dai o raio
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adotado por estes matematicos era o de comprimento 60. J& Napier, utiliza um ciclo
trigonométrico de raio igual a 107, pois o sistema de numeracdo utilizado era o de base
10. Embora as escolhas dos raios sejam distintas, a relacdo fundamental entre o seno e o
cosseno de um mesmo angulo é sempre valida, independente da escolha do raio. Veremos
a seguir o motivo de tal afirmagéo.

Proposicao 2.1. O quadrado do seno de um angulo somado ao quadrado do cosseno
deste mesmo angulo é igual a 1.

Demonstracao. Considere o circulo abaixo de raio R > 0 e centro na origem do sistema
cartesiano.

Figura 1 - Ciclo Trigonométrico

¥

Fonte: Autor, 2018.

Como o triangulo AABC é retdngulo em C, os seus lados possuem o0s seguintes valores.

BC = Rsena
AC = R cosa
AB =R

Pelo Teorema de Pitagoras temos que:
(AB)? = (BC)? + (AC)? & R? = R?sen’a + R?cos’a
Dividindo ambos membros da Gltima igualdade por R? obtemos
sen’a + cos’a = 1,
0 que queriamos demonstrar. m
Observem que nesta demonstragdo ndo especificamos qual é o tamanho do raio a
ser utilizado. Outro fato que podemos destacar € com relagdo a construgdo da tabua

trigonométrica. Sabendo que sen?a + cos?a = 1. Entdo, temos que:

cosa = ++/1 — sen?«a
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Agora basta saber em qual quadrante se encontra o angulo a para determinarmos
o sinal. Portanto, se soubermos o valor do seno do angulo na tabua, determinamos o valor
do cosseno deste angulo também. Dai, tendo as duas informagfes podemos obter as
demais razdes trigonométricas (tangente, cotangente, etc.) e completar esta tabua.

Agora abordaremos o processo de transformar produtos em somas, utilizando a
trigonometria. Visto que este argumento foi essencial para o surgimento dos logaritmos,
daremos énfase na sua questdo processual.

Proposicao 2.2. Sejam x e y dois angulos quaisquer. Entdo, ¢é valida a seguinte relac&o:

1 1
COSX * COSY =§cos(x+y) +§cos(x—y)

Demonstracdo. Podemos desenvolver cosseno da soma e da diferenca da seguinte
maneira,

cos(x +y) = cos x - cosy — sen x - seny (1)

cos(x —y) = cos x - cosy + sen x - seny (2)

Somando as equages (1) e (2) temos que:
1 1
cos(x +y) + cos(x —y) = 2c0S x - COSy & COS X * COSY = Ecos(x +y)+ Ecos(x -y)

Assim, concluimos a demonstracédo. m

Para efetuar a multiplicacdo de dois numeros X e Y, vamos considera-los
compreendidos 0 e 1. No caso geral, basta considerar a escrita em notacdo cientifica. Por
meio da tabua trigonométrica (que existe desde o tempo de Ptlomeu) (LIMA, 2009),
determina-se nimeros x e y tais que cosx = X e cosy =Y. Assim, X.Y = cosx. cosy.
Calcula-se a soma x +y e a diferenca x —y (que é mais facil do que efetuar
multiplicacdes ou divisdes). Novamente a tdbua fornece cos(x + y) e cos(x — y). Pela
proposi¢cdo 2.2 0 numero X.Y procurado serd simplesmente a metade da soma
cos(x +y) + cos(x — y).

A tabela a sequir representa parte de uma tabua trigonométrica com valores

aproximados para o0 cosseno dos angulos de 12° a 58° com quatro casas decimais.
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Tabela 1- Fragmento de uma tabua trigonométrica

grau| cos | |grau| cos | |grau| cos | |grau| Cos | |grau| cos
12 |0,9781 22 10,9272 32 10,8480 42 10,7431 51 {0,6293
13 |0,9744 23 10,9205 33 10,8387 43 10,7314 52 (0,6157
14 10,9703 24 10,9135 34 10,8290 44 10,7193 53 10,6018
15 |0,9659 25 10,9063 35 10,8192 45 10,7071 54 10,5878
16 |{0,9613 26 10,8988 36 10,8090 46 10,6947 55 [0,5736
17 10,9563 27 (10,8910 37 |0,7986 47 10,6820 56 |0,5592
18 |0,9511 28 10,8829 38 |0,7880 48 10,6691 57 10,5446
19 |0,9455 29 10,8746 39 |0,7771 49 10,6561 58 [0,5299
20 10,9397 30 {0,8660 40 |0,7660 50 |0,6428

21 10,9336 31 |0,8572 41 |0,7547 51 (10,6293
Fonte: Autor, 2019

Exemplo 2.3. Calcular o produto 8173 x 9182 utilizando o processo descrito acima®.

8173 x 9182 = 0,8173 x 10 * x 0,9182 x 10* = 0,8173 x 0,9182 x 108
Agora, basta resolver 0,8173 x 0,9182 utilizando o método e multiplicar por 108.
Sejam X = 0,8173 e Y = 0,9182. Vamos procurar na tabua representada pela tabela 1
quais sdo os valores de x e y tais que cosx = 0,8173 e cosy = 0,9182. Os nimeros
mais proximos sao:
x = 35°ey =23°
Portanto, x + y = 35° 4+ 23° = 58°e x — y = 35° — 23° = 12°. Utilizando novamente
a tébua representada pela tabela 1 tem-se, cos(x + y) =cos58°=0,5299 e
cos(x —y) = cos 12° = 0,9781. Dai, concluimos que transformou o produto numa
soma.
X.Y =cosx-cosy = %[cos(x +y) +cos(x —y)] = %(0,5299 +0,9781) = % = 0,754
Logo,

8173 x 9182 = 0,8173 x 0,9182 x 108 = 0,754 x 108 = 75400000

Repare que 8173 x 9182 = 75044486. Portanto, 75400000 é uma aproximagéo do
valor almejado. m
Observe que utilizar a trigonometria para simplifica¢do de céalculos, ndo é uma ferramenta
que reduz significativamente a quantidade de contas a serem realizadas. Estas

dificuldades em transformar produtos em soma impulsionaram os matematicos da época

1 Uma das limitagGes deste método trigonométrico ¢ a dificuldade em aplica-lo para produtos de mais de
trés fatores além da inutilidade para calculo de poténcias e raizes.
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a estudarem uma nova ferramenta que facilitaria de fato os célculos astrondmicos: o0s

logaritmos.

2.2 Os Logaritmos de Napier

Napier (1550-1617), foi um matematico escocés que “inventou” os logaritmos.
Em 1614 ele publicou o seu Mirifici logarithmorum canonis descriptio (Uma Descri¢do
do Maravilhoso Céanon de Logaritmos) onde havia uma descricdo de logaritmos, um
conjunto de tabelas, e regras para o uso desta ferramenta nos calculos. Napier acreditava
que por meio dos seus logaritmos ele poderia salvar os astronomos, pois esta ferramenta
otimizaria o tempo necessario de se fazer as contas. Suas tabelas logaritmicas e

trigonométricas foram usadas durante quase um século.

Figura 2- Foto de John Napier

Fonte: https://www.electronicsweekly.com/blogs/mannerisms/fable/fable-5-2018-06/

Napier utilizou outro método para facilitar as contas no seu Rabdologiae (1617).
Ele elaborou uma maneira mais simples de efetuar multiplicacdo utilizando barras com
nameros marcados nelas. Algumas barras eram feitas de marfim, se assemelhando a
imagens de o0ssos, entdo deram a elas o nome de ossos de Napier (Napier's bones).
Essencialmente este dispositivo era uma tabela de multiplicar com partes moveis. Napier
tambeém fez contribuicGes a trigonometria esférica, achou expressées exponenciais para
funcBes trigonométricas, e foi influente na introducdo da notacdo decimal para fragdes.
(JOHN NAPIER, 2018).

Nesta secdo apresentaremos a definicdo de logaritmo dada por Napier. Temos
como objetivo apresentar o surgimento desta fermenta e como ela facilitou o trabalho dos

matematicos da época para resolverem os problemas gerados pela astronomia.


https://www.electronicsweekly.com/blogs/mannerisms/fable/fable-5-2018-06/
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Acreditamos que essa discussao pode servir como auxilio para introduzirmos o estudo de
logaritmos em sala de aula.

Napier se baseou em consideracdes cinematicas para definir logaritmos. Para tanto
considerou um segmento de reta AB de comprimento 107 e uma semi-reta DE. Supds que
um mdvel P se desloque em AB da esquerda para a direita de modo que sua velocidade
em cada ponto seja dado pela medida do segmento PB. Assim, sua velocidade inicial seria

de 107. A figura abaixo representa o deslocamento do mével P no segmento AB.

Figura 3— Deslocamento do mdvel P sob o segmento AB

—

A P
° o—— O

Fonte: Autor, 2019.

Dessa forma, a velocidade do mdvel P vai diminuindo a medida que for se

aproximando no ponto B. Em DE, considerou outro mével Q se deslocando com

velocidade constante e igual a 107. A figura abaixo representa o deslocamento do mével

Q na semi-reta DE.

Figura 4- Deslocamento do mével Q sob a semi-reta DE

D Q

Fonte: Autor, 2018.

Sendo assim, em todo ponto de DE avelocidade sempre sera igual a 107. Portanto,
as velocidades iniciais de P e Q séo iguais. Agora, seja P; a posi¢do do movel P em AB
e Q, a posicdo do movel Q em DE, considere que os deslocamentos realizados pelos dois
moveis tenham sido realizado em mesmo intervalo de tempo. Assim, Napier definiu que
o logaritmo do comprimento de P, B, x(t) é igual ao comprimento de DQ, y(t). Como

mostra a figura a seguir:
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Figura 5- Deslocamento dos moveis P e Q num mesmo intervalo tempo

rJ

h=3

z(t)

o
&2
m

Fonte: Autor, 2019.

Para essa definicdo, Napier ndo utilizou o conceito de base como entendemos hoje.
Utilizando artificios do calculo podemos verificar que a base implicita na sua definicéo é

1/e. De fato, sejam s(t) e v(t) a posi¢do e a velocidade de P no instante t. Por

construcéo, temos que s(t) = 107 — x(t), e v(t) = x(t). Mas, v(t) = d(®) (t)) Logo,
- dz(tt) = x. Portanto, — dxlt) dt. Integrando, temos —In x(t) =t + ¢, onde ¢ € R.
Como x(0) = 107, entdo ¢ = —In 107. Portanto, —In x(t) =t —In 107. Seja y(t) a
posicdo de Q no instante t, dessa forma, y(t) = 107t & t = y( ) . Logo, —In x(t) = y(t)
—In 107. Organizando os termos desta equag&o temos que,

y® _ 107 y(@® _ logs x(t)

107 x(t) 107 = 107

Se as distancias de P;B e DQ, fossem divididas por 107, a definicdo de Napier

levaria a um sistema de logaritmos de base 1/e. Observa-se que o logaritmo neperiano
possui base 1/e e néo e.
Observacao 2.4. Vale a pena ressaltarmos que Napier ndo foi o Unico a estudar sobre os
logaritmos e nem teve um rompante, como é de costume ouvirmos na historia da
matematica. Ha relatos de que ele estudou cerca de 20 anos antes de apresentar a definicao
dos logaritmos, e ao que tudo indica também né&o explicou como construiu a tabua de
logaritmos. Aparentemente, as pessoas sO tiveram acesso a esta tdbua apos a sua morte
em 1619. (FAGUNDES, 2018, p.7)

2.2.1 Tabela de Logaritmos de Napier
A ideia de Napier era transformar opera¢Ges complicadas em outras mais simples,
como por exemplo multiplicagdes em adicdes e divisdes em subtracGes. Para isto utilizou

as propriedades dos expoentes de poténcias onde a* - a¥ = a**¥) e a*:a¥ = a* 7.



22

Napier desejava escrever qualquer nimero positivo como uma poténcia de algum nimero
fixo, posteriormente chamado de base, para isso decidiu-se pela base
0,999999 = 1 — 1077, dessa forma ele foi encontrando os resultados das poténcias de

(1—10"7)" = 0,999999™. Com n € N U {0} e assim construiu a seguinte tabela.

Tabela 2- Tabela dos logaritmos de Napier

Progressdo Geométrica Aproximacéo Progressdo Aritmética
107(1 —1077)° 10.000.000 0
107(1 —1077)1 9.999.999 1
107(1 — 1077)? 9.999.998 2
107(1—-1077)3 9.999.997 3
107(1 — 1077)100 9.999.900 100

Fonte: Autor, 2018.

Para calcular o produto de dois niUmeros N e M utilizando a tabela, procura-se n,
e n, tais que:
N =107 -q™
M =107 g™
Onde, g = 1 — 1077, Faz-se, n, + n, = ns. Dai, encontra-se R = 107 - g™ pela tabela
2.1. Dessa forma, N-M = 107-R. Como exemplo, para calcular o produto
9999999 - 9999998 temos, n, = 1,n, = 2. Logo, n, + n, = 3. Verificando a tabela 2,
concluimos que o produto R = 9999997. Assim,
9999999 - 9999998 = 9999997 - 107
Hoje, esta tarefa ardua de completar essa tabela seria feita utilizando um
computador ou uma calculadora, mas Napier ndo possuia estas ferramentas, entdo o
trabalho era feito a m&o o que acabou consumindo cerca de 20 anos de trabalho. Tendo
completado seus calculos, Napier consagrou sua criacdo e decidiu chamar o expoente de
cada poténcia de logaritmo. Etimologicamente, logaritmo vem da composic¢éo de duas
palavras gregas: logos (ou razdo) e arithmos (ou ndmeros). Exemplificando, se
107(1 —1077)3 = 9999997, temos que o logaritmo de Napier ou neperiano de
9999997 ¢ o expoente 3 e analogamente, o logaritmo neperiano de 9999999 ¢ 1, o

logaritmo neperiano de 10 000 000 é 0 e assim por diante.
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Da ideia de Napier podemos observar que se N = 107 (1 — 1077)%, entdo L é o
logaritmo neperiano de N. Sendo assim, temos que:
L
— 71107
1_07 — [(1 - 10 7)10 ]10

n
Como (1 — 1077)%"fica proximo de lim (1 - %) = i dividindo-se o nimero

n—-oo

e 0 log por 107, teriamos no trabalho de Napier um sistema de logaritmos de base 1/e,
porém, é importante ressaltarmos que Napier ndo conhecia o conceito de base de um
sistema de logaritmos como atualmente, pois sua defini¢do era diferente da que temos nos
dias de hoje, a ideia de Napier era geométrica. Além disso, € importante destacarmos que
ndo podemos dizer que Napier descobriu 0 nimero e, até porque ele nem sabia da
existéncia de tal numero. (LIMA, 2009).

Embora tenhamos dado énfase ao estudo de logaritmos realizado por Napier,
outros matematicos com igual importancia, como Henri Briggs, estudavam sobre esta
ferramenta, a diferenca entre estes dois matematicos era a base utilizada. Briggs prop6s
poucos anos depois, uma tabela de logaritmos decimais dos nimeros inteiros, inclusive
aconselhou Napier a utilizar a poténcia de base 10, dessa formalog1 = 0.

Para a época, o0 advento do logaritmo foi algo revolucionario e muito importante
para facilitar os calculos astrondmicos. Hoje em dia existem poderosos computadores que
efetuam contas com nimeros extremamente grandes dispensando o uso de qualquer tabua
de logaritmos. No entanto com a evolugéo do conceito de Logaritmo percebeu-se que este
possui uma grande variedade de aplicacdes, seja em Quimica, no calculo do pH, como na
escala logaritmica de sons, na modelagem de fendmenos fisicos dentre diversos outros
exemplos. Portanto, para estudarmos e aprofundarmos tais estudos, € necessario ter o
dominio tedrico do Tema. Por esta razéo, no proximo Capitulo vamos apresentar algumas
definicBes e demonstracdes necessarias para o entendimento e resolugdo das atividades

propostas no Capitulo 5.
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3 ESTUDO TEORICO ACERCA DE FUNC}()ES EXPONENCIAIS E
LOGARITMICAS

Neste capitulo discutiremos sobre as definicdes e propriedades fundamentais das
funcBes exponencial e logaritmica. Ndo ha como dissociarmos estas duas ferramentas.
Uma vez que determinado fenémeno é modelado por uma fungdo exponencial,
f:R - R*2, denotada por f(x) = a*,com a > 0 e diferente de 1, e x € R, podemos nos
perguntar, por exemplo, qual seria o valor de x, do dominio de f para que obtenhamos
uma imagem f(x) no contra dominio. Portanto, definiremos a funcéo logaritmica como
a inversa da funcdo exponencial. Esta defini¢do € uma das mais utilizadas no aprendizado
de logaritmos, principalmente no ensino médio.

Buscamos neste capitulo fazer um aprofundamento tedrico sélido, pois este sera
utilizado como base para os capitulos posteriores, principalmente nas atividades que
faremos no capitulo 5. Além da definicdo como inversa da funcdo exponencial,
caracterizaremos a func¢éo logaritmica, demonstrando que dentre as fungfes mondétonas e
injetivas as logaritmicas sdo as Unicas capazes de transformar produtos em somas.
Veremos também, a funcéo logaritmica sob uma perspectiva geométrica, onde o nimero
e, aparece naturalmente nos calculos.

Para definirmos a funcéo exponencial em dominio real, € necessario fazermos um
estudo sobre o significado de poténcia a*, para todo x € R. Por isso, antes de
apresentarmos as func@es exponenciais e logaritmicas, faremos um estudo detalhado

sobre poténcias de expoente real.

3.1 Poténcias de expoente real
Nesta secdo apresentaremos as definicbes de poténcias considerando

separadamente 0s expoentes como nimeros naturais, inteiros, racionais e irracionais.

3.1.1 Poténcia de expoente natural
Segundo Lima, (2013) definimos a poténcia cujo o expoente € um nimero natural

da seguinte maneira:

2 Define-se 0s nimeros reais positivos da seguinte maneira: R* = {x € R |x > 0}.
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Seja a um numero real positivo. Para todo n € N, a poténcia a™, de base a e
expoente n, é definida como o produto de n fatores iguais a a. Portanto, a® = a, e
a*=a-a-a.. a(nvezes).

Propriedade 3.1. Dados m,n € N, temos que a™ - a™ = a™*".

Demonstracéo. Sejama™ =a-a-a-..-a(mvezes)ea™ =a-a-a-..-a (nvezes)
Entdo,

a"=a-a-a- .. a(m+n) vezes

am . a‘l’l — am+n
Observamos acima que a™ - a™ = a™*" é valida paratodo m,n € N. m
Propriedade 3.2. Dados m, n nimeros naturais tais que m < n. Entdo para todo nimero
real a maior do que 1 temos que, a™ < a™ e para todo nimero real a entre zero e 1 temos
que, a™ > a™.

Demonstracdo. Suponha que a > 1 e k € um ndmero natural tal que n =m + k.
Portanto, pela propriedade 3.1 temos que, a® = a™™* = a™ - a* > a™, pois, a® > 1.
Assim, concluimos que a™ < a™.

O caso em que 0 < a < 1 é andlogo. Para este, teremos que se m < n entdo, a™ > a™.

Com isso finalizamos a demonstragdo. m

3.1.2 Poténcia de expoente inteiro
Procuraremos agora atribuir um significado a poténcia a™, quando n € Z.
Primeiramente, a igualdade a® - a® = a®*?, deve ser vélida. Logo, a® = 1.
Dado n um numero natural e @ um nimero real positivo, expressamos a poténcia
de base a elevado a menos n como o inverso da potencia de base a elevado a n, ou seja:
a1

T

Assim, a™, n € Z esta bem definida.

Propriedade 3.3. Dados m, n € Z, temos que a™ - a™ = a™*™.

Demonstracdo. Param,n € N. J4 estd demonstrado. Sem e N, n € Z—Nep € N. Tal
que n = —p. Entéo:

1 a-a-..-a 1
a"=amaP=am"-—=

a =
aP

p vezes

Devemos analisar os dois casos a seguir:
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Se m > p, entdo existe um k € N, tal que m = p + k. Dai, cancelando os termos em
comum da equacdo (3) temos que:
a™-a" = gk = g™ P = gmt(P) = gmin
Se m < p, entdo existe x € N, tal que p = m + x. Dai, cancelando 0s termos em comum
da equacéo (3) temos que:
1 1

Nl — — = — am-p — ,m+tn
a" = = =a =a
a* agbP™m

Além disso, precisamos verificar o caso em que m,n € Z—N com p,s € N. Seja
m = —p e n = —s. Portanto,
1 1 1

a*=qP-qS =—.-— = q~+s) = g p+(=s) — gm+n
ap aS ap+s

Portanto, a™ - a™ = a™*™ é valida paratodom,n € Z. m
Proposicdo 3.4. Dados m, n nUmeros inteiros tais que m < n. Entdo para todo numero
real a maior do que 1 temos que, a™ < a™ e para todo nimero real a entre zero e 1 temos
que, a™ > a™.
Demonstracdo. Suponhaa >1emn€e€Z—-Nep,s € Ntaisque, m=—pen = —s.
Comom < nentdo -p < —s, portanto, p > s. Portanto, a? > a® pela propriedade:

1 1
P < pr eSat<at
Além disso, precisamos verificar o casoemquem € Z— Nep,n € N. Tal quem = —p.

Entdo,
B 1
a"=aP=—<1<a®
aP

O caso em que 0 < a < 1 é analogo. Para este, teremos que se m < n entdo, a™ > a™.

E isto finaliza a demonstracdo m.

3.1.3 Poténcia de expoente racional

Prosseguindo, qual o sentido que podemos dar a poténcia a” quando r = m/n €
um namero racional (onde m € Z e n € N).

Seja reQ, tal que r=m/n,meZneN e a um ndmero real positivo.

Definimos:

m
a” = an = Vam
Logo, a” é o numero real positivo cuja n-esima poténcia € igual a™. Mostraremos

que a poténcia a elevado r (a”) esta bem definida para r € Q.
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Proposicdo 3.5 Sejam r,s € Q tais que r =s, onde r =p/q, comp€Z e g€ N e
s =m/n,comm € Z e n € N. Ento, Vap = Yam.

Demonstracdo. Sejam x = VaP e y = Va™. Temos que x? = aP e y"™ = a™.
Assim, x9™ = gP™ como r = s temos pn = qm, entao:

X" = aP™ = (a™)P = (P =y

Portanto, xP™ = y"™, como x,y S40 positivos temos que x = y, ou seja, Va? = Va™.
Assim, a” esta bem definido parar € Q. m
Propriedade 3.6. Dados r, s € Q, temos que a” - a® = a" >,

Demonstragéo. Sejam r =m/ncommeZeneNes=p/qcomp€EZeq€N.

m 2
Pela definicdo de poténcia de expoente racional temos que, a” = a» e a® = adq.

Logo,
m p n—m 4= nq ngr
a‘l" . aS — ai . aq = am . ap = amq . anp
nq ng —————= mq+np
a‘l" . aS — 1/amq . aTLP = amCI+np = aT
mq_np m,p
a’ a5 = ana nq = an 4

Portanto, a” - a® = a"*$, é valido paratodo r,s € Q m.
Propriedade 3.7. Dados r, s nimeros racionais tais que r < s. Entdo para todo nimero
real a maior do que 1 temos que, a” < a® e para todo nimero real a entre zero e 1 temos
que, a” > a®.
Demonstracdo. Suponhaa > 1, r=m/n, me€Z ne€Nes=p/q,p€Zeq€N.
Como r < s temos, m/n < p/q,entio mq < np. Pela propriedade 3.4 temos que

aM < g & gVl < g o "Yal < "Yql & q" < a’
O casoem que 0 < a < 1 é anélogo. Para este, teremos que se r < s entdo, a” > a®. Isto

finaliza a demonstracéo m.

3.1.4 Poténcia de expoente irracional

Buscaremos nesta parte do trabalho compreender o que significa a* quando x é
um namero irracional e a > 0 real, ou seja a poténcia de expoente irracional. Portanto, a
definiremos da seguinte maneira:

Seja a um numero real positivo, e x um ndmero irracional dizemos que

a® =lima*r, onde x = limx,, ,x, € Q.
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A demonstracdo que a* com x irracional esta bem definida e portanto ndo depende
da sequéncia (x,), encontra-se no Anexo A deste presente trabalho. Optamos por assim
fazer pois tal demonstracéo é bastante extensa.

Propriedade 3.8. Dados x,y € R — Q, temos que a* - a¥ = a**Y
Demonstracao. Sejam (x,,) e (y,,) sequéncias em Q tais que x =limx, € y = lim y,,.
Portanto, lim (x,, + y,,) = x + y. Assim,

a**Y = lim a*»*¥n = lim a** - a¥* = a* - a¥
E assim encerramos a demonstracéo m.
Propriedade 3.9. Dados x, y nimeros irracionais tais que x < y. Entdo, paratodo nimero
real a maior do que 1 temos que a* < a” e para todo nimero real a entre zero e 1 temos
que a* > a”.
Demonstracdo. Para demonstrarmos esta propriedade precisaremos do seguinte Lema,
cuja demonstracdo encontra-se em Lima (2013).
Lema 3.10 Fixado o nimero real positivo a # 1 em todo intervalo de R* existe alguma
poténcia a” comr € Q.
Seja (x,), x, € Q uma sequéncia monotona decrescente, entdo x, > x,limx, = x,
x, < (x+y)/2 n € N. Agora, seja (y,,), ¥» € Q uma sequéncia monotona crescente,
Yu <V, V0 > (x +y)/2, tal que lim y, = y. Supondo a > 1, temos a*t < a”1, entdo
pelo lema 3.9 existe t € Q tal que a** < at < a”*. Conclui-se que,

a’n < a*1 < at < a”

Logo, a*» < at < a¥»,n € N. Tomando o limite, tem-se a* < a* < a¥. Como, x,y €
R—Q ete€Q segue a* < at < a”. Portanto, a* <a”. O casoemque 0 <a<1¢
analogo. Para este, teremos que se x < y entdo, a* > a”. E isto encerra a demonstracéo

3.2 A Funcéo exponencial
Definiremos a funcdo exponencial de base a, f: R —» R*, como f(x) = a*, com
a > 0 e diferente de 1, para todo x € R. Pelos resultados obtidos na se¢édo 3.1, a fungéo
exponencial satisfaz as seguintes propriedades:
Dfx+y) =) f);
i) f(1) = a® = q;
li)x<y=fx)<f(y)quandoa >1e
x<y=>f)<f(x)quando0<a <1
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Proposicdo 3.11. Afun¢do f: R — R™, denotada por f (x) = a* ndo pode assumir o valor
0, a menos que seja identicamente nula.
Demonstracdo. De fato, se existir algum x, € R tal que f(x,) = 0, entdo para todo
x € R teremos:

f(x) :f(xo+(x—xo)) =f(x) flx—x0) =0-f(x—x5) =0
Logo, f é identicamente nula. m
Proposicdo 3.12. A fungdo f: R —» R*, denotada por f(x) = a* é positiva para todo
x € R.

. . . X X .
Demonstragao. Podemos escrever x como soma de duas parcelas iguais, x = ST Dai,

r0=1Gry)=r) Q=) >0

Portanto, f é positiva paratodo x € R. m
Proposi¢do 3.13. A funcdo f: R —» R™, denotada por f(x) = a* é bijetiva.
Demonstragdo. Suponhamos a > 1. Precisamos demonstrar que f & injetiva e
sobrejetiva. Primeiramente, demonstraremos a injetividade.
Seja x1,x, € R tal que f(x;) = f(x;). Portanto, a** = a*2. Como f € estritamente
crescente ou decrescente, temos que x; = x,. Portanto, f é injetiva.
Agora, vamos demonstrar a sobrejetividade; pelo Lema 3.9, existe (a™), crescente onde
n, €EQen <y, tal que lima™ = y. Seja s € Q, tal que y < a®. Sendo a* crescente,
temos r, <r, < <mn, <s. Assim, (r,) € convergente. Seja r =limmn,, entdo
a” =lima™ = y. Logo, existe r € R, tal que a” = b. Logo, f é sobrejetiva. O caso em
que f é decrescente, ou seja, 0 < a < 1, € feito de forma anéloga. Por fim, concluimos
que f € bijetiva.m
Teorema 3.14. Caracterizacdo da funcgdo exponencial.
Seja f:R—> R* uma funcdo monotona injetiva. As seguintes afirmacles sé&o
equivalentes:
(Df(nx) = f(x)", paratodon € Zetodo x € R;
(2)f(x) = a*, paratodo x € R, onde a = f(1);
B)f(x+y) = f(x) - f(y), para quaisquer x,y € R.
Demonstragdo. Devemos demonstrarque 1 = 2 =3 =1
1=2:

Repare que a hipotese (1) acarreta que, para todo nimero racional r = m/n, com
m € Zen € N, tem-se f(rx)" = f(nrx) = f(mx) = f(x)™, logo:
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f@x) = feom = f()

Na igualdade  anterior  fazendo, f(1)=a, e x=1,teremos
fr)=f(@r-1)=f(A)"=a", para todo r€ Q. Note que se r =0, entdo
£(0) = a® = 1. Para completar a demonstracdo que 1 = 2 temos que mostrar que vale
para os irracionais. Suponhamos que f seja crescente. Logo, 1 = f(0) < f(1) = a.
Suponhamos por absurdo que exista x, € R, tal que f(x,) # a*°. Digamos por exemplo
que f(xy) < a*°, 0casoem que f(x,) > a*° éanalogo. Pelo Lema 3.9 existe um nimero
racional r, tal que f(x,) < a” < a*°, ouseja f(x,) < f(r) < a*e. Como f é crescente,
temos x, < r. Por outro lado, como a” < a*° ea > 1, temos r < x,. Absurdo! Portanto,
f(x) = a*, paratodo x € R, onde a = f(1).
2=3

Dado x,y € R, temos que f(x+y)=a*"Y =a*-a” = f(x)- f(y). Logo,
f(x+y) = f(x)- f(y) paraquaisquer x,y € R.
3=1.

Paran € N, temos que f(nx) = f(x + x + x + --- + x) n vezes. Logo:
fx) =fx+x+-+x)=f) fOx) fx)- . fx) = fFO"
Sejan € N tal que m = —n . Entéo,
fmx) = f(=nx) = f(n- (=x)) = f(=)™
Por3, f(0+1) = f(0)- f(1). Logo, f(0) = 1.
Desse modo, 1 = f(0) = f(—x + x) = f(—x) - f(x). Assim,

() =
FE9 =769
Logo,
Fma) = s = £ = FG"

Portanto, f(nx) = f(x)™, para todo n € Z e todo x € R. Assim, concluimos a
demonstragdoque 1 =2 =>3=>1.m

Segundo Lima (2013), dizemos que uma funcdo g: R — R é do tipo exponencial quando
se tem g(x) = ba* paratodo x € R, onde a e b sdo constantes reais positivas. Se a > 1,
entdo g é crescenteese 0 < a < 1, g é decrescente.

Observe que se a funcdo g: R — R é do tipo exponencial entdo, para quaisquer x, h € R

g(x+h)—-g(x) g(x+h)
g(x) gx)

0S quocientes S0 dependem de h, mas ndo de x. De fato, pois:



31

g(x+h)—gx) ba**"—ba* ba*(a"-1)

h
-1
gx) ba* ba* ¢

glx+h) a*" a*a”

gx) @ a*

h

=a

Mostraremos agora que a reciproca é verdadeira.
Teorema 3.15. Primeira Caracterizagao Das Fungdes Tipo Exponencial.
Seja g: R » R* uma funcdo monétona injetiva (isto, é crescente ou decrescente) tal que,
para x, h € R quaisquer, o acréscimo relativo [g(x + h) — g(x)]/g(x) dependa apenas
de h, mas ndo de x. Entdo, se b = g(0) ea = g(1)/ g(0), tem-se g(x) = ba* paratodo
x € R.
Demonstracdo. Seja ¢ (h) = g(x + h)/g(x). Por hipotese a funcdo, ¢ (h) independe de
x. Seja agora, f(x) = g(x)/b, onde b = g(0), obtemos f:R — R* uma fungdo
monotona injetiva, com f(x + h)/f (x) independente de x e f(0) = 1. Fazendo x = 0,
temos que:
@(h) =g(0+h)/g(0) = g(h)/b = f(h)

Portanto, temos que f(h) = f(x + h)/f(x) © f(x + h) = f(x) - f(h). Entdo, f € uma
funcdo monotona e injetiva que transforma soma em produto. Segue-se do teorema da
caracterizagdo da funcdo exponencial que f(x) = a*, logo g(x) =b-f(x) =b-a*. E
assim concluimos a demonstracdo do teorema. m
Teorema 3.16. Segunda Caracterizacdo Das FungGes Tipo Exponencial.
Para cada b e cada t reais, suponhamos um numero f(b,t) > 0 com as seguintes
propriedades:

1) f(b,t) é proporcional a b e monotona e injetiva em relagédo a t;

2) f(b,s+t)=f(f(b,s)t)
Entdo se a = f(1,1), tem-se f(b,t) = b - at
Demonstracdo. Seja ¢: R - R, dada por ¢(t) = f(1,t), € monétona e injetiva. Tal
que,

ps+t)=f(L,s+0)=f(f(Ls5),t) =f(Ls) f(Lt) = (s) @)
Ou seja, a funcdo ¢ transforma soma em produtos em virtude de 1 e 2 pois
f(1,s) = f(1,s) - 1. Segundo Lima (2013) pelo Teorema da Caracterizacdo das funcdes
exponenciais tem-se ¢(t) = a’, onde a = ¢(1) = f(1,1). Portanto,
fh,t)y=fb-1,)=b-f(L,t)=b-pt)=b-a’

E assim, concluimos a demonstragdo. m
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Este altimo teorema sera utilizado mais a frente no capitulo 5, e portanto veremos com

mais clareza a sua utilidade.

3.3 Funcéo Logaritmica

Seja f: R —» R*, a funcdo exponencial dada por f(x) = a*, onde a = 1 é um
namero real positivo. Sabemos que a funcdo exponencial é bijetiva conforme
demonstramos nas secdo anterior deste capitulo, portanto a funcdo exponencial admite
umainversa g: R* - R. A esta fun¢do daremos o nome de fungéo logaritmica. Denotada
da seguinte forma: g: R* - R, tal que g(x) = log,x, onde a # 1 é um nimero real
positivo. Chamamos a imagem de cada elemento x € R* de logaritmo de x na base a
(logg x).

Observemos que log, x =y se, e somente se, g(x) =y. Por outro lado,
g(x) =y se, e somente se, f(y) = x, ou seja, a¥ = x. Com iSSO mostramos que,

logox=y©a”¥ =x
Utilizaremos esta equivaléncia para demonstrar algumas propriedades do logaritmo.
Propriedade 3.17 Sejam x e y nUmeros reais positivos e a # 1 um namero real positivo.
Ento:
loga(xy) = loggx +log,y
Em outras palavras, o logaritmo transforma produto em soma.
Demonstracéo. Sejam log ,x = k e log,y = z,comk,z € R. Logo, x = a* e y = a?.
Portanto temos que:
xy = a¥a? = ak*?. Assim, log,(xy) = k + z. Substituindo os valores de k e z temos
que:
log,(xy) = loggx +log,y

Com isso encerramos a demonstragéo. m
Propriedade 3.18. Sejam x e y nimeros reais positivos e a # 1 um nimero real positivo.

Entao:

X
log, ; = log,x — log,y

Em palavras, o logaritmo transforma quocientes em diferencas.
Demonstracéo. Sejam log, x = k e log,y = z,com k,z € R. Logo, x = a* e y = a?.

Portanto temos que:

== ak=Z. Assim, loga§ = k — z. Substituindo os valores de k e z temos que:
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X
log, > log,x —log,y

Assim finalizamos a demonstracdo. m
Propriedade 3.19. Seja x um numero real positivo, a # 1 um namero real positivo e
m € R. Entdo:

log, x™ = m-log,x
Em palavras, o logaritmo transforma poténcias em soma de parcelas iguais.
Demonstracéo. Seja log, x = k, entdo a* = x. Elevando ambos membros desta tltima
igualdade a m tem-se (a*)™ = x™ < a*™ = x™. (4) Utilizando o logaritmo de base a
em ambos membros desta equacdo (4), vem que log, ak¥™ = log, x™. Portanto,
km = log, x™ . (5) Substituindo o valor de k em (5), temos:

log, x™ =m-log, x
E assim concluimos a demonstracéo. m
Propriedade 3.20. Sejam a e b nUmeros reais positivos e a, b # 1 e m um namero real
qualquer. Entéo:

log,, b

1 _
08a b log,, a

Em palavras, podemos escrever o logaritmo de um nimero em qualquer base.
Sejay = log,b, entdo a¥ = b. (6)
Agora, suponha que exista um namero x tal que:
x = log,,b . Da mesma forma, m* = b. (7)
De (6) e (7), temos que:

ad =m*elog,a’=xey-log,a=x
Substituindo os valores de x e y na Gltima equacao acima concluimos que:

log, b -log,, a =log,, b

Como log,, a # 0. Entdo dividindo ambos membros da equacédo vemos que:

Assim concluimos a demonstracéo. m

Estas propriedades foram importantes para época, pois elas promoveram o
advento dos logaritmos no que se refere a questdo operacional em otimizar contas. Hoje
em dia as calculadoras e computadores efetuam estas contas com maestria, e com um
numero grande de casas decimais, tornando obsoleto o uso das tabuas de logaritmo.

Atualmente, os logaritmos se fazem necessarios, quando falamos sobre aplicacdo desta
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ferramenta em diversos saberes tecnoldgicos, cientificos e naturais. No capitulo 5

veremos algumas destas aplicagdes.

3.4 Caracterizacao da Funcéo Logaritmica

Demonstraremos a seguir que, entre as funcdes mondtonas injetivas R* em R,
somente as fungdes logaritmicas tém a propriedade de transformar produtos em somas.
Teorema 3.21. Caracterizagdo das FuncOes Logaritmicas.
Seja f: RT - IR, uma funcdo monétona injetiva (isto €, crescente ou decrescente) tal que
f(xy) =f(x)+ f(y), para quaisquer x,y € R*. Entdo, existe a >0 tal que
f(x) = log,x, paratodo x € R*.
Demonstracdo. Suponhamos f crescente. O outro caso € tratado da mesma maneira.
Podemos dizer que f(1) = f(1.1) = f(1) + f(1). Logo, f(1) = 0. Suponhamos que
exista um numero real a positivo tal que f(a) = 1. (Depois demonstraremos que isto
sempre ocorre, logo ndo trata-se de uma suposicao e sim de um fato veridico). Sendo f
crescente, como f(a) =1 >0 = f(1),temos a > 1. Paratodo m € N vale:
f(@@™) = f(a.a.a..a),mvezes. Dai, f(a™) = f(a) + f(a) + f(a) + -+ f(a), m vezes.
Portanto concluimos que, f(a™) = mf(a) = m.Pois, f(a) = 1.(8)
Sejam € N. Podemos dizer que:

0=f(1)=f(@a™)=f@)+fl@™=m+f(a™)

Logo, f(a™™) = —m.(9)

Sejar =%,m € Zen € N. Assim,
f@m) =f(@@m)=f((a)™")=f(a".a".a" ...a"),n vezes. Dai, tem-se que
f@m) =f@)+f@)+f(@@)+--+ f(a"),n vezes. Portanto concluimos que
m = f(a™) = nf(a"); f(a") == =71.(10)
Se x € R ¢ irracional entdo tomemos r e s racionais tais que:

r<x<s=2ad <d<a=>f@)<f@<f@=r<f@)<s
Assim, todo namero racional r, menor do que x, € também menor do que f(a*) e todo
namero racional s maior do que x é também maior do que f(a*). Sejam (1;,) e (sp)
sequéncias de numeros racionais tais que r, < x,n €N, limn, =x, s, >x,n €N e
lims, =x. Desse modo, n, <x<s, € CcOmMO mostramos anteriormente,
1, < f(a*) < s,. Assim, tomando o limite quando n tende ao infinito em ambos lados
temos,

x < f(a*)<«x
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Logo, f(a*) = x.(11)
Portanto, por (8), (9), (10), (11), temos f(a*) = x, paratodo x € R. Logo f é a funcéo
inversa de h(x) = a* dai, f(y) = log, y paratodo y > 0.

Consideraremos agora o caso geral, em que se tem uma funcdo crescente
g:RT - R, tal que:

g(xy) = g(x) +g),
Devemos mostrar que existe um numero real a positivo sem a hipétese de g(a) = 1.
Como g(1) =0 e 1< 2. Entdo, g(2) = b > 0. Considere h: R* — R, definida por
h(x) = g(x)/b, h é crescente, transforma somas em produtos e temos que
h(2) = g(2)/b = 1. Logo, pela primeira parte da demonstrag&o, tem-se h(x) = log, x
paratodo x > 0. Assim, g(x) = b - h(x) = b - log, x. Tomemos, a = 2/?, Dessa forma,
g(@) =b-log,a=b-log,2'? =1

Com isso concluimos a demonstracdo do teorema.m

3.5 Funcéo Logaritmica Natural

Esta abordagem de logaritmo é umas das mais simples de conceituacéo, técnica e
recorre a um auxilio geométrico no que se refere a area de figuras planas. O uso da
geometria inicialmente foi assunto de muita valia na histéria da matematica,
principalmente no que se refere aos conceitos, definicdes e demonstragdes que os Gregos,
como por exemplo Euclides, resolviam os problemas da época. Portanto, esta definicdo
de logaritmo torna-se algo mais proximo de como a matematica era vista e aplicada, e por
este entre outros motivos que a abordagem geomeétrica para definir logaritmos é vista de
maneira “natural”. Em suma, esta questdo da naturalidade esta relacionada ao fato do
numero e (neperiano) aparecer nos célculos de maneira espontéanea.

Segundo Lima (2009) foi primeiramente o padre jesuita belga Gregory Saint
Vincent, em 1647, e depois Isaac Newton, em 1660 que observaram uma relagéo entre a
area de uma faixa de hipérbole e os logaritmos. Embora, eles ndo tenham reconhecido
que essa area estava relacionada de fato com logaritmos, nem tenham identificado o
namero e, suas observacOes pioneiras revelam que a concepcdo geométrica de fungéo
logaritmica é muito antiga, com mais de 3 séculos e meio de existéncia. Além de antiga,
entendemos que ela é natural, intuitiva e instrutiva, pois podemos utiliza-la para introduzir

o Calculo Integral.
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Introduziremos a defini¢éo de area de uma faixa de hipérbole, utilizando o sistema
de coordenadas cartesianas. Por simplicidade diremos ponto (x,y) em vez de par

ordenado cujas coordenadas sdo x e y.

Seja H o ramo positivo do gréafico da funcéo y = % Portanto H é um subconjunto

do plano constituido pelos pontos da forma (x, i) com x real positivo. Ou seja,

1
H= {(x,y);x >0,y = ;}

Um ponto (x, y) pertence ao conjunto H se, e somente se, x > 0 e xy = 1. Uma faixa de
hipérbole (figura 3.1) é obtida quando fixamos dois numeros reais positivos a,b e
tomamos a regido do plano limitada pelas retas verticais x = a, x = b, a hipérbole H e

0 eixo das abscissas. Indicaremos essa regido pelo simbolo Hy' .

Gréfico 1 - Faixa de hipérbole

a b X

Fonte: Autor, 2018.

VVamos definir a seguinte funcéo g(a, b) que indica a area orientada de H.

area Hf, sea < b.
g(a,b) = — area Hf, sea > b. (12)
0, se a =b.

Proposic¢do 3.22. Sejam a, b, c nimeros reais positivos, entao:

g(a,b) = g(a,c) + g(c,b)
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Demonstracdo. Mostraremos para a < b <c.Os outros casos sdo analogos.
Suponhamos primeiramente, a < b < c. Entdo, g(a, b) = area H}, g(a,c) = area HZ e
g(c,b) = —areaH?.  Temos que  4&rea HY + area H? = 4rea H®.  Ento,
g(a,b) — g(c,b) = g(a,c). Logo, g(a,b) = g(a,c) + g(c,b). E assim concluimos a
demonstracdo. m

Para a definicdo de logaritmos como a &rea abaixo de uma curva, usaremos a
mesma ideia da faixa de hipérbole, porém teremos b = x como varidvel e fixaremos
a=1.

Seja x um numero real positivo. Entao,

area HY, x>1
f(x) ={ — area HY, 0<x<1
0, x=1

Observemos que g(1,x) = f(x), x € R*.

Gréfico 2 — Faixa de hipérbole de 1 a x

y

Fonte: Autor, 2018.
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Gréfico 3 - Faixa de hipérbole de x a 1

Yy

Y

Fonte: Autor, 2018.

Teorema 3.23. A funcdo f: R* — R, definida anteriormente é logaritmica.
Demonstracédo. Devemos mostrar que f satisfaz a duas seguintes condices:
(i) f é uma funcdo crescente.
(ii) f(xy) = f(x) + f(y), para quaisquer x,y € R*.
Iremos demonstrar primeiramente (ii).
Sejam x,y € R*, tais que x < y, e g a funcdo definida em (12). Assim pela proposicao
322, g(1,xy) = g(1,y) + g(y,xy). Para a demonstracdo do item (ii), precisamos
mostrar que g(y,xy) = g(1,x). Para isso precisamos analisar uma transformacao
geomeétrica que se revela Gtil para 0s nossos propositos.

Segundo Lima (2009) para cada numero k > 0, definimos a transformacéo
T = Tx: R? > R?, que associa a cada ponto (x,y) € R? o ponto T(x,y) = (kx,y/k) um
retdngulo X de lados paralelos aos eixos, com base medindo b e altura medindo a, é
transformado por T num retangulo X’ = T(X), ainda com lados paralelos aos eixos,
porém com base kb e altura a/k. Portanto X e X’ = T(X) tém é&reas iguais. Mais
geralmente, T transforma toda figura F do plano numa figura F’ = T(F), cujas dimensdes
em relacdo a F a sdo alteradas pelo fator k na horizontal e 1/k na vertical. Logo F e F’
tém a mesma area. Em particular a transformagédo T = T): R? —» R? leva a faixa H2 na

faixa H2X, cujas areas sdo iguais, conforme representa a figura a seguir.
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Grafico 4- Transformacdo T que leva a faixa H? na faixa H2K

y

Fonte: Autor, 2018.

Portanto, g(y,xy) =g(1,x). Assim, g(1,xy)=g(1,y)+g(1,x), como
g(1,x) = f(x), concluimos que f(xy)=f(x)+ f(y). Com isso finalizamos a
demonstracdo do item (ii).

Provaremos (i). Seja x,y € R*; tal que x <y. Logo existe um nimero real
a>1 tal que y=ax,entdo f(y) = f(ax)=f(a)+ f(x). Como a>1 temos
f(a) > 0. Dai, concluimos que f(x) < f(y). Assim concluimos a demonstracéo do item
(i). Portanto, dos itens (i) e (ii) finalizamos a demonstracdo do teorema.m

Pelo teorema 3.21 f é uma funcdo logaritmica. Assim, existe um ndmero real
positivo que chamaremos de e, tal que f(e) =1 e f(x) = log, x. Observemos que
f(e) = 1 implica que a area H} = 1. Segundo Lima (2009), usando este fato pode-se

mostrar que,

1 n
e = lim (1 + —)

n
Assim definida, a fungdo tal que f(x) = log, x é chamada funcéo logaritmica natural
cuja notacdo é f(x) = In x. Segundo Lima (2009), alguns autores definem o logaritmo
cuja base é o numero e como logaritmo neperiano. Vimos no capitulo 2 que a base
implicita na defini¢do de logaritmos proposta por Napier tinha valores diferentes deste, a

saber 1/e.
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4 MODELAGEM MATEMATICA ENVOLVENDO CRESCIMENTO OU
DECRESCIMENTO EXPONENCIAL
Vimos no capitulo anterior que as fungbes g do tipo exponenciais sdo

gx+t)—g(x)
(%)

depende somente de t. Neste capitulo discutiremos duas maneiras distintas de

caracterizadas pelo fato de seu acréscimo relativo ser uma funcdo que

modelarmos determinados problemas por fungbes do tipo exponencial g: R - R,
definida por g(x) = b - a*, onde b é uma constante real e a um nimero real diferente de
zero. A primeira delas faz uso do Célculo Diferencial e Integral, na resolucéo de equagdes
diferenciais, nela 0 nimero e aparece de maneira natural, uma vez que definimos o
Logaritmo com a area abaixo do ramo de uma hipérbole. Assim, a compreensdo dessa
primeira abordagem € destinada, de certa forma, a alunos de nivel superior, portanto
faremos uma segunda, que refere-se a um modelo discreto de descrevermos expressoes
do mesmo tipo, pois este método é o mais utilizado no ensino médio. A diferenca entre
cada uma delas é a base utilizada, porém isto ndo interfere no resultado a ser encontrado,
que sera mostrado ao longo do capitulo a dificuldade em utilizar o modelo discreto esta
relacionado ao dominio da funcdo, que é inteiro. Porém, faremos abordagens utilizando
Progressdo Geométrica, Regressdo Linear e a Caracterizacdo da Fungbes Tipo
Exponenciais para mostrar que podemos fazer uma extensdo do modelo discreto para o

continuo. Ou seja, de dominio inteiro para real por fungbes continuas.

4.1 Modelagem a partir de Problemas de Variavel Continua
Seja x: R —» R uma funcdo tal que a taxa dy/dx € proporcional ao seu tamanho

presente. Em linguagem de equacéo diferencial, dizemos que:

dy
——=ky (13)

onde, k é uma constante real.

Resolvendo a equacdo diferencial (13) temos que:

dy dy
—=kyeo—=kd
ax Y y x
Usaremos como condi¢&o inicial que x(0) = x,. Dai, temos que:
y(x) p y(x)
X
& J kdx © Iny(x) —Iny, = kx & lny( ) = kx,
y Yo
Yo Yo

Ou seja,
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y(x)
Yo
Nesse caso, yé do tipo exponencial, y(x)=b.a*, onde b=1y(0) e

=e o y() =y, e

a = e*. Portanto a grandeza y(x) estd associada a um crescimento (a > 1) ou
decrescimento (0 < a < 1) exponencial. Quando a incdgnita em questdo for x, basta
utilizarmos a inversa da funcdo exponencial de base e, ou seja a fungdo logaritmica

natural, como visto no Capitulo 3.

Iny(x) —Iny,

Iny(x) =In(y,-e*) ©lny(x) =lny, + kx © x =

k
Dai, poderemos utilizar a seguinte expressao:
oL lny(ac)
k Yo

4.2 Modelagem a partir de Problemas de Variavel Inteira

Consideremos uma grandeza h tal que sua taxa de crescimento (ou
decrescimento) relativo seja constante igual a i em determinado intervalo A. Suponhamos
h(0) = hy. Pelo Teorema 3.15, h é uma funcdo do tipo exponencial, ou seja
h(t) = b.a%,b € R,a > 0,a # 1. Nosso objetivo é obter a lei de formagcéo de h, ou seja,
determinar os valores das constantes b e a.Para isso, apresentaremos trés maneiras

distintas de fazé-lo.

4.2.1 Modelagem de h por meio de Progressao Geomeétrica
Essa abordagem ¢é frequentemente utilizada no Ensino Médio por se tratar de um
assunto que faz parte da grade curricular destes alunos. Portanto, utilizando a propriedade

da grandeza h e supondo-a crescente, podemos construir a tabela a seguir.
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Tabela 3- Grandeza h(t) em funcdo de t

t Grandeza h(t)
h(0) = hy
A h(2) = h(0) i+ hy=hy-(1+1)
21 h(22) = h(A) i+ h(A) = hy - (1 + i)?
31 h(31) = h(2A) - i + h(2A) = hy - (1 + )3
ni h(nd) = h((n— DA i+ h((n—1)A) = he- (1 + D"

Fonte: Autor, 2018.

A Ultima linha da tabela 3 pode ser deduzida por inducdo sobre n. De fato, para
n=1, h(1) =hy-(1+1i), portanto véalida. Suponha que h(nd) = hy(1+ i)™
Mostraremos que h((n + 1)A) = hy - (1 + i)™*1. Temos que:
h((n+ 1A) = h(nd) -i + h(nd) = h(nd) - (i + 1). Usando a hipo6tese de inducdo,
segue que h((n + 1DA) = hy- (1 + D)™ (i + 1) = hy - (1 + i)™, Assim, finalizamos a
demonstracdo. m

Observemos que por construcdo temos uma lei que define hno conjunto
A =1{0,4,24,...,n4, ... }. Nosso objetivo € estender a definicdo de h a todos 0os nimeros
reais. Portanto, definindo h(t) = hy - (1 + i)¥/% para todo t € R, temos uma extens3o

natural de h a todo conjunto R. Observemos que haviamos concluido que h(t) = bat.

1
Assim, temos que nesse caso, b = hy ea = (1 + i)z,

4.2.2 Modelagem de h por meio de Regressao Linear

Utilizaremos a seguir o método de Regressdo Linear, considerando o caso
exponencial, para a obtencédo da lei de formacéao de h, que é objetivo de nosso estudo. No
apéndice B deste Trabalho fizemos um estudo sobre Regresséo linear e verificamos que
€ necessario o conhecimento de algumas ferramentas estatisticas para a aplicacdo deste
método na resolucdo de algumas atividades. Utilizaremos as notacBes como sdo
apresentadas no Apéndice.
Observando a tabela 4.1 temos alguns dados como:
h(2) = ho(1 + 1), h(22) = hy(1 + 2)? e h(31) = hy(1 + 2)3

Portanto, temos que:
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_ A+24+434
t=———=21
3
—  Inhy(1+D+Inh,(1+D?*+Inh,(1+i)3 1
) = Mo +0 +in "(3 D" +inh(1+10) =3I k(1 +0)°
— A+ 2D*+3BH% 1
t? = ( )3 ( )=§14AZ

£ h(nA) = Aln ho(1+ ) + 5 22In ho(1 + )% + §3,11n ho(1+)® = ZIn h§A(1 + i) 142

Portanto,
_— - T =< 1 ] 1 ]
~ t-Inh(nA) — £+ In h(nA) gln hg’l(l + )14 — 2/1§1n h3(1 + i) 11 A+0)
o = 2 d — = —1n l
{2 — 2 %14,12 — (22)242 A
e,

b'=1nP(t)—at= %ln x3(1+1)° —%ln(l +i)2A =1Inx,
Onde a’ e b’ séo respectivamente, os coeficiente angular e linear da reta que melhor se
aproxima dos pontos (A,h(l)), (21,h(221)) e (34, h(34)). Logo por regresséo linear a
funcéo do tipo exponencial que modela a grandeza h é dada por h(t) = B - e“t. onde A

e B sdo obtidos por

1
A=In(1+1i)7

InB=Inhy & B =h,

Portanto,

11t

In (1+i)Z

Notemos que o método da regressdo linear determina a mesma expressdo
algébrica da curva tipo exponencial que obtivemos quando utilizamos a construcéo de

tabelas.

4.2.3 Modelagem de h usando o teorema da caracterizagédo das fungdes tipo exponenciais

(Teorema 3.14)

Pela  propriedade de h, temos % =i 0ou seja,

h(t +A) = h(t) - (1 +i).(14) Por outro lado, pelo Teorema 3.14, h(t) = b - at, onde
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h(0)
h(1)’

h(1+2) _ ba**l _ bad
A+ A+) A+

b=hyea Assim, h(1) = b+ a e usando (14), h(1) =

1
Dai, b.a = 4= (1 +1i),ouseja, a=(1+i)

b.a.a’
(1+0)°
Reparem que todos os trés meétodos nos levam a mesma funcdo do tipo
t
exponencial, asaber, h(t) = hy - (1 + i)7. Se quisermos determinar na expressao de h(t)

o valor da grandeza t basta aplicarmos, por exemplo, In em ambos lados da igualdade h

t
h(t) = hy - (1 + )7
Dai, temos que:

Inh(t) =Inhy(1+)¥*=Inhy+In (1 +i)* —ln (1+10) = 1nQ
Xo
Com isso concluimos que:
B A h(t)
"+ x

Na se¢do a seguir veremos a relacdo entre 0 modelo discreto e o continuo.

4.3 Relagbes entre 0 modelo discreto e o continuo

Podemos obter a relagdo entre os parametros k e A obtidos nos modelo continuo e

discreto, respectivamente, pela expressao k = In(1 + i)%. Desse modo, para modelar um
problema por uma funcao tipo exponencial adequada, basta escolher entre a obtida a partir
do continuo ou do discreto. Essa escolha ndo interfere no resultado. Ilustraremos tal fato
apresentando a resolucéo de um problema pelo método continuo e pelo discreto.
Problema 4.1: (ENEM-2013) — Adaptada. Em um experimento, uma cultura de bactérias
tem sua populacdo reduzida pela metade a cada hora, devido a acdo de um agente
bactericida. Quanto tempo levard para que a quantidade de bactérias seja igual a terca
parte da quantidade inicial?
Resolucéo 1

Seja h(t) a funcdo tipo exponencial que modela o crescimento destas bacterias

em relacio ao tempo tem horas obtida na secdo 4.1. Dai, h(t) = hy.e*t. Como
h(1) = %ho. Temos hy.e* = %ho. Isso implica que k = ln%.

Assim,
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n3

Resolvendo a equagdo anterior, segue que t = T = 1,5. Portanto, levara

. . , ;- 1
aproximadamente 1 hora e meia para que o numero de bactérias se reduza a 3 da

quantidade inicial.

Resolucédo 2
Seja h(t) a funcdo tipo exponencial que modela o crescimento destas bactérias

em relacdo ao tempo t em horas, obtida em 4.2. Dai, h(t) = hy- (1 + i)%, onde por
definicdo, i =0,5,4=1. Logo, h(t) = hy-(0,5)*. Como na resolucdo anterior,
obteremos t = 1,5. Portanto, levara aproximadamente 1 hora e meia para que 0 numero
de bactérias se reduza a 1/3 da quantidade inicial.

No capitulo a seguir faremos diversas aplica¢cdes de logaritmo em outros saberes
cientificos e tecnoldgicos, onde modelaremos as atividades utilizando em cada uma delas

0 modelo que for mais conveniente (continuo ou discreto).
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5 APLICAQ@ES: ATIVIDADES QUE PROMOVEM A
INTERDISCIPLINARIDADE EM SALA DE AULA

Assim como foi dito no capitulo 2, inicialmente o principal objetivo do uso de
Logaritmos era facilitar os calculos astronémicos, hoje, com o advento dos computadores,
a sua grande utilidade est4 relacionada a suas aplicagoes.

N&o se pode dissociar o estudo das funcBes Logaritmicas do das Fungdes
Exponenciais, uma vez que se tratam de fungdes inversas uma da outra. Para o estudo de
muitos fendmenos da natureza se faz necessario o conhecimento desses dois conteddos
matematicos, seja para suas modelagens quanto para a determinacdo de valores de
grandezas associadas ao problema.

Nesse capitulo sdo apresentadas diversas atividades relacionadas a aplicacdo das
funcBes Exponenciais e do Logaritmo a situacGes que envolvem outras disciplinas tais
como Biologia, Quimica, Fisica, Geografia. Para a elaboragdo e entendimento de tais
atividades foram necessarios estudos, pesquisas e diadlogos com profissionais dessas
diversas areas de conhecimento. Nesse sentido, acreditamos que as atividades aqui
propostas possam contribuir para se trabalhar a interdisciplinaridade em um ambiente
escolar.

Em cada secdo desse capitulo sdo tratados temas que se relacionam com outras
areas de conhecimento, além disso as aplicacdes realizadas sdo basicamente de duas
naturezas: problemas envolvendo crescimento ou decrescimento proporcional e mudanca
de escala. Assim, temos o0s seguintes topicos: Crescimento ou Decrescimento
Populacional; Concentragdo em Misturas; Potencial Hidrogenionico ou pH; Escala
Richter; Datacdo por Carbono-14; Resfriamento de um Corpo; Pressdo Atmosférica;
Intensidade Sonora; Musica. Para cada secdo, € apresentada uma introducdo a parte
tedrica relacionada ao assunto em questdo, seguida de uma atividade, que consiste de um
texto, onde se tem uma contextualizacdo do tema abordado, e um problema associado a
leitura e interpretacédo do texto.

Para a resolucdo dos problemas apresentados fizemos uso de uma calculadora
cientifica. A ideia € que os célculos referentes as opera¢des demandadas fossem efetuados
com maior tranquilidade e que ndo se traduzissem em uma dificuldade a mais, que muitas
vezes desvia o foco do objetivo da questdo em si. Acreditamos que o uso deste aparelho

tem o potencial de auxiliar os alunos a adquirirem um aprendizado significativo.
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Ao contrério do que muitos pensam, as atividades com calculadora no ensino
de célculo, podem contribuir significativamente para o desenvolvimento da
capacidade cognitiva dos alunos e suas estratégias em resolver problemas
aritméticos. A crenca de que essa ferramenta de calculo inibe o raciocinio e
abala o ensino dos algoritmos tem sido refutada, uma vez que estudos
realizados por pesquisadores e especialistas em processos de aprendizagem da
Matematica indicam que os alunos, quando libertos da parte enfadonha e
"bracal" do calculo, ativam outras habilidades, permanecendo atentos as
relacOes entre os elementos envolvidos na resolucdo de problemas aritméticos.

Além disso, a calculadora é um instrumento que faz parte da realidade
de uma parcela significativa da populacdo, sendo considerada uma forte aliada
em situagBes cotidianas que envolvam nlimeros maiores ou operagdes mais
complexas. Calcular as despesas do més de uma familia, a multa do pagamento
em atraso de uma conta ou o resultado exato de uma determinada operagéo que
apresente muitas casas decimais sdo situagfes que, normalmente, podem ser
resolvidas com a calculadora. Assim, a escola também deve se responsabilizar
por levar o aluno a familiarizacdo e a exploragdo desse recurso tecnoldgico,
tdo presente na sociedade moderna. (FANIZZI, [2017], p.2).

Os Parametros Curriculares Nacionais, também, sinalizam para a importancia do

uso da calculadora.

Estudos e experiéncias evidenciam que a calculadora € um instrumento que
pode contribuir para a melhoria do ensino da Matematica. A justificativa para
essa visdo € o fato de que ela pode ser usada como um instrumento motivador
na realizac&o de tarefas exploratdrias e de investigagdo. (BRASIL, 1997, p.30)

Sendo assim 0 nosso objetivo para esta parte do trabalho néo é de fazer contas,

mas de modelar problemas.

5.1 Crescimento ou Decrescimento Populacional

Utilizamos o modelo baseado na teoria de Thomas Malthus para determinarmos o
tempo de crescimento ou decrescimento de uma populacdo em geral, cuja taxa de
crescimento ou decrescimento é proporcional ao seu tamanho. Em linguagens de equacao

diferencial dizemos que:

P _ p (15)
ac M

Onde, u é chamada taxa de crescimento especifica dessa populacdo e P representa o seu
tamanho no tempo t.

Se u for positivo significa dizer que ha mais nascimentos do que mortes, logo a
populacéo cresce. Caso contrario, decresce. Porem, se u = 0, o tamanho da populacéo é
constante. Usaremos como condigao inicial que P(0) = P,.

A equacdo (15) foi estudada na segédo 4.1 do Capitulo 4. Vimos que a fungdo
associada a ela é dada por

P(t) =P,-e*,teR (16)
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Atividade 5.1: Crescimento Bacteriano

O texto a seguir apresenta informacdes sobre o conceito de crescimento

bacteriano:

O crescimento bacteriano [esta associado] a divisdo celular, levando a um
aumento exponencial do nimero de células iniciais de uma populacéo.
As bactérias podem crescer individualmente por fissdo binaria (a célula
alonga-se até se dividir em duas) ou no contexto de uma populacéo (as células
duplicam o seu tamanho e forma-se um septum, que consiste no crescimento
da membrana celular e da parede celular até a separacdo das duas células).
Quando uma célula se [separa] dando origem a duas novas células diz-se que
ocorreu uma geracdo, designando-se por tempo de geracdo a duragéo de todo
esse processo.
Os tempos de geracdo variam de espécie para espécie, dependendo do meio de
crescimento e das condi¢cBes de cultura. Um crescimento exponencial é
definido pela duplicacdo do nimero de células durante um intervalo de tempo
constante. Neste tipo de crescimento, o nimero de células aumenta lentamente,
passando pouco depois a um aumento muito rapido, resultando num elevado
namero de células.
Cinética do crescimento exponencial
Tendo em conta que existe uma relagdo entre o nimero inicial de células e o
namero de células ap6s um periodo de tempo de crescimento exponencial (uma
vez que uma célula da origem a duas e essas duas vao dividir-se em 4 células
e assim sucessivamente), h4 uma expressdo matematica que resume essa
relacdo:

N, =2"-N; (17)
emque N; é o nimero de células no tempo inicial; N, ¢ o nimero de células
no tempo final; n é o nimero de geragdes.
O tempo de geragdo (g) pode ser calculado através da seguinte
formula: g = t/n, emque t representa o tempo de crescimento decorrido.
Existem outras expressdes relacionadas com o crescimento exponencial que
também podem ser determinadas, desde que seja conhecido o tempo de
crescimento decorrido e 0 nimero de geragdes: p define a taxa especifica de
crescimento, [dada pela equacdo (16)], e k [é] a taxa de crescimento (nimero
de geracdes por unidade de tempo).
Ciclo de crescimento bacteriano
O crescimento de uma cultura bacteriana pode ocorrer num sistema fechado
ou num sistema aberto. No primeiro ndo ocorre renovagéo dos nutrientes e as
substancias téxicas acumulam-se no meio, ao contrario do que acontece num
sistema aberto. Um ciclo de crescimento num sistema fechado apresenta quatro
fases diferentes:
1. Fase de laténcia: geralmente, o crescimento bacteriano néo se inicia logo
apo6s a cultura num novo meio, notando-se esta fase inicial sem grandes
diferencas ao nivel do crescimento. Esta fase pode ter varias explicagdes, como
diferencas de condices entre a cultura inicial e a nova; células que sofreram
danos anteriormente e necessitam de um tempo para recuperar; inoculacdo de
uma cultura antiga; sintese dos componentes celulares necessarios para a
divisdo celular.
2. Fase exponencial: todas as células entram em divisao celular durante um
periodo de tempo que é dependente da quantidade de nutrientes presentes no
meio. Nesta fase, as células estdo no seu melhor estado de desenvolvimento,
sendo este 0 momento preterivel para a realizagdo de ensaios cientificos. A
taxa de crescimento € afetada pelas condi¢Bes de cultura e também pelas
caracteristicas genéticas dos microrganismos.
3. Fase estacionaria: depois da fase de crescimento exponencial, pode ocorrer
a deplecdo de um dos nutrientes essenciais ao crescimento celular ou a
acumulacdo de um produto de metabolismo que impeca o crescimento. Desta


http://knoow.net/ciencterravida/biologia/divisao-celular/
http://knoow.net/ciencterravida/biologia/populacao/
http://knoow.net/ciencmedicas/medicina/bacteria/
http://knoow.net/ciencterravida/biologia/populacao/
http://knoow.net/ciencterravida/biologia/parede-celular/
http://knoow.net/ciencterravida/biologia/especie/
http://knoow.net/ciencterravida/biologia/especie/
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forma, as bactérias cessam o seu crescimento, entrando numa fase estacionaria,
durante a qual a taxa de crescimento é nula.

4, Fase de declinio ou de morte celular: caso a cultura bacteriana continue
apos a fase anterior, as células vdo acabar por morrer, podendo inclusive
ocorrer lise celular. A morte celular ocorre a uma velocidade muito menor do
que o crescimento bacteriano. (SILVA, 2018, ndo paginado).

Problema 5.1. A partir do monitoramento do crescimento de uma cultura de bactérias,
um bolsista de um laboratdrio de biologia coletou alguns dados. A tabela 4 apresenta os
dados coletados por este bolsista durante as 2 horas primeiras horas.

Figura 6- Crescimento de uma cultura de bactérias

Fonte: https://pt.depositphotos.com/5380665/stock-photo-bacterial-growth.html

Tabela 4- Tamanho da populacdo em fun¢do do tempo t

Tempo (t) em horas Quantidade de bactérias B(t)
0 30
2 1920

Fonte: Autor, 2019.

A partir desses dados, usando as informacdes obtidas pelo texto 5.1, o bolsista
construiu um modelo matematico para prever o nimero de bactérias em determinado
instante ¢t.

Responda:

a) Qual o nimero de geragdes dessa cultura no instante t = 2h?
b) Qual o tempo de geracdo g dessa cultura?
c) Sendo N(t) o nUmero de micro-organismo na cultura no instante t, escreva a lei

dada pelo modelo matematico obtida pelo bolsista para a determinacdo de N (t).

d) Quantos micro-organismos haviam na cultura 4 horas ap6s o inicio das

observagdes?
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e) Comparando as expressdes (16) e (17), pode-se obter a taxa especifica de
crescimento da cultura, u. Determine-a.
Resolucéo.
a) Utilizando a expressdo N, = 2™ - N; de acordo com o texto 5.1 e as informacdes
da tabela 4, determinaremos o0 numero n de geracdes. Para n = 0 temos,
30=2°-N, o N; =30
Dai,
1920 = 2" -30 & 2" = 64
Utilizando o log, em ambos membros da Gltima igualdade anterior,
log, 2" =log,64 ©n==6
Logo, ocorreram 6 geracoes.
b) De acordo com texto 5.1 o tempo de geracdo é igual a razdo entre o tempo de

crescimento decorrido e 0 nimero de geracgdes. Portanto,
2 1

O tempo de geracao € de 20 minutos.
c) O numero inicial de células é igual a 30. Logo,
Nt = 30 " 2n

d) Do item, b) temos que g = 1/3; para um periodo de 4 horas temos que,

Wl =

4
=—n=12
n

Portanto,
N, = 30- 22 = 122880
Portanto haviam 122880 bacteérias.
e) Como N, = P(t) e N; = P,. Entéo,
N;- 2" = P, - et & 2" = gHt
Aplicando In em ambos membros da ultima igualdade anterior,

n-ln?2

In2"=lnet out=n-lh2eu=

Como g = t/n,entdon/t = 1/g. Portanto,

Uu=g-In2
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5.2 Concentracdo em Misturas

Uma solucdo quimica é uma mistura homogénea formada por dois componentes,
o0 soluto e o solvente. O soluto corresponde a substancia que sera dissolvida. Geralmente,
apresenta-se em menor quantidade na solucdo. O solvente é a substancia na qual o soluto
sera dissolvido para formagdo de um novo produto. Apresenta-se em maior quantidade
na solucao.

Figura 7- Soluto e solvente

Soluto
Solvente Solucao

Fonte: https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/quimica/calculos-envolvendo-solubilidade.htm

Apresentaremos uma situacdo, abordada em Lima (2013), em que é possivel obter
a concentragdo de um soluto em uma mistura, utilizando para isso um modelo
matematico.

Suponha um recipiente que contem inicialmente uma mistura (solvente A liquido
e soluto B s6lido) cuja concentracdo do soluto é dado por b. Nessa mistura, é despejado
o solvente A a uma taxa g constante. Deseja-se ndo alterar o volume V da mistura no
recipiente, para isso, esta escoa na mesma vazao de entrada do solvente.

Segundo Lima (2013) nessa mistura a concentracdo do soluto no instante ¢, f(t),

é dado pela funcéo do tipo exponencial
f® =b-e7 (18)

onde k é dita a taxa instantanea de escoamento. Esse fato decorre do Teorema 3.16, pois
nessa situacéo a fungdo f(t) se aplica as hipoteses do referido Teorema. De acordo com
Aguiar e Nufiez (2017) a taxa k é dada por

k=12 (9
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Atividade 5.2: Concentracao de fluoreto
A figura a seguir representa um fragmento de um artigo referente as concentragdes

de fluoreto na dgua para prevencao de carie dentaria no Brasil.

Figura 8- Artigo relacionando a qualidaOde da &gua com a concentragdo de fluoreto.

Rev Sadide Pablica 2011;45(5):964-73 Revisio

s Qualidade da agua para
Marco A Peres"

consumo humano e
concentracao de fluoreto

Jaime A Cury"

Drinking water quality and fluoride
concentration

RESUMO

O artigo visa analisar a concentra¢do de fluoreto na agua para consumo
humano, considerando o balango entre beneficios e riscos a satude, e produzir
subsidios para atualizag¢ao da legislagdo brasileira. Estudos de revisao
sistematica, documentos oficiais e dados meteorolégicos foram examinados.
As temperaturas nas capitais brasileiras indicam que o fluoreto deveria variar
de 0,6 a 0,9 mg/L para prevenir carie dentaria. Concentragdo de fluoreto natural
de 1,5 mg/L ¢ toleravel para consumo no Brasil s¢ ndo houver tecnologia de
custo-beneficio aceitavel para ajuste/remogao do seu excesso. A ingestao
diaria de agua com fluoreto em concentragao > 0.9 mg/L representa risco a
dentig@o em menores de oito anos de idade e os consumidores deveriam ser
expressamente informados desse risco. Considerando a expansio do programa
nacional de fluoreta¢do da dgua para regides de clima tipicamente tropical,
deve-se revisar a Portaria 635/75, relacionada ao fluoreto adicionado as dguas
de abastecimento publico.

DESCRITORES: Agua Potavel. fluoretacdo. Qualidade da dgua. Revisdo.

Departamento de Pritica de Satde Fluorose dentaria.
Pablica. Faculdade de Satde Piblica.

Fonte: http://www.redalyc.org/articulo.0a?id=67240193018

Problema 5.2. Suponha que em um reservatorio que abastece determinada cidade
brasileira existam 100 milhdes de litros de agua fluorada e que a quantidade de fluoreto
nesta 4gua € de 200 kg de fluoreto. Para se adequar a legislacdo brasileira se torna
necessario diminuir a concentracéo de fluoreto no reservatorio, para isso é despejada agua
pura no reservatério a uma taxa de3 milhdes de litros por dia. Suponha que
simultaneamente a solugdo de fluoreto homogénea escoe do reservatorio a mesma taxa.

De acordo com o texto descrito na atividade 5.2, em quantos dias a concentragéo de

fluoreto nesta &gua estara dentro dos padrdes brasileiros para prevencgdo de cérie dentaria?

o ~ e e s . 200000000 A
Resolucéo. Observe que concentragéo inicial de fluoreto é de To0000000 = 2 Mg/l A

medida que se aumenta a quantidade de agua e que a solucdo de fluoreto escoa do


http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=67240193018
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reservatorio esta concentracdo diminui. Usando a equacdo (19), temos que a taxa
instantanea de escoamento de fluoreto é de 3 milhdes de litros por dia em 100 milhGes
de litros de 4gua fluorada. Portanto, essa taxa € de 0,03.

Sejam T o ndmero de dias decorridos desde que a agua pura comegou a ser
despejada no reservatoério, P(T) a concentracdo de fluoreto que resta no reservatorio em
T dias e P, a concentracéo inicial de fluoreto. Pela equacéo (18),

P(T) = Py - e 03T
Como P, = 2mg/l, tem-se
P(T)=2-e%%T

De acordo com o texto descrito na atividade 5.2 a concentracéo ideal de fluoreto
na &gua para prevencao de cérie dentéria varia entre 0,6 mg/l e 0,9 mg/l . Dessa forma,
para determinarmos o tempo necessario para que a concentracdo de fluoreto esteja dentro
dos padrdes brasileiros basta resolvermos o seguinte sistema de inequagdes:

06 < 2:e7098T < 09
6 < 20-¢70037 < 9

Portanto,
In6 <In (20:e7%%7) <In9
Dai,
In6 <In20—-0,03T <1In9

Fazendo os célculos necessarios, tem-se

In20 —1n9 T < In20—1n6
0,03 0,03

Portanto, sdo necessarios no minimo 26 e no maximo 40 dias para que esta dgua esteja

dentro dos padrdes brasileiros para prevencéo de carie dentéria.

5.3 Potencial Hidrogeni6nico ou pH de uma solugéo

O potencial hidrogenidnico, pH, de uma solucdo consiste num indice que indica
qual é o nivel de acidez de determinado meio. Esse potencial refere-se a concentragédo
molar de cations hidronio, H, presentes no meio e indica se esse meio, ou mistura, é

acido, basico ou neutro. Para essa classificacdo, se faz uma comparacdo entre as
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concentracdes de cations hidrénio e ions hidréxido, OH~; presentes no meio. O meio é
classificado como &cido quando a quantidade de hidronios € maior que a de hidréxidos;
neutro, quando a quantidade de hidrénios é igual a de hidroxidos; e por fim, basico se a
quantidade de hidronios € menor que a de hidroxidos.

Por se tratarem de concentracbes com valores muito pequenos, se faz uso do

logaritmo para a classificacdo. Deste modo, o pH é definido como o logaritmo decimal

do inverso da concentragdo de H*, ou seja, pH =log——, onde [H*] denota a

[H+]
concentragdo molar de H*.

Da mesma forma, indica-se por [OH™] a concentracao de hidroxidos presentes no

meio. Mostra-se que [H*].[OH~] = 10~1* (DIAS, [2018]). Sendo pOH =

potencial hidroxiliénico, temos que pH + pOH = 14 . Portanto, tanto o pH quanto o
pOH sdo indices que variam de 0 a 14. Assim, pode-se classificar um meio pelo seu
respectivo valor do pH da seguinte maneira:

se 0 pH = 7, 0 meio seré neutro. Isso indica [H*] = [OH7];

se 0 pH > 7, 0 meio sera basico ou alcalino, indicando [H*] < [OH];

se 0 pH < 7, 0o meio sera acido e nesse caso [H*] > [OH].

A figura a seguir apresenta o pH aproximado de algumas solucdes.

Figura 9 - Escala de pH com exemplo de solu¢des com o pH préximo ao indicado

.
Iiilll

5 0 10 89 1 -"ru n 4

a1 7

Limbo
Acido~— 03 -
orideico

abaixo de 7 igual a7 acima de 7

Acido Neutro Alcalino

Fonte: https://quimicageneralylaboratorio.wordpress.com/2015/11/20/ph-en-los-alimentos/

Atividade 5.3. Criacéao de tilapias

O texto a seguir relaciona alguns fatores importantes na criacdo de tilapias como

pH e temperatura da agua.


https://quimicageneralylaboratorio.wordpress.com/2015/11/20/ph-en-los-alimentos/
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Figura 10: Relacdo entre a mortandade de tilpias com fatores como pH e temperatura.

TEMPERATURA DA AGUA E pH NA CRIACAO DE TILAPIAS

Por serem pecilotérmicos (sangue frio), a temperatura corporal dos peixes (tilapias) varia conforma a tempe-
ratura da dgua. Por isso, controlar a temperatura ambiente da agua onde estao as tilapias é fator decisivo para
o seu pleno desenvolvimento. Além disso, as tilapias se desenvolvem melhor dentro de uma determinada
faixa de temperatura, ja que se alimentam mais. Essa faixa se encontra entre 26 e 30°C.

TEMPERATURA DA AGUA

MORTE
38°
Reducao do apetite e baixa
° resisténcia a doengas e ao manejo.
30°
IDEAL - ZONA DE CONFORTO
26°
} Consumo de alimentos
| 1 reduzido e crescimento lento.
20° |
Crescimento lento, baixa tolerancia ao
manuseio e baixa resisténcia a doencas.
14-10° - -
MORTE
pH DA AGUA SINTOMAS DA ALTERACAO DE pH

Na criacao de tilapias, o pH ideal da agua devera ser
neutro, ou seja, devera aproximar-se de 7,0. Caso con-
trario, se o pH estiver abaixo de 4,0 ou acima de 11,0,
o ambiente aquatico sera desfavoravel para as tilapias,
podendo até ser fatal. Para medir o pH da agua, os pis-
cicultores utilizam um aparelho chamado peagametro.

Mortalidade total (de 1 a 3 dias).

Mortalidade de 50% dos peixes Dessa forma, podem controlar melhor o ambiente onde
(apds 19 dias). vivem os peixes.

pH BAIXO (ACIDO)
IDEAL Com o pH da agua baixo, as tilapias sofrem asfixia,

além de apresentarem excesso de muco tanto no cor-
po como nas branquias. Quando morrem, as tilapias
permanecem com a boca aberta e os olhos saltados,
sinais tipicos de morte por falta de oxigénio. Outro sin-
toma bastante caracteristico do pH acido da agua é a
inibicdo do consumo de alimentos, o que afeta o cres-
cimento ponderal dos peixes.

pH ALTO (ALCALINO)

Mortalidade significativa. Quando o pH da 4gua aumenta, sua alcalinidade tam-
bém aumenta, favorecendo a formagao de amoénia,
que pode intoxicar os peixes. Outro fator prejudicial
ao pleno desenvolvimento dos peixes é o aumento da
susceptibilidade a doencas, ao manuseio e ao trans-
porte, ja que as tilapias tornam-se fragilizadas com a
alteracao do pH.

A z B CURSOS DE CAPACITACAO PROFISSIONAL
o CRIAGAU DE T".AP'AS CBi‘_j (31) 3899-7000 www.cpt.com.br
Fonte: http://cptstatic.s3.amazonaws.com/pdf/cpt/piscicultura/tilapias-cursos-cpt.pdf

Problema 5.3. Um piscicultor cria tilapias em um tanque com formato de um
paralelepipedo cujas dimensdes sdo 10m, 30m e 4m, referentes respectivamente ao
comprimento, largura e altura. Em condi¢des normais, o pH do ambiente aquatico nesse

tanque varia de 6,7 a 7,3.


http://cptstatic.s3.amazonaws.com/pdf/cpt/piscicultura/tilapias-cursos-cpt.pdf
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a) Entre quais valores deve variar a concentracdo molar de ions de hidrogénio desse meio?
b) Suponha que 70% da capacidade deste tanque esteja cheio de agua. Para enche-lo,
abre-se a torneira que o alimenta de agua, fechando-a quando estiver completamente
cheio. Devido a algum problema ocorrido na conducédo da dgua da nascente ao tanque, o
valor do pHda &gua despejada é aproximadamente igual a 3. Estando o tanque
completamente cheio, determine o valor do pH resultante da mistura da agua jorrada e da
agua que ja existia no tanque. Considere que ndo exista solu¢io tamp&o® nesse ambiente
aquoso.
c) Considerando a situacdo descrita no item b, avalie as consequéncias para as tilapias
desse criadouro e quais efeitos bioldgicos estdo envolvidos.
Resolucéo.
a) Sejam x; e x, as concentracbes molares de ions de hidrogénio associadas aos
valores de pH dados por 7,3 e 6,7, respectivamente. Dessa forma,
—logx; =73 logx; =-73©x, =10773
—logx, = 6,7 ©logx, = —6,7 © x, = 10757
Portanto, [H*] variade 10~73mol/L a 10~%"mol/L.

No grafico a seguir, temos representados os valores de x; € x,.

Gréfico 5- Representacdo de parte do gréfico da funcdo f(x) = —logx

y

y=067

Fonte: Autor, 2019.

b) Para o célculo do pH da mistura, primeiramente iremos calcular a quantidade de

3 S&o solucdes utilizadas para manter o pH do meio constante geralmente composta por um acido fraco
(4cido conjugado) e seu sal (base conjugada). (SOLUCAO..., 2015).
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mols de ions de hidrogénio da primeira solucéo, que chamaremos solucéo 1.
Seja V; o volume da solucdo 1. Logo,
V;,=0,7-10-30-4 = 840m3 = 840000[. Como vimos no item a, as
respectivas concentracdes minimas e maximas de ions de hidrogénio equivalem a
10773 mol/1 e 10~%”mol/l. Portanto, na solugdo 1 a quantidade minima de mols
de fons de hidrogénio é de 10773 - 840000 = 4,21 - 10~2 mols e a maxima é de
107%7 - 840000 = 16,80 - 102 mols. Agora, seja V, o volume da solucéo 2.
Logo, V, =0,3-10-30-4 = 360m3 = 360000.l. Entdo, para a solugdo 2,
temos 10739 - 360000 = 36000 - 10~2 mols de ions de hidrogénio. Portanto, na
solucdo resultante, a quantidade minima e méxima de mols correspondem a
respectivamente,

360001072 + 4,21-1072 = 36004,21 - 10~2 mols

360001072+ 16,80 1072 = 36016,8 - 10~2 mols
O volume de dgua no tanque cheio é de 1200000 litros, dai, a concentracdo minima

e maxima de ions de hidrogénio sdo, respectivamente, iguais a

36004,21-1072

~ . -5
1200000 mols/l = 30,00 - 107> mols/I

36016,8 - 1072
1200000
Portanto, calculando o pH de cada concentracdo obtida acima, temos

—log (30,00 -107°) = 3,5229 e —log (30,01-1075) = 3,5228

mols/l = 30,01 - 107> mols/I

Logo, 0 pH resultante sera aproximadamente igual a 3,52.

De acordo com texto descrito na atividade 5.3, percebemos que niveis de pH
abaixo de 4 sdo letais para as tilapias. Assim, entre 1 e 3 dias, todas as tilapias do
criadouro morrerdo, devido a acidez do meio. Nessas circunstancias, estes peixes
sofrem asfixias além de apresentarem excesso de muco tanto no corpo como nas
branquias. Outra consequéncia do pH baixo € a inibicdo do consumo de alimentos

que afeta o crescimento ponderal destes peixes.
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5.4 Método do Carbono 14

No ano de 1947, o quimico Willard Libby fez uma descoberta revolucionéaria na
area da Arqueologia, a partir de seus estudos seria possivel decifrar a idade de fosseis
antigos.

Suas pesquisas revelaram que a quantidade de carbono 14, €%, dos tecidos
organicos mortos diminui a um ritmo constante com o passar do tempo. Normalmente, 0s
seres vivos absorvem e eliminam C1* de modo que em cada espécie este processo se da
de maneira constante. Os vegetais criam C* no processo de fotossintese e os animais o
absorvem no processo de digestdo, direta ou indiretamente, destes vegetais. Quando um
ser vivo morre, a absorgdo cessa, mas 0 C1* continua se desintegrando. Sabe-se que sua
meia vida é 5730 anos, ou seja, a cada 5730 anos a quantidade desse elemento se reduz
em 50%, figura 11. Como essa quantidade comeca a decair a partir da morte do

organismo, ela determina exatamente ha quanto tempo esse organismo morreu.

Figura 11- Tempo de meia vida do carbono 14

14C

0 ANOS: La concentracion de 14C es igual
a la ambiental del momento

5.730 ANOS: Solo queda la mitad de la
concentracion original

57.300 ANOS: Eliminado el 99,9% del 14C

Fonte: https://patrimoniointeligente.com/el-carbonol14-en-arqueologia/

Desse modo, usando os resultados da se¢do 4.2.1 (i = 0,5 e 4 = 5730), temos
que a quantidade de carbono 14 em um organismo que morreu a t anos é dado pela funcédo

exponencial

h(t) = hy - (1)5_2" (20)

2

onde h, é a quantidade de C'* em organismos vivos.


https://patrimoniointeligente.com/el-carbono14-en-arqueologia/
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. h(t
Observe que o quociente % expressa a porcentagem de carbono 14 na amostra.
0

Atividade 5.4. Datacéo por carbono 14
O texto a seguir faz referéncia ao método de datacdo do carbono 14.

Todo ser vivo tem em sua constituigdo particulas de carbono. Dentre as
particulas do carbono existe uma particula especifica que nos possibilita datar
com relativa exatiddo em que época tais seres  viveram.
A técnica do carbono-14 foi descoberta na década de 1940 por Willard Libby.
Ele percebeu que a quantidade de carbono-14 dos tecidos organicos mortos
diminui a um ritmo constante com o passar do tempo.
Assim, a medicao dos valores de carbono-14 em um objeto fossil nos da pistas
dos anos decorridos desde sua morte. Isso equivale a dizer que o carbono-14
morre junto com o ser vivo e é a partir desta datacdo que ele vai diminuindo
de quantidade com o passar dos anos. Isso possibilita entendermos em que
época esses seres viveram. Hoje este é o método mais eficiente para estimar a
idade de espécimes arqueoldgicas de origem bioldgica. Esta técnica € aplicavel
a madeira, carbono, sedimentos organicos, 0ssos, conchas marinhas, ou seja,
todo material que conteve carbono em alguma de suas formas. Como o exame
se baseia na determinacéo de idade através da quantidade de carbono-14 e esta
diminui com o passar do tempo, ele s6 pode ser usado para datar amostras que
tenham idades estimadas em até 50 a 70 mil anos. Depois disso a quantidade
de carbono 14 é insuficiente para analises. Assim, para datarmos, por exemplo,
seres vivos que estiveram na terra a milhGes de anos atras, como os dinossauros
ou mesmo rochas, outros procedimentos de datacdo séo utilizados, geralmente
os de is6topos de radiacdo como argdnio ou potassio, pois o carbono que
poderia existir, no caso de um dinossauro ja ndo existe mais.
Nas Ruinas Engenho S&o Jorge dos Erasmos, este procedimento foi utilizado
quando o projeto arqueoldgico desenvolvido no local encontrou quase dois mil
fragmentos considerados relevantes para a arqueologia. Muitos destes
fragmentos eram 0ssos de animais e mesmo 0ssos de humanos. Estes 0ssos
passaram pelo procedimento de datagdo via carbono-14, o que nos deu uma
datagdo muito aproximada do seu tempo de vida. Foi assim que os arquedlogos
descobriram que se tratava de ossadas oriundas do século XVI, periodo que
coincide com a construcdo e as primeiras atividades desenvolvidas no
Engenho. (DATACAO..., [2018], ndo paginado).

Problema 5.4. Suponha que no ano de 2000, por uma das escavagdes nas ruinas do
Engenho dos Erasmos, figura 12, foi encontrada uma ossada humana cujo percentual de
carbono 14 era de 95%. Tal descoberta permitiu avaliar que se tratava de um indio

escravizado que trabalhou no local.
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Figura 12- Parte de ruinas localizadas em Engenho dos Erasmos

a) Usando a datacdo do carbono 14, determine, aproximadamente, h& quanto tempo
esse indio morreu e o possivel ano da morte desse indio.

b) Retire do texto informacdes que vem ao encontro do resultado obtido em a).

Resolucéo.
a) A partir dos dados do enunciado temos que a quantidade de carbono 14 encontrada

erade  95%, portanto h = 95% - h,. Utilizando a equacédo (20), temos:
t t

1\5730 1\5730
O,95-h0=h0-<§) ‘:’(E> — 0,95

Utilizando log, em ambos membros da Ultima igualdade anterior temos que,
t

oz, (2)7%° = log, 0,95 & - 0,074 424,02
- = o —=- otz
08> (2) 082 %) 5730 t '

Portanto, este indio foi morto h& cerca de 424 anos. Como a datacéo foi realizada no de

2000, entéo ele provavelmente faleceu no ano de 1576.

b) Pelo item a descobrimos que o ano da possivel morte do indio foi em 1576 ou
seja, século XVI que segundo o texto descrito na atividade 5.4, coincide com a

construcdo e as primeiras atividades desenvolvidas no Engenho.


http://www.usp.br/imprensa/?p=27531
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5.5 Escala Richter

Terremoto ou abalo sismico é um movimento brusco e repentino do terreno,
resultante da ruptura de uma rocha (falha). Essa ruptura causa a liberacdo de uma grande
quantidade de energia, a qual gera ondas elasticas que se propagam pela Terra em todas
as direcdes. Normalmente ndo é o deslocamento na fratura que causa maior estrago, mas
sim as vibragdes (ondas elésticas) que se propagam a partir da fratura. Na maior parte das
vezes a fratura nem atinge a superficie, mas as vibracfes podem ser fortes o suficiente
para causar danos consideraveis.

Para quantificar a magnitude de terremotos foram elaboradas trés escalas: a de
Richter, a de Magnitude do Momento (escala Mw) e a de Mercalli. As duas primeiras sao
quantitativas e a Ultima, qualitativa. Na prética, entretanto, os resultados obtidos pelas
quantitativas sdo muito aproximados para terremotos de intensidades médias. Aqui,
abordaremos a Escala Richter. (TERREMOTOS, 2019, ndo paginado).

A Escala Richter € uma escala logaritmica elaborada por Charles Richter e Beno
Gutenberg. Para a sua construcdo é levado em conta a amplitude da onda marcada por
um sismdgrafo (aparelho que utiliza um péndulo para medir distarbios sismoldgicos
causados pelos movimentos naturais da crosta terrestre). Apesar de ndo haver limite para
a escala Richter, a propria Terraa imp&e um limite fisico, ndo havendo eventos superiores
a 10 graus na escala. Além de medir a magnitude, também é possivel comparar as
intensidades dos terremotos entre si. Assim, tremores muito fracos possuem um grau
menor e aqueles mais intensos possuem uma graduacao maior. Vale ressaltar que o poder
de destruicdo de um terremoto ndo esta relacionado apenas a sua magnitude, ou seja, nem
sempre um sismo de maior magnitude sera mais destrutivo que um de menor magnitude.
Vaérios fatores influenciam nesse fenémeno: profundidade do hipocentro (ponto interior
onde ocorre a fratura principal), a distancia entre o ponto e o epicentro (local onde ¢é
registrada a maior magnitude dos abalos), as condigdes geolOgicas, a estrutura de

engenharia dos edificios atingidos, e estrutura socioecondmica de cada lugar.


https://www.infoescola.com/geologia/sismologia/
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Figura 13- Imagem obtida através de um sismografo de uma estagéo localizada no sul
da Califérnia.
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Fonte: http://ecalculo.if.usp.br/funcoes/grandezas/exemplos/exemplo5.htm

Para o célculo da magnitude M de um terremoto na escala Richter tem-se a

seguinte formula
M = logA— log4, (21)

Onde, A e A, sdo respectivamente, as amplitudes maximas de deslocamento horizontal
observadas a uma determinada distancia epicentral, para terremoto com magnitude local
e zero. Richter apresentou a magnitude zero como aguela que induz uma amplitude de
distancia igual a um micrémetro (1 um) para um epicentro igual a 100 km de uma estagédo
Wood Anderson. Para outros tipos de estacGes sismograficas € preciso aplicar uma
correcdo no valor do deslocamento epicentral associado a definicdo da constante A,.
(COLLANTES, 2015).

A energia E liberada por um terremoto pode ser determinada a partir da sua

lnagnitude, como mostra a rela(;éo
M = 210 22

onde E ¢ a energia liberada em kW/h e E, = 7 x 1073 kW/h.


http://ecalculo.if.usp.br/funcoes/grandezas/exemplos/exemplo5.htm
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Figura 14- Efeitos do terremoto.

Entenda os efeitos dos terremotos

s sismologos usam a escala de magnitude para representar a energia sismica liberada por cada
terremoto. Veja abaixo tabela com os efeitos tipicos de cada terremoto em diversos niveis de magnitude

A ESCALA RICHTER
Menos de 3,5 35a54 6,1a69 de B graus ou mais
Temrarmots muito forte
Geralmente néo & Fraquentzmente néo g8 Pada causar danos .
sentide, mas poda ggn?{ mas pode calsar raves em regifes ‘Causa deatruigho tatal na
ser registrado e onde vivem militss comunidade alingida & em
pequ peBsnss comunidades priximas

70a79
55a6,0
T Terermoto de grande
danos em edficaglies ?'.am ;&-?aa

* Esta tabela & "aberta”, portanto ndo é possivel determinar um limite maxime de graus

“Ainda que cada terremoto tenha uma magnitude Onica, os efeitos de cada abalo sismico variam bastante devido a
distancia, s condigbes do terrena, as condigies das edificagies e de outros fatores

Fonte: http://matematicaenigmatica.blogspot.com/2011/03/matematica-e-terremoto.html

Atividade 5.5. Relacdo entre abalos sismicos ocorridos entre Chile e Haiti em 2010
O texto a seguir faz a relagéo entre os sismos ocorridos no Chile e o Haiti, explicando o

porqué de serem diferentes.

WASHINGTON - As condicdes e a localizagdo dos terremotos que atingiram
Chile e Haiti explicam porque um abalo muito superior, como o chileno,
causou um nimero minimo de vitimas em relagdo ao fendmeno que devastou
0 Haiti, em janeiro passado.

Até o momento, o terremoto do Chile, de 8,8 graus [na escala Richter], deixou
708 mortos, enquanto o tremor no Haiti, de [7,0] graus [na mesma escala]®,
matou mais de 220 mil pessoas.

No Chile, o abalo da madrugada de sdbado passado teve seu epicentro a 115
km da cidade de Concepcion e a 325 km de Santiago, mas no Haiti o epicentro
foi a 25 km de Porto Principe, a capital do pais.

No Haiti, a pouca profundidade do tremor, a cerca de 10 km da superficie,
multiplicou a violéncia das vibragdes e amplificou os danos no solo. J& no
Chile, o epicentro foi cerca de 35 km sob o oceano, o que reduziu o impacto,
mas produziu um tsunami. "Mas a diferenca ndo se deve apenas ao epicentro
do tremor, ja que o Chile estd muito melhor preparado que o Haiti para
enfrentar qualquer abalo desta intensidade”, disse a AFP Roger Bilham,
professor de geologia da Universidade do Colorado.

O Chile se encontra em uma das zonas de maior atividade sismica do mundo,
na convergéncia de duas grandes placas tect6nicas, o que provoca abalos de 8
graus a cada dez anos, aproximadamente, mas o Haiti ndo sofria um terremoto
tdo catastréfico na regido de Porto Principe ha 240 anos.

Precisamente no Chile ocorreu em 22 de maio de 1960 o maior terremoto ja
registrado, o abalo de Valdivia, de 9,5 graus, que matou 2 mil pessoas.
Segundo a empresa americana EQECAT, especializada na avaliacéo de riscos,
as normas chilenas de construcéo "minimizaram o potencial de destrui¢do" do
terremoto.

A organizacéo Architecture for Humanity estimou que os efeitos do terremoto
no Chile "foram muito menores que no Haiti (...) sem ddvida devido ao estado
de preparagdo do pais, incluindo as normas de construcdo...". "Se um prédio
cai durante um terremoto € porque foi fortemente sacudido ou porque foi mal

4 O valor de referéncia de 7,7 foi modificado para 7,0 graus na escala Richter, afim de melhor
compreensdo do problema 5.5.


http://matematicaenigmatica.blogspot.com/2011/03/matematica-e-terremoto.html
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construido", resumiu o professor Roger Bilham. "No Haiti, os prédios eram
muito frageis. Quem os construiu, ha 20 ou 30 anos, fez timulos para seus
ocupantes".

Em Porto Principe, onde vivem dois milhdes de habitantes, apenas dois prédios
foram construidos para enfrentar terremotos, e ambos resistiram ao abalo de
12 de janeiro. (CHILE..., 2010, ndo paginado).

Problema 5.5. No dia 27 de fevereiro foi registrado no Chile um terremoto que ocasionou
severos desastres ao pais. No mesmo ano, em 12 de janeiro no Haiti foi registrado na
mesma escala um terremoto que praticamente dizimou o pais, onde seu epicentro deu —
se proximo a capital de Porto Principe. Usando as informacdes do texto, faca o que se
pede.
a) Compare as amplitudes méaximas e o valor da energia liberada dos terremotos ocorridos
em cada um destes paises.
b) De acordo com o texto descrito na atividade 5.9 explique o porqué de no Haiti os
desastres terem sido mais intensos do que no Chile.

Resolucéo.

a) Utilizando a equacdo (21), tendo M; = 8.8, e M, = 7.0. Seja A; a amplitude

maxima gerada pela magnitude M; e A, a amplitude maxima gerada pela

magnitude M,. Entdo,
A
M, —M, =18 < logd, —logA4, = logA—l =18
2

Dai,

A; = 10284, = 63A4,. Ou seja, a amplitude maxima ocorrida no Chile foi cerca
de sessenta e trés vezes maior do que a no Haiti.

Utilizaremos a equacéo (22) para calcular a energia liberada pelo terremoto. Seja

E,aenergia liberada por M, e E, é a energia liberada por M,. Assim,

M, —M, =18 21 (El) 21 (EZ) 1.8
-M,=18¢& = —)—-= —)=1
1 2 3 08 E, 3 0g E,

2 E; E; 07
§logE—2 2.7 = logE—2 < E, =10¢"E, = 501E,

Ou seja, a energia liberada no Chile foi cerca de quinhentos e uma vez
maior do que no Haiti.
b) Apos a leitura do texto descrito na atividade 5.5 e analise de resultados encontrados

no item a observa-se que os desastres no Haiti foram mais intensos do que no Chile,
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devido a diversos fatores, dentre eles pode-se destacar a profundidade de onde
ocorreu o tremor, fragilidade nas construcbes dos edificios, infraestrutura

inadequada, dentre outros aspectos.

5.6 Resfriamento de um corpo

Nesta secéo trataremos da lei que rege o resfriamento ou aguecimento de um corpo
quando colocado em um ambiente com uma temperatura diferente da sua. O que se
observa € com o tempo, 0 objeto atinge o equilibrio térmico com o ambiente. Tal lei €
conhecida como a Lei de Resfriamento de Newton. De acordo com ela, a taxa de
resfriamento é proporcional a diferenca de temperatura. Matematicamente falando,
segundo a lei de Newton, tem se D(t) = D, -e~* (23) onde D, ¢é a diferenca de
temperatura entre o corpo e o ambiente no instante t = 0, D(t) essa diferenca num
instante t qualquer e a uma constante que depende de varios fatores, como por exemplo
caracteristicas do material que constitui o objeto, a sua superficie de contato, 0 meio em
que ele é colocado.
Atividade 5.6. Uma aplicacdo na criminalistica.
O texto abaixo apresenta uma aplicacdo da lei de resfriamento de Newton que permite

determinar a hora do 6bito de uma pessoa.

Existem hoje vérias técnicas para indicar a hora do 6bito. A forma mais simples
e usada no mundo é a medicdo da temperatura do cadaver por meio de um
termdmetro. Quando um individuo morre, sua temperatura que era em torno
de 36,5°C comeca a cair e tende a se igualar a temperatura do ambiente. No
entanto, o método nao deve ser aplicado se o cadaver perdeu muito sangue ou
se morreu devido a ingestdo de algum tipo de veneno especial ou se passar
muito tempo apo6s o dbito, quando ficara dificil de determinar esta variagdo de
temperatura e levando em conta também que fatores, afetam a perda de
temperatura e explicam a margem de erro dessa técnica (fatores que serdo
desconsiderados neste artigo). Tal aplicacdo se torna possivel devido a
mecanismos bioquimicos que sdo mantidos em nosso corpo a uma temperatura
constante de aproximadamente 36,5°C. Quando ocorre o Obito, estes
mecanismos deixam de funcionar e, entdo, a temperatura do corpo comeca a
diminuir da mesma forma que uma xicara de café esfria depois de servido.
Assim, é possivel determinar a hora aproximada de ébito de uma pessoa
através de um modelo matematico de Equagéo Diferencial Ordinaria aplicada
na Lei de Variacdo de Temperatura de Newton. (SILVA, 2019, p.51).

Problema 5.6. Uma pessoa foi assassinada em determinado local de uma cidade.
Segundo o relato de alguns policiais o corpo desta vitima foi descoberto as 21 horas. O
médico legista chegou as 21:30 e imediatamente verificou a temperatura do cadaver, que

era de 34,8°. Uma hora mais tarde tornou a verificar e encontrou 34,12°. A figura a seguir

mostra os policias e 0 médico legista no local do crime.
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Figura 15- Policias e médico legista no local do crime.

Fonte: https://ocp.news/entretenimento/investigacao-criminal-jaragua-do-sul-igp-tecnicas-forenses-series-
csi

Sabendo que a temperatura ambiente, nesse dia era de 20°. Use a lei do resfriamento de
Newton para estimar a hora que se deu a morte. Admita que a temperatura normal de uma
pessoa viva é 36,5°.
Resolucéo. Seja t o tempo transcorrido em horas a partir do momento da morte. Usando
a expressdo (Temos que D(0) = D, = 36,5° — 20° = 16,5°. Usando a expressao (23),
temos que:
D(t) =16,5°-e™*
Considerando t; o tempo transcorrido desde a morte da vitima até as 23:30 horas, logo
D(t,) = 34,8° — 20° = 14,8°. Dai, temos que:
D(t;) =16,5°-e~1 & 14,8° = 16,5° - ¢~ %11
Aplicando o In em ambos membros da equacéo anterior:
In 14,8° =1n (16,5° - e %"1) & —at,; =1n 14,8° —In 16,5° = —0,1087
Decorrido uma hora temos que, D(t; + 1) = 34,1° — 20° = 14,1°. Dessa forma:
D(t; +1) =16,5°- e *t1tD) & 14,1° = 16,5° - e~ (1D
Aplicando In em ambos membros desta ultima igualdade,
In14,1° = In (16,5°- e7¥1*D) & —q(t; + 1) =In 14,1° —In 16,5°
Substituindo o valor de —at, por —0,1087. Temos que:
—0,1087 —a = —0,1572 © a = 0,0485
Como, —at, = —0,1087. Entéo,
—0,0485¢t; = —0,1087 & t; = 0,1087/0,0485 = 2,24
E 2,24 h = 2h e 14 min. Portanto, a morte ocorreu a aproximadamente 2 horas e 14

minutos antes das 21: 30 horas, ou seja por volta de 19: 16 horas do mesmo dia.


https://ocp.news/entretenimento/investigacao-criminal-jaragua-do-sul-igp-tecnicas-forenses-series-csi
https://ocp.news/entretenimento/investigacao-criminal-jaragua-do-sul-igp-tecnicas-forenses-series-csi
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5.7 Intensidade Sonora

“Intensidade do som ¢ o fluxo de energia por unidade de area. Refere-se ao
produto da pressdo pela velocidade das particulas em um meio fluido, o que € equivalente
a poténcia recebida por unidade de area” (IAZZETTA, 2007, ndo paginado). A partir dela,
pode-se caracterizar se um som é forte ou fraco.

As suas unidades de medida mais usadas sdo W/mz2 ou J/s.mz2.

Figura 16- Intensidade Sonora.

' ™)
1 =% Intensidade ou intensidade sonora ou
sonoridade da onda esférica & medida
@ no Sl em W/m?
' Fontg P, "% Poténcia da fonte »# medida no Slem
1 sonora P, \fvatt w) . )
1= 5 S we area da superficie esférica s medida
4anR no Sl em m?
8§ = 4nR? w# R (raio da superficie esférica)
\, _ p

Fonte: http://fisicaevestibular.com.br/novo/ondulatoria/acustica/qualidades-fisiologicas-do-som/

O menor valor da intensidade sonora ainda audivel € chamado minima intensidade
sonora, ou limiar de audibilidade, é dado por I, = 1072 W /m?. J4 o maior valor da
intensidade sonora suportavel pelo ouvido, chamado méxima intensidade sonora ou
limiar de dor, é dado por I,,,,,, = 1 W /m?2.

Portanto, sendo I a intensidade sonora de uma fonte, tem-se que é conveniente
que 10712 < | < 1.Por se tratar de valores pequenos, cuja extenso de variagdo é grande,
é indicado o uso de uma escala logaritmica para a comparacdo de I com I,. Desse modo,
associado a intensidade sonora I, define-se o chamado Nivel de Intensidade Sonora, que
notaremos por N, pela expressao

N =10 - log (i) (24)
Iy

A unidade de medida para N é o decibel (dB), em homenagem ao cientista
britanico Alexander Graham Bell que realizou diversos estudos com o som, linguagem
gestual e surdez.

Observe que como a maxima intensidade sonora ocorre quando I = 1 W /m?,
usando a equacédo (24), tem-se para esse valor N = 10 - log (10%12) = 120, ou seja, 0

nivel de intensidade sonora associado ao limiar de dor é 120 dB. No entanto, estudos

indicam que qualquer som acima de 85 dB pode ocasionar perda de audigdo, porém isto


http://fisicaevestibular.com.br/novo/ondulatoria/acustica/qualidades-fisiologicas-do-som/
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dependeré da poténcia do som e do tempo de exposi¢cdo ao som. A portaria Brasileira do
Ministério do Trabalho n® 3214/78 considera o nUmero méaximo de 85 dB para 8 horas de
tempo de servigo em lugares industriais onde ha ruido de maquinas e processos ruidosos.

A figura 17, a seguir, apresenta o nivel de intensidade do som para algumas fontes

sonoras.

Figura 17- Nivel de intensidade sonora de alguns objetos, fenbmenos da natureza e

lugares.
= = | = 522

Siléncio absoluto Aspirador de pé 80dB
interior de uma igreja 10dB Interior de fabrica téxtil 90dB
Conversagao em voz baixa 20dB Buzina de caminhéo 100 dB
Respiracao ofegante 30dB Britadeira 110dB
Bairro residencial a noite 40dB Conjunto de rock 120dB
Automével bem regulado 50dB Trovao 130dB
Conversagao em voz normal 60 dB Decolagem de aviao 140 dB
Interior de um restaurante 70dB Aterrisagem de aviao a jato 150 dB

Fonte: http://osfundamentosdafisica.blogspot.com/2010/06/intensidade-sonora.html

Atividade 5.7 Nivel de Intensidade Sonora de alguns animais
O texto a seguir, retirado da Revista Galileu, apresenta alguns fatos curiosos a

respeito do som emitido por alguns animais.


http://osfundamentosdafisica.blogspot.com/2010/06/intensidade-sonora.html

Figura 18- Texto sobre a intensidade sonora produzida por alguns animais

Quais sao os animais mais barulhentos?

0 som mais ensurdecedor que vocé ja ouviu foi num show de heavy metal? Ou numa pista de aeroporto
durante uma decolagem? Ou nas avenidas movimentadas de uma grande cidade? Pois esses barulhos sao
pouco mais que sussurros se comparados a alguns sons que os animais sao capazes de produzir.

Para ter uma ideia: a média do volume de um show de rock é de 100 decibéis, um avido a jato pode
alcancar (se vocé estiver bem perto das turbinas) os 160 decibéis, e a poluicao sonora das metropoles
chega a 80 decibéis. Ja a baleia azul, em um s6 grito, vai aos 188 decibéis. E ela ndo € a Unica, como
vocé vé nestas paginas.

E qual é a razdo para tanto escandalo no reino animal? Sao varias e vao desde a tentativa de uma baleia
macho atrair uma fémea, até um simples cumprimento entre elefantes. Além disso, o que pode dar
novos contornos- e potencializar - o volume do som desses bichos é o meio pelo qual eles transmitem
sua mensagem, que pode ser a agua, o ar e até a terra. Eleger o mais barulhento do mundo é facil: a
baleia vence em todos os aspectos. Mas ha outros bichos que, se nao levam a medalha de ouro no grito
em altura, fazem bonito no barulho a distancia.

Baleia azul (Balaenoptera musculus)

Intensidade: 188 decibéis

Distancia que atinge: 800 km

Motivo: o som, além de servir para a comunicacao das baleias, é
normalmente produzido pelos machos para atrair fémeas
Habitat: todos os oceanos

Bugio (Alouatta)

Intensidade: 130 decibéis

Distdncia que atinge: 4 km

Motivo: o ruido mais alto produzido por um animal terrestre é usado pelo
bugio para comunicar ao resto do grupo a sua localizacao e, também, para
alertar sobre ameacas ou invasoes do territorio por outros bandos

Habitat: América Central e América do Sul

Ra-touro (Rana catesbeiana)

Intensidade: 70 a 90 decibéis

Distancia que atinge: 800 m

Motivo: como forma de proteger e também mostrar quem manda é que as ras
machos "mugem" tao alto. O nome touro, alias, vem da similaridade com o
barulho emitido pelo bovino

Habitat: América do Norte

Foca-elefante-do-norte (Mirounga angustirostris)

Intensidade: 100 decibéis

Distancia que atinge: 7 km

Motivo: assim como as baleias, as focas-elefantes macho emitem um
barulhento chamado para as fémeas na época do acasalamento. A diferenca
€ que o som é mais parecido com o do elefante - por isso 0 nome. O ruido
também mostra dominio aos rivais

Habitat: América do Norte, principalmente na costa da Califérnia

Elefantes africanos e asiaticos (Loxodonta e Elephas)

Intensidade: 90 a 103 decibéis

Distancia que atinge: mais de 10 km

Motivo: é sabido que os elefantes se comunicam por longas distancias por
meio de infrassons, as vibracoes terrestres que ocorrem quando o
paquiderme bate os pés no solo - a mensagem transmitida pode ser um alerta
de perigo ou um simples cumprimento. Contudo, a maior parte dos sons
produzidos por esses gigantes é audivel para os seres humanos

Habitat: Africa e Asia
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Hiena (Crocuta crocuta)

Intensidade: 70 decibéis

Distancia que atinge: 13 km

Motivo: as hienas "riem" (seus sons agudos sao denominados como risadas
pelos zodlogos) alto e ruidosamente quando sao ameacadas, perseguidas ou
atacadas )

Habitat: Asia e Africa

Leao (Panthera leo)

Intensidade: 114 decibéis

Distancia que atinge: 8 km

Motivo: os ledes machos rugem para afastar seus rivais e marcar territorio. Ja

as leoas usam o barulho para proteger a cria e chamar a atencao dos machos
Habitat: Africa

CAMPEOES DO BERRO A DISTANCIA

Até onde chega o som do animal

Ra-touro 800 m
Bugio 4 km
Foca-elefante 7 km
Ledo 8 km
Elefante mais de 10 km
Hiena 13 km
Baleia azul 800 km
MODALIDADE: GRITO EM ALTURA
(em decibéis)
200 | 188
180 | s
w|= no
1% | —=
p | = N4
20
- 103 100 90
80 70
60
40
20
BALEIA  BUGIO  LEAO ELEFANTE FOCA- RA- HIENA
AZUL ELEFANTE TOURO

Fonte: http://revistagalileu.globo.com/Revista/Galileu/0,EDG85750-7946-210,00
QUAIS+SAO+0S+ANIMAIS+MAIS+BARULHENTOS. html.

Atividade 5.7. Um zoo6logo foi a selva para estudar uma espécie de animal. Em

determinado momento, ele ouve um barulho e rapidamente utiliza um sonémetro

experimental (aparelho que mede a intensidade sonora) e verifica que a intensidade

sonora da “fonte” ¢, aproximadamente, 0,25 W /m?.

a) Utilizando o texto descrito na figura 18, descubra qual seria o animal que

possivelmente provocou o som na selva.



b)

c)
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De acordo com o texto descrito na figura 18 e a resposta do item a), qual seria a
distancia maxima que este zodlogo deve estar do animal?

Suponha que o zodlogo esta a 7 km de distancia do animal que produziu o som.
Apavorado, imediatamente, ele comeca a correr em velocidade constante. Para
sua “felicidade” existe uma caverna situada a 2km a sua frente (figura 19), onde
ficara a salvo do animal. Apos 1min o animal percebe o alvo em movimento e
corre com velocidade constante de 60 km/h em direcdo a sua presa. Determine
qual é a velocidade minima que o0 zoo6logo precisa ter, para que chegue a salvo na

caverna.

Figura 19 — representacdo das posic¢Ges do animal (A), zo6logo (Z) e da caverna (C)

Fonte: Autor, 2019.

Resolucéo.

a)

b)

Utilizando a expressdo (24) e substituindo I por 0,25 W /m?. Temos,

,25
m) =10 - (log 0,25+ 12) = 114

Portanto o nivel de intensidade sonora é de aproximadamente 114 dB.

N= 10 - log(

Consultando o texto descrito na figura 18 verifica-se que o som foi produzido por
um ledo.

De acordo com o texto descrito na figura 18 0 zodlogo deveria estar situado a uma
distancia méxima de 8 km da fonte sonora.

Pelo enunciado, o segmento AC possui 9km e ZC, 2km. Como o animal tem
velocidade de 60 km/h, ele levard 9 min para alcancar a caverna. Como ele

percebe 0 movimento do zo6logo somente 1 min ap6s 0 mesmo iniciar a fuga, o

. - . 1 A s
zoologo tem, no maximo 10min = A h para chegar a salvo. Como a distancia do
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zoologo a caverna € de 2km, entdo ele precisa de uma velocidade de pelo menos

12 km/h para chegar a salvo.

5.8 Pressdo atmosférica

Pressao atmosférica é a forga por unidade de area exercida sobre todos 0s corpos
da superficie terrestre pela coluna de ar atmosférico. Sua manifestacdo esta diretamente
relacionada a forca da gravidade e a influéncia que essa realiza sobre as moléculas gasosas
que compdem a atmosfera (PENA, [2011]). A medida que nos afastamos da superficie
terrestre o ar vai se tornando mais rarefeito isso faz com que haja diminuicéo da presséo
atmosferica. Observe o grafico 6.

Um dos primeiros a verificar a pressdo exercida pela atmosfera na superficie
terrestre foi Torriceli, através de um experimento onde ele utilizou um tubo com
aproximadamente um metro de comprimento cheio de mercdrio, dessa experiéncia
originou-se a unidade milimetro de mercurio, mmHg. Atualmente, as unidades mais
usadas para medi-la sdo o pascal, pa, e 0 atmosfera, atm. A relacdo entre essas unidades
de medida pode ser dada pelo valor da pressao atmosférica ao nivel do mar que é

p =1 atm = 1,013. 10 pa = 760 mmHg.
Considerando a hipotese de atmosfera isotérmica®, tem-se a Lei de Halley, que

relaciona a pressdo atmosférica, p, com a altitude, h, descrita pela férmula,

h
p(h) = po-e « (25), onde p, é a pressao ao nivel do mar, e « é uma constante, cujo
valor aproximado é de 8,5 km. (VARIACAO..., [2018]) A partir dessa lei pode-se

verificar que a pressdo atmosférica decai exponencialmente com a altitude.

5 Os primeiros 4,4 km a partir do nivel do mar é bastante aceitavel considerar a atmosfera como sendo
isotérmica, ou seja temperatura constante.
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Gréfico 6- Pressdo atmosférica x Altitude
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Fonte: https://alunosonline.uol.com.br/quimica/a-pressao-atmosferica.html

Atividade 5.8. Efeitos da pressdo atmosférica nos seres humanos
O texto abaixo relaciona os efeitos no corpo humano causados pela variagdo da

pressdo atmosférica de acordo com a altitude

Como qualquer outro ser vivo, 0 homem evoluiu para viver em determinadas

condigdes de clima e pressdo atmosférica — mas ndo consegue se conformar so

com seu habitat. Impulsionado pela vontade de superar limites, ele testa sua

capacidade de sobrevivéncia em ambientes indspitos como nenhum outro

animal faria. Aventurar-se no alto de uma montanha ou no fundo do mar exige

que o organismo humano se acostume as diferengas no comportamento do gas

essencial & vida, o oxigénio.

Quanto maior a altitude, menor a quantidade de oxigénio, pois o ar fica menos

denso, com mais espagos vazios entre as moléculas. A pressdo atmosférica

diminui, causando dor de cabega, nduseas e prostracdo. JA4 em grandes

profundidades, o perigo éa pressdo sobre o peito do mergulhador, um

obstaculo ao trabalho dos mdsculos na respiragdo. Até a volta pode ser

perigosa, tanto das alturas quanto das profundezas. E que a coordenagio

motora, a lucidez e a capacidade de raciocinio rapido ficam comprometidas.
Limites & prova

No mar ou nha montanha, saiba o esfor¢o que seu corpo faz para controlar a

respiracao.

8 000 metros — Zona fatal

No topo do Monte Everest, 0 pico mais alto do mundo, o aventureiro consegue

respirar apenas 30% do oxigénio necessario. Os poucos alpinistas que

conseguiram chegar 14 sem tubos de oxigénio aguentaram uma hora e meia, no

maximo. Mais do que isso, € morte certa.

5 000 metros — Alerta vermelho

A capacidade de adaptacdo do organismo diminui muito. Aumenta o risco de

edemas por acumulo de liquidos no pulmao ou no cérebro.

3 600 metros — Sufoco andino

La Paz, na Bolivia, é a capital mais alta do mundo. Seus 700 000 habitantes

estdo acostumados ao ar rarefeito da Cordilheira dos Andes. L4, é comum

mascar folhas de coca (foto) para atenuar os efeitos da altitude.

2 800 metros — O corpo sofre

O organismo comeca a responder a reducdo do oxigénio. No inicio, vocé passa

a respirar mais depressa e mais profundamente. A frequéncia cardiaca também

aumenta, para distribuir o oxigénio a todas as células com mais eficiéncia. A


https://alunosonline.uol.com.br/quimica/a-pressao-atmosferica.html
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partir do terceiro dia nesta altitude, o corpo se adapta e comeca a produzir mais
hemoglobina, a molécula sanguinea que transporta o oxigénio.
Nivel do mar
Aqui, vocé tem uma coluna de ar sobre a cabeca, que corresponde a 1
atmosfera, a unidade de medida da pressdo atmosférica.
-10 metros — Mergulhar de cabeca
A cada 10 metros que vocé desce, a pressdo aumenta em 1 atmosfera. O
timpano, a membrana do ouvido, pode ser empurrado para dentro, provocando
dor. Para que ele ndo se rompa, é preciso fazer a chamada “manobra de
Valsava”: tape o nariz e a boca e faga forga para expirar até que as pressoes se
igualem.
-40 metros — O canto das sereias
Nesta profundidade, a pressao € de 5 atmosferas. Os mergulhadores precisam
usar um cilindro de ar comprimido. O nitrogénio, aqui, € um vildo. Ele interfere
nos estimulos nervosos causando a “embriaguez das profundidades”. Se o
retorno a superficie for muito rapido, acontece a embolia, que é a formac&o de
bolhas no sangue. Resultado: deformacdo ou, até mesmo, rompimento do
pulmao.
-300 metros — Trabalho submarino
Para trabalhar nas plataformas de exploracdo de petréleo submarino, os
mergulhadores precisam adaptar-se lentamente em camaras especiais, onde
respiram uma mistura de hélio, oxigénio e nitrogénio.

Emergéncia a bordo
Seria impossivel viajar de avido, acima dos 10 000 metros, se as cabines ndo
fossem supridas de ar pressurizado. Nessa altitude, a quantidade de oxigénio
no ar é insuficiente. Se, por algum motivo, ocorre uma queda de pressdo, uma
mascara garante o suprimento necessario de oxigénio (foto). Do contréario, 0s
passageiros perderiam a consciéncia em poucos minutos.

Quem sabe é super
O recorde oficial de profundidade para a perigosa e desaconselhavel atividade
do mergulho sem equipamento é de 130 metros, obtido pelo cubano Francisco
“Pipin” Ferras, ao largo do Cabo San Lucas, México, no dia 10 de margo de
1996. (LISBOA, 1998, nio paginado).

Problema 5.8 A Copa Libertadores da América de 2019 é a 60% edicdo da
competicdo de futebol realizada anualmente pela Confederagdo Sul-Americana de
Futebol (CONMEBOL). Segundo o calendéario do campeonato, o Clube Regatas do
Flamengo jogara contra o Clube San José da Bolivia no dia 05 de marco de 2019 no
Estadio Jests Bermudez localizado na cidade de Oruro, Bolivia, localizada a 3735 m

acima do nivel do mar.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Copa_Libertadores_da_Am%C3%A9rica
https://pt.wikipedia.org/wiki/2019
https://pt.wikipedia.org/wiki/Futebol
https://pt.wikipedia.org/wiki/Confedera%C3%A7%C3%A3o_Sul-Americana_de_Futebol
https://pt.wikipedia.org/wiki/Confedera%C3%A7%C3%A3o_Sul-Americana_de_Futebol
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Figura 20: Primeiro jogo do atacante Gabriel Barbosa (Gabigol) com a camisa do
Flamengo contra o time San José na Bolivia

Fonte: https://esporte.uol.com.br/futebol/ultimas-noticias/2019/03/05/san-jose-bol-x-flamengo.htm

a) Qual é o valor da pressdo atmosférica na cidade de Oruro em mmHg?

b) Sabe-se que quanto maior a altitude, menor é a pressdo atmosférica. Usando o
resultado obtido em a), determine qual € aproximadamente a razdo percentual da
pressdo em Oruro em relacdo a do nivel do mar.

c) Quais serdo os efeitos fisiologicos que os jogadores do Flamengo poderdo
apresentar? O que pode ser feito para amenizar esses sintomas?

Resolucéo.

a) Podemos determinar a pressdo atmosférica a 3735m substituindo,

po = 760 mm hg e @ = 8,5 km = 8500 m na equacéo (25). Logo,

_3735
p(3735) = 760 - e 8500 = 486,4.
Portanto a pressdo atmosférica para uma altitude de 3735 m € de aproximadamente

486,4 mmHg.

486,4
b) m = 0,64 == 64%

Observe que a pressdo atmosférica em Oruro é cerca de 36% menor do que a
pressdo ao nivel do mar.

c) De acordo com o texto da atividade 5.8 a partir de 2800 metros de altitude o corpo
desses atletas comecardo a responder pela falta de oxigénio, a frequéncia cardiaca
aumentara para distribuir oxigénio pelas células com mais eficiéncia. Os efeitos
como dores de cabeca e nduseas sdo comuns. Recomenda-se mascar a folha da
Coca, bem como ter um tempo de adaptacdo até que as células comecem a

produzir mais hemoglobina.


https://esporte.uol.com.br/futebol/ultimas-noticias/2019/03/05/san-jose-bol-x-flamengo.htm
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5.9 Frequéncia das Notas Musicais

“Musica ¢ a arte de combinar sons coerentes e 16gicos, com ordem, equilibrio e
propor¢ao dentro do tempo.” (SIGNIFICADO..., 2013)

Existem sete notas musicais, chamadas de naturais: DO, RE, MI, FA, SOL, LA,
SI, que podem ser escritas nas pautas musicais ou pentagramas (conjunto de cinco linhas
paralelas e na horizontal, separadas por quatro espagos entre elas), como mostra a figura

a sguir:

Figura 21- Notas Musicais

ky_‘.—. < ’U—W
¢ © O =
Do Re Mi Fa Sol La Si Do Re

Fonte: http://www.auva.cat/au-va-et-busca/

Além das sete notas naturais, existem as chamadas notas acidentadas, que sdo:
DO#, RE#, FA#, SOL#, LA#. Leia-se sustenido para o simbolo # justaposto & nota
natural. Cada uma das notas acidentadas se situa, quase sempre, entre duas notas naturais
formando a seguinte sequéncia de 12 notas musicais: DO, DO#, RE, RE#, MI, FA, FA#,
SOL, SOL#, LA, LA#, SI, chamada de escala musical temperada.

Entre cada duas notas da escala temperada existe um intervalo musical
denominado semitom. Assim, de DO a DO# existe um semitom. Além disso, dizemos
que dois semitons formam um tom. Por exemplo, de DO a RE existe um tom. Ao intervalo
de 6 tons, tem-se uma oitava.

A musica tem liga¢es importantes com a Matematica; uma delas esta relacionado
a escala musical temperada. A tabela abaixo relaciona cada uma das notas dessa escala
com uma poténcia de base 2, que é a razdo entre a frequéncia da nota considerada e a

frequéncia da nota DO.


http://www.auva.cat/au-va-et-busca/
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Tabela 5- Relagdo entre a frequéncia da nota considerada com a frequéncia da nota DO

Notas Musicais  RazAo entre a frequéncia da nota considerada com a frequéncia da nota DO

DO 20
, 1
DO# 212
. 2
RE 21z
) 3
RE# 212
4

Mi 212
; S
FA 212
; 6
FA# 212
7
SOL 212
8
SOL# 212
; 2
LA 212
A 10
LA# 212
11

Sl 212

Fonte: Autor, 2018.

Pela tabela 5, observa-se que a razao entre as frequéncias de duas notas musicais

1
consecutivas na escala temperada é constante e igual a 21z. Logo, as frequéncias das notas
DO, DO#, RE, RE#, MI, FA, FA#, SOL, SOL#, LA, LA#, SI, nesta ordem, seguem uma

progressao geométrica de razdo 2%.

Para essa PG consideramos que a escala temperada vai se repetindo de 12 em 12.
Assim, na tabela 5, a proxima nota DO, relativa ao 13° termo da PG, possui frequéncia
igual ao dobro da primeira. Observe que nesse caso se completou uma oitava. A nota
musical, no caso a DO, continua a mesma, porém com caracteristicas sonoras distintas.
Alguns autores colocam um numero justaposto a nota para enfatizar que a nota se
encontra na oitava associada ao numero, por exemplo, LA2 significa a nota LA situada
na segunda oitava.

Seja f,, a frequéncia, em Hertz, da enésima nota musical nessa escala, n € N. Se

1 < n < 12 dizemos que a nota se situa no ciclo da 12 oitava, se 13 < n < 24, ela se
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situa no ciclo da 22 oitava, e assim sucessivamente. Usando o termo geral da PG, segue

que

h=f2T (26)

Atividade 5.9. Frequéncia das notas musicais.
O texto a seguir relaciona conceitos matematicos e musicais, através da sequéncia

formada pelas frequéncias das notas musicais.

Quando no estudo da matematica nos deparamos com algum topico que
podemos visualizar uma aplicacéo prética, e para nossa felicidade, ha muitos
deles, se j& apreciamos 0 seu estudo, isto refor¢a ainda mais nosso interesse,
pois afinal aquilo que é produto exclusivo da inteligéncia do homem, a
matematica, encontra um modelo préatico que represente o que era produto da
inteligéncia, da imaginacdo. Assim, quando estudamos a matemética da
musica, em seus varios aspectos, como por exemplo, na analise das sequéncias
das notas sonoras da escala musical igualmente temperada, nos damos conta
que os valores das frequéncias das sequéncias de notas de uma oitava, formam
uma PROGRESSAO GEOMETRICA, cuja razio é igual a:
1

212 = 1,0594631

Eu teria gostado muitissimo em minha época de estudante que meus
professores chamassem atencdo para este fato, para essa progressao especial,
que fala de algo que ndo ha ser humano que nao goste: A Mdsica. Assim, além
de descobrir algo novo, teria aumentado ainda mais 0 meu interesse pelo seu
estudo. Mas, as vezes acho que poucos deles sabiam disso, porque claro esta
que na medida que mostramos as multiplas utilidades dos estudos de
matematica, aumenta o interesse do aluno e deixariamos de ouvir de muitos
estudantes: N&o gosto de matematica! — quando na verdade estdo expressando
que ndo gostam é daquilo que ndo compreendem e compreender certas coisas
— depende muito da didatica daqueles que nos ensinam! Mas, deixemos um
pouco de lado dessa filosofia pedagdgica, e voltemos para a nossa progressdo
geomeétrica.

Assim, podemos imaginar essa progressdo geométrica com o primeiro termo
igual a unidade, e os termos subsequentes obtidos através das multiplicacdes
sucessivas por 1,0594631:

2 -3 -4 -5 - 6 - 7 - 8 -9 .10 - 1 - 12 -1

- 1,0594631 - 11224621 - 11892071 - 1,2309211 - 1,3348399 - 1,4142136 - 14983071 - 1,5874011 - 1,6817919 - 17817975 - 1,8877487 - 2,0

Vemos aqui uma sequéncia de 13 [termos] dessa progressdo geométrica que
representa a sequéncia das notas da escala musical igualmente temperada pois
12 séo seus intervalos musicais compondo uma oitava. O nimero 2, sobre o
numero 1,0594631 corresponde ao primeiro intervalo. O décimo terceiro termo
ja pertence a prdxima oitava, ou seja se vocé comega por exemplo pela nota do
— (1), quando tiver subido uma oitava, a frequéncia dessa nota serd o dobro —
(2). Assim, se a nota escolhida for a nota LA2, que sabemos tem uma
frequéncia de 220 Hz, quando tivermos percorrido a oitava toda, a frequéncia
seré de 440 Hz.

Exemplificando, para a nota LA2: E s6 multiplicarmos todos estes niimeros da
sequéncia da PG por 220: 220*1 —220*1.0594631 — 220*1,1224621 e teremos
a sequéncia:

220 — 233,08 — 246,94 — 261,62 — 277,18264 — 293,66478 — 311,124 —
329,62756 — 349.22824 — 369,9944 — 391,99541 — 415,30471 — 440, notas
estas que sdo:

la2 — la# — si — do — do# — re — re#t — mi — fa — fa# — Sol — sol# — La3
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Assim, vocé percebe que pode escolher qualquer um destes nimeros e ir
multiplicando sequencialmente pela raz&o 1,0594631 para obter todas as notas
das oitavas seguintes, ou seja todos 0s termos dessa progressao geométrica,
muito especial, porque com ela construimos a Escala Musical Igualmente
Temperada. (NETTO, [2018], ndo paginado).

Problema 5.9. O Cifra Clube é um aplicativo que disponibiliza as cifras da maioria das
musicas que sdo tocadas em radios, televisdes e internet. Porém, com tantas informacoes
é natural que ao tocar literalmente o que esta descrito nestas cifras aparegam algumas
notas que estdo fora de ritmo dentro da masica.

Suponha que uma banda esteja tocando determinada cancéo e que o baixista deste grupo,
ainda sem experiéncia musical, acompanhando as notas no Cifra Clube, toque
determinada nota fora do ritmo da cangdo. Esta nota produziu no ambiente uma
frequéncia equivalente a 987,76Hz. O tecladista imediatamente percebeu que o barulho
produzido era muito distante do som correto e que a nota certa era SOL2 (nota SOL na
segunda oitava)

a) A partir da leitura do texto apresentado na atividade 5.5 e usando a frequéncia da nota
LA2, determine a frequéncia da nota DO1, representada por f; na equagao (26).

b) Determine que nota o baixista tocou e em qual oitava esta localizada.

c) Determine a frequéncia da nota identificada pelo tecladista e qual é a razéo entre esta

nota com a que o baixista tocou?

Resolucdo.
n—1

a) Para utilizar a equacdo (26), ou seja, f, = f; - 2 12 , precisamos determinar a
posicdo n da nota LA2 na sequéncia das frequéncias das notas musicais. Para isso,
basta verificar que LA é a décima nota na escala temperada e se situa na 22 oitava,

entdo n = 1.12 + 10 = 22. Com isso, usando a informacdo do texto que a

21
frequéncia de LA2 é 220 Hz, temos 220 = f; - 21z, ou Seja, f; = 65,50.
Portanto, a frequéncia da nota DO1 é de aproximadamente 65,50 Hz.
b) Basta substituir na equacao (26), f,, por 987,76 Hz e f; por 65,50 Hz. Dai,

n—1

987,76 = 65,50+ 212

Aplicando log, em ambos membros da ultima igualdade temos que,

n-1
log, 987,76 = log, 65,50 212
995 = log, 6550 +
’ - 08209 12
n—1

9,95 = 6,03 + ——
12
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Portanto, n = 48. Dividindo 48 por 12, obtemos quociente igual a 4 e resto igual
a 0, assim a frequéncia produzida pelo som do baixo refere-se a a nota Sl4, ou
seja, a nota S| na quarta oitava.

Para determinarmos a frequéncia da nota SOL2 basta substituirmos, na equacao
(26), n por 20. Dai,

19
f20 = 65,50 - 212 = 196,30
Portanto a frequéncia produzida pela nota SOL2 é de aproximadamente 196,30Hz.
Para determinarmos a razdo entre as frequéncias das notas SI4 e SOL2 basta

analisarmos a distancia entre estas notas que € 28. Logo,

28
212 = 5,04

Portanto, a razao entre a frequéncia da nota S14 e SOL2 é aproximadamente 5,04.
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6 CONCLUSAO

Como introduzir o ensino de Exponenciais e Logaritmos no Ensino Bésico? O
presente texto procura responder a esta questdo ao sugerir uma abordagem que engloba o
aspecto historico e diversas aplicacdes. Desta forma, a énfase dada foi para as aplicacdes
de tais conceitos em problemas contextualizados. Sendo assim, a apresentacéo da parte
tedrica presente neste Trabalho, além de aprofundar os conceitos e propriedades das
Funcgbes Exponenciais e Logaritmicas, da suporte ao desenvolvimento das atividades que
propomos no capitulo 5, onde trabalhamos com duas temaéticas: crescimento ou
decrescimento proporcional e mudanca de escalas. Vale ressaltar que os capitulos 3 e 4
foram feitos para os professores que desejarem se aprofundar na parte tedrica desta
dissertacdo. Acreditamos que a estrutura apresentada nesse Trabalho possa ser um
facilitador na aprendizagem de tais conteudos, pois o tratamento histérico dos Logaritmos
ajuda a entender como esta ferramenta foi concebida, definida e utilizada na época pelos
matematicos para facilitar os célculos astronémicos.

Pensamos que a Matematica, enquanto uma ciéncia de natureza abstrata, possui
conteddos que sdo objetos de estudo da propria Matematica, o que a impulsiona como
Ciéncia. Outros contetidos estdo intimamente relacionados a outras areas de estudo e sdo
ferramentas importantes para se resolver problemas e explicar fenbmenos, para os quais
outras areas do conhecimento por si s6 ndo conseguem abarcar. Isto corrobora com o
objetivo deste trabalho, que € o aspecto interdisciplinar. Sabemos que muitas pessoas
dizem ter dificuldades, ou pouca afinidade com a Matematica, entdo a interacdo com
outros saberes pode aproxima-las do contelido matematico em questdo. E importante
observar gue 0 nosso objetivo ndo é de reduzir a matematica a uma questdo utilitarista e
sim trabalhar em harmonia com as demais disciplinas para explicar e modelar fenémenos.

Outra observacao que gostariamos de enfatizar é que a interdisciplinaridade néo é
algo trivial de ser feito. E necessario um didlogo constante entre a Matematica e as
Disciplinas relacionadas. Para o professor que deseja trabalhar desta forma com os seus
alunos em sala de aula é necessario estudo, pesquisa, além do preparo de suas aulas, afim
de que possa estar aberto a refletir e auxiliar os estudantes a obterem um melhor
aprendizado.

Muito se tem falado sobre o aprendizado por meio de Projetos Escolares que
envolvam diversas areas do saber. Esperamos que as atividades apresentadas no Capitulo
5, as quais relacionam Exponenciais e Logaritmos a outras Disciplinas possam servir de

estimulo, bem como ser uma alavanca inicial para a concretizacdo dessa pratica.
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APENDICE A - POTENCIA DE EXPOENTE IRRACIONAL

Seja a € R,a > 1. Queremos um significado para o simbolo a* quando x é um
namero irracional. Para tanto precisamos dos resultados apresentados nos Lemas 1,2 e 3,
a sequir:
Lema 1. Sejaa € R,a > 1. Dado € > 0, existe n € N, tal que a*/™ — 1 < e.
Demonstracdo. Temos que (1 + €)™ > 1 + ne. Sejan € N, tal que 1 + ne > a. Assim,
(1+&)">a. Ou seja, 1+e¢>a'/™ Portanto, a'/*—1<e. E isto finaliza a
demonstracdo do Lema 1. m
Lema 2. Sejam a > 1 e x € R. Dado € > 0, existem r e s racionais, r < x < s tais que
a’—a" <e.
Demonstracgdo. Sejat € Q, comt >xe &> 0.Ser < xentdo a” < a’, poisa>1e
s > x, s € Q. Portanto,
a*—a" =a"(a* " —1).TomeneNtalquea’/" -1 <ate & at(a’/" - 1) < &.
Sejam sy, 1y € Q, 1y < x < 5, tais que sy — 1y < 1/n. Dai temos que:

a% —a™ =g (g% —1) <af(a/"-1) < e

Logo, dado x € R, existem s,,179 € Q com 1y < x < s, tal que a’° —a’ < ¢. E isto
encerra a demonstracdo do Lema 2. m
Lema 3. Seja a € R, com a > 1. Para cada x € R, existe um 0nico real § tal que
a'<d<a’r,seQcomr<x<s.
Demonstracdo. Seja B(x) = {a"|r € Q,r < x}. Temos que B(x) # 0 e é limitado
superiormente por a®°, s, > x, s, € Q. Portanto, B(x), possui um supremos. Seja
6 = supB(x), entdo a" < 6, r € Q e como § é a menor das cotas superiores, § < a®,
s > x e s € Q. Mostraremos que na verdade, a” < §, r € Q com r < x. Se a™ = §,
10 EQery <x, entdo existe ry < r’' < x, r' € Q. Alem disso, a™ < a”, comr’ < x.
Absurdo, pois a” € B(x) e § = 1, é 0 supremo de B(x).
Assim, a” < § <a®, r <x <scomr,s € Q. Mostraremos que § é 0 Unico com essas
propriedades.
Suponhamos que §' € Rtal que a” < §' < a’comr,s € Q tal que r < x < s. Portanto,
temos que —(a°*—a")<d' —-d6<a—a" |6 -5l <a’*—a", com r<x<s.
Mas, existem sy, 1, € Q com ry < x < s, tais que a®® — a™ = @. Portanto teremos
que:
16" — 4|

6" — 6] < >
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Absurdo. Assim concluimos a demonstracdo do Lema 3. m

Com base neste ultimo Lema, definimos para x € R — Q, a* = §. Note que se
x € Q e a um namero real maior do que 1. Entdo, a” < a* < a® com r < x < s. Por
unicidade temos que a* = §. Assim, dado x € R, temos que a* é o (nico nimero real tal
quea" <a*<a’*comr<x<s.
Seja f:R - R* uma funcdo definida por f(x) = a*. Conforme o que foi visto
anteriormente f esta bem definida.
Iremos a seguir demonstrar que f é uma funcéo continua em todo seu dominio.
Proposicdo 4. A funcdo f: R - R™* definida por f(x) = a* é continua.
Demonstragéo. Sejam € > 0 e p, € R. Existem s,, 7 € Q com 1y < py < S, tais que
a0 —a’ < g, Sejap € |ry, So[. Portanto, a™ < aP < a0 e a™ < aP° < a%0. Dai, temos
que:

ao —a <agP —aPo < g’ —ag" & |aP —aPo| < a0 —a'0 < ¢
Sendo assim,
If(0) — fpo)l < &

Portanto, f é continua em p,. Logo f é continua em R.
Segue da continuidade que se 1, = x, 1, € Q x € R, entdo lima™ = a*, onde

limr, =x.
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APENDICE B - REGRESSAO LINEAR
A regressdo linear ¢ a funcdo afim que melhor se aproxima dos pontos de

dispersdo de determinado grafico. Para exemplificarmos observe a ilustracdo a seguir:

Grafico 1- Exemplo de regressao linear

4
Datapoints
Regression

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Regress%C3%A30_linear

Esta € a reta que melhor se aproxima aos pontos deste grafico. Nosso objetivo é

descobrir uma expressao algébrica para este tipo de reta.

Gréafico 2— Outro exemplo de regressao linear

y—az+b

(0,b)

Fonte: Autor, 2018.

Chamaremos de erro a distancia de cada um dos pontos (x,,y,) do plano
cartesiano com n natural a reta de equacéo y = ax + b. Portanto, teremos:

Ey = |y1 — (ax; + D) Ey = |y, — (ax; + D); ... En = |y — (@, + b)|
Onde E,E,, ..., E,,. Sd0 os erros de 1 a n.
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Utilizaremos a seguir o método dos minimos quadrados para minimizar o erro dos pontos
do plano cartesiano a reta (STEWART, 2010).

n
ZE,z —E2+E2+ - +E2
k=1

Portanto,

n
Z Ei = 1= (axy + 0))* + (2 = (axz + b)) + -+ (. = (axn +b))* (1)
k=1
Para facilitar os calculos iremos desenvolver a expressao (y,, — (ax, + b))? e as demais
expressdes paran = 1,2,3 ... seguiram 0 mesmo modelo.

(v — (ax, + b))? = y2 — 2y,ax,, — 2y,b + a®x2 + 2ax,b + b? (2)
Logo, no desenvolvimento da equacéo (1) aparecerdo os somatorios de cada uma das

parcelas da equagéo (2). Dai, teremos a seguinte expresséo:

n n n n n n n
zE,f=zy,§—ZaZykxk—Zbek+aZZx,%+2ab xn+b221(3)
k=1 k=1 k=1 k=1 K k=1 k=1

=1
Sabendo que:
yi+y; +yi+ -+ yi
n

=V’ ©Vi+yi+yi+ -+ yi=ny}

Onde y2é a média aritmética dos quadrados dos y,, termos com n natural.

YiX1 t YaXo + Y3X3 + o+ VX
n

= YnXn S Y1X1 + YaXo + Y3X3 + o+ YpXy

= NYnXn
Onde Yy, x,, € a média aritmética dos y,,x,, termos com n natural.

Yi+ Y, +ys+ -+,
n

SOty tyst oty =ny,
Onde Yy,, € a média aritmética dos y,, termos com n natural.

Aty 2 =
=Xx; S X7 +x5 +x3+ -+ x5 =nxg

n
Onde x2 é a média aritmética dos x2 termos com n natural.
x1 +x2+X3+"'+xn
n

=X, S x;1+x, +x3+ -+ x, =nx,

Onde x,, € a média aritmeética dos x,, termos com n natural.
Substituindo os valores encontrados anteriormente na equacédo (3) temos que:
n
E} = ny? — 2any,x, — 2bny, + a®*nx2 + 2abnx, + nb?
k=1
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Como queremos descobrir a equacdo da reta y = ax + b que melhor se aproxima do
conjunto de pontos (x,, ), iremos descrever o somatorio acima como uma fungdo de

duas variaveis a e b e aplicar o método dos minimos quadrados da seguinte forma:

flab) =) E
k=1

Como f(a, b) é uma funcdo diferenciavel, entdo podemos calcular as derivadas parciais

em relagéo ao coeficiente angular a e o coeficiente linear b.

Portanto,
af S — _
— = —2ny X, + 2anx3 + 2bnx,
da
e,
af — _
T —2ny, + 2anx, + 2bn

Segundo Stewart (2010), a interpretacdo geométrica das derivadas parciais sdo as
respectivas inclinagdes das retas tangentes a funcéo f(a, b) ou seja, representam a taxa
de variacdo. Portanto, se igualarmos as derivadas parciais a zero. Encontraremos 0s

valores que minimizam os erros dos coeficientes, angular e linear.

of

7= 0 & —2ny,%, + 2an¥%,;> + 2bn%, = 0 © V%, — ax2 — b¥%, = 0
of
ob

Reparem que as duas equacdes acima satisfazem a equacdo da reta y = ax + b. Pois:

0=-2ny,+ 2anx,, +2bn=0Yy,—ax,—b =0

X ax? bx, X ax2
Pt — QT? — by = 0 e 28 = T T I Ty (g

Xn  Xpn X Xn  Xn

V,—ax, —b=0&Yy,=ax,+b (5

—
Xn YnXn

Ou seja, a reta passa pelos pontos (x:, — ) e (%,,7,). Portanto, estes pontos estdo

n n

inseridos na linha étima. Fazendo a diferenca entre as equagdes (4) e (5). Temos que:

— — ynxn — y— -
Ynxn___axn_ — o x_n__ o g = Xn " YnXn — Xn Yn
— =Yy =——ax, e al=—-x, a=—== e
Xn Xn Xn X5 X5 — Xn

T Xn

n

Substituindo o valor de a encontrado anteriormente na expresséo y, = ax, + b. Temos
que:

VX — X Vi VX — X Vi
E=.’y?'lTl nynﬁ_l_b{:bzﬁ_yn_n ‘f’l:y‘f’lE

w2 ¥ 2 _ 32
Xn — Xn Xn — Xn
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Portanto, a reta de regressao linear serd dada pela seguinte express&o:

_ YnXn — Xn Yn — YnXn —XnYn__
y= T —2 X+ |\ ———— *n

X3 — Xp°

Exemplol. Qual é a reta que melhor aproxima os pontos do plano cartesiano
(1,2); (2,1); (4,3).

1+2+4 12422442

F==233,y=" =2 = =533 el = =7
Portanto,
L_533-233-2
7-(233)2
e,

b=2-0,42-2.33=1,02
Portanto a reta que melhor aproxima estes pontos é dada pela seguinte express&o:
y = 0,42x + 1,02

Gréafico 3— Reta de regressdo linear formada pelos pontos A, Be C

y

Y =0,422+1,02

Fonte: Autor, 2018.

Sera que é possivel utilizarmos o método dos minimos quadrados para determinar
uma funcao tipo exponencial que melhor se aproxime dos pontos do plano cartesiano?
Certamente, basta fazermos uma mudanca de variével.
Seja a reta de equagdo y = b’ + xa’. Dado uma fungéo exponencial Y = B - e“*.
Ent&o temos que:
InY =In(B-e?*) =InB + Ax.

Fazendo:
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InB=b' el =B

Temos que:
Y=B-eA* oy =¢b . ed'*

Portanto, é possivel encontrar a funcdo exponencial que melhor se aproxime dos pontos
do plano cartesiano utilizando o método dos minimos quadrados fazendo uma mudanca
de variaveis como visto anteriormente. Observe o exemplo a seguir:

Exemplo 2. Suponha que determinado crescimento de uma populagdo P(t), seja dada
em funcéo do tempo t. Na tabela abaixo mostram os valores registrados da populacao
em dado instante t.

Tabela 1- Crescimento de determinada populacdo em um tempo t

Tempo (t) Populacéo P(t) In P(t) t2 t-InP(t)
1 2,10 0,7 1 0,74194
2 3,02 11 4 2,21051
3 4,75 1,6 9 4,67443
4 7,18 2,0 16 7,8852
5 11,21 2,4 25 12,084

Fonte: Autor, 2018

Seja t,P(t),InP(t),t2,t-InP(t) as respectivas médias dos valores de
t,P(t),InP(t),t% t-InP(t).

Sendo assim temos que:

1+2+3+4+5

t = 3
5
07+ 1,1+1,6+20+24
InP(t) = z = 1,56
12422432+ 4%+ 52
t2 = z =11

_ 27,7
CIP@O=07-1+11-2+16-3+20-4+24-5=—--=554

Dai, o coeficiente angular da reta sera dado por:

t-lnP(t)—t-InP(t) 554-3-1,56
a = — = = 0,43
t2 — 2 11 — 32
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Como visto anteriormente, o ponto (E,P(t)) pertence ao grafico da reta de

regressao linear. Entdo, com a mudanca de variavel, o ponto (E, m) ird pertencer ao
grafico dareta y = b + a’x. Portanto, temos que:
b=InPlt)—dteb=156—-043-3=027
Logo, a reta de regressdo para o caso exponencial sera dada pela seguinte equacao:
y =027 +0,43x (6)
Agora, para obter a funcéo Y = B - e4*, basta fazer:
InB =0,27 © B =¢e%7 =1,31.

a =4=0,43.
Portanto, tem-se que:
Y =1,31-e%%3% (7)
Esta é a curva exponencial que melhor se aproxima dos pontos fornecidos na tabela 5.
Observacao 3. A vantagem de utilizar este método para o caso exponencial é que
podemos trabalhar com valores das imagens mais préximas quando ajustamos a curva
exponencial para umareta. E os pontos ficam melhores para serem observados, isto ocorre
pois, para cada acréscimo aritmético no dominio de uma funcdo linear resulta em um
acréscimo aritmético na imagem, diferente das funcdes tipo exponencial, onde para cada
acréscimo aritmético no dominio desta funcdo resulta em um acréscimo geométrico nos
valores da imagem.
Observe os dois graficos a seguir, que representam respectivamente as duas

funcdes (6) e (7) no plano cartesiano.

Gréfico 4— Reta de regressdo linear para o caso exponencial

g(x) = 0,27 +0,43r =1

Fonte: Autor, 2018.
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Grafico 5- Fungdo tipo exponencial que melhor se aproxima dos pontos da tabela 5

y

f(@) = 1,318

/

Fonte: Autor, 2018.

E evidente que aplicamos a regressdo linear para o caso exponencial, na
modelagem de problemas quando se tem a certeza de que a curva que melhor se ajuste
aos pontos do plano cartesiano é do tipo exponencial. E fato, que dado um conjunto de
pontos quaisquer no plano cartesiano, podemos determinar a expressao algébrica da curva
tipo exponencial que melhor se ajuste a esses pontos, mesmo ndo sendo a curva
apropriada para tal modelagem.

Exemplo 4. Encontre a expressdo algébrica da curva tipo exponencial que melhor se
aproxime dos pontos (0,1), (1,2) e (2,3).

Observe que para cada acréscimo aritmético na coordenada x temos também um
acréscimo aritmético em y, ou seja, estamos nos referindo a uma fun¢éo afim. Portanto,
teremos uma equacdo do tipo y = ax + b. Quando x = 0,y = 1. Dai, b = 1. Quando
x=1y=2Da,a+1=2¢ a=1.Portanto, y = x + 1. Esta é a curva que melhor
se aproxima destes pontos. Porém, podemos encontrar a curva exponencial que melhor
se ajusta aos dados. Observe:

_0+1+2 "

3

— 0+07+11
In =T=O,6

__02+12+22_5
= 3 ~3
0-0+1-07+2-1,1

X" = =

3

0,6
x2 — X2 g_lz
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b=Iny—-adx=06-06=0
Onde a’ e b’ sdo respectivamente, os coeficiente angular e linear da reta que melhor se
aproxima dos pontos (0, x(0)), (1,x(1)) e (2, x(2)).

Logo, a funcgdo do tipo exponencial denotada por Y = B - e4t. Tera os seus valores A e B

iguais a:
A=0,6
E,
InB=0&B=1
Portanto,

Y = eO,6x

A figura a sequir ilustra parte do grafico das fungdes y = x + 1 e y = e%5*,

Grafico 6- Parte do esboco das funcbes y = x + 1 e y = e%6*

(0,1)

/

Fonte: Autor, 2018.



